Askăseic Algebrikăc GewmetrÐac, FullĹdio 6 Earinì exĹmhno tou ètouc 2002 Kajhghtăc GiĹnnhc A. AntwniĹdhc

1. DÔo diakekrimèna shmeÐa tou P^2(R) orÐzoun monadikă probolikă eujeÐa pou dièrqetai apì autĹ. DÔo diakekrimènec probolikèc eujeÐec tou P^2(R) tèmnontai pĹnta se akribÿc èna shmeÐo.

2. JewroÔme thn paramètrhsh (x, y) = (^{1+t2}_{1−t2} ,^{2t}_{1+t2} ) thc uperbolăc X^2 − Y^2 = 1.

• An dojeÐ to t, na apodeÐxete ìti (x, y) eÐnai to shmeÐo tomăc thc uperbolăc me thn eujeÐa klÐshc t pou dièrqetai apì to shmeÐo(−1, 0).

• ExhgeÐste giatÐ, gia t = ±1, paÐrnoume thn asÔmptwth thc uperbolăc.

• Na qrhsimopoiăsete omogeneÐc suntetagmènec gia na exhgăsete ti sumbaÐnei ìtan t = ±1.

• Ti gÐnetai ìtan t → ∞

3. Gia kĹje i = 0, 1, ...n orÐzoume U_i = {[x_0, x_1, ..., x_n] ∈ P^n(K)/x_i ≠ 0}. Na apodeÐxete ìti:

• Oi apeikonÐseic φ_i : U_i −→ A^n (K) pou orÐzontai apì thn apeikìnish [x_0, x_1, ..., 1, ..., x_n] → (x_0, ..., x_{i−1}, x_{i+1}, ...x_n) eÐnai èna proc èna kai epÐ.

• IsqÔei P^n(K) = ∪^n_{i=0}U_i • IsqÔei P^n(K) = U_0 ∪ H_0

4. Ston probolikì qÿro P^4(K)

• PoiĹ eÐnai ta shmeÐa pou anăkoun sta uposÔnola U_2, U_2 ∩ U_3, U_1 ∩ U_3 ∩ U_4;

• Na ekfrĹsete ta sÔnola P^4(K) − U_2, P^4(K) − (U_2 ∪ U_3) kai P^4(K)−(U_1 ∪U_3 ∪U_4) san antÐgrafa Ĺllou probolikoÔ qÿrou.

• PoiĹ eÐnai ta shmeÐa tou sunìlou

∩^4_{i=1}U_i

• GenikĹ na perigrĹyete ta uposÔnola U_{i1} ∩ U_{i2} ∩ ... ∩ U_{ir} , ìpou 1 ≤ i_1 < i_2 < ... < i_r ≤ n. 5. An X = V (X^2 + Y^2 − Z^2) ⊆ P^2(R), na breÐte exisÿseic gia ta sÔnola X ∩ U_0 kai X ∩ U_2. Na zwgrafÐsete autèc tic kampÔlec kai na bgĹlete sumperĹsmata gia thn X. 1

2 6. Ston daktÔlio R = K[X_0, X_1, ..., X_n] jewroÔme to ideÿdec A =< X_0, X_1, ..., X_n > • Na apodeÐxete ìti kĹje gnăsio omogenèc ideÿdec tou R perièqetai sto A.

• Na apodeÐxete ìti h r-stă dÔnamh tou A, A^r eÐnai ideÿdec to opoÐo perĹgetai apì ìla ta monÿnuma bajmoÔ r tou R.SumperĹnete ìti kĹje omogenèc poluÿnumo tou R bajmoÔ ≥ r perièqetai sto A^r.

7. DÐnetai to omogenèc ideÿdec I tou daktulÐou R = K[X_0, X_1, ..., X_n], ìpou K algebrikĹ kleistì sÿma. Na apodeÐxete ìti V (I) = ∅ ston probolikì qÿro P^n(K) eÐnai isodÔnamo me mÐa apì tic akìloujec dÔo sunjăkec.

• UpĹrqei r ≥ 1 tètoio ÿste kĹje omogenèc poluÿnumo bajmoÔ ≥ r perièqetai sto I.

• To rizikì tou I eÐnai ă to A =< X_0, X_1, ..., X_n > ă o daktÔlioc R.