1 Gènoc kampÔlhc

Skìpoc mac se autăn th diĹlexh eÐnai na deÐxoume ìti to gènoc mÐac kampÔlhc eÐnai topologikă analloÐwth.

Prìtash 1.1 ’Estw F : X −→ Y olìmorfh, mh stajeră apeikìnish metaxÔ epifaneiÿn Riemann kai p ∈ X.Tìte upĹrqei monadikìc fusikìc arijmìc m tètoioc ÿste gia kĹje qĹrth ϕ_2 : U_2 −→ V_2 sthn Y me ϕ_2(F (p)) = 0, na upĹrqei qĹrthc ϕ_1 : U_1 −→ V_1 thc X me ϕ_1(p) = 0 tètoioc ÿste ϕ_2(F (ϕ_1(z))) = z^m.

Apìdeixh:’Estw qĹrthc ϕ_2 sto Y me kèntro to F (p) (dhladă ϕ_2(F (p)) = 0), kai ψ : U −→ V qĹrthc thc X me kèntro to p. Tÿra, an pĹroume T (w) = ϕ_2(F (ψ^{−1}(w))), eÐnai T (0) = ϕ_2(F (ψ^{−1}(0))) = ϕ_2(F (p)) = 0. ’Ara, to anĹptugma Taylor thc T gÔrw

apì to 0 eÐnai thc morfăc T (w) = ∞∑ i=m c_iw^i ìpou c_m ≠ 0. Epomènwc, mporoÔme na

grĹyoume T (w) = w^mS(w), ìpou S olìmorfh kai S(0) ≠ 0.Tìte, upĹrqei olìmorfh R(w) me R(w)^m = S(w). Kai tìte T (w) = (wR(w))^m. Jètoume η(w) = wR(w). ParathroÔme tÿra ìti η^′(0) ≠ 0 Ĺra h sunĹrthsh η antistrèfetai gÔrw apì to 0 kai eÐnai olìmorfh.Opìte kai h sÔnjesh ϕ_1 = η ∘ ψ eÐnai qĹrthc thc X gÔrw apì to p. H sunĹrthsh η orÐzei mÐa kainoÔria suntetagmènh z = η(w).Kai èqoume:

ϕ_2(F (ϕ^{−1}_1 (z))) = ϕ_2(F (ψ^{−1}(η^{−1}(z)))) =

T (η^{−1}(z)) = T (w) = (wR(w))^m = z^m,

pou eÐnai thc morfăc pou jèlame.

To m autì eÐnai monadikì, diìti an upĹrqoun topikèc suntetagmènec gÔrw apì ta p kai F (p) ÿste h F na èqei topikĹ thn morfă z −→ z^m gÔrw apì to p ja upĹrqoun m diaforetikèc eikìnec tou F (p). Epomènwc, o arijmìc m eÐnai èna topologikì qarakthristikì kai eÐnai anexĹrthto apì thn epilogă topikÿn suntetagmènwn. □ H parapĹnw prìtash mac epitrèpei na grĹfoume kĹje olìmorfh apeikìnish F : X −→ Y topikĹ gÔrw apì kĹpoio p ∈ X, sthn morfă z −→ z^m. MĹlista, an oi epifĹneiec eÐnai sumpageÐc, o arijìc m eÐnai o Ðdioc gia ìla ta shmeÐa.

Orismìc 1.1 H pollaplìthta thc apeikìnishc F sto shmeÐo p thc X, sumbolÐzetai me mult_p(F ) kai eÐnai o monadikìc akèraioc m tètoioc ÿste kontĹ sta p kai F (p) h apeikìnish na èqei thn morfă z −→ z^m.

H pollaplìthta upologÐzetai arketĹ eÔkola, ìpwc faÐnetai kai apì to parakĹtw lămma. Kat’ arqăn, jewroÔme miĹ topikă suntetagmènh z gÔrw apì to p kai antÐstoiqa w gÔrw apì to F (p).’Estw ìti to p antistoiqeÐ sto z_0 kai to F (p) sto w_0 kai w = h(z) h olìmorfh sunĹrthsh apì thn allagă qartÿn pou sundèei tic dÔo suntetagmènec.

Lămma 1.1 Me touc parapĹnw sumbolismìuc mult_p(F ) = 1 + ord_{z0} (dh/dz). ’H alliÿc, an anaptÔxoume katĹ Taylor thn h gÔrw apì to z_0: h(z) = h(z_0) + ∑_∞ i=1 c_i(z − z_0)^i, me m ≥ 1 kai c_m ≠ 0, tìte mult_p(F ) = m.

Apìdeixh: ’Opwc eÐdame kai sthn apìdeixh thc prìtashc ??, h pollaplìthta thc F se èna shmeÐo p eÐnai o mikrìteroc ìroc tou anaptÔgmatoc Taylor thc F , an èqoume epilèxei topikèc suntetagmènec me kèntro p kai F (p) antÐstoiqa. Sth sugkekrimènh perÐptwsh autèc oi suntetagmènec eÐnai oi z−z_0 kai w−w_0. Epomènwc, afou w−w_0 = h(z) − h(z_0), h pollaplìthta thc F ja eÐnai o mikrìteroc ìroc tou anaptÔgmatoc thc h(z) − h(z_0) wc prìc z − z_0. Kai, apì to jeÿrhma Taylor, autì eÐnai èna parapĹnw apì thn tĹxh mhdenismìu thc h sto z_0. □

Apì to parapĹnw lămma blèpoume ìti ta shmeÐa me pollaplìthta ≥ 2 apoteloÔn diakritì sÔnolo. Autì diìti an mult_p(F ) ≥ 2 tìte ord_{z0} (dh/dz) ≥ 1. Epomènwc to z_0 eÐnai rÐza thc h^′. AllĹ, h h^′ eÐnai olìmorfh, diìti h h eÐnai olìmorfh. Kai to sÔnolo rizÿn mÐac olomorfhc sunĹrthshc eÐnai diakritì.

Orismìc 1.2 ’Estw F : X −→ Y mh stajeră, olìmorfh sunĹrthsh. ’Ena shmeÐo p ∈ X me mult_p(F ) ≥ 2 lègetai ramification shmeÐo.’Ena shmeÐo y ∈ Y lègetai branch shmeÐo, an eÐnai eikìna ramification shmeÐou.

Prìtash 1.2 ’Estw F : X −→ Y mh stajeră, olìmorfh apeikìnish metaxÔ sumpagÿn epifaneiÿn Riemann. Gia kĹje y ∈ Y orÐzoume

d_y(F ) = ∑ p∈F^{−1}(y) mult_p(F ). Tìte, o arijmìc d_y(F ) eÐnai stajerìc, anexĹrthtoc apì to y.

Apìdeixh: H idèa thc apìdeixhc eÐnai na deÐxoume ìti h sunĹrthsh y −→ d_y(F ) eÐnai topikĹ stajeră, apì thn Y sto Z. Tìte, afoÔ to Y eÐnai sunektikì, mÐa topikĹ stajeră sunĹrthsh ja eÐnai pantoÔ stajeră kai ja èqoume teleiÿsei.

PrÐn xekinăsoume thn apìdeixh, ja kĹnoume kĹpoiec parathrăseic. JewroÔme ton dÐsko D = {z ∈ C | ‖ z ‖< 1} kai thn apeikìnish f : D −→ D me f(z) = z^m, m ≥ 1. Aută h apeikìnish eÐnai olìmorfh kai epÐ kai to monadikì ramification shmeÐo eÐnai to z = 0 me mult_0(f) = m. ’Ola ta upìloipa shmeÐa eÐnai aplĹ. Dhladă, an w = 0, h monadikă proeikìna eÐnai to z = 0 me pollaplìthta m, enÿ an w ≠ 0 èqoume akribÿc m proeikìnec me pollaplìthta 1. Epomènwc, h sunĹrthsh f periorismènh ston monadiaÐo dÐsko, ikanopoieÐ thn sunjăkh ìti to Ĺjroisma twn pollaplotătwn twn proeikìnwn enìc shmeÐou eÐnai stajerì.

Tÿra, an èqoume xènh ènwsh tètoiwn apeikonÐsewn, dhladă mÐa apeikìnish apì ènwsh xènwn dÐskwn ( endeqomènwc me diaforetikă dÔnamh m se kĹje dÐsko), h parapĹnw sunjăkh kai pĹli ikanopoieÐtai. O skopìc mac, loipìn, eÐnai na deÐxoume ìti kĹje olìmorfh, mh stajeră F : X −→ Y eÐnai topikĹ xènh ènwsh apì apeikonÐseic thc parapĹnw morfăc.

’Estw y ∈ Y kai F^{−1}(y) = {x_1, . . . , x_n}. PaÐrnoume w topikă suntetagmènh me kèntro to y. Tìte, apì ?? mporoÔme na broÔme topikèc suntetagmènec z_i me kèntro x_i sthn X me i = 1, . . . , n, tètoiec ÿste h F na eÐnai topikĹ thc morfăc z_i −→ w = z^{mi}_i . Kai epiplèon, se mikrèc perioqèc gÔrw apì ta x_i èqoume akribÿc sunĹrthsh thc morfăc pou perigrĹyame parapĹnw( xènh ènwsh apì apeikonÐseic thc morfăc z −→ z^m).

To mìno pou mènei na deÐxoume, eÐnai ìti gÔrw apì to y den èqoume Ĺllec proeikìnec, ektìc apì tic perioqèc twn x_i. Edÿ qrhsimopoioÔme thn sumpĹgeia tou X.

Upojètoume ìti osodăpote kontĹ sto y mporoÔme na broÔme proeikìna pou den anăkei se kamÐa perioqă twn x_i. Epomènwc, mporoÔme na broÔme olìklhrh akoloujÐa shmeÐwn thc X, ta opoÐa den brÐskontai se kamÐa geitoniĹ twn x_i, tètoia ÿste ìla autĹ ta shmeÐa na eÐnai proeikìnec tou y mèsw thc F . Lìgw sumpĹgeiac tou X mporoÔme na broÔme upakoloujÐa {p_n} twn parapĹnw shmeÐwn, h opoÐa sugklÐnei ( se kĹpoio x ∈ X ). Tìte F (p_n) → y. Kai afoÔ h F eÐnai suneqăc, ja prèpei F (x) = y. Tìte, apì upìjesh, to x ja prèpei na eÐnai kĹpoio apì ta x_i, to opoÐo eÐnai Ĺtopo. Dhladă, ìlec oi proeikìnec tou y exantloÔntai se perioqèc gÔrw apì ta x_i.

Epomènwc, h F eÐnai thc morfăc pou jèlame. ’Ara d_y(F ) = ∑ p∈F^{−1}(y) multp(F ) stajerì, o.e.d. □

Orismìc 1.3 O arijmìc d_y(F ), ìpou y ∈ Y tuqìn, onomĹzetai bajmìc thc apeikìnishc.

Apo ta parapĹnw blèpoume ìti an èqoume mia olìmorfh apeikìnish F : X −→ Y , bajmoÔ N metaxÔ sumpagÿn epifaneiÿn Riemann, se ìla ektìc apì peperasmèna branch shmèia, ja èqoume mult_p(F ) = 1, kai apì to ?? sumperaÐnoume ìti h apeikìnish ja èqei N diaforetikèc proeikìnec.

Opìte, an afairèsoume ta branch shmeÐa kai tic eikìnec touc, èqoume mÐa apeikìnish kĹluyhc.AllĹ kai sta upìloipa shmeÐa pou afairèsame, h apeikìnish èqei kală sumperiforĹ.

• Trigwnopoiăseic ’Ena trÐgwno se mÐa epifĹneia Riemann eÐnai h eikìna T mèsw enìc omoiomorfismoÔ, enìc trigÿnou tou EukleÐdiou qÿrou. H eikìna mÐac korufăc legetai korufă tou T kai h eikìna mÐac pleurĹc lègetai pleurĹ tou T .

Orismìc 1.4 MÐa trigwnopoÐhsh mÐac sumpagoÔc epifĹneiac Riemann S eÐnai mÐa oikogèneia trigÿnwn {T_i} sthn S ta opoÐa ikanopoioÔn tic exăc idiìthtec: (1) S = ∪T_i kai (2) An dÔo trÐgwna tèmnontai, ja èqoun mÐa koină pleurĹ ă mÐa koină korufă.

Epeidă h epifĹneia eÐnai sumpagăc, h trigwnopoÐhsh eÐnai peperasmènh.

Jeÿrhma 1.1 KĹje epifĹneia Riemann eÐnai trigwnopoiăsimh

H apìdeixh tou jewrămatoc autoÔ eÐnai dÔskolh, opìte ja to jewrăsoume dedomèno.

Tÿra mporoÔme na orÐsoume mÐa kainoÔria ènnoia: Ton arijmì Euler miac epifĹneiac.

Orismìc 1.5 ’Estw sumpagăc epifĹneia Riemann S kai {T_i} mÐa trigwnopoÐhsh autăc me v korufèc, e akmèc kai t trÐgwna. O arijmìc e(S) = v − e + t lègetai arijmìc Euler thc epifĹneiac S kai eÐnai anexĹrthtoc apì thn trigwnopoÐhsh.

Sth sunèqeia, ja broÔme mÐa sqèsh pou sÔndeei to e(S) me to gènoc thc epifĹneiac. Kai epeidă o arijmìc e(S) eÐnai mÐa topologikă analloÐwth, to Ðdio ja sumbaÐnei kai me to gènoc g(S). Sugkekrimèna, ja apodeÐxoume to parakĹtw

Jeÿrhma 1.2 O arijmìc Euler mÐac sumpagoÔc epifĹneiac Riemann S eÐnai anexĹrthtoc thc trigwnopoÐhshc, Ðsoc me e(S) = 2 − 2g(S).

Ta bămata pou ja akoloujăsoume gia autăn thn apìdeixh ja eÐnai ta parakĹtw: (1) BrÐskoume trigwnopoÐhsh tou P^1 kai èpeita ton arijmì Euler e(P^1), (2) PaÐrnoume mÐa mh stajeră rhtă sunĹrth f sthn S kai sthn sunèqeia thn epagÿmenh olìmorfh F : S −→ P^1. H Ôparxh mÐac tètoiac f den eÐnai tetrimènh kai eÐnai sunèpeia tou jewrămatoc Riemann Roch (3) DeÐqnoume ìti,an F^∗ to pull back thc F , h trigwnopoÐhsh tou P^1 mèsw thc F^∗ mac dÐnei mÐa trigwnopoÐhsh T thc S. An jumhjoÔme tÿra thn topikă morfă thc F , ta branch shmeÐa kai tÐ akribÿc gÐnetai me tic proeikìnec touc, mporoÔme na broÔme ta v(T ), e(T ), t(T ) thc trigwnopoÐhshc T kai èpeita ton arijmì e(S).

• MÐa trigwnopoÐhsh tou P^1 Ja tautÐsoume to probolikì epÐpedo P^1 me thn sfaÐra S^2 kai ja trigwnopoiăsoume thn sfaÐra. Autì gÐnetai wc exăc: EggrĹfoume èna kanonikì oktĹedro mèsa sthn S^2. Autì qwrÐzei thn sfaÐra se oktÿ kommĹtia ta opoÐa apoteloÔn mÐa trigwnopoÐhsh. EÔkola faÐnetai apì to sqăma ìti ja èqoume t(T ) = 8 trÐgwna, v(T ) = 6 korufèc kai e(T ) = 12 akmèc.

Opìte, e(P^1) = v − e + t = 6 − 12 + 8 = 2. □ • Apì thn trigwnopoÐhsh tou P^1 paÐrnoume mÐa trigwnopoÐhsh thc epifĹneiac S mèsw thc F^∗

Kat’ arqăn eisĹgoume thn ènnoia thc eklèptunshc mÐac trigwnopoÐhshc. ’Estw ìti èqoume mÐa trigwnopoÐhsh thc S.’An T èna trÐgwno sthn S, mporoÔme: (1) na prosjèsoume mÐa korufă sto eswterikì tou T .Tìte an enÿsoume thn korufă aută me tic korufèc tou T ja èqoume prosjèsei sthn trigwnopoÐhsh 2 trÐgwna, 1 korufă kai 3 pleurèc.

(2) na pĹroume dÔo trÐgwna me koină akmă E kai sto eswterikì thc E na prosjèsoume mÐa korufă.Sth sunèqeia enÿnoume autăn thn korufă me tic apènanti korufèc tou kĹje trigÿnou antÐstoiqa.’Etsi, prosjètoume sthn trigwnopoÐhsh 2 trÐgwna, 1 korufă kai 3 akmèc.

Autèc oi prĹxeic onomĹzontai ekleptÔnseic thc trigwnopoÐhshc kai parathroÔme ìti diathroÔn ton arijmì Euler thc epifĹneiac.

Tÿra xanagurÐzoume sto prìblhma mac. ’Eqoume thn F : S −→ P^1 kai mÐa trigwnopoÐhsh tou P^1. Jèloume na tropopoiăsoume thn trigwnopoÐhsh tou P^1 ÿste ta branch shmeÐa na eÐnai korufèc thc trigwnopoÐhshc. Autì gÐnetai polÔ eÔkola an se kĹje branch shmeÐo pou den eÐnai korufă efarmìzoume kĹpoio apì ta (1) ă (2) kai to kĹnoume korufă enìc trigÿnou eklèptusmènhc trigwnopoÐhshc.

EpÐshc, mikraÐnoume arketĹ ta trÐgwna ÿste kĹje èna na perièqetai se èna akribÿc qĹrth tou P^1.

Apì to jeÿrhma ?? kai an deg(F ) = m, ja èqoume ìti èna y ∈ P^1 den eÐnai branch shmeÐo an kai mìno an F^{−1}(y) èqei akribÿc m proeikìnec. Enÿ, an y eÐnai branch shmeÐo, tìte F^{−1}(y) = {x_1, . . . , x_k} me k < deg(F ). An kĹje x_i èqei pollaplìthta k_i, ja eÐnai ∑ i k_i = deg(F ) kai se kĹje perioqă U_i tou x_i h F ja èqei thn morfă z −→ z^{ki} . Dhladă, to pull back thc F se èna aplì shmeÐo ja dÐnei m xènec anĹ dÔo perioqèc, enÿ sthn deÔterh perÐptwsh ja dÐnei k xènec perioqèc, kĹje forĹ mesw mÐac z −→^{ki} √ z i = 1, . . . , k. Epeidă tÿra, părame ta trÐgwna sto P^1 tìso mikrĹ ÿste na perièqontai se èna akribÿc qĹrth, ja èqoume dÔo periptÿseic:

(1) To trÐgwno den èqei kamÐa korufă pou na eÐnai branch shmeÐo. Tìte, mèsw thc F^∗ paÐrnoume akribÿc m trÐgwna sthn S ta opìia den èqoun kamÐa koină korufă ă pleurĹ. (bl.sqăma) (2) To trÐgwno èqei mÐa korufă pou eÐnai branch shmeÐo. EpÐshc, upojètoume q.b.g. ìti ìlec oi Ĺllec korufèc eÐnai aplĹ shmeÐa, allÐwc to epituqgĹnoume autì kĹnontac kĹpoiec apì tic dÔo stoiqeiÿdeic prĹxeic eklèptunshc thc trigwnopoÐhshc. Tìte, h F^∗ ja anuyÿnei to trÐgwno se k perioqèc, kĹje forĹ mèsw thc^{ki} √ z. (bl.sqăma)

Dhladă, anuyÿnontac èna trÐgwno, ja paÐrnoume m pleurèc, m trÐgwna allĹ n − ∑_k i=1(k_i − 1) korufèc. ( KĹje forĹ pou efarmìzoume thn^{ki} √ z ’qĹnoume’ k_i − 1 korufèc.)

Tÿra, h deÔterh perÐptwsh ja sumbeÐ tìsec forèc ìsec eÐnai kai ta branch shmeÐa thc F . Dhladă peperasmènec forèc. Sugkekrimèna, an y eÐnai branch shmeÐo kai F^{−1}(y) = {x_1(y), . . . , x_{k(y)}} oi proeikìnec tou ( me ∑_{k(y)} i=1 mult_{xi(y)} = deg(F ) ), tìte ∑ y∈B k(y)∑

i=1 (k_i(y) − 1) = ∑ p∈S (mult_p(F ) − 1),

ìpou B to sÔnolo twn branch shmeÐwn thc F .

Opìte, sunolikĹ èqoume: An t(P^1) to plăjoc trigÿnwn thc trigwnopoÐhshc tou P^1, a(P^1) oi akmèc kai v(P^1) oi korufèc, h trigwnopoÐhsh thc S pou paÐrnoume mèsw thc F^∗ ja èqei t(S) = m · t(P^1) trÐgwna, a(S) = m · a(P^1) akmèc kai v(S) = m · v(P^1) − ∑ y∈B ∑_{k(y)} i=1 (k_i(y) − 1) korufèc. Epomènwc ja èqoume ìti

e(S) = e(P^1) · m − ∑ y∈B k(y)∑

i=1 (k_i(y) − 1)

= e(P^1) · m − ∑ p∈S (mult_p(F ) − 1). (∗) Tÿra, gia na ftĹsoume sto telikì apotèlesma, ja qreiastoÔme kĹpoia lămmata.

Lămma 1.2 ’Estw F : X −→ Y olìmorfh sunĹrthsh metaxÔ epifaneiÿn Riemann kai ω mÐa merìmorfh 1-morfă sthn U. ’Estw shmeÐo p ∈ X. Tìte ord_p(F^∗ω) = (1 + ord_{F (p)}(ω))mult_p(F ) − 1. Apìdeixh: ’Estw topikèc suntetagmènec, w gÔrw apì to p kai z gÔrw apì to F (p), tètoiec ÿste h F na eÐnai topikĹ z = w^n ìpou n = mult_p(F ). Tÿra, an anaptÔxoume thn morfă ω gÔrw apì to F (p) ja pĹroume (cz^k + ìroi megalÔterwn dunĹmewn )dz, ìpou k = ord_{F (p)}(ω). Tìte, to F^∗(ω) gÔrw apì to p ja eÐnai (cw^{nk} + ìroi megalÔterwn dunĹmewn )(nw^{n−1})dw.

Kai apì autì, blèpoume eÔkola ìti ord_p(F^∗ω) = nk + n − 1. □ Lămma 1.3 ’Estw F : X −→ Y olìmorfh apeikìnish metaxÔ epifaneiÿn Riemann. ’Estw ω merìmorfh 1-morfă sthn U. Tìte isqÔei div(F^∗ω) = F^∗(div(ω)) + ∑ p∈X [mult_p(F ) − 1] · p.

Apìdeixh: Kat’ arqăn upenjumÐzoume ìti div(ω)(p) = ord_pω · p kai F^∗(D)(p) = mult_p(F ) · D(F (p)). Opìte, div(F^∗ω) = ∑ p∈X ord_p(F^∗ω) · p ?? = ∑ p∈X [(1 + ord_{F (p)}ω) mult_p(F ) − 1] · p = ∑ p∈X (mult_p(F ) − 1) · p + ∑ p∈X ord_{F (p)}ω mult_p(F ) · p = ∑ p∈X (mult_p(F ) − 1) · p + F^∗(div(ω)). □

Pìrisma 1.1 (TÔpoc Hurwitz)

’Estw F : X −→ Y olìmorfh apeikìnish metaxÔ sumpagÿn epifaneiÿn Riemann.Tìte isqÔei

2g(X) − 2 = deg(F )(2g(Y ) − 2) + ∑ p∈X (mult_p(F ) − 1).

Apìdeixh: H isìthta aută prokÔptei eÔkola, an pĹroume bajmìuc ston tÔpo tou lămmatoc ?? kai epiplèon qrhsimopoiăsoume ìti: to pull back mèsw olìmorfhc sunĹrthshc kanonikoÔ diairèth eÐnai kanonikìc diairèthc, o bajmìc kanonikoÔ diairèth eÐnai 2g − 2 kai deg(F^∗(D)) = deg(F )deg(D).

Tìte, afoÔ div(ω) kanonikìc sthn Q, o diairèthc F^∗(div(ω)) ja eÐnai kanonikìc sthn Y kai paÐrnwntac bajmoÔc ja èqoume deg(div(F^∗ ω)) = deg(F^∗(div(ω))) + deg( ∑ p∈X (mult_p(F ) − 1) · p)

dhladă, 2g(X) − 2 = deg(F )(2g(Y ) − 2) + ∑ p∈X (mult_p(F ) − 1). □ O tÔpoc tou Hurwitz sthn perÐptwsh pou Y = P^1, gÐnetai 2g(X) − 2 = −2deg(F ) + ∑ p∈X (mult_p(F ) − 1). (∗∗)

Tÿra, xanagurnĹme ston tÔpo (*) :

e(S) = e(P^1) · m − ∑ p∈S (mult_p(F ) − 1)

’Eqoume upologÐsei ìti e(P^1) = 2, opìte o (*) gÐnetai e(S) = 2m − ∑ p∈S (mult_p(F ) − 1).

’Omwc, m = deg(F ) opìte sunduĹzontac me to (**) prokÔoptei ìti e(S) = 2 − 2g pou eÐnai autì pou jèlame.