Kÿdikec kai LatinikĹ TetrĹgwna

QRHSTOS ZWQIOS

PAROUSIASH STO MAJHMA THS KWDIKOPOIHSHS

IANOUARIOS 2003

DiĹlexh pou dìjhke stic 24 IanouarÐou 2003 sta plaÐsia tou metaptuqiakoÔ majămatoc <<KwdikopoÐhsh>>, to opoÐo didĹqjhke katĹ th diĹrkeia tou qeimerinoÔ examănou 2002-2003. DidĹskwn: I. A. AntwniĹdhc.

To keÐmeno, sto megalÔtero mèroc tou, apoteleÐ apìdosh sta ellhnikĹ tou kefalaÐou 10(sel. 113 - 124) tou biblÐou Raymond Hill, A First Course in Coding Theory, Oxford University Press.

Perieqìmena

1 LatinikĹ tetrĹgwna 3 2 AmoibaÐwc orjogÿnia latinikĹ tetrĹgwna 4 3 Bèltistoi kÿdikec diìrjwshc enìc lĹjouc kai măkouc 4 5 4 SÔnola apì t amoibaÐwc orjogÿnia latinikĹ

tetrĹgwna 12

O basikìc stìqoc autăc thc ergasÐac eÐnai na parousiĹsei ton trìpo me ton opoÐo kataskeuĹzontai kÿdikec apì sugkekrimèna sÔnola latinikÿn tetragÿnwn kai antistrìfwc. Pio eidikĹ, ja epilÔsoume plărwc <<to kentrikì prìblhma thc jewrÐac kwdÐkwn>>, se kĹje alfĹbhto, gia kÿdikec diìrjwshc enìc lĹjouc kai măkouc 4.

1 LatinikĹ tetrĹgwna

Orismìc 1 ’Ena latinikì tetrĹgwno tĹxhc q eÐnai ènac q × q pÐnakac, ta stoiqeÐa tou opoÐou eÐnai apì èna sÔnolo F_q apoteloÔmeno apì q diaforetikĹ sÔmbola, oÔtwc ÿste kĹje grammă kai kĹje stălh tou pÐnaka perièqei kĹje sÔmbolo akribÿc mÐa forĹ.

ParĹdeigma 1 ’Estw F_3 = {1, 2, 3}. ’Ena parĹdeigma latinikoÔ tetragÿnou tĹxhc 3, eÐnai to 1 2 3 2 3 1 3 1 2 .

Ta latinikĹ tetrĹgwna mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn se statistikĹ peirĹmata.

ParĹdeigma 2 TrÐa fĹrmaka gia ton ponokèfalo 1, 2, 3 prìkeitai na exetastoÔn pĹnw sta antikeÐmena A, B, G treic diadoqikèc mèrec D, T, T. ’Ena pijanì prìgramma eÐnai to

D T T A 1 2 3 B 1 2 3 G 1 2 3 .

Pèra apì to na exetĹsoume to apotèlesma diaforetikÿn farmĹkwn sto Ðdio antikeÐmeno, jèloume epÐshc na èqoume kĹpoia mètrhsh twn apotelesmĹtwn twn farmĹkwn an dojoÔn se diaforetikèc mèrec thc Ðdiac periìdou twn triÿn hmerÿn. Opìte jèloume kĹje fĹrmako na qrhsimopoihjeÐ akribÿc mÐa forĹ kĹje mèra. ApaitoÔme, dhladă, èna latinikì tetrĹgwno gia to prìgramma, gia parĹdeigma to D T T A 1 2 3 B 2 3 1 G 3 1 2 .

Jeÿrhma 1 Gia kĹje jetikì akèraio q upĹrqei èna latinikì tetrĹgwno tĹxhc q.

Apìdeixh: MporoÔme na jewrăsoume thn 1 2 3 · · · q wc thn prÿth grammă kai na thn metajètoume kuklikĹ mÐa forĹ, gia kĹje epikeÐmenh grammă. ’Etsi paÐrnoume ton pÐnaka

1 2 3 · · · q 2 3 4 · · · q 1 3 4 5 · · · q 1 2 . . . . . . . . q 1 2 · · · q − 1 .

EnallaktikĹ, o prosjetikìc pÐnakac tou Z_q eÐnai èna latinikì tetrĹgwno tĹxhc q. □

2 AmoibaÐwc orjogÿnia latinikĹ tetrĹgwna

Orismìc 2 ’Estw A kai B dÔo latinikĹ tetrĹgwna tĹxhc q. ’Estw a_{ij} kai b_{ij} ta stoiqeÐa thc (i, j) jèshc twn A kai B, antÐstoiqa. Tìte lème ìti oi A kai B eÐnai amoibaÐwc orjogÿnia latinikĹ tetrĹgwna(suntomografÐa MOLS) an ta q^2 diatetagmèna zeÔgh (a_{ij} , b_{ij} ), i, j = 1, 2, . . . , q, eÐnai ìla diaforetikĹ.

Me Ĺlla lìgia, an uperjèsoume ta dÔo tetrĹgwna gia na sqhmatÐsoume èna kainoÔrio q × q tetrĹgwno me diatetagmèna zeÔgh wc stoiqeÐa, tìte autĹ ta q^2 diatetagmèna zeÔgh eÐnai ìla diaforetikĹ.

ParĹdeigma 3 Ta latinikĹ tetrĹgwna

A = 1 2 3 2 3 1 3 1 2 kai B =

1 2 3 3 1 2 2 3 1

apoteloÔn èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc 3, kajÿc, an upertejoÔn, dÐnoun ton pÐnaka (1, 1) (2, 2) (3, 3) (2, 3) (3, 1) (1, 2) (3, 2) (1, 3) (2, 1) .

Efarmogă: Upojètoume ìti trÐa fĹrmaka gia ton ponokèfalo, èstw ta 1, 2, 3, kai trÐa fĹrmaka gia ton puretì, ta opoÐa sumbolizoume epÐshc 1, 2, 3, prìkeitai na dokimastoÔn se trÐa antikeÐmena A, B, G, treic diadoqikèc mèrec, èstw D, T, T. ’Opwc sto parĹdeigma 2, ja qrhsimopoiăsoume èna latinikì tetrĹgwno taxhc 3 gia to prìgramma tou farmĹkou gia ton ponokèfalo kai èna Ĺllo gia to prìgramma tou farmĹkou gia ton puretì. Apì th stigmă pou to kĹje antikeÐmeno paÐrnei èna fĹrmako gia ton ponokèfalo kai èna fĹrmako gia ton puretì kĹje mèra, èqoume thn eukairÐa na parathrăsoume to apotèlesma tou sunduasmoÔ touc. MporoÔme na dokimĹsoume kĹje ènan apì touc 9 sunduasmoÔc (farmĹkou gia ponokèfalo)/(farmĹkou gia puretì) akribÿc mÐa forĹ ? Nai, qrhsimopoiÿntac to parapĹnw zeugĹri apì MOLS.

D T T A (1, 1) (2, 2) (3, 3) B (2, 3) (3, 1) (1, 2) G (3, 2) (1, 3) (2, 1) .

Edÿ, me (i, j) sumbolÐzetai to zeugĹri (fĹrmako ponokèfalou i, fĹrmako puretoÔ j).

ParĹdeigma 4 Den upĹrqei zeugĹri apì MOLS tĹxhc 2, kajÿc, an F_2 =

{1, 2}, tìte ta mìna latinikĹ tetrĹgwna tĹxhc 2 eÐnai ta ( 1 2 2 1 ) kai ( 2 1 1 2 ) , kai autĹ den eÐnai amoibaÐwc orjogÿnia.

3 Bèltistoi kÿdikec diìrjwshc enìc lĹjouc kai măkouc 4

Ac jewrăsoume, se èna tuqaÐo alfĹbhto F_q, <<to kentrikì prìblhma thc jewrÐac kwdÐkwn>> ,gia kÿdikec măkouc 4 kai elĹqisthc apìstashc 3, dhladă to prìblhma eÔreshc thc timăc tou A_q(4, 3). ArqikĹ brÐskoume èna Ĺnw frĹgma.

Jeÿrhma 2 IsqÔei ìti A_q(4, 3) ≤ q^2, gia kĹje q.

Apìdeixh: ’Estw C eÐnai ènac q-ikìc (4, M, 3)-kÿdikac kai x = x_1x_2x_3x_4, y = y_1y_2y_3y_4 eÐnai dÔo diaforetikèc kwdikèc lèxeic tou C. Tìte (x_1, x_2) ≠ (y_1, y_2), giatÐ alliÿc oi x kai y ja dièferan mìno stic dÔo teleutaÐec jèseic, kĹti pou den mporeÐ na isqÔei, afoÔ d(C) = 3. Opìte, ta M diatetagmèna zeÔgh pou prokÔptoun paraleÐpontac tic dÔo teleutaÐec suntetagmènec apì ton C, eÐnai ìla diaforetikĹ dianÔsmata tou (F_q)^2, epomènwc prèpei na èqoume M ≤ q^2. □

ParĹdeigma 5 Gia q = 3, to frĹgma pou prokÔptei apì to Jeÿrhma 2, gia ton kÿdika Hamming Ham(2, 3) eÐnai ènac (4, 9, 3)-kÿdikac :

0 0 0 0 0 1 1 2 0 2 2 1 1 0 1 1 1 1 2 0 1 2 0 2 2 0 2 2 2 1 0 1 2 2 1 0

.

ParathroÔme ìti ta diatetagmèna zeÔgh se kĹje dÔo kajorismènec jèseic suntetagmènwn eÐnai akribÿc ta diaforetikĹ dianÔsmata tou (F_3)^2. H paratărhsh aută dikaiologeÐtai plărwc apì to epiqeÐrhma thc apìdeixhc tou Jewrămatoc 2.

Paratărhsh: Gia q ≥ 4, to frĹgma tou Jewrămatoc 2 eÐnai mÐa megĹlh beltÐwsh tou frĹgmatoc tou Hamming, to opoÐo dÐnei mìno ìti A_q(4, 3) ≤ q^4/(4q − 3).

Sth sunèqeia, ja kajorÐsoume autèc tic timèc tou q, gia tic opoÐec ènac q-ikìc (4, q^2, 3)-kÿdikac upĹrqei. Apì th stigmă pou ta q^2 diatetagmèna zeÔgh pou dhmiourgoÔn oi dÔo prÿtec suntetagmènec twn kwdikÿn lèxewn enìc tètoiou kÿdika eÐnai diaforetikĹ, ènac tètoioc kÿdikac prèpei na èqei th morfă { (i, j, a_{ij} , b_{ij} )|(i, j) ∈ (F_q)^2 } . DeÐqnoume, tÿra, th sqèsh pou upĹrqei metaxÔ tètoiwn kwdÐkwn kai twn zeugariÿn apì amoibaÐwc orjogÿnia latinikĹ tetrĹgwna.

Jeÿrhma 3 UpĹrqei ènac q-ikìc (4, q^2, 3)-kÿdikac an kai mìno an upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q.

Apìdeixh: Ja deÐxoume ìti ènac kÿdikac C = { (i, j, a_{ij} , b_{ij} )|(i, j) ∈ (F_q)^2 }

eÐnai ènac (4, q^2, 3)-kÿdikac an kai mìno an oi A = [a_{ij} ] kai B = [b_{ij} ] sqhmatÐzoun èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q.

’Opwc sthn apìdeixh tou Jewrămatoc 2, h elĹqisth apìstash tou C eÐnai 3 an kai mìno an, gia kĹje zeugĹri jèsewn twn suntetagmènwn, ta diatetagmèna zeÔgh pou emfanÐzontai se autèc tic jèseic eÐnai diaforetikĹ. Tÿra, ta q^2 zeÔgh (i, a_{ij} ) eÐnai diaforetikĹ kai ta q^2 zeÔgh (j, a_{ij} ) eÐnai diaforetikĹ an kai mìno an o A eÐnai èna latinikì tetrĹgwno. Ta q^2 zeÔgh (i, b_{ij} ) eÐnai diaforetikĹ kai ta q^2 zeÔgh (j, b_{ij} ) eÐnai diaforetikĹ an kai mìno an o B eÐnai èna latinikì tetrĹgwno. TelikĹ, ta q^2 zeÔgh (a_{ij} , b_{ij} ) eÐnai diaforetikĹ an kai mìno an oi A kai B eÐnai amoibaÐwc orjogÿnioi. □

To Jeÿrhma 3 deÐqnei ìti A_q(4, 3) = q^2 an kai mìno an upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q. Ja deÐxoume (sto Jeÿrhma 6) ìti èna tètoio zeugĹri apì MOLS mporeÐ na kataskeuasteÐ eÔkola gia ta trÐa tètarta tou sunìlou ìlwn twn periptÿsewn ă, pio sugkekrimèna, ìtan isqÔei ìti q ≡ 0, 1, ă 3 (mod 4).

Jeÿrhma 4 An o q eÐnai dÔnamh kĹpoiou prÿtou kai q ≠ 2, tìte upĹrqei kĹpoio zeugĹri apì MOLS tĹxhc q.

Apìdeixh: ’Estw F_q to sÿma GF (q) = {λ_0, λ_1, . . . , λ_{q−1}}, ìpou λ_0 = 0 (an o q eÐnai prÿtoc, mporoÔme na pĹroume λ_i = i gia kĹje i). ’Estw m kai n dÔo diaforetikĹ, mh mhdenikĹ, stoiqeÐa tou GF (q). ’Estw A = [a_{ij} ] kai B = [b_{ij}] dÔo q × q pÐnakec, pou orÐzontai apì tic sqèseic

a_{ij} = λ_i + mλ_j kai b_{ij} = λ_i + nλ_j.

(oi grammèc kai oi stălec twn A kai B arijmoÔntai wc 0, 1, . . . , q − 1.) ArqikĹ deÐqnoume ìti oi A kai B eÐnai latinikĹ tetrĹgwna. An dÔo stoiqeÐa sthn Ðdia grammă tou A eÐnai parìmoia, tìte èqoume

λ_i + mλ_j = λ_i + mλ_j′ , dhladă mλ_j = mλ_j′ ,

apì to opoÐo prokÔptei ìti j = j^′, afoÔ m ≠ 0. OmoÐwc, an dÔo stoiqeÐa sthn Ðdia stălh tou A eÐnai parìmoia, tìte èqoume

λ_i + mλ_j = λ_i′ + mλ_j, dhladă λ_i = λ_i′ ,

apì to opoÐo prokÔptei ìti i = i^′. Epomènwc o A, omoÐwc kai o B, eÐnai latinikĹ tetrĹgwna. Gia na deÐxoume ìti oi A kai B eÐnai orjogÿnioi, upojètoume, gia Ĺtopo, ìti (a_{ij} , b_{ij} ) = (a_i′_j′ , b_i′_j′ ), dhladă upojètoume ìti to Ðdio diatetagmèno zeÔgoc emfanÐzetai dÔo forèc, katĹ thn upèrjesh twn tetragÿnwn. Tìte

λ_i + mλ_j = λ_i′ + mλ_j′ kai λ_i + nλ_j = λ_i′ + nλ_j′ ,

kai, afairÿntac katĹ mèlh, prokÔptei ìti

(m − n)λ_j = (m − n)λ_j′ .

AfoÔ m ≠ n, èqoume j = j^′ kai, sumperasmatikĹ, i = i^′. □

Paratărhsh: ParathroÔme ìti h idiaÐtera shmantikă idiìthta twn swmĹtwn, katĹ thn opoÐa mporoÔme na paraleÐpoume touc mh-mhdenikoÔc parĹgontec se èna ginìmeno Ðso me mhdèn, qrhsimopoiăjhke sthn parapĹnw apìdeixh. MÐa parìmoia kataskeuă qrhsimopoiÿntac to Z_n, ìpou n ìqi prÿtoc, ja apotÔgqane na dÿsei èna zeugĹri apì MOLS.

ParĹdeigma 6 Gia to GF (3) = {0, 1, 2}, h kataskeuă tou Jewrămatoc 4 dÐnei, paÐrnontac m = 1, n = 2 :

A = 0 1 2 1 2 0 2 0 1 kai B =

0 2 1 1 0 2 2 1 0 .

O antÐstoiqoc (4, 9, 3)-kÿdikac, pou dÐnetai apì to Jeÿrhma 3, eÐnai akribÿc o kÿdikac Hamming, ìpwc dÐnetai sto parĹdeigma 5.

Sth sunèqeia perigrĹfoume mÐa kataskeuă pou mac dÐnei zeugĹria apì MOLS tĹxhc q, gia akìma pio pollèc timèc tou q.

Jeÿrhma 5 An upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc m kai upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc n, tìte upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc mn.

Apìdeixh: Upojètoume ìti A_1, A_2 eÐnai èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc m kai B_1, B_2 eÐnai èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc n.

SumbolÐzoume to (i, j)-ostì stoiqeÐo tou A_k me a^{(k)}_{ij} (k = 1, 2) kai sumbolÐzoume to (i, j)-ostì stoiqeÐo tou B_k me b^{(k)}_{ij} (k = 1, 2). ’Estw C_1 kai C_2 eÐnai dÔo mn × mn tetrĹgwna, orismèna wc exăc:

C_k =

(a^{(k)}_{11} , B_k) (a^{(k)}_{12} , B_k) · · · (a^{(k)}_{1m}, B_k) (a^{(k)}_{21} , B_k) (a^{(k)}_{22} , B_k) · · · (a^{(k)}_{2m}, B_k) . . . . . . (a^{(k)}_{m1}, B_k) · · · (a^{(k)}_{mm}, B_k) ,

ìpou me (a^{(k)}_{ij} , B_k) sumbolÐzoume ènan n × n pÐnaka, tou opoÐou to (r, s)-ostì stoiqeÐo eÐnai to (a^{(k)}_{ij} , b^{(k)}_{rs} ) gia r, s = 1, 2, . . . , n.

Me Ĺlla lìgia, o C_k prokÔptei apì ton A_k, antikajistÿntac kĹje stoiqeÐo a tou A_k apì ton n × n pÐnaka (a, B_k), ìpou

(a, B_k) =

(a, b^{(k)}_{11} ) (a, b^{(k)}_{12} ) · · · (a, b^{(k)}_{1n} ) (a, b^{(k)}_{21} ) (a, b^{(k)}_{22} ) · · · (a, b^{(k)}_{2n} ) . . . . . . (a, b^{(k)}_{n1} ) (a, b^{(k)}_{n2} ) · · · (a, b^{(k)}_{nn} ) .

H apìdeixh tou ìti oi C_1 kai C_2 eÐnai latinikĹ tetrĹgwna kai ìti autĹ eÐnai amoibaÐwc orjogÿnia, apoteleÐ aplă Ĺskhsh. □

ParĹdeigma 7

Oi A_1 =

0 1 2 1 2 0 2 0 1 kai A_2 =

0 1 2 2 0 1 1 2 0

apoteloÔn èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc 3.

Oi B_1 =

0 1 2 3 1 0 3 2 2 3 0 1 3 2 1 0 kai B^2 =

0 1 2 3 2 3 0 1 3 2 1 0 1 0 3 2

apoteloÔn èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc 4.

H kataskeuă tou Jewrămatoc 5 dÐnei to akìloujo zeugĹri apì MOLS tĹxhc 12, ta stoiqeÐa tou opoÐou eÐnai diatetagmèna zeÔgh apì to Kartesianì ginìmeno F_3 × F_4 = {00, 01, 02, 03, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23}. (Ja mporoÔsame na sumbolÐsoume ta stoiqeÐa autĹ wc touc akèraiouc 1, 2, . . . , 12, an jèlame).

C_1 =

00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 01 00 03 02 11 10 13 12 21 20 23 22 02 03 00 01 12 13 10 11 22 23 20 21 03 02 01 00 13 12 11 10 23 22 21 20 10 11 12 13 20 21 22 23 00 01 02 03 11 10 13 12 21 20 23 22 01 00 03 02 12 13 10 11 22 23 20 21 02 03 00 01 13 12 11 10 23 22 21 20 03 02 01 00 20 21 22 23 00 01 02 03 10 11 12 13 21 20 23 22 01 00 03 02 11 10 13 12 22 23 20 21 02 03 00 01 12 13 10 11 23 22 21 20 03 02 01 00 13 12 11 10

,

C_2 =

00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 02 03 00 01 12 13 10 11 22 23 20 21 03 02 01 00 13 12 11 10 23 22 21 20 01 00 03 02 11 10 13 12 21 20 23 22 20 21 22 23 00 01 02 03 10 11 12 13 22 23 20 21 02 03 00 01 12 13 10 11 23 22 21 20 03 02 01 00 13 12 11 10 21 20 23 22 01 00 03 02 11 10 13 12 10 11 12 13 20 21 22 23 00 01 02 03 12 13 10 11 22 23 20 21 02 03 00 01 13 12 11 10 23 22 21 20 03 02 01 00 11 10 13 12 21 20 23 22 01 00 03 02

.

Prèpei na eÐnai xekĹjaroc ston anagnÿsth o trìpoc, sÔmfwna me ton opoÐo sumplhrÿjhkan ta stoiqeÐa sta pio pĹnw tetrĹgwna.

H kataskeuă tou Jewrămatoc 5 mporeÐ na epanalhfjeÐ gia ìsec forèc jèloume. Gia parĹdeigma, mporoÔme na pĹroume èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc 60, paÐrnontac to zeugĹri twn MOLS tĹxhc 12, to opoÐo kataskeuĹsthke sto parĹdeigma 7, mazÐ me èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc 5, ìpwc autì dÐnetai apì to Jeÿrhma 4. To akìloujo apotèlesma mac lèei akribÿc gia poiec timèc tou q, èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q mporeÐ na kataskeuasjeÐ me autăn th mèjodo.

Jeÿrhma 6 An q ≡ 0, 1 ă 3 (mod 4), tìte upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q.

Apìdeixh: Upojètoume ìti q ≡ 0, 1 ă 3 (mod 4). Tìte o q eÐte eÐnai perittìc, eÐte diaireÐtai me to 4. Epomènwc, an q = p^{h1}_1 p^{h2}_2 · · · p^{ht}_t eÐnai h paragontopoÐhsh tou q se dunĹmeic prÿtwn, ìpou p_1, p_2, . . . , p_t eÐnai diaforetikoÐ prÿtoi kai h_1, h_2, . . . , h_t eÐnai jetikoÐ akèraioi, tìte isqÔei ìti p^{hi}_i ≥ 3, gia kĹje i. ’Ara, apì to Jeÿrhma 4, upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc p^{hi}_i , gia kĹje i. Sth sunèqeia, me epanalambanìmenh efarmogă tou Jewrămatoc 5, paÐrnoume telikĹ èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc p^{h1}_1 p^{h2}_2 · · · p^{ht}_t = q. □

To Jeÿrhma 6 afănei tic periptÿseic ìpou q ≡ 2 (mod 4), dhladă q = 2, 6, 10, 14, . . . , asqolÐastec. ’Eqei deiqjeÐ sto parĹdeigma 4, ìti den upĹrqei kĹpoio zeugĹri apì MOLS tĹxhc 2. ’Ena zeugĹri apì MOLS tĹxhc 6 eÐnai isodÔnamo me mÐa lÔsh tou <<problămatoc twn 36 axiwmatikÿn>> tou Euler. H eikasÐa tou Euler ìti èna tètoio zeugĹri den upĹrqei apodeÐqjhke apì ton Tarry. O Euler eÐkase epiplèon ìti den upĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q, gia opoiodăpote q ≡ 2 (mod 4). Gia tètoia q ≥ 10, den ja mporoÔse na eÐqe pèsei perissìtero èxw, an kai, mìlic to 1960 apodeÐqjhke ìti h eikasÐa tou ătan lajemènh, mèsw tou parakĹtw apotelèsmatoc.

Jeÿrhma 7 (Bose, Shrikhande kai Parker (1960) ). UpĹrqei èna zeugĹri apì MOLS tĹxhc q gia ìla ta q, ektìc apì q = 2 kai q = 6.

H apìdeixh tou Jewrămatoc 7 gia tic periptÿseic q ≡ 2 (mod 4) eÐnai idiaÐtera perÐplokh kai paraleÐpetai edÿ. □

Pìrisma 1 A_q(4, 3) = q^2 gia kĹje q ≠ 2, 6.

Apìdeixh: EÐnai Ĺmeso apì ta Jewrămata 2, 3 kai 7. □

Gia to tèloc, ja broÔme tic timèc tou A_q(4, 3) gia q = 2 kai q = 6. EÐnai arketĹ eÔkolo to na deiqteÐ ìti A_2(4, 3) = 2: O kÿdikac { (0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0) } eÐnai ènac (4, 2, 3)-kÿdikac sto F_2. An upărqe (4, 3, 3)-kÿdikac tìte, gia na upĹrqei elĹqisth apìstash Ðsh me 3 ja prèpei, oi mh mhdenikèc lèxeic autoÔ tou kÿdika na èqoun toulĹqiston 3 Ĺssouc kai, anĹ 2 oi lèxeic, na mhn èqoun 2 koinèc suntetagmènec. ’Omwc, opoiadăpote lèxh me 3 Ĺssouc, èqei 2 koinèc suntetagmènec me thn (1, 1, 1, 0). ’Ara, ènac kÿdikac măkouc 4 kai elĹqisthc apìstashc 3 sto F_2, den mporeÐ na èqei pĹnw apì 2 kwdikèc lèxeic. To parakĹtw Jeÿrhma dÐnei thn timă tou A_6(4, 3).

Jeÿrhma 8 A_6(4, 3) = 34.

Apìdeixh: Oi pÐnakec

A = 1 2 3 4 5 6 2 1 4 3 6 5 3 4 6 5 1 2 4 3 5 6 2 1 5 6 2 1 4 3 6 5 1 2 3 4 kai B =

1 2 3 4 5 6 3 4 5 6 1 2 2 1 4 3 6 5 6 5 1 2 4 3 4 3 6 5 2 1 5 6 2 1 3 4

apoteloÔn èna zeugĹri apì latinikĹ tetrĹgwna, ta opoÐa eÐnai ìso to dunatìn kontĹ sto na eÐnai orjogÿnia. ApotugqĹnoun mìno sto ìti (a_{65}, b_{65}) = (a_{13}, b_{13}) kai (a_{66}, b_{66}) = (a_{14}, b_{14}). Epomènwc o kÿdikac { (i, j, a_{ij} , b_{ij} )|(i, j) ∈ (F_6)^2, (i, j) ≠ (6, 5) ă (6, 6) }

eÐnai ènac (4, 34, 3)-kÿdikac (apìdeixh Jewrămatoc 3).

Tÿra, an upărqe ènac (4, 35, 3)-kÿdikac C pĹnw apì to F_6, tìte o C ja eÐqe th morfă { (i, j, a_{ij} , b_{ij} )|(i, j) ∈ (F_6)^2, (i, j) ≠ (i_0, j_0) }

gia kĹpoio (i_0, j_0). MetĹ apì lÐgh skèyh, o anagnÿsthc ja prèpei na eÐnai ikanìc na deÐxei ìti oi merikoÐ 6×6 pÐnakec A = [a_{ij} ] kai B = [b_{ij} ], apì kajènan apì touc opoÐouc leÐpei to (i_0, j_0)-ostì stoiqeÐo, mporoÔn na sumplhrwjoÔn se latinikĹ tetrĹgwna, ta opoÐa prèpei na eÐnai amoibaÐwc orjogÿnia. Autì èrqetai se antÐjesh me to apotèlesma mh Ôparxhc tou Tarry. □ SunoyÐzontac ta apotelèsmatĹ mac, sqetikĹ me to A_q(4, 3), èqoume to

Jeÿrhma 9

A_q(4, 3) = q^2, gia ìla ta q ≠ 2, 6, A_2(4, 3) = 2, A_6(4, 3) = 34.

Sth sunèqeia ja genikeÔsoume kĹpoia apì ta prohgoÔmena apotelèsmata. ArqikĹ dÐnoume mÐa genÐkeush tou frĹgmatoc tou Jewrămatoc 2, h opoÐa ofeÐletai ston Singleton (1964).

Jeÿrhma 10 (To frĹgma tou Singleton) A_q(n, d) ≤ q^{n−d+1}. Apìdeixh: Upojètoume ìti o C eÐnai ènac q-ikìc (n, M, d)−kÿdikac. ’Opwc sthn apìdeixh tou Jewrămatoc 2, an paraleÐyoume tic teleutaÐec d − 1 suntetagmènec apì kĹje kwdikă lèxh (dhladă an <<kìyoume>> ton C, d − 1 forèc), tìte ta M dianÔsmata măkouc n − d + 1 ta opoÐa prokÔptoun me autìn ton trìpo, prèpei na eÐnai diaforetikĹ, Ĺra M ≤ q^{n−d+1}. □

4 SÔnola apì t amoibaÐwc orjogÿnia latinikĹ tetrĹgwna

Orismìc 3 ’Ena sÔnolo {A_1, A_2, . . . , A_t} apì latinikĹ tetrĹgwna tĹxhc q kaleÐtai sÔnolo amoibaÐwc orjogwnÐwn latinikÿn tetragÿnwn (MOLS) an kĹje zeugĹri {A_i, A_j } eÐnai èna zeugĹri apì MOLS, gia 1 ≤ i < j ≤ t.

Jeÿrhma 11 UpĹrqoun to polÔ q − 1 latinikĹ tetrĹgwna se kĹje sÔnolo apì MOLS tĹxhc q.

Apìdeixh: Upojètoume ìti A_1, A_2, . . . , A_t eÐnai èna sÔnolo apì t MOLS tĹxhc q. H orjogwniìthta dÔo latinikÿn tetragÿnwn den parabiĹzetai an ta stoiqeÐa, opoioudăpote tetragÿnou apì autĹ, xanashmeiwjoÔn(onomastoÔn) me diaforetikì trìpo. Opìte, mporoÔme na shmeiÿsoume xanĹ ta stoiqeÐa kĹje tetragÿnou, ètsi ÿste h prÿth grammă tou kĹje A_i na eÐnai h 12 · · · q. JewroÔme, tÿra, ta t stoiqeÐa pou emfanÐzontai sthn (2, 1)-ostă jèsh twn t latinikÿn tetragÿnwn. Kanèna apì autĹ ta stoiqeÐa den mporeÐ na eÐnai 1, afoÔ to 1 èqei ădh emfanisteÐ sthn prÿth stălh tou kĹje A_i. EpÐshc, den mporeÐ dÔo apì autĹ ta stoiqeÐa na eÐnai Ðdia, kai autì sumbaÐnei giatÐ, gia opoiousdăpote dÔo apì touc A_i, ta zeugĹria (1, 1), (2, 2), . . . , (q, q) emfanÐzontai ădh sthn prÿth grammă tou antÐstoiqou upertejimènou pÐnaka, o opoÐoc den mporeÐ na èqei dÔo Ðdia stoiqeÐa, kajÿc proălje apì zeugĹri MOLS. Epomènwc, prèpei na èqoume t ≤ q − 1. □

Orismìc 4 An upĹrqei èna sÔnolo apì q − 1 MOLS tĹxhc q, tìte autì kaleÐtai èna plărec sÔnolo apì MOLS tĹxhc q.

Jeÿrhma 12 An q eÐnai dÔnamh prÿtou, tìte upĹrqei èna plărec sÔnolo apì q − 1 MOLS tĹxhc q.

Apìdeixh: JewroÔme to sÿma GF (q) = {λ_0, λ_1, . . . , λ_{q−1}} ìpou to λ_0 = 0. ’Estw A_1, A_2, . . . , A_{q−1} eÐnai q × q pÐnakec, me grammèc kai stălec pou èqoun deÐktec touc 0, 1, . . . , q − 1, stouc opoÐouc to (i, j)-ostì stoiqeÐo tou A_k eÐnai to stoiqeÐo tou GF (q), to opoÐo orÐzetai wc exăc:

a^{(k)}_{ij} = λ_i + λ_kλ_j .

ProkÔptei, akribÿc ìpwc sthn apìdeixh tou Jewrămatoc 4, ìti ta A_1, A_2, . . . , A_{q−1} sqhmatÐzoun èna sÔnolo apì MOLS tĹxhc q. □

Paratărhsh: Den eÐnai gnwstì eĹn upĹrqei kĹpoio plărec sÔnolo apì MOLS tĹxhc q, ìtan o q den eÐnai dÔnamh kĹpoiou prÿtou. Aprosdìkhta, èna plărec sÔnolo apì MOLS tĹxhc q ≥ 3 eÐnai isodÔnamo me èna probolikì epÐpedo tĹxhc q (blèpe, gia parĹdeigma, Ryser (1963), sel.92, gia mÐa apìdeixh autoÔ). ’Ara, mÐa prosèggish proc to na broÔme èna probolikì epÐpedo tĹxhc

10 (to opoÐo apoteleÐ kai thn, mikrìterhc tĹxhc, Ĺluth perÐptwsh), eÐnai to na yĹxoume na broÔme èna sÔnolo apì 9 MOLS tĹxhc 10. Par’ìl’autĹ, kanènac den èqei katafèrei akìma na brei, akìma kai èna sÔnolo apì 3 MOLS tĹxhc 10. Jeÿrhma 13 ’Enac q−ikìc (n, q^2, n − 1)−kÿdikac eÐnai isodÔnamoc me èna sÔnolo apì n − 2 MOLS tĹxhc q.

Apìdeixh: ’Opwc sto Jeÿrhma 3, ènac (n, q^2, n − 1)−kÿdikac C pĹnw apì to sÿma F_q, èqei th morfă { (i, j, a^{(1)}_{ij} , a^{(2)}_{ij} , . . . , a^{(n−2)}_{ij} )|(i, j) ∈ (F_q)^2 } . EÐnai polÔ aplì na deiqteÐ ìti d(C) = n−1 an kai mìno an ta A_1, A_2, . . . , A_{n−2}, ìpou A_k = [a^{(k)}_{ij} ], sqhmatÐzoun èna sÔnolo apì MOLS tĹxhc q. H diadikasÐa eÐnai akribÿc parìmoia me autăn thc apìdeixhc tou Jewrămatoc 3. □

Pìrisma 2 A_q(3, 2) = q^2, gia ìla ta q.

Apìdeixh: ’Enac (3, q^2, 2)−kÿdikac eÐnai isodÔnamoc me èna monì latinikì tetrĹgwno tĹxhc q, to opoÐo upĹrqei, lìgw tou Jewrămatoc 1. To frĹgma tou Singleton deÐqnei ìti ènac tètoioc kÿdikac eÐnai bèltistoc. □

Pìrisma 3 An o q eÐnai dÔnamh kĹpoiou prÿtou kai n ≤ q + 1, tìte

A_q(n, n − 1) = q^2.

Apìdeixh: Autì eÐnai Ĺmeso apì ta Jewrămata 10, 12 kai 13. □

Gia Ĺllouc trìpouc me touc opoÐouc sundèontai ta latinikĹ tetrĹgwna kai oi kÿdikec diìrjwshc lajÿn, blèpe Dénes kai Keedwell (1974).

Anaforèc

[1] Bose, R. C., Shrikhande, S. S., and Parker, E. T. (1960). Further results on the construction of mutually orthogonal Latin squares and the falsity of Euler’s conjecture. Canad. J. Math. 12, 189-203.

[2] Dénes, J. and Keedwell, A. D. (1974). Latin squares and their applications. Academic Press, New York.

[3] Golomb, S. W. and Posner, E. C. (1964). Rook domains, Latin squares, affine planes, and error-distribution codes. IEEE Trans. Info. Theory 10, 196-208.

[4] Ryser, H. J. (1963). Combinatorial mathematics. Carus Monograph 14, Math. Assoc. America.

[5] Singleton, R. C. (1964). Maximum distance q-nary codes. IEEE Trans. Info. Theory 10, 116-118.

[6] Stinson, D. R. (1984). A short proof of the nonexistence of a pair of orthogonal Latin squares of order six. J. Comb. Theory, Ser. A 36, 373-376.

[7] Tarry, G. (1901). Le probléme des 36 officiers. C. R. Acad. Sci. Paris 2, 170-203.