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Πρόλογος

΄Ενας από τους µεγαλύτερους και παραγωγικότερους µαθηµατικούς που υπ-
ήρξαν ποτέ είναι αδιαµφισβήτητα ο Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Η εργασία
αυτή έγινε µε στόχο να γνωρίσει ο αναγνώστης τον Gauss µέσα από το µαθηµατικό
του έργο. Είναι ϕυσικά αδύνατο να καταπιαστεί κανείς µε όλες τις περιοχές που
ασχολήθηκε ο ιδιοφυής µαθηµατικός σε µία µόνο εργασία, αλλά πιστεύω ότι έχει
γίνει µια καλή επιλογή για το έργο του στη ϑεωρία αριθµών και την άλγεβρα.

Θα δούµε λοιπόν τα αποτελέσµατα του Gauss για τα κατασκευάσιµα κανονικά
n-γωνα (δουλεύοντας 30 χρόνια πριν τον Galois συνέδεσε τα ενδιάµεσα σώµατα της
κυκλοτοµικής επέκτασης Q(ζp)/Q µε τις υποοµάδες της Gal(Q(ζp)/Q), κατασκευά-
Ϲοντας το κανονικό 17-γωνο και αποδεικνύοντας ότι αν p πρώτος του Fermat, τότε
το κανονικό p-γωνο κατασκευάζεται µε κανόνα και διαβήτη), για τον τετραγωνικό
νόµο αντιστροφής (ο Gauss ήταν ο πρώτος που απέδειξε τον τετραγωνικό νόµο αντι-
στροφής, δίνοντας συνολικά οκτώ αποδείξεις) και για το ϑεώρηµα των πολύγωνων
αριθµών (απέδειξε την ισχύ του ϑεωρήµατος για την περίπτωση των τρίγωνων αριθ-
µών), την ιστορία των προβληµάτων αυτών, αλλά και την εξέλιξη τους µετά τον Gauss.

Το εντυπωσιακό είναι ότι όλες του οι ανακαλύψεις που ϑα δούµε έγιναν το
έτος 1796, όταν ο Gauss ήταν µόλις 19 ετών, χαρακτηρίζοντας το σαν µία από τις
παραγωγικότερες περιόδους της Ϲωής του.

Μία από τις πρώτες παρατηρήσεις που µπορεί να κάνει κανείς είναι ότι απουσιάζει
από την εργασία το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας, ένα από τα σηµαντικότερα
αποτελέσµατα του Gauss. Αυτό έχει ως αιτία την κυκλοφορία του ϐιβλίου ῾῾Το
ϑεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας᾿᾿ (G. Rosenberger και F. Benjamin, εκδόσεις
Leader Books) και µία δική µας αναφορά στο ϑεώρηµα δε ϑα πρόσφερε κάτι νέο
στην Ελληνική ϐιβλιογραφία.

Τέλος ϑα ήθελα να ευχαριστήσω ϑερµά τον καθηγητή µου κ. Γιάννη Α. Αντωνιάδη
που χωρίς την πολύτιµη ϐοήθεια και καθοδήγηση του δε ϑα είχε γίνει αυτή η ερ-
γασία, καθώς και την οικογένεια µου για τη στήριξη της όλα αυτά τα χρόνια.

Εµµανουήλ Γ. Τσακνάκης
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Κεφάλαιο 1

Κατασκευάσιµα κανονικά n-γωνα

1.1 Εισαγωγή

΄Οταν ο Gauss άφησε το κολλέγιο Carolinum τον Οκτώβριο του 1795 για να σπουδά-
σει στο Πανεπιστήµιο του Göttingen είχε το δίληµµα για το αν ϑα συνέχιζε τις
σπουδές του στα µαθηµατικά ή στην άλλη του µεγάλη αγάπη, τις γλώσσες. Μια
ανακάλυψή του όµως έµελε να χαράξει την πορεία του σα µεγάλου µαθηµατικού. Σε
ηλικία µόλις 19 ετών (30 Μαρτίου 1796) ο Gauss κατασκεύασε το κανονικό 17-γωνο
(η απόδειξη ϐρίσκεται στο Disquisitiones Arithmiticae, κεφάλαιο 7, άρθρο 365, το
οποίο αν και ολοκληρώθηκε το 1798, όταν ο Gauss ήταν 21 ετών, δηµοσιεύθηκε το
1801, δείτε [9]).

Ο Gauss ήταν πολύ περήφανος για αυτή του την ανακάλυψη (αναφέρει µάλιστα
ότι από την εποχή του Ευκλείδη ήταν γνωστή η κατασκευή του ισοπλεύρου τριγώνου
καθώς και του κανονικού πενταγώνου, αλλά καµία πρόοδος δε σηµειώθηκε για 2000
χρόνια) και εξέφρασε την επιθυµία η επιτάφια πλάκα του να έχει χαραγµένο το
κανονικό 17-γωνο. Η επιθυµία του δεν πραγµατοποιήθηκε, αφού ο γλύπτης το
αρνήθηκε λέγοντας ότι ϑα µοιάζει περισσότερο µε κύκλο.

Εδώ ϑα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η ανακάλυψη του Gauss είναι πολύ σηµαν-
τική για έναν ακόµα λόγο. Για πρώτη ϕορά χρησιµοποιήθηκε µια τεχνική που
αργότερα έγινε από τις πιο χρήσιµες στην ιστορία των µαθηµατικών, η µεταφορά
δηλαδή ενός προβλήµατος από µία περιοχή σε µια άλλη. Στη συγκεκριµένη περίπτω-
ση έχουµε τη µεταφορά ενός προβλήµατος της γεωµετρίας στην άλγεβρα.

Ο Gauss απέδειξε επίσης ότι το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο µε κανόνα
και διαβήτη όταν n = 2rp1...ps, όπου οι pi να είναι διαφορετικοί πρώτοι της µορφής
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22n
+ 1. Ο Gauss ήταν ϐέβαιος για την ισχύ του αντιστρόφου, δεν κατάφερε όµως να

το αποδείξει. Την απόδειξη έδωσε ο Pierre Wantzel (1814-1848) το 1837.
Οι πρώτοι της µορφής Fn = 22n

+ 1 ονοµάζονται πρώτοι του Fermat. Ο Fermat
διατύπωσε τον ισχυρισµό ότι όλοι οι αριθµοί της µορφής αυτής είναι πρώτοι, εικασία
που κατέρριψε ο Euler δείχνοντας ότι ο 641 διαιρεί τον F5 = 225

+ 1. Λόγω του
αποτελέσµατος του Euler, λίγο ενδιαφέρον δόθηκε στη συνέχεια για τους πρώτους
του Fermat, µέχρι ο Gauss να δείξει τη σχέση τους µε την κατασκευασιµότητα των
κανονικών n-γώνων.

Μέχρι σήµερα δεν έχει ϐρεθεί άλλος πρώτος του Fermat µετά τον F4. ∆ηλαδή
οι F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 και F4 = 65537 είναι οι µόνοι γνω-
στοί πρώτοι του Fermat. Μέχρι τις 2 Ιουνίου 2007 είχε αποδειχθεί ότι για n =
5, 6, 7, ..., 32, 36, ..., 39, 42, 43 και για άλλες 196 τιµές του n µε 43 < n ≤ 2478782 οι
Fn είναι σύνθετοι, συνολικά 230 αριθµοί.

Θα δούµε στη συνέχεια ότι αν το κανονικό m-γωνο και το κανονικό n-γωνο είναι
κατασκευάσιµα και (m,n)=1, τότε και το κανονικό mn-γωνο καθώς και το κανονικό
2n-γωνο είναι κατασκευάσιµα. Εποµένως το πρόβληµα της κατασκευασιµότητας των
κανονικών n-γώνων ανάγεται στο πρόβληµα της κατασκευής του κανονικού p-γώνου,
όπου p πρώτος του Fermat.

Το ισόπλευρο τρίγωνο καθώς και το κανονικό 5-γωνο κατασκευάστηκαν από τον
Ευκλείδη (Στοιχεία, 300 π.Χ., ϐιβλίο 4, προτάσεις 11,15), το τελευταίο κατασκευάστη-
κε και από τον Πτολεµαίο (Almagest, 150 µ.Χ.). Το κανονικό 17-γωνο κατασκευάστη-
κε από τον Gauss (δόθηκε το µήκος cos2π

17
σε κατασκευάσιµη έκφραση) και ακολού-

ϑησε µια γεωµετρική απόδειξη από τον Johannes Erchinger. Ο R. J. Richelot το
1832 κατασκευάζει το κανονικό 257-γωνο (ϐιβλιο-γραφία [17]) και ο J. Hermes το
1894 δουλεύοντας για δέκα χρόνια κατασκευάζει, σε µία εργασία 200 σελίδων, το
κανονικό 65537-γωνο (δείτε [11]). Ο Coxeter (δείτε [4]) αναφέρει ότι µετά τη λήξη
του ∆ευτέρου Παγκοσµίου Πολέµου τα γραπτά του µεταφέρθηκαν στο Μαθηµατικό
Ινστιτούτο του Göttingen, όπου και ϐρίσκονται µέχρι σήµερα.

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα δούµε τις κατασκευές του ισοπλεύρου τριγώνου και του
κανονικού πενταγώνου, όπως αυτές έγιναν από τον Ευκλείδη. Στη συνέχεια ϑα δούµε
την κατασκευή του κανονικού 17-γώνου από τον Gauss µε χρήση των περιόδων και
µια γεωµετρική κατασκευή του Richmond (1893). Τέλος ϑα µελετήσουµε τους κύκ-
λους Carlyle, πως µπορούµε µε τη ϐοήθεια τους να κατασκευάσουµε γεωµετρικά τις
ϱίζες δευτεροβάθµιων πολυωνύµων και πως από αυτό µπορούµε να κατασκευάσουµε
όλα τα κανονικά n-γωνα για n=3,5,17,257 και 65537 µε οµοιόµορφο τρόπο.

Ξεκινώντας, ϑα δούµε πρώτα την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα
κανονικό n-γωνο κατασκευάσιµο. Κάποια ϑεωρήµατα από τη ϑεωρία οµάδων και τη
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΚΑΤΑΣΚΕΥ�ΑΣΙΜΑ ΚΑΝΟΝΙΚ�Α N-ΓΩΝΑ 12

1.2 Κατασκευασιµότητα κανονικού n-γώνου

Κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη:

΄Εστω P ⊆ R2. Θεωρούµε τις ακόλουθες δύο κατασκευές :
1. Κατασκευή ευθείας γραµµής, ορισµένης από δύο σηµεία του P .
2. Κατασκευή κύκλου µε κέντρο σηµείο του P και ακτίνα ίση µε την απόσταση

δύο σηµείων του P .
Λέµε ότι ένα σηµείο του επιπέδου είναι άµεσα κατασκευάσιµο (µε κανόνα και

διαβήτη) από το P , αν είναι σηµείο τοµής δύο ευθειών ή µιας ευθείας και ενός
κύκλου ή δύο κύκλων που προκύπτουν από τις κατασκευές 1,2.

Θα λέµε ότι ένα σηµείο r ∈ R2 του επιπέδου είναι κατασκευάσιµο (µε κανόνα
και διαβήτη) από το P , αν υπάρχει πεπερασµένο πλήθος σηµείων r1, ..., rn έτσι ώστε :

-Το r1 να είναι άµεσα κατασκευάσιµο από το P .
-Το ri, µε i = 2, ..., n να είναι άµεσα κατασκευάσιµο από το P ∪ {r1, ..., ri−1}.
-rn = r.
Σε κάθε ϐήµα της κατασκευής ϑεωρούµε το υπόσωµα του R που παράγεται από

τις συντεταγµένες των σηµείων που έχουν κατασκευαστεί.
΄Εστω K0 το υπόσωµα του R που παράγεται από τις συντεταγµένες του P .
Αν το ri = (xi, yi), ορίζουµε επαγωγικά το σώµα Ki, Ki = Ki−1(xi, yi), i =

1, ..., n.

K0 ⊆ K1 ⊆ ... ⊆ Kn ⊆ R

Λήµµα 1.2.1:

Τα xi,yi ∈ Ki (µε τον παραπάνω συµβολισµό) είναι ϱίζες ενός τετραγωνικού
πολυωνύµου µε συντελεστές από το σώµα Ki−1.

Απόδειξη:

Για την κατασκευή του ri = (xi, yi) έχουµε τρεις περιπτώσεις, να είναι τοµή
δύο ευθειών ή κύκλων ή τοµή ευθείας µε κύκλο. Θα εξετάσουµε µόνο την τρίτη
περίπτωση. Οι άλλες δύο περιπτώσεις διαπραγµατεύονται ανάλογα.

΄Εστω ότι η ευθεία διέρχεται από τα σηµεία A = (p, q) και B = (r, s) µε p, q, r, s ∈
Ki−1 και ο κύκλος έχει ακτίνα ω και κέντρο C = (t, u), µε t, u, ω2 ∈ Ki−1
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(Το ω εν γένει δεν ανήκει στο Ki−1, όµως αφού το ω είναι η απόσταση δύο
σηµείων του Ki−1, έστω των G(a, b) και D(c, d), ϑα έχουµε ότι ω2 = (a−c)2+(b−d)2 ∈
Ki−1)

Η εξίσωση της ευθείας AB είναι x−p
r−p

= y−q
s−q

και η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο
C και ακτίνα ω, είναι (x−t)2+(y−u)2 = ω2. Τελικά (x−t)2+( s−q

r−p
(x−p)+q)2 = ω2,

άρα το x είναι ϱίζα τετραγωνικού πολυωνύµου µε συντελεστές από το Ki−1.
Οµοίως αποδεικνύεται για το y.

2

Θεώρηµα 1.2.2:

Αν το r = (x, y) είναι κατασκευάσιµο από ένα P ⊆ R2 και K0 το υπόσωµα
του R που παράγεται από τις συντεταγµένες του P , τότε οι ϐαθµοί [K0(x) : K0] και
[K0(y) : K0] είναι δυνάµεις του 2.

Απόδειξη:

Από το λήµµα 1.2.1 έχουµε [Ki−1(xi) : Ki−1]=1 ή 2 και όµοια [Ki−1(yi) :
Ki−1]=1 ή 2, (αφού όπως είδαµε τα xi και yi είναι ϱίζες ενός δευτεροβάθµιου πολυωνύ-
µου µε συντελεστές από το Ki−1, άρα το ανάγωγο πολυώνυµό τους στο Ki−1 ϑα είναι
ϐαθµού 1 ή 2), τότε

[Ki : Ki−1] = [Ki−1(xi, yi) : Ki−1] = [Ki−1(xi, yi) : Ki−1(xi)]·[Ki−1(xi) : Ki−1] = 1, 2 ή 4

(αφού [Ki−1(xi, yi) : Ki−1(xi)]=2, αν yi 6∈ Ki−1(xi), ενώ είναι 1 αν yi ∈ Ki−1(xi)).
΄Αρα ο ϐαθµός [Ki : Ki−1] είναι δύναµη του 2. Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι

[Kn : K0] είναι δύναµη του 2 και επειδή [Kn : K0] = [Kn : K0(x)] · [K0(x) : K0]
συνεπάγεται ότι [K0(x) : K0] είναι δύναµη του 2. Αντίστοιχα, το [K0(y) : K0] είναι
δύναµη του 2.

2

Λήµµα 1.2.3:

΄Εστω P ⊆ R2 µε (0,0),(1,0)∈ P . Αν οι συντεταγµένες του (x, y) ανήκουν στο σώ-
µα που παράγουν οι συντεταγµένες των σηµείων του P , τότε το (x, y) κατασκευάζεται
από το P .
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(Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει, ϑα δούµε αργότερα ότι αν το (x, y) κατασκευάζε-
ται από το P µπορεί τα x, y να ανήκουν σε µια επέκταση του σώµατος ϐαθµού δύναµη
του 2).

Σε όσα ακολουθούν ϑεωρείται γνωστό ότι είναι δυνατόν, µε κανόνα και διαβήτη
να γίνουν τα παρακάτω:

i) Μπορούµε να κατασκευάσουµε ευθεία ε1, κάθετη σε δοσµένη ευθεία ε2, που
να διέρχεται από δοθέν σηµείο A ∈ ε2.

ii) Μπορούµε να κατασκευάσουµε ευθεία ε1, κάθετη σε δοσµένη ευθεία ε2, που
να διέρχεται από δοθέν σηµείο A 6∈ ε2.

iii)Μπορούµε να κατασκευάσουµε ευθεία ε1, παράλληλη σε δοσµένη ευθεία ε2,
που να διέρχεται από δοθέν σηµείο A 6∈ ε2.

Απόδειξη (Λήµµατος 1.2.3):

Καταρχήν λόγω των i) και ii) και αφού (0,0),(1,0)∈ P , από το (x, y) εύκολα
κατασκευάζουµε τα (0, x), (0, y) και αντίστροφα.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι δοσµένων των (0, x), (0, y) µπορούµε να κατασκευά-
σουµε τα (0, x + y), (0, x − y), (0, xy) και (0, x

y
), y 6= 0. (δηλαδή από τα σηµεία

(x, y) ∈ P µπορούµε να κατασκευάσουµε όλα τα σηµεία που οι συντεταγµένες
τους ανήκουν στο σώµα που παράγεται από τα x και y). Τα πρώτα δύο προκύπτουν
αµέσως από την κατασκευή κύκλου ακτίνας y και κέντρου x. Για την κατασκευή του
x
y
, ενώνουµε τα B(0, y) και A(1, 0) και από το iii) ϕέρνουµε ευθεία παράλληλη προς

το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ που να διέρχεται από το (0, x). (Υποθέτουµε ότι x 6= y, αν
x = y τότε έχουµε το (0, 1), τετριµµένο).

-2 -1 1 2 3 4
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Τα τρίγωνα ΟΑΒ και OCD είναι όµοια, άρα u
x

= 1
y
⇒ u = x

y
.

Για το xy κάνουµε την παραπάνω διαδικασία ϑέτοντας όπου x το 1 και κατασκευά-
Ϲουµε το 1

y
και µετά την επαναλαµβάνουµε ϑέτοντας όπου y το 1

y
.

2

Λήµµα 1.2.4:

΄Εστω K(a)/K επέκταση σωµάτων, µε [K(a) : K] = 2, όπου K(a) ⊆ R. Τότε
κάθε (z, t) ∈ R2 µε z, t ∈ K(a) κατασκευάζεται από (πεπερασµένο) σύνολο σηµείων,
µε συντεταγµένες από το K.

Απόδειξη:

΄Εχουµε [K(a) : K] = 2, άρα το ανάγωγο πολυώνυµο f(x) του a πάνω από το
K, (ϑα το συµβολίζουµε µε Irr(a,K)), ϑα είναι δευτέρου ϐαθµού, δηλαδή f(x) =
x2 + px + q, q, p ∈ K.

΄Αρα a =
−p±

√
p2−4q

2
, όπου p2 − 4q ≥ 0, αφού K(a) ⊆ R.

Αφού για κάθε z, t ∈ K(a) έχουµε z, t = x+ay (η {1,a} είναι ϐάση της K(a)/K)
µε x, y ∈ K και p, q, p2 − 4q ∈ K, αρκεί να δείξουµε την κατασκευασιµότητα του a
ή ισοδύναµα του (0,

√
k) για κάθε k ∈ K µε k > 0.

Κατασκευάζουµε τους άξονες (µε τον κανόνα ϕέρνουµε τον άξονα των x, επειδή
το 1 είναι στοιχείο του K µπορούµε να αριθµήσουµε, στη συνέχεια, από το (i),
µπορούµε να ϕέρουµε κάθετη στο σηµείο 0, σχηµατίζουµε δηλαδή και τον άξονα
των y) και τα σηµεία (-1,0),(k,0) (τα σηµεία κατασκευάζονται αφού οι συντεταγµένες
τους είναι στοιχεία του K). Γράφουµε το ηµικύκλιο µε διάµετρο ΒΕ, µε Β(-1,0) και
Ε(k,0), το οποίο τέµνει τον άξονα στο (0, u).

-3 -2 -1 1 2 3 4 5
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Τα τρίγωνα ΑΒΟ και ΑΟΕ είναι όµοια, άρα OE
AO

= AO
BO

⇒ k
u

= u
1
⇒ u =

√
k και

το
√

k κατασκευάστηκε. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

2

Λήµµα 1.2.5:

΄Εστω K υπόσωµα του R, που παράγεται από τις συντεταγµένες των σηµείων
ενός συνόλου P , P ⊆ R2 και έστω τα a, b ∈ L, όπου L υπόσωµα του R, επέκταση του
K τ.ω. να υπάρχει πεπερασµένη ακολουθία σωµάτων K = K0 ⊆ K1 ⊆ ... ⊆ Kr = L
µε [Ki+1 : Ki] = 2 για κάθε i = 0, ..., r − 1, τότε το (a, b) κατασκευάζεται από το P .

Απόδειξη:

Αν r = 0, τότε σύµφωνα µε το λήµµα 1.2.3, έχουµε τελειώσει.
Αν r 6= 0, τότε το (a, b), σύµφωνα µε το λήµµα 1.2.4 κατασκευάζεται από το

Kr−1 και συνεχίζοντας επαγωγικά, από το P .

2

Παρατήρηση:

Ισχύει και το αντίστροφο του λήµµατος 1.2.5 λόγω του ϑεωρήµατος 1.2.2.

Πρόταση 1.2.6:

Αν K υπόσωµα του R, παραγόµενο από τις συντεταγµένες των σηµείων κάποιου
P ⊆ R2 και αν a, b ∈ L, όπου L υπόσωµα του R, κανονική επέκταση του K, ϐαθµού
[L : K] = 2r, τότε το (a, b) κατασκευάζεται από το P .

Απόδειξη:

Η L/K είναι διαχωρίσιµη, αφού η χαρακτηριστική του σώµατος K είναι µηδέν.
Επίσης είναι και κανονική, άρα είναι Galois, τότε αν ϑέσουµε G = Gal(L/K) ϑα
έχουµε ]G = [L : K] = 2r.

Από το λήµµα 4.1.5 αφού η G είναι µία 2-οµάδα έχει πεπερασµένη ακολουθία
κανονικών υποοµάδων:

< id >= G0 ≤ G1 ≤ ... ≤ Gr = G (1)

τ.ω. |Gi| = 2i, για κάθε i = 0, ..., r.
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Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois ϑα έχουµε την αντίστοιχη
ακολουθία ενδιάµεσων σωµάτων:

K = K0 ⊆ K1 ⊆ ... ⊆ Kr = L

και οι υποοµάδες Gi της (1) γράφονται σαν οµάδες Galois των σωµάτων αυτών :

< id >= Gal(L/L) ≤ Gal(L/Kr−1) ≤ ... ≤ Gal(L/K1) ≤ Gal(L/K) = G

όπου |Gal(L/Kr−i)| = 2i.
Επίσης

[K1 : K] =
|G|

|Gal(L/K1)| =
2r

2r−1
= 2

[K2 : K] =
|G|

|Gal(L/K2)| =
2r

2r−2
= 22

.

.

.

[Kr : K] =
|G|

|Gal(L/Kr)| =
2r

2r−r
= 2r

΄Αρα από τον τύπο γινοµένου διαστάσεων έχουµε:
[Kj+1 : Kj] = 2, για κάθε j = 0, ..., r − 1.
Εποµένως, σύµφωνα µε το λήµµα 1.2.5, το (a, b) κατασκευάζεται από το P .

2

Ορισµός: ΄Ενας n ∈ N ϑα λέµε ότι είναι κατασκευάσιµος αν και µόνο αν το
κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο µε κανόνα και διαβήτη.
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Λήµµα 1.2.7:

1)Αν n κατασκευάσιµος και m|n τότε ο m είναι κατασκευάσιµος.
2)Αν (m,n)=1 και m,n κατασκευάσιµοι τότε και ο mn είναι κατασκευάσιµος.

Απόδειξη:

1) Αν ο n είναι κατασκευάσιµος, κατασκευάζουµε το κανονικό m-γωνο ενώνον-
τας κάθε n

m
-οστή κορυφή του n-γώνου.

2)Αν (m,n) = 1 ⇒ am + bn = 1 ⇒ a 1
n

+ b 1
m

= 1
mn

⇒ a2π
n

+ b2π
m

= 2π
mn

, για
κάποια a, b ∈ Z.

∆ηλαδή K = La + bM , όπου K, L και M οι χορδές που αντιστοιχούν στις
πλευρές του κανονικού mn-γώνου, n-γώνου και m-γώνου αντίστοιχα. ΄Οµως τα
µήκη των χορδών L και M είναι γνωστά (m,n κατασκευάσιµοι), άρα υπολογίζουµε
την χορδή K.

2

Πόρισµα:

Αν n = pa1
1 ...par

r , όπου pi διακεκριµένοι πρώτοι, τότε ο n είναι κατασκευάσιµος
αν και µόνο αν ο pai

i είναι κατασκευάσιµος για κάθε i = 1, ..., r.

Λήµµα 1.2.8:

Το 2a είναι κατασκευάσιµος για κάθε a ∈ N>1.

Απόδειξη:

Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι το τετράγωνο κατασκευάζεται
µέσω των κατασκευών (i) και (ii), ενώ για κάθε ϕυσικό a > 2 µε διχοτόµηση γωνιών.

2

Λήµµα 1.2.9:

΄Εστω πρώτος p τ.ω. pn κατασκευάσιµος και Ϲ πρωταρχική pn-ϱίζα της µονάδας
στο C, τότε deg(Irr(ζ,Q)) = 2m, για κάποιο m ∈ N ∪ {0}.

Απόδειξη:

ζ = e
2πi
pn = (cos2π

pn , sin2π
pn ) := (a, b)
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Τα a, b είναι κατασκευάσιµα αφού ο pn κατασκευάσιµος. Από το ϑεώρηµα
1.2.2 έχουµε [Q(a, b) : Q] = 2r. ΄Αρα [Q(a, b, i) : Q] = 2r+1, (a, b ∈ R, άρα
Irr(i,Q(a, b)) = x2 + 1).

Επίσης ζ ∈ Q(ζ), άρα Q ⊆ Q(ζ) ⊆ Q(a, b, i) ⇒ [Q(ζ) : Q] · [Q(a, b, i) : Q(ζ)] =
[Q(a, b, i) : Q] = 2r+1, άρα [Q(ζ) : Q] = 2m , για κάποιο m ∈ N ∪ {0}, δηλαδή
deg(Irr(ζ,Q)) = 2m, για κάποιο m ∈ N ∪ {0}.

2

Λήµµα 1.2.10:

΄Εστω p πρώτος και Ϲ πρωταρχική p ϱίζα της µονάδας στο C, τότε Irr(ζ,Q) =
1 + t + ... + tp−1.

Απόδειξη:

΄Εχουµε Ϲ6= 1, αφού Ϲ πρωταρχική ϱίζα, άρα Ϲ ϱίζα του πολυωνύµου f(t) =
1 + t + ... + tp−1. Θα αποδείξουµε ότι το πολυώνυµο είναι ανάγωγο µε τη ϐοήθεια
της παρατήρησης που λέει ότι :

f(x) ανάγωγο στο Q⇔ f(x + c) ανάγωγο στο Q, για κάποιο c ∈ Z.
Για να δείξουµε λοιπόν ότι το f(t) είναι ανάγωγο πάνω από το Q, αρκεί να

δείξουµε ότι το f(t + 1) είναι ανάγωγο πάνω από το Q. Είναι

f(t + 1) = (t+1)p−1
t+1−1

=
tp+( p

p−1)tp−1+...+(p
1)t+1−1

t

f(t + 1) = tp−1 + ( p
p−1)t

p−2 + ... + (p
2)t + (p

1)

f(t + 1) = tp−1 + ( p
p−1)t

p−2 + ... + (p
2)t + p

Τότε έχουµε ότι p|( p
p−1), ..., (

p
2), p, p 6 |1 και p2 6 |p, άρα από το κριτήριο Eisenstein

το f(t + 1) είναι ανάγωγο πάνω από το Q.

2

Λήµµα 1.2.11:

΄Εστω p πρώτος και Ϲ πρωταρχική p2-οστή ϱίζα του 1 στο C, τότε Irr(ζ,Q) =
1 + tp + t2p + ... + t(p−1)p.

Απόδειξη:

΄Εστω g(x) = 1 + tp + t2p + ... + t(p−1)p = tp
2−1

tp−1
. Είναι g(ζ) = 0, αφού ζp2 − 1 = 0

και ζp 6= 1. ΄Οπως πριν, για να δείξουµε ότι g(t) είναι ανάγωγο πάνω από το Q, αρκεί
να δείξουµε ότι το g(t + 1) είναι ανάγωγο πάνω από το Q.
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΄Εχουµε g(1 + t) = 1 + (1 + t)p + ... + (1 + t)(p−1)p = (1+t)p2−1
(1+t)p−1

≡ tp
2

tp
≡ tp(p−1)

(mod p). ΄Αρα g(1+ t) = tp(p−1) + pk(t), k(t) ∈ Z[x]. Από το κριτήριο του Eisenstein
για p το g(t + 1) είναι ανάγωγο πάνω από το Q, άρα και το g(t).

2

Λήµµα 1.2.12:

΄Εστω K σώµα µε χαρακτηριστική 0 (chK = 0) και L το σώµα ανάλυσης του
tp − 1 στο K, όπου p πρώτος, τότε η οµάδα Gal(L/K) είναι αβελιανή.

Απόδειξη:

Οι ϱίζες του tp−1, δηλαδή οι p-ϱίζες του 1, αποτελούν πολλαπλασιαστική οµάδα,
τάξης p, άρα κυκλική. Αν ε ένας γεννήτοράς της, τότε L = K(ε).

Κάθε Κ-αυτοµορφισµός του L καθορίζεται από τη δράση του στο ε και είναι µια
µετάθεση των ϱιζών του tp − 1. ΄Αρα ϑα είναι της µορφής σj(ε) = εj. ΄Οµως τότε η
οµάδα ϑα είναι αβελιανή αφού σi ◦ σj(ε) = εij = σj ◦ σi(ε).

2

Λήµµα 1.2.13:

Το κανονικό n-γωνο είναι κατασκευάσιµο µε κανόνα και διαβήτη αν και µόνο
αν n = 2rp1...ps, όπου r, s ∈ N ∪ {0} και p1, ..., ps είναι περιττοί πρώτοι της µορφής
22n

+ 1, για ϑετικούς ακεραίους n (πρώτοι του Fermat).

Απόδειξη:

(⇒)

΄Εστω n κατασκευάσιµο και n = 2rpa1
1 ...pas

s η µονοσήµαντη ανάλυση του n σε
πρώτους (pi διακριτοί περιττοί πρώτοι).

Από το λήµµα 1.2.7 κάθε pai
i είναι κατασκευάσιµος. Αν ai ≥ 2 τότε το p2

i είναι
κατασκευάσιµο (πάλι από το λήµµα 1.2.7, αφού p2

i |pai
i ). ΄Αρα από το λήµµα 1.2.9

έχουµε ότι ο ϐαθµός deg(Irr(ζ,Q)) = είναι δύναµη του 2, όπου Ϲ πρωταρχική p2
i -

ϱίζα της µονάδας στο C. Από το λήµµα 1.2.11, deg(Irr(ζ,Q)) = pi(pi − 1). Τότε
όµως ϑα πρέπει το pi(pi − 1) να είναι δύναµη του 2, δηλαδή ο περιττός πρώτος pi

πρέπει να διαιρεί το 2, άτοπο ! ΄Αρα ai = 1 για κάθε i.
Μένει να δείξουµε ότι οι πρώτοι pi, για i = 1, ..., s είναι πρώτοι του Fermat. Από

το λήµµα 1.2.10, αν Ϲ πρωταρχική pi-ϱίζα της µονάδας στο C τότε deg(Irr(ζ,Q)) =
pi − 1 και από το λήµµα 1.2.9 ϑα πρέπει να είναι ίσο µε 2si, για κάποιο si ∈ N.
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΄Εστω ότι ο si έχει περιττό διαιρέτη a > 1, τότε si = ab ⇒ pi = 2ab + 1 =
(2b)a + 1 = (2b + 1)(2b(a−1) − ... + 1), µε 2b + 1 και 2b(a−1) − ... + 1 ακέραιοι,
µεγαλύτεροι του 1, άτοπο !

΄Αρα το si δεν έχει περιττό διαιρέτη, άρα είναι δύναµη του 2, δηλαδή ο n είναι
της µορφής 22n

+ 1, για κάποιο n ∈ N και η αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα
κανονικό n-γωνο κατασκευάσιµο αποδείχθηκε.

(⇐)

Αρκεί να δείξουµε ότι οι 2r,pi είναι κατασκευάσιµοι. Το 2r είναι κατασκευάσιµο
από το λήµµα 1.2.8. Θα δείξουµε την κατασκευασιµότητα των pi. ΄Εστω Ϲ pi-οστή
πρωταρχική ϱίζα της µονάδας στο C. Τότε από το λήµµα 1.2.10 [Q(ζ) : Q] = pi−1 =
22n

+ 1− 1 = 22n
:= 2a.

Το Q(ζ) είναι το σώµα ανάλυσης του f(t) = 1+ t+ ...+ tpi−1 στο Q, άρα Q(ζ)/Q
κανονική και διαχωρίσιµη (χαρακτηριστική 0), άρα Galois. Από το λήµµα 1.2.12 η
Gal(Q(ζ)/Q) είναι αβελιανή.

΄Εστω K = R ∩ Q(ζ), (Q ⊆ K = R ∩ Q(ζ) ⊆ Q(ζ)). Είναι [Q(ζ) : K] = 2
(Irr(ζ, K) = (x−ζ)(x−ζ−1) = x2−(ζ +ζ−1)x+ζζ−1 = x2−2cos(2π

pi
)x+1 ∈ K[x]).

΄Εχουµε ότι Gal(Q(ζ)/K) E Gal(Q(ζ)/Q), (αφού κάθε υποοµάδα αβελιανής
οµάδας είναι κανονική). ΄Αρα από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Θεωρίας Galois
(δείτε το παράρτηµα µε τη ϑεωρία Galois) έχουµε ότι η επέκταση K/Q είναι Galois,
άρα κανονική και επίσης :

2a = [Q(ζ) : Q] = [Q(ζ) : K] · [K : Q] = 2[K : Q] ⇒ [K : Q] = 2a−1.
Αφού λοιπόν η K/Q είναι κανονική επέκταση ϐαθµού δύναµη του 2, από την

πρόταση 1.2.6 έχουµε ότι κάθε στοιχείο του K είναι κατασκευάσιµο.
΄Οµως τα ζ = cos2π

pi
+ isin2π

pi
και ζ−1 = cos2π

pi
− isin2π

pi
ανήκουν στο Q(ζ), άρα

και το ζ + ζ−1 = 2cos2π
pi

ανήκει στο Q(ζ), το οποίο όµως είναι πραγµατικός αριθµός,
άρα ανήκει στο K.

∆ηλαδή το 2cos2π
pi

κατασκευάζεται, άρα κατασκευάζεται το cos2π
pi

και συνεπώς
µπορούµε να κατασκευάσουµε και το σηµείο (cos2π

pi
, 0) τουR2. Σχηµατίζουµε λοιπόν

τον µοναδιαίο κύκλο και το σηµείο Γ=(cos2π
pi

, 0).
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(0,1)

(1,0)E(cos(2ð/pi),0) ZA

B

Τότε cosθ = AE
AB

=
cos( 2π

pi
)

1
= cos2π

pi
, άρα η ΒΖ είναι η πλευρά του κανονικού

pi-γώνου.

2
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1.3 Η κατασκευή του ισοπλεύρου τριγώνου και του
κανονικού πενταγώνου κατά τον Ευκλείδη

Είδαµε ότι το πρόβληµα κατασκευής κανονικού n-γώνου µε κανόνα και διαβήτη
ανάγεται στο πρόβληµα κατασκευής κανονικού p-γώνου, όπου p πρώτος του Fermat.
Οι πρώτες κατασκευές τέτοιων p-γώνων έγιναν περίπου 2000 χρόνια πριν από τον
Gauss, από τους αρχαίους ΄Ελληνες. Αυτές ήταν οι κατασκευές του ισοπλεύρου
τριγώνου και του κανονικού πενταγώνου (Στοιχεία του Ευκλείδη, ϐιβλίο 4, 300 π.Χ.).

Αρχικά ϑα αποδείξουµε τέσσερεις προτάσεις που ϑα µας χρησιµεύσουν στη
συνέχεια, µετά ϑα κατασκευάσουµε το κανονικό πεντάγωνο και τέλος το κανονικό
εξάγωνο από το οποίο προκύπτει και το ισόπλευρο τρίγωνο.

Πρόταση 1.3.1:

Να διαιρεθεί δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα ώστε το ορθογώνιο που ορίζει το τµήµα
και το ένα µέρος του, να είναι ισοδύναµο µε το τετράγωνο που έχει πλευρά το άλλο
µέρος.

Απόδειξη:

Η απόδειξη που ϑα δώσουµε είναι σύγχρονη (αλγεβρική), η γεωµετρική απόδειξη
του Ευκλείδη ϐρίσκεται στα στοιχεία, ϐιβλίο 2, πρόταση 11.

΄Εστω ΑΒ το δοσµένο τµήµα, το Ϲητούµενο είναι να ϐρούµε σηµείο Θ τέτοιο ώστε
ΑΒ·ΒΘ=ΑΘ2, δηλαδή AB · BΘ=(ΑΒ-ΒΘ)2. ΄Εστω x και d (γνωστό) τα µήκη των ΒΘ
και ΑΒ αντίστοιχα.

Τότε

dx = (d− x)2

x2 − 3dx + d2 = 0

x =
3d + d

√
5

2
= d · 3 +

√
5

2
,

άρα x κατασκευάσιµο. Φέρνουµε κύκλο κέντρου Β και ακτίνας x, το σηµείο
τοµής του κύκλου µε το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι το Ϲητούµενο σηµείο Θ.

2
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Πρόταση 1.3.2 (Στοιχεία, IV.1):

Αν δοθούν κύκλος και ευθύγραµµο τµήµα µικρότερο ή ίσο από τη διάµετρο του
κύκλου, να κατασκευαστεί χορδή του κύκλου ίση προς το δοθέν ευθύγραµµο τµήµα.

Απόδειξη:

΄Εστω κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας ϱ και ευθύγραµµο τµήµα d µικρότερο ή
ίσο µε τη διάµετρο του κύκλου.

A

B

Z

G

O

d

Φέρνουµε µια διάµετρο του κύκλου, έστω BG. Αν το d είναι ίσο µε τη διάµετρο
τελειώσαµε. Αν το d είναι µικρότερο από τη διάµετρο, ϕέρνουµε κύκλο κέντρου G
και ακτίνας d, ο οποίος τέµνει τον (Ο,ρ) στα Α και Ζ. Η GA = d είναι η Ϲητούµενη
χορδή.

2

Η παραπάνω κετασκευή δεν ῾῾ταιριάζει᾿᾿ µε τις άλλες κατασκευές του τέτερτου
ϐιβλίου των Στοιχείων και µάλλον ϑα πρέπει να είναι του ίδιου του Ευκλείδη, ο οποίος
τη χρησιµοποιεί σαν λήµµα σε µια σειρά προτάσεων (π.χ. Στοιχεία IV.16,XII.16).
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Πρόταση 1.3.3 (Στοιχεία, IV.5):

Περί δοθέν τρίγωνο να περιγραφεί κύκλος.

Απόδειξη:

∆ίνεται τρίγωνο ABG και ϑέλουµε να ϕέρουµε κύκλο περί αυτού, δηλαδή να
κατασκευάσουµε κύκλο που να διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου A, B και G.

Παίρνουµε τα µέσα D και E των πλευρών AB και AG αντίστοιχα και ϕέρνουµε
κάθετες στις AB και AG που να διέρχονται από τα D και E. Οι κάθετες αυτές τέµ-
νονται ή εντος του τριγώνου ή σε σηµείο της BG ή εκτός του τριγώνου. ΄Εστω ότι
τέµνονται σε σηµείο Z εσωτερικό του τριγώνου.

A

B G

D E

Z

Φέρνουµε τα ευθύγραµµα τµήµατα ZA,ZB και ZG. Τα ορθογώνια τρίγωνα DAZ
και DBZ έχουν AD = DB = AB

2
και DZ κοινή, άρα είναι ίσα, εποµένως ZA=ZB.

Οµοίως αποδεικνύεται ότι ZG=ZA. ΄Αρα ZA=ZB=ZG=r.
Τότε ο κύκλος (Z,r) διέρχεται από τις κορυφές A, B, G και είναι ο περιγεγραµ-

µένος περί του τριγώνου ABG. ΄Οµοια εργαζόµαστε και στις άλλες περιπτώσεις.

2

Πρόταση 1.3.4 (Στοιχεία, IV.10):

Να κατασκευαστεί ισοσκελές τρίγωνο, του οποίου η γωνία της ϐάσης να είναι
διπλάσια από τη γωνία της κορυφής του.
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Απόδειξη:

Παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα AB και σηµείο του G, τέτοιο ώστε AB · BG =
AG2 (από πρόταση 1.3.1). Με κέντρο το A και ακτίνα AB γράφουµε κύκλο c και
κατασκευάζουµε χορδή BD του c ίση µε το AG, η οποία δεν είναι µεγαλύτερη από τη
διάµετρο του κύκλου (πρόταση 1.3.2). Φέρνουµε τα AD, DG και τον περιγεγραµµένο
κύκλο c1 του τριγώνου AGD (πρόταση 1.3.3).

΄Εχουµε ότι AB ·BG = AG2 και AG = BD, άρα AB ·BG = BD2.
Από το B, που ϐρίσκεται εκτός του κύκλου c1, διέρχονται δυο ευθείες, εκ των

οποίων η µία τέµνει τον c1 στα σηµεία A και G και η άλλη έχει κοινό σηµείο µε τον
c1 το D και επειδή AB ·BG = BD2, η BD ϑα εφάπτεται στον c1 στο σηµείο D.

A B
G

D

c

c1

΄Αρα η γωνία BDG είναι ίση µε τη GAD (γωνία χορδής και εφαπτοµένης).
Εποµένως BD̂G + GD̂A = GÂD + GD̂A ή BD̂A = GÂD + GD̂A. Αλλά GÂD +
GD̂A = BĜD (η BGD γωνία είναι εξωτερική του τριγώνου AGD). Συνεπώς BD̂A =
BĜD (1).

Ακόµα BD̂A = DB̂A (2), αφού το ABD είναι ισοσκελές, (AB = AD=ακτίνα
του κύκλου c).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι BĜD = DB̂A. ΄Αρα BD̂A = DB̂A = BĜD
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και επειδή DB̂G = DĜB, στο τρίγωνο DBG ϑα είναι DB = DG. Αλλά DB = AG,
άρα AG = GD, δηλαδή στο τρίγωνο GAD ισχύει GÂD = GD̂A.

Επίσης GÂD +GD̂A = BĜD. ΄Αρα BĜD = 2DÂG και αφού BĜD = AB̂D =
AD̂B, ϑα έχουµε AB̂D = AD̂B = 2DÂG. ΄Αρα το ABD είναι το Ϲητούµενο τρίγωνο.

2

Προφανώς το τρίγωνο έχει γωνίες 36o,72o,72o. Η πρόταση αυτή χρησιµεύει για
την κατασκευή του κανονικού πενταγώνου, για το λόγο αυτό πολλοί αποδίδουν την
πρόταση στους Πυθαγορείους. Με τη ϑέση αυτή π.χ. συµφωνεί και ο Πρόκλος, όπως
ο ίδιος γράφει σχετικά.

Πρόταση 1.3.5 (Στοιχεία, IV.11):

Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί πεντάγωνο ισόπλευρο και ισογώνιο.

Απόδειξη:

΄Εστω ότι δίνεται κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας ϱ και ϑέλουµε να εγγράψουµε
πεντάγωνο ισόπλευρο και ισογώνιο. Κατασκευάζουµε ισοσκελές τρίγωνο ΖΗΤ µε
Ĥ = T̂ = 2Ẑ, πρόταση 1.3.4 και στη συνέχεια εγγράφουµε στον κύκλο (Ο,ρ) τρίγωνο
AGD όµοιο µε το ΖΗΤ, τέτοιο ώστε GÂD = Ẑ και AĜD = Ĥ = T̂ = AD̂G, όπως
στο σχήµα.

A

B

G D

E

Z

H T

΄Αρα AĜD = GD̂A = 2GÂD
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Φέρνουµε τις διχοτόµους GE και DB των γωνιών AGD και GDA αντίστοιχα
και τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ, BG, GD, DE και EA. Επειδή AĜD = GD̂A =
2GÂD και οι GE, DB είναι οι διχοτόµοι των AGD και GDA, ϑα έχουµε AĜE =
EĜD = AD̂B = BD̂G = GÂD. ΄Αρα τα αντίστοιχα τόξα ϑα είναι ίσα, συνεπώς
και οι αντίστοιχες πλευρές, δηλαδή AB = BG = GD = DE = EA. Εποµένως το
πεντάγωνο είναι ισόπλευρο. Θα δείξουµε ότι είναι και ισογώνιο.

΄Οπως είδαµε τα τόξα AB και DE είναι ίσα, άρα και το τόξο AB + BGD είναι
ίσο µε το DE + BGD, δηλαδή τα τόξα ABGD και EDGB είναι ίσα. Φυσικά και οι
εγγεγραµµένες γωνίες AÊD και BÂE που ϐαίνουν στα τόξα αυτά είναι ίσες. ΄Οµοια
αποδεικνύουµε ότι BÂE = AB̂G = BĜD = GD̂E = AÊD. ∆ηλαδή το πεντάγωνο
είναι και ισογώνιο.

2

Παρατηρούµε ότι ο Ευκλείδης για την απόδειξη της πρότασης 1.3.5, χρησι-
µοποιεί την 1.3.4. Θα µπορούσαµε όµως να κατασκευάσουµε το κανονικό πεντά-
γωνο κατασκευάζοντας τις επίκεντρες γωνίες 36o. Από την πρόταση 1.3.4 έχουµε
ισοσκελές τρίγωνο ZHT µε γωνίες H = T=72o και Z=36o. Με κέντρο την κορυφή Ζ
και ακτίνα ΖΗ γράφουµε κύκλο (Ζ,ΖΗ), παίρνουµε τόξα HT = TI = ... και ϕέρνουµε
τις χορδές HI,IL,...

Z

H

T

I

K

L

Η ευφυής στραγηγική της χρήσης ενός γνωστού σχήµατος για την κατασκευή
ενός Ϲητουµένου χρησιµοποιείται συχνά από τον Ευκλείδη (π.χ. Στοιχεία, ϐιβλίο IV ,
πρόταση 16).
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Πρόταση 1.3.6 (Στοιχεία, IV.11):

Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί εξάγωνο ισόπλευρο και ισογώνιο.

Απόδειξη:

΄Εστω δοθέν κύκλος (Η,ρ) και ϑέλουµε να εγγράψουµε εξάγωνο ισόπλευρο και
ισογώνιο. Φέρνουµε τη διάµετρο AD του κύκλου και γράφουµε κύκλο (D, DH)
που τέµνει το δοθέντα κύκλο στα σηµεία G και E. Φέρνουµε τις EH και GH που
τέµνουν τον (Η,ρ) στα B και Z αντίστοιχα.

A

B G

D

EZ

H

Γράφουµε τα ευθύγραµµα τµήµατα AB, BG, GD, DE, EZ και ZA. Θα
δείξουµε ότι το εξάγωνο ABGDEZ είναι ισόπλευρο και ισογώνιο.

΄Εχουµε ότι HE = HD (ακτίνες του (Η,ρ) ) και DE = DH (ακτίνες του
(D,DH)), άρα HE = DE. Εποµένως το τρίγωνο EHD είναι ισόπλευρο.

΄Αρα EĤD = HD̂E = DÊH και αφού το άθροισµα τους είναι ίσο µε δυο ορθές,
ϑα είναι EĤD = 1

3
· 2 ορθές.

Οµοίως αποδεικνύουµε ότι DĤG = 1
3
· 2 ορθές και επειδή EĤG + GĤB = 2

ορθές (παραπληρωµατικές), ϑα είναι GĤB = 1
3
· 2 ορθές.

Εποµένως οι γωνίες EĤD, DĤG, GĤB είναι ίσες, άρα και οι κατακορυφήν
τους BĤA, AĤZ, ZĤE είναι ίσες προς αυτές. ΄Αρα τα αντίστοιχα τόξα είναι ίσα και
αφού ίσα τόξα αντιστοιχούν σε ίσες χορδές, ϑα έχουµε ότι AB = BG = GD = DE =
EZ = ZA, δηλαδή το εξάγωνο είναι ισόπλευρο. Θα δείξουµε ότι είναι και ισογώνιο.
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Είδαµε ότι τα τόξα AZ και DE είναι ίσα, άρα ϑα είναι ίσο και το τόξο AZ +
ABGD µε το DE +ABGD, εποµένως τα τόξα ZABGD και EDGBA είναι ίσα. ΄Αρα
ZÊD = AẐE (εγγεγραµµένες που ϐαίνουν σε ίσα τόξα).

΄Οµοια αποδυκνείεται ότι AẐE = ZÂB = AB̂G = BĜD = GD̂E = DÊZ.
΄Αρα το εξάγωνο ABGDEZ είναι και ισογώνιο και έχει εγγραφεί σε δοθέντα κύκλο.

2

Τώρα συνδέοντας π.χ. τις άρτιες κορυφές του κανονικού εξαγώνου κατασκευά-
Ϲουµε το ισόπλευρο τρίγωνο.
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1.4 Η κατασκευή του κανονικού 17-γώνου από το
Gauss

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δούµε πως ο Gauss µελέτησε την κυκλοτοµική επέκταση
Q(ζp)/Q, όπου p είναι περιττός πρώτος. Μελετώντας την επέκταση αυτή 30 χρόνια
πριν το Galois, ο Gauss περιέγραψε τα ενδιάµεσα σώµατά της και τα χρησιµοποίησε
για να δείξει ότι η xp − 1 = 0 είναι επιλύσιµη µε ϱιζικά.

Θα δούµε κάποια αποτελέσµατα, τα οποία προκύπτουν εύκολα από τη ϑεωρία
Galois και τα οποία είχε κατανοήσει ο Gauss χρόνια πριν.

΄Εστω p περιττός πρώτος, τότε Gal(Q(ζp)/Q) ' Z∗p. Η ισοµορφία αυτή προκύπτει
εύκολα, αν ϑεωρήσουµε την απεικόνιση Θ : Gal(Q(ζp)/Q) → Z∗p, η οποία στέλνει τη
σ(ζp) = ζt

p στο t + pZ, µε p 6 |t.
Η Θ είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω σ(ζp) = ζt

p και τ(ζp) = ζs
p δυο στοιχεία

της οµάδας Galois, τότε στ(ζp) = σ(ζs
p) = ζst

p = ζt
pζ

s
p = σ(ζp)τ(ζp), επίσης είναι 1-1,

αφού Kerθ =< id > και επί.
Η οµάδα Z∗p είναι κυκλική τάξης p− 1. Για κάθε ϑετικό διαιρέτη f του p− 1 η

Z∗p έχει µοναδική υποοµάδα Hf τάξης f (στο παράρτηµα µε τις p-οµάδες δείξαµε ότι
ισχύει για κάθε αβελιανή), η οποία είναι και κανονική υποοµάδα (κάθε υποοµάδα
αβελιανής οµάδας είναι κανονική).

Ακολουθώντας τον Gauss, ας ϑέσουµε e = p−1
f

, δηλαδή ef = p − 1. Η οµάδα
Hf έχει δείκτη e στη Z∗p.

Λήµµα 1.4.1:

΄Εστω f και f ′ ϑετικοί διαιρέτες του p-1, τότε Hf ⊂ Hf ′ αν και µόνο αν f |f ′.
Απόδειξη:

(⇒)
Προφανές, αφού από ϑεώρηµα Lagrange ξέρουµε ότι η τάξη της υποοµάδας

διαιρεί την τάξη της οµάδας.
(⇐)
΄Εχουµε ότι f |p− 1, άρα υπάρχει µοναδική υποοµάδα Hf της G µε |Hf | = f .
΄Οµοια έχουµε µοναδική υποοµάδα Hf ′ ⊂ G, µε |Hf ′| = f ′.
΄Οµως f |f ′, άρα υπάρχει µοναδική υποοµάδα H της Z∗p µε |H| = f , τ.ω. H ⊂

Hf ′ ⊂ G. Τότε όµως H ⊂ G, µε |H| = f .
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Από µοναδικότητα της Hf έχουµε H = Hf .

2

Από την ισοµορφία Gal(Q(ζp)/Q) ' Z∗p και την αντιστοιχία Galois, τα ενδιάµεσα
σώµατα της Q(ζp)/Q είναι τα σώµατα:

Lf = {a ∈ Q(ζp) | σ(a) = a, για κάθε σ µε σ(ζp) = ζ i
p, i ∈ Hf}

όπου το f διατρέχει τους ϑετικούς διαιρέτες του p− 1.
Αυτά τα σώµατα έχουν τις ακόλουθες ωραίες ιδιότητες.

Πρόταση 1.4.2:

i) Αν Lf ένα ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης Q(ζp)/Q, τότε η Lf/Q είναι επέκ-
ταση Galois, ϐαθµού e.

ii) Αν f, f ′ ϑετικοί διαιρέτες του p− 1, τότε για τα αντίστοιχα σώµατα Lf και Lf ′

ισχύει Lf ′ ⊆ Lf αν και µόνο αν f |f ′.
Απόδειξη:

i) Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ϑεωρίας Galois ξέρουµε ότι αφού Hf ¢

Gal(Q(ζp)/Q), τότε η Lf/Q είναι επάκταση Galois ϐαθµού [Lf : Q] = [Gal(Q(ζp)/Q) :
Hf ] = e.

ii) (⇒)

΄Εχουµε Lf ′ ⊆ Lf , άρα Hf ⊂ Hf ′, άρα f |f ′.
(⇐)

Αφού f |f ′, από το λήµµα 1.4.1 έχουµε Hf ⊂ Hf ′, τότε
x ∈ Lf ′ ⇒ x ∈ {a ∈ Q(ζp) | σ(a) = a, ∀σ : σ(ζp) = ζ i

p, i ∈ Hf ′}
⇒ x ∈ {a ∈ Q(ζp) | σ(a) = a, ∀σ : σ(ζp) = ζ i

p, i ∈ Hf}
⇒ x ∈ Lf , άρα Lf ′ ⊆ Lf .

2

Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι p − 1 = q1 · q2 · ... · qr είναι η ανάλυση του p − 1 σε
πρώτους (όχι κατ΄ ανάγκη διαφορετικούς), τότε ϑα έχουµε τον πύργο σωµάτων:

Q = Lq1...qr ⊂ Lq2...qr ⊂ ... ⊂ Lqr−1qr ⊂ Lqr ⊂ L1 = Q(ζp),



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΚΑΤΑΣΚΕΥ�ΑΣΙΜΑ ΚΑΝΟΝΙΚ�Α N-ΓΩΝΑ 33

όπου
[Lqi+1...qr : Lqiqi+1...qr ] =

|Hqiqi+1...qr |
|Hqi+1...qr |

= qi.

Περίοδοι

΄Εστω ef = p − 1 και Hf ⊂ Z∗p η µοναδική υποοµάδα τάξης f . ∆οθέντος ενός
στοιχείου a = [i] ∈ Z∗p, έχουµε ζa

p = ζ i
p (αφού ζp

p = 1).

Ορισµός:

΄Εστω λ ∈ Z, µε (λ, p) = 1, τότε [λ] ∈ Z∗p. Θεωρούµε το σύµπλοκο [λ]Hf της Hf

στο Z∗p, τότε ορίζουµε την f-περίοδο του λ να είναι το άθροισµα:

(f, λ) =
∑

a∈[λ]Hf

ζa
p .

Τώρα ϑα δούµε κάποιες από τις ιδιότητες των f-περιόδων.

Λήµµα 1.4.3:

΄Εστω ef = p− 1 και (f, λ) όπως ορίσαµε παραπάνω. Τότε :
i) ∆υο f-περίοδοι είτε ταυτίζονται είτε δεν έχουν κανένα κοινό όρο στο άθροισµα.
ii) Υπάρχουν e διακριτές f-περίοδοι.
iii) Οι f-περίοδοι είναι γραµµικά ανεξάρτητες στο Q.
iv) ΄Εστω σ ∈ Gal(Q(ζp)/Q) τ.ω. σ(ζp) = ζ i

p, τότε για οποιαδήποτε f-περίοδο
(f, λ) ϑα έχουµε σ((f, λ)) = (f, iλ).

Απόδειξη:

i) Ξέρουµε ότι οι 1, ζp, ..., ζ
p−2
p ∈ Q(ζp) είναι γραµµικά ανεξάρτητα στο Q, (αφού

[Q(ζp) : Q] = p − 1). Πολλαπλασιάζοντας µε ζp, έχουµε ότι και οι ζp, ..., ζ
p−1
p είναι

γραµµικά ανεξάρτητα στο Q. Αυτό σηµαίνει ότι δυο f-περίοδοι (ας ϑυµηθούµε ότι
η (f, λ) είναι αθροίσµατα όρων ζa

p , a ∈ [λ]Hf και αυτοί οι όροι είναι γραµµικά
ανεξάρτητοι) ταυτίζονται αν και µόνο αν τα αντίστοιχα σύµπλοκα είναι τα ίδια. Επειδή
όµως τα σύµπλοκα είτε είναι ίδια είτε δεν έχουν κοινά στοιχεία, το ίδιο ϑα ισχύει και
για τις f-περιόδους.

ii) Είδαµε λοιπόν ότι κάθε f-περίοδος αντιστοιχεί σε ένα σύµπλοκο, σύµπλοκα
όµως έχουµε p−1

f
= e (όσος είναι και ο δείκτης της Hf στη Z∗p).

iii) Από το i) είδαµε ότι οι f-περίοδοι είτε είναι ίδιες είτε δεν έχουν κανένα κοινό
όρο στο άθροισµα, άρα αν ήταν γραµµικά εξαρτηµένες το ίδιο ϑα έπρεπε να ισχύει
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και για τα ζp, ..., ζ
p−1
p , άτοπο.

iv) Θυµόµαστε ότι ζ i
p = ζ

[i]
p . Τότε

σ((f, λ)) =
∑

a∈[λ]Hf

(ζ i
p)

a =
∑

a∈[λ]Hf

ζ [i]a
p ,

ϑέτουµε b = [i]a ∈ Z∗p και έχουµε

σ((f, λ)) =
∑

b∈[iλ]Hf

ζb
p = (f, iλ).

2

Τώρα ϑα δείξουµε ότι οι f-περίοδοι είναι πρωταρχικά στοιχεία της Lf/Q και
µάλιστα αποτελούν ϐάση της Lf πάνω από το Q.

Πρόταση 1.4.4:

΄Εστω Lf το ενδιάµεσο σώµα της επέκτασης Q(ζp)/Q που αντιστοιχεί στη Hf ,
τότε ισχύουν :

i) Αν (f, λ1), ..., (f, λe) οι διακριτές f−περίοδοι, τότε το

g(x) = (x− (f, λ1))...(x− (f, λe))

ανήκει στο Q[x] και είναι το ελάχιστο πολυώνυµο υπέρ του Q για οποιαδήποτε f-
περίοδο.

ii) Κάθε f-περίοδος είναι πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης Lf/Q.

Απόδειξη:

i) Ξέρουµε ότι αν έχουµε µια επέκταση Galois L/K και G = Gal(L/K), τότε
για να ϐρούµε το ανάγωγο πολυώνυµο p(x) πάνω από το K ενός στοιχείου a ∈ L,
αρκεί να ϐρούµε τα συζυγή του ως προς τις µεταθέσεις σ, σ ∈ G, έστω b1, ..., bn και
τότε

p(x) = (x− b1)...(x− bn).

΄Εστω λοιπόν µια f-περίοδος η = (f, λ) που αντιστοιχεί σε ένα σύµπλοκο [λ]Hf .
Αν [i] ∈ Z∗p, τότε η f-περίοδος (f, iλ) που αντιστοιχεί στο σύµπλοκο [iλ]Hf είναι η
συζυγής του η πάνω από το Q , όπως είδαµε στο Λήµµα 1.4.3 (iv).
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Εφόσον το [iλ]Hf µας δίνει όλα τα σύµπλοκα της Hf στη Z∗p καθώς µεταβάλ-
λεται το [i], τα συζυγή του η πάνω από το Q ϑα είναι οι e διακριτές f-περίοδοι
(f, λ1), ..., (f, λe). Εποµένως το ανάγωγο πολυώνυµο στο Q είναι πράγµατι το g(x).

ii) ΄Εχουµε ότι ηQ(η)/Q είναι επέκταση ϐαθµού e (προκύπτει από το ϐαθµό του
αναγώγου πολυωνύµου), όµως και η Lf/Q έχει ϐαθµό e. Αφού η Gal(Q(ζp/Q)) '
Z∗

p έχει µοναδική υποοµάδα ϐαθµού e, την He, αυτή ορίζει (αντιστοιχία Galois) ένα
ενδιάµεσο σώµα που να έχει ϐαθµό e, άρα ϑα πρέπει Q(η) = Lf και προκύπτει το
(ii).

2

Σαν συνέπεια έχουµε την παρακάτω ενδιαφέρουσα ϐάση της Lf/Q

Λήµµα 1.4.5:

Οι f-περίοδοι αποτελούν ϐάση του Lf πάνω από το Q.

Απόδειξη:

Από την πρόταση 1.4.4 έχουµε ότι οι f-περίοδοι είναι πρωταρχικά στοιχεία του
Lf , γραµµικά ανεξάρτητα (από λήµµα 1.4.3) και είναι e το πλήθος, αφού [Lf : Q] =e.
Συνεπώς αποτελούν ϐάση του Lf πάνω από το Q.

2

Θα αποδείξουµε ένα λήµµα από τη ϑεωρία οµάδων το οποίο ϑα µας ϕανεί
χρήσιµο στη συνέχεια.

Λήµµα 1.4.6:

΄Εστω A ⊂ B υποοµάδες µιας οµάδας (G, ·) και ο δείκτης [B : A] της Α στην
Β είναι d. Κάθε αριστερό σύµπλοκο της Β στη G είναι διακριτή ένωση d αριστερών
συµπλόκων της Α στη G.

Απόδειξη:

[B : A] = d, τότε B = ∪d
j=1bjA (διακριτή ένωση) µε bj ∈ B. Ας ϑεωρήσουµε

στοιχείο g ∈ G και να πάρουµε το αριστερό σύµπλοκο:
gB = g ∪d

j=1 bjA = ∪d
j=1gbjA ∪d

j=1 hjA, µε hj = gbj ∈ G.
Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη πρέπει να δείξουµε ότι η ένωση είναι διακριτή.

΄Εστω hkA = hlA, µε k, l ∈ 1, ..., d, δηλαδή hk ∈ hlA, τότε gbk ∈ gblA και έχουµε ότι
gbk = gbla, για κάποιο a ∈ A.
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Αφού η (G, ·) οµάδα, ϑα υπάρχει το g−1 και πολλαπλασιάζοντας µε αυτό από
αριστερά την πάνω σχέση έχουµε ότι bk = bla, δηλαδή bk ∈ blA που συνεπάγεται ότι
blA = bkA το οποίο είναι άτοπο αφού B = ∪d

j=1bjA, µε bj ∈ B είναι διακριτή ένωση.

2

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε την επέκταση Lf/Lf ′ µε τη ϐοήθεια των περιόδων,
όπου f, f ′ ϑετικοί διαιρέτες του p − 1, µε f |f ′. Αν ϑέσουµε d = f ′

f
, όπως έχουµε

δει ϑα έχουµε [Lf : Lf ′ ] =
[Lf :Q]

[Lf ′ :Q]
= e

e′ =
p−1

f
p−1
f ′

= f ′
f

= d. Κάθε f-περίοδος (f, λ)

είναι πρωταρχικό στοιχείο του Lf πάνω από το Lf ′. Θα περιγράψουµε το ελάχιστο
πολυώνυµο της (f, λ) πάνω από το Lf ′.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι η Hf είναι η υποοµάδα µε δείκτη d = f ′
f

στην Hf ′.
Από το λήµµα 1.4.6 κάθε σύµπλοκο του Hf ′ στο Z∗

p είναι διακριτή ένωση d συµπλό-
κων του Hf .

΄Εχουµε ότι το [λ]Hf ′ είναι η διακριτή ένωση:

[λ]Hf ′ = [λ1]Hf

⋃
...

⋃
[λd]Hf (1)

µπορούµε να ϑεωρήσουµε λ = λ1, αφού [λ]Hf ⊂ [λ]Hf ′. Αυτό ϑα µας ϐοηθήσει
στην ακόλουθη περιγραφή του ελάχιστου πολυωνύµου.

Πρόταση 1.4.7:

΄Εστω f, f ′ ϑετικοί διαιρέτες του p− 1, µε f |f ′ και d = f ′
f
. ∆οσµένης f-περιόδου

(f, λ), ϑεωρούµε λ1 = λ, λ2, ..., λd όπως στην (1). Τότε το h(x) = (x− (f, λ1))...(x−
(f, λd)) ανήκει στο Lf ′ [x] και είναι το ελάχιστο πολυώνυµο της (f, λ) πάνω από το
Lf ′.

Απόδειξη:

΄Οπως και στην απόδειξη 1.4.4, ϑεωρούµε η = (f, λ) µια f-περίοδο, αρκεί να
δείξουµε ότι καθώς η σ διατρέχει τα σχτοιχεία της Gal(Q(ζp)/Lf ′), τα στοιχεία σ(η)
µας δίνουν τις f-περιόδους (f, λ1), ..., (f, λd).

Για να το δείξουµε αυτό ϑεωρούµε σ ∈ Gal(Q(ζp)/Lf ′) µε σ(ζp) = ζ i
p, για

[i] ∈ Hf ′, τότε σ(η) = σ((f, λ)) = (f, iλ), (λήµµα 1.4.3 (iv)).
Η (f, iλ) αντιστοιχεί στο σύµπλοκο [iλ]Hf . ΄Οµως [iλ]Hf ⊂ [iλ]Hf ′ = [λ][i]Hf ′ =

[λ]Hf , αφού [i] ∈ Hf ′.
Από τη σχέση [iλ]Hf ⊂ [λ]Hf και από την (1) [λ]Hf ′ = [λ1]Hf

⋃
...

⋃
[λd]Hf

έπεται ότι [iλ]Hf = [λj]Hf για κάποιο j = 1, .., d. Επειδή λοιπόν τα σύµπλοκα είναι
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ίδια ϑα είναι ίδιες και οι αντίστοιχες f-περίοδοι. ∆ηλαδή (f, iλ) = (f, λj), οπότε και
σ(η) = (f, λj).

΄Εχουµε δείξει ότι τα σ(η) παίρνουν τιµές από το σύνολο {(f, λ1), ..., (f, λd)}. Για
να ολοκληρωθεί η απόδειξη ϑα πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε f-περίοδο (f, λj), µε
j = 1, ..., d υπάρχει i ∈ Hf ′ τ.ω. σ(η) = (f, λj), δηλαδή (f, iλ) = (f, λj). Από την
(1) υπάρχει στοιχείο, έστω i ∈ Hf ′ τ.ω. λi = λja για κάποιο a ∈ Hf .

Συνεπώς [λi]Hf = [λja]Hf = [λj]Hf (αφού a ∈ Hf ), άρα (f, iλ) = (f, λj).
Αφού λοιπόν δείξαµε ότι τα συζυγή του η είναι (f, λj) για κάποια j = 1, ..., d και

ότι για κάθε i = 1, ..., d το (f, λj) είναι συζυγές του η, έχουµε ότι είναι ακριβώς αυτά
και η πρόταση αποδείχθηκε.

2

Για να µπορέσουµε να µελετήσουµε συγκεκριµένα προβλήµατα µε τη χρήση
των περιόδων, ϑα δώσουµε προτάσεις που ϑα µας ϐοηθήσουν να τις χειριστούµε
καλύτερα.

Βασιζόµενοι πάντα στη σκέψη του Gauss, ϑεωρούµε ένα γεννήτορα [g] της κυκ-
λικής οµάδας Z∗p. Αφού η τάξη της οµάδας είναι p− 1, έχουµε ότι :

Z∗p = {[1], [g], [g2], ..., [gp−2]}
Με άλλα λόγια οι p − 1 αριθµοί 1, g, g2, ..., gp−2 είναι οι µη µηδενικές κλάσεις

(mod p). Το g ονοµάζεται πρωταρχική ϱίζα (mod p).
∆οσµένης µιας πρωταρχικής ϱίζας g και ef = p − 1, έχουµε ότι ο ge είναι

γεννήτορας της Hf (το ge παράγει υποοµάδα της Z∗p τάξης f, από µοναδικότητα όµως
της Hf πρέπει να είναι ίδιες), δηλαδή:

Hf = {[1], [ge], [g2e], ..., [g(f−1)e]}.
Εποµένως το σύµπλοκο [λ]Hf δίνει την f-περίοδο :

(f, λ) =
∑

a∈[λ]Hf

ζa
p =

∑

a∈{[λ],[λge],[λg2e],...,[λg(f−1)e]}
ζa
p = ζλ

p + ζλge

p + ... + ζλg(f−1)e

p .

Μέχρι τώρα ϑεωρούσαµε ότι [λ] ∈ Z∗p, δηλαδή p 6 |λ. ΄Οµως η παραπάνω σχέση
έχει νόηµα για κάθε ακέραιο λ. Αφού ζp

p = 1, εύκολα προκύπτει ότι (f, λ) = f όταν
p|λ.
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Για τυχαίο λ ∈ Z η (f, λ) λέγεται γενικευµένη περίοδος. ΄Ετσι µια γενικευµένη
περίοδος είναι η συνήθης περίοδος αν p 6 |λ ή είναι ίση µε το f αν p|λ.

Για να υπολογίσουµε τα ελάχιστα πολυώνυµα µε τη ϐοήθεια των προτάσεων
1.4.4 και 1.4.7 ϑα χρειαστεί να πολλαπλασιάσουµε f-περιόδους. Ο Gauss εξέφρασε
το γινόµενο δυο f-περιόδων µε τον ακόλουθο τρόπο.

Πρόταση 1.4.8:

΄Εστω (f, λ) και (f, µ) δυο f-περίοδοι µε p 6 |λ και p 6 |µ, τότε

(f, λ) · (f, µ) =
∑

[λ′]∈[λ]Hf

(f, λ′ + µ) =

f−1∑
j=0

(f, λgje + µ).

Απόδειξη:

΄Εστω h = ge γεννήτορας της Hf , τότε

(f, µ) =

f−1∑

l=0

ζµhl

p .

΄Εχουµε επίσης ότι [λ]Hf = [λhl]Hf για κάθε λ (αφού f ∈ Hf ), άρα (f, λ) =
(f, λhl). Εποµένως

(f, λ) · (f, µ) =

f−1∑

l=0

(f, λ)ζµhl

p =

f−1∑

l=0

(f, λhl)ζµhl

p =

f−1∑

l=0

(

f−1∑
j=0

ζλhlhj

p )ζµhl

p =

f−1∑
j=0

(

f−1∑

l=0

ζ(λhj+µ)hl

p ) =

f−1∑
j=0

(f, λhj + µ)

Αντικαθιστώντας από τη σχέση h = ge, έχουµε (f, λ) · (f, µ) =

f−1∑
j=0

(f, λgje + µ).

2

Τώρα είµαστε έτοιµοι να δούµε πως ο Gauss έδειξε ότι η x17 − 1 = 0 είναι
επιλύσιµη µε ϱιζικά (αυτό όπως είδαµε ισοδυναµεί µε την κατασκευασιµότητα του
κανονικού 17-γώνου).
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Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν την επέκταση Q(ζ17)/Q, τα ενδιάµεσα σώµατα Lf , µε f
διαιρέτες του 17-1=16 και τις αντίστοιχες υποοµάδες Hf της Gal(Q(ζ17)/Q) ' Z∗17.

Q ⊆ L8 ⊆ L4 ⊆ L2 ⊆ Q(ζ17)

Gal(Q(ζ17)/Q) ' Z∗
17 ≥ H8 ≥ H4 ≥ H2 ≥< id >

Είναι
Z∗17 = {1, 2, 3, ..., 16} =< 3 >

H8 =< 3
p−1

f >=< 3
17−1

8 >=< 32 >=< 9 >= {9, 13, 15, 16, 8, 4, 2, 1}
H4 =< 3

17−1
4 >=< 34 >=< 13 >= {1, 4, 13, 16}

H2 =< 3 17−1
2

>=< 38 >=< 16 >= {1, 16}
Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε τις f-περιόδους και τα ελάχιστα πολυώνυµα

τους. Αρχικά ϑα ϐρούµε το ελάχιστο πολυώνυµο των 8-περιόδων πάνω από το Q. Οι
8-περίοδοι είναι e = p−1

f
= 17−1

8
= 2 το πλήθος. Τα σύµπλοκα της H8 στην Z∗17 είναι

οι

H8 = {1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16}

3H8 = {3, 6, 12, 7, 10, 5, 11, 14}
που αντιστοιχούν στις περιόδους (8,1) και (8,3). Από την πρόταση 1.4.4 το ελάχιστο
πολυώνυµο των (8,1) και (8,3) είναι το :

p1(x) = (x− (8, 1))(x− (8, 3)) = x2 − ((8, 1) + (8, 3))x + (8, 1)(8, 3).

Οι ζp, ζ
2
p , ..., ζ

p−1
p είναι ϱίζες του xp−1 + xp−2 + ... + x + 1 άρα

p−1∑
i=1

ζ i
p = −1 (τύποι

V ieta), τότε

(8, 1) + (8, 3) =
∑
a∈H8

ζa
17 +

∑

b∈3H8

ζb
17 =

∑

a∈Z∗17
ζa
17 =

16∑
i=1

ζ i
17 = −1

άρα p1(x) = x2 + x + (8, 1)(8, 3). Αρκεί να υπολογίσουµε το (8, 1)(8, 3). Από
την πρόταση 1.4.8 έχουµε:
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(8, 1)(8, 3) =

f−1∑
j=0

(f, λgje+µ) =
7∑

j=0

(8, 32j +3) = (8, 4)+(8, 12)+(8, 16)+(8, 1)+

(8, 2) + (8, 11) + (8, 7) + (8, 5) = 4(8, 1) + 4(8, 3) = 4((8, 1) + (8, 3)) = 4(−1) = −4.
∆ηλαδή

p1(x) = x2 + x− 4.

Το σώµα ανάλυσης του p1(x) είναι το L8/Q (η επέκταση έχει ϐάση τις 8-
περιόδους, δες λήµµα 1.4.5).

Θα ϐρούµε τώρα το ελάχιστο πολυώνυµο των 4-περιόδων, (που είναι πρωταρχικά
στοιχεία της L4/L8) πάνω από το L8. ΄Εχουµε H8 = H4 ∪ 2H4, δηλαδή (8, 1) =
(4, 1) + (4, 2). Το ελάχιστο πολυώνυµο των (4, 1), (4, 2) στην L8, από πρόταση 1.4.7
είναι :

p2(x) = (x − (4, 1))(x − (4, 2)) = x2 − ((4, 1) + (4, 2))x + (4, 1)(4, 2) = x2 −
(8, 1)x + (4, 1)(4, 2).

Από την πρόταση 1.4.8 έχουµε:

(4, 1)(4, 2) =
3∑

j=0

(4, 34j + 2) = (4, 3) + (4, 15) + (4, 1) + (4, 6) =

=
∑

a∈3H4

ζa
17 +

∑

b∈15H4

ζb
17 +

∑
c∈H4

ζc
17 +

∑

d∈6H4

ζd
17

όµως Z∗17 = 3H4 ∪ 15H4 ∪H4 ∪ 6H4 και έπεται ότι

(4, 1)(4, 2) =
∑

a∈Z∗17
ζa
17 = −1.

∆ηλαδή το

p2(x) = x2 − (8, 1)x− 1

είναι το ελάχιστο πολυώνυµο των (4,1),(4,2) πάνω από το L8.
Επίσης 3H8 = 3H4

⋃
6H4, δηλαδή (8,3)=(4,3)+(4,6). Από την πρόταση 1.4.7 το

ελάχιστο πολυώνυµο των (4,3) και (4,6) πάνω από το L8 είναι το
p3(x) = (x− (4, 3))(x− (4, 6)) = x2 − ((4, 3) + (4, 6))x + (4, 3)(4, 6).
Από τη πρόταση 1.4.8 έχουµε:
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(4, 3)(4, 6) =
3∑

j=0

(4, 3 · 34j + 6) = (4, 9) + (4, 15) + (4, 14) + (4, 7) = −1

Εποµένως

p3(x) = x2 − (8, 3)x− 1.

Τώρα ϑα ϑεωρήσουµε την επέκταση L2/L4 και ϑα υπολογίσουµε το ελάχιστο
πολυώνυµο των 2-περιόδων (2,1) και (2,4) πάνω από το L4.

΄Εχουµε ότι H4 = H2 ∪ 4H2, άρα (4,1)=(2,1)+(2,4).
Το ελάχιστο πολυώνυµο των (2,1) και (2,4) πάνω από το L4, από πρόταση 1.4.7

είναι το
p4(x) = (x − (2, 1))(x − (2, 4)) = x2 − ((2, 1) + (2, 4))x + (2, 1)(2, 4) = x2 −

(4, 1)x + (2, 1)(2, 4)

Από πρόταση 1.4.8

(2, 1)(2, 4) =
1∑

j=0

(2, 3j8 + 4) = (2, 5) + (2, 3) = (4, 3), (αφού 5H2 ∪ 3H2 = 3H4).

∆ηλαδή

p4(x) = x2 − (4, 1)x + (4, 3).

Οι 1-περίοδοι για p = 17 είναι οι 17-ϱίζες της µονάδας,

(1, λ) =
∑

a∈λH1

ζa
17 =

∑

a∈{λ}
ζλ
17, για λ=1,...,16.

H2 = H1 ∪ 16H1, δηλαδή (2,1)=(1,1)+(1,16)
Το ελάχιστο πολυώνυµο των (1,1)=ζ17 και (1, 16) = ζ16

17 πάνω από το L2, σύµφωνα
µε την πρόταση 1.4.7 ϑα είναι

p5(x) = (x− (1, 1))(x− (1, 16)) =

= x2 − ((1, 1) + (1, 16))x + (1, 1)(1, 16) = x2 − (2, 1)x + (1, 1)(1, 16),

µε

(1, 1)(1, 16) =
∑
j=0

(1, 38j + 16) = (1, 17) = ζ17
17 = 1



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΚΑΤΑΣΚΕΥ�ΑΣΙΜΑ ΚΑΝΟΝΙΚ�Α N-ΓΩΝΑ 42

δηλαδή το p5(x) = x2− (2, 1)x+1 είναι το ελάχιστο πολυώνυµο των ζ17 και ζ16
17 πάνω

από το L2, τότε ζ17 + ζ16
17 = −(−(2, 1)) = (2, 1), όµως ζ17 + ζ16

17 = 2 cos 2π
17

(αφού
ζk
p + ζp−k

p = 2 cos 2kπ
p

), άρα

(2, 1) = 2 cos
2π

17
.

Για να υπολογίσουµε το (2,1) ϑα πρέπει να λύσουµε τα δευτεροβάθµια πολυώνυ-
µα pi(x), για i = 1, 2, 3, 4. Το πρόβληµα είναι πως ϑα αντιστοιχίσουµε τις ϱίζες στις
περιόδους. Για παράδειγµα οι ϱίζες του p1(x) είναι −1+

√
17

2
και −1−√17

2
, αλλά πως ϑα

τις αντιστοιχίσουµε στις 8-περιόδους (8,1) και (8,3);
Αυτό που έκανε ο Gauss ήταν να υπολογίσει αριθµητικά τις περιόδους και τις

εκφρασµένες µε ϱιζικά λύσεις των δευτεροβάθµιων εξισώσεων και να τις συγκρίνει.
΄Εχουµε λοιπόν ότι :

(8, 1) =
∑
a∈H8

ζa
17 = ζ17 + ζ2

17 + ζ4
17 + ζ8

17 + ζ9
17 + ζ13

17 + ζ15
17 + ζ16

17

µε τη ϐοήθεια της σχέσης ζk
p + ζp−k

p = 2 cos 2kπ
p

έπεται ότι

(8, 1) = 2 cos 2π
17

+ 2 cos 4π
17

+ 2 cos 8π
17

+ 2 cos 16π
17
' 1, 5615528128

Οµοίως ϕτάνουµε στα παρακάτω αποτελέσµατα:
(4, 1) = 2 cos 2π

17
+ 2 cos 8π

17
' 2, 0494811777

(4, 3) = 2 cos 6π
17

+ 2 cos 10π
17
' 0, 3441507314

(2, 1) = 2 cos 2π
17
' 1, 8649444588

΄Αρα η περίοδος (8, 1) ' 1, 5615528128 αντιστοιχεί στη ϱίζα −1+
√

17
2

του p1(x).
∆ηλαδή (8, 1) = −1+

√
17

2
και (8, 3) = −1−√17

2
.

Τότε το p2(x) = x2− (8, 1)x−1 = x2− (−1+
√

17
2

)x−1 έχει ϱίζες τις 1
4
(−1+

√
17+√

34− 3
√

17) και 1
4
(−1 +

√
17 −

√
34− 3

√
17). Σύµφωνα µε τους υπολογισµούς

έχουµε (4, 1) = 1
4
(−1+

√
17+

√
34− 3

√
17) και (4, 2) = 1

4
(−1+

√
17−

√
34− 3

√
17).

Από το p3(x) = x2−(8, 3)x−1 = x2+ −1−√17
2

x−1 η 4-περίοδος (4,3) αντιστοιχεί
στη ϱίζα 1

4
(−1−√17 +

√
34 + 2

√
17).

Είδαµε ότι το (2, 1) = 2 cos 2π
17

είναι ϱίζα του πολυωνύµου p4(x) = x2− (4, 1)x +

(4, 3) = x2 − 1
4
(−1 +

√
17 +

√
34− 3

√
17)x + 1

4
(−1−√17 +

√
34 + 2

√
17)

και (2, 1) ' 1, 8649444588, υπολογίζοντας τις ϱίζες του p4(x) έχουµε
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(2, 1) = 2(− 1

16
+

1

16

√
17+

1

16

√
34− 2

√
17+

1

8

√
17 + 3

√
17−

√
34 + 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17)

δηλαδή

cos
2π

17
= − 1

16
+

1

16

√
17+

1

16

√
34− 2

√
17+

1

8

√
17 + 3

√
17−

√
34 + 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17

2
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1.5 Γεωµετρική κατασκευή του κανονικού 17-γώνου
από τον Richmond

Η απόδειξη που ϑα ακολουθήσει ϐασίζεται σε αυτή του Gauss, αλλά είναι διατυπ-
ωµένη έτσι ώστε να µην εµφανίζονται οι f-περίοδοι και να µπορεί να διδαχθεί σε ένα
παιδί της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Τα xi, yi που ϑα οριστούν ῾῾ αυθαίρετα ᾿᾿ δεν
είναι τίποτα άλλο εκτός από τις f-περίοδους του Gauss. Στη συνέχεια ϑα δούµε τη
γεωµετρική απόδειξη του Richmond (1893).

Σκοπός µας είναι να ϐρούµε εκφράσεις µε ϱιζικά των ϱιζών του πολυωνύµου
t16−1
t−1

= t16 + ... + t + 1, στο C (1)

΄Εστω θ = 2π
17

, και εk = eikθ = cos kθ + i sin kθ, µε k = 1, ..., 16.

Τότε οι ϱίζες της παραπάνω εξίσωσης στο C ϑα είναι οι ε1, ..., ε16.
Ορίζουµε

x1 = ε1 + ε9 + ε13 + ε15 + ε16 + ε8 + ε4 + ε2

x2 = ε3 + ε10 + ε5 + ε11 + ε14 + ε7 + ε12 + ε6

y1 = ε1 + ε13 + ε16 + ε4

y2 = ε9 + ε15 + ε8 + ε2

y3 = ε3 + ε5 + ε14 + ε12

y4 = ε10 + ε11 + ε7 + ε6

Με τη ϐοήθεια της σχέσης εk + ε17−k = 2 cos kθ για k = 1, ..., 16 ϑα έχουµε:

x1 = 2(cos θ + cos 8θ + cos 4θ + cos 2θ) (2)

x2 = 2(cos 3θ + cos 7θ + cos 5θ + cos 6θ) (3)

y1 = 2(cos θ + cos 4θ) (4)
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y2 = 2(cos 8θ + cos 2θ) (5)

y3 = 2(cos 3θ + cos 5θ) (6)

y4 = 2(cos 7θ + cos 6θ) (7)

Το άθροισµα ϱιζών της t16 + ...+ t+1 είναι ίσο µε -(σταθερός όρος)=-1. ∆ηλαδή,
x1 + x2 = ε1 + ... + ε16 = −1.
Από τις σχέσεις (2),(3) και τη σχέση 2 cos(mθ) cos(nθ) = cos(m + n)θ + cos(m−

n)θ, έχουµε:
x1 · x2 = 2(cos 4θ + cos 2θ + cos 8θ + cos 6θ + cos 4θ + cos 6θ + cos 5θ + cos 7θ +

cos 11θ+cos 5θ+cos 15θ+cos θ+cos 13θ+cos 3θ+cos 14θ+cos 2θ+cos 7θ+cos θ+
cos 3θ + cos 11θ + cos θ + cos 9θ + cos 2θ + cos 10θ + cos 5θ + cos θ + cos 9θ + cos 5θ +
cos 7θ + cos 3θ + 4 cos θ + cos 8θ) = −1

(Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις εk + ε17−k = 2 cos kθ και x1 + x2 = −1)
΄Αρα x1 + x2 = −1 και x1 · x2 = −4, δηλαδή τα x1 και x2 είναι ϱίζες της

t2 + t− 4 (8)

και x1 > 0, δηλαδή x1 > x2.
Επίσης y1 + y2 = x1 από (4),(5) και y1 · y2 = −1 (όπως παραπάνω).
΄Αρα τα y1, y2 είναι ϱίζες του

t2 − x1t− 1 (9)

µε y1 > y2.
΄Οµοια τα y3, y4 είναι ϱίζες του

t2 − x2t− 1 (10)

µε y3 > y4.
Τώρα 2 cos θ + 2 cos 4θ = y1 και 4 cos θ · cos 4θ = 2(cos 5θ + cos 3θ) = y3

άρα τα z1 = 2 cos θ και z2 = 2 cos 4θ είναι ϱίζες του
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t2 − y1t + y3 (11)

µε z1 > z2.
Λύνοντας τις εξισώσεις (8) εως (11) και µε τη ϐοήθεια των ανισώσεων καταλή-

γουµε στην ισότητα

cos θ = − 1

16
+

1

16

√
17+

1

16

√
34− 2

√
17+

1

8

√
17 + 3

√
17−

√
34 + 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17

Είδαµε λοιπόν µια απλουστευµένη µορφή της αλγεβρικής απόδειξης του Gauss,
τώρα ϑα δώσουµε τη γεωµετρική κατασκευή του Richmond.

΄Εστω ϕ η µικρότερη οξεία γωνία τέτοια ώστε tan4ϕ = 4, έπεται ότι οι ϕ, 2ϕ
και 4ϕ είναι όλες οξείες. Θεωρούµε τα x1, x2, y1, y2, y3, y4 όπως πριν, τότε η εξίσωση
t2 + t − 4, που όπως είδαµε έχει ϱίζες τα x1,x2 γράφεται και σαν t2 + 4cot(4ϕ)t − 4
τις οποίας οι ϱίζες είναι 2tan2ϕ,−2cot2ϕ, άρα ϑα έχουµε x1 = 2tan2ϕ και x2 =
−2cot2ϕ, έτσι αντικαθιστώντας στις t2 − x1t− 1 και t2 − x2t− 1 ϑα ϐρούµε

y1 = tan(ϕ +
π

4
)

y2 = tan(ϕ− π

4
)

y3 = tanϕ

y4 = −cotϕ

΄Εχουµε 2(cos3θ + cos5θ) = y3 (από τη σχέση (6) )
και 4cos3θcos5θ = 2(cos8θ + cos2θ = y2) (από τη σχέση (5) ).
∆ηλαδή

2cos3θ + 2cos5θ = tanϕ και 4cos3θcos5θ = tan(ϕ− π

4
)

΄Αρα τα 2cos3θ και 2cos5θ είναι ϱίζες του t2 − tanϕ · t + tan(ϕ− π
4
) (∗).
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(Η παραπάνω σχέση είναι πολύ σηµαντική για την κατασκευή του κανονικού
17-γώνου.)

Κάνουµε την παρακάτω κατασκευή.
΄Εστω ΟΑ και ΟΒ δυο κάθετες ακτίνες ενός τυχαίου κύκλου. Παίρνουµε ΟΙ=1

4
ΟΒ

και OÎE = 1
4
OÎA. Βρίσκουµε F στην ευθεία ΟΑ τ.ω. EÎF = π

4
. Φέρνουµε τον

κύκλο µε διάµετρο AF ο οποίος τέµνει την ΟΒ στο Κ και τον κύκλο κέντρου Ε που
διέρχεται από το Κ, ο οποίος κόβει το ΟΑ στα N3 και N5. Φέρνουµε N3P3 και N5P5

κάθετες στην ΟΑ, όπως στο σχήµα.

O

A

B

I

EF

K

N3
N5

P3

P5

Είναι OA = OB = OP3 = OP5 =ακτίνα του κύκλου.
Τότε OÎA = 4ϕ, αφού tanOÎA = OA

OI
= OA

1
4
OB

= OA
1
4
OA

= 4

και OÎE = 1
4
OÎA = 1

4
4ϕ = ϕ.

Επίσης 2(cosAÔP3 + cosAÔP5) = 2(cosN3ÔP3− cosN5ÔP5) = 2(ON3

OP3
− ON5

OP5
) =

= 2ON3−ON5

OA
= 2OE+EN3−EN5+OE

OA
= 4OE

OA
= 4OE

4OI
= OE

OI
= tanϕ.

Από τον κύκλο µε διάµετρο AF έχουµε OK2 = OF ·OA ⇒ OK
OA

= OF
OK

(∗∗)
Από τον κύκλο µε διάµετρο N3N5 έχουµε OK2 = N5O ·N3O (∗ ∗ ∗)
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Τότε 4cosAÔP3 · cosAÔP5 = −4ON3

OA
ON5

OA
= −4OK2

OA2 (από τη σχέση (∗ ∗ ∗))
= −4OF

OA
(από τη σχέση (∗∗))

= −4 OF
4OI

= −OF
OI

= tan(ϕ− π
4
)

∆είξαµε λοιπόν ότι

2(cosAÔP3 + cosAÔP5) = tanϕ

4cosAÔP3 · cosAÔP5 = tan(ϕ− π

4
)

΄Αρα τα 2cosAÔP3 και 2cosAÔP5 είναι ϱίζες της εξίσωσης t2−tanϕ·t+tan(ϕ− π
4
)

µε cosAÔP5 < cosAÔP3.
΄Οµως από την (∗) έχουµε τα 2cos3θ και 2cos5θ σαν ϱίζες της εξίσωσης, άρα ϑα

πρέπει

2cosAÔP3 = 2cos3θ και 2cosAÔP5 = 2cos5θ

Επειδή λόγω κατασκευής των AÔP3 και AÔP5 είναι µικρότερες από π όπως και
οι 3θ και 5θ, ϑα έχουµε AÔP3 = 3θ και AÔP5 = 5θ

΄Επεται λοιπόν ότι τα A,P3, P5 είναι η µηδενική, η τρίτη και πέµπτη κορυφή του
κανονικού 17-γώνου στον κύκλο µε ακτίνα ΟΑ. Τώρα είναι εύκολο να κατασκευά-
σουµε το κανονικό 17-γωνο που είναι εγγεγραµµένο στον τυχαίο κύκλο ακτίνας ΟΑ.
΄Εστω P1 το σηµείο τοµής του τυχαίου κύκλου µε τον κύκλο κέντρου P3 και ακ-
τίνας P5 που ϐρίσκεται ανάµεσα στα Α και P3, τότε το P1 είναι η πρώτη κορυφή του
κανονικού 17-γώνου και η AP1 η πλευρά του.
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1.6 Κύκλοι Carlyle και κατασκευές κανονικών πολυ-
γώνων

Ο Gauss µε τη ϑεωρία των f-περιόδων έδειξε ότι λύνοντας διαδοχικά εξισώσεις δευτέρ-
ου ϐαθµού οδηγούµαστε σε µια έκφραση µε ϱιζικά του cos2π

p
, άρα µπορούµε να το

κατασκευάσουµε και στη συνέχεια να κατασκευάσουµε το κανονικό p-γωνο (όπου p
πρώτος του Fermat).

Το πρόβληµα είναι κατά πόσο, για παράδειγµα στην περίπτωση του κανονικού
17-γώνου, είναι εύκολο να κατασκευαστεί το µήκος

− 1

16
+

1

16

√
17 +

1

16

√
34− 2

√
17 +

1

8

√
17 + 3

√
17−

√
34 + 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17.

Το πρόβληµα αυτό λύνεται κατασκευάζοντας γεωµετρικά τις ϱίζες τριωνύµων µε
τη ϐοήθεια των κύκλων Carlyle. Ο Thomas Carlyle (1795-1881) ήταν Σκωτσέζος ισ-
τορικός, ο οποίος πριν ασχοληθεί µε τη ϕιλολογία µελέτησε µαθηµατικά, µετέφρασε
το Elements de Geometrie του Legendre στα αγγλικά και επινόησε µία όµορφη
γεωµετρική κατασκευή των ϱιζών δευτεροβάθµιων πολυωνύµων.

Υπάρχει ποικιλία µεθόδων κατασκευής των ϱιζών τριωνύµων, αλλά αυτή του
Carlyle είναι ιδιαίτερα ελκυστική. Η µέθοδος αυτή που ϑα αναπτύξουµε παρακάτω
εµφανίστηκε στο Elements of Geometry του Leslie µε τη σηµείωση ῾῾ η λύση σε συτό
το σηµαντικό πρόβληµα που ϑα εισάγουµε στο κείµενο, προτάθηκε σε εµένα από τον
κ. Thomas Carlyle, έναν ευφυή νεαρό µαθηµατικό και παλαιότερα µαθητή µου᾿᾿.

΄Εστω λοιπόν ότι έχουµε ένα ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων και ϑέλουµε να
κατασκευάσουµε τις ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης x2 − sx + p = 0, όπου s και
p είναι δοσµένα µήκη. Θεωρούµε τώρα τα σηµεία A(0, 1) και B(s, p). Ο κύκλος
µε διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ λέγεται κύκλος Carlyle Cs,p της δοθείσας
εξίσωσης. Το κέντρο του Cs,p είναι το µέσο του ΑΒ, δηλαδή το σηµείο M( s

2
, 1+p

2
). Θα

ϐρούµε χρήσιµη την παρατήρηση ότι το Μ είναι επίσης το µέσο του ευθυγράµµου
τµήµατος που ορίζεται από τα σηµεία S(s, 0) και Y (0, 1 + p).

Αν υποθέσουµε ότι ο Cs,p τέµνει τον χ-άξονα στα σηµεία H1(x1, 0) και H2(x2, 0)
µε x1 ≥ x2 έχουµε δυο περιπτώσεις, όπως ϕαίνεται και στο σχήµα.



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΚΑΤΑΣΚΕΥ�ΑΣΙΜΑ ΚΑΝΟΝΙΚ�Α N-ΓΩΝΑ 50

Y(0,1+p)

C(0,p)

A(0,1)

H1 H2 S(s,0)

B(s,p)

M

A(0,1)

B(s,p)C(0,p)

M

S(s,0) H1
H2

Y(0,1+p)

Σε κάθε περίπτωση έχουµε OH1 ·OH2 = OA ·OC, δηλαδή x1 ·x2 = 1 ·p, δηλαδή
x1 · x2 = p.

Επίσης η εξίσωση του κύκλου είναι (x− s
2
)2 + (y − p+1

2
)2 = r2.

Εποµένως (x1 − s
2
)2 + (p+1

2
)2 = r2 και (x2 − s

2
)2 + (p+1

2
)2 = r2,

άρα
(x1 − s

2
)2 = (x2 − s

2
)2

x2
1 − sx1 +

s2

4
= x2

2 − sx2 +
s2

4

x2
1 − x2

2 − sx1 + sx2 = 0

(x1 − x2)(x1 + x2) + s(−x1 + x2) = 0

(x1 − x2)(x1 + x2 − s) = 0

΄Αρα x1 = x2 ή x1 + x2 = s. Αν x1 = x2 = x και ϑέσουµε H = H1 = H2 το
σηµείο (x, 0), ϐλέπουµε ότι τα H,M έχουν την ίδια τετµηµένη, άρα x = s

2
. Σε κάθε

περίπτωση λοιπόν ϑα έχουµε
x1 + x2 = s.

Είδαµε ότι x1 + x2 = s και x1 · x2 = p, άρα τα x1, x2 είναι ϱίζες της εξίσωσης
x2 − sx + p = 0 και καταλήγουµε στο ακόλουθο ϑεώρηµα:
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Θεώρηµα 1.6.1:

Αν ο κύκλος Carlyle Cs,p τέµνει τον x-άξονα στα x1 και x2, τότε τα x1 και x2 είναι
οι ϱίζες του πολυωνύµου x2 − sx + p.

Πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι αν οι ϱίζες του πολυωνύµου είναι µιγαδικοί
αριθµοί τότε και αυτοί µπορούν να εκφραστούν µέσω των Carlyle κύκλων.

Ας υποθέσουµε ότι η τεταγµένη p+1
2

του κέντρου του Cs,p είναι µεγαλύτερη από
την ακτίνα r = [( s

2
)2 + (1−p

2
)2]

1
2 , τότε (1+p

2
)2 > ( s

2
)2 + (1−p

2
)2, δηλαδή 4p > s2.

΄Επεται ότι η διακρίνουσα ∆=s2− 4p του πολυωνύµου είναι αρνητική, η εξίσωση
δεν έχει πραγµατικές ϱίζες και ο κύκλος Cs,p δεν τέµνει τον x-άξονα. Οι µιγαδικές
ϱίζες του πολυωνύµου ϑα είναι οι

z1 =
s

2
+

1

2
i
√

∆ και z2 =
s

2
− 1

2
i
√

∆

Θα δείξουµε ότι κάθε κύκλος µε κέντρο στον x-άξονα που είναι ορθογώνιος στον
Cs,p τέµνει την κάθετο που διέρχεται από το κέντρο του Cs,p στα σηµεία

(
s

2
,
1

2

√
−∆) και (

s

2
,−1

2

√
−∆)

Ας ϑεωρήσουµε τον κύκλο κέντρου M ′(ξ, 0) ο οποίος είναι ορθογώνιος µε τον
Cs,p. Η εξίσωση του είναι (x− ξ)2 + y2 = r′2.

Για να είναι οι δυο κύκλοι ορθογώνιοι ϑα πρέπει

r′2 + r2 = MM ′

(Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι δύο κύκλοι (Ο,R) και (Ο΄,R′) ορ-
ϑογώνιοι είναι R2 + R′2 = OO′2.

Ικανή

΄Εστω Α το σηµείο τοµής των δύο κύκλων, αφού οι κύκλοι τέµνονται ορθογώνια
ϑα ισχύει OÂO′ =ορθή και συνεπώς R2 + R′2 = OO′2.

Αναγκαία

΄Εστω R2 + R′2 = OO′2, τότε (R − R′)2 < OO′ < (R + R′)2 (για a, b > 0 ισχύει
(a − b)2 < a2 + b2 < (a + b)2) και τότε |R − R′| < OO′ < R + R′, δηλαδή οι δύο
κύκλοι τέµνονται και αν ϑεωρήσουµε Α το σηµείο τοµής τους το τρίγωνο ΟΑΟ΄, από
αντίστροφο του πυθαγορείου ϑεωρήµατος, ϑα πρέπει να είναι ορθογώνιο, άρα οι δύο
κύκλοι τέµνονται ορθογώνια).
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∆ηλαδή r′2 = ( s
2
− ξ)2 + (1+p

2
)2 − r2 και η εξίσωση του κύκλου (M ′, r′) γίνεται

(x− ξ)2 + y2 = (
s

2
− ξ)2 + (

1 + p

2
)2 − r2,

τότε ϑέτοντας x = s
2
ϐρίσκουµε

y2 = (
1 + p

2
)2 − r2 = −1

4
∆

΄Ετσι κάθε τέτοιος, ορθογώνιος µε τον Cs,p κύκλος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για
την κατασκευή των z1, z2 µε τον y-άξονα να αντιπροσωπεύει τον ϕανταστικό άξονα
του µιγαδικού εππέδου.

Κατασκευή κανονικού πενταγώνου

Αρχικά κατασκευάζουµε τους x,y-άξονες και το µοναδιαίο κύκλο. Ακολουθών-
τας τον Gauss ϑα κατασκευάσουµε το κανονικό πεντάγωνο κατασκευάζοντας τις ϱίζες
της εξίσωσης z5 − 1 = 0. Η ϱίζα z0 = 1 αντιπροσωπεύει το σηµείο P0(1, 0) και οι
υπόλοιπες ϱίζες, οι ϱίζες δηλαδή της εξίσωσης z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0, αντιπροσω-
πεύονται από τα σηµεία P1, P2, P3, P4.

΄Εστω ε = e
2πi
5 , πρωταρχική 5-ϱίζα της µονάδας, τότε οι ϱίζες ϑα είναι ε1, ε2, ε3, ε4

οι οποίες έχουν άθροισµα -1 (σαν ϱίζες της εξίσωσης z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0).
Θέτουµε

η0 = ε1 + ε4 = 2cos
2π

5

η1 = ε2 + ε3 = 2cos
4π

5

(από τη σχέση εk + ε5−k = 2cos2kπ
5

, k = 0, 1, 2, 3, 4.)
Τότε η0 + η1 = ε1 + ε2 + ε3 + ε4 = −1

και η0 · η1 = (ε1 + ε4)(ε2 + ε3) = ε3 + ε4 + ε6 + ε7 = ε3 + ε4 + ε1 + ε2 = −1

µε η0 > 0 > η1.
΄Αρα τα η0, η1 είναι ϱίζες του πολυωνύµου x2+x−1, µε η0 > η1 και άρα µπορούν

να κατασκευαστούν µε τη ϐοήθεια του κύκλου Carlyle C−1,−1, κέντρου M(−1
2
, 0).
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Είδαµε ότι το Μ είναι το µέσο των σηµείων S(s, 0) και Y (0, p + 1), δηλαδή των
S(−1, 0) και Y είναι το κέντρο των αξόνων O(0, 0).

΄Ετσι κατασκευάζουµε το Μ ως µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος OS και ϕέρνουµε
τον κύκλο κέντρου Μ και ακτίνας MA, µε Α(1,0), οπότε τα σηµεία τοµής του κύκλου
µε τον x-άξονα ϑα είναι τα H0(η0, 0) και H1(η1, 0).

Εποµένως οι κύκλοι µε µοναδιαία ακτίνα και κέντρα τα H0 και H1 ϑα τέµνουν
το µοναδιαίο κύκλο στα P1, P2, P3, P4.

(Το τρίγωνο OP1H0 είναι ισοσκελές, OP1 = P1H0 = 1, άρα η τετµηµένη του P1

ϑα είναι η0

2
= cos2π

5
και αφού το P1 είναι σηµείο του µοναδιαίου κύκλου ϑα έχει

τεταγµένη sin2π
5
, άρα το P1 είναι η Ϲητούµενη ϱίζα. Οµοίως και για τα υπόλοιπα).

A(0,1)

S(-1,0) O

H0H1 M

P1

P2

P3

P4

Κατασκευή κανονικού δεκαεπταγώνου

΄Εστω ε = e
2πi
17 , ϑα κατασκευάσουµε τις ϱίζες ε1, ε2, ..., ε16 της εξίσωσης z16 +

z15 + ... + z + 1 = 0. Η ιδέα του Gauss ήταν να ϐρει έναν γεννήτορα g (mod 17) της
κυκλικής οµάδας Z∗17 = {1, 2, ..., 16}, τότε οι ϱίζες της εξίσωσης γράφονται :

ε1, εg, εg2

, ..., εg15

, εg16

= ε1.
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Το g είναι γεννήτορας της Z∗17, άρα g16 ≡ 1 (mod 17) και gr 6≡ 1 (mod 17), για
1 ≤ r ≤ 15, επίσης εm = εm (mod 17).

Το 3 είναι γεννήτορας της Z∗17, εποµένως οι ϱίζες ϑα γράφονται :

ε1, ε3, ε9, ε10, ε13, ε5, ε15, ε11, ε16, ε14, ε8, ε7, ε4, ε12, ε2, ε6.

Στη συνέχεια όπως είδαµε ο Gauss ϑεώρησε περιοδικά αθροίσµατα των παρα-
πάνω όρων τα οποία ονόµασε περιόδους.

΄Ετσι κάθε περίοδος αντιπροσωπεύεται από τους αντίστοιχους εκθέτες. Για
παράδειγµα η περίοδος

η0,2 = ε1 + ε9 + ε13 + ε15 + ε16 + ε8 + ε4 + ε2

ϑα γράφεται η0,2 = (1, 9, 13, 15, 16, 8, 4, 2).

΄Εχουµε τις παρακάτω περιόδους, οι οποίες ϑα µας χρειαστούν για την κατασκευή:

η0,2 = (1, 9, 13, 15, 16, 8, 4, 2)

η1,2 = (3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6)

η0,4 = (1, 13, 16, 4), η2,4 = (9, 15, 8, 2)

η1,4 = (3, 5, 14, 12), η3,4 = (10, 11, 7, 6)

και η0,8 = (1, 16) = ε1 + ε16 = 2cos2π
17

, η4,8 = (13, 4) = ε13 + ε4 = 2cos8π
17

(1)

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι (τα αποτελέσµατα αυτά έχουν ϐρεθεί και στο κεφάλαιο
κατασκευής του κανονικού 17-γώνου µε τη µέθοδο του Gauss):

η0,8 + η4,8 = η0,4, η0,8 · η4,8 = η1,4, η0,8 > η4,8 (2)

η0,4 + η2,4 = η0,2, η0,4 · η2,4 = −1, η0,4 > η2,4 (3)

η1,4 + η3,4 = η1,2, η1,4 · η3,4 = −1, η1,4 > η3,4 (4)
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η0,2 + η1,2 = −1, η0,2 · η1,2 = −4, η0,2 > η1,2 (5)

(Οι παραπάνω ανισώσεις προκύπτουν µε τον αλγεβρικό υπολογισµό των περιόδ-
ων).

Τώρα οι εξισώσεις (1)-(5) ϑα µας οδηγήσουν στην κατασκευή του κανονικού
17-γώνου.

Θεωρούµε τους x,y-άξονες και το µοναδιαίο κύκλο. Από τη σχέση (5) ϐλέ-
πουµε ότι τα η0,2 και η1,2 είναι ϱίζες της x2 + x − 4 = 0 µε η0,2 > η1,2, τις οποίες
ϑα υπολογίσουµε γεωµετρικά µε τη ϐοήθεια του κύκλου Carlyle C−1,−4, κέντρου
M0(−1

2
,−3

2
). ΄Ετσι :

i) Στα δυο πρώτα ϐήµατα ϑα κατασκευάσουµε το M0.

΄Εχουµε Q = (s, 0) = (−1, 0) και O(0, 0). Βρίσκουµε το µέσο του QO, έστω
Q′(−1

2
, 0) και ϕέρνουµε τη µεσοκάθετο όπως στο σχήµα. Φέρνουµε

ii) κύκλο κέντρου Q′(−1
2
, 0) και ακτίνας Q′P0, P0(1, 0), το σηµείο τοµής του

κύκλου µε τη µεσοκάθετο είναι το M0(−1
2
,−3

2
).

(Το M0 ϐρίσκεται στη µεσοκάθετο άρα έχει τετµηµένη −1
2
και |Q′M | = |Q′P0| =

3
2
, άρα έχει τεταγµένη −3

2
).

iii) τον κύκλο Carlyle κέντρου M0 και ακτίνας M0A, όπου A(0, 1), (µε |M0A| =√
26
4
) και ϐρίσκουµε τα H0,2(η0,2, 0) και H1,2(η1,2, 0).

A

Q

O

Q' P0

M0

H1,2 H0,2M1,2
M0,2

H0,4H1,4

Y

M0,4

H0,8

P1

P16
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Από τις ισότητες (3) και (4) ϐλέπουµε ότι οι κύκλοι Carlyle µε κέντρα τα σηµεία
M0,2(

1
2
η0,2, 0) και M1,2(

1
2
η1,2, 0) ϑα µας δώσουν τα H0,4(η0,4, 0) και H1,4(η1,4, 0).

Φέρνουµε
iv) τις µεσοκαθέτους των OH0,2 και OH1,2 και ϐρίσκουµε τα µέσα M0,2(

η0,2

2
, 0)

και M1,2(
η1,2

2
, 0).

v) τους κύκλους Carlyle κέντρων M0,2 και M1,2 και ϐρίσκουµε τα σηµεία H0,4

και H1,4.
Από την (2) έχουµε ότι το H0,8(η0,8, 0) είναι το σηµείο τοµής του κύκλου Carlyle

µε κέντρο M0,4(
η0,4

2
,

η1,4+1

2
) και του x-άξονα, (αφού οι η0,8 και η4,8 είναι ϱίζες του

x2 − η0,4x + η1,4).
vi) κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας QH1,4 = ||(η1,4+1, 0)|| = η1,4+1 και ϐρίσκουµε

το σηµείο Y (0, 1 + η1,4).
vii) Φέρνουµε το ευθύγραµµο τµήµα Y H0,4.
viii) Βρίσκουµε το µέσο του Y H0,4, το οποίο είναι το M0,4.
ix) Φέρνουµε τον κύκλο Carlyle κέντρου M0,4 και ϐρίσκουµε το σηµείο H0,8.
΄Εχουµε δηλαδή το µήκος η0,8 = 2cos2π

17
.

Τέλος γράφουµε κύκλο κέντρου H0,8 και ακτίνας 1, τα σηµεία τοµής του µε
τον µοναδιαίο κύκλο ϑα έχουν τετµηµένη η0,8−0

2
= cos2π

17
και αφού ανήκουν στο

µοναδιαίο είναι οι κορυφές P1 και P16 του κανονικού 17-γώνου. Τότε η P0P1 είναι
η πλευρά του κανονικού 17-γώνου και η κατασκευή τελείωσε.

Η κατασκευή του κανονικού 257-γώνου από τον Richelot (δείτε [17]) είναι αλγε-
ϐρική και στηρίζεται στη µέθοδο που χρησιµοποίησε και ο Gauss για την κατασκευή
του κανονικού 17-γώνου. Ο De Temple αναφέρει (δείτε [5]) ότι για τη γεωµετρική
κατασκευή του κανονικού 257-γωνου χρειάστηκε 150 κύκλους, από τους οποίους
οι 24 ήταν κύκλοι Carlyle, ενώ για την κατασκευή του 65537-γωνου προβλέπει ότι
χρειάζονται 1332 ή λιγότεροι κύκλοι Carlyle.



Κεφάλαιο 2

Ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής

2.1 Εισαγωγή

Η εισαγωγή που ακολουθεί αποτελεί µέρος του υπό έκδοση ϐιβλίου του κ. Γιάννη
Α. Αντωνιάδη (δείτε [23]).

Ο πρώτος που ξεκίνησε τη µελέτη των νόµων αντιστροφής ήταν ο Fermat. Σε
κάποιο γράµµα του στον Mersenne διατύπωσε την πρόταση:

῾῾Tout nombre premier, qui surprasse de l′unité un multiple du quaternaire

est une seule fois la somme de deux carrés᾿᾿
(Κάθε πρώτος ο οποίος είναι κατά ένα µεγαλύτερος πολλαπλάσιου του τέσσερα

είναι κατά µοναδικό τρόπο άθροισµα δύο τετραγώνων).
Το πρώτο ϑεώρηµα του Euler που σχετίζεται µε τον τετραγωνικό νόµο αντι-

στροφής ήταν το οµώνυµο κριτήριο. Η απόδειξη που ϑα δώσουµε στο επόµενο
κεφάλαιο οφείλεται στον Dirichlet.

Ο Euler διατύπωσε ένα ϑεώρηµα το οποίο είναι ισοδύναµο µε το νόµο τετρα-
γωνικής αντιστροφής, στα 1744. Αυτό ϐέβαια έγινε γνωστό πολύ αργότερα από το
άρθρο του Kronecker ῾῾Bemerkunger zur Geschichte des quadratischen Reciprocitä-
tsgetzes᾿᾿, Berl. Monatsber (1872) 846-848.

Μια ειδική περίπτωση του νόµου τετραγωνικής αντιστροφής είχε ανακοινωθεί
από τον Euler µε γράµµα του προς τον Goldbach ήδη στα 1742.

Ο Lagrange κατά τη διετία 1773-75 ϐρισκόταν στο Βερολίνο. Παρακινούµενος
από τον Euler (που είχε επιστρέψει στην Αγία Πετρούπολη), ασχολείται και µε την
Θεωρία Αριθµών. Την περίοδο αυτή ανακαλύπτει πλήρως τον τετραγωνικό νόµο αντι-

57
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στροφής, δεν καταφέρνει όµως να τον αποδείξει. Η εργασία του αυτή δηµοσιεύθηκε,
µετά το ϑάνατο του, στα 1783.

Ο A. M. Legendre ήταν ο πρώτος που δηµοσίευσε, στα 1788 (η εργασία παρουσιά-
στηκε στην Ακαδηµία του Παρισιού στα 1785), τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής σε
µορφή πολύ κοντινή στη σηµερινή του έκφραση.

Στα 1788 ανακοίνωσε τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής στην τελική του µορφή,
αφού πρώτα εισήγαγε το οµώνυµο σύµβολο. Για την απόδειξη διέκρινε διάφορες
περιπτώσεις, µερικές από τις οποίες κατάφερε να αποδείξει πλήρως. Κάπου όµως
παρουσιάστηκαν ανυπέρβλητες δυσκολίες για τον ίδιο και διαπίστωσε ότι χρειάζεται
µια ϐοηθητική πρόταση, για την ορθότητα της οποίας ήταν σίγουρος, αλλά που
δεν κατάφερε να αποδείξει. Η εικασία του Legendre δεν ήταν τίποτα άλλο από το
ϑεώρηµα του Dirichlet για αριθµητικές προόδους !

Τα αποτελέσµατά του περιέχονται στις διάφορες εκδόσεις του ϐιβλίου του
Essai sur la theorie des nombres

Παρίσι 1798,1808,1830 και 1955.
Τελικά κατάφερε να περιοριστεί σε µία µόνο, αναπόδεικτη τότε υπόθεση (αν p

πρώτος, p ≡ 1 (mod 4), τότε υπάρχει ένας τουλάχιστον πρώτος q ≡ 3 (mod 4) τ.ω.
(p

q
) = −1 ) αλλά παρά τις προσπάθειες του, δεν κατάφερε ποτέ να αποδείξει πλήρως

τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής.
Ο πρώτος που απέδειξε πλήρως τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής ήταν ο δεκα-

οχτάχρονος Gauss. Η απόδειξη περιέχεται στο έργο του Disquisitiones Arithmeticae
προτάσεις (Αρθρα) 131-144. ΄Οπως αναφέρει ο ίδιος,

῾῾το ϑεώρηµα αυτό ταλαιπωρούσε για ένα ολόκληρο χρόνο τη σκέψη µου και
αντιστεκόταν στις επίµονες προσπάθειες µου, µέχρι που κατάφερα να δώσω την
απόδειξη που περιέχεται στο τέταρτο µέρος του έργου µου᾿᾿.

Μάλιστα όπως µας ϐεβαιώνει ο ίδιος δεν είχε ιδέα από τα επιµέρους αποτελέσ-
µατα των Euler και Legendre.

Πως κατάφερε ο Gauss να διατυπώσει και να αποδείξει πλήρως τον τετραγωνικό
νόµο αντιστροφής;

Με επιδεξιότητα και αντοχή κατασκεύασε έναν πίνακα στον οποίο υπολόγιζε
ποιοί από τους πρώτους, τους µικρότερους του 1000 είναι τετραγωνικά υπόλοιπα
και ποιοί όχι, ως προς τους πρώτους από το 3 µέχρι το 503. ΄Επρεπε να εξετάσει
16000 περιπτώσεις αν είναι τετραγωνικά υπόλοιπα ή όχι.

Στην απόδειξη και ο ίδιος είχε τις δυσκολίες του. Η πρώτη του απόδειξη έµοιαζε
µε αυτή του Legendre. Χρειάστηκε και ο ίδιος έναν ῾῾βοηθητικό πρώτο᾿᾿ και όταν το
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ϐρήκε το ηµερολόγιο έγραφε

8 Aπριλίoυ τoυ 1796

Ο Legendre ονόµασε το ϑεώρηµα ῾῾Loi le reciprocite᾿᾿ (Νόµο αντιστροφής). Ο
Gauss, ῾῾Theorema fundamentale theorie residuorum quadraticorum᾿᾿ (Θεµελιώδες
ϑεώρηµα της ϑεωρίας των τετραγωνικών υπολοίπων) και το κατέταξε στις ῾῾ ύψιστες
αλήθειες της ανώτερης αριθµητικής ᾿᾿ (῾῾Zu den höchsten Wahrheiten der höheren
Arithmetik zu rechnen ist᾿᾿).

Η πρώτη απόδειξη του Gauss δεν ϑεωρήθηκε ιδιαίτερα κοµψή, ο ΄Αγγλος αριθµο-
ϑεωρητικός Henry John Stephen Smith αναφέρει ότι ῾῾παρουσιάστηκε από τον Gauss
σε απρόσιτη µορφή για τον οποιοδήποτε, εκτός από τους πιο επίµονους µαθητές
του᾿᾿. Χρησιµοποίησε διπλή επαγωγή. Εκτός από το Disquisitiones Arithmeticae η
απόδειξη σε µοντέρνα µορφή περιέχεται και στο ϐιβλίο Θεωρίας Αριθµών του B. A.
Venkov (δείτε [21])

Πάρα πολύ σύντοµα, στις 27 Ιουνίου του 1796, ακολούθησε η δεύτερη απόδειξη
του Gauss. Σε αυτήν χρησιµοποιεί τη ϑεωρία των τετραγωνικών µορφών. Ακολού-
ϑησαν από τον ίδιο άλλες έξι, συνολικά οκτώ αποδείξεις.

Η πρώτη απόδειξη που ϑα ακολουθήσει στηρίζεται στο κριτήριο του Euler και το
λήµµα του Gauss, το οποίο αποδείχθηκε στα 1807 και αποτελούσε µέρος της τρίτης
απόδειξης του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής που έδωσε ο ίδιος. Τέλος το τελικό
ϐήµα της απόδειξης είναι του Eisenstein (1844), µαθητή του Gauss.

Εδώ για πρώτη ϕορά χρησιµοποιούνται γεωµετρικές µέθοδοι, µετρούµε δηλαδή
τα ακέραια σηµεία ενός ορθογωνίου παραλληλογράµου κατά δύο διαφορετικούς
τρόπους. Η κατεύθυνση αυτή αναπτύχθηκε από τον Minkowski και ονοµάστηκε
Γεωµετρία των Αριθµών. Πρόδροµός της λοιπόν µπορεί να ϑεωρηθεί ο Eisenstein.

Συνολικά έχουν δοθεί µέχρι σήµερα περισσότερες από 200 αποδείξεις. Βέβαια
αρκετές από αυτές παρουσιάζουν αρκετές οµοιότητες µεταξύ τους.

Στα 1963, ο M. Gesterhaber δηµοσίευσε την 152η απόδειξη του τετραγωνικού
νόµου αντιστροφής (American Mathematical Monthly 70(1963),397-398).

Είχε µετρήσει όλες τις προηγούµενες;
Η απάνηση που έδωσε ήταν πως όχι ! Ακολούθησε την πρόταση του A. Weil σε

ένα σεµινάριο του Institute for Advanced Studies του Princeton, ο οποίος του είπε
ότι γνωρίζει 50 αποδείξεις και για κάθε µία υπάρχουν άλλες δύο που δεν τις γνωρίζει,
έτσι συµπέρανε ότι ήταν 150. Στη συνέχεια επέστησε την προσοχή του στην εργασία
του Kubota η οποία ϑα έπρεπε να ήταν η 151η απόδειξη. Εποµένως η δική του ϑα
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πρέπει να ήταν η 152α ! Σύµφωνα µε τον κατάλογο του Lemmermeyer (δείτε [14])
είναι η 149η, δεν έπεσε καθόλου έξω ο A. Weil!

Το µεγάλο πλήθος των αποδείξεων του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής (πάνω
από 200), καθώς και η δυσκολία για την απόδειξη του, δείχνουν τη σηµαντικότητα
του. Το σηµαντικό είναι ότι ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής απετέλεσε το κίνητρο
για την εξέλιξη της ϑεωρίας αριθµών. Υπάρχουν µάλιστα πολλοί µαθηµατικοί που
υποστηρίζουν οτι η ιστορία των νόµων αντιστροφής έπαιξε πιο σηµαντικό ϱόλο και
από την εικασία του Fermat.

Μετά από την απόδειξη του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής ο Gauss µελέτησε
και κυβικές x3 ≡ a (mod p) και διτετραγωνικές x4 ≡ a (mod p) ισοτιµίες καθώς και
τον κυβικό και το διτετραγωνικό νόµο αντιστροφής, τους οποίους δεν κατάφερε να
αποδείξει πλήρως, κάτι που πέτυχε αργότερα ο µαθητής του Eisenstein.

Πείστηκε οτι δεν µπορεί κανείς να ελπίζει σε εύκολα αποτελέσµατα αν παραµείνει
στους ακέραιους αριθµούς. Για το σκοπό του µελέτησε µιγαδικούς αριθµούς της
µορφής a + bi µε a, bεZ, οι οποίοι αργότερα ονοµάστηκαν ακέραιοι του Gauss.
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2.2 Εισαγωγικά της ϑεωρίας αριθµών

Θα ξεκινήσουµε το κεφάλαιο αποδεικνύοντας κάποια ϐασικά ϑεωρήµατα που ϑα
µας χρησιµεύσουν στη συνέχεια.

Θεώρηµα 2.2.1:

Αν ac ≡ bc (mod m), τότε a ≡ b (mod m
d
) όπου d = (c,m) .

Απόδειξη:

Από την υπόθεση έχουµε ac ≡ bc (mod m) άρα ml = ac − bc = (a − b)c.
∆ιαιρούµε µε d και ϐρίσκουµε ml

d
= (a−b)c

d
⇒ Ml = (a− b)C, όπου c = Cd, m = Md

και (C,M) = 1. Τώρα M | C(a − b) και (C, M) = 1, άρα M | a − b ⇒ a ≡ b
(mod M), δηλαδή a ≡ b (mod m

d
).

2

Πόρισµα 2.2.2:

Αν ac ≡ bc (mod m) και (c,m) = 1, τότε a ≡ b (mod m).

Θεώρηµα 2.2.3:

Αν {a1, a2, ..., aϕ(m)} είναι ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κ-
λάσεων υπολοίπων (mod m), τότε το ίδιο ϑα είναι και το ba1, ba2, ..., baϕ(m), όπου
(b,m) = 1.

Σηµείωση:

Η ϕ(n) είναι ο αριθµός των ϑετικών ακεραίων ≤ n που είναι πρώτοι προς το
n και λέγεται συνάρτηση του Euler. Μία κλάση αντιπροσώπων ϑα λέγεται πρώτη
κλάση υπολοίπων (mod m) αν και µόνο αν ένας αντιπρόσωπος της είναι πρώτος
προς το m. Προφανώς υπάρχουν ϕ(m) πρώτες κλάσεις υπολοίπων (mod m).

Απόδειξη:

Το πλήθος τους είναι ϕ(m). Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι ανήκουν σε δι-
αφορετικές κλάσεις.

Αν bai ≡ baj (mod m) ⇒ m | b(ai−aj). ΄Οµως (b,m) = 1 ⇒ m | ai−aj ⇒ ai ≡
aj (mod m) και αφού ai, aj από το πλήρες σύστηµα {a1, a2, ..., aϕ(m)} ⇒ ai = aj και
συνεπώς i = j.

2
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Το παρακάτω ϑεώρηµα λέγεται το µικρό ϑεώρηµα του Fermat.

Θεώρηµα 2.2.4:

Αν (a,m) = 1 τότε aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Απόδειξη:

΄Εστω a1, a2, ..., aϕ(m) ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων κλάσεων
υπολοίπων (mod m). Αφού (a,m) = 1 σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 2.2.3 οι αριθ-
µοί aa1, aa2, ..., aaϕ(m) αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα αντιπροσώπων των πρώτων
κλάσεων υπολοίπων (mod m). ∆ηλαδή για κάθε i, µε 1 ≤ i ≤ ϕ(m), υπάρχει j µε
1 ≤ j ≤ ϕ(m), τέτοιο ώστε aai ≡ aj (mod m). Παίρνοντας το γινόµενο όλων των
παραπάνω ισοδυναµιών ϐρίσκουµε

aa1aa2...aaϕ(m) ≡ a1a2...aϕ(m) (mod m)

⇒ aϕ(m)a1a2...aϕ(m) ≡ a1a2...aϕ(m) (mod m)

Αφού (ai,m) = 1 για κάθε i, 1 ≤ i ≤ ϕ(m) ϑα έχουµε (a1a2...aϕ(m),m) = 1 και
λόγω της τελευταίας το Πόρισµα 2.2.2 δίνει aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

2

Θεώρηµα 2.2.5:

Η ισοδυναµία ax ≡ b (mod m) έχει λύση ακριβώς τότε όταν d = (a,m) | b. Αν
έχει λύση τότε το πλήθος των λύσεων είναι ακριβώς d.

Απόδειξη:

(⇐)

΄Εστω d | b τότε b = kd, για κάποιο kεZ. ΄Οµως d = (a,m) ⇒ d = ar + ms,
r, sεZ ⇒ b = kd = akr + mks ⇒ akr ≡ b (mod m), δηλαδή ο x0 = kr είναι λύση
της ισοδυναµίας.

(⇒)

΄Εστω x0 λύση της ισοδυναµίας⇒ ax0 ≡ b (mod m) ⇒ ax0−b = ml, lεZ. Αφού
d | a και d | m ⇒ d | b = ax0 −ml.

Θα δείξουµε τώρα οτι αν η ισοδυναµία έχει λύση τότε το πλήθος των λύσεων είναι
ακριβώς d. ΄Εστω x0 µια λύση της ισοδυναµίας, για κάθε kεZ έχουµε a(x0 + km

d
) =
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ax0 + kma
d
≡ ax0 ≡ b (mod m), διότι d | a. ∆ηλαδή για κάθε kεZ , το x0 + km

d
είναι

επίσης λύση της ισοδυναµίας. Αν πάλι x0 και x1 είναι λύσεις της ισοδυναµίας, τότε

ax0 ≡ b ≡ ax1 (mod m)

Από το ϑεώρηµα 2.2.1 έχουµε x1 ≡ x0 (mod m
d
) ⇒ x1 = x0 + mk

d
, dεZ. ∆ηλαδή

αποδείξαµε οτι αν το x0 είναι λύση της ισοδυναµίας τότε για κάθε ακέραιο κ και το
x0 + km

d
είναι λύση και οτι όλες οι λύσεις είναι της παραπάνω µορφής. Το ερώτηµα

που αποµένει είναι πόσες από αυτές είναι διαφορετικές (mod m).
Προφανώς οι λύσεις

x0 +
m

d
, x0 +

2m

d
, ..., x0 +

(d− 1)m

d

είναι διαφορετικές, διότι αν x0+
km
d
≡ x0+

lm
d

(mod m) ⇔ (k−l
m

)d ≡ 0 (mod m) ⇔
m | (k−l

m
)d ⇔ dm | m(k − l) ⇔ d | k − l ⇔ k − l = 0, (διότι 0 ≤ |k − l| < d) ⇔ k = l.

Τέλος κάθε λύση είναι ισοδύναµη µε µία από τις παραπάνω. Πράγµατι έστω
x0 + km

d
µια λύση, γράφουµε το k = qd + r, 0 ≤ r < d ⇒ x0 + km

d
≡ x0 + (qd+r)m

d
=

x0 + qm + rm
d
≡ x0 + rm

d
.

2

Θεώρηµα 2.2.6 (Lagrange):

Αν p πρώτος και f(x) =
n∑

i=0

aix
i πολυώνυµο ϐαθµού n ≥ 1 µε ακέραιους

συντελεστές και an 6≡ 0 (mod p), τότε η ισοδυναµία f(x) ≡ 0 (mod p) έχει το πολύ
n λύσεις mod p.

Απόδειξη:

Για n = 1 έχουµε f(x) ≡ a1x + a0, µε a1 6≡ 0 (mod p) και η ισοτιµία f(x) ≡ 0
(mod p) έχει το πολύ µία λύση, από το ϑεώρηµα 2.2.5.

Υποθέτουµε ότι το ϑεώρηµα είναι αληθές για όλα τα πολυώνυµα, του περι-
γραφόµενου τύπου, ϐαθµού k ≥ 1.

΄Εστω τώρα ότι ένα πολυώνυµο f(x) ϐαθµού k + 1 έχει περισσότερες από k + 2
λύσεις (mod p). ΄Εστω s µία λύση, τότε f(x) = (x − s)q(x) + r, όπου r ακέραιος
και q(x) πολυώνυµο ϐαθµού k µε ακέραιους συντελεστές. Το q(x) έχει συντελεστή
της µεγαλύτερης δύναµης του x τον ak+1 και ak+1 6≡ 0 (mod p) .Σύµφωνα µε την
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υπόθεση της µαθηµατικής επαγωγής το q(x) έχει το πολύ k λύσεις (mod p). Ακόµη
(s− s)q(s) + r ≡ f(s) ≡ 0 (mod p).

∆ηλαδή r ≡ 0 (mod p). ΄Αρα για κάθε x έχουµε από την παραπάνω σχέση ότι
(x − s)q(x) ≡ f(x) (mod p). Εποµένως αν t είναι κάποια άλλη λύση διαφορετική
από s (mod p) ϑα ισχύει

(t− s)q(t) ≡ f(t) ≡ 0 (mod p).

Αφού t 6≡ s (mod p) συνεπάγεται ότι q(t) ≡ 0 (mod p), δηλαδή το t είναι λύση
και της ισοδυναµίας q(x) ≡ 0 (mod p).

Αλλά το t διατρέχει όλες τις λύσεις της f(x) ≡ 0 (mod p) διαφορετικές του
s. Σύµφωνα µε την υπόθεση υπάρχουν το λιγότερο k + 1 τέτοιες λύσεις, το οποίο
αντιφάσκει µε το ότι η q(x) ≡ 0 (mod p) έχει το πολύ k λύσεις (οι t λύσεις της f(x)
είναι και λύσεις της q(x), όπως αποδείχθηκε παραπάνω). ΄Αρα είναι άτοπο το ότι η
f(x) έχει το λιγότερο k + 2 λύσεις.

2

Σαν πόρισµα προκύπτει το ακόλουθο.

Θεώρηµα 2.2.7 (Wilson):

Αν p πρώτος τότε (p− 1)! ≡ −1 (mod p)

Απόδειξη:

΄Εστω f(x) =

p−1∏
i=1

(x − i) − (xp−1 − 1) = cp−2x
p−2 + ... + c1x + c0. Σύµφωνα

µε το ϑεώρηµα του Fermat η ισοδυναµία f(x) ≡ 0 (mod p) έχει p − 1 λύσεις τις
1, 2, ..., p − 1. Είναι όµως πολυώνυµο ϐαθµού p − 2, άρα σύµφωνα µε το ϑεώρηµα
του Lagrange πρέπει

cp−2 ≡ cp−1 ≡ ... ≡ c1 ≡ c0 ≡ 0 (mod p)

∆ηλαδή για κάθε ακέραιο x ισχύει
p−1∏
i=1

(x − i) − (xp−1 − 1) ≡ 0 (mod p) ⇒
p−1∏
i=1

(x− i) ≡ xp−1 − 1 (mod p),∀xεZ. Για x = p προκύπτει (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

2
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2.3 Τετραγωνικά υπόλοιπα

Υποθέτουµε ότι ϑέλουµε να λύσουµε την (τετραγωνική) ισοδυναµία ax2 + bx + c ≡ o
(mod m), a, b, cεZ, mεN , m > 1. ΄Οπως και στη γενική περίπτωση ενός πολυωνύµου
n ϐαθµού, η λύση εξαρτάται από τη λύση ισοδυναµιών της µορφής ax2 + bx + c ≡ o
(mod p), όπου p πρώτος. Για µικρές τιµές του p ισοδυναµίες της παραπάνω µορφής
µπορούν να λυθούν µε τη µέθοδο της δοκιµής και της επιτυχίας. Για µεγάλο p
χρειαζόµαστε οπωσδήποτε άλλη µέθοδο.

Υποθέτουµε ότι p είναι περιττός και (a, p) = 1. Αφού (4, p) = 1 ⇒ (4a, p) = 1.
Συνεπώς οι λύσεις της ax2 +bx+c ≡ o (mod p) είναι ισοδύναµες προς τις λύσεις της
ισοδυναµίας 4a2x2 + 4abx + 4ac ≡ o (mod p), δηλαδή της (2ax + b)2 ≡ (b2 − 4ac)
(mod p)

Η τελευταία ισοδυναµία µπορεί να λυθεί τότε και µόνο τότε όταν µπορούµε να
ϐρούµε κάποιον ακέραιο x0 ο οποίος να είναι λύση της ισοδυναµίας 2ax + b ≡ y0

(mod p) και y0 µία λύση της y2 ≡ b2 − 4ac (mod p). Αφού (2a, p) = 1 η πρώτη από
τις δύο παραπάνω ισοδυναµίες έχει πάντοτε λύση.

Βλέπουµε δηλαδή ότι το αρχικό µας πρόβληµα ανάγεται στη λύση ισοδυναµιών
της µορφής y2 ≡ a (mod p). Αν a ≡ 0 (mod p) τότε προφανώς η ισοδυναµία αυτή
έχει λύση, y ≡ 0 (mod p) . ΄Εστω λοιπόν ότι a 6≡ 0 (mod p) .

Ορισµός 2.3.1:

΄Εστω p περιττός πρώτος και a ακέραιος τέτοιος ώστε (a, p) = 1. Αν η ισοδυναµία
x2 ≡ a (mod p) έχει λύση, τότε ο a ϑα λέγεται τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p),
αλλιώς ϑα λέγεται µη τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p).

Παραδείγµατα:

Οι 1 και 4 είναι τετραγωνικά υπόλοιπα (mod 5).
Οι 1, 2 και 4 είναι τετραγωνικά υπόλοιπα (mod 7), το a2 είναι τετραγωνικό

υπόλοιπο (mod p) για κάθε p 6 |a.
Ο παρακάτω ορισµός, οφειλόµενος στον Legendre είναι πολύ χρήσιµος για τη

µελέτη των τετραγωνικών υπολοίπων.

Ορισµός 2.3.2:

΄Εστω p περιττός πρώτος και a ακέραιος, (a, p) = 1. Το σύµβολο του Legendre
(a

p
) ορίζεται ως εξής
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(
a

p
) =

{
1, όταν ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p)

−1, όταν ο a δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p)

΄Ετσι σύµφωνα µε το παραπάνω παράδειγµα ισχύει (1
5
) = (4

5
) = 1, ενώ (2

5
) =

(3
5
) = −1. Ακόµη ισχύει (a2

p
) = 1 για κάθε ακέραιο a πρώτο προς τον p.

Θεώρηµα 2.3.3:

΄Εστω p περιττός πρώτος και (a, p) = (b, p) = 1. Αν a ≡ b (mod p), τότε (a
p
) =

( b
p
).

Απόδειξη :

(a
p
) = 1 ⇔ (η x2 ≡ a (mod p) έχει λύση) ⇔ (η x2 ≡ b (mod p) έχει λύση)

⇔ ( b
p
) = 1.

2

∆ηλαδή, το πρόβληµα για το πότε ο ακέραιος a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο
(mod p), ϑα έχει πλήρως λυθεί αν ξέρω ποιοί από τους 1, 2, ..., p−1 είναι τετραγωνικά
υπόλοιπα (mod p), ποιοί όχι και σε ποιά κλάση ισοδυναµίας του p ανήκει ο αριθµός
a.

Θεώρηµα 2.3.4:

Υπάρχουν ακριβώς p−1
2

µη-ισοδύναµα τετραγωνικά υπόλοιπα (mod p) , για
κάθε περιττό πρώτο p.

Απόδειξη :

Θα πρέπει να πάρουµε όλους τους ακέραιους a τους πρώτους προς τον p για
τους οποίους η ισοδυναµία x2 ≡ a (mod p) έχει λύση. Αν x2 ≡ a (mod p) και
(a, p) = 1 τότε (x, p) = 1 . Εποµένως, αφού για x ≡ y (mod p) έπεται ότι x2 ≡ y2

(mod p) , είναι αρκετό να ϑεωρήσουµε µόνο τους 1, 2, ..., p− 1 .
Αφού είναι (p − x)2 ≡ x2 (mod p), αυτό σηµαίνει ότι αν πάρουµε το σύνολο

{1, 2, ..., p−1
2
} και το σύνολο {p−1

2
, ..., p−1} , τότε το τετράγωνο καθενός από το πρώτο

σύνολο είναι ισοδύναµο µε το τετράγωνο κάποιου από το δεύτερο, αρκεί δηλαδή να
περιοριστούµε στο πρώτο σύνολο.

Τα τετράγωνα όµως {12, 22, ..., (p−1)2

4
} είναι όλα µεταξύ τους όχι ισοδύναµα, διότι

αν ήταν τότε µια ισοδυναµία της µορφής x2 ≡ a (mod p) ϑα είχε το λιγότερο 4 µη
ισοδύναµες µεταξύ τους λύσεις, άτοπο λόγω του ϑεωρήµατος Lagrange.
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∆ηλαδή υπάρχουν ακριβώς p−1
2

µη-ισοδύναµα τετραγωνικά υπόλοιπα (mod p)

και αυτά είναι {12, 22, ..., (p−1)2

4
}.

2
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2.4 Ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής

Καταρχήν ϑα αποδείξουµε το παρακάτω ϑεώρηµα, γνωστό στη ϐιβλιογραφία σαν
κριτήριο του Euler. Το κριτήριο δηµοσιεύθηκε από τον Euler γύρω στο 1760. Ο
ίδιος το είχε ανακοινώσει περισσότερα από δέκα χρόνια πριν. Η απόδειξη που ϑα
ακολουθήσει είναι του Dirichlet.

Θεώρηµα 2.4.1:

Αν p περιττός πρώτος και (a, p) = 1 τότε (a
p
) ≡ a

p−1
2 (mod p).

Απόδειξη:

Λόγω του ϑεωρήµατος 2.2.5 για κάθε r, µε 1 ≤ r ≤ p− 1 η ισοδυναµία rx ≡ a
(mod p) έχει λύση. ΄Εστω s αυτή η λύση, όπου s ο αντιπρόσωπος της κλάσης
(mod p), ο οποίος πληρεί τη συνθήκη 1 ≤ s ≤ p− 1 .

Αν ο a δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p) τότε r 6= s και οι αριθµοί
1, 2, .., p − 1 µπορούν να συγκεντρωθούν σε δύο οµάδες από p−1

2
αριθµούς, τους ri

και si τέτοιους ώστε risi ≡ a (mod p) για i = 1, 2, ..., p−1
2

. Παίρνουµε το γινόµενο
αυτών των ισοδυναµιών και έχουµε, µε χρήση του ϑεωρήµατος Wilson,

−1 ≡ (p− 1)! ≡ a
p−1
2 (mod p).

Αλλά, αφού ο a δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p) ισχύει (a
p
) = −1,

δηλαδή (a
p
) ≡ a

p−1
2 (mod p).

Αν τώρα ο a είναι τετραγωνικό υπόλοιπο (mod p), τότε για κάποιο Ϲευγάρι r0,
s0 έχουµε r0 = s0 και r2

0 ≡ a (mod p). Στο ϑεώρηµα 2.3.4 έχουµε ήδη δείξει ότι η
ισοδυναµία x2 ≡ a (mod p) έχει ακόµη τη λύση p− r0, δηλαδή

(p− r0)
2 ≡ r2

0 ≡ a (mod p).

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Lagrange δεν υπάρχουν άλλες λύσεις. Αν ϐγάλουµε
λοιπόν τα r0 και p − r0, µας µένουν οι υπόλοιποι p − 3 αριθµοί από το σύνολο
1, 2, .., p− 1, οι οποίοι ξανά µπορούν να διαιρεθούν σε δύο οµάδες από p−3

2
στοιχεία,

στους ri και si έτσι ώστε risi ≡ a (mod p) µε ri 6= si για i = 1, 2, ..., p−3
2

.
Πολλαπλασιάζοντας τις ισοδυναµίες κατά µέλη και την ισοδυναµία που ϑα

ϐρούµε µε r0(p− r0), κάνοντας δε χρήση του ϑεωρήµατος του Wilson, παίρνουµε:

−1 ≡ (p− 1)! ≡ r0(p− r0)a
p−3
2 ≡ −r2

0a
p−3
2 ≡ −a

p−1
2 (mod p).
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Εποµένως a
p−1
2 ≡ 1 (mod p) και συνεπώς (a

p
) ≡ a

p−1
2 (mod p).

2

Στο ερώτηµα πόσο χρήσιµο είναι το κριτήριο του Euler έδωσε απάντηση ο ίδιος
ο Gauss:

῾῾In praxi nullum fere usum babeat᾿᾿.
Στην πράξη έχει µηδενική αξία (Disquisitiones Arithmeticae (1801), Πρόταση

(΄Αρθρο) 106).

Πόρισµα 2.4.2:

1) Ισχύει (−1
p

) = (−1)
p−1
2 .

2)Αν a =
s∏

i=1

mi και (mi, p) = 1 για κάθε i, τότε (a
p
) =

s∏
i=1

(
mi

p
).

3)΄Εστω (a, p) = (b, p) = 1, τότε

(
a

p
)(

b

p
) = (

ab

p
)

Απόδειξη:

1) Από το ϑεώρηµα 2.4.1 έχουµε (−1
p

) ≡ (−1)
p−1
2 (mod p) και επειδή ο p είναι

περιττός πρώτος είναι αδύνατο να ισχύει −1 ≡ 1 (mod p), άρα (−1
p

) = (−1)
p−1
2 .

2)Λόγω της υπόθεσης, έχουµε (a, p) = 1, δηλαδή ορίζεται το σύµβολο του Leg-
endre και συνεπώς σύµφωνα µε το 2.4.1 ϑα έχουµε

(a
p
) ≡ a

p−1
2 =

s∏
i=1

m
p−1
2

i ≡
s∏

i=1

(
mi

p
) (mod p)

⇒ (a
p
)−

s∏
i=1

(
mi

p
) = kp, kεZ.

Από τον ορισµό του συµβόλου Legendre οι δυνατές τιµές του αριστερού µέλους
είναι 2,−2, 0. Αφού όµως p είναι περιττός πρώτος πρέπει k = 0, δηλαδή το Ϲητού-
µενο.

3)Είναι (a
p
)( b

p
) ≡ a

p−1
2 b

p−1
2 ≡ (ab)

p−1
2 ≡ (ab

p
) (mod p) και 1 6≡ −1 (mod p), άρα

(a
p
)( b

p
) = (ab

p
).

2
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Παρατήρηση:

Αν a =
r∏

i=1

pai
i , ai ≥ 1 για κάθε i η κανονική παράσταση του ακεραίου αριθµού

a και (a, p) = 1 για κάποιο περιττό πρώτο p, τότε (a
p
) =

r∏
i=1

(
pi

p
)ai. Πρόβληµα µας

λοιπόν είναι ο υπολογισµός του συµβόλου Legendre της µορφής ( q
p
) όπου q = 2 ή

περιττός πρώτος. Αυτό ϑα είναι και ο σκοπός του επόµενου ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 2.4.3 (Λήµµα του Gauss):

΄Εστω p περιττός πρώτος και a ακέραιος µε (a, p) = 1 . ΄Εστω S το ελάχιστο
σύστηµα των αντιπροσώπων των κλάσεων υπολοίπων (mod p) των ακεραίων αριθµών
a, 2a, ..., 1

2
(p − 1)a. Αν r είναι το πλήθος των στοιχείων του S που είναι µεγαλύτερα

του p
2
, τότε (a

p
) = (−1)r.

Απόδειξη:

΄Εστω s το πλήθος των στοιχείων του S που είναι µικρότερα του p
2
και r το πλήθος

των στοιχείων του S που είναι µεγαλύτερα του p
2
, τότε r + s = p−1

2
. Συµβολίζω τα

στοιχεία του S µε a1, a2, ..., as, b1, b2, ..., br, όπου ai < p
2

για κάθε i και bj > p
2

για
κάθε j. Από τον ορισµό του S προκύπτει ότι

s∏
i=1

ai

r∏
j=1

bj ≡ (
p− 1

2
)!a

p−1
2 (∗)

Αφού p
2

< bj < p έπεται ότι 0 < p− bj < p
2
για κάθε j .

Επιπλέον ισχύει ai 6= p − bj για κάθε i και j , διότι αν ήταν ai = p − bj τότε
(h + k)a = ha + ka ≡ ai + bj ≡ p ≡ 0 (mod p) για κάποιους ακεραίους h, k µε
h 6= k, 1 ≤ h ≤ p−1

2
, 1 ≤ k ≤ p−1

2
, άρα p | (h + k)a και αφού (p, a) = 1 συνεπάγεται

ότι p | (h + k). Αυτό όµως είναι άτοπο διότι 0 < h + k < p.
Εποµένως οι αριθµοί a1, ..., as, p − b1, ..., p − br είναι όλοι διαφορετικοί και

πληρούν την ανισότητα 1 ≤ x ≤ p−1
2

. Το πλήθος τους είναι p−1
2

. ΄Αρα οι παρα-
πάνω αριθµοί εξαντλούν πλήρως το σύνολο των ακεραίων 1, 2, ..., p−1

2
οπότε και µε τη

ϐοήθεια της (*) ϑα έχουµε

(p−1
2

)! ≡
s∏

i=1

ai

r∏
j=1

(p− bj) ≡ (−1)r

s∏
i=1

ai

r∏
j=1

bj ≡(∗) (−1)r(
p− 1

2
)!a

p−1
2 (mod p).

Αφού ((p−1
2

)!, p) = 1 η παραπάνω σχέση δίνει 1 ≡ (−1)ra
p−1
2 (mod p).
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Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία ισοδυναµία µε (−1)r και κάνοντας χρήση του
κριτηρίου του Euler, ϐρίσκουµε

(−1)r ≡ a
p−1
2 ≡ (

a

p
) (mod p) ⇒ (

a

p
) = (−1)r

(Η τελευταία συνεπαγωγή προκύπτει ακριβώς όπως και στο προηγούµενο ϑεώρηµα)

2

Περάδειγµα:

Αν α = 2, ϑα εξετάσουµε ως προς ποιούς πρώτους p είναι τετραγωνικό υπόλοιπο.
Σύµφωνα µε το λήµµα του Gauss ϑα πρέπει να υπολογίσουµε τους άρτιους ανάµεσα
στο p

2
και στο p. Αρκεί να υπολογίσουµε το πλήθος των ακεραίων στο διάστηµα (p

4
, p

2
).

Γράφουµε το p στη µορφή 8k + l, µε l = 1, 3, 5 ή 7. Εποµένως ϑα πρέπει να
ελέγξουµε αν το πλήθος των ακεραίων στο διάστηµα (2k + l

4
, 4k + l

2
) είναι άρτιος ή

περιττός.
Στο υποδιάστηµα (2k + l

4
, 4k + l

4
) υπάρχει άρτιο πλήθος ακεραίων, ίσο µε 2k,

εποµένως αρκεί να υπολογίσουµε το πλήθος των ακεραίων, έστω r, στο διάστηµα
(4k + l

4
, 4k + l

2
) ή στο διάστηµα ( l

4
, l

2
).

Αν l = 1 τότε r = 0, αν l = 3 τότε r = 1, αν l = 5 τότε r = 1 και αν l = 7 τότε
r = 2.

Εποµένως,

Πόρισµα 2.4.4:

(2
p
) = +1, όταν p ≡ +1,−1 (mod 8)

(2
p
) = −1, όταν p ≡ +3,−3 (mod 8)

2

Το πόρισµα αυτό µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής :

(
2

p
) = (−1)

p2−1
8

Πράγµατι: ο εκθέτης p2−1
8

γράφεται 1
2

p−1
2

p+1
2

.
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Οι p − 1 και p + 1 είναι διαδοχικοί άρτιοι, άρα µόνο ο ένας διαιρείται από 4.
Εποµένως ο εκθέτης είναι άρτιος όταν ο παράγοντας αυτός διαιρείται µε 8, δηλαδή
όταν p ≡ +1,−1 (mod 8) και περιττός όταν δεν διαιρείται µε 8, δηλαδή όταν p ≡
+3,−3 (mod 8).

Θεώρηµα 2.4.5 (Τετραγωνικός νόµος αντιστροφής):

Αν p και q είναι περιττοί πρώτοι, µε p 6= q, τότε

(
p

q
)(

q

p
) = (−1)

p−1
2
· q−1

2 .

Απόδειξη:

Η απόδειξη εξαρτάται από το λήµµα του Gauss.
Θεωρούµε τους αριθµούς q, 2q, ..., 1

2
(p − 1)q. Για 1 ≤ k ≤ p−1

2
από την Ευκ-

λείδεια διαίρεση του kq µε το p έχουµε kq = pqk + tk, όπου qk και tk είναι ακέραιοι
µε 1 ≤ tk ≤ p − 1. Εποµένως ο tk είναι ο ελάχιστος αντιπρόσωπος του kq (mod p),
δηλαδή qk = [kq

p
] (αφού kq

p
= qk + tk

p
, µε tk

p
< 1). ΄Οπου η συνάρτηση [ ] δηλώνει το

ακέραιο µέρος του kq
p

(ο µεγαλύτερος ακέραιος που είναι µικρότερος ή ίσος του kq
p
).

΄Εστω a1, ..., as είναι οι τιµές των tk οι οποίες είναι µικρότερες του p
2
και b1, ..., br

οι τιµές του tk οι οποίες είναι µεγαλύτερες του p
2
. Σύµφωνα µε το λήµµα του Gauss

ισχύει ( q
p
) = (−1)r.

Θέτουµε a =
s∑

i=1

ai και b =
r∑

j=1

bj, προφανώς ισχύει

(A) a + b =
s∑

i=1

ai +
r∑

j=1

bj =

p−1
2∑

k=1

tk.

΄Οπως και στην απόδειξη του λήµµατος του Gauss οι αριθµοί a1, ..., as, p−b1, ..., p−br

αποτελούν µια µετάθεση των αριθµών 1, 2, ..., p−1
2

. Συνεπώς

(B) a + rp− b =
s∑

i=1

ai +
r∑

j=1

(p− bj) =

p−1
2∑

k=1

k =
p2 − 1

8
.

Από την άλλη µεριά, ϑεωρούµε ξανά τη σχέση kq = pqk + tk και κάνοντας χρήση
της σχέσης (Α) παίρνουµε
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(C) p

p−1
2∑

k=1

qk + a + b =

p−1
2∑

k=1

(pqk + tk) =

p−1
2∑

k=1

kq =
p2 − 1

8
q.

Αφαιρούµε την (Β) από την (C) και ϐρίσκουµε

(D) p

p−1
2∑

k=1

qk + 2b− rp =
p2 − 1

8
(q − 1).

Αφού τώρα ο p2−1
8

είναι ακέραιος (p = 2w + 1 µε w ∈ Z, άρα p2−1
8

= 4w2+4w
8

=
w(w+1)

2
ο οποίος είναι ακέραιος, αφού οι w και w + 1 είναι διαιδοχικοί ακέραιοι και

άρα ο ένας διαιρείται από δύο) και p ≡ q ≡ 1 (mod 2) η σχέση (D) δίνει

(E)

p−1
2∑

k=1

qk ≡ r (mod 2).

Για λόγους ευκολίας γράφουµε u =

p−1
2∑

k=1

qk =

p−1
2∑

k=1

[
kq

p
].

Η τελευταία σχέση (E) και το λήµµα του Gauss δίνουν

(Z) (
q

p
) = (−1)r = (−1)u.

Αν τώρα αλλάξουµε τους ϱόλους των p και q και ξανακάνουµε την παραπάνω

διαδικασία, ϑα ϐρούµε ότι (p
q
) = (−1)v, όπου v =

q−1
2∑

j=1

[
jp

q
].

Εποµένως (p
q
)( q

p
) = (−1)u+v. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα έχει τελειώσει

αν αποδειχθεί ακόµη ότι u + v = p−1
2

q−1
2

. Τη γεωµετρική απόδειξη που ακολουθεί
έδωσε για πρώτη ϕορά ο Eisenstein (1844).

Πάνω σε ένα σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων ϑεωρούµε το ορθογώνιο παρ-
αλληλόγραµµο µε κορυφές (0, 0), (p

2
, 0), (p

2
, q

2
), (0, q

2
).

Γράφουµε την ευθεία y = qx
p
, προφανώς αυτή περνάει από τα σηµεία (0, 0) και

(p
2
, q

2
) και χωρίζει το ορθογώνιο σε δύο ίσα µέρη. Ζωγραφίζουµε στο σχήµα µας όλα

τα σηµεία που έχουν σαν συντεταγµένες ακεραίους αριθµούς.
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y=qx/p

(p/2,q/2)

(p/2,0)(0,0)

(0,q/2)

k

qk/p

x

y

Πάνω στη διαγώνιο δεν έχουµε τέτοια σηµεία διότι το y = qx
p

δεν είναι ακέραιος
για κάθε τιµή του x = 1, 2, ..., p−1

2
.

Αν x = kεZ και ϕέρω την κάθετη προς τον άξονα των x, αυτή ϑα κόψει την
y = qx

p
στο σηµείο qk

p
. Το πλήθος των σηµείων πάνω στην κάθετο µε συντεταγµένες

ακεραίους αριθµούς είναι [ qk
p
]. Συνολικά λοιπόν στο κάτω τρίγωνο υπάρχουν

p−1
2∑

k=1

[
qk

p
]

σηµεία. ΄Οµοια ϐρίσκουµε ότι στο πάνω τρίγωνο υπάρχουν ακριβώς

q−1
2∑

l=1

[
pl

q
] σηµεία.

Το πλήθος όµως των σηµείων µέσα στο τετράγωνο είναι p−1
2
× q−1

2
. ∆ηλαδή

p−1
2∑

k=1

[
qk

p
] +

q−1
2∑

l=1

[
pl

q
] =

p− 1

2
· q − 1

2
.

2

Παρατήρηση:

Αυτό που λέει ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής, είναι ότι (p
q
) = ( q

p
), αν q ή

p ≡ 1 (mod 4), ενώ (p
q
) = −( q

p
), αν q ≡ p ≡ 3 (mod 4)
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Με ϐάση τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής µπορούµε να ελέγξουµε αν η τετρα-
γωνική ισοτιµία x2 ≡ a (mod p), µε p πρώτο και p 6= 2, έχει λύση ή οχι. Αρκεί να
ακολουθήσουµε τον επόµενο αλγόριθµο.

1. Αναλύουµε τον a σε γινόµενο παραγόντων. Το (a
p
) γράφεται σαν γινόµενο

συµβόλων του Legendre της µορφής ( q
p
), όπου q περιττός πρώτος, (−1

p
) και (2

p
).

2. Υπολογίζουµε τα (−1
p

) και (2
p
) µέσω των πορισµάτων 2.4.2 και 2.4.4 και

εφαρµόζουµε το νόµο τετραγωνικής αντιστροφής για τα ( q
p
) αντικαθιστώντας το µε το

(p
q
) ή −(p

q
).

3. Ανάγουµε το p (mod q) και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία.
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2.5 ∆εύτερη απόδειξη του τετραγωνικού νόµου αν-
τιστροφής

Η δεύτερη απόδειξη που ϑα δώσουµε έχει αρκετά κοινά σηµεία µε την πρώτη, αφού
στηρίζεται και αυτή στο λήµµα του Gauss και χρησιµοποιεί τη λεγόµενη γεωµετρική
µέθοδο, για να µετρήσει τα ακέραια σηµεία ενός ορθογωνίου. Αρχικά ϑα χρειαστεί
να δούµε το λήµµα του Gauss σε µια ισοδύναµη µορφή.

Αν δούµε το σύνολο {±1,±2, ...,±p−1
2
} σαν τις µη µηδενικές κλάσεις (mod p),

τότε µπορούµε να τις χωρίσουµε ϕυσιολογικά σε δύο σύνολα, P = {1, 2, ..., p−1
2
} και

N = {−1,−2, ...,−p−1
2
} = (−1)P , που περιέχουν τους ϑετικούς και τους αρνητικούς

ακεραίους αντίστοιχα.
Τότε το λήµµα του Gauss λέει ότι, αν p περιττός πρώτος και a ακέραιος, µε

(a, p) = 1, τότε (a
p
) = (−1)m, όπου m =| aP ∩N |.

Η ισοδυναµία µε την προηγούµενη µορφή του λήµµατος είναι προφανής, αφού
το σύνολο aP αντιστοιχεί στο σύνολο S (που είδαµε στο ϑεώρηµα 2.4.3) και αφού το
N αποτελείται από τους αντιπροσώπους που είναι µεγαλύτεροι του p

2
, ο παραπάνω

πληθάριθµος του aP ∩ N δίνει ακριβώς το πλήθος των στοιχείων του S που είναι
µεγαλύτερα του p

2
.

∆εύτερη απόδειξη του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής:

΄Εστω τα σύνολα P = {1, 2, ..., p−1
2
} ⊂ Z∗p και N = (−1)P , όπως πριν και

όµοια Q = {1, 2, ..., q−1
2
} ⊂ Z∗q. Από το λήµµα του Gauss για a = q έχουµε ότι

( q
p
) = (−1)m, όπου m =| qP ∩ N | είναι το πλήθος των στοιχείων x ∈ P τ.ω. να

ισχύει η ισοτιµία qx ≡ n (mod p) για κάποιο n ∈ N , αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει
ακέραιος y τ.ω. qx− py ∈ N ⊂ Z, δηλαδή

−p

2
< qx− py < 0

για κάποιο ακέραιο y.
Τώρα ϑα δούµε για ποιές τιµές του y ικανοποιείται η παραπάνω συνθήκη.
Για δοσµένο x ∈ P οι τιµές των qx− py διαφέρουν κατά ακέραια πολλαπλάσια

του p (αφού qx−py1−qx+py2 = p(−y1+y2)), άρα−p
2

< qx−py < 0 για τουλάχιστον
έναν ακέραιο y.

Για κάθε ακέραιο y που ικανοποιείται η συνθήκη, ϑα ισχύει
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0 <
qx

p
< y <

qx

p
+

1

2
.

΄Οµως x ≤ p−1
2

, άρα

y <
qx

p
+

1

2
≤ q(p− 1)

2p
+

1

2
<

q + 1

2
.

∆ηλαδή ο y είναι ένας ακέραιος µεταξύ 0 και q−1
2

, άρα y ∈ {1, 2, ..., q−1
2
} = Q.

΄Αρα δείξαµε ότι ο m είναι ο αριθµός των Ϲευγών (x, y) ∈ P × Q τ.ω. −p
2

<
qx− py < 0.

Εναλλάσοντας τα p και q, έχουµε επίσης ότι (p
q
) = (−1)k, όπου k είναι το πλήθος

των Ϲευγών (y, x) ∈ Q× P τ.ω. να ισχύει ότι

0 < qx− py <
q

2
.

΄Επεται ότι
(
q

p
)(

p

q
) = (−1)m+k,

όπου m + k το πλήθος των σηµείων (x, y) ∈ P × Q τ.ω. −p
2

< qx − py < 0 ή
0 < qx− py < q

2
.

∆εν υπάρχουν σηµεία (x, y) ∈ P × Q ώστε qx − py = 0, (αφού τα p και q είναι
πρώτοι µεταξύ τους και 0 < y ≤ q−1

2
έπεται ότι (y, q) = 1, άρα (py, q) = 1).

Εποµένως µπορούµε να δούµε τις παραπάνω ανισότητες σε µία,

−p

2
< qx− py <

q

2
.

Το σχήµα παριστά το σύνολο P ×Q σαν τα ακέραια σηµεία (x, y) στο ορθογώνιο
R µε 1 ≤ x ≤ p−1

2
, 1 ≤ y ≤ q−1

2

Οι ανισότητες−p
2

< qx−py < q
2
ορίζουν τη λωρίδα S µεταξύ των δύο παράλληλων

ευθειών qx− py = −p
2
και qx− py = q

2
, άρα το m + k είναι το πλήθος των ακέραιων

σηµείων της περιοχής T = R ∩ S.
Ο αριθµός των ακέραιων σηµείων (x, y) ∈ R είναι | P × Q |=| P | · | Q |=

(p−1)(q−1)
4

, άρα

m + k =
(p− 1)(q − 1)

4
− (a + b),
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(q-1)/2

1

1

(q+1)/4

(p-1)/2(p+1)/4
O(0,0)

qx-py=-p/2

qx-py=q/2
A

B
T

S

R

όπου a και b είναι το πλήθος των ακέραιων σηµείων στις περιοχές του R, Α και
Β, που ϐρίσκονται πάνω και κάτω από το S. Αν µπορέσουµε να δείξουµε ότι a = b,
τότε m + k ≡ (p−1)(q−1)

4
(mod 2), και έπεται ότι

(
p

q
)(

q

p
) = (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

Θα δείξουµε λοιπόν ότι a = b χρησιµοποιώντας µία στροφή του ορθογωνίου
κατά 180 µοίρες µε κέντρο το σηµείο (p+1

4
, q+1

4
), (δηλαδή ως προς το κέντρο του

ορθογωνίου). Αυτή η µισή στροφή δίνετε από τον τύπο

r(x, y) = (x′, y′) = (
p + 1

2
− x,

q + 1

2
− y).

Είναι ϕανερό ότι η στροφή αυτή στέλνει ακέραια σηµεία σε ακέραια σηµεία.
Επίσης εύκολα ϐλέπουµε ότι qx − py < −p

2
αν και µόνο αν qx′ − py′ > q

2
, τότε

r(A)=Β και r(B)=Α, άρα a = b και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

2
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2.6 Το σύµβολο του Jacobi και η γενίκευση του τετραγ-
ωνικού νόµου αντιστροφής

Θα ϕανεί χρήσιµο για τη συνέχεια να εισάγουµε µια γενίκευση του συµβόλου Leg-
endre. Ας ορίσουµε το σύµβολο του Jacobi (a

b
) για ακεραίους a και b, µε (a, b) = 1

και b περιττό µε ϐάση τις ισότητες

(a
b
) = ( a

−b
), (a

1
) = 1 και (a

b
) =

n∏
i=1

(
a

pi

)

όπου b = p1...pn η ανάλυση του b σε πρώτους και ( a
pi

) το σύµβολο του Legendre.

Λήµµα 2.6.1:

΄Εστω ακέραιοι a, b, c και d, µε b, c περιττούς και (a, b) = (a, c) = (d, b) = 1,
τότε :

α) (a
b
)(a

c
) = ( a

bc
) και (a

b
)(d

b
) = (ad

b
).

ϐ) Αν η ισοτιµία x2 ≡ a (mod b) έχει λύση, τότε (a
b
) = 1.

Απόδειξη:

α) ΄Επεται από τον ορισµό του συµβόλου Jacobi και το πόρισµα 2.4.2.
ϐ) Αν η x2 ≡ a (mod b) έχει λύση, το ίδιο ϑα ισχύει και για την x2 ≡ a (mod pi)

για κάθε i, όπου b = p1...pn η ανάλυση σε πρώτους παράγοντες, τότε από τον ορισµό
έχουµε

(
a

b
) =

n∏
i=1

(
a

pi

) =
n∏

i=1

1 = 1

2

Αρχικά ϑα αποδείξουµε ένα λήµµα, που ϑα µας ϕανεί χρήσιµο στη συνέχεια
για τη διατύπωση της γενίκευσης του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής.

Λήµµα 2.6.2:

΄Εστω R περιττός ακέραιος και R = r1r2..., όπου ri ακέραιοι διαιρέτες του R,
τότε

R− 1

2
≡

∑
i=1,2,...

ri − 1

2
(mod 2).
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Απόδειξη:

R περιττός ακέραιος µε R = r1r2..., τότε οι r1− 1,r2− 1,... είναι όλοι άρτιοι και
άρα κάθε γινόµενό τους, που αποτελείται από δύο ή περισσότερους παράγοντες ϑα
είναι ≡ 0 (mod 4).

Αν λοιπόν γράψουµε το R στη µορφή R = (1 + (r1 − 1))(1 + (r2 − 1))... και
κάνουµε τους πολλαπλασιασµούς, ϑα καταλήξουµε στη σχέση:

R ≡ 1 + (r1 − 1) + (r2 − 1) + ... (mod 4).

∆ηλαδή
R− 1

2
≡

∑
i=1,2,...

ri − 1

2
(mod 2).

2

Γενίκευση του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής:

΄Εστω δυο ϑετικοί περιττοί ακέραιοι P, Q µε (P,Q) = 1, τότε :

(
P

Q
)(

Q

P
) = (−1)

P−1
2

Q−1
2 .

Θεωρούµε τη µονοσήµαντη ανάλυση του P και Q σε πρώτους :
P = p1...pk και Q = q1...ql , µε pi, qj ∈ P και (pi, qj) = 1.

Τότε (P
Q

) =
∏

(
pi

qj

) , µε i = 1, ..., k και j = 1, ..., l

και (Q
P
) =

∏
(
qj

pi

) , µε i = 1, ..., k και j = 1, ..., l.

΄Αρα (P
Q

)(Q
P

) =
∏

(
pi

qj

)(
qj

pi

) , µε i = 1, ..., k και j = 1, ..., l.

Από τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής έχουµε ότι ( pi

qj
)(

qj

pi
) = (−1)

pi−1

2

qj−1

2 .

Τότε
(
P

Q
)(

Q

P
) = (−1)

P pi−1

2

qj−1

2 ,

καθώς τα i και j διατρέχουν τις τιµές 1, ..., k και 1, ..., l αντίστοιχα.
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Από το λήµµα 2.6.2 έχουµε ότι :

∑ pi − 1

2
≡ P − 1

2
(mod 2) και

∑ qj − 1

2
≡ Q− 1

2
(mod 2),

άρα ∑ pi − 1

2

qj − 1

2
≡ P − 1

2

Q− 1

2
(mod 2)

και άρα έχουµε
(
P

Q
)(

Q

P
) = (−1)

P−1
2

Q−1
2 .

Παρατήρηση:

Από τη σχέση (a
b
) = ( a

−b
), έχουµε ότι η γενίκευση του τετραγωνικού νόµου

αντιστροφής ισχύει και όταν ένας από τους P και Q είναι αρνητικός και (P, Q) = 1.

Απόδειξη:

΄Εστω P, Q µε (P,Q) = 1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρώ ότι Q < 0 και
P > 0, τότε P,−Q > 0 και ισχύει ( P

−Q
)(−Q

P
) = (−1)

P−1
2

−Q−1
2 .

Θα δείξουµε ότι
(
P

Q
)(

Q

P
) = (−1)

P−1
2

Q−1
2 .

Είναι
(
P

Q
)(

Q

P
) = (

P

−Q
)(

(−1) · (−Q)

P
) =

= (
P

−Q
)(−1)

P−1
2 (

−Q

P
) = (

P

−Q
)(
−Q

P
)(−1)

P−1
2 =

= (−1)
P−1

2
−Q−1

2 (−1)
P−1

2 = (−1)
P−1

2
(−Q−1

2
+1) =

= (−1)
P−1

2
−Q+1

2 = (−1)
P−1

2
Q−1

2 .

2
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2.7 Modulus δυνάµεων πρώτων

Επόµενος στόχος είναι να δώσουµε την πρώτη απόδειξη του Gauss για τον τετρα-
γωνικό νόµο αντιστροφής. ΄Οπως είδαµε ο Legendre δεν µπόρεσε να αποδείξει ότι αν
q πρώτος, µε q ≡ 1 (mod 4), τότε υπάρχει ένας τουλάχιστον πρώτος p, µικρότερος
του q τ.ω. ( q

p
) = −1 και για αυτό το λόγο δεν κατάφερε να αποδείξει πλήρως

τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα προσπαθήσουµε να
αποδείξουµε την παραπάνω πρόταση.

Αρχικά ϑα αποδείξουµε δύο ϐοηθητικά λήµµατα.

Λήµµα 2.7.1:

΄Εστω p περιττός πρώτος και D ϑετικός ακέραιος, µε (p,D) = 1, αν η ισοτιµία
x2 ≡ D (mod p) έχει λύση, τότε έχει λύση και η ισοτιµία x2 ≡ D (mod pr), για
κάθε r ≥ 1.

Απόδειξη:

Θα αποδείξουµε ότι αν η ισοτιµία x2 ≡ D (mod pω) έχει λύση τότε έχει λύση
και η x2 ≡ D (mod pω+1) µε ω ≥ 1. ΄Εστω a η λύση της x2 ≡ D (mod pω), τότε
a2 ≡ D (mod pω) ⇒ a2 −D = hpω, για κάποιο h ∈ Z. Θέτουµε x = a + pωy, τότε
x2−D = a2 + 2apωy + p2ωy2−D = hpω + 2apωy + p2ωy2 ≡ pω(h + 2ay) (mod pω+1)

Για να έχει λύση η x2 ≡ D (mod pω+1) ϑα πρέπει h+2ay ≡ 0 (mod p), δηλαδή
h ≡ 2ay (mod p). ΄Οµως (p,D) = 1, άρα και (a, p) = 1 και αφού p περιττός πρώτος
(2a, p) = 1, τότε από το ϑεώρηµα 2.2.5 η 2ay ≡ h (mod p) έχει λύση, έστω y0. Οπότε
η x0 = a + pωy0 είναι λύση της x2 ≡ D (mod pω+1).

2

Λήµµα 2.7.2:

Αν D ≡ 1 (mod 8), τότε η ισοτιµία x2 ≡ D (mod 2r) έχει λύση για κάθε r ≥ 1.

Απόδειξη:

Η ισοτιµία x2 ≡ D (mod 2) έχει πάντα λύση (άρα και όταν D ≡ 1 (mod 8)).
Θα δείξουµε ότι η x2 ≡ D (mod 4) έχει λύση αν και µόνο αν D ≡ 1 (mod 4).
(⇒)
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Η ϱίζα της x2 ≡ D (mod 4) ϑα πρέπει να είναι περιττός, δηλαδή της µορφής
2n+1, τότε το τετράγωνό της ϑα είναι 4n2+4n+1 ≡ 1 (mod 4), άρα D ≡ 1 (mod 4).

(⇐)
Αν D ≡ 1 (mod 4) έχουµε ότι το x = 1 είναι ϱίζα της x2 ≡ D (mod 4), τότε

τα 1,−1 είναι ϱίζες της x2 ≡ D (mod 4) και αφού από Lagrange έχουµε το πολύ 2
λύσεις, αυτές ϑα είναι και οι µοναδικές.

Πάµε τώρα να δούµε ότι η ισοτιµία x2 ≡ D (mod 8) έχει λύση αν και µόνο αν
D ≡ 1 (mod 8).

(⇒)
Οι λύσεις της ϑα είναι και λύσεις της x2 ≡ D (mod 4), οι οποίες είναι ±1

(mod 4), άρα ϑα ψάξουµε για λύσεις στους αριθµούς της µορφής 4n± 1. Το τετρά-
γωνό τους είναι 16n2 ±8n + 1 ≡ 1 (mod 8), άρα η ισοτιµία x2 ≡ D (mod 8) έχει
λύση αν D ≡ 1 (mod 8).

(⇐)
Αν D ≡ 1 (mod 8) έχουµε ότι το x = 1 είναι ϱίζα της x2 ≡ D (mod 8).
Τέλος για να ολοκληρωθεί η απόδειξη ϑα δείξουµε ότι αν η ισοτιµία x2 ≡ D

(mod 8) έχει λύση, το ίδιο ϑα πρέπει να ισχύει και για την x2 ≡ D (mod 2r), µε
r ≥ 3.

Αν η ισοτιµία x2 ≡ D (mod 8) έχει λύση είδαµε ότι ϑα πρέπει D ≡ 1 (mod 8).
΄Οπως και στο προηγούµενο λήµµα ϑα αποδείξουµε ότι αν η x2 ≡ D (mod 2r) έχει
λύση, ϑα έχει λύση και η x2 ≡ D (mod 2r+1). ΄Εστω a λύση της ισοτιµίας x2 ≡ D
(mod 2r), τότε a2−D = h2r. Θέτουµε x = a+2r−1y, τότε x2−D = h2r+2ray+22r−2y2

Αφού r ≥ 3, 2r−2 ≥ r+1, άρα x2−D ≡ 2r(h+ay) (mod 2r+1). Για να έχουµε
x2 ≡ D (mod 2r+1) αρκεί η ay ≡ −h (mod 2) να έχει λύση, όµως αυτό ισχύει από
το ϑεώρηµα 2.2.5, αφού ο a περιττός.

2

Πρόταση 2.7.3:

΄Εστω q πρώτος, µε q ≡ 1 (mod 4), τότε υπάρχει ένας τουλάχιστον πρώτος p,
µικρότερος του q τ.ω. ( q

p
) = −1.

Απόδειξη:

Θα χωρίσουµε την απόδειξη σε δυο περιπτώσεις, αν q ≡ 1 (mod 8) και αν q ≡ 5
(mod 8).
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i) ΄Εστω q ≡ 5 (mod 8), τότε q − 2 ≡ 3 (mod 8), άρα ο q − 2 έχει πρώτο
παράγοντα p ≡ 3 ή 5 (mod 8).

(Αφου p πρώτος ϑα είναι ≡ ±1,±3 (mod 8), ϑέλουµε να δείξουµε ότι p ≡ ±3
(mod 8), ϑα υποθέσω λοιπόν ότι p ≡ ±1 (mod 8) και ϑα δείξουµε ότι ο q ϑα έχει
αναγκαστικά παράγοντα ≡ ±3 (mod 8), άρα επαγωγικά ο q ϑα έχει αναγκαστικά
πρώτο παράγοντα ≡ ±3 (mod 8). ΄Εστω λοιπόν ότι p ≡ ±1 (mod 8), τότε q − 2 ≡ 3
(mod 8) ⇒ pk ≡ 3 (mod 8) ⇒ k ≡ ±3 (mod 8)).

∆ηλαδή q ≡ 2 (mod p) µε p ≡ ±3 (mod 8) και τότε ( q
p
) = (2

p
) = 2

p2−1
8 ≡ −1

(πόρισµα 2.4.4).
ii) ΄Εστω q ≡ 1 (mod 8) και 2m + 1 ένας περιττός πρώτος < q. Ας ϑεωρήσουµε

ότι το λήµµα δεν ισχύει (και ϑα οδηγηθούµε σε αντίφαση), τότε για κάθε πρώτο
p ≤ 2m + 1 ο q είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod p), δηλαδή η x2 ≡ q (mod p)
έχει λύση, το ίδιο και η x2 ≡ q (mod 8), (για x=1).

Από τα λήµµατα 2.7.1 και 2.7.2 έχουµε ότι το q είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο
για κάθε αριθµό µε πρώτους παράγοντες p ≤ 2m + 1.

΄Εστω M = 1 · 2 · 3 · ... · (2m) · (2m + 1), ο M έχει πρώτους διαιρέτες ≤ 2m + 1,
άρα ( q

M
) = 1, τότε η x2 ≡ q (mod M) έχει λύση, έστω k. Είναι (q,M) = 1, αφού

2m + 1 < q, άρα (k,M) = 1.
΄Εχουµε k(q − 12)(q − 22)...(q − m2) ≡ k(k2 − 12)(k2 − 22)...(k2 − m2)) ≡

(k + m)(k + m− 1)...(k + 1)k(k − 1)...(k −m + 1)(k −m) (mod M)

Το τελευταίο είναι γινόµενο 2m+1 διαδοχικών όρων, όµως κάθε τέτοιο γινόµενο
διαιρείται από το (2m + 1)! = M , (δείτε παράρτηµα 4.3), τότε το M διαιρεί και το
k(q − 12)(q − 22)...(q −m2) και αφού (k,M) = 1, το M ϑα διαιρεί το (q − 12)(q −
22)...(q −m2).

Το M µπορούµε να το δούµε και σαν M = (m+1) · ((m+1)2−12) · ((m+1)2−
22) · ... · ((m + 1)2 −m2), άρα το γινόµενο :

1

m + 1
· q − 12

(m + 1)2 − 12
· ... · q −m2

(m + 1)2 −m2

είναι ακέραιος.
Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι στην περίπτωση µας αυτό το γινόµενο δεν µπορεί

να είναι ακέραιος, τότε οδηγούµαστε σε άτοπο και η υπόθεση που κάναµε στην αρχή,
ότι το λήµµα δεν ισχύει είναι λανθασµένη και η απόδειξη τελείωσε.

Είναι ϕανερό ότι το γινόµενο αυτό δεν είναι ακέραιος όταν ο m είναι ο µεγαλύτε-
ϱος ακέραιος µικρότερος του √q, δηλαδή όταν m <

√
q < m + 1, αφού τότε όλα τα
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κλάσµατα που αποτετελούν το γινόµενο είναι µικρότερα της µονάδας. Αρκεί λοιπόν
να µπορούµε να επιλέξουµε το m τέτοιο ώστε m <

√
q < m + 1.

Το q ≡ 1 (mod 8), για την περίπτωση q = 9 είναι εύκολο να δούµε ότι το λήµµα
είναι αληθές, οπότε µπορούµε να περιοριστούµε στη περίπτωση που q ≥ 17, τότε
2
√

q + 1 < q. Ο µόνος περιορισµός που έχουµε για το m είναι ότι 2m + 1 < q και
αφού 2

√
q + 1 < q, έπεται ότι µπορούµε να επιλέξουµε το m ώστε m <

√
q < m + 1.

2
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2.8 Τρίτη απόδειξη του τετραγωνικού νόµου αντι-
στροφής

Τώρα είµαστε έτοιµοι να δούµε την πρώτη απόδειξη που έδωσε ο Gauss για τον
τετραγωνικό νόµο αντιστροφής. Με τη ϐοήθεια του συµβόλου Legendre η απόδειξη
γίνεται πιο απλή και σύντοµη, αφού µπορούµε να συνδιάσουµε τις πολλές περιπτώ-
σεις που είχε διακρίνει ο Gauss.

Αυτό που ϑα αποδείξουµε είναι ότι αν ο τετραγωνικός νόµος ισχύει για κάθε
Ϲεύγος πρώτων p, p′ οι οποίοι είναι µικρότεροι από ένα πρώτο q (επαγωγική υπόθεση),
τότε ϑα ισχύει και για κάθε Ϲευγάρι ενός πρώτου p < q µε το q. Από αυτό και από
το γεγονός ότι το ϑεώρηµα ισχύει για τους αρχκούς δύο περιττούς πρώτους 3 και 5
προκύπτει η γενική ισχύ του ϑεωρήµατος.

Αν ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής ισχύει για κάθε Ϲευγάρι πρώτων p, p′, µε
p′ < q, τότε και η γενίκευση του ϑα ισχύει για κάθε P, Q, πρώτους µεταξύ τους, οι
οποίοι έχουν πρώτους παράγοντες µικρότερους από q.

Για να αποδείξουµε ότι ο τετραγωνικός νόµος ισχύει για κάθε Ϲευγάρι ενός πρώ-
του p < q µε το q, ϑα διακρίνουµε δυο περιπτώσεις :

(I) Αν q = 4n + 1 και (p
q
) = −1, τότε αρκεί να αποδείξουµε ότι ( q

p
) = −1 (ο

τετραγωνικός νόµος αντιστροφής λέει ότι (p
q
) = ( q

p
) αν q ή p ≡ 1 (mod 4)).

(II) Τη δεύτερη περίπτωση ϑα τη χωρίσουµε σε δύο υποπεριπτώσεις :
(II1) q = 4n + 1 και (p

q
) = 1.

(II2) q = 4n + 3.
Για τη (II1) ϑέτουµε ω = p, άρα (ω

q
) = 1, αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι

( q
ω
) = (−1)

ω−1
2

q−1
2 .

Για τη (II2) είναι (−1
q

) = (−1)
q−1
2 = (−1)2n+1 = −1, τότε :

-Αν (p
q
) = 1, ϑέτουµε ω = p και έχουµε (ω

q
) = 1, αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε

πάλι ότι ( q
ω
) = (−1)

ω−1
2

q−1
2 .

-Αν (p
q
) = −1, τότε ϑέτουµε ω = −p και έχουµε (ω

q
) = (−p

q
) = (−1)

q−1
2 (p

q
) =

(−1)(−1) = 1, αρκεί λοιπόν πάλι να αποδείξουµε ότι ( q
ω
) = (−1)

ω−1
2

q−1
2 .

Βλέπουµε δηλαδή ότι στην περίπτωση (II) µπορούµε να ϑέσουµε ω = ±p, έτσι
ώστε το ω να είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod q), για τουλάχιστον ένα πρόσηµο
και µένει όπως είδαµε να αποδείξουµε ότι ( q

ω
) = (−1)

ω−1
2

q−1
2 .
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Για την περίπτωση (II):

΄Εστω ω = p ή−p, τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod q). Τότε η ισοτιµία x2 ≡ ω
(mod q) έχει δύο ϱίζες µεταξύ των 0 και q και το άθροισµά τους είναι ίσο µε q (είδαµε
ότι αν α µία ϱίζα τότε η άλλη είναι η q-α).

Οπότε µία από αυτές, ας τη ϑέσουµε e ϑα είναι άρτιος (περιττός = άρτιος +περιτ-
τός). Συνεπώς e2 ≡ ω (mod q), δηλαδή e2 − ω = qf , µε f ∈ Z− {0},(αν f = 0 τότε
ϑα έπρεπε ο πρώτος αριθµός ω να είναι τετράγωνο, άτοπο).

Επίσης ο f δεν µπορεί να είναι αρνητικός, αν ήταν ϑα έπρεπε να είναι −ω =
qf 2

e < 0, άρα ω = +p και τότε p− e2 = p− qf − p = −qf > 0, ϑετικός ακέραιος που
διαιρείται από το q, όµως p− e2 < p < q, αντίφαση.

Ο f πρέπει να είναι περιττός, (αφού ο e είναι άρτιος τότε ο e2 − ω είναι περιττός
και άρα και ο f σαν διαιρέτης του πρέπει να είναι περιττός).

Τέλος, ο περιττός ϑετικός ακέραιος f πρέπει να είναι < q − 1, επειδή e ≤ q − 1
και p < q − 1 έχουµε ότι qf = e2 − ω < (q − 1)2 + (q − 1) = q2 − q, άρα qf <
q(q − 1) ⇒ f < q − 1.

Θα διακρίνουµε 2 περιπτώσεις :
1. Αν το f δε διαιρείται από το p, από τη σχέση e2 − ω = qf έπεται ότι e2 ≡ ω

(mod f), δηλαδή (ω
f
) = +1 (1)

Επίσης qf ≡ e2 (mod ω), άρα ( qf
ω

) = +1, δηλαδή ( q
ω
) = ( f

ω
) (2).

Τώρα αφού οι περιττοί ϑετικοί ακέραιοι f και ω είναι µεταξύ τους πρώτοι,
µικρότεροι του q ϑα ικανοποιούν τη γενίκευση του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής
(επαγωγική υπόθεση), δηλαδή ( f

ω
)(ω

f
) = (−1)

ω−1
2

f−1
2 .

Τότε αντικαθιστώντας από τις (1) και (2) έχουµε:

(
q

ω
) · 1 = (−1)

ω−1
2

f−1
2

(
q

ω
) = (−1)

ω−1
2

f−1
2 (3)

Αφού ο e είναι άρτιος ϑα ισχύει e2 ≡ 0 (mod 4), άρα −ω ≡ qg (mod 4), εύκολα
ϐλέπουµε ότι :

−ω + 1

2
≡ qf − 1

2
≡ q − 1

2
+

f − 1

2
(mod 2)

(Για την πρώτη ισοτιµία : −ω+1
2
− qf−1

2
= 2k ⇔ −ω−1−qf +1 = 4k ⇔ −ω ≡ qf
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(mod 4), που ισχύει.
Για τη δεύετρη ισοτιµία : qf−1

2
≡ q−1

2
+ f−1

2
(mod 2) ⇔ −qf+q+f ≡ 1 (mod 4),

όµως q και f περιττοί, άρα q = 2k + 1 και f = 2l + 1, τότε −(2k + 1)(2l + 1) + 2k +
1 + 2l + 1 ≡ 1 (mod 4) ⇔ 0 ≡ 0 (mod 4), που ισχύει).

Τότε
−ω + 1

2
≡ q − 1

2
+

f − 1

2
(mod 2)

−ω + 1

2

ω − 1

2
≡ (

q − 1

2
+

f − 1

2
)
ω − 1

2
(mod 2)

Το ω+1
2

ω−1
2

είναι γινόµενο δυο διαδοχικών ακεραίων, άρα άρτιος, έπεται λοιπόν
ότι :

q − 1

2
· ω − 1

2
≡ f − 1

2
· ω − 1

2
(mod 2)

Τότε η (3) δίνει : ( q
ω
) = (−1)

ω−1
2

q−1
2 .

2. ΄Εστω ότι το p διαιρεί το f , τότε f = ωφ, όπου ο φ είναι περιττός ακέραιος µε
πρόσηµο ίδιο µε αυτό του ω και απόλυτη τιµή < q.

Αφού e2 − ω = qωφ, έχουµε ότι το ω διαιρεί το e2 και αφού ω πρώτος, έχουµε
ότι το ω διαιρεί το e, τότε e = εω, όπου ε ένας περιττός ακέραιος. Οπότε :

ε2ω2 − ω = qωφ

ε2ω − 1 = qφ

και έπεται ότι το φ δεν διαιρείται από το ω (διαφορετικά το ω ϑα διαιρεί το 1, το
οποίο είναι άτοπο). Αφού όµως το ω είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο mod f = ωφ
(e2 − ω = qωφ), ϑα είναι και τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod φ), ((ω, φ) = 1).
∆ηλαδή (ω

φ
) = ( ω

−φ
) = +1 (4).

Επίσης −qφ = 1 − ε2ω ⇒ −qφ ≡ 1 (mod ω), άρα το −qφ είναι τετραγωνικό
ισοϋπόλοιπο (mod ω), δηλαδή (−qφ

ω
) = 1 ⇒ ( q

ω
) = (−φ

ω
) (5).

Τελικά, αφού ένας από τους δυο περιττούς αριθµούς, −φ και ω, είναι ϑετικός
και αφού είναι πρώτοι µεταξύ τους < q, από τη γενίκευση του τετραγωνικού νόµου
αντιστροφής έχουµε:
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(
−φ

ω
)(

ω

−φ
) = (−1)

ω−1
2

φ+1
2 .

Τότε αντικαθιστώντας από τις (4) και (5): ( q
ω
) = (−1)

ω−1
2

φ+1
2 (6).

΄Οµως ο ε είναι άρτιος, άρα qφ = ε2ω − 1 ≡ −1 (mod 4), ένας από τους q και φ
πρέπει να είναι της µορφής 4n + 1 και ο άλλος της µορφής 4n + 3. Τότε

φ + 1

2
≡ q − 1

2
(mod 2)

και τότε η (6) δίνει : ( q
ω
) = (−1)

ω−1
2

q−1
2 .

Για την περίπτωση (I):

Αν q = 4n + 1 και για p < q ισχύει (p
q
) = −1, τότε αρκεί να αποδείξουµε

ότι ( q
p
) = −1 (ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής λέει ότι (p

q
) = ( q

p
) αν q ή p ≡ 1

(mod 4)).
Από την πρόταση 2.7.3 έχουµε ότι αν q ≡ 1 (mod 4), τότε υπάρχει κάποιος

πρώτος p′ < q, τέτοιος ώστε ( q
p′ ) = −1.

Αν (p′
q
) = −1 τότε η προς απόδειξη σχέση ισχύει για τα p′ και q. Θα δείξουµε

ότι δεν γίνεται να είναι (p′
q
) = 1, αφού αν ίσχυε ϑα είχαµε ( q

p′ ) = (−1)
p′−1

2
q−1
2 =

(−1)
p′−1

2
·(2n) = 1, το οποίο είναι άτοπο.

΄Αρα ο τετραγωνικός νόµος αντιστροφής ισχύει για τα p′ και q. Μένει να δείξουµε
ότι αν υπάρχουν και άλλοι πρώτοι p µικρότεροι του q, µε (p

q
) = −1 τότε ϑα ισχύει

ότι ( q
p
) = −1, ισοδύναµα αρκεί να δείξουµε ότι :

(
q

pp′
) = +1.

Αφού λοιπόν για τα p και p′ έχουµε ότι είναι τετραγωνικά ανισοϋπόλοιπα
(mod q), έχουµε ότι το pp′ είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod q), οπότε ϑα υπ-
άρχει κάποιος άρτιος αριθµός e < q, τ.ω. e2 − pp′ = qφ, (η µία από τις δυο ϱίζες της
x2 ≡ pp′ (mod q) είναι άρτια, αφού το άθροισµα των δυο ϱιζών είναι ίσο µε q), για
κάποιο ακέραιο φ.

Το αριστερό µέλος της ισότητας αναπαριστά έναν περιττό αριθµό µικρότερο του
q2, τότε ϑα πρέπει και ο φ να είναι ένας περιττός µικρότερος του q.
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Τώρα, ανάλογα µε τη διαιρετότητα του φ από τα p και p′, διακρίνουµε τις ακόλου-
ϑες περιπτώσεις :

1. Αν το φ δεν διαιρείται από τα p και p′, δηλαδή (φ, pp′) = 1. Από τη σχέση
e2 − pp′ = qφ ϑα έχουµε ότι qφ είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod pp′), δηλαδή
( qφ

pp′ ) = 1 και συνεπάγεται ότι ( q
pp′ ) = ( φ

pp′ ).

΄Οµως η e2 − pp′ = qφ µας λέει επίσης ότι το pp′ είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο
(mod φ), δηλαδή (pp′

φ
) = 1.

Οι φ και pp′ είναι δύο περιττοί αριθµοί, πρώτοι µεταξύ τους, µε τον ένα από
αυτούς να είναι σίγουρα ϑετικός (ο pp′) και έχουν πρώτους παράγοντες µικρότερους
του q. ΄Αρα από τη γενίκευση του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής έχουµε:

(
φ

pp′
)(

pp′

φ
) = (−1)

φ−1
2

pp′−1
2

και, αντικαθιστώντας από τις σχέσεις (pp′
φ

) = 1 και ( q
pp′ ) = ( φ

pp′ ), παίρνουµε ότι :

(
q

pp′
) = (−1)

φ−1
2

pp′−1
2 .

Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε αν ο εκθέτης του -1 είναι άρτιος ή περιττός.
Ο e είναι άρτιος, οπότε η e2 − pp′ = qφ µας δίνει ότι −pp′ ≡ qφ (mod 4) και

αφού q ≡ 1 (mod 4) έχουµε

φ ≡ −pp′ (mod 4) ⇒ φ− 1

2
≡ −pp′ + 1

2
(mod 2)

και τότε ϑα πρέπει

φ− 1

2
· pp′ + 1

2
≡ 0 (mod 2).

΄Αρα ο Ϲητούµενος εκθέτης είναι άρτιος και έχουµε ( q
pp′ ) = 1.

2. Αν p′|φ και p 6 |φ.
Το p′|φ, τότε p′|qφ + pp′ = e2 και αφού p′ πρώτος, το p′ διαιρεί το e, οπότε ϑα

έχουµε φ = p′ψ και e = p′ε. Το ψ < q είναι ένας περιττός που δεν διαιρείται από το p,
(αφού p|φ) και το ε είναι ένας άρτιος, (αφού e άρτιος), τότε από τη σχέση e2−pp′ = qφ
παίρνουµε

p′ε2 − p = qψ.
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΄Οµως (ψ, pp′) = 1 (είδαµε ότι p 6 |ψ, αν τώρα p′|ψ, από την παραπάνω σχέση ϑα
είχαµε ότι p′|p, άτοπο), άρα από τη σχέση e2 − pp′ = qφ = qp′ψ έχουµε

(
pp′

ψ
) = +1.

Επίσης ( qψ
p

) = (p′
p
), αφού από τη σχέση p′ε2 − p = qψ ϐλέπουµε ότι το qψ

είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod p) αν και µόνο αν το p′ είναι τετραγωνικό
ισοϋπόλοιπο (mod p), τότε

(
q

p
)(

ψ

p
) = (

p′

p
) ⇒ (

q

p
) = (

p′

p
)(

ψ

p
). (I)

Πάλι από τη σχέση p′ε2 − p = qψ έχουµε ότι −p ≡ qψ (mod p′), άρα

(
qψ

p′
) = (

−p

p′
) ⇒ (

q

p′
) = (

−p

p′
)(

ψ

p′
). (II)

Πολλαπλασιάζοντας τις (I) και (II):

(
q

pp′
) = (

p′

p
)(
−p

p′
)(

ψ

pp′
) = (

p′

−p
)(
−p

p′
)(

ψ

pp′
) = (−1)

p+1
2

p′−1
2 (

ψ

pp′
) (∗)

Τώρα αφού τα ψ και pp′ έχουν πρώτους παράγοντες µικρότερους του q, από τη
γενίκευση του τετραγωνικού νόµου αντιστροφής έχουµε:

(
ψ

pp′
)(

pp′

ψ
) = (−1)

ψ−1
2

pp′−1
2 ,

όµως δείξαµε ότι (pp′
ψ

) = 1, άρα ( ψ
pp′ ) = (−1)

ψ−1
2

pp′−1
2 .

Αντικαθιστώντας στην (∗) παίρνουµε:

(
q

pp′
) = (−1)

p+1
2

p′−1
2

+ψ−1
2

pp′−1
2 .

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι ο εκθέτης είναι ≡ 0 (mod 2).
Ξέρουµε ότι ε2 ≡ 0 (mod 4) και q ≡ 1 (mod 4), τότε από τη σχέση p′ε2−p = qψ

έπεται ότι ψ ≡ −p (mod 4), άρα
ψ − 1

2
≡ p + 1

2
(mod 2),
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τότε
p + 1

2

p′ − 1

2
+

ψ − 1

2

pp′ − 1

2
≡ p + 1

2
[
p′ − 1

2
+

pp′ − 1

2
] (mod 2)

Από το λήµµα 2.6.2 έχουµε ότι

pp′ − 1

2
≡ p− 1

2
+

p′ − 1

2
,

άρα

p + 1

2

p′ − 1

2
+

ψ − 1

2

pp′ − 1

2
≡ p + 1

2

p− 1

2
≡ 0 (mod 2)

(αφού τα p+1
2

, p−1
2

είναι διαδοχικοί ακέραιοι ο ένας αναγκαστικά ϑα είναι άρτιος) και
τότε έχουµε την προς απόδειξη σχέση ( q

pp′ ) = 1.

Αν p|φ και p′ 6 |φ, η απόδειξη είναι όµοια.
3.Αν τα p και p′ διαιρούν το φ, αφού οι p και p′ είναι πρώτοι διαφορετικοί µεταξύ

τους, ϑα πρέπει και το pp′ να διαιρεί το φ και τότε γράφουµε φ = pp′ψ, όπου ψ ένας
περιττός µικρότερος του q. Από τη σχέση e2 − pp′ = qφ έχουµε ότι και ο e διαιρείται
από το pp′ και τότε µπορεί να γραφτεί σαν e = pp′ε, όπου ε ένας άρτιος αριθµός, τότε

pp′ε2 − 1 = qψ.

Τα pp′e2 και ψ είναι πρώτα µεταξύ τους, διαφορετικά αν ένας πρώτος τους δι-
αιρεί, ϑα πρέπει από την παραπάνω σχέση να διαιρεί και το 1, άτοπο.

Επίσης έχουµε ότι pp′ε2 ≡ 1 (mod ψ), τότε η x2 ≡ pp′ε2 (mod ψ) έχει λύση, τη
x = 1. ∆ηλαδή το pp′ε2 είναι τετραγωνικό ισοϋπόλοιπο (mod ψ), άρα

(
pp′ε2

ψ
) = 1 ⇒ (

pp′

ψ
)(

ε2

ψ
) = 1,

όµως ( ε2

ψ
) = 1, άρα

(
pp′

ψ
) = 1.

΄Εχουµε όµως ότι και −qψ ≡ 1 (mod pp′), άρα (−qψ
pp′ ) = 1 και συνεπάγεται ότι

(
q

pp′
) = (

ψ

pp′
).
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Οι αριθµοί −ψ και pp′ είναι πρώτοι µεταξύ τους, µε pp′ σίγουρα ϑετικό και
πρώτους παράγοντες µικρότερους του q, άρα από τη γενίκευση του τετραγωνικού
νόµου αντιστροφής ϑα έχουµε ότι

(
−ψ

pp′
)(

pp′

ψ
) = (−1)

pp′−1
2

ψ+1
2 .

Ο ε είναι άρτιος, άρα ε2 ≡ 0 (mod 4) και q ≡ 1 (mod 4), τότε από τη σχέση
pp′ε2 − 1 = qψ έχουµε ότι ψ ≡ −1 (mod 4), τότε ο ψ+1

2
είναι άρτιος και έπεται ότι

(
q

pp′
) = 1

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

2
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2.9 Αθροίσµατα Gauss

Οι µέθοδοι που χρησιµοποιήσαµε ως τώρα για να αποδείξουµε τον τετραγωνικό νόµο
αντιστροφής µπορεί να είναι ιδιαίτερα ευφυείς, αλλά δε µπορούν να χρησιµοποι-
ηθούν εύκολα σε πιο γενικές περιπτώσεις (νόµος κυβικής αντιστροφής κ.τ.λ.). Σε
αυτό το κεφάλαιο ϑα δώσουµε µία νέα απόδειξη, ϐασιζόµενη σε µια µέθοδο που
µπορεί να γενικευτεί και να χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη υψηλότερης τάξης
νόµων αντιστροφής.

Αρχικά ϑα εισάγουµε τις έννοιες των αλγεβρικών αριθµών και των αλγεβρικών
ακεραίων.

Ορισµός:

΄Ενας µιγαδικός αριθµός a ο οποίος είναι ϱίζα ενός πολυωνύµου a0x
n+a1x

n−1+
... + an−1x + an, µε a0, a1, ..., an ∈ Q και a0 6= 0 λέγεται αλγεβρικός αριθµός.

΄Ενας µιγαδικός αριθµός ω ο οποίος είναι ϱίζα ενός πολυωνύµου xn + b1x
n−1 +

... + bn−1x + bn, µε b1, ..., bn ∈ Z λέγεται αλγεβρικός ακέραιος.
Προφανώς κάθε αλγεβρικός ακέραιος είναι αλγεβρικός αριθµός.

Πρόταση 2.9.1:

΄Ενας ϱητός αριθµός r ∈ Q είναι αλγεβρικός ακέραιος αν και µόνο αν r ∈ Z.

Απόδειξη:

Αν r ∈ Z τότε είναι ϱίζα του πολυωνύµου x − r = 0, που έχει ακέραιους
συντελεστές, άρα ο r είναι αλγεβρικός ακέραιος. ΄Εστω τώρα ότι r ∈ Q και r αλ-
γεβρικός ακέραιος. Τότε από τον ορισµό έχουµε ότι ο r ικανοποιεί την εξίσωση
xn + b1x

n−1 + ... + bn = 0, µε b1, ..., bn ∈ Z.
Ο r όµως είναι ϱητός αριθµός, άρα υπάρχουν ακέραιοι c, d µε d 6= 0 και (c, d) =

1 τέτοιοι ώστε r = c
d
. Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουµε

cn + b1c
n−1d + ... + bndn = 0.

Θα δείξουµε ότι d = 1. ΄Εστω ότι d > 1, τότε ϑα υπάρχει p πρώτος διαιρέτης του
b. Από την πάνω σχέση ϑα πρέπει ο p να διαιρεί και το cn και αφού p πρώτος ϑα
πρέπει να διαιρεί το c, τότε όµως p|(c, d) = 1, άτοπο, άρα d = 1.

2
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Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι οι αλγεβρικοί αριθµοί αποτελούν σώµα, ενώ οι
αλγεβρικοί ακέραιοι δακτύλιο.

Ορισµός:

΄Ενα υποσύνολο V ⊂ C των µιγαδικών ϑα λέγεται Q−module αν :
α)Για γ1, γ2 ∈ V συνεπάγεται ότι γ1 + γ2, γ1 − γ2 ∈ V .
ϐ)Για γ ∈ V και r ∈ Q συνεπάγεται ότι rγ ∈ V .
γ)Υπάρχουν στοιχεία γ1, ..., γl ∈ V , τέτοια ώστε κάθε γ ∈ V να γράφεται σαν

l∑
i=1

riγi, µε ri ∈ Q.

Αν γ1, ..., γl ∈ C, το σύνολο όλων των στοιχείων της µορφής
l∑

i=1

riγi, µε ri ∈ Q
είναι προφανές από τον ορισµό ότι είναι Q − module και ϑα το συµβολίζουµε µε
[γ1, ..., γl].

Πρόταση 2.9.2:

΄Εστω V = [γ1, ..., γl] και ένα a ∈ C τέτοιο ώστε για κάθε γ ∈ V να ισχύει aγ ∈ V ,
τότε ο a είναι αλγεβρικός αριθµός.

Απόδειξη:

΄Εχουµε aγi ∈ V για κάθε i = 1, ..., l, τότε aγi =
l∑

j=1

aijγj, όπου aij ∈ Q.

Θεωρούµε τώρα τον l × l πίνακα A = (aij), τότε

(A− Ia)(γ1, ..., γl)
T = (0, ..., 0)T

Αν η ορίζουσα |A− Ia| είναι διαφορετική του µηδενός το οµογενές σύστηµα ϑα
είχε ως λύση µόνο τη µηδενική, επειδή όµως τα γi δεν είναι όλα µηδέν, έχουµε ότι
|A− Ia| = 0.

΄Οµως η |A−Ia| είναι πολυωνυµική έκφραση του a της µορφής an +cn−1a
n−1 +

... + c0, όπου τα ci ∈ Q, (αφού παράγονται από γινόµενα των aij ∈ Q).
΄Αρα ο a είναι αλγεβρικός αριθµός.

2
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Θεώρηµα 2.9.3:

Το σύνολο των αλγεβρικών αριθµών αποτελεί σώµα.

Απόδειξη:

΄Εστω a1 και a2 αλγεβρικοί αριθµοί. Θα δείξουµε ότι και οι a1a2 και a1 +a2 είναι
αλγεβρικοί αριθµοί. Αφού a1 και a2 αλγεβρικοί αριθµοί ϑα ισχύουν οι παρακάτω
εξισώσεις

an
1 + r1a

n−1
1 + ... + rn = 0 (1)

am
2 + s1a

m−1
2 + ... + sm = 0 (2)

για κάποια ri, sj ∈ Q.
΄Εστω V ένα Q −module, µε γεννήτορες τα στοιχεία ai

1a
j
2, όπου 0 ≤ i < n και

0 ≤ j < m. Για κάθε γ ∈ V έχουµε a1γ ∈ V , a2γ ∈ V και a1a2γ ∈ V (αφού γ ∈ V

έχουµε γ =
∑

qija
i
1a

j
2 µε qij ∈ Q, τότε a1γ = a1

∑
qija

i
1a

j
2 =

∑
qija

i+1
1 aj

2. Αν η
δύναµη i + 1 είναι ίση µε n τότε µπορούµε να τη µειώσουµε µε τη ϐοήθεια της (1),
άρα το a1γ ϑα γράφετε σαν

∑
q′ija

i
1a

j
2 µε 0 ≤ i < n και 0 ≤ j < m, άρα a1γ ∈ V .

΄Οµοια για τα a2γ ∈ V και a1a2γ ∈ V ).
Από τον ορισµό του Q − module έχουµε ότι αφού a1γ ∈ V , a2γ ∈ V τότε

(a1 + a2)γ ∈ V . ∆είξαµε δηλαδή ότι για κάθε γ ∈ V έχουµε (a1 + a2)γ ∈ V και
a1a2γ ∈ V . Τότε από την πρόταση 2.9.2 οι a1+a2 και a1a2 είναι αλγεβρικοί ακέραιοι.

Τέλος έµεινε να δείξουµε ότι αν ο a είναι αλγεβρικός ακέραιος, διαφορετικός
του µηδενός, το ίδιο ισχύει για τον a−1. Ο a σαν αλγεβρικός ακέραιος πρέπει να
ικανοποιεί την εξίσωση a0a

n + a1a
n−1 + ... + an = 0, όπου ai ∈ Q, τότε ana

−n +
an−1a

n−1 + ... + a0 = 0, άρα και ο a−1 είναι αλγεβρικός ακέραιος.

2

Ορισµός:

΄Ενα υποσύνολο W ⊂ C των µιγαδικών ϑα λέγεται Z−module αν :
α)Για γ1, γ2 ∈ W συνεπάγεται ότι γ1 + γ2, γ1 − γ2 ∈ W .
ϐ)Υπάρχουν στοιχεία γ1, ..., γl ∈ W , τέτοια ώστε κάθε γ ∈ W να γράφεται σαν

l∑
i=1

biγi, µε bi ∈ Z.
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Πρόταση 2.9.4:

΄Εστω W ένα Z−module και ω ∈ C τέτοιο ώστε ωγ ∈ W για κάθε γ ∈ W , τότε
ο ω είναι αλγεβρικός ακέραιος.

Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή της πρότασης 2.9.2.

2

Πρόταση 2.9.5:

Το σύνολο των αλγεβρικών ακεραίων αποτελεί δακτύλιο.
Η απόδειξη είναι όµοια µε αυτή της πρότασης 2.9.3.

2

΄Εστω Ω ο δακτύλιος των αλγεβρικών ακεραίων. Αν ω1, ω2, γ ∈ Ω, ϑα λέµε ότι
ω1 ≡ ω2 (mod γ) αν ω1 − ω2 = γa, µε a ∈ Ω.

Η επόµενη πρόταση ϑα µας χρησιµεύσει στη συνέχεια.

Πρόταση 2.9.6:

Αν ω1, ω2 ∈ Ω και p ∈ Z (άρα ανήκει και στο Ω) πρώτος, τότε :

(ω1 + ω2)
p ≡ ωp

1 + ωp
2 (mod p)

Απόδειξη:

΄Εχουµε (ω1 + ω2)
p =

p∑

k=o

(p
k)ω

k
1ω

p−k
2 και p|(p

k) για κάθε 1 ≤ k ≤ p − 1, ((p
k) =

p!
k!(p−k)!

, άρα p! = (p
k)k!(p − k)!. ΄Οµως p|p!, άρα έχουµε ότι p|(p

k)k!(p − k)!, όµως
p 6 |k!(p− k)! αφού το γινόµενο περιέχει όρους µικρότερους από το p, άρα p|(p

k), τότε

(ω1 + ω2)
p = ωp

1 +

p−1∑

k=1

(p
k)ω

k
1ω

p−k
2 + ωp

2 ≡ ωp
1 + ωp

2 (mod p)

2

Οι n ϱίζες της µονάδας είναι λύσεις της εξίσωσης xn − 1, άρα είναι αλγεβρικοί
ακέραιοι. Ας ϑεωρήσουµε µία πρωταρχική p ϱίζα της µονάδας ζ = e

2πi
p .
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Λήµµα 2.9.7:

p−1∑
t=0

ζat =

{
p, αν a ≡ 0 (mod p)
0, αν a 6≡ 0 (mod p)

Απόδειξη:

Αν a ≡ 0 (mod p) τότε ζa = 1 και τότε
p−1∑
t=0

ζat = p.

Αν a 6≡ 0 (mod p) τότε ζa 6= 1 και
p−1∑
t=0

ζat =
ζap − 1

ζa − 1
= 0.

2

Πόρισµα 2.9.8:

p−1

p−1∑
t=0

ζt(x−y) = δ(x, y), όπου δ(x, y) = 1 αν x ≡ y (mod p) και δ(x, y) = 0 αν

x 6≡ y (mod p).
Η απόδειξη είναι άµεση από το λήµµα 2.9.7.

2

Λήµµα 2.9.9:
p−1∑
t=0

(
t

p
) = 0, όπου ( t

p
) το σύµβολο Legendre.

Απόδειξη:

Το (0
p
) είναι ίσο µε το µηδέν εξ΄ ορισµού. Από τους υπόλοιπους p − 1 όρους

του αθροίσµατος, όπως είδαµε στο κεφάλαιο 2.3, οι µισοί έχουν τιµή 1 και οι άλλοι
µισοί έχουν τιµή -1, άρα το άθροισµα είναι µηδέν.

2
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Ορισµός:

Το ga =

p−1∑
t=0

(
t

p
)ζat λέγεται τετραγωνικό άθροισµα του Gauss.

Πρόταση 2.9.10:

ga = (a
p
)g1

Απόδειξη:

Αν a ≡ 0 (mod p), τότε ζat = 1 για κάθε t και άρα έχουµε ga =

p−1∑
t=0

(
t

p
) = 0 από

το λήµµα 2.9.9. ΄Οµως (a
p
) = 0, άρα δείξαµε ότι η σχέση ισχύει για a ≡ 0 (mod p).

Αν a 6≡ 0 (mod p) τότε (a
p
)ga =

p−1∑
t=0

(
at

p
)ζat =

p−1∑
x=0

(
x

p
)ζx = g1 (στην αλλαγή

της µεταβλητής του αθροίσµατος κάναµε χρήση του ϑεωρήµατος 2.2.3, που στην
περίπτωση αυτή µας λέει ότι καθώς το t διατρέχει τις κλάσεις (mod p), το ίδιο κάνει
και το x = at, (a, p) = 1).

Αφού (a
p
)2 = 1 όταν a 6≡ 0 (mod p), πολλαπλασιάζουµε την (a

p
)ga = g1 µε (a

p
)

και έχουµε ότι ga = (a
p
)g1.

2

Προκύπτει από την πρόταση 2.9.10 ότι g2
a = g2

1 αν a 6≡ 0 (mod p). Θέτουµε
g = g1 και στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε την κοινή αυτή τιµή.

Πρόταση 2.9.11:

g2 = (−1)
p−1
2 p.

Απόδειξη:

Η ιδέα της απόδειξης είναι να εκφράσουµε το άθροισµα
p−1∑
a=0

gag−a µε δύο δι-

αφορετικούς τρόπους.
Αν a 6≡ 0 (mod p), τότε gag−a = (a

p
)g(−a

p
)g = (−a2

p
)g2 = (−1

p
)g2,
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δηλαδή
p−1∑
a=0

gag−a =

p−1∑
a=0

(
−1

p
)g2 = (

−1

p
)(p− 1)g2 (1).

Επίσης

gag−a =

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
x

p
)(

y

p
)ζa(x−y)

αθροίζοντας για a = 0 µέχρι p− 1 και από το πόρισµα 2.9.8 έχουµε:

p−1∑
a=0

gag−a =

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
x

p
)(

y

p
)δ(x, y)p

µε δ(x, y) = 1 αν x ≡ y (mod p) και δ(x, y) = 0 αν x 6≡ y (mod p),

άρα
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
x

p
)(

y

p
)δ(x, y) =

∑

x≡y (mod p)

(
x2

p
) · 1 +

∑

x6≡y (mod p)

(
x

p
)(

y

p
) · 0 = p− 1

Οπότε ϑα έχουµε

p−1∑
a=0

gag−a = p(p− 1) (2)

Από τις (1),(2):

(
−1

p
)(p− 1)g2 = p(p− 1) ⇒ g2 = (

−1

p
)p = (−1)

p−1
2 p

2
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2.10 Τέταρτη απόδειξη του τετραγωνικού νόµου αν-
τιστροφής

΄Εστω p∗ = (−1)
p−1
2 p = g2 και q 6= p περιττός πρώτος. ΄Εχουµε gq−1 = (g2)

q−1
2 =

p∗
q−1
2 ≡ (p∗

q
) (mod q) (από το ϑεώρηµα 2.4.1), δηλαδή gq ≡ (p∗

q
)g (mod q) (1).

Ο g είναι αλγεβρικός ακέραιος (δείξαµε ότι οι αλγεβρικοί ακέραιοι αποτελούν
δακτύλιο και αφού ο ζ είδαµε ότι είναι αλγεβρικός ακέραιος, το ίδιο ϑα ισχύει και

για το
p−1∑
t=0

(
t

p
)ζt = g), άρα από την πρόταση 2.9.6 ϑα έχουµε:

gq = (

p−1∑
t=0

(
t

p
)ζt)q ≡

p−1∑
t=0

(
t

p
)qζqt ≡

p−1∑
t=0

(
t

p
)ζqt ≡ gq ≡ (

q

p
)g (mod q) (2).

Από τις (1) και (2) έχουµε:

(
q

p
)g ≡ (

p∗

q
)g (mod q)

πολλαπλασιάζοντας και τα δυο µέλη µε g και µε τη ϐοήθεια της σχέσης g2 = p∗

ϐρίσκουµε ότι :

(
q

p
)p∗ ≡ (

p∗

q
)p∗ (mod q)

και αφού (p∗, q) = 1 ϑα είναι :

(
q

p
) ≡ (

p∗

q
) (mod q)

επειδή 1 6≡ −1 (mod q) έπεται ότι :

(
q

p
) = (

p∗

q
)

όµως από τον ορισµό του p∗ έχουµε (p∗
q
) = (−1

q
)

p−1
2 (p

q
) = (−1)

q−1
2

p−1
2 (p

q
)

άρα
(
q

p
) = (−1)

q−1
2

p−1
2 (

p

q
) ⇒ (

q

p
)(

p

q
) = (−1)

q−1
2

p−1
2

2



Κεφάλαιο 3

Πολύγωνοι αριθµοί

3.1 Εισαγωγή

΄Ενα από τα πρώτα υποσύνολα των ϕυσικών αριθµών που µελετήθηκαν από τους
αρχαίους ΄Ελληνες ήταν οι πολύγωνοι αριθµοί. ∆ίνεται ένας ϕυσικός αριθµός m, µε
m > 1, οι ϕυσικοί αριθµοί της µορφής mn2−n

2
+ n, µε n ∈ N ∪ {0} ϑα λέγονται

(m+2)-γωνοι αριθµοί.
Οι αριθµοί αυτοί αποτέλεσαν µία γέφυρα µεταξύ της γεωµετρίας και της ϑεωρίας

αριθµών. Πρώτος ο Πυθαγόρας µελέτησε τον 6ο αιώνα π.Χ. τους τρίγωνους και τους
τετράγωνους αριθµούς.

Τρίγωνοι αριθµοί tn = n(n+1)
2

(m = 1):

1 3 6 10...

Τετράγωνοι αριθµοί sn = n2 (m = 2):

1 4 9 16...

102
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Η ακριβής ηµεροµηνία της γέννησης του Πυθαγόρα δεν µπορεί να καθοριστεί,
αλλά µια κοινή παράδοση την τοποθετεί στο 569 π.Χ. Το όνοµα του σηµαίνει αυτός
που µιλάει (αγορεύειν) µε τις ευλογίες του Πύθιου Απόλλωνα. Για τον Πυθαγόρα τα
µαθηµατικά ήταν η γέφυρα ανάµεσα στον ορατό και τον αόρατο κόσµο. Επεδίωξε
την µελέτη των µαθηµατικών όχι µόνο ως έναν τρόπο κατανόησης και διαχείρισης
της Φύσης, αλλά επίσης ως έναν τρόπο να ϕύγει ο νους µακριά από τον ϕυσικό
κόσµο, τον οποίο ϑεωρούσε πρόσκαιρο και ψεύτικο.

Οι Πυθαγόρειοι γνώριζαν ότι το n-οστό τετράγωνο είναι ίσο µε το άθροισµα των n
πρώτων περιττών ακεραίων. ∆ηλαδή ότι n2 = 1+3+5+ ...+(2n−1), για κάθε ϑετικό
ακέραιο n. Η ιδιότητα αυτή των ϕυσικών εµφανίζεται επίσης, πολύ αργότερα στο έργο
Liber quadratorum (Το ϐιβλίο των τετραγώνων) του Leonardo Pisano, γνωστότερου
ως Fibonacci.

Μία άλλη ενδιαφέρουσα ιδιότητα, που ήταν γνωστή στους Πυθαγορείους εµ-
ϕανίζεται στις Πλατωνικές ερωτήσεις του Πλούταρχου. Ο Πλούταρχος αναφέρει ότι
οχτώ ϕορές ένας τρίγωνος αριθµός συν ένα µας δίνει τετράγωνο. Με σηµερινούς
συµβολισµούς έχουµε 8tn + 1 = 8n(n+1)

2
+ 1 = (2n + 1)2 = s2n+1.

Ο όρος πολύγωνοι αριθµοί εισάγεται πρώτη ϕορά από τον ΄Ελληνα µαθηµατικό
και αστρονόµο Υψικλή (2ος αι. µ.Χ.), συγγραφέα του έργου ῾῾Περί πολυέδρων᾿᾿, που
αποτελεί συνέχεια παρόµοιων ερευνών του Απολλώνιου και έχει συµπεριληφθεί στα
Στοιχεία του Ευκλείδη, ως το δέκατο τέταρτο ϐιβλίο τους.

Σηµαντικά έργα εκείνης της εποχής, στα οποία συναντάµε ιδιότητες των πολύ-
γωνων αριθµών είναι η Αριθµητική Εισαγωγή του Νικοµάχου (100 µ.Χ.) και τα
Αριθµητικά του ∆ιόφαντου.

Το 1636 ο Pierre de Fermat γράφει ότι έχει ανακαλύψει ένα πολύ όµορφο
ϑεώρηµα, ότι κάθε ϑετικός ακέραιος είναι άθροισµα το πολύ τριών τρίγωνων αριθµών,
τεσσάρων τετράγωνων αριθµών, πέντε πενταγώνων αριθµών κ.ο.κ. Προσθέτει όµως
πως δεν ϑα µπορέσει να δώσει και την απόδειξη, αφού αυτή στηρίζεται σε ῾῾πολυ-
άριθµα και δυσνόητα µυστήρια των αριθµών᾿᾿. Σχεδίαζε να αφιερώσει ένα ϐιβλίο σε
αυτά τα µυστήρια, αλλά δυστυχώς ποτέ δεν το δηµοσίευσε.

Το 1798 στο Théorie des nombres, ο Ιταλός µαθηµατικός και αστρονόµος
Joseph Louis Lagrange, χρησιµοποιώντας µία ταυτότητα που ανακάλυψε ο Leon-
hard Euler απέδειξε την εικασία του Fermat για την περίπτωση των τετραγώνων.

Στις 10 Ιουλίου 1796, ο Gauss αποδεικνύει το αποτέλεσµα για την περίπτωση
των τρίγωνων αριθµών, σε ηλικία µόλις 19 χρονών και στο ηµερολόγιο του έγραψε

εύρηκα! num = 4+4+4
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∆ύο χρόνια αργότερα το αποτέλεσµα του Gauss αποδεικνύεται ανεξάρτητα από
τον Γάλλο µαθηµατικό Adrien Marie Legendre. Το 1815 ο Augustin Louis Cauchy
αποδεικνύει πλήρως την εικασία (Oeuvres complètes, τόµος 6).

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αποδείξουµε το ϑεώρηµα των πολύγωνων αριθµών,
ϐασιζόµενοι στη δουλειά των Gauss και Cauchy.
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3.2 Μορφές Gauss

΄Εστω D αρνητικός ακέραιος και ισότιµος µε 1 (mod 4). ΄Εστω επίσης ακέραιοι a, b
και c, ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους τ.ω. a, c > 0 και b2 − 4ac = D.

Υπάρχουν πάντα τέτοιοι ακέραιοι, για παράδειγµα αφού D ≡ 1 (mod 4), υπ-
άρχει κάποιος αρνητικός ακέραιος n τ.ω. D = 4n + 1. Μια τέτοια τριάδα είναι
a = −n > 0, b = 1 και c = 1.

Το πολυώνυµο ax2+bxy+cy2 ϑα λέγεται µορφή Gauss και ϑα τη συµβολίζουµε
µε [a, b, c]. Κάθε µορφή Gauss ϑα αντιστοιχεί σε ένα πίνακα

M =

[
a b

2
b
2

c

]

Παρατηρούµε ότι ισχύει

[a, b, c] = (x y)M(x y)T

Ο D λέγεται διακρίνουσα της µορφής Gauss [a, b, c] και του αντίστοιχου πίνακα.
Υπόλογίζοντας την ορίζουσα του πίνακα έχουµε detM = ac− b2

4
= −D

4
, δηλαδή

D = −4detM.

Πρόταση 3.2.1:

Αν ο D, στην ανάλυση του σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, έχει r διακεκριµέ-
νους πρώτους παράγοντες, τότε ο αριθµός των µορφών Gauss µε b = a, δηλαδή των
[a, a, c] είναι 2r.

Απόδειξη:

Το ax2 + axy + cy2 είναι µία από τις Ϲητούµενες µορφές Gauss αν και µόνο αν
a2 − 4ac = a(a− 4c) = D, µε a ϑετικό και περιττό (ο a είναι ϑετικός εξ΄ ορισµού και
περιττός αφού D περιττός), a − 4c αρνητικό και περιττό και ΜΚ∆(a, a − 4c)=1 (έστω
p πρώτος µε p|a και p|a − 4c, τότε ϑα διαιρεί και τη διαφορά τους, δηλαδή p|4c, το
p σαν περιττός πρώτος δε µπορεί να διαιρεί το 4, άρα το p|c, άτοπο αφού οι a και c
είναι πρώτοι µεταξύ τους).

Εποµένως κάθε πρώτος παράγοντας του D στη µέγιστη δύναµη που διαιρεί τον
D ϑα εµφανίζεται είτε στο a είτε στο a−4c. ΄Οταν στη συνέχεια ϑα αναφερόµαστε στους
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r αυτούς πρώτους ϑα τους ϑεωρούµε στη δύναµη που εµφανίζονται στην ανάλυση
του D. Τότε τα πιθανά a είναι 2r, αφού έχουµε r πρώτους παράγοντες (πάντα στη
δύναµη που αναφέραµε παραπάνω) και κάθε ένας από αυτούς έχει 2 επιλογές, να
διαιρεί ή να µην διαιρεί το a. Για κάθε επιλογή του a ορίζεται και το c = a2−D

4a
. ΄Αρα

έχουµε 2r µορφές Gauss [a, a, c].

2

Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι το D = −143 ≡ 1 (mod 4), η ανάλυση του
D σε πρώτους παράγοντες είναι D = 11 · 13 και τότε οι επιλογές του a είναι 1,11,13
ή 143. ΄Εστω a = 11, τότε a− 4c = −143

11
= −13 και έχουµε c = a+13

4
= 6.

SL2(Z) : η πολλαπλασιαστική οµάδα των δύο επί δύο πινάκων µε ακέραια
στοιχεία και ορίζουσα ίση µε 1.

Αν G =

[
r s
t u

]
∈ SL2(Z), ορίζουµε την πράξη:

G∗ [a, b, c] = (x y)GMGT (x y)T = [ar2 +brs+cs2, 2art+b(ru+st)+2csu, at2 +
btu + cu2], όπου Μ ο πίνακας που αντιστοιχεί στη µορφή Gauss [a, b, c].

Θεώρηµα 3.2.2:

Αν [a, b, c] µία µορφή Gauss και G ∈ SL2(Z), τότε το G ∗ [a, b, c] είναι επίσης
µορφή Gauss (µε την ίδια διακρίνουσα D).

Απόδειξη:

΄Εστω Μ ο πίνακας που αντιστοιχεί στη [a, b, c] και M ′ ο πίνακας που αντιστοιχεί
στην

G ∗ [a, b, c] = [a′, b′, c′], µε G =

[
r s
t u

]
.

Θα πρέπει να δείξουµε ότι : (1) οι a′, b′ και c′ είναι πρώτοι µεταξύ τους, (2) η
µορφή [a′, b′, c′] έχει διακρίνουσα D και (3) a′, b′ > 0.

΄Εχουµε λοιπόν :
1)Κάθε πρώτος διαιρέτης των a, b και c διαιρεί επίσης και τα

a′ = ar2 + brs + cs2

b′ = 2art + b(ru + st) + 2csu
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c′ = at2 + btu + cu2

Επίσης αφού (G−1) ∗ [a′, b′, c′] = G−1 ∗ (G ∗ [a, b, c]) = [a, b, c], έχουµε από τις
αντίστοιχες σχέσεις ότι κάθε πρώτος διαιρέτης των a′, b′ και c′ διαιρεί τα a, b και c (ο
G−1 υπάρχει αφού detG = 1 6= 0). ΄Επεται λοιπόν ότι αφού τα a, b και c είναι ανά
δύο πρώτοι µεταξύ τους το ίδιο ϑα ισχύει και για τα a′, b′ και c′.

2) Η διακρίνουσα της µορφής [a′, b′, c′] είναι −4detM ′ = −4det(GMGT ) =
−4detG · detM · detGT = −4detM = D (detG = detGT = 1).

3)΄Εχουµε ότι D < 0, δηλαδή b2 − 4ac < 0, οπότε b2 < 4ac και αφού ac > 0
έχουµε

|b| < 2
√

ac

Επίσης
(
√

a|r| − √c|s|)2 ≥ 0

ar2 − 2
√

ac|r| · |s|+ cs2 ≥ 0

ar2 − |brs|+ cs2 ≥ 0

Εποµένως a′ = ar2 + bsr + cs2 > 0, (αφού bsr ≥ −|bsr|) και επείδη b′2− 4a′c′ =
D < 0 έχουµε ότι και c′ > 0.

2

Θεώρηµα 3.2.3:[
0 1
−1 0

]
∗ [a, b, c] = [c,−b, a]

[
0 1
−1 1

]
∗ [a, a, c] = [c, 2c− a, c]

[ −1 2
−1 1

]
∗ [a, a, c] = [4c− a, 4c− a, c]

[
1 0
n 1

]
∗ [a, b, c] = [a, b + 2an, an2 + bn + c]
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Παρατήρηση: αν a 6= 0 και n ο κοντινότερος ακέραιος στο − b
2a

, τότε |b+2an| ≤
a. (Αφού ο n είναι ο κοντινότερος ακέραιος στο − b

2a
, τότε η απόσταση τους ϑα είναι

µικρότερη από το 1
2
, δηλαδή |n − (− b

2a
)| ≤ 1

2
⇒ |n + b

2a
| ≤ 1

2
και επειδή a > 0

πολλαπλασιάζουµε µε 2a και έχουµε το αποτέλεσµα).

Απόδειξη:

Για την πρώτη ισότητα έχουµε[
0 1
−1 0

]
∗ [a, b, c] = [a′, b′, c′], µε

a′ = ar2 + brs + cs2 = a · 0 + b · 0 · 1 + c · 12 = c

b′ = 2art + b(ru + st) + 2csu = 2a · 0 · (−1) + b(0 + (−1)) + 2c · 1 · 0 = −b

c′ = at2 + btu + cu2 = a · (−1)2 + b(−1) · 0 + c · 0 = a

Οµοίως τα υπόλοιπα.

2

Μια µορφή Gauss [a, b, c] (ή ο αντίστοιχος πίνακας) ϑα λέγεται ανηγµένη
(reduced) αν

i) |b| ≤ a ≤ c

ii) b ≥ 0, αν |b| = a ή c = a.

Θεώρηµα 3.2.4:

Αν [a, b, c] ανηγµένη µορφή Gauss, τότε a ≤
√
−D

3
.

Απόδειξη:

4a2 ≤ 4ac = b2 −D ≤ a2 −D, άρα 3a2 ≤ −D.

2

Για παράδειγµα υπάρχει µόνο µία ανηγµένη µορφή Gauss για D = −3, η
[1, 1, 1]. Από το παραπάνω ϑεώρηµα έχουµε ότι a ≤

√
−−3

3
= 1 και αφού a > 0 ϑα

πρέπει a = 1, τότε από τον ορισµό της ανηγµένης µορφής έχουµε |b| ≤ 1, δηλαδή
b = 0,−1 ή 1.

Αν b = 0 τότε D = 4ac και D ≡ 1 (mod 4), άτοπο.
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Αν b = −1 τότε |b| = a και από τον ορισµό της ανηγµένης µορφής ϑα έπρεπε
b > 0, άτοπο.

΄Αρα b = 1 και τότε c = b2−D
4a

= 1+3
4

= 4
4

= 1.

Θεώρηµα 3.2.5:

΄Εστω a και c δύο σχετικά πρώτοι ϑετικοί ακέραιοι.
Αν a ≤ c τότε η µορφή Gauss [a, a, c] είναι ανηγµένη.
Αν c < a < 2c τότε η µορφή Gauss [c, 2c− a, c] είναι ανηγµένη.
Αν 2c < a ≤ 3c τότε η µορφή Gauss [c,−(2c− a), c] είναι ανηγµένη.
Αν 3c < a < 4c τότε η µορφή Gauss [4c− a, 4c− a, c] είναι ανηγµένη.
΄Ολες οι παραπάνω µορφές Gauss έχουν τη ίδια διακρίνουσα D = a2 − 4ac.

Απόδειξη:

Θα δούµε την δεύτερη περίπτωση. Από το ϑεώρηµα 3.2.2 είδαµε ότι η πράξη
G ∗ [a, b, c] µας δίνει µορφή Gauss αν η [a, b, c] είναι µορφή Gauss και G ∈ SL2(Z).
Τότε η [c, 2c − a, c] είναι µορφή Gauss, αφού όπως είδαµε από το ϑεώρηµα 3.2.3

προκύπτει από την πράξη ανάµεσα στον πίνακα
[

0 1
−1 1

]
∈ SL2(Z) και τη µορφή

[a, a, c].
Θα δείξουµε τώρα ότι ισχύει η ανισότητα |b| ≤ a ≤ c. Η ανισότητα |b| ≤ a στην

[c, 2c− a, c] µεταφράζεται στην |2c− a| ≤ c, δηλαδή

−c ≤ 2c− a ≤ c ⇔ −3c ≤ −a ≤ −c ⇔ c ≤ a ≤ 3c

που ισχύει αφού c < a < 2c. ΄Οµοια η σχέση a ≤ c στην περίπτωση µας
µεταφράζεται στην c ≤ c, που προφανώς ισχύει. Τέλος το b, δηλαδή το 2c − a είναι
ϑετικό αφού 2c > a και είµαστε στην περίπτωση που a = c (το a στην [c, 2c − a, c]
είναι το c).

2

∆ύο µορφές Gauss F και F ′ (ή οι αντίστοιχοι πίνακες) ϑα λέγονται γνήσια
ισοδύναµες αν και µόνο αν για κάποιο G ∈ SL2(Z), ισχύει F ′ = G ∗ F (και
αντίστοιχα M ′ = GMGT ).

Θα δείξουµε ότι η παραπάνω σχέση είναι σχέση ισοδυναµίας.
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1) Είναι ανακλαστική, αφού F = G ∗ F για G = I ∈ SL2(Z)

2) Είναι συµµετρική. Πράγµατι αν F ′ ∼ F τότε F ′ = G ∗ F για κάποιο G ∈
SL2(Z) και M ′ = GMGT . ΄Οµως detG = 1 6= 0, άρα υπάρχει ο αντίστροφος του G
και πολλαπλασιάζοντας µε αυτόν την παραπάνω σχέση, έχουµε

G−1M ′ = MGT

G−1M ′(GT )−1 = M

G−1M ′(G−1)T = M

άρα ϑέτοντας G′ = G−1 έχουµε M = G′M ′G′T , δηλαδή F ∼ F ′ (η SL2(Z) είναι
οµάδα, άρα G−1 ∈ SL2(Z)).

3) Είναι µεταβατική. Αν F ′′ ∼ F ′ και F ′ ∼ F τότε M ′′ = G′M ′G′T και M ′ =
GMGT για κάποιους G,G′ ∈ SL2(Z), άρα

M ′′ = G′GMGT G′T = (G′G)M(G′G)T

προφανώς G′G ∈ SL2(Z), εποµένως F ′′ ∼ F .

Θεώρηµα 3.2.6:

Κάθε µορφή Gauss είναι γνήσια ισοδύναµη µε µια ανηγµένη µορφή Gauss.

Απόδειξη:

Από το ϑεώρηµα 3.2.3 η [a, b, c] είναι γνήσια ισοδύναµη µε την [c,−b, a] και
την [a, b + 2an, an2 + bn + c]. Με τη ϐοήθεια της πρώτης ισοδυναµίας µπορούµε
να ικανοποιήσουµε την συνθήκη a ≤ c και παράλληλα η απόλυτη τιµή του b να
µην αλλάζει, ενώ µε τη δεύτερη, για κατάλληλο n µπορούµε να ικανοποιήσουµε την
|b| ≤ a (από παρατήρηση του ϑεωρήµατος 3.2.3).

΄Ετσι µπορούµε να κατασκευάσουµε µία ακολουθία µορφών Gauss, µε πρώτο
όρο τη δοσµένη µορφή και τέτοια ώστε ο πρώτος όρος a των µορφών να ϕθίνει.

Για παράδειγµα έστω ότι η δοσµένη µορφή είναι η [10, 14, 5], τότε ϑα έχουµε:
[10, 14, 5], εδώ το a είναι µεγαλύτερο από το c οπότε χρησιµοποιούµε την πρώτη

ισοδυναµία και ϑα έχουµε τη γνήσια ισοδύναµη µορφή [5,−14, 10]. Τώρα ϑέλουµε
να κάνουµε το απόλυτο του b µικρότερο ή ίσο από το a, από τη δεύτερη ισοδυναµία
για n = 1 έχουµε [5,−4, 1]. Χρησιµοποιούµε πάλι την πρώτη και ϕτάνουµε στη
µορφή [1,−4, 1] και πάλι τη δεύτερη για n = 2 και έχουµε [1, 0, 1].
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Αφού οι όροι a είναι ϑετικοί ακέραιοι, µία τέτοια διαδικασία δε µπορεί να συνεχί-
σει επ΄ άπειρο χωρίς να ϕτάσουµε σε µια µορφή Gauss που να ισχύει |b| ≤ a ≤ c.

Μένει να δείξουµε τη δεύτερη συνθήκη της ανηγµένης µορφής, δηλαδή ότι αν
|b| = a ή a = c είναι b ≥ 0.

Αν b = a, τότε b > 0, αφού a > 0.
Αν b = −a, τότε από το ϑεώρηµα 3.2.3 για n = 1 έχουµε ότι η [a,−a, c] είναι

γνήσια ισοδύναµη µε την [a,−a + 2a, a− a + c] = [a, a, c] και το νέο b είναι ίσο µε το
a που είναι ϑετικός ακέραιος (και η ανισότητα |b| ≤ a ≤ c συνεχίζει να ισχύει).

Αν b < 0 και a = c χρησιµοποιώντας την πρώτη πρόταση του ϑεωρήµατος 3.2.3
ϕτάνουµε σε µία γνήσια ισοδύναµη µορφή µε 0 ≤ b ≤ a = c.

2

Θεώρηµα 3.2.7:

∆ύο ανηγµένες µορφές Gauss δε µπορεί να είναι γνήσια ισοδύναµες.

Απόδειξη:

΄Εστω ότι οι µορφές [a, b, c] και [a′, b′, c′] είναι ανηγµένες και γνήσια ισοδύναµες,
τότε ϑα υπάρχει πίνακας

G =

[
r s
t u

]
∈ SL2(Z)

τέτοιος ώστε G ∗ [a, b, c] = [a′, b′, c′] και a′ = ar2 + brs + cs2. Χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας υποθέτουµε ότι a′ ≤ a (αν δεν ήταν, αφού ισχύει η συµµετρικά ιδιότητα
ϑα ϑεωρούσαµε πίνακα G′, ώστε G′ ∗ [a′, b′, c′] = [a, b, c]).

Εποµένως

a(r +
bs

2a
)2 + (−D

4a
)s2 = ar2 + bsr +

ab2s2

4a2
+

(4ac− b2)s2

4a
=

= ar2 + bsr +
ab2s2

4a2
+

4acs2

4a
− b2s2

4a
= ar2 + brs + cs2 = a′ ≤ a.

΄Αρα a(r + bs
2a

)2 + (−D
4a

)s2 ≤ a, δηλαδή (−D
4a

)s2 ≤ a, τότε −Ds2 ≤ 4a2. Επίσης
από το ϑεώρηµα 3.2.4 έχουµε ότι 4a2 ≤ −4D

3
, άρα
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−Ds2 ≤ −4D

3

Οπότε s = 0, 1 ή −1. ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις :
i)Ας υποθέσουµε ότι s = 0. ϑα δείξουµε ότι a′ = a, b′ = b και c′ = c. Από τη

σχέση a(r+ bs
2a

)2 ≤ a, έχουµε ότι r2 ≤ 1. ∆ηλαδή r = 0 ή r2 = 1, το r όµως δε µπορεί
να είναι ίσο µε το µηδέν, αφού τότε σε συνδιασµό µε το ότι το s = 0 η ορίζουσα του
πίνακα G είναι µηδέν, που δεν ισχύει, αφού G ∈ SL2(Z), άρα r2 = 1 και τότε a′ = a.

Επίσης έχουµε ότι b′ = 2art + bru. Αφού G ∈ SL2(Z) η ορίζουσα του G ϑα
είναι ίση µε ένα, δηλαδή ru = 1, τότε b′ = 2art + b και αυτό συναπάγεται ότι
b′ − b = 2art. Επειδή οι δύο µορφές είναι ανηγµένες, ισχύουν οι ανισότητες |b| ≤ a
και |b′| ≤ a′ = a, δηλαδή −a ≤ b και b′ ≤ a, άρα −b ≤ a και b′ ≤ a. Προσθέτοντας
τώρα τις δύο ανισότητες κατά µέλη παίρνουµε ότι b′− b ≤ 2a, άρα 2art ≤ 2 και αυτό
συνεπάγεται ότι rt ≤ 1 µε r, t ακεραίους.

Αν το t είναι µηδέν, έχουµε ότι και b′ = b (το r δε µπορεί να είναι µηδέν αφού
τότε η ορίζουσα του G ϑα ήταν ίση µε µηδέν).

Μένει να εξετάσουµε την περίπτωση που |rt| = 1 και rt < −1.
Ας υποθέσουµε ότι rt = 1 και ϑα οδηγηθούµε σε άτοπο. Είναι b′ = 2a + b

και η τριπλή ανισότητα −a ≤ b′ ≤ a, µας δίνει ότι −a ≤ 2a + b ≤ a, δηλαδή
−3a ≤ b ≤ −a. ΄Οµως −a ≤ b ≤ a, άρα b = −a < 0, αλλά τότε |b| = a και από τη
συνθήκη ανηγµένης µορφής ϑα έπρεπε το b να είναι ϑετικό, εµείς όµως δείξαµε ότι
είναι αρνητικό, αντίφαση. Οµοίως εργαζόµαστε και στην περίπτωση που rt = −1.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι rt < −1, άρα b′ − b = 2art < −2a. Από τις ανισότητες
−a ≤ b ≤ a και −a ≤ −b′ ≤ a έχουµε ότι −2a ≤ b− b′ ≤ 2a, αντίφαση.

Τέλος έχουµε c′ = b′2−D
4a′ = b2−D

4a
= c.

ii)Ας υποθέσουµε τώρα ότι s = ±1, τότε a′ = ar2±br+c ≤ a, δηλαδή ar2±br ≤
a− c ≤ 0 (αφού a ≤ c). Εποµένως

ar2 ± br ≤ 0.

Αυτό συνεπάγεται ότι r = 0 ή a|r| ≤ |b|. (Αν r > 0, η σχέση µας δίνει ότι
0 < ar ≤ ±b, δηλαδή a|r| ≤ |b|. Αν r < 0, τότε η σχέση µας δίνει ότι 0 < −ar ≤ ±b,
δηλαδή a|r| ≤ |b|).

-΄Εστω ότι r = 0, τότε a′ = ar2 + brs + cs2 = c. Αφού c = a′ ≤ a ≤ c,
συνεπάγεται ότι a = c, δηλαδή a′ = a = c. Οπότε από τη δεύτερη συνθήκη της
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ανηγµένης µορφής έχουµε ότι b ≥ 0. Επίσης αν r = 0 το st = −1 (για να έχουµε
detG = 1) και τότε b′ = −b + 2csu. ΄Οµως b ≤ c και b′ ≤ a′ = c, προσθέτοντας τις
δύο ανισότητες έχουµε b′ + b = 2csu, δηλαδή 2csu ≤ 2c, όµως c > 0, άρα su ≤ 1 µε
s και u ακεραίους. Αν εργαστούµε όπως στην προηγούµενη περίπτωση που είχαµε
rt ≤ 1 µε r, t ακεραίους, ϑα ϕτάσουµε στο αποτέλεσµα ότι su = 0, όµως s = ±1,
άρα u = 0. Συνεπώς c′ = at2 + btu + cu2 = at2 και επειδή st = −1, έχουµε |t| = 1.
΄Επεται λοιπόν ότι c′ = a, δηλαδή c′ = a = a′ και τότε από ορισµό της ανηγµένης
µορφής έχουµε b ≥ 0. ΄Εχουµε δηλαδή ότι b′ = −b + 2csu = −b και b, b′ ≥ 0, άρα
b′ = b = 0. Τέλος c′ = b′2−D

4a′ = b2−D
4a

= c.
-Αν r = ±1, τότε από τη σχέση a|r| ≤ |b| έχουµε a ≤ |b|. ΄Οµως επειδή η µορφή

είναι ανηγµένη ισχύει ότι |b| ≤ a. ΄Αρα a = |b|, τότε όµως, από τη δεύτερη συνθήκη
της ανηγµένης µορφής ϑα πρέπει b ≥ 0, άρα τελικα a = b.

Επίσης a′ ≤ a ⇒ ar2 ± br + c ≤ a ⇒ a± a + c ≤ a.
Αν a + a + c ≤ a, τότε a + c ≤ 0, άτοπο αφού a, c > 0.
Αν a− a + c ≤ a, τότε c ≤ a, όµως a ≤ c, άρα a = c.
∆ηλαδή a = b = c, επειδή όµως οι a, b και c είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ

τους, ϑα είναι a = b = c = 1. Τότε D = b2 − 4ac = 1 − 4 = −3, που όπως
είδαµε σε προηγούµενο παράδειγµα υπάρχει µία µόνο ανηγµένη µορφή Gauss µε
διακρίνουσα -3.

2

Πρόβληµα:

Να ϐρεθούν οι ανηγµένες µορφές Gauss µε διακρίνουσα D = −23.

Λύση:

΄Εστω [a, b, c] µία τέτοια µορφή, τότε από ϑεώρηµα 3.2.4 0 < a ≤
√
−−23

3
=

2, 7688..., δηλαδή a = 1 ή 2.
Αν a = 1 τότε b = −1, 0, 1, (αφού |b| ≤ a). Το b δεν µπορεί να είναι ίσο µε 0

αφού τότε το D = −4ac δεν ϑα είναι ισότιµο µε 1 (mod 4). Επίσης το b δεν µπορεί
να είναι ίσο µε -1, αφού τότε |b| = a και από τον ορισµό της ανηγµένης µορφής ϑα
έπρεπε b ≥ 0. ΄Αρα b = 1 και τότε c = b2−D

4a
= 1+23

4
= 6. Πράγµατι η µορφή Gauss

[1, 1, 6] είναι ανηγµένη.
Αν a = ±2, τότε όπως πριν έχουµε b = ±1 (είδαµε ότι το b δε µπορεί να είναι

ίσο µε 0) και c = 3. Οι µορφές [2, 1, 3] και [2,−1, 3] είναι ανηγµένες.
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Υπάρχουν λοιπόν τρεις ανηγµένες µορφές και λέµε ότι ο αριθµός κλάσεων για
τον -23 είναι 3.

2

Οι µορφές Gauss της µορφής [a, a, c] (µε διακρίνουσα D) λέγονται ειδικές
ασαφείς µορφές (special ambiguous forms). Στο ϑεώρηµα 3.2.1 είδαµε ότι αν οι
διακεκριµένοι πρώτοι διαιρέτες είναι r το πλήθος, τότε υπάρχουν 2r ειδικές ασαφείς
µορφές. Από το ϑεώρηµα 3.2.3 έχουµε ότι οι ειδικές ασαφείς µορφές [a, a, c] και
[4c− a, 4c− a, c] είναι γνήσια ισοδύναµες. (Αυτές δεν µπορεί να είναι ίδιες, αν ήταν
ϑα είχαµε 4c − a = a, δηλαδή 2c = a, επειδή όµως οι a και c είναι πρώτοι µεταξύ
τους ϑα είναι c = 1 και a = 2, οπότε b = 2, άτοπο αφού ο b είναι περιττός). Στις
ειδικές ασαφείς µορφές [a, a, c] ισχύει a 6= 2c και a < 4c (αφού a2 − 4ac = D < 0).
Από τα ϑεωρήµατα 3.2.3 και 3.2.5 έπεται ότι η [a, a, c] είναι γνήσια ισοδύναµη µε
µία ανηγµένη µορφή [∗, ∗, c]. ΄Αρα αν δύο µορφές [a, a, c] και [a′, a′, c′] είναι γνήσια
ισοδύναµες µε την ίδια ανηγµένη µορφή, ϑα πρέπει c′ = c και τότε, αφού

a2 − 4ac = D = a′2 − 4a′c′

έχουµε (a′− 2c)2 = (a− 2c)2, όπου a′ = a ή 4c− a. ∆ηλαδή κάθε ειδική ασαφή
µορφής [a, a, c] είναι γνήσια ισοδύναµη µε ακριβώς µία άλλη ειδική ασαφή µορφή,
την [4c − a, 4c − a, c]. Για παράδειγµα η [1, 1, 1, ] είναι γνήσια ισοδύναµη µε την
[3, 3, 1], και µε καµία άλλη ειδική ασαφή µορφή.

Η σχέση ισοδυναµίας που έχουµε ορίσει (γνήσια ισοδυναµία) χωρίζει τις µορφές
Gauss σε κλάσεις ισοδυναµίας. ΄Αρα αφού οι ειδικές ασαφείς µορφές ϐρίσκονται σε
῾῾ ισοδύναµα Ϲευγάρια ᾿᾿, ϑα ϐρίσκουµε τις 2r ειδικές ασαφείς µορφές σε 2r−1 κλάσεις.
∆ηλαδή αν µία κλάση περιέχει την [a, a, c], ϑα περιέχει και την [4c− a, 4c− a, c] και
καµία άλλη ειδική ασαφή µορφή.

Για παράδειγµα, αν D = −23 υπάρχουν τρεις κλάσεις ισοδυναµίας, όσες και οι
ανηγµένες µορφές, που όπως είδαµε είναι οι [1, 1, 6] και [2,±1, 3]. Εδώ το r = 1 και
οι ειδικές ασαφείς µορφές είναι οι [1, 1, 6] και [23, 23, 6], οι οποίες ϐρίσκονται στην
κλάση που ορίζει η ανηγµένη µορφή [1, 1, 6].

΄Εστω [
[
a, b, c

]
] η κλάση ισοδυναµίας που περιέχει την µορφή [a, b, c]. Μία

κλάση ισοδυναµίας που περιέχει µία ειδική ασαφή µορφή ϑα λέγεται ειδική ασαφής
κλάση. Από τα παραπάνω έπεται ότι υπάρχουν 2r−1 ειδικές ασαφείς κλάσεις (όπου
r το πλήθος των διακεκριµένων πρώτων διαιρετών του D).
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3.3 Τριαδικές τετραγωνικές µορφές πινάκων

Για να αποδείξουµε ότι κάθε ϑετικός ακέραιος γράφεται σαν άθροισµα τριών τρίγωνων
αριθµών, ϑα χρειαστεί να µελετήσουµε τρία επί τρία πίνακες.

΄Εστω M =




a b c
d e f
h i j


 ένας αντιστρέψιµος τρία επί τρία πίνακας. Ορίζουµε

M =




ej − fi fh− dj di− eh
ci− bj aj − ch bh− ai
bf − ce cd− af ae− bd


 .

Τότε
M ·MT

= (detM)I.

Απόδειξη :
Το στοιχείο της πρώτης γραµµής και πρώτης στήλης είναι ίσο µε a(ej − fi) −

b(dj−fi)+c(di−eh), που είναι ίσο µε την ορίζουσα detM , αν τη δούµε ανεπτυγµένη
ως προς την πρώτη στήλη.

Το στοιχείο της πρώτης γραµµής και δεύτερης στήλης είναι ίσο µε a(ci− bj) +
b(aj − ch) + c(bh− ai) = aci− abj + abj − bch + bch− aci = 0.

Οµοίως και για τα υπόλοιπα στοιχεία.

2

Εποµένως
M

T
= (detM)M−1

και

detM = |(detM)M−1| = (detM)3 · det(M−1) = (detM)3 · 1

detM
= (detM)2

Επίσης
MM

T
= (detM)I ⇒

(MM
T
)T = ((detM)I)T ⇒
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MMT = (detM)I ⇒

M = (detM)(MT )−1 ⇒

M = (detM)(M−1)T ⇒

M = (detM2)M−1
T ⇒

M = (detM)2(detM)−1M = (detM)M.

Στις παραπάνω ισοδυναµίες χρησιµοποιήσαµε τις σχέσεις :
i) MM ′ = M ·M ′

ii) MT = M
T

iii) sM = s2M

iv) (detM)−1M = M−1
T

Τις οποίες και ϑα αποδείξουµε :
i)

MM ′ =




a b c
d e f
h i j


 ·




a′ b′ c′

d′ e′ f ′

h′ i′ j′


 =




aa′ + bd′ + ch′ ab′ + be′ + ci′ ac′ + bf ′ + cj′

a′d + ed′ + fh′ db′ + ee′ + fi′ dc′ + ef ′ + fj′

ha′ + id′ + jh′ hb′ + ie′ + ji′ c′h + f ′i + jj′




Το στοιχείο της πρώτης γραµµής και της πρώτης στήλη ϑα είναι το :
(db′ + ee′ + fi′)(c′h + f ′i + jj′) + (dc′ + ef ′ + fj′)(hb′ + ie′ + ji′) = db′c′h +

db′f ′i + db′jj′ + ee′c′h + ee′f ′i + ee′jj′ + fi′c′h + fi′f ′i + fi′jj′ − dc′hb′ − dc′ie′ −
dc′ji′ − ef ′hb′ − ef ′ie′ − ef ′ji′ − fj′hb′ − fj′ie′ − fj′ji′ = db′f ′i + db′jj′ + ee′c′h +
ee′jj′ + fi′c′h + fi′f ′i− dc′ie′ − dc′ji′ − ef ′hb′ − ef ′ji′ − fj′hb′ − fj′ie′.
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Το δεύτερο µέλος της ισότητας µας δίνει :

M ·M ′ =




ej − fi fh− dj di− eh
ci− bj aj − ch bh− ai
bf − ce cd− af ae− bd


 ·




e′j′ − f ′i′ f ′h′ − d′j′ d′i′ − e′h′

c′i′ − b′j′ a′j′ − c′h′ b′h′ − a′i′

b′f ′ − c′e′ c′d′ − a′f ′ a′e′ − b′d′




Τώρα το στοιχείο της πρώτης γραµµής και της πρώτης στήλη είναι το :
(ej − fi)(e′j′ − f ′i′) + (fh − dj)(c′i′ − b′j′) + (di − eh)(b′f ′ − c′e′) = eje′j′ −

ejf ′i′−fie′j′+fif ′i′+fhc′i′−fhb′j′−djc′i′+djb′j′+dib′f ′−dic′e′−ehb′f ′+ehc′e′.

Παρατηρώντας τα δύο αθροίσµατα ϐλέπουµε ότι είναι τα ίδια. ΄Οµοια εργαζό-
µαστε για τα άλλα στοιχεία του πίνακα.

ii)

MT =




a d h
b e i
c f j


 =




ej − fi ci− bj bf − ce
fh− dj aj − ch cd− af
di− eh bh− ai ae− bd


 =




ej − fi fh− dj di− eh
ci− bj aj − ch bh− ai
bf − ce cd− af ae− bd




T

= M
T
.

iii)

sM =




sa sb sc
sd se sf
sh si sj


 =




s2ej − s2fi s2fh− s2dj s2di− s2eh
s2ci− s2bj s2aj − s2ch s2bh− s2ai
s2bf − s2ce s2cd− s2af s2ae− s2bd


 =

= s2




ej − fi fh− dj di− eh
ci− bj aj − ch bh− ai
bf − ce cd− af ae− bd


 = s2M

iv) ΄Εχουµε ότι M
T

= (detM)M−1, αν ϑέσουµε όπου M το M−1, ϑα έχουµε
M−1

T
= (det(M−1))M = (detM)−1M

2

Αν έχουµε τον πίνακα M =




1 0 0
0 e f
0 f j


, τότε M =




1 0 0
0 j −f
0 −f e
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και αν

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c


 ,

µε detF 6= 0, τότε

F =




bc− v2

4
vw
4
− cu

2
uv
4
− bw

2
vw
4
− cu

2
ac− w2

4
uw
4
− av

2
uv
4
− bw

2
uw
4
− av

2
ab− u2

4


 .

Αν a, b, c, u, v, w ∈ Z, τότε πίνακες της µορφής του F ϑα λέγονται πίνακες
ακέραιας τριαδικής τετραγωνικής µορφής (integral ternary quadratic form
matrices) ή για συντοµία απλά τριαδικοί (ternary).

Με τον συµβολισµό GL3(Z) ϑα εννοούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα των τρία
επί τρία πινάκων µε ακέραια στοιχεία και ορίζουσα ±1.

Αν G ∈ GL3(Z) τότε και G ∈ GL3(Z) (να ϑυµηθούµε ότι detG = (detG)2).
Αν ο F είναι τριαδικός το ίδιο ϑα ισχύει και για τον GFGT . Θα λέµε ότι δύο

τριαδικοί πίνακες F και F ′ είναι ισοδύναµοι αν υπάρχει κάποιος πίνακας G ∈
GL3(Z) τέτοιος ώστε F ′ = GFGT . Η σχέση που ορίσαµε είναι σχέση ισοδυναµίας.

΄Εστω πίνακας G ∈ GL3(Z) της µορφής




r s 0
t q 0
0 0 1




µε την ῾῾πάνω αριστερά ορίζουσα᾿᾿ rq − st, ίση µε 1, τότε ο G ϑα λέγεται top
left heavy πίνακας. Το σύνολο των top left heavy πινάκων αποτελεί υποοµάδα της
GL3(Z).

(΄Ευκολα ϐλέπουµε ότι η προσεταιριστική ιδιότητα ισχύει, το ουδέτερο στοιχείο
είναι ο I και ο αντίστροφος του G υπάρχει, αφού detG = 1 6= 0 και είναι ο


q −s 0
−t r 0
0 0 1


, ο οποίος ανήκει στην GL3(Z)).

Μία παρατήρηση που ϑα µας ϕανεί χρήσιµη είναι ότι αν ο G =




r s 0
t q 0
0 0 1
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είναι top left heavy πίνακας, τότε και ο G =




q −t 0
s r 0
0 0 qr − st


 =




q −t 0
s r 0
0 0 1




είναι top left heavy πίνακας.
΄Οµοια ορίζουµε τους bottom right heavy πίνακες, να είναι της µορφής




1 0 0
0 r s
0 t q




µε την ῾῾κάτω δεξιά ορίζουσα᾿᾿ rq − st να είναι ίση µε 1, επίσης αποτελούν υπο-
οµάδα της GL3(Z). Πάλι έχουµε ότι αν ο G είναι bottom right heavy πίνακας, το
ίδιο ϑα ισχύει και για τον G.

Αν ο F είναι τριαδικός και ο G είναι top left heavy πίνακας, τότε ο GFGT έχει
τη µορφή:




[
r s
t q

] [
a u

2
u
2

a

] [
r t
s q

]
∗

∗ c




µε τον κάτω δεξιά όρο c του GFGT ίδιο µε αυτό του F .
Επίσης η πάνω αριστερά δύο επί δύο ορίζουσα των GFGT και F παραµένει ίδια,

αφού στον F είναι

det

[
a u

2
u
2

a

]
= ab− u4

4

και στον GFGT είναι det(

[
r s
t q

] [
a u

2
u
2

a

] [
r t
s q

]
) = (rq−st)·(ab−u4

4
)·(rq−st) =

1 · (ab− u4

4
) · 1 = ab− u4

4
.

Αντίστοιχα αν ο G είναι bottom right heavy πίνακας τότε ο GFGT έχει τη µορφή:




a ∗
∗

[
r s
t q

] [
b v

2
v
2

c

] [
r t
s q

]



µε τον πάνω αριστερά όρο a, ίδιο στους F και GFGT . Επίσης η κάτω δεξιά δύο
επί δύο ορίζουσα είναι ίδια στους δύο πίνακες.

Με την ϐοήθεια των δύο ϑεωρηµάτων που ακολουθούν ϑα µπορέσουµε να χρησι-
µοποιήσουµε τους top left heavy και bottom right heavy πίνακες για να ϕτάσουµε
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τους τριαδικούς πίνακες σε ανηγµένες µορφές, µε τρόπο όµοιο όπως ϕτάναµε σε
ανηγµένη µορφή µία δοσµένη µορφή Gauss.

Θεώρηµα 3.3.1:

Αν

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




είναι τριαδικός πίνακας και

G =




0 1 0
−1 0 0
0 0 1




τότε

GFGT =




b −u
2
∗

−u
2

a ∗
∗ ∗ c




όπου τα * είναι ακέραιοι ή µισά ακεραίων. Επιπλέον, αν

G′ =




1 0 0
n 1 0
0 0 1




τότε

G′FG′T =




a an + u
2

∗
an + u

2
an2 + un + b ∗

∗ ∗ c




Να σηµειώσουµε ότι a(an2 + un + b) − (an + u
2
)2 = ab − (u

2
)2 (δηλαδή η πάνω

αριστερά δύο επί δύο ορίζουσα παραµένει ίδια) και ότι αν a 6= 0 και n ο κοντινότερος
ακέραιος στο −u

2a
τότε |2an + u| ≤ |a| (δηλαδή το νέο u είναι απολύτως µικρότερο του

|a|).

Απόδειξη:

GFGT =




0 1 0
−1 0 0
0 0 1


 ·




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c


 ·




0 −1 0
1 0 0
0 0 1


 =
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=




u
2

b v
2

−a −u
2
−w

2
w
2

v
2

c


 ·




0 −1 0
1 0 0
0 0 1


 =




b −u
2

v
2

−u
2

a −w
2

v
2

−w
2

c




και

G′FG′T =




1 0 0
n 1 0
0 0 1


 ·




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c


 ·




1 n 0
0 1 0
0 0 1


 =




a u
2

w
2

an + u
2

un
2

+ b nw
2

+ v
2

w
2

v
2

c


 ·




1 n 0
0 1 0
0 0 1


 =




a an + u
2

w
2

an + u
2

an2 + un + b nw
2

+ v
2

w
2

nw
2

+ v
2

c




2

Θεώρηµα 3.3.2:

Αν

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




είναι τριαδικός πίνακας και

G =




1 0 0
0 0 1
0 −1 0




τότε

GFGT =




a ∗ ∗
∗ c −v

2

∗ −v
2

b




όπου τα * είναι ακέραιοι ή µισά ακεραίων. Επιπλέον, αν

G′ =




1 0 0
0 1 n
0 0 1
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τότε

G′FG′T =




a ∗ ∗
∗ cn2 + vn + b cn + v

2

∗ cn + v
2

c




Να σηµειώσουµε ότι η κάτω δεξιά δύο έπι δύο ορίζουσα των F (bc − v2

4
) και

G′FG′T (c(cn2 + vn + b)− (cn + v
2
)2 = c2n2 + cvn + cb− c2n2 − v2

4
− cvn = cb− v2

4
)

παραµένει ίδια. Επίσης αν ο n είναι ο κοντινότερος ακέραιος στο− v
2c
, τότε |2cn+v| ≤

|c| (δηλαδή το νέο v είναι απόλυτα µικρότερο ίσο του |c|).
Η απόδειξη είναι όµοια µε την προηγούµενη.

Θεώρηµα 3.3.3:

΄Εστω

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




τριαδικός πίνακας, τότε υπάρχει ένας top left heavy πίνακας G τέτοιος ώστε :
(1) Η πάνω αριστερά δύο επί δύο ορίζουσα j του F να είναι ίση µε αυτή του

GFGT .

(2) Η απόλυτη τιµή του πάνω αριστερά όρου του GFGT να είναι ≤
√

4|j|
3
.

(3) Ο κάτω δεξιά όρος του F (δηλαδή το j = ab − u2

4
) να είναι ίσος µε τον κάτω

δεξιά όρο του πίνακα GFGT .

Απόδειξη:

Είδαµε από το ϑεώρηµα 3.3.1 ότι µπορούµε να ϕτάσουµε σε ισοδύναµο πίνακα

του F (µε τη ϐοήθεια του




0 1 0
−1 0 0
0 0 1


) που να ισχύει |a| ≤ |b| (ενώ το u αλλάζει

µόνο πρόσηµο, δηλαδή το |u| παραµένει σταθερό). Μπορούµε επίσης να ϕτάσουµε

σε ισοδύναµο πίνακα του F µε |u| ≤ |a| (µε τη ϐοήθεια του πίνακα




1 0 0
n 1 0
0 0 1


,

για n τον κοντινότερο ακέραιο στο −u
2a

). ΄Οµοια µε τη λογική του ϑεωρήµατος 3.2.6,
µπορούµε να ϕτάσουµε σε έναν ισοδύναµο πίνακα του F ώστε να ισχύει

|u| ≤ |a| ≤ |b|.
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∆ηλαδή υπάρχει πίνακας G τέτοιος ώστε για τον GFGT να ισχύει |u| ≤ |a| ≤ |b|.
Τότε όπως σηµειώσαµε στο ϑεώρηµα 3.3.1 κατά την µετάβαση του F στον

MFMT (µε M =




0 1 0
−1 0 0
0 0 1


 ή




1 0 0
n 1 0
0 0 1


), η πάνω αριστερά δύο επί δύο

ορίζουσα δεν αλλάζει. ΄Αρα και κατά τη µετάβαση του F στον GFGT (µε G ένα
γινόµενο πινάκων Μ) η πάνω αριστερά δύο επί δύο ορίζουσα δε ϑα αλλάζει. Εποµέν-
ως και ο κάτω δεξιά όρος του F είναι ίδιος µε αυτόν του GFGT (αν έχουµε έναν
πίνακα Α, τότε από τον ορισµό του A ο κάτω δεξιά όρος του A είναι ίσος µε την πάνω
αριστερά ορίζουσα του Α). Μένει να αποδείξουµε το (2).

Αν a = 0, σταµατάµε εδώ αφού 0 ≤
√

4|j|
3
. ΄Εστω λοιπόν ότι a 6= 0. ΄Εχουµε ότι

|u| ≤ |a| ≤ |b|,

άρα
4a2 ≤ u2 − u2 + 4|ab| ≤ a2 − u2 + 4|ab|,

δηλαδή
3a2 ≤ −u2 + 4|ab|.

Αν ab ≥ 0, έχουµε 3a2 ≤ −u2+4ab, δηλαδή a2 ≤ 4
3
(ab− u2

4
). ΄Εχουµε |a|, |b| ≥ u,

άρα |ab| ≥ u2, και αφού ab ≥ 0 είναι ab − u2

4
≥ 0, τότε a ≤

√
4
3
(ab− u2

4
). ΄Οµως η

πάνω αριστερά ορίζουσα του GFGT (η οποία είναι η ab − u2

4
) είναι ίση µε αυτή του

F (δηλαδή τη j), άρα j = ab− u2

4
, τότε a ≤

√
4
3
j =

√
4
3
|j| (αφού j = ab− u2

4
≥ 0).

Αν ab < 0, έχουµε

3a2 ≤ −4ab− u2 ≤ −4ab + u2.

∆ηλαδή

a2 ≤ −4

3
(ab− u2

4
).

΄Οµως ab − u2

4
< 0, άρα −4

3
(ab − u2

4
) > 0 και η παραπάνω σχέση µας δίνει

a ≤
√
−4

3
(ab− u2

4
). Επίσης j = ab− u2

4
< 0, άρα a ≤

√
4
3
|j|.

2
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Θεώρηµα 3.3.4:

΄Εστω

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




τριαδικός πίνακας, τότε υπάρχει ένας bottom right heavy πίνακας G τέτοιος
ώστε :

(1) Η κάτω δεξιά δύο επί δύο ορίζουσα k του F να είναι ίση µε αυτή του HFHT .

(2) Η απόλυτη τιµή του κάτω δεξιά όρου του HFHT να είναι ≤
√

4|k|
3

.

(3) Ο πάνω αριστερά όρος του HFH
T να είναι ίσος µε αυτόν του F (ο όρος αυτός

είναι ο k
detF

).

Απόδειξη:

΄Εχουµε F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c


 τριαδικός πίνακας, τότε

F =




bc− v2

4
vw
4
− cu

2
uv
4
− bw

2
vw
4
− cu

2
ac− w2

4
uw
4
− av

2
uv
4
− bw

2
uw
4
− av

2
ab− u2

4


 .

΄Εστω ότι ο F είναι τριαδικός. Από το ϑεώρηµα 3.3.2 και όπως προηγουµένως,
υπάρχει ένας bottom right heavy πίνακας H τέτοιος ώστε για τον HFHT να ισχύει

|v| ≤ |c| ≤ |b|.

(1) Από το ϑεώρηµα 3.3.2 είδαµε ότι κάτα την πράξη HFHT µε H bottom right
heavy πίνακα, η τιµή της κάτω δεξιάς ορίζουσας του F και του HFHT δεν αλλάζει.

(2) Με τη ϐοήθεια της σχέσης |v| ≤ |c| ≤ |b|, έχουµε:

4c2 ≤ v2 − v2 + 4|cb| ≤ c2 − v2 + |4cb|

δηλαδή
3c2 ≤ −v2 + |4cb|.
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΄Εστω cb ≥ 0, τότε 3c2 ≤ −v2 + 4cb, δηλαδή

c2 ≤ 4

3
(bc− v2

4
).

΄Εχουµε ότι |b|, |c| ≥ |v
2
|, άρα |bc| ≥ v2

4
και επειδή cb ≥ 0 έπεται ότι bc ≥ v2

4
.

΄Αρα

c ≤
√

4

3
(bc− v2

4
).

΄Οµως k = bc− v2

4
≥ 0, άρα

c ≤
√

4

3
|k|.

΄Οµοια για bc < 0.
(3) Ο H είναι bottom right heavy πίνακας, όπως είδαµε το ίδιο ϑα ισχύει και

για τον H και τότε ο F και ο HFH
T έχουν το ίδιο πάνω αριστερά στοιχείο.

(Ας ϑυµηθούµε ότι αν ο G είναι bottom right heavy πίνακας τότε ο GFGT έχει
τη µορφή:




a ∗
∗

[
r s
t q

] [
b v

2
v
2

c

] [
r t
s q

]



µε τον πάνω αριστερά όρο a, ίδιο στους πίνακες F και GFGT ).
Ποιό είναι όµως αυτό το στοιχείο;
Ονοµάσαµε k την κάτω δεξιά δύο επί δύο ορίζουσα του F , η οποία είναι ίδια µε

αυτή του HFHT .

Το πάνω αριστερά στοιχείο HFHT είναι αυτή η ορίζουσα k.
΄Οµως

HFHT = H · F ·HT
= detF ·HFH

T

άρα το πάνω αριστερά στοιχείο του HFH
T είναι το k

detF
.

΄Εστω ότι ο πίνακας F δεν είναι τριαδικός. ΄Ολοι οι όροι του 4F είναι ακέραιοι,
άρα είναι τριαδικός και για τον 2F ισχύει το ϑεώρηµα (ο πίνακας 2F είναι τριαδικός
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και αποδείξαµε το ϑεώρηµα στην περίπτωση που και ο 2F = 4F είναι τριαδικός
πίνακας). Θα δείξουµε τώρα ότι το ϑεώρηµα ϑα ισχύει και για τον F .

(1) ΄Εχουµε ότι η κάτω δεξιά ορίζουσα του 4F είναι ίση µε την αντίστοιχη του
4HFHT (το ϑεώρηµα ισχύει για τον 2F ) . ΄Οµως η κάτω δεξιά ορίζουσα του 4F είναι
τέσσερις ϕορές η κάτω δεξιά ορίζουσα του F και επίσης η κάτω δεξιά ορίζουσα του
4HFHT είναι τέσσερις ϕορές η κάτω δεξιά ορίζουσα του HFHT , άρα και η κάτω
δεξιά ορίζουσα του F είναι ίση µε την αντίστοιχη του HFHT .

(2) Αν c ο κάτω δεξιά όρος του HFHT , τότε ο αντίστοιχος του 4HFHT ϑα
είναι ο 4c. ∆είξαµε ότι το ϑεώρηµα ισχύει για τον 2F , δηλ 4|c| ≤

√
4|k|
3

, τότε όµως

|c| ≤ 4|c| ≤
√

4|k|
3

.

(3) Η απόδειξη του τρία είναι ίδια µε πριν.

2

΄Εστω

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




τριαδικός πίνακας. Ξεκινώντας µε την F ϑα ϕτιάξουµε µια ακολουθία F1,F2,F3,...
από τριαδικούς πίνακες, ισοδύναµους µε την F (άρα η διακρίνουσα D είναι κοινή
για τους πίνακες τις ακολουθίας). Το an ϑα συµβολίζει τον πάνω αριστερά όρο του
πίνακα Fn, ενώ το jn ϑα συµβολίζει την δύο επί δύο πάνω αριστερά ορίζουσα του Fn,
το οποίο είναι και το κάτω δεξιά στοιχείο cn του Fn.

Με kn ϑα συµβολίζουµε την κάτω δεξιά ορίζουσα του Fn, οπότε ϑα ισχύει kn =
anD, όπου D η διακρίνουσα του Fn (και των άλλων πινάκων της ακολουθίας).

(kn = (ac− w2

4
)(ab− u2

4
)− (

uw

4
− av

2
)2

= a2bc− acu2

4
− abw2

4
+

w2u2

16
− w2u2

16
− a2v2

4
+

avuw

4
=

= a(abc− cu2

4
− bw2

4
− av2

4
+

vuw

4
) =

= a(a(bc− v2

4
)− u

2
(
uc

2
− vw

4
) +

w

2
(
uv

4
− bw

2
)) =



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΠΟΛ�ΥΓΩΝΟΙ ΑΡΙΘΜΟ�Ι 127

= a(a ·
[

b v
2

v
2

c

]
− u

2
·
[

u
2

v
2

w
2

c

]
+

w

2
·
[

u
2

b
w
2

v
2

]
) =

= a · detF = an ·D)

Αν |a| ≤
√

4|j|
3
, όπου j = ab− u2

4
, ϑέτουµε F1 = F .

Αν όχι, ϑεωρούµε τον πίνακα G όπως στο ϑεώρηµα 3.3.3 και ϑέτουµε F1 =

GFGT , τώρα αν a1 ο πάνω αριστερά όρος του F1, έχουµε |a1| ≤
√

4|j|
3
.

Αν c1 ο κάτω δεξιά όρος του F1 και c ο κάτω δεξιά όρος του F , τότε c1 = c και οι
δύο ίσοι µε j (αν F1 = F προφανώς ισχύει, αν F1 = GFGT ισχύει από το ϑεώρηµα
3.3.3 (3) ).

΄Εστω k1 η κάτω δεξιά ορίζουσα του F1. Αν |c1| ≤
√

4|k1|
3

, σταµατάµε τη δι-
αδικασία. ∆ιαφορετικά ϑεωρούµε πίνακα H σαν αυτό του ϑεωρήµατος 3.3.4 και
ϑέτουµε F2 = HF1H

T . Τώρα αν ο c2 ο κάτω δεξιά όρος του HF1H
T , έχουµε

|c2| ≤
√

4|k1|
3

≤ |c1|.

Αν a2 ο πάνω αριστερά όρος του F2, τότε a2 = a1 (από ϑεώρηµα 3.3.4). Να
σηµειώσουµε ότι F2 = HF1H

T (F2 = HF1H
T

= H · F1 ·HT , όµως H = H (αφού ο
H είναι bottom right heavy πίνακας ϑα ανήκει στο SL2(Z), άρα detH = 1, τότε από
τη σχέση M = detM ·M έχουµε H = H) ).

΄Εστω j2 η πάνω αριστερά ορίζουσα του F2. Αν |a1| ≤
√

4|j2|
3

σταµατάµε τη
διαδικασία. ∆ιαφορετικά έστω πίνακας G όπως στο ϑεώρηµα 3.3.3 και ϑέτουµε
F3 = GF2G

T , τότε αν a3 ο πάνω αριστερά όρος του F3, έχουµε

|a3| ≤
√

4|j2|
3

< |a2|.

Με τον κάτω δεξιά όρο του F3 ίσο µε αυτόν του F2, δηλαδή c3 = c2.

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία κατασκευάζουµε µία ακολουθία από ισοδύναµους
τριαδικούς πίνακες, F ,F1,F2,F3,... µε

|a1| = |a2| > |a3| = |a4| > ...
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και

|c| = |c1| > |c2| = |c3| > |c4| = ...

Η διαδικασία αυτή κάποια στιγµή πρέπει να σταµατήσει, αφού τα a είναι ακέραιοι
και τα c µισά ακεραίων. ΄Αρα για κάποιο n ϑα έχουµε |an| ≤

√
4|jn|

3
και |cn| ≤

√
4|kn|

3
.

΄Αρα κάθε τριαδικός πίνακας F είναι ισοδύναµος µε έναν τριαδικό πίνακα µε

|a| ≤
√
|u2 − 4ab|

3

και αν D η ορίζουσα του F , ισχύει

|c| = |ab− u2

4
| ≤

√
4|(ac− w2

4
)(ab− u2

4
)− (uw

4
− av

2
)2|

3
≤

√
4|aD|

3
.

΄Επεται το ακόλουθο ϑεώρηµα

Θεώρηµα 3.3.5:

Κάθε τριαδικός πίνακας F είναι ισοδύναµος µε έναν τριαδικό πίνακα

F =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




τέτοιο ώστε

|a| ≤
√
|u2 − 4ab|

3
και |u2 − 4ab| ≤ 8

√
|aD|

3

και συνεπάγεται ότι |a| ≤ 4
3

3
√
|D|, όπου D η ορίζουσα του F .

Απόδειξη:

3a2 ≤ 8
√

|aD|
3

, άρα 9a4 ≤ 64 |aD|
3

.

2
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Παράδειγµα:

Ας ϑεωρήσουµε τον πίνακα

F =




3 2 −1
2 32 −4
−1 −4 7


 ,

τότε

F =




208 −10 24
−10 20 10
24 10 92


 .

΄Εχουµε a1 = 3 και j1 = 3 · 32− 2 · 2 = 92, ισχύει ότι |a1| ≤
√

4|j1|
3

και ϑέτουµε
F = F1, µε c1 = 92.

Επίσης k1 = 20 · 92− 10 · 10 = 1740 και |c1| = 92 >
√

4|k1|
3
' 48, 1, δεν ισχύει η

δεύτερη ανισότητα και σύµφωνα µε την παραπάνω διαδικασία πρέπει να ϐρούµε τον
πίνακα H όπως στο ϑεώρηµα 3.3.4 και να ϑέσουµε F2 = HF1H

T . Από το ϑεώρηµα
3.3.4, αν c2 ο κάτω δεξιά όρος του HF1H

T , ϑα έχουµε

|c2| ≤
√

4|k1|
3

< |c1|.

Τώρα ϑα υπολογίσουµε τον H. Είδαµε στην απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.3.4 ότι
ο Ϲητούµενος πίνακας H, είναι ένας ισοδύναµος του

F =




208 −10 24
−10 20 10
24 10 92




τέτοιος ώστε να ισχύει η ανισότητα |v| ≤ |c| ≤ |b|.
Στον F έχουµε v = 20, c = 92, b = 20 και δεν ισχύει η τριπλή ανισότητα. Αρχικά

ϑα ϐρούµε έναν ισοδύναµό του µε |c| ≤ |b|.
Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 3.3.2 ϑεωρούµε τον πίνακα

G1 =




1 0 0
0 0 1
0 −1 0
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και έχουµε

G1FGT
1 =




208 24 10
24 92 −10
10 −10 20




τώρα v = −20, c = 20, b = 92 και η τριπλή ανισότητα |v| ≤ |c| ≤ |b| ισχύει. ΄Εχουµε
δηλαδή H = G1 και ϑέτουµε

F2 = HF1H
T

=




3 −1 −2
−1 7 4
−2 4 32




Θα δούµε ότι πράγµατι οι ανισότητες |a2| ≤
√

4|j2|
3

και |c2| ≤
√

4|k2|
3

ισχύουν. Το

|a2| = 3 ≤
√

4|j2|
3

=
√

4(3·7−(−1)(−1))
3

=
√

4·20
3
' 5, 16 και ο F2 είναι ο




208 24 10
24 92 −20
10 −20 20




΄Αρα k2 = 92 · 20 − (−20) · (−20) = 1440 και c2 = 20 και η ανισότητα |c2| ≤√
4|k2|

3
' 43, 81 ισχύει. Ο F2 λοιπόν είναι ο Ϲητούµενος πίνακας.

2

Θεώρηµα 3.3.6:

Κάθε τριαδικός πίνακας F µε ορίζουσα −1
4
είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα




0 0 −1
2

0 1 0
−1

2
0 0




Απόδειξη :

Από το ϑεώρηµα 3.3.5 ο F είναι ισοδύναµος µε έναν τριαδικό πίνακα F ′ µε
|a| ≤ 4

3
3
√
|D| = 4

3
3

√
1
4
, δηλαδή |a| ≤ 0.9 και αφού ο a είναι ακέραιος, πρέπει a = 0.
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Πάλι από το ϑεώρηµα 3.3.5. η σχέση |u2 − 4ab| ≤ 8
√

|aD|
3

, µας δίνει |u2| ≤ 0,
δηλαδή u = 0 (u ακέραιος).

΄Εστω

F ′ =




a u
2

w
2

u
2

b v
2

w
2

v
2

c




αντικαθιστώντας τα a = 0 και u = 0 έχουµε

F ′ =




0 0 w
2

0 b v
2

w
2

v
2

c




και detF ′ = w
2
(− bw

2
), όµως ο F ′ είναι ισοδύναµος µε τον F , άρα detF ′ = detF = −1

4
.

∆ηλαδή − bw2

4
= −1

4
, άρα bw2 = 1. ΄Οµως οι b και w είναι ακέραιοι, άρα b = 1 και

w2 = 1.
Θεωρούµε τον πίνακα

G =




1 0 0
−wv 1 0
−wc 0 1


 ∈ GL3(Z)

τότε

GF ′GT =




0 0 w
2

0 1 0
w
2

0 1


 .

Ας ονοµάσουµε τον παραπάνω πίνακα H. Αν w = −1 τότε ο H είναι της
Ϲητούµενης µορφής και το ϑεώρηµα αποδείχθηκε. ΄Εστω ότι w = 1, ϑεωρούµε τον
πίνακα

G′ =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 ∈ GL3(Z)

τότε

G′HG′T =




0 0 −w
2

0 1 0
−w

2
0 0


 =




0 0 −1
2

0 1 0
−1

2
0 0
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και ϕτάσαµε στο Ϲητούµενο πίνακα.

2

Θεώρηµα 3.3.7:

Κάθε τριαδικός πίνακας F µε ακέραιους όρους και ορίζουσα ίση µε 1 είναι
ισοδύναµος µε έναν εκ των




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ή




0 0 1
0 −1 0
1 0 0




Απόδειξη :

΄Εστω τριαδικός πίνακας F µε ακεραίους όρους, αυτό σηµαίνει ότι u
2
, v

2
, w

2
∈

Z. Από το ϑεώρηµα 3.3.5 ο F είναι ισοδύναµος µε έναν τριαδικό πίνακα F ′ µε
ακέραιους όρους (αυτό γιατί ο F έχει ακέραιους όρους και κατά τον πολλαπλασιασµό
µε πίνακες από το GL3(Z) οι όροι παραµένουν ακέραιοι) έτσι ώστε :

|a| ≤
√
|u2 − 4ab|

3

|u2 − 4ab| ≤ 8

√
|a|
3

|a| ≤ 4

3
, (αφού |a| ≤ 4

3
3
√
|D| και D = 1)

Από την τελευταία ανισότητα έχουµε −4
3
≤ a ≤ 4

3
, άρα a = 0, 1 ή -1.

Περίπτωση 1. a = ±1.

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι u
2

= 0 (από το ϑεώρηµα 3.3.1 αν a = 1 ϑέτουµε

n = −u
2
∈ Z, τότε κατά την πράξη GF ′GT µε G =




1 0 0
n 1 0
0 0 1


 ϕτάνουµε στον

πίνακα




1 0 ∗
0 −u2

4
+ b ∗

∗ ∗ c


, ο οποίος είναι ισοδύναµος µε τον F , έχει u

2
= 0 και το
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ερώτηµα είναι αν ισχύουν ακόµα οι ανισότητες. Αρκεί το |u′2 − 4a′b′| να είναι ίσο µε
|u2−4ab| = |u2−4b|, πράγµατι |u′2−4a′b′| = |0−4 ·1 · (−u2

4
+ b)| = |u2−4b|, όµοια

για a = −1 ϑέτουµε n = u
2
∈ Z).

Αφού
3 ≤ |u2 ± 4b| ≤ 4

(προκύπτει εύκολα από τις δύο πρώτες ανισότητες), συνεπάγεται ότι 3 ≤ | ± 4b| ≤ 4
και επειδή b ∈ Z, ϑα πρέπει b = ±1.

΄Εστω

G =




1 0 0
0 1 0

−1
2
wa 0 1




αφού ο w
2

είναι ακέραιος και a = ±1, έπεται ότι G ∈ GL3(Z) και

GF ′GT =




a 0 0
0 b v

2

0 v
2

c− w2

4a


 .

Αν

H =




1 0 0
0 1 0
0 −1

2
vb 1




έχουµε

(HG)f ′(HG)T =




a 0 0
0 b 0
0 0 c′


 .

΄Αρα detHGF ′GT HT = a · b · c′, δηλαδή 1 = abc′ και αφού a = ±1, b = ±1
έχουµε c′ = ±1. Αν οι a, b, c είναι όλοι ϑετικοί, είναι ίσοι µε ένα και ο πίνακας είναι
ο µοναδιαίος. ∆ιαφορετικά ϑα πρέπει ακριβώς δύο από αυτούς να είναι ίσοι µε -1
(αφού το γινόµενο τους είναι ίσο µε 1).

Αν a = 1, ϑέτουµε

G1 =




1 1 0
1 1 1
1 0 0
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Αν b = 1, ϑέτουµε

G2 =



−1 1 0
−1 1 1
0 1 1




Αν c = 1, ϑέτουµε

G2 =




0 1 1
−1 1 1
−1 0 1




Σε κάθε περίπτωση για το αντίστοιχο i, ο πίνακας GiHGF ′(GiHG)T είναι ο



0 0 1
0 −1 0
1 0 0


 .

Περίπτωση 2. a = 0.

Από τη σχέση |u2 − 4ab| ≤ 8
√

|a|
3
, έχουµε ότι u = 0, τότε

detF ′ = det




0 0 w
2

0 b v
2

w
2

v
2

c


 = −bw2

4
= 1

και b, w ∈ Z, δηλαδή b = −1 και w = ±2. Αφού ο v είναι άρτιος (διαφορετικά ο F ′ δε
ϑα είχε ακέραιους όρους), έχουµε ότι ο v

w
είναι ακέραιος, άρα ο παρακάτω πίνακας

G ανήκει στο GL3(Z).

G =




1 0 0
− v

w
1 0

0 0 1




Εποµένως

GF ′GT =




0 0 w
2

0 −1 0
w
2

0 c


 (I)

Αν ϑεωρήσουµε τον πίνακα H =




1 0 0
w
2

1 0
0 1 1


 ο οποίος ανήκει στο GL3(Z)

(αφού w = ±2), έχουµε:
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HGF ′GT HT =




0 0 w
2

0 −1 0
w
2

0 c− 1


 (II)

΄Αρα ο δοθείς πίνακας F είναι ισοδύναµος µε τον

F ′′ =




0 0 w
2

0 −1 0
w
2

0 c


 ,

µε c άρτιο (αν το c είναι άρτιο έχουµε τον πίνακα από την ισότητα (I), αν c
περιττό έχουµε τον πίνακα από την ισότητα (II) µε c′ = c− 1 άρτιο).

Αφού το c είναι άρτιος ο πίνακας J =




1 0 0
0 1 0
− c

w
0 1


 ανήκει στο GL3(Z) και

παίρνουµε

JF ′′JT =




0 0 w
2

0 −1 0
w
2

0 0


 .

Αν w = 2 ο παραπάνω πίνακας είναι ο




0 0 1
0 −1 0
1 0 0


.

Αν w = −2, ϑέτουµε J ′ =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 ∈ GL3(Z) και τότε

J ′JF ′′JT J ′T =




0 0 1
0 −1 0
1 0 0




και το ϑεώρηµα αποδείχτηκε.

2

Θεώρηµα 3.3.8:

΄Εστω T1, T2, T3 και X ακέραιοι, µε X 6= 0. Αν ΜΚ∆(T1, T2, T3)=1, τότε υπάρχουν
ακέραιοι U και V , πρώτοι µεταξύ τους, τέτοιοι ώστε :
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MK∆(T1V
2 − T2UV + T3V

2, 2X) = 1

Απόδειξη:

΄Εστω u1, ..., uh οι διακεκριµένοι πρώτοι που διαιρούν το 2X, αλλά όχι το T1 και
U το γινόµενο τους (ή U = 1, αν δεν υπάρχουν τέτοιοι πρώτοι).

΄Εστω v1, ..., vi οι διακεκριµένοι πρώτοι που διαιρούν το 2X και το T1, αλλά όχι
το T3 και V το γινόµενο τους (ή V = 1, αν δεν υπάρχουν τέτοιοι πρώτοι).

΄Εστω w1, ..., wk οι διακεκριµένοι πρώτοι που διαιρούν τα 2X,T1 και T3,τότε
κανένα w δε διαιρεί το Y = T1V

2 − T2UV + T3U
2, (αν ένα w διαιρούσε το Y , τότε

αφού διαιρεί και τα T1, T3 ϑα πρέπει να διαιρεί και το UV T2, όµως από τον ορισµό
των U, V το w δε µπορεί να τα διαιρεί, άρα w|T2, τότε όµως w|MK∆(T1, T2, T3) = 1,
αντίφαση).

Από τον ορισµό των U και V έχουµε ΜΚ∆(U, V ) = 1 και ΜΚ∆(Y, 2X) = 1 (αν
p|2X τότε ο p είναι ένας από τους u, v ή w. Αν είναι u τότε δε διαιρεί το T1 και διαιρεί
το U , δηλαδή διαιρεί το T2UV − T3U

2. Αν το p διαιρεί και το Y τότε το p διαιρεί το
Y + T2UV − T3U

2 = T1V
2, όµως p 6 |V (αφού το p είναι ένα από τα u), άρα p|T1,

άτοπο. ΄Οµοια αν το p είναι v ή w ).

2

Θεώρηµα 3.3.9:

΄Εστω τριαδικός πίνακας

A =




a b
2

k
2

b
2

c m
2

k
2

m
2

n




µε detA = −1
4
, a, c > 0 και b περιττό. ΄Εστω ότι b2− 4ac < 0 και ΜΚ∆(a, b, c)=1,

τότε ο πίνακας

[
a b

2
b
2

c

]

είναι γνήσια ισοδύναµος µε έναν πίνακα της µορφής
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[
N2 b′

2
b′
2

c′

]
,

όπου ΜΚ∆(N, 2(b2 − 4ac)) = 1.

Απόδειξη:

Από το ϑεώρηµα 3.3.6 υπάρχει πίνακας T ∈ GL3(Z) τέτοιο ώστε A = TMT T ,
µε

M =




0 0 −1
2

0 1 0
−1

2
0 0


 .

΄Εστω [t1 t2 t3] η κάτω σειρά του πίνακα T και [T1 T2 T3] η κάτω σειρά του πίνακα
T , τότε

±1 = detT = t1T1 + t2T2 + t3T3

(από τον ορισµό του T το Ti στοιχείο είναι το αλγεβρικό συµπλήρωµα του σ-
τοιχείου ti) και έπεται ότι ΜΚ∆(T1, T2, T3) = 1. Από το ϑεώρηµα 3.3.8 υπάρχουν
ακέραιοι U και V , πρώτοι µεταξύ τους, τέτοιοι ώστε :

MK∆(T1V
2 − T2UV + T3V

2, 2(b2 − 4ac)) = 1.

΄Εστω H, J ∈ Z τέτοιοι ώστε UJ − V H = 1 (τέτοιοι ακέραιοι υπάρχουν αφού
(U, V ) = 1). Θεωρούµε τον πίνακα

S =




U2 UH H2

2UV UJ + V H 2HJ
V 2 V J J2




Ισχύει ότι detS = 1 και SMST = M (δείτε παράρτηµα). Επίσης η δεξιά στήλη
του πίνακα S είναι (δείτε παράρτηµα):




V 2

−UV
U2


 ,
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άρα ο κάτω δεξιά όρος του πίνακα T · S είναι

[T1 T2 T3]




V 2

−UV
U2


 = T1V

2 − T2UV + U2T3,

δηλαδή είναι ο (µη µηδενικός) ακέραιος σχετικά πρώτος µε το 2(b2 − 4ac) που
είδαµε παραπάνω.

΄Εστω

TS =




r1 r2 r3

s1 s2 s3

∗ ∗ ∗




Από τη σχέση SMST = M , έχουµε ότι TSMST T T = TMT T και άρα TSM(TS)T =
A. Συγκρίνοντας λοιπόν τους πίνακες TSM(TS)T και A, παίρνουµε τις σχέσεις :

a = r2
2 − r1r3

b

2
= r2s2 − r1s3

2
− r3s1

2

c = s2
2 − s1s3

Με απλή αντικατάσταση των a, b
2
και c από τις παραπάνω σχέσεις (δείτε παράρτη-

µα), έχουµε
as2

1 − bs1r1 + cr2
1 = (r1s2 − r2s1)

2.

Το r1s2 − r2s1 είναι η κάτω δεξιά είσοδος του TS, η οποία όπως δείξαµε είναι
ίση και µε T1V

2−T2UV +U2T3 (στην πραγµατικότητα δείξαµε ότι είναι ο κάτω δεξιά
όρος του T ·S, αλλά όπως έχουµε δει παραπάνω T ·S = TS). ΄Αρα ο r1s2− r2s1 είναι
µη µηδενικός ακέραιος και σχετικά πρώτος µε τον 2(b2 − 4ac). Θέτουµε

s′′ =
s1

MK∆(s1, r1)
και r′′ =

r1

MK∆(s1, r1)
.

Οι s′′ και r′′ από τον ορισµό τους είναι πρώτοι µεταξύ τους, άρα υπάρχουν
ακέραιοι t′′ και u′′ τέτοιοι ώστε :
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−s′′t′′ − r′′u′′ = 1

και έπεται ότι ο πίνακας

G =

[ −s′′ r′′

u′′ t′′

]

ανήκει στο SL2(Z), τότε

G

[
a b

2
b
2

c

]
GT

[
N2 b′

2
b′
2

c′

]

όπου ο N = r1s2−r2s1

MK∆(s1,r1)
∈ Z είναι πρώτος µε τον 2(b2 − 4ac) (αφού ο r1s2 − r2s1

είναι πρώτος µε τον 2(b2 − 4ac)).

2
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3.4 Omega Kernel ή Τετραγωνικές Μορφές

΄Εστω D αρνητικός ακέραιος ισότιµος µε 1 (mod 4). ΄Εστω H το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας x (mod D), ώστε (x,D) = 1 και η z2 ≡ x (mod D) να έχει λύση, τότε
το H είναι πολλαπλασιαστική οµάδα. Επίσης αν x ∈ H τότε και x2 ∈ H.

Θεώρηµα 3.4.1:

Το σύνολο H έχει φ(|D|)
2r στοιχεία, όπου r το πλήθος των διακεκριµένων πρώτων

διαιρετών του D.

Απόδειξη:

Η z2 ≡ x (mod D), µε (x,D) = 1, είτε δεν έχει λύση, είτε έχει 2r λύσεις (δείτε
παράρτηµα για την ισοτιµία x2 ≡ R (mod C)).

Αν x ∈ H (δηλαδή αν η z2 ≡ x (mod D) έχει τουλάχιστον µία λύση), τότε
σύµφωνα µε το παραπάνω ϑα έχει 2r λύσεις. ΄Ολες αυτές οι λύσεις είναι ανάµεσα
στις φ(|D|) κλάσεις που είναι σχετικά πρώτες µε το D.

Αν x1, x2 διαφορετικά στοιχεία του H, τότε καµία λύση της z2 ≡ x1 (mod D) δεν
είναι λύση της z2 ≡ x2 (mod D) (διαφορετικά ϑα έπρεπε τα x1 και x2 να ανήκουν
στην ίδια κλάση, άτοπο).

΄Αρα για κάθε στοιχείο του H (δηλαδή για κάθε x ∈ H) ορίζεται ένα σύνολο
(το σύνολο των λύσεων της z2 ≡ x (mod D)), το οποίο περιέχει 2r ισοϋπόλοιπα
σχετικά πρώτα µε το D και ξένα µεταξύ τους. Το ερώτηµα είναι αν µε αυτό τον τρόπο
παίρνουµε και τις φ(|D|) κλάσεις ή λιγότερες.

Αν δείξουµε ότι κάθε κλάση που είναι σχετικά πρώτη µε το D ανήκει σε ένα
τέτοιο σύνολο, τότε 2r · |H| = φ(|D|) και το ϑεώρηµα αποδείχθηκε.

Πράγµατι αν u µία κλάση, µε (u,D) = 1, τότε u2 ∈ H και το u ανήκει στο
σύνολο των λύσεων που ορίζεται από το u2.

2

Θα λέµε ότι η µορφή Gauss F = [a, b, c] αναπαριστά έναν ακέραιο m αν και
µόνο αν υπάρχουν x, y ∈ Z τέτοια ώστε :

ax2 + bxy + cy2 = m.

Αν η F αναπαριστά έναν ακέραιο m και F ′ είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F ,
τότε και η F ′ αναπαριστά τον m.
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Εφόσον η F αναπαριστά έναν ακέραιο m, ϑα υπάρχουν x, y ∈ Z τέτοια ώστε
(x y)M(x y)T = m. ΄Οµως η F ′ είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F , άρα ϑα υπάρχει
πίνακας G ∈ SL2(Z) τέτοιος ώστε M ′ = GMGT .

Για (x′ y′) := (x y)G−1, έχουµε (x′ y′)M ′(x′ y′)T = (x y)G−1GMGT ((x y)G−1)T

= (x y)MGT (GT )−1(x y)T = (x y)M(x y)T = m, δηλαδή η F ′ αναπαριστά τον m.
΄Αρα αν η µορφή [a, b, c] αναπαριστά έναν ακέραιο m, λέµε ότι η κλάση ισο-

δυναµίας [
[
a, b, c

]
] αναπαριστά το m. Θα συµβολίζουµε µε C το σύνολο αυτών των

κλάσεων ισοδυναµίας και ϑα δείξουµε στο επόµενο κεφάλαιο ότι το C είναι οµάδα.
΄Εστω x ∈ H, τότε η z2 ≡ x (mod D) έχει λύση, έστω z και για D = b2 − 4ac,

έχουµε:

z2 + bz · 0 +
b2 −D

4
· 02 = x + QD

για κάποιο ακέραιο Q. ΄Ετσι αν x ∈ H, η µορφή Gauss [1, b, b2−D
4

] αναπαριστά
ακέραιο ισότιµο µε το x (mod D). Μία µορφή Gauss που αναπαριστά έναν ακέραιο
της µορφής x + QD, µε x ∈ H ϑα λέγεται µορφή omega kernel. Σύµφωνα µε τα
παραπάνω, αν δύο µορφές Gauss είναι γνήσια ισοδύναµες και η µία είναι µορφή
omega kernel, τότε ϑα είναι και η άλλη. ΄Αρα έχει νόηµα να ορίσουµε ως omega
kernel κλάση την κλάση του C που να περιέχει µία µορφή omega kernel (δηλαδή
µία που να αναπαριστά έναν ακέραιο της µορφής x + QD, µε x ∈ H). ΄Εστω λοιπόν
K το σύνολο των omega kernel κλάσεων.

Στο κεφάλαιο 3.6 ϑα ορίσουµε µία συνάρτηση ω µε πεδίο ορισµού το C και
σύνολο τιµών το U/H, όπου U το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας που είναι σχετικά
πρώτες µε το D. Αυτή η συνάρτηση αναπαριστά την κλάση [f ] των µορφών Gauss,
στο σύµπλοκο mH, όπου m ισοϋπόλοιπο του U ώστε ένας αριθµός της µορφής
m + QD να αναπαρίσταται από την κλάση [f ]. Θα δούµε ότι ο πυρήνας της ω
(δηλαδή το υποσύνολο του C που απεικονίζεται µέσω της ω στο H) είναι το σύνολο
των omega kernel κλάσεων.

Τώρα ϑα ορίσουµε τις τετραγωνικές µορφές.
∆ύο µορφές Gauss F1 = [a1, b1, c1] και F2 = [a2, b2, c2] ϑα λέµε ότι ϐρίσκονται

σε αρµονία (concordant) αν και µόνο αν b1 = b2 και a2|c1.

Να σηµειώσουµε ότι αφού b2
1− 4a1c1 = b2

2− 4a2c2 (οι µορφές έχουν ίδια διακρί-
νουσα D), έχουµε c1

a2
= c2

a1
, άρα και a1|c2.

Ορίζουµε τη σύνθεση F1 ◦ F2 δύο αρµονικών µορφών να είναι η µορφή

[a1a2, b1,
c1

a2

]
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Βλέπουµε ότι η σύνθεση των µορφών έχει την ίδια διακρίνουσα µε αυτές (b2
1 −

4a1a2
c1
a2

= b2
1 − 4a1c1 = D).

Για παράδειγµα η µορφή [N, b, Nc] είναι σε αρµονία µε τον εαυτό της.
Η µορφή [a, b, c] είναι τετραγωνική µορφή αν και µόνο αν υπάρχουν δύο γνήσια

ισοδύναµες µορφές Gauss, F και F ′, οι οποίες ϐρίσκονται σε αρµονία, τέτοιες ώστε
η [a, b, c] να είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F ◦ F ′.

Για παράδειγµα η [N2, b, c] = [N, b, Nc] ◦ [N, b, Nc] είναι τετραγωνική µορφή.

Θεώρηµα 3.4.2:

Αν οι µορφές F1 και F2 ϐρίσκονται σε αρµονία και αναπαριστούν ακεραίους m1

και m2 αντίστοιχα, τότε η F1 ◦ F2 αναπαριστά τον m1m2.

Απόδειξη:

΄Εστω F1 = [a1, b, c1] και F2 = [a2, b, c2]. Οι µορφές F1 και F2 αναπαριστούν
ακεραίους m1 και m2 αντίστοιχα, άρα ϑα υπάρχουν ακέραιοι x1, y1, x2 και y2 έτσι
ώστε :

m1 = a1x
2
1 + bx1y1 + c1y

2
1

m2 = a2x
2
2 + bx2y2 + c2y

2
2

΄Εστω c = c2
a1

= c1
a2

, τότε F1 ◦ F2 = [a1a2, b, c].
Θέτουµε

X = x1x2 − cy1y2

και

Y = a1x1y2 + a2y1x2 + by1y2,

τότε, όπως ανακάλυψε ο Gauss (παράρτηµα) είναι
m1m2 = (a1x

2
1 + bx1y1 + c1y

2
1)(a2x

2
2 + bx2y2 + c2y

2
2) = a1a2X

2 + bXY + cY 2

2
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Θεώρηµα 3.4.3:

Μία µορφή Gauss είναι µορφή omega kernel αν και µόνο αν είναι τετραγωνική
µορφή.

Απόδειξη:

(⇐)
Αν είναι τετραγωνική µορφή, ϑα υπάρχουν δύο γνήσια ισοδύναµες µορφές F

και F ′, οι οποίες ϐρίσκονται σε αρµονία τ.ω. η [a, b, c] να είναι γνήσια ισοδύναµη
µε την F ◦ F ′. Αν η F αναπαριστά ακέραιο x, τότε και η F ′ ϑα αναπαριστά τον ίδιο
ακέραιο x και τότε από το προηγούµενο ϑεώρηµα ϑα έχουµε ότι η F ◦F ′ αναπαριστά
τον x2. ΄Οµως x2 ∈ H, άρα η [a, b, c] είναι µορφή omega kernel.

(⇒)
΄Εστω ότι η [a, b, c] είναι µορφή omega kernel, δηλαδή αναπαριστά κάποιον

ακέραιο h + QD, µε h ∈ H.
Το h−1 ∈ H και η µορφή Gauss

[1, b,
b2 −D

4
],

όπως είδαµε παραπάνω, αναπαριστά έναν ακέραιο j, ισότιµο µε το h−1 (mod D).
Οι µορφές [a, b, c] και [1, b, b2−D

4
] ϐρίσκονται σε αρµονία και η σύνθεση τους

[a · 1, b, c
1
] = [a, b, c] αναπαριστά τον ακέραιο hj, που είναι ισότιµος µε 1 (mod D).

΄Αρα υπάρχουν ακέραιοι m, k και Q τ.ω.:

am2 − bmk + ck2 = (−Q)D + 1.

΄Εστω

A =




a b
2

k
2

b
2

c m
2

k
2

m
2

Q




Ο A έχει ορίζουσα Q(ac− b2

4
)− m

2
(am

2
− kb

4
)+ k

2
( bm

4
− ck

2
) = Q(−D

4
)− 2am2−kbm

8
+

kbm−2k2c
8

= −2QD−2am2+2kbm−2k2c
8

= 2[−QD−am2+kbm+k2c]
8

= 2(−1)
4

= −1
4
.

Από το ϑεώρηµα 3.3.9 η [a, b, c] είναι γνήσια ισοδύναµη µε την µορφή [N2, b′, c′]
µε ΜΚ∆(N, 2D) = 1.
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Επιλέγουµε N > 0. Αφού ΜΚ∆(N, 2D) = 1, από τη σχέση D = b′2 − 4N2c′,
έχουµε ότι ΜΚ∆(N, b′, Nc′) = 1. ΄Αρα η [N, b′, Nc′] είναι µορφή Gauss (µε διακρί-
νουσα b′2 − 4NNc′ = b′2 − 4N2c′ = D). Είναι σε αρµονία µε τον εαυτό της και

[N, b′, Nc′] ◦ [N, b′, Nc′] = [N2, b′, c′].

∆ηλαδή η [N2, b′, c′] είναι τετραγωνική µορφή, άρα και η [a, b, c] είναι (αφού
είναι γνήσια ισοδύναµη µε την [N2, b′, c′]).

2
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3.5 Ασαφείς ή αυτο-αντίστροφες µορφές

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ορίσουµε τις ασαφείς µορφές. Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε
µία πράξη µε την οποία το σύνολο C των κλάσεων ισοδυναµίας των µορφών Gauss
αποτελεί οµάδα. Μετά µε τη ϐοήθεια της πράξης αυτής ϑα ορίσουµε τις αυτο-
αντίστροφες µορφές και ϑα δείξουµε ότι µία µορφή είναι ασαφής αν και µόνο αν
είναι αυτο-αντίστροφη. Τέλος ϑα χρησιµοποιήσουµε αυτό το αποτέλεσµα για να
ϐγάλουµε µία πληροφορία σχετικά µε το πλήθος των στοιχείων του C.

Μία µορφή Gauss [a, b, c] ϑα λέγεται ασαφής αν και µόνο αν η [a, b, c] είναι
γνήσια ισοδύναµη µε µία ειδική ασαφή µορφή [a′, a′, c′].

Θεώρηµα 3.5.1:

Η µορφή [a, b, c] είναι ασαφής αν και µόνο αν η [a, b, c] είναι γνήσια ισοδύναµη
µε την [c, b, a].

Απόδειξη:

(⇒)
΄Εστω ότι η [a, b, c] είναι ασαφής µορφή, δηλαδή είναι γνήσια ισοδύναµη µε µία

µορφή [a′, a′, c′]. Ο πίνακας που αντιστοιχεί στην [a, b, c] είναι ο M =

[
a b

2
b
2

c

]
, ενώ

αυτός που αντιστοιχεί στην [a′, a′, c′] είναι ο M ′ =
[

a′ a′
2

a′
2

c′

]
.

Αφού οι µορφές είναι ισοδύναµες, ϑα υπάρχει πίνακας G ∈ SL2(Z), τέτοιος
ώστε :

M = GM ′GT .

Θεωρούµε τώρα τους πίνακες H =

[
0 1
1 0

]
και J =

[
1 0
1 −1

]
, τότε ο πίνακας

HGJ ανήκει στο SL2(Z), αφού detHGJ = detH · detG · detJ = (−1)1(−1) = 1.

Επίσης
JM ′JT = M ′.

(JM ′JT =

[
1 0
1 −1

]
·
[

a′ a′
2

a′
2

c′

]
·
[

1 1
0 −1

]
=

[
a′ a′

2
a′
2

a′
2
− c′

]
·
[

1 1
0 −1

]
=

[
a′ a′

2
a′
2

a′
2
− a′

2
+ c′

]
= M ′ )
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Ο M είναι γνήσια ισοδύναµος µε τον M ′. Ο M ′ είναι γνήσια ισοδύναµος µε τον
(HGJ)M ′(HGJ)T = HGJM ′JT GT HT = HGM ′GT HT = HMHT , άρα ο M είναι
γνήσια ισοδύναµος µε τον

HMHT =

[
0 1
1 0

]
·
[

a b
2

b
2

c

]
·
[

0 1
1 0

]
=

[
c b

2
b
2

a

]
,

που αντιστοιχεί στη µορφή [c, b, a], δηλαδή η µορφή [a, b, c] είναι γνήσια ισοδύναµη
µε την [c, b, a].

(⇐)
΄Εστω ότι η µορφή [a, b, c] είναι γνήσια ισοδύναµη µε την [c, b, a], τότε ϑα υπάρχει

πίνακας G ∈ SL2(Z) τ.ω. G ∗ [a, b, c] = [c, b, a].

∆ηλαδή

GMGT =

[
c b

2
b
2

a

]
.

΄Εστω G′ =
[

r s
t u

]
=

[
0 −1
−1 0

]
G, τότε

G′MG′T =

[
0 −1
−1 0

]
GMGT

[
0 −1
−1 0

]
=

[
0 −1
−1 0

] [
c b

2
b
2

a

] [
0 −1
−1 0

]
=

[ − b
2
−a

−c − b
2

] [
0 −1
−1 0

]
=

[
a b

2
b
2

c

]
= M.

∆ηλαδή G′M = M(G′T )−1 και εξισώνοντας τους πάνω αριστερά όρους των
πινάκων:

G′M =

[
r s
t u

] [
a b

2
b
2

c

]
=

[
ra + sb

2
rb
2

+ sc
ta + bu

2
uc + tb

2

]

και

M(G′T )−1 =

[
a b

2
b
2

c

] [ −u t
s −r

]
=

[ −au + bs
2

at− rb
2

−ub
2

+ cs tb
2
− cr

]

έχουµε
ra +

sb

2
= −au +

sb

2
.
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∆ηλαδή r = −u και επειδή ru−st = 1 (ru−st = detG′ = det

[
0 −1
−1 0

]
·|G| =

−1 · 1 = −1), έπεται ότι
r2 + st = 1.

Περίπτωση 1. s 6= 0

΄Εστω g =ΜΚ∆(r + 1, s), τότε η παραπάνω σχέση µας δίνει ότι

(r − 1)(
r + 1

g
) = −(

s

g
)t,

άρα ο ακέραιος r+1
g

διαιρεί το t και ο ακέραιος s
g

διαιρεί το r − 1, (αφού
g =ΜΚ∆(r + 1, s), συνεπάγεται ότι ( r+1

g
, s

g
) = 1).

΄Εστω

x =
r + 1

g
, y =

s

g
, w =

g + y

2
, z =

xw − 1

y

Θα αποδείξουµε ότι ο w είναι ακέραιος.
1) Αν ο s είναι περιττός, τότε και ο g σαν διαιρέτης του s ϑα είναι περιττός και το

ίδιο ϑα ισχύει και για τον y = s
g
, τότε όµως ο g + y είναι άρτιος (περιττός +περιττός)

και άρα ο w = g+y
2

είναι ακέραιος.
2) Αν ο s είναι άρτιος, τότε αφού r2 + st = 1, ο r ϑα πρέπει να είναι περιττός

(διαφορετικά το άθροισµα r2+st ϑα ήταν άρτιο), τότε ο g ϑα είναι άρτιος (g =ΜΚ∆(r+
1, s), µε r + 1 και s άρτια).

Συγκρίνοντας τους όρους των G′M και M(G′T )−1 έχουµε

rb

2
+ sc = at− rb

2
⇒

rb + sc = at

Οι b (εξ΄ ορισµού των µορφών Gauss) και r είναι περιττοί, άρα ο rb είναι περιττός
και ο sc άρτιος, τότε ο rb + sc είναι περιττός, άρα και ο at είναι περιτός, άρα ο t
περιττός.

Αφού (r−1)(r+1) = −st, µε t περιττό, έχουµε ότι ο s διαιρείται από µεγαλύτερη
δύναµη του 2 από αυτή που διαιρείται το r + 1. ΄Αρα ο y = s

g
είναι άρτιος και τότε ο

w = g+y
2

είναι ακέραιος.
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Θα δείξουµε ότι και ο z είναι ακέραιος.
Από τον ορισµό του z έχουµε,

z =
xg+y

2
− 1

y
=

1

2
(x + (

xg − 2

y
)) =

1

2
(x +

r − 1

s/g
).

Για να δείξουµε ότι ο z είναι ακέραιος, αρκεί να δείξουµε ότι οι δύο προσθετέοι
x και r−1

s/g
είναι ή και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί (να ϑυµηθούµε ότι ο r−1

s/g

είναι ακέραιος, αφού ο y = s
g
διαιρεί τον r − 1).

1) ΄Εστω ότι ο y = s
g
είναι άρτιος, τότε ο x είναι περιττός (αφού (x, y) = ( r+1

g
, s

g
) =

1). Επίσης ο r είναι περιττός (ο s = yg είναι άρτιος και r2 + st = 1). ΄Οπως
προηγουµένως έπεται ότι ο t είναι περιττός. Αφού (r− 1)x = −yt, µε x, t περιττούς,
έχουµε ότι ο r−1

y
είναι περιττός, άρα ο z είναι ακέραιος.

2) Αν ο y = s
g
είναι περιττός, τότε και ο s είναι περιττός (αν ο s ήταν άρτιος, όπως

είδαµε στην περίπτωση 2) για τον w, ϑα είχαµε ότι ο y είναι άρτιος, αντίφαση).
i) Αν ο x = r+1

g
είναι άρτιος, τότε και ο r+1 είναι άρτιος και συνεπάγεται ότι και

ο r − 1 είναι άρτιος. ΄Αρα ο r−1
s/g

είναι άρτιος (πηλίκο άρτιου µε περιττό). Εποµένως
οι x και r−1

s/g
είναι και οι δύο άρτιοι.

ii) Αν ο x = r+1
g

είναι περιττός, έπεται ότι ο r + 1 = xg είναι περιττός (αφού
ο g είναι περιττός, σαν διαιρέτης του περιττού ακεραίου s), τότε και ο r − 1 είναι
περιττός. ΄Αρα ο r−1

s/g
είναι περιττός (πηλίκο περιττού µε περιττό). ΄Αρα οι x και r−1

s/g

είναι και οι δύο περιττοί.
΄Εχουµε δηλαδή ότι οι x, y, w και z είναι ακέραιοι. Ας ϑεωρήσουµε πίνακα

T =

[
x y
z w

]
,

τότε T ∈ SL2(Z), (αφού έχει ακέραιους όρους και detT = xw − zy = xw −
y xw−1

y
= xw − xw + 1 = 1) και ισχύει

TG′ =
[

rx + yt sx + yu
zr + wt sz + wu

]
=

[
x y

x− z y − w

]
= JT

µε τον πίνακα J όπως προηγουµένως. ΄Εχουµε

JTMT T JT = TG′T−1TMT T (TGT−1)T = TG′MG′T T T = TMT T ,
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δηλαδή J(TMT T )JT = TMT T , τότε ο TMT T αντιστοιχεί σε ειδική ασαφή
µορφή.

(Αν για έναν πίνακα A =

[
a b
c d

]
, ισχύει JAJT = A, τότε

[
a a− b

a− c d

]
=

[
a b
c d

]
, δηλαδή b = c = a

2
, άρα A =

[
a a

2
a
2

d

]
και ο A αντιστοιχεί στην ειδική

ασαφή µορφή [a, a, c]).
΄Αρα η µορφή [a, b, c] (που αντιστοιχεί στον πίνακα M ) είναι ασαφής.
Περίπτωση 2.s = 0.

Τότε r = ±1. Αν r = 1 ϑέτουµε x = 1, y = 0, w = 1 και z = 1−t
2

, τότε όπως πριν
ϑεωρούµε τον πίνακα

T =

[
1 0

1−t
2

1

]
.

Ο πίνακας T έχει ακέραιους όρους (rb + sc = at ⇒ at = b =περιττός, άρα ο t
περιττός και ο 1−t

2
είναι ακέραιος) και detT = 1, άρα T ∈ SL2(Z) και

TG′ =
[

1 0
1−t
2

1

] [
r s
t u

]
=

[
r s

(1−t)r
2

+ t (1− t)s + u

]
=

[
1 0

1+t
2

u

]
=

[
1 0

1− 1−t
2

−1

]
=

[
1 0
1 −1

] [
1 0

1−t
2

1

]
= JT.

∆ηλαδή TG′ = JT και όπως πριν ϕτάνουµε στο αποτέλεσµα.
Για r = −1, ϑέτουµε x = t, y = 2, w = 1, z = t−1

2
και δουλεύουµε όµοια.

2

Θεώρηµα 3.5.2:

΄Εστω F1 και F2 δύο µορφές Gauss (µε την ίδια διακρίνουσα D) και N ένας µη
µηδενικός ακέραιος, τότε υπάρχουν µορφές Gauss H1 και H2 τ.ω. η H1 να είναι
γνήσια ισοδύναµη µε την F1, η H2 να είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F2, οι H1 και
H2 να ϐρίσκονται σε αρµονία και αν a1, a2 οι πρώτοι συντελεστές των µορφών H1,
H2 αντίστοιχα, να είναι ΜΚ∆(a1, a2) =ΜΚ∆(a1a2, N)=1.
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Απόδειξη:

΄Εστω F1 = [T1, T2, T3], από το ϑεώρηµα 3.3.8 υπάρχουν ακέραιοι U και V ,
πρώτοι µεταξύ τους, τέτοιοι ώστε

MK∆(T1U
2 + T2UV + T3V

2, 2N) = 1.

΄Εστω ακέραιοι P , Q ώστε UQ − V P = 1 (τέτοιοι ακέραιοι υπάρχουν, αφού οι
U και V είναι πρώτοι µεταξύ τους), τότε ϑεωρούµε τον πίνακα

G =

[
U V
P Q

]
,

µε G ∈ SL2(Z). ΄Εστω

F ′
1 = G ∗ F1 = [T ′

1, T
′
2, T

′
3],

τότε ο T ′
1 = T1U

2 +T2UV +T3V
2 είναι ένας µη µηδενικός ακέραιος, σχετικά πρώτος

µε το N .
΄Οµοια, υπάρχει µία µορφή Gauss F ′

2 = [S ′1, S
′
2, S

′
3], που είναι γνήσια ισοδύναµη

µε την µορφή F2 και τ.ω. ο S ′1 να είναι µη µηδενικός ακέραιος, σχετικά πρώτος µε
το T ′

1N (προκύπτει από το ϑεώρηµα 3.3.8, αν στη ϑέση του X ϐάλουµε το T ′
1N ).

΄Εστω ακέραιοι n1 και n2 τ.ω. T ′
1n1 − S ′1n2 =

S′2−T ′2
2

(τα S ′1, T
′
1 είναι σχετικά

πρώτοι, άρα υπάρχουν τέτοιοι ακέραιοι, επίσης αφού είναι περιττοί-σαν δεύτεροι
συντελεστές των µορφών Gauss- ο S′2−T ′2

2
είναι ακέραιος).

Θέτουµε
b = T ′

2 + 2T ′
1n1 = S ′2 + 2S ′1n2

΄Εστω
Gj =

[
1 0
nj 1

]
,

τότε οι µορφές

H1 = G1 ∗ F ′
1 = [T ′

1, b, T
′
1n

2
1 + T ′

2n1 + T ′
3]

και
H2 = G2 ∗ F ′

2 = [S ′1, b, S
′
1n

2
2 + S ′2n2 + S ′3]

πληρούν τις προϋποθέσεις, αφού η H1 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F1, η H2

να είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F2, ΜΚ∆(a1, a2)=ΜΚ∆(T ′
1, S

′
1)=1 και ΜΚ∆(a1a2, N)=
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ΜΚ∆(T ′
1S

′
1, N) =1. Μένει να δείξουµε ότι οι µορφές H1 και H2 ϐρίσκονται σε αρ-

µονία, ισχύει ότι έχουν ίδιο δεύτερο συντελεστή, τον b και πρέπει να δείξουµε ότι
το S ′1 διαιρεί το T ′

1n
2
1 + T ′

2n1 + T ′
3. Οι δύο µορφές έχουν ίδια διακρίνουσα, άρα

b2 − 4T ′
1(T

′
1n

2
1 + T ′

2n1 + T ′
3) = b2 − 4S ′1(S

′
1n

2
2 + S ′2n2 + S ′3), δηλαδή T ′

1(T
′
1n

2
1 + T ′

2n1 +
T ′

3) = S ′1(S
′
1n

2
2 + S ′2n2 + S ′3), επειδή όµως (S ′1, T

′
1) = 1, συνεπάγεται ότι πράγµατι

S ′1|T ′
1n

2
1 + T ′

2n1 + T ′
3.

2

Θεώρηµα 3.5.3:

΄Εστω ότι οι µορφές Gauss f1 και f2 είναι γνήσια ισοδύναµες µε τις g1 και g2

αντίστοιχα. ΄Εστω ότι η f1 είναι σε αρµονία µε την f2 και η g1 µε την g2, τότε η f1 ◦ f2

είναι γνήσια ισοδύναµη µε την g1 ◦ g2.

Απόδειξη:

΄Εστω
f1 = [a1, b, c1]

f2 = [a2, c, b2]

g1 = [a′1, b
′, c′1]

g2 = [a′2, b
′, c′2]

Περίπτωση 1. f1 = g1 και ΜΚ∆(a1, a
′
2) = 1.

΄Εχουµε ότι η f2 είναι γνήσια ισοδύναµη µε τη g2, ϑεωρούµε λοιπόν τον πίνακα

G =

[
r s
t u

]
που ανήκει στο SL2(Z) (άρα ru − st = 1), τέτοιο ώστε G ∗ f2 = g2.

΄Εχουµε υποθέσει ότι f1 = g1, άρα b = b′ και τότε

G

[
a2

b
2

b
2

c2

]
=

[
a′2

b
2

b
2

c′2

]
(GT )−1

Οπάνω δεξιά όρος του πίνακα G

[
a2

b
2

b
2

c2

]
είναι rb

2
+sc2, ενώ του

[
a′2

b
2

b
2

c′2

]
(GT )−1

είναι −ta′2 + br
2
. Για να ισχύει η ισότητα των δύο πινάκων, ϑα πρέπει οι δύο αυτοί

όροι να είναι ίσοι, δηλαδή
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rb

2
+ sc2 = −ta′2 +

br

2

και συνεπάγεται ότι sc2 = −ta′2.

Αφού οι f1 και f2 ϐρίσκονται σε αρµονία, έχουµε ότι a1|c2, τότε µε τη ϐοήθεια
της ισότητας sc2 = −ta′2, πρέπει a1|ta′2, επειδή όµως τα a1 και a′2 είναι πρώτα µεταξύ
τους (από την υπόθεση που κάναµε), ϑα πρέπει a1|t, δηλαδή ο t

a1
είναι ακέραιος.

Τώρα ϑεωρούµε τον πίνακα

G′ =
[

r sa1
t

a1
u

]
,

ο οποίος έχει ακέραιους όρους και detG′ = ru − sa1
t

a1
= ru − st = 1, άρα

ανήκει στο SL2(Z). Αν δείξουµε ότι ισχύει η σχέση G′ ∗ (f1 ◦ f2) = g1 ◦ g2, σηµαίνει
ότι η f1 ◦ f2 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την g1 ◦ g2 και έχουµε τελειώσει.

Είναι f1 ◦ f2 = [a1a2, b,
c1
a2

] και g1 ◦ g2 = [a′1a
′
2, b

′, c′1
a′2

], τότε η σχέση G ∗ (f1 ◦ f2) =

g1 ◦ g2 µας δίνει :

[a1a2r
2+brsa1+

c1

a2

s2a2
1, 2a2rt+b(ru+st)+2

c1

a2

sa1u, a2
t2

a1

+b
t

a1

u+
c1

a2u2
] = [a′1a

′
2, b

′,
c′1
a′2

]

Θα δείξουµε ότι οι πρώτοι όροι είναι ίσοι, δηλαδή ότι a1a2r
2 + brsa1 + c1

a2
s2a2

1 =
a′1a

′
2.
΄Εχουµε ότι f1 = g1, άρα a1 = a′1, b = b′ και c1 = c′1. Επίσης από την σχέση

G ∗ f2 = g2 παίρνουµε ότι a2r
2 + brs + c2s

2 = a′2, τότε a1a2r
2 + brsa1 + c1

a2
s2a2

1 =

a1a2r
2 + brsa1 + c2

a1
s2a2

1 = a1a2r
2 + brsa1 + c2s

2a1 = a1(a2r
2 + brs + c2s

2) = a′1a
′
2.

Οµοίως για τους υπόλοιπους όρους.
Περίπτωση 2. b = b′ και ΜΚ∆(a1, a

′
2) = 1.

΄Εχουµε D = b2 − 4a1c1 και D = b′2 − 4a′2c
′
2 = b2 − 4a′2c

′
2, τότε a1c1 = a′2c

′
2

και αφού ΜΚ∆(a1, a
′
2) = 1, συνεπάγεται ότι a1|c′2. Αφού λοιπόν ισχύει ότι b = b′

και a1|c′2, έπεται ότι οι µορφές f1 και g2 ϐρίσκονται σε αρµονία. ΄Εχουµε λοιπόν ότι
c′2
a1

= c1
a′2

, αυτό σηµαίνει πως οι µορφές g2 ◦ f1 = [a1a
′
2, b,

c′2
a1

] και f1 ◦ g2 = [a1a
′
2, b,

c1
a′2

]

είναι ίσες.
Με εφαρµογή της περίπτωσης 1, παίρνουµε ότι η g2 ◦g1 είναι γνήσια ισοδύναµη

µε την g2◦f1 και ότι η f1◦f2 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την f1◦g2, που όπως δείξαµε
είναι ίση µε την g2 ◦ f1, άρα η µορφή g1 ◦ g2 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την f1 ◦ f2.
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Περίπτωση 3. ΜΚ∆(a1a2, a
′
1a
′
2)=1.

Τότε ϑα υπάρχουν ακέραιοι n και n′, τέτοιοι ώστε a1a2n− a′1a
′
2n
′ = b−b′

2
( ο b−b′

2

είναι ακέραιος, αφού οι b και b′ από τον ορισµό των µορφών Gauss είναι περιττοί)
και ϑέτουµε

B = b + 2a1a2n = b′ + 2a′1a
′
2n
′.

Ορίζουµε:

F1 =

[
1 0

a2n 1

]
∗ f1 = [a1, B, ∗]

F2 =

[
1 0

a1n 1

]
∗ f2 = [a2, B, ∗]

H1 =

[
1 0
n 1

]
∗ (f1 ◦ f2) = [a1a2, B, ∗]

G1 =

[
1 0

a′2n
′ 1

]
∗ g1 = [a′1, B, ∗]

G2 =

[
1 0

a′1n
′ 1

]
∗ g2 = [a′2, B, ∗]

H2 =

[
1 0
n′ 1

]
∗ (g1 ◦ g2) = [a′1a

′
2, B, ∗]

Από την ισότητα της διακρίνουσας (D = b2−4ac) για την περίπτωση της µορφής
H1, έχουµε ότι D = B2 − 4a1a2∗, δηλαδή a1a2|B2−D

4
.

Αν F1 = [a1, B, c1], τότε η ισότητα της διακρίνουσας µας δίνει D = B2 − 4a1c1,
δηλαδή c1 = B2−D

4a1
, τότε όµως a2|c1 = B2−D

4a1
, αφού όπως δείξαµε a1a2|B2−D

4
. ΄Αρα οι

µορφές Gauss F1 και F2 ϐρίσκονται σε αρµονία.
΄Οµοια σε αρµονία ϐρίσκονται και οι µορφές Gauss G1 και G2.
Από την περίπτωση 2 οι F1 ◦ F2 και G1 ◦ G2 είναι γνήσια ισοδύναµες (έχουµε

υποθέσει ότι ΜΚ∆(a1a2, a
′
1a
′
2)=1, άρα ΜΚ∆(a1, a

′
2) = 1 και η υπόθεση της περίπτωσης

2 ισχύει για τις µορφές F1, F2, G1 και G2).
Ο τρίτος συντελεστής c µιας µορφής Gauss [a, b, c] ορίζεται µονοσήµαντα από

την διακρίνουσα, το a και το b. Αυτό σηµαίνει ότι αν δύο µορφές έχουν την ίδια
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διακρίνουσα και ίδιους τους δύο πρώτους συντελεστές ϑα πρέπει να έχουν και τον
τρίτο συντελεστή ίδιο, άρα οι δύο µορφές πρέπει να ταυτίζονται. Σύµφωνα µε την
παρατήρηση αυτή έχουµε ότι H1 = F1 ◦ F2 και H2 = G1 ◦G2.

΄Εχουµε δείξει όµως ότι οι µορφές F1 ◦ F2 και G1 ◦G2 είναι γνήσια ισοδύναµες,
άρα και η H1 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την H2. Από τον ορισµό των H1 και H2, η
µορφή H1 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την f1 ◦f2 και η H2 µε την g1 ◦g2, άρα η f1 ◦f2

είναι γνήσια ισοδύναµη µε την g1 ◦ g2.
Περίπτωση 4. Χωρίς ειδικούς περιορισµούς.
Από το ϑεώρηµα 3.5.2, υπάρχουν µορφές Gauss:

F1 = [A1, B1, ∗]

F2 = [A2, B2, ∗]

τέτοιες ώστε η F1 να είναι γνήσια ισοδύναµη µε τις f1 και g1, η F2 να είναι
γνήσια ισοδύναµη µε τις f2 και g2, οι F1 και F2 να ϐρίσκονται σε αρµονία και

MK∆(A1, A2) = MK∆(A1A2, a1a2a
′
1a
′
2) = 1.

΄Αρα ΜΚ∆(a1a2, A1A2) = 1, τότε από την περίπτωση 3 η f1 ◦ f2 είναι γνήσια
ισοδύναµη µε την F1 ◦ F2. ΄Οµοια η g1 ◦ g2 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F1 ◦ F2,
άρα η f1 ◦ f2 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την g1 ◦ g2.

2

Τώρα µπορούµε να ορίσουµε πράξη στο σύνολο C. ΄Εστω [F ] η κλάση ισο-
δυναµίας που ορίζει η µορφή Gauss F . ΄Εστω F1 και F2 δύο τυχαίες µορφές Gauss
(µε την ίδια διακρίνουσα D) και µορφές H1 και H2 που είναι γνήσια ισοδύναµες µε
τις F1 και F2 αντίστοιχα, και ϐρίσκονται σε αρµονία (τέτοιες µορφές υπάρχουν από
το ϑεώρηµα 3.5.2). Ορίζουµε την πράξη

[F1][F2] = [H1 ◦H2].

Από το ϑεώρηµα 3.5.3 η πράξη είναι καλά ορισµένη (δηλαδή αν επιλέξουµε
διαφορετικές µορφές από κάθε κλάση δεν αλλάζει η κλάση που ϑα πάρουµε). Η
πράξη είναι αντιµεταθετική ([F1][F2] = [H1 ◦ H2] = [H2 ◦ H1] = [F2][F1]) και ϑα
αποδείξουµε ότι είναι και προσεταιριστική.
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Θεώρηµα 3.5.4:

Η παραπάνω πράξη είναι προσεταιριστική, δηλαδή

([f1][f2])[f3] = [f1]([f2][f3])

Απόδειξη:

΄Εστω f3 = [a3, b3, c3], από το ϑεώρηµα 3.5.2 υπάρχουν µορφές Gauss H1 και
H2 τέτοιες ώστε η H1 να είναι γνήσια ισοδύναµη µε την f1, η H2 να είναι γνήσια
ισοδύναµη µε την f2 και αν a1, a2 είναι οι πρώτοι συντελεστές των µορφών H1 και
H2 αντίστοιχα, να ισχύει ΜΚ∆(a1, a2) =ΜΚ∆(a1a2, a3) = 1.

΄Εστω b1 και b2 οι δεύτεροι συντελεστές των µορφών H1 και H2 αντίστοιχα (εξ΄
ορισµού έχουµε ότι τα b είναι περιττά, άρα b1−b2

2
∈ Z). Τότε αφου ΜΚ∆(a1, a2) =1,

ϑα υπάρχουν ακέραιοι n1, n2 τ.ω.

a2n2 − a1n1 =
b1 − b2

2

Επίσης ΜΚ∆(a1a2, a3) = 1, άρα υπάρχουν ακέραιοι n3 και k τ.ω.

a3n3 − a1a2k = a1n1 +
b1 − b3

2
.

Θέτουµε
n′1 = n1 + ka2

n′2 = n2 + ka1

n′3 = n3

τότε

b1 + 2a1n
′
1 = b2 + 2a2n

′
2 = b3 + 2a3n

′
3.

Είναι εύκολο να δούµε ότι αυτό ισχύει µε απλή αντικατάσταση των παραπάνω
τύπων. Για παράδειγµα ας ελέγξουµε την πρώτη ισότητα, b1 +2a1n

′
1 = b1 +2a1(n1 +

ka2) = b1 + 2a1n1 + 2a1ka2 = 2a2n2 − 2a1n1 + b2 + 2a1n1 + 2a1ka2 = b2 + 2a2n2 +
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2ka1a2 = b2 +2a2(n2 +ka1) = b2 +2a2n
′
2. Ας ονοµάσουµε αυτή την ποσότητα B. Για

i = 1, 2, 3 ϑεωρούµε τον πίνακα

Gi =

[
1 0
n′i 1

]

΄Εστω

F1 = G1 ∗H1 = [a1, 2a1n
′
1 + b1, ∗] = [a1, B, ∗]

F2 = G2 ∗H2 = [a2, 2a2n
′
2 + b2, ∗] = [a2, B, ∗]

F3 = G3 ∗ f3 = [a1, 2a3n
′
3 + b3, ∗] = [a3, B, ∗]

Οι µορφές F1, F2 και F3 ϐρίσκονται σε αρµονία ανά δύο. Αυτό ισχύει γιατί
όλες έχουν ίδιο το δεύτερο συντελεστή B και τότε από τον τύπο της διακρίνουσας
(D = B2 − 4aici) παίρνουµε τη σχέση a1c1 = a2c2 = a3c3. ΄Οµως, αφού τα a1, a2, a3

είναι πρώτα µεταξύ τους ϑα πρέπει να ισχύει και η δεύτερη συνθήκη των αρµονικών
µορφών, δηλαδή ότι το a της µίας µορφής διαιρεί το c της άλλης. Τώρα

([f1][f2])[f3] = [F1 ◦ F2][F3] = [
[
a1a2, B, ∗

]
][F3] = [a1a2a3, B, ∗]

και

[f1]([f2][f3]) = [F1][F2 ◦ F3] = [F1][
[
a2a3, B, ∗

]
] = [a1a2a3, B, ∗]

΄Αρα ([f1][f2])[f3] = [f1]([f2][f3]) (δύο µορφές µε ίδια D, a και b, αναγκαστικά
έχουν και ίδιο c, δηλαδή είναι ίσες).

2

Θεώρηµα 3.5.5:

Το πεπερασµένο σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των µορφών Gauss, µε την
πράξη που ορίσαµε, αποτελεί αβελιανή οµάδα µε ταυτοτικό στοιχείο την κλάση
[
[
1, 1, 1−D

4

]
] και αντίστροφο του στοιχείου [

[
a, b, c

]
] το [

[
c, b, a

]
].
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Απόδειξη:

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα έχουµε ότι η πράξη είναι προσεταιριστική. Με
τη ϐοήθεια του πίνακα [

1 0
b−1
2

1

]

ϐλέπουµε ότι οι µορφές [1, 1, 1−D
4

] και [1, b, b2−D
4

] είναι γνήσια ισοδύναµες, τότε

[
[
a, b, c

]
][
[
1, 1,

1−D

4

]
] = [

[
a, b, c

]
][
[
1, b,

b2 −D

4

]
]

= [
[
a, b, c

]
]

( Οι µορφές [a, b, c] και [1, b, b2−D
4

] ϐρίσκονται σε αρµονία, αφού b = b και
a2 = 1|c = c1, άρα [a, b, c] ◦ [1, b, b2−D

4
] = [a · 1, b, c

1
] = [a, b, c]).

΄Εχουµε λοιπόν ότι το ταυτοτικό στοιχείο είναι το [
[
1, 1, 1−D

4

]
] (η πράξη εί-

ναι αντιµεταθετική και δεν χρειάζεται να δείξουµε και ότι [
[
1, 1, 1−D

4

]
][
[
a, b, c

]
] =

[
[
a, b, c

]
]).

Θα δείξουµε ότι το αντίστροφο του στοιχείου [
[
a, b, c

]
] είναι το [

[
c, b, a

]
]. ΄Εχουµε

[
[
a, b, c

]
][
[
c, b, a

]
] = [

[
ac, b, 1

]
]

(προφανώς οι δύο µορφές είναι σε αρµονία αφού b = b και a|a).
Χρησιµοποιώντας τον πίνακα

[
0 1
−1 b+1

2

]

ϐλέπουµε ότι οι µορφές [ac, b, 1] και [1, 1, 1−D
4

] είναι γνήσια ισοδύναµες. ΄Αρα
πράγµατι το αντίστροφο στοιχείο [

[
a, b, c

]
] είναι το [

[
c, b, a

]
]. ∆ηλαδή το πεπερασµένο

σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας των µορφών Gauss, µε την (αντιµεταθετική) πράξη
που ορίσαµε αποτελεί αβελιανή οµάδα.

2
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Μία µορφή Gauss f ϑα λέγεται αυτο-αντίστροφη (self-inverse) αν και µόνο
αν [f ][f ] = [

[
1, 1, 1−D

4

]
]. Επίσης, η κλάση [f ] ϑα λέγεται αυτο-αντίστροφη αν και

µόνο αν είναι η f .

Θεώρηµα 3.5.6:

Μία µορφή Gauss είναι αυτο-αντίστροφη αν και µόνο αν είναι ασαφής.

Απόδειξη:

(⇒)
Ας υποθέσουµε ότι η µορφή Gauss f = [a, b, c] είναι αυτο-αντίστροφη, δηλαδή

η αντίστροφη κλάση της [
[
a, b, c

]
] είναι η ίδια η [

[
a, b, c

]
], όµως από το προηγού-

µενο ϑεώρηµα έχουµε ότι η αντίστροφη κλάση της [
[
a, b, c

]
] είναι η [

[
c, b, a

]
], άρα

[
[
a, b, c

]
] = [

[
c, b, a

]
]. Αυτό σηµαίνει ότι οι µορφές [a, b, c] και [c, b, a] είναι γνήσια

ισοδύναµες, τότε από το ϑεώρηµα 3.5.1 συνεπάγεται ότι η µορφή [f ] είναι ασαφής.
(⇐)
Ας υποθέσουµε ότι η µορφή f = [a, b, c] είναι ασαφής, τότε από το ϑεώρηµα

3.5.1 είναι γνήσια ισοδύναµη µε την [c, b, a], άρα [
[
a, b, c

]
] = [

[
c, b, a

]
], όµως η

[
[
c, b, a

]
] όπως είδαµε στο προηγούµενο ϑεώρηµα είναι η αντίστροφη κλάση της

[
[
a, b, c

]
], άρα η [f ] έχει αντίστροφο στοιχείο τον εαυτό της, άρα η f είναι αυτο-

αντίστροφη.

2

΄Εστω C η οµάδα των κλάσεων ισοδυναµίας, όπως την ορίσαµε παραπάνω. Θεω-
ϱούµε τον οµοµορφισµό sq : C → C τ.ω. sq([f ]) = [f ][f ]. Ο πυρήνας του sq είναι το
σύνολο των αυτο-αντίστροφων µορφών. Η εικόνα im(sq) είναι το σύνολο των µορφών
που µπορούν να γραφούν σαν [f ][f ] -δηλαδή τα ΄τετράγωνα΄- και ker(sq) ο πυρήνας
του sq, τότε από το πρώτο ϑεώρηµα των ισοµορφισµό οµάδων έχουµε

|C| = |Ker(sq)| · |im(sq)|.

Ο πυρήνας Ker(sq) είναι το σύνολο των κλάσεων που απεικονίζονται µέσω του
sq στη µοναδιαία κλάση [

[
1, 1, 1−D

4

]
]. Αυτές όµως είναι είναι οι αυτο-αντίστροφες
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κλάσεις, δηλαδή οι κλάσεις που περιέχουν αυτο-αντίστροφη µορφή. ΄Οµως οι αυτο-
αντίστροφες µορφές είναι ακριβώς οι ασαφείς µορφές, τότε οι αυτο-αντίστροφες κλά-
σεις είναι ακριβώς όσες είναι και οι ασαφείς κλάσεις. Οι ασαφείς κλάσεις είναι όσες
και οι ειδικές ασαφείς κλάσεις (από τον ορισµό των ασαφών µορφών µία κλάση είναι
ασαφής αν και µόνο αν είναι ειδική ασαφής), οι οποίες όπως είδαµε στο κεφάλαιο
3.1 είναι 2r−1 (όπου r το πλήθος των διακεκριµένων πρώτων διαιρετών του D), άρα
|Ker(sq)| = 2r−1 και η παραπάνω σχέση δίνει

|C| = 2r−1 · |im(sq)|.

Με το παρακάτω ϑεώρηµα ϑα συνδέσουµε αυτό το κεφάλαιο µε τις τετραγωνικές
µορφές του προηγούµενου κεφαλαίου.

Θεώρηµα 3.5.7:

Μία µορφή Gauss g είναι τετραγωνική µορφή αν και µόνο αν [g] ∈ im(sq).

Απόδειξη:

(⇒)
΄Εστω ότι η g είναι τετραγωνική µορφή, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν δύο γνήσια

ισοδύναµες µορφές F και F ′, οι οποίες ϐρίσκονται σε αρµονία τέτοιες ώστε η g να
είναι γνήσια ισοδύναµη µε την F ◦ F ′, τότε

[g] = [F ◦ F ′] = [F ][F ′] = [F ][F ],

άρα [g] ∈ im(sq).
(⇐)
Αν [g] ∈ im(sq) τότε [g] = [f ][f ] = [f ′ ◦ f ′′], για κάποιες µορφές f ′ και f ′′,

οι οποίες ϐρίσκονται σε αρµονία, µε f ′ γνήσια ισοδύναµη µε την f και f ′′ γνήσια
ισοδύναµη µε την f . ΄Αρα η g είναι γνήσια ισοδύναµη µε την f ′ ◦ f ′′, µε τις f ′ και f ′′

γνήσια ισοδύναµες και σε αρµονία, άρα η g είναι τετραγωνική µορφή.

2

Ας ϑυµηθούµε ότι µία κλάση omega kernel είναι µία κλάση του C η οποία περι-
έχει µία µορφή omega kernel (δηλαδή µία µορφή που να αναπαριστά ένα στοιχείο
του H). Επίσης συµβολίσαµε µε K το σύνολο των κλάσεων omega kernel. Στο προ-
ηγούµενο ϑεώρηµα δείξαµε ότι [f ] ∈ im(sq) αν και µόνο αν είναι τετραγωνική µορφή,
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δηλαδή (από ϑεώρηµα 3.4.3) αν και µόνο αν είναι omega kernel, τότε |im(sq)| = |K|
και έχουµε |C|

|K| = 2r−1. Προκύπτει λοιπόν το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.5.8:

Ο αριθµός των κλάσεων ισοδυναµίας του C είναι 2r−1 ϕορές ο αριθµός των
κλάσεων ισοδυναµίας που αναπαριστούν κάποιο στοιχείο του H, όπου r το πλήθος
των διακεκριµένων πρώτων διαιρετών του D.
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3.6 Αθροίσµατα τρίγωνων αριθµών

΄Εστω U το σύνολο των κλάσεων x (mod D) µε (x, D) = 1. Για x ∈ U ορίζουµε
J(m) = ( m

−D
) (σύµβολο του Jacobi). Αφού −D ≡ 3 (mod 4) (δηλαδή ο −D−1

2
είναι

περιττός), έπεται ότι J(−1) = (−1)
−D−1

2 = −1. Αν x ∈ U , το ίδιο ϑα ισχύει και για το
−x και J(−x) = J(−1)J(x) = −J(x). Αυτό σηµαίνει ότι τα µέλη του U χωρίζονται
σε δύο ισοπληθικά σύνολα, σε αυτά που έχουν σύµβολο του Jacobi ίσο µε 1 και αυτά
που έχουν σύµβολο του Jacobi ίσο µε -1. Κάθε σύνολο έχει πληθάριθµο φ(|D|)

2
(ο D

είναι αρνητικός).
΄Εστω KerJ το σύνολο των στοιχείων του U µε σύµβολο Jacobi ίσο µε 1. Το KerJ

είναι υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας U . Είναι υποσύνολο του U και
είναι οµάδα αφού ισχύει η προσεταιριστικότητα από ιδιότητες του συµβόλου Jacobi,
ουδέτερο στοιχείο είναι το 1 που ανήκει στο KerJ , αφού J(1) = −J(−1) = −(−1) =
1 και αν x−1 το αντίστροφο του x (το αντίστροφο υπάρχει αφου U πολλαπλασιαστική
οµάδα), τότε

x · x−1 = 1 ⇒ J(x)J(x−1) = J(1) ⇒ 1 · J(x−1) = 1 ⇒ J(x−1) = 1,

άρα x−1 ∈ KerJ.

Επιπλέον το H είναι υποοµάδα του KerJ . Από το ϑεώρηµα 3.4.1 το H έχει
φ(|D|)

2r στοιχεία, όπου r το πλήθος των διακεκριµένων πρώτων διαιρετών του D. Αφού
το KerJ έχει φ(|D|)

2
στοιχεία, η οµάδα πηλίκο KerJ/H ϑα έχει 2r−1 στοιχεία.

Θεώρηµα 3.6.1:

Αν ένας ακέραιος m είναι πρώτος µε τον D και αναπαρίσταται από µία µορφή
Gauss, τότε J(m) = 1.

Απόδειξη:

΄Εστω f = [a, b, c] η µορφή Gauss που αναπαριστά τον ακέραιο m, δηλαδή
υπάρχουν ακέραιοι r, s µε m = ar2 + brs + cs2. ΄Εστω k = MK∆(r, s) (άρα το
k2 διαιρεί το m), τότε υπάρχουν ακέραιοι t και u τ.ω. r

k
u − s

k
t = 1. Θεωρούµε τον

πίνακα
G =

[
r
k

s
k

t u

]
.

Ο πίνακας G ανήκει στο SL2(Z) και G ∗ F = [ m
k2 , b, c]. Από τον τύπο της

διακρίνουσας έχουµε D = b2 − 4 m
k2 c, δηλαδή D ≡ b2 (mod m

k2 ).



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΠΟΛ�ΥΓΩΝΟΙ ΑΡΙΘΜΟ�Ι 162

΄Εστω m = 2em′, όπου e µη αρνητικός ακέραιος και m′ περιττός.
Αν ο e είναι περιττός, τότε ο m

k2 ϑα είναι άρτιος (το k2 σαν τετράγωνο διαιρείται
από άρτια δύναµη του 2, άρα αν ο m διαιρείται από περιττή δύναµη του 2, κατά
τη διαίρεση m

k2 , ϑα έχουµε τουλάχιστον ένα 2 στους παράγοντες του ακεραίου m
k2 ).

Αφού ο m
k2 είναι άρτιος, η σχέση D = b2 − 4 m

k2 c µας δίνει b2 ≡ D (mod 8), όµως ο b
είναι περιττός, δηλαδή b = 2k + 1 και έχουµε 4k2 + 4k + 1 ≡ D (mod 8), δηλαδή
4k(k + 1) + 1 ≡ D (mod 8), όµως ο k(k + 1) είναι άρτιος, άρα D ≡ 1 (mod 8) και
έπεται ότι J(2) = 1 (( 2

K
) = 1, αν K ≡ ±1 (mod 8)). Τότε J(2e) = J(2)e = 1e = 1.

Αν ο e είναι άρτιος τότε J(2e) = J(2)e = 1. ΄Αρα σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι
J(2e) = 1.

Τώρα ϑα υπολογίσουµε το J(m′). Αφού D ≡ 1 (mod 4), ο −D−1
2

ϑα είναι
περιττός. Από τον τετραγωνικό νόµο αντιστροφής έχουµε ότι

J(m′) = (
−D

m′ )(−1)
m′−1

2
−D−1

2 = (
−D

m′ )(−1)
m′−1

2 .

΄Οµως (−D
m′ ) = (−Dk2

m′ ) και από την σχέση D = b2−42em′
k2 c, έχουµε ότι Dk2 ≡ b2k2

(mod m′), άρα

(
−D

m′ ) = (
−Dk2

m′ ) = (
−b2k2

m′ ) = (
−1

m′ )(
b2

m′ )(
k2

m′ ) = (−1)
m′−1

2

και τότε J(m′) = (−1)
m′−1

2 (−1)
m′−1

2 = (−1)m′−1 = 1 ( αφού ο m′ είναι περιττός).
Οπότε J(m) = J(2e)J(m′) = 1 · 1 = 1.

2

Θεώρηµα 3.6.2:

΄Εστω ότι µια µορφή Gauss f αναπαριστά τους ακεραίους m και n, µε MK∆(m,D) =
MK∆(n,D) = 1. Τότε, αν ο n−1 είναι ο αντίστροφος του n (mod D), mn−1 ∈ H.

Απόδειξη:

΄Εστω f = [a, b, c], τότε m = ar2 + brs + cs2 και n = at2 + btu + cu2. Θεωρούµε
τον πίνακα

G =

[
r s
t u

]
.
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Είναι
G

[
a b

2
b
2

c

]
GT =

[
m k

2
k
2

n

]
,

µε k = 2art + sbt + rbu + 2csu ∈ Z. Εξισώνοντας τις ορίζουσες, έχουµε

−D

4
(detG)2 = mn− k2

4

και άρα 4mn = k2 + QD. ΄Οµως κάθε τετράγωνο είναι στοιχείο του H, άρα και το
4mn ∈ H. Το H είναι οµάδα, άρα αν B το αντίστροφο του (2n)2 ∈ H, ϑα πρέπει και
B ∈ H. Τότε και το γινόµενο 4mnB = 4mn(2n)−2 = mn−1 ανήκει στο H.

2

Αφού το H είναι υποοµάδα του U , µπορούµε να ορίσουµε την οµάδα πηλίκο
U/H. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα, αν η f = [a, b, c] αναπαριστά τους m,n, οι
οποίοι είναι πρώτοι µε το D, τότε mH = nH (αρκεί m ∈ nH, από το ϑεώρηµα έχουµε
ότι mn−1 ∈ H άρα n(mn−1) ∈ nH, δηλαδή m ∈ nH).

Επίσης, όλες οι µορφές της ίδιας κλάσεις αναπαριστούν τους ίδιους ακεραίους.
Σύµφωνα µε αυτές τις δύο παρατηρήσεις, µπορούµε να ορίσουµε την συνάρτηση

ω : C → U/H

[f ] 7→ mH

όπου m ακέραιος, πρώτος µε το D, ο οποίος αναπαρίσταται από την µορφή f .

Θεώρηµα 3.6.3:

Ο ω είναι οµοµορφισµός οµάδων µε πυρήνα K (το σύνολο των κλάσεων omega
kernel).

Απόδειξη:

Για να δείξουµε ότι είναι οµοµορφισµός αρκεί να δείξουµε ότι (ω[f ])(ω[g]) =
ω([f ][g]).

(ω[f ])(ω[g]) = pqH, όπου p ακέραιος στο U που αναπαρίσταται από την f και
q ακέραιος στο U που αναπαρίσταται από την g. Να σηµειώσουµε ότι το pq είναι
στοιχείο του U .
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΄Εστω f ′ και g′ µορφές σε αρµονία, µε f ′ γνήσια ισοδύναµη µε την f και g′

γνήσια ισοδύναµη µε την g (τέτοιες µορφές υπάρχουν από το ϑεώρηµα 3.5.2), τότε
η f ′ ◦ g′ αναπαριστά τον pq (ϑεώρηµα 3.4.2), άρα ω([f ][g]) = ω([f ′ ◦ g′]) = pqH,
δηλαδή πράγµατι (ω[f ])(ω[g]) = ω([f ][g]).

Επιπλέον ω[f ] = H µόνο στην περίπτωση που η f αναπαριστά έναν αριθµό της
µορφής x + QD, µε x ∈ H- δηλαδή αν η f είναι µορφή omega kernel.

2

Τότε από το πρώτο ϑεώρηµα των ισοµορφισµό οµάδων έχουµε |C| = |Kerω| ·
|im(ω)|, δηλαδή

|im(ω)| = |C|
|K|

το οποίο όπως δείξαµε στο ϑεώρηµα 3.5.8 ισούται µε 2r−1, όπου r ο αριθµός
των διακεκριµένων πρώτων διαιρετών του D.

Η εικόνα im(ω) είναι υποσύνολο του Ker(J)/H (έστω mH ∈ im(ω), τότε m ∈ Z,
(m,D) = 1 και το m αναπαρίσταται από µία µορφή Gauss f , από το ϑεώρηµα 3.6.1
J(m) = 1, άρα m ∈ KerJ , δηλαδή mH ∈ Ker(J)/H ), που όπως είδαµε στην αρχή
του κεφαλαίου έχει 2r−1 στοιχεία.

΄Εχουµε λοιπόν το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.6.4:

im(ω) = Ker(J)/H

Τέλος έχουµε

Θεώρηµα 3.6.5:

Κάθε ϑετικός ακέραιος Z είναι άθροισµα τριών τρίγωνων αριθµών.

Απόδειξη:

΄Εστω u = 8Z + 3 και D = −u. Τότε J(−2) = ( −2
−D

) = (−2
u

) = (−1)
u−1

2 ( 2
u
) =

1 · 1 = 1 (ο u−1
2

είναι άρτιος και u ≡ 3 (mod 8)), δηλαδή −2 ∈ KerJ και από
το ϑεώρηµα 3.6.4 υπάρχει µία µορφή Gauss f τέτοια ώστε ω[f ] = −2H. Από το
ϑεώρηµα 3.5.2 για F1 = f , F2 = f και N = D, υπάρχει µορφή [a′, b, c′] στην κλάση
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[f ], µε (a′a′, D) = 1, δηλαδή µε (a′, D) = 1. Τώρα από το ϑεώρηµα 3.6.2 για m = a′

και n = −2 ισχύει ότι a′(−2)−1 ≡ h (mod D) για κάποιο h ∈ H, δηλαδή a′ ≡ −2h
(mod D).

Θέτουµε a = 2a′ και c = 2c′, τότε ac− b2 = 4a′c′ − b2 = −D = u.
΄Εστω z λύση της z2 ≡ h (mod D) (η ισοτιµία έχει λύση αφού h ∈ H), τότε

z ∈ U και έστω z−1 το αντίστροφό του (mod D). ΄Επεται ότι :

−a = −2a′ ≡ 4h ≡ (2z)2 (mod u).

΄Εστω N = 2z, τότε N ∈ U (είναι (z,D) = 1 και (2, D) = 1, άρα και (2z, D) = 1).
΄Αρα ϑα υπάρχει ο N−1 και ϑα υπάρχει επίσης ένας ακέραιος Μ που να είναι ισότιµος
µε τον N−1b (mod u), τότε MN = b (mod u).

Είναι −c ≡ −(N−1)2N2c ≡ (N−1)2ac (αφού έχουµε ότι −N2 ≡ a (mod u))

≡ (N−1)2b2 (αφού ac− b2 = u)

≡ M2 (mod u)

Ορίζουµε τους παρακάτω έξι ακεραίους :

C =
a + N2

u
(−a ≡ N2 (mod u), άρα C ∈ Z)

B =
MN − b

u
(b ≡ MN (mod u), άρα B ∈ Z)

A =
c + M2

u
(−c ≡ M2 (mod u), άρα A ∈ Z)

m = BN − CM =
−aM − bN

u

n = BM − AN =
−bM − cN

u

s = AC −B2 =
1−mM − nN

u

Ισχύουν οι ισότητες bn− cm = M , an− bm = −N και 1−mM − nN = su.
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(Η πρώτη ισότητα ισχύει αφού

bn− cm = b
−bM − cN

u
− c

−aM − bN

u
=
−b2M − bcN + acM + bcN

u
=

=
−b2 + ac

u
M =

−D

u
M = M,

όµοια για τις υπόλοιπες).

Ορίζουµε τον πίνακα R =




a b m
b c n
m n s


, ο οποίος έχει ορίζουσα

detR = m(bn−mc)− n(an− bm) + s(ac− b2) = mM + nN + su = 1.

Επίσης έχουµε

su = 1−mM − nN = 1− bmn + cm2 + an2 − bmn =

1− 2bmn + an2 + (
u + b2

a
)m2 =

m2u

a
+

(an− bm)2

a
+ 1.

Αυτό σηµαίνει πως ο συντελεστής του z2 στην παράσταση

F (x, y, z) =
(ax + by + mz)2

a
+

(uy + (an− bm)z)2

au
+

z2

u

είναι ίσος µε s.
΄Οµως

[x y z]R[x y z]T = F (x, y, z).

Ο [x y z] είναι ένας 1× 3 πίνακας.
Εφόσον a = 2a′ > 0 (το a′ είναι ϑετικό σαν δεύτερος συντελεστής της µορφής

Gauss [a′, b, c′]) και u > 0 (u = −D > 0), έπεται ότι το F (x, y, z) δεν µπορεί να γίνει
αρνητικό για οποιαδήποτε τιµή των ακεραίων x, y και z.

Από το ϑεώρηµα 3.3.7 ο πίνακας R είναι ισοδύναµος µε έναν από τους πίνακες



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ή




0 0 1
0 −1 0
1 0 0
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Ας ονοµάσουµε το δεύτερο πίνακα Q. Αν ο R ήταν ισοδύναµος µε τον Q, τότε
ϑα υπήρχε πίνακας G ∈ GL3(Z) µε GQGT = R. ΄Εστω

[x y z] = [0 1 0]G−1,

τότε
[x y z]R[x y z]T = [0 1 0]G−1GQGT (G−1)T [0 1 0]T =

[0 1 0]Q[0 1 0]T = [0 1 0]




0 0 1
0 −1 0
1 0 0


 [0 1 0]T = −1.

Αφού όµως η παράσταση F (x, y, z) παίρνει µόνο µη αρνητικές τιµές, αυτό είναι
αδύνατο. ΄Αρα ο πίνακας R είναι ισοδύναµος µε τον ταυτοτικό.

Πρέπει λοιπόν να υπάρχει ένας πίνακας H ∈ GL3(Z) τ.ω. ο HRHT να εί-
ναι ο ταυτοτικός, άρα R = H−1(HT )−1. Η σχέση RR

T
= (detR)I µας δίνει

RR
T

= I. Αντικαθιστώντας τώρα από την ισότητα R = H−1(HT )−1, παίρνουµε
H−1(HT )−1R

T
= I, δηλαδή R

T
= HT H.

Ο κάτω δεξιά όρος του πίνακα R
T είναι ac − b2 = u = 8Z + 3, ενώ του HT H

είναι ένα άθροισµα τριών τετραγώνων x2
1 +x2

2 +x2
3, µε x1, x2 και x3 ακεραίους (αρκεί

να δούµε τον H στην µορφή



∗ ∗ x1

∗ ∗ x2

∗ ∗ x3


). Εξισώνοντας έχουµε

8Z + 3 = x2
1 + x2

2 + x2
3.

Αν δούµε τη σχέση (mod 8), είναι x2
1 + x2

2 + x2
3 ≡ 3 (mod 8). Για να ισχύει η

ισοτιµία ϑα πρέπει και οι τρείς αριθµοί να είναι περιττοί και η παραπάνω ισότητα
µας δίνει

8Z + 3 = (2y1 + 1)2 + (2y2 + 1)2 + (2y3 + 1)2,

άρα

Z =
y1(y1 + 1)

2
+

y2(y2 + 1)

2
+

y3(y3 + 1)

2
.

Γράψαµε δηλαδή τον τυχαίο ακέραιο Z σαν άθροισµα τριών τρίγωνων αριθµών.

2
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Παράδειγµα

Θα γράψουµε το 13 σαν άθροισµα τριών τρίγωνων αριθµών, ακολουθώντας την
προηγούµενη διαδικασία. Θεωρούµε u = 8 · 13 + 3 = 107 και D = −107.

Για τις τιµές a = 2, b = 1, c = 54, µπορούµε να επιλέξουµε N = 31. Τότε
M = 38, C = 9, B = 11, A = 14, m = −1, n = −16 και s = 5. Τότε ο πίνακας R
είναι ο 


2 1 −1
1 54 −16
−1 −16 5




και για τον πίνακα H =



−2 −2 −7
−3 −2 −7
1 1 3


 ∈ GL3(Z) ισχύει HRHT = I.

Ο κάτω δεξιά όρος του πίνακα HT H είναι

(−7)2 + (−7)2 + 32 = 107,

άρα

8 · 13 + 3 = (2 · 3 + 1)2 + (2 · 3 + 1)2 + (2 · 1 + 1)2

δηλαδή
13 =

3 · 4
2

+
3 · 4
2

+
1 · 2
2

.

2
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3.7 Το ϑεώρηµα των πολύγωνων αριθµών

Ας ϑυµηθούµε από την εισαγωγή, ότι πολύγωνος είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος
αριθµός, της µορφής m (t2−t)

2
+ t. Για m = 1 έχουµε τους τρίγωνους αριθµούς, για

m = 2 έχουµε τους τετράγωνους κ.ο.κ. ∆ηλαδή ο m (t2−t)
2

+ t είναι m + 2-γωνος
αριθµός. Η εικασία του Fermat λέει πως, για κάθε ακέραιο m, κάθε ακέραιος
γράφεται σαν άθροισµα m + 2 τέτοιων όρων. Θα ξεκινήσουµε την απόδειξη µε ένα
ϑεώρηµα από την απόδειξη του Gauss για την περίπτωση των τρίγωνων αριθµών.

Θεώρηµα 3.7.1:

΄Εστω k και s περιττοί ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε
√

3k − 2− 1 ≤ s ≤
√

4k,

τότε υπάρχουν µη αρνητικοί ακέραιοι t, u, v και w, τέτοιοι ώστε :

k = t2 + u2 + v2 + w2

s = t + u + v + w

Απόδειξη:

΄Εχουµε από το προηγούµενο κεφάλαιο πως κάθε ϑετικός ακέραιος είναι ίσος
µε ένα άθροισµα τριών τριγώνων αριθµών, τότε ϑα δείξουµε ότι κάθε ακέραιος της
µορφής 8n + 3 είναι άθροισµα τριών τετραγώνων περιττών ϑετικών ακεραίων.

΄Εστω n ϑετικός ακέραιος, τότε ϑα υπάρχουν τρείς τρίγωνοι αριθµοί τ.ω.

n =
t21 − t1

2
+ t1 +

t22 − t2
2

+ t2 +
t22 − t2

2
+ t2

8n + 3 = 8
t21 − t1

2
+ 8t1 + 1 + 8

t22 − t2
2

+ 8t2 + 1 + 8
t22 − t2

2
+ 8t2 + 1

8n + 3 = 4t21 − 4t1 + 8t1 + 1 + 4t22 − 4t2 + 8t2 + 1 + 4t23 − 4t3 + 8t3 + 1



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΠΟΛ�ΥΓΩΝΟΙ ΑΡΙΘΜΟ�Ι 170

8n + 3 = (2t1 + 1)2 + (2t2 + 1)2 + (2t3 + 1)2

Οι 2ti + 1 µπορούν να επιλεγούν ώστε να είναι ϑετικοί, ενώ αν δούµε την τελευ-
ταία ισότητα (mod 8) έπεται ότι ϑα πρέπει να είναι και περιττοί.

Ο 4k−s2 είναι ϑετικός ακέραιος (s ≤
√

4k) και ϑα δείξουµε ότι είναι της µορφής
8n + 3. Αφού οι k, s είναι περιττοί ϑα γράφονται σαν k = 2k1 + 1 και s = 2s1 + 1,
για κάποια k1, s1 ∈ Z και τότε έχουµε

4k−s2 = 8k1 +4−4s2
1−4s1−1 = 8k1−4s1(s1 +1)+1 = 8k1−8l+3 = 8(k1− l)+3

(ο s1(s1 + 1) είναι άρτιος σαν γινόµενο δύο συνεχόµενων ακεραίων, ϑα υπάρχει
λοιπόν l ∈ Z τέτοιο ώστε s1(s1 + 1) = 2l).

΄Αρα ϑα υπάρχουν ϑετικοί περιττοί ακέραιοι x, y και z για τα οποία να ισχύει ότι

4k − s2 = x2 + y2 + z2.

Είναι

(x + y + z)2 ≤ (x + y + z)2 + (x− y)2 + (x− z)2 + (y − z)2 = 3(4k − s2) (I)

Θα δείξουµε τώρα ότι ισχύει και ότι 3(4k − s2) < (s + 4)2 (II)

΄Εχουµε ότι
√

3k − 2 − 1 ≤ s ⇒ √
3k − 2 ≤ s + 1 ⇒ 3k − 2 ≤ s2 + 2s + 1 ⇒

12k − 8 ≤ 4s2 + 8s + 4 ⇒ 12k − 3s2 ≤ s2 + 8s + 12 ⇒ 12k − 3s2 < s2 + 8s + 16 ⇒
12k − 3s2 < (s + 4)2 ⇒ 3(4k − s2) < (s + 4)2.

Από (I) και (ΙΙ), έπεται ότι (x + y + z)2 ≤ 3(4k − s2) < (s + 4)2, δηλαδή

x + y + z < s + 4

και τότε s−x−y−z
4

> −1, αφού όµως τα x, y και z είναι ϑετικοί ακέραιοι αν
αλλάξουµε µερικά ΄-΄ µε ΄+΄ το κλάσµα µεγαλώνει και άρα

s± x± y ± z

4
> −1,

για οποιοδήποτε συνδιασµό των ΄-΄ και ΄+΄.
Θέτουµε c = s− x− y− z και d = s + x + y + z. Αφού οι s, x, y και z είναι όλοι

περιττοί, οι c και d είναι άρτιοι. Επιπλέον c + d = 2s, µε s περιττό, άρα ένας από
τους c και d διαιρείται από το 4.
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(c + d = 2s, αν c = 2c1 και d = 2d1, τότε c1 + d1 = s ≡ 1 (mod 2), ϑα πρέπει
δηλαδή ένας εκ των c και d να είναι ≡ 1 (mod 2) και ο άλλος ≡ 0 (mod 2)).

Περίπτωση 1. 4|c.
΄Εστω

t =
c

4

u = t +
y + z

2

v = t +
x + z

2

w = t +
x + y

2

τα t, u, v και w είναι µη αρνητικοί ακέραιοι (s±x±y±z
4

> −1), µε άθροισµα s,

ενώ το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι ίσο µε s2+x2+y2+z2

4
= k.

Περίπτωση 2. 4|d.
΄Εστω

t =
d

4

u = t− y + z

2

v = t− x + z

2

w = t− x + y

2

τα t, u, v και w είναι µη αρνητικοί ακέραιοι (s±x±y±z
4

> −1), µε άθροισµα s,
ενώ το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι ίσο µε k.

2
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Πριν δούµε το ϑεώρηµα των πολυγώνων αριθµών, ϑα χρειαστούµε το παρακάτω
ϑεώρηµα κλειδί.

Θεώρηµα 3.7.2:

΄Εστω k και s περιττοί ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε
√

3k − 2− 1 ≤ s ≤
√

4k

΄Εστω m ακέραιος, µεγαλύτερος του 2 και r µη αρνητικός ακέραιος µε r ≤ m−2,
τότε ο m(k−s)

2
+ s + r είναι άθροισµα m + 2 (m + 2)-γώνων αριθµών (επιτρέπονται τα

µηδενικά).

Απόδειξη:

Από το ϑεώρηµα 3.7.1 υπάρχουν µη αρνητικοί ακέραιοι t, u, v, w τέτοιοι ώστε

k = t2 + u2 + v2 + w2

s = t + u + v + w

τότε m(k−s)
2

+s+r = m(t2−t)
2

+t+ m(u2−u)
2

+u+ m(v2−v)
2

+v+ m(w2−w)
2

+w+1+...+1,

µε r το πλήθος άσσους. Αφού το r ≤ m − 2 το άθροισµα του δεξιού µέλους
της ισότητας αποτελείται από λιγότερους από m + 2 m + 2-γωνους αριθµούς. Αν
επιτρέψουµε και τα µηδενικά ο m(k−s)

2
+ s + r είναι άθροισµα m + 2 (m + 2)-γώνων

αριθµών.

2

Από εδώ και πέρα ϑα ϑεωρούµε ότι ο k είναι περιττός ϑετικός ακέραιος. Για
δοθέν k υπάρχει πάντα περιττός ακέραιος s µε

√
3k − 2−1 ≤ s ≤

√
4k (παράρτηµα).

΄Εστω s1(k) ο µικρότερος περιττός ϑετικός ακέραιος σε αυτό το διάστηµα και s2(k) ο
µεγαλύτερος (µπορεί ϕυσικά τα s1(k) και s2(k) να είναι ίσα για κάποιο k).

Για m > 2 ορίζουµε

g(k) =
m(k − s2(k))

2
+ s2(k) =

mk

2
− (

m

2
− 1)s2(k)

h(k) =
m(k − s1(k))

2
+ s1(k) + m− 2 =

mk

2
− (

m

2
− 1)s1(k) + m− 2
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Θεώρηµα 3.7.3:

΄Εστω ακέραιος m µεγαλύτερος του 2 και N ακέραιος µεγαλύτερος ή ίσος του
44m + 19, τότε ο N είναι άθροισµα m + 2 (m + 2)-γωνων αριθµών.

Απόδειξη:

Καθώς ο s διατρέχει τους περιττούς αριθµούς

s2(k), s2(k)− 2, ..., s1(k)

(είναι όλοι οι περιττοί αριθµοί µεταξύ των
√

3k − 2− 1 και
√

4k)
και για κάθε s, ο r παίρνει τιµές από το 0 στο m− 2, η µορφή

m(k − s)

2
+ s + r

παίρνει όλες τις ακέραιες τιµές µεταξύ των g(k) και h(k), συµπεριλαµβανοµένων
των άκρων g(k) και h(k). Παίρνει δηλαδή τις τιµές

mk

2
− (

m

2
− 1)s2(k) ...

mk

2
− (

m

2
− 1)s2(k) + m− 2

(s = s2(k) και r = 0, ..., m− 2)

mk

2
− (

m

2
− 1)(s2(k)− 2) ...

mk

2
− (

m

2
− 1)(s2(k)− 2) + m− 2

(s = s2(k)− 2 και r = 0, ..., m− 2)

.

.

.

mk

2
− (

m

2
− 1)s1(k) ...

mk

2
− (

m

2
− 1)s1(k) + m− 2

(s = s1(k) και r = 0, ..., m− 2)

µε τον τελευταίο αριθµό σε κάθε σειρά ίσο µε τον πρώτο αριθµό της επόµενης.
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΄Εστω k ≥ 0, τότε
√

4(k + 2)− 2 >
√

3k − 2− 1 + 2 (I).

Από τον ορισµό του s2(k) έχουµε
√

3(k + 2) − 1 ≤ s2(k + 2) ≤
√

4(k + 2),
επειδή όµως ο s2 είναι ο µεγαλύτερος περιττός σε αυτό το διάστηµα, ϑα ισχύει

√
4(k + 2)− 2 ≤ s2(k + 2) ≤

√
4(k + 2) (II).

Επίσης από τον ορισµό του s1(k) έχουµε
√

3k − 2 − 1 ≤ s1(k) ≤
√

4k, επειδή
όµως ο s1 είναι ο µικρότερος περιττός σε αυτό το διάστηµα, ϑα ισχύει

√
3k − 2− 1 ≤ s1(k) ≤

√
3k − 2)− 1 + 2 (III).

Από (I), (II) και (III) έχουµε ότι s2(k + 2) > s1(k), τότε έπεται ότι h(k) >
g(k + 2)− 2 ή h(k) ≥ g(k + 2)− 1 (η ισχύ της ανισότητας ϕαίνεται εύκολα µε απλή
αντικατάσταση των τύπων του h(k) και g(k + 2)).

Θεωρούµε τα διαστήµατα

[g(107), h(107)], [g(109), h(109)], [g(111), h(111)], ...

Η ακολουθία
g(107), g(109), g(111), ...

τείνει στο άπειρο. Αφού h(k) > g(k+2)−1, η ένωση των παραπάνω διαστηµάτων
περιέχει όλους τους ακέραιους ≥ g(107) = m107

2
− (m

2
− 1)s2(107) = 107m

2
− (m

2
−

1)19 = 44m + 19.

΄Αρα κάθε N ≥ 44m + 19 ϑα είναι κάποιος αριθµός σε διάστηµα [g(k), h(k)],
δηλαδή κάποιος αριθµός της µορφής m(k−s)

2
+ s + r, από το ϑεώρηµα 3.7.2 έχουµε

το αποτέλεσµα.

2

Επίσης g(105) = 43m+19 και h(105) = 45m+15, άρα h(105) ≥ g(107)−1 και
µπορούµε να αυξήσουµε την ισχύ του ϑεωρήµατος από τον 44m+19 στον 43m+19.
Συνεχίζοντας µε όµοιο τρόπο µπορούµε να αυξήσουµε την ισχύ του ϑεωρήµατος
µέχρι το g(89) = 36m+17. ΄Οµως h(87) = 36m+15 και η ανισότητα h(87) ≥ g(89)−1
δεν ισχύει, µε αποτέλεσµα ο ακέραιος 36m + 16 να µην ανήκει στην ένωση των
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διαστηµάτων [g, h]. Αυτό όµως δεν αποτελεί πρόβληµα αφού ο 36m + 16 γράφεται
εύκολα σαν άθροισµα τεσσάρων (m + 2)-γωνων αριθµών:

36m+16 = (28m+8)+(6m+4)+(m+2)+(m+2) = (m(82−8)
2

+8)+(m(42−4)
2

+

4) + (m(22−2)
2

+ 2) + (m(22−2)
2

+ 2)

Για τα διαστήµατα

[g(71), h(71)], ..., [g(87), h(87)]

ισχύει η ανισότητα h(k) > g(k + 2) − 1, άρα περιέχουν όλους τους ακέραιους από
τον 28m + 15 ως και τον 36m + 15 και το ϑεώρηµα επεκτείνεται ως τον 28m + 15.

Ο επόµενος ακέραιος που δεν ανήκει στην ένωση είναι ο 28m + 14, ο οποίος
όµως γράφεται 28m + 14 = (21m + 17) + (6m + 4) + (m + 2) + 1 και το ϑεώρηµα
ισχύει και για τον 28m + 14.

Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο ϐλέπουµε ότι το ϑεώρηµα ισχύει για όλους
τους ϑετικούς ακεραίους. Οι µόνοι ακέραιοι που δεν ανήκουν στην ένωση των δι-
αστηµάτων [g, h] είναι οι ακόλουθοι (οι οποίοι όµως γράφονται εύκολα σαν άθροισµα
m + 2 (m + 2)-γωνων αριθµών).

m + 2 8m + 8 19m + 12

2m + 4 9m + 8 20m + 12

3m + 4 10m + 8 21m + 12

4m + 6 13m + 10 27m + 14

5m + 6 14m + 10 28m + 14

6m + 6 15m + 10 36m + 16

Οι m + 2-γωνοι αριθµοί που ϑα χρειαστούµε είναι οι 1,m + 2, 3m + 3, 6m +

4, 10m + 5, 15m + 6, 21m + 7, 28m + 8 (είναι οι αριθµοί της µορφής m(t2−t)
2

+ t, για
t = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, , 8). Τότε m+2, 2m+4 = (m+2)+(m+2), 3m+4 = (3m+3)+1,
4m+6 = (3m+3)+(m+2)+1, 5m+6 = (m+2)+(m+2)+(m+2)+(m+2)+1+...+1,
µε m− 2 το πλήθος άσσους κ.ο.κ.



Κεφάλαιο 4

Παράρτηµα

4.1 p-οµάδες

Ορισµός:

΄Εστω G οµάδα, τα στοιχεία a, b ∈ G ϑα λέγονται συζυγή αν υπάρχει g ∈ G
τέτοιο ώστε a = g−1bg.

Η συζυγία είναι σχέση ισοδυναµίας.
Οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι οι συζυγείς κλάσεις της G.
Εαν οι συζυγείς κλάσεις της G είναι οι C1, ..., Cr, τότε µία από αυτές, έστω η

C1 περιέχει µόνο το µοναδιαίο στοιχείο της G, (αν a συζυγές µε το 1 (το µοναδιαίο
στοιχείο της G), τότε για κάποιο g ∈ G είναι a = g−1 · 1 · g = g−1 · g = 1 ). ΄Ετσι
|C1| = 1.

Αφού οι συζυγείς κλάσεις αποτελούν διαµέριση της G ϑα έχουµε ότι :
|G| = 1 + |C2|+ ... + |Cr|, (ισότητα κλάσεων της G).

Ορισµός:

΄Εστω G οµάδα και x ∈ G, τότε ορίζουµε το σύνολο: CG(x) = {g ∈ G|xg = gx}
Η CG(x) είναι υποοµάδα της G και ονοµάζεται κανονικοποιούσα οµάδα του x

στη G.
Υπάρχει µία χρήσιµη σχέση ανάµεσα στη CG(x) και στις συζυγής κλάσεις.

176
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Λήµµα 4.1.1:

΄Εστω G οµάδα και x ∈ G, τότε ο αριθµός των στοιχείων στην κλάση συζυγίας
του x ισούται µε το δείκτη της CG(x) στη G.

Απόδειξη:

΄Εστω a, b δυο στοιχεία στην κλάση συζυγίας του x, τότε a = g−1xg και b = j−1xj,
για κάποια g, j ∈ G. ΄Οµως τα a, b είναι συζυγής, άρα a = c−1bc, για κάποιο c ∈ G,
τότε

g−1xg = c−1j−1xjc ⇔ g−1xg = (jc)−1x(jc) ⇔ g−1xg = h−1xh, µε (h = jc).
Η εξίσωση αυτή ισχύει αν και µόνο αν hg−1x = xhg−1, δηλαδή να και µόνο

αν hg−1 ∈ CG(x). ∆ηλαδή τα h, g ανήκουν στο ίδιο σύµπλοκο της CG(x) στη G.
Ο αριθµός αυτών των συµπλόκων είναι ο δείκτης της CG(x) στη G και το λήµµα
αποδείχθηκε.

2

Λήµµα 4.1.2:

Ο αριθµός των στοιχείων σε οποιαδήποτε συζυγή κλάση µιας πεπερασµένης
οµάδας G διαιρεί την τάξη της G.

Απόδειξη:

΄Εστω G πεπερασµένη οµάδα και x ∈ G. ΄Εστω C η κλάση συζυγίας του x στη G.
Από το λήµµα 4.1.1 έχουµε ότι |C| = (G : CG(x)) και αφού η G είναι πεπερασµένη
(G : CG(x)) = |G|

|CG(x)| , άρα |CG(x)| = |G|
|C| .

2

Ορισµός:

΄Εστω πρώτος p, τότε µια πεπερασµένη οµάδα G ϑα λέγεται p-οµάδα αν η τάξη
της είναι δύναµη του p.

Ορισµός:

Το κέντρο Z(G) µιας οµάδας ϑα είναι το σύνολο:

Z(G) = {x ∈ G|xg = gx ∀g ∈ G}.
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Η Z(G) είναι κανονική υποοµάδα της G. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι είναι υποοµά-
δα. ΄Εστω a, b ∈ Z(G) αρκεί να δείξουµε ότι ab−1 ∈ Z(G). Είναι gab−1 = agb−1,
(αφού a ∈ Z(G)) (1) και b ∈ Z(G) άρα για κάθε g ∈ G ισχύει bg = gb ⇔ gb−1 =
b−1g ⇔ b−1g = gb−1 ⇔ b−1 ∈ Z(G) (2).

Από (1) και (2) : gab−1 = agb−1 = ab−1g, τότε ab−1 ∈ Z(G).
Τώρα ϑα δείξουµε ότι Z(G)£G. ΄Εστω a ∈ Z(G) και g ∈ G, αρκεί gag−1 ∈ Z(G).

΄Οµως gag−1 = agg−1 = a ∈ Z(G).

2

Θεώρηµα 4.1.3:

Εαν G 6= 1 είναι πεπερασµένη p-οµάδα, τότε έχει µη τετριµµένο κέντρο.

Απόδειξη:

Από την ισότητα κλάσεων έχουµε |G| = 1 + |C2|+ ... + |Cn|, και αφού η G είναι
p-οµάδα είναι |G| = pn, άρα 1 + |C2|+ ... + |Cn| = pn. Από λήµµα 4.1.2 έχουµε ότι
|Ci = pni|, για κάποιο ni ≥ 0. Το p|pn, άρα p|1 + |C2| + ... + |Cn|. Τότε το λιγότερο
p− 1 το πλήθος |Ci| πρέπει να είναι ίσα µε 1.

Αλλά αν x ανήκει σε µία από αυτές τις κλάσεις συζυγίας µε ένα µόνο στοιχείο
(είδαµε ότι υπάρχουν p − 1 τέτοιες κλάσεις, άρα το x είναι διαφορετικό του µονα-
διαίου), ϑα πρέπει x = g−1xg, για κάθε g ∈ G, διαφορετικά αν για κάποιο g ∈ G
είχαµε g−1xg = y 6= x η κλάση ϑα είχε τουλάχιστον δύο στοιχεία,τα x, y αντίφαση.

∆ηλαδή gx = xg, για κάθε g ∈ G, άρα x ∈ Z(G), άρα Z(G) 6= 1.

2

Λήµµα 4.1.4:

Αν A πεπερασµένη αβελιανή οµάδα, της οποίας η τάξη διαιρείται από έναν
πρώτο p, τότε η A έχει ένα στοιχείο τάξης p.

Απόδειξη:

Θα κάνουµε επαγωγή ως προς το |A|.
Εαν |A| πρώτος, τότε η οµάδα είναι κυκλική και ο γεννήτορας έχει τάξη p.
Αν |A| οχι πρώτος, έστω µια γνήσια υποοµάδα M της A, της οποίας η τάξη να

είναι µέγιστη, έστω m. Εαν το p διαιρεί το m, τότε από επαγωγική υπόθεση έχουµε
το αποτέλεσµα.
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Υποθέτουµε ότι p 6 |m. ΄Εστω t ∈ A αλλά t 6∈ M και T η κυκλική οµάδα που
παράγεται από το t. Τότε η MT είναι υποοµάδα της A µεγαλύτερη από τη M και
από το µέγιστο της M έχουµε: MT = A.

(Ισχυρισµός :MT υποοµάδα της A

Απόδειξη :MT υποσύνολο της A, αφού A αβελιανή είναι M υποοµάδα της A και
T υποοµάδα της A. ΄Εστω x, y ∈ MT , τότε x = ac και y = bd, µε a, b ∈ M, c, d ∈ T .
Τότε xy−1 = ac(bd)−1 = acd−1b−1 = ab−1cd−1 ∈ MT, αφού ab−1 ∈ M και cd−1 ∈ T .)

Από το πρώτο ϑεώρηµα ισοµορφισµών
(΄Εστω G,H, A οµάδες, εαν H E G και A υποοµάδα της G, τότε : H ∩ A E A

και A/H ∩ A ' HA/H)
και αφού η A αβελιανή, άρα κάθε υποοµάδα της είναι κανονική, ϑα έχουµε

|MT | = |M ||T |/|M ∩ T |.

΄Εχουµε ότι p | |MT | ⇒ p| |MT | · |M ∩ T | ⇒ p| |M | · |T |. ΄Οµως |M | = m και
p 6 |m, άρα p||T | = r.

Αφού η T είναι κυκλική, το στοιχείο t
r
p έχει τάξη p.

2

Λήµµα 4.1.5:

΄Εστω G πεπερασµένη p-οµάδα, τάξης pn, τότε η G έχει µια σειρά από κανονικές
υποοµάδες :

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ ... ⊆ Gn = G,

όπου |Gi| = pi, για κάθε i = 0, ..., n.

Απόδειξη:

Θα κάνουµε επαγωγή ως προς n.

Αν n = 0 τότε είµαστε εντάξει.
Αν n > 0, τότε Z(G) 6= 1, από το ϑεώρηµα 4.1.3.
Αφού η Z(G) είναι αβελιανή (εξ΄ ορισµού) µε τάξη pm (η τάξη της Z(G), σαν

υποοµάδα της G, διαιρεί την |G| = pn ), έχει στοιχείο τάξης p (από το λήµµα 4.1.4).
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Η κυκλική υποοµάδα K που παράγεται από αυτό το στοιχείο, έχει τάξη p και
είναι κανονική, αφού K υποοµάδα της Z(G).

(΄Εστω u ∈ K για κάθε g ∈ G: gug−1 = 1ugg−1 = u ∈ K, άρα K E G)
Τότε η G/K είναι µια p οµάδα µε τάξη pn−1.
(Αφού K E G ⇒ G/K οµάδα και |G/K| = |G|/|K| = pn

p
= pn−1).

΄Αρα από την επαγωγική υπόθεση αυτή ϑα έχει σειρά κανονικών υποοµάδων:

K/K = G1/K ⊆ ... ⊆ Gn/K,

όπου |Gi/K| = pi−1.
Αλλά τότε |Gi| = pi και Gi ¢ G, ϑέτουµε G0 = 1 και έχουµε το αποτέλεσµα.

2

1u ∈ K ⊆ Z(G) ⇒ gu = ug
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4.2 Θεωρία Galois

Σε αυτή την παράγραφο ϑα προσπαθήσουµε να δώσουµε µία εικόνα για τις επεκτά-
σεις σωµάτων και τη ϑεωρία Galois, για τη ϑεµελίωση των παρακάτω δείτε τη σχετική
ϐιβλιογραφία ([3], [15], [19]).

΄Εστω K, L σώµατα, αν το K είναι υπόσωµα του L, ϑα λέµε ότι το L είναι µία
επέκταση του K και ϑα το συµβολίζουµε µε L/K.

Το L είναι K-διανυσµατικός χώρος.

Ορισµός:

Η διάσταση του L σαν K-δ.χ. ϑα λέγεται ϐαθµός της επέκτασης L/K και ϑα
συµβολίζεται [L : K]. Αν [L : K] < ∞, η επέκταση ϑα λέγεται πεπερασµένη.

Πρόταση:

Αν L/K και K/M επεκτάσεις σωµάτων, τότε :

[L : K][K : M ] = [L : M ]

Ορισµός:

Το K(a1, ..., an) είναι το σώµα που προκύπτει από το K µε επισύναψη των
στοιχείων a1, ..., an.

Θεώρηµα:

΄Εστω L/K επέκταση σωµάτων. Αν a ∈ L, αλγεβρικό ως προς το K (δηλαδή
υπάρχει πολυώνυµο του K[x] που να έχει το a σαν ϱίζα), τότε υπάρχει µονικό ανάγ-
ωγο πολυώνυµο p(x) ∈ K[x] τ.ω. p(a) = 0 και συµβολίζεται µε Irr(a, K). Το p(x)
λέγεται το ελάχιστο πολυώνυµο του a πάνω από το K.

Πόρισµα:

Αν L/K επέκταση σωµάτων και a ∈ L αλγεβρικό ως προς το K, τότε [K(a) :
K] = degIrr(a, K).

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε κυρίως επεκτάσεις µε ιδιαίτερα χαρακ-
τηριστικά, αυτές είναι οι επεκτάσεις Galois. Μία επέκταση πάνω από το Q είναι Ga-
lois αν και µόνο αν είναι κανονική (γενικά πρέπει επίσης να είναι και διαχωρίσιµη,
αλλά κάθε επέκταση πάνω από το Q είναι, οπότε δε ϑα ασχοληθούµε περαιτέρω µε
την έννοια).

Μία επέκταση L/K λέγεται κανονική αν για κάθε a ∈ L το Irr(a,K) έχει όλες



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ 182

του τις ϱίζες στο L.
π.χ. η C/R είναι κανονική, ενώ η Q( 3

√
2)/Q όχι, αφού το Irr( 3

√
2,Q) έχει ϱίζες

τις 3
√

2, ω 3
√

2 και ω2 3
√

2, όπου ω πρωταρχική 3-ϱίζα του 1, αλλά ω 3
√

2 6∈ Q( 3
√

2). ΄Οµως
η Q( 3

√
2, ω)/Q είναι κανονική.

Σώµα ανάλυσης ενός πολυωνύµου f(x) ∈ K[x] είναι το µικρότερο σώµα L που
περιέχει το K και τις ϱίζες του f(x).

Οµάδα Galois µιας επέκτασης L/K είναι οι K-ισοµορφισµοί του L (ισοµορφισ-
µοί του L που δρουν ταυτοτικά στα στοιχεία του K).

Αν L = K(a1, ..., an), µε {a1, ..., an} ⊆ L, οι K-αυτοµορφισµοί του L καθορί-
Ϲονται πλήρως από τη δράση τους στα στοιχεία a1, ..., an.

Στην ειδική περίπτωση που τα a1, ..., an είναι οι ϱίζες ενός πολυωνύµου f(x) ∈
K[x], η οµάδα των K-αυτοµορφισµών, δηλαδή η οµάδα Galois µπορεί να ϑεωρηθεί
σαν την οµάδα µεταθέσεων των ϱιζών του f(x) ∈ K[x].

Πόρισµα:

L/K επέκταση Galois ⇔ ]Gal(L/K) = [L : K].
Η ιδέα της ϑεωρίας Galois είναι να αντιστοιχίσουµε τα ενδιάµεσα σώµατα µιας

επέκτασης Galois L/K µε τις υποοµάδες της Gal(L/K).

Θεµελιώδες ϑεώρηµα της ϑεωρίας Galois:

΄Εστω L/K πεπερασµένη επέκταση Galois και G = Gal(L/K). Υπάρχει 1-1 και
επί αντιστοιχία ανάµεσα στα A = {F |F σώµα , K ⊆ F ⊆ L} και B = {H|H οµάδα,
H ≤ G}

φ : A → B και ψ : B → A

F 7→ Gal(L/F ) H 7→ F(H)

Επιπλέον, αν F → H = Gal(L/F ), τότε [L : F ] = ]H και [F : K] = [G : H].
Τέλος :
H £ Gal(L/K) ⇔ F/K είναι επέκταση Galois. Τότε Gal(F/K) ' G/H

Σηµείωση:

΄Εστω L/K επέκταση σωµάτων και S υποοµάδα των ισοµορφισµών από το L στο
L (αυτοµορφισµοί του L), τότε :

F(S) = {a ∈ L : T (a) = a, ∀T ∈ S}
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Τότε F ≤ L. Το F λέγεται το σώµα σταθερών στοιχείων του S.

Παράδειγµα: Ας ϑεωρήσουµε την επέκταση σωµάτωνQ(
√

2,
√

3)/Q, είναι επέκ-
ταση Galois, αφού είναι επέκταση τουQ(άρα διαχωρίσιµη) και κανονική (τοQ(

√
2,
√

3)
είναι σώµα ανάλυσης των x2 − 3, x2 − 2). ΄Αρα αφού [Q(

√
2,
√

3) : Q] = 4 ϑα είναι
]Gal(Q(

√
2,
√

3)/Q) = 4 (η επέκταση είναι Galois).

΄Εχουµε πει ότι τα στοιχεία της οµάδας Galois είναι µεταθέσεις των ϱιζών των
αναγώγων πάνω από το Q πολυωνύµων x2 − 3 και x2 − 2. ΄Εστω λοιπόν σ ∈
Gal(Q(

√
2,
√

3)/Q), ϑα δούµε ποιές είναι οι δυνατές εικόνες των
√

2,
√

3 (ϱίζες των
αναγώγων) µέσω της σ,

√
2 → ±√2

√
3 → ±√3

΄Αρα οι δυνατές µεταθέσεις είναι :

id :
√

2 → √
2 και

√
3 → √

3

s :
√

2 → −√2 και
√

3 → √
3

t :
√

2 → √
2 και

√
3 → −√3

x :
√

2 → −√2 και
√

3 → −√3

΄Αρα Gal(Q(
√

2,
√

3)/Q) = {id, s, t, x} = {id, s, t, s ◦ t} = G

΄Ευκολα υπολογίζεται ότι s2 = id, t2 = id, (s ◦ t)2 = id και η G είναι πράγµατι
οµάδα τάξης 4 (είναι ισοδύναµη µε την τετραδική οµάδα του Klein).

΄Εστω G1 =< s >, G2 =< s ◦ t > και G3 =< t >, οι υποοµάδες της οµάδας
Galois που παράγονται από τα s, s ◦ t και t αντίστοιχα, τότε το παρακάτω σχήµα
δείχνει την αντιστοιχία των ενδιάµεσων σωµάτων της επέκτασης µε τις υποοµάδες
της οµάδας Galois.

Q(21/2,31/2)

Q(21/2) Q(31/2)Q(61/2)

Q

{id}

G

G1
G2 G3
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Η παραπάνω αντιστοιχία αποδεικνύεται εύκολα, υπολογίζοντας τα F(< s >),
F(< t >) και F(< st >).

Αν αριθµήσουµε τις ϱίζες :
√

2 → 1, −√2 → 2,
√

3 → 3, −√3 → 4

µπορούµε να δούµε τις µεταθέσεις σαν στοιχεία της Sn και ϑα έχουµε s =
(12), t = (34) και s ◦ t = (12)(34).
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4.3 Συµπληρωµατικά της παραγράφου 2.6

Πρέπει να αποδείξουµε την πρόταση που χρησιµοποιήσαµε στην παράγραφο 2.6,
ότι κάθε γινόµενο m διαδοχικών ακεραίων διαιρείται από το m!.

Για δοθέντα ακέραιο m και πρώτο p, ϑα υπολογίσουµε τη µέγιστη δύναµη του
p που διαιρεί το m!. Ορίζουµε µε m′ το ακέραιο µέρος του m

p
, τότε από τους m

παράγοντες του γινοµένου m! = 1 · 2 · 3 · ... ·m, µόνο οι ακόλουθοι m′ είναι διαιρετοί
από το p:

p, 2p, 3p, ..., m′p.

Αφού λοιπόν οι υπόλοιποι παράγοντες δεν διαιρούνται από το p, το ερώτηµα
µας είναι ισοδύναµο µε το ποια είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το
γινόµενο :

1 · 2 · 3 · ... ·m′ · pm′
,

Η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το 1 ·2 ·3 · ... ·m′ ·pm′, είναι το άθροισµα
του m′ µε τη µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το γινόµενο 1 · 2 · 3 · ... ·m′.

Τώρα όµως έχουµε ϕτάσει σε ισοδύναµο µε το αρχικό πρόβληµα, ακολουθώντας
την ίδια διαδικασία καταλήγουµε στο ότι η µέγιστη δύναµη του p είναι ίση µε το
άθροισµα m′ + m′′ + m′′′ + ... , όπου τα m′′,m′′′, ... είναι τα ακέραια µέρη των
m′
p

, m′′
p

, ... . Η διαδικασία τελείωνει όταν κάποια στιγµή ο p γίνει µεγαλύτερος από
κάποιο m.

Θα ϕανεί χρήσιµο για τη συνέχεια να κάνουµε την παρατήρηση ότι οι αριθµοί
m′,m′′,m′′′, ... είναι επίσης και ακέραια µέρη των m

p
, m

p2 ,
m
p3 , ... αντίστοιχα. Αφού αν r

το ακέραιο µέρος του m
a
και s το ακέραιο µέρος του r

b
, τότε το s είναι επίσης το ακέραιο

µέρος του m
ab

(r = bm
a
c ⇒ m

a
= r+u, 0 ≤ u < 1 και s = b r

b
c ⇒ r

b
= s+v, 0 ≤ v < 1,

τότε m
ab

= s + u
b

+ v µε 0 ≤ u
b

+ v < 1, άρα s = bm
ab
c).

Παράδειγµα:

΄Εστω m = 60 και p = 7, τότε :
m′ = b60

7
c = b8, 5714...c = 8

m′′ = b8
7
c = b1, 1428...c = 1 (που είναι επίσης το b60

72 c)
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m′ = b1
7
c = b0, 1428...c = 0 (που είναι επίσης το b60

73 c)
΄Αρα η µέγιστη δύναµη του 7 που διαιρεί το 60!, είναι 8+1+0=9.

2

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι αν m = f + g + h + ..., τότε ο m!
f !g!h!...

είναι
ακέραιος.

΄Εστω p ένας πρώτος διαιρέτης του παρανοµαστή, τότε όπως είδαµε πριν f ′ +
f ′′+f ′′′+..., g′+g′′+g′′′+..., h′+h′′+h′′′+..., ... είναι οι µέγιστες δυνάµεις του p που
διαιρούν τα f !,g!,h!..., άρα η µέγιστη δύναµη του p που διαιρεί τον παρανοµαστή,
ϑα είναι :

(f ′ + f ′′ + f ′′′ + ...) + (g′ + g′′ + g′′′ + ...) + (h′ + h′′ + h′′′ + ...) + ... (1).

Από την άλλη µεριά m′ + m′′ + m′′′ + ... (2) είναι ο µέγιστος εκθέτης του p που
διαιρεί τον αριθµητή. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η µέγιστη δύναµη του p που
διαιρεί τον παρανοµαστή είναι µικρότερη ή ίση από αυτή που διαιρεί τον αριθµητή.
∆ηλαδή ότι το άθροισµα (1) είναι µικρότερο ή ίσο από το (2).

Από τη σχέση m = f + g + h + ..., έχουµε τις σχέσεις :
m
p

= f
p

+ g
p

+ h
p

+ ...

m
p2 = f

p2 + g
p2 + h

p2 + ...

m
p3 = f

p3 + g
p3 + h

p3 + ...

κ.τ.λ.
Παίρνοντας τα ακέραια µέρη έχουµε ότι :
m′ ≥ f ′ + g′ + h′ + ...

m′′ ≥ f ′′ + g′′ + h′′ + ...

m′′′ ≥ f ′′′ + g′′′ + h′′′ + ...

κ.τ.λ.
Προσθέτοντας τις ανισότητες έχουµε το αποτέλεσµα.
Τώρα η πρόταση ότι κάθε γινόµενο m διαδοχικών ακεραίων διαιρείται από το

m! προκύπτει άµεσα.
Οι m διαδοχικοί ακέραιοι ϑα έχουν την µορφή (a+1)·(a+2)·...(a+m−1)·(a+m),

τότε (a+1)·(a+2)·...(a+m−1)·(a+m)
m!

= (m+a)!
m!a!

που δείξαµε ότι είναι ακέραιος.
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4.4 Συµπληρωµατικά παραγράφων 3.3, 3.4 και 3.7

Στην απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.3.9 χρησιµοποιήσαµε τα εξής :
i) detS = 1.

Απόδειξη

detS = U2(UJ3+J2V H−2HV J2)−UH(2UV J2−2HJV 2)+H2(2UV 2J−UV 2J−V 3H) =

= U2(UJ3 −HV J2)− UH(2UV J2 − 2HJV 2) + H2(UV 2J − V 3H) =

= U3J3 − U2J2HV − 2U2J2HV + 2V 2H2UJ + H2V 2UJ − V 3H3 =

= U3J3 − 3U2J2HV + 3H2V 2UJ − V 3H3 = (UJ − V H)3 = 13 = 1

2

ii) SMST = M .
Απόδειξη

SMST =




U2 UH H2

2UV UJ + V H 2HJ
V 2 V J J2


·




0 0 −1
2

0 1 0
−1

2
0 0


·




U2 2UV V 2

UH UJ + V H V J
H2 2HJ J2


 =

=



−H2

2
UH −U2

2

−HJ UJ + V H −UV

−J2

2
V J −V 2

2


 ·




U2 2UV V 2

UH UJ + V H V J
H2 2HJ J2




Τότε το στοιχείο 11 είναι ίσο µε −U2H2

2
+ U2H2 − U2H2

2
= 0.

Το στοιχείο 12 είναι ίσο µε UV H2 + U2HJ + UV H2 − U2HJ = 0.
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Το στοιχείο 13 είναι ίσο µε

−H2V 2

2
+ UHV J − U2J2

2
= −H2V 2 − 2UV HJ + U2J2

2
= −(HV − UJ)2

2
= −1

2
.

Το στοιχείο 21 είναι ίσο µε −HJU2 + U2HJ + V UH2 − UV H2 = 0.
Το στοιχείο 22 είναι ίσο µε −2UV HJ + (UJ + V H)2 − 2UV HJ =

−2UV HJ + U2J2 + 2UJV H + V 2H2 − 2UV HJ = (UJ − V H)2

= 12 = 1.
Το στοιχείο 23 είναι ίσο µε −HJV 2 + UJ2V + V 2HJ − UV J2 = 0.
Το στοιχείο 31 είναι ίσο µε

−U2J2

2
+ V JUH − H2V 2

2
= −(UJ −HV )2

2
= −1

2
.

Το στοιχείο 32 είναι ίσο µε −2UV J2

2
+ V J(UJ + V H)− 2HJV 2

2
= 0.

Το στοιχείο 33 είναι ίσο µε −J2V 2

2
+ V 2J2 − J2V 2

2
= 0.

΄Αρα SMST =




0 0 −1
2

0 1 0
−1

2
0 0


 = M

2

iii) Η δεξιά στήλη του S είναι




V 2

−UV
U2


.

Απόδειξη

Το στοιχείο 13 του S είναι ίσο µε
2UV 2J − UV 2J − V 3H = UV 2J − V 3H = V 2(UJ − V H) = V 2 · 1 = V 2.
Το στοιχείο 23 του S είναι ίσο µε
−U2V J + V 2UH = −UV (UJ − V H) = −UV · 1 = −UV .
Το στοιχείο 33 του S είναι ίσο µε
U3J + U2V H − 2U2V H = U3J − U2V H = U2(UJ − V H) = U2 · 1 = U2.

΄Αρα πράγµατι η δεξιά στήλη του S είναι η




V 2

−UV
U2


.
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2

iv) as2
1 − bs1r1 + cr2

1 = (r1s2 − r2s1)
2.

Απόδειξη

as2
1−bs1r1+cr2

1 = r2
2s

2
1−r1r3s

2
1−(2r2s2−r1s3−r3s1)s1r1+r2

1s
2
2−s1s3r

2
1 = r2

2s
2
1−

r1r3s
2
1−2r1r2s1s2 +r2

1s3s1 +r1r3s
2
1−s1s3r

2
1 = r2

2s
2
1−2r1r2s1s2 +r2

1s
2
2 = (r1s2−r2s1)

2

2

Στην απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.4.2 χρησιµοποιήσαµε τη σχέση

(a1x
2
1 + bx1y1 + c1y

2
1)(a2x

2
2 + bx2y2 + c2y

2
2) = a1a2X

2 + bXY + cY 2

την οποία πρέπει και να αποδείξουµε.
Το αριστερά µέλος της ισότητας δίνει
(a1x

2
1 + bx1y1 + c1y

2
1)(a2x

2
2 + bx2y2 + c2y

2
2) = a1a2x

2
1x

2
2 +a1b2x

2
1x2y2 +a1x

2
1c2y

2
2 +

b1a2x1y1x
2
2 + b1b2x1x2y1y2 + b1x1y1c2y

2
2 + c1a2y

2
1x

2
2 + c1y

2
1x

2
2 + c1y

2
1b2x2y2 + c1c2y

2
1y

2
2

Το δεξί µέλος της ισότητας δίνει
a1a2x

2
1x

2
2 + a1a2c

2y2
1y

2
2 − 2a1a2x1x2cy1y2 + bx2

1x2a1y2 + bx1x
2
2a2y1 + b2x1x2y1y2−

a1bcx1y
2
2y1−a2bcy

2
1y2x2−b2cy2

1y
2
2+ca2

1x
2
1y

2
2+2a1a2cy1y2x2x1+2a1bcx1y1y

2
2+ca2

2y
2
1x

2
2+

2a2cby
2
1y2x2 + cb2y2

1y
2
2.

Για να δείξουµε ότι τα δύο µέλη είναι ίσα αρκεί να δείξουµε ότι οι αντίστοιχοι
συντελεστές των xi

1x
j
2y

i′
1 yj′

2 είναι ίσοι.
Ο συντελεστής του x2

1x
2
2 και στα δύο µέλη είναι ο a1a2.

Για το y2
1y

2
2, στο πρώτο µέλος έχει συντελεστή c1c2 και στο δεύτερο −b2c + b2c +

a1a2c
2 = a1a2cc = a1a2

c2
a1

c1
a2

= c1c2 (c = c2
a1

= c1
a2

).

Ο συντελεστής του x1y1x
2
2 και στα δύο µέλη είναι ο a2b (b = b1 = b2).

Ο συντελεστής του y2
1x

2
2 και στο πρώτο µέλος είναι ο c1a2 και στο δεύτερο ca2

2 =
c1
a2

a2
2 = c1a2.

Το y2
1y2x2, στο πρώτο µέλος έχει συντελεστή c1b2 = c1b και στο δεύτερο 2a2bc−

a2bc = a2bc = a2b
c1
a2

= bc1.

Ο συντελεστής του x2
1x2y2 και στα δύο µέλη είναι ο ba1.

Ο συντελεστής του x1x2y1y2 πρώτο µέλος είναι b2 και στο δεύτερο −2a1a2c +
b2 + 2a1a2c = b2.
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Ο συντελεστής του x2
1y

2
1 πρώτο µέλος είναι a1c2 και στο δεύτερο ca2

1 = c2
a1

a2
1 =

c2a1.
Τέλος ο συντελεστής του x1y1y

2
2 πρώτο µέλος είναι b1c2 = bc2 και στο δεύτερο

2bca1 − bca1 = bca1 = b c2
a1

a1 = bc2.

2

Στην παράγραφο 3.7 δεχτήκαµε ότι υπάρχει πάντα τουλάχιστον ένας περιττός
ακέραιος s µεταξύ των

√
3k − 2− 1 και

√
4k.

Απόδειξη:

Αρχικά ϑα το αποδείξουµε για k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

k = 1 : 0 ≤ s ≤ 2 ⇒ s = 1

k = 2 : 1 ≤ s ≤ 2, 8 ⇒ s = 1

k = 3 : 1, 64 ≤ s ≤ 3, 4 ⇒ s = 3

k = 4 : 2, 16 ≤ s ≤ 4 ⇒ s = 3

k = 5 : 2, 6 ≤ s ≤ 4, 47 ⇒ s = 3

k = 6 : 3 ≤ s ≤ 4, 8 ⇒ s = 3

k = 7 : 3, 35 ≤ s ≤ 5, 2 ⇒ s = 5

k = 8 : 3, 69 ≤ s ≤ 5, 65 ⇒ s = 5

k = 9 : 4 ≤ s ≤ 6 ⇒ s = 5

Για k > 9 ϑα δείξουµε ότι
√

4k − (
√

3k − 2− 1) > 2.
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√
4k − (

√
3k − 2− 1) > 2 ⇔

√
4k −

√
3k − 2 > 1 ⇔

4k + 3k − 2− 2
√

4k
√

3k − 2 > 1 ⇔

2
√

4k(3k − 2) < 7k − 3 ⇔

4 · 4k(3k − 2) < 49k2 − 42k + 9 ⇔

k2 − 10k + 9 > 0

Το πολυώνυµο έχει ϱίζες τα -1 και 9 και άρα για k > 9 το πολυώνυµο είναι
ϑετικό και η ανισότητα ισχύει.

2
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4.5 Ο αριθµός λύσεων της ισοτιµίας x2 ≡ R (mod D)

Θεώρηµα 4.5.1:

΄Εστω R ακέραιος και p περιττός πρώτος µε (p,R) = 1. Αν η x2 ≡ R (mod pn)
έχει λύση s τότε έχει ακριβώς δύο λύσεις, τις s και −s.

Απόδειξη:

Αν το s είναι λύση της ισοτιµίας προφανώς ϑα είναι και το −s.
Αφού (p,R) = 1 έπεται ότι s 6≡ −s (mod pn). Αν ίσχυε s ≡ −s (mod pn), ϑα

είχαµε ότι pn|2s και αφού p περιττός πρώτος, το p ϑα διαιρούσε το s. ΄Οµως s2 ≡ R
(mod pn), άρα pn|s2 −R και αφού p|s ϑα πρέπει p|R, άτοπο.

΄Εστω τώρα ότι η ισοτιµία είχε και µια άλλη λύση t, τότε t2 ≡ s2 (mod pn) και
έπεται

(t− s)(t + s) ≡ 0 (mod pn)

Αν το p διαιρούσε και τους δύο παράγοντες ϑα διαιρούσε και τη διαφορά τους,
δηλαδή το 2s, τότε όπως πριν p|R, άτοπο. ΄Αρα το pn διαιρεί ή το t − s ή το t + s,
δηλαδή t ≡ ±s (mod pn).

2

Θεώρηµα 4.5.2 (Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων):

΄Εστω m και n ϑετικοί ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους. ΄Εστω s και t ακέραιοι
τ.ω. ms − nt = 1. Τότε x ≡ a (mod m) και x ≡ b (mod n) αν και µόνο αν
x ≡ a + ms(b− a) (mod mn).

Απόδειξη:

x ≡ b (mod n)

⇔ x ≡ a + b− a + nt(b− a) (mod n)

⇔ x ≡ a + (1 + nt)(b− a) (mod n)

⇔ x ≡ a + ms(b− a) (mod n)



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ 193

Επίσης x ≡ a (mod m) ⇔ x ≡ a + ms(b − a) (mod m). Αφού (m,n) = 1,
έχουµε ότι x ≡ b (mod n) και x ≡ a (mod m) αν και µόνο αν x ≡ a + ms(b − a)
(mod mn)

2

Θεώρηµα 4.5.3:

΄Εστω m και n ακέραιοι > 1 σχετικά πρώτοι και f(x) πολυώνυµο µε ακέραιους
συντελεστές. Αν η f(x) ≡ 0 (mod m) έχει λυσεις a1, ..., ap (mod m) και η f(x) ≡ 0
(mod n) έχει λυσεις b1, ..., bq (mod m), τότε η f(x) ≡ 0 (mod mn) έχει ακριβώς
pq λύσεις, αυτές που προκύπτουν από το Κινέζικο ϑεώρηµα υπολοίπων για όλα τα
δυνατά Ϲευγάρια x ≡ ai (mod m) και x ≡ bj (mod n).

Απόδειξη:

Αρκεί να δείξουµε ότι οι pq λύσεις που προκύπτουν από το Κινέζικο ϑεώρηµα
υπολοίπων είναι διαφορετικές (mod mn). Αν

a1 + ms(b1 − a1) ≡ a2 + ms(b2 − a2) (mod mn)

τότε a1 ≡ a2 (mod m) και

a1 + (1 + nt)(b1 − a1) ≡ a2 + (1 + nt)(b2 − a2) (mod n)

άρα a1 + b1 − a1 + nt(b1 − a1) ≡ a2 + b2 − a2 + nt(b2 − a2) (mod n), δηλαδή
b1 ≡ b2 (mod n).

2

Από τα ϑεωρήµατα 4.5.1 και 4.5.3 έχουµε

Θεώρηµα 4.5.4:

΄Εστω D περιττός ακέραιος και (a,D) = 1, αν r το πλήθος των διακεκριµένων
πρώτων διαιρετών του D, τότε η x2 ≡ a (mod D) ή δεν έχει καµία λύση ή έχει 2r

λύσεις.
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