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Οι παρακάτω ασκήσεις αφορούν στις γενικότητες επάνω στον εφαπτόμενο χώρο.

1. Προσδιορίστε τον εφαπτόμενο χώρο σημείου p ∈ S2m+2
στιο Cm+1

το οποίο ταυτίζουμε με το

R2m+2
, δείχνοντας ότι περιέχει έναν m-διάστατο μιγαδικό διανυσματικό υπόχωρο του Cm+1

.

(Υπόδειξη: Πάρτε καμπύλη γ : R→ S2m+2
, γ(0) = p, γ̇(0) = X, όπου γ(t) = (z1(t), . . . , zm+1(t),∑m+1

i=1 |zi(t)|2 = 1).

2. Αποδείξτε ότι οι πίνακες

X1 =

(
0 −1
1 0

)
, X2 =

(
1 0
0 −1

)
, X3 =

(
0 1
1 0

)
,

είναι μία βάση του TI(SL(2,R)). Για κάθε i = 1, 2, 3, βρείτε τον ακριβή τύπο για την γk(s) = Exp(sXk).

3. Για κάθε μη αρνητικό ακέραιο k, ορίζουμε φk : C→ C και ψk : C∗ → C, φk, ψk : z 7→ zk. Για ποια

k οι φk, ψk είναι α) εμβαπτίσεις β) εμφυτεύσεις, γ) καταβυθίσεις;

4. Θέλουμε να δείξουμε ότι ό τόρος του Cm

T = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm | |zi| = 1, i = 1, . . . ,m}
εμβαπτίζεται στο Cm

. Κάτι που κάνουμε συνήθως, είτε για την εμβάπτιση είτε για την εμφύτευση

υποσυνόλου Nn
πολλαπλότητας Mm

στην Mm
, m ≥ n, είναι να βρούμε απεικόνιση ι από ανοικτό

σύνολο U του Rn
στην M (εδώ εν προκειμένω, M = Cm

), τέτοια ώστε ι(U) = N και ι είναι

εμβάπτιση. Συνήθως βέβαια, το να βρούμε μία τέτοια απεικόνιση δεν είναι εύκολο, μας αρκεί να το

κάνουμε τοπικά. Μία τέτοια απεικόνιση λέγεται τοπική παραμέτρηση. ΄Οσοι έχουμε δει Διαφορική

Γεωμετρία επιφανειών, καταλαβαίνουμε αμέσως ότι τα τμήματα επιφάνειας είναι τοπικές παραμετρήσεις.

Δείξτε ότι η ι : Rm → Sm
,

(x1, . . . , xm) 7→ (eix1 , . . . , eixm),

είναι ολική παραμέτρηση του τόρου T στην Sm
.

5. Δείξτε ότι η απεικόνιση Hopf φ : S3 → S2
, (z, w) 7→ (2zw, |z|2 − |w|2), είναι καταβύθιση.
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