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• Θεώρημα 1 (‘‘Μικρὸ Θεώρημα τοῦ Fermat’’). ^Εστω πρῶτος p καὶ a ἀκέραιος μὴ

διαιρετὸς διὰ p (ἰσοδύναμα, (a, p) = 1). Τότε, στὸ Zp ἰσχύει [a]p−1 = [1]. <Η τελευταία

ἰσότητα κλάσεων ἰσοδυναμεῖ μὲ τὴν ἰσοτιμία ap−1 ≡ 1 (mod p).

• Τὸ σύνολο Z∗m τῶν ἀντιστρέψιμων κλάσεων τοῦ Zm.

• Πρόταση 2. (1) _Αν [a], [b] ∈ Z∗m, τότε [a][b] ∈ Z∗m.
(2) _Αν [a] ∈ Z∗m, τότε [a]−1 ∈ Zm.

•Συμβολισμός: |Z∗m| = φ(m) (‘‘συνάρτηση φ τοῦ Euler’’)
>Αποδείξαμε, σὰν ἄσκηση, ὅτι, ἂν ὁ p εἶναι πρῶτος, τότε φ(p) = p− 1 καί, γενικότερα,
φ(pk) = pk − pk−1

γιὰ κάθε k ≥ 1.

• Θεώρημα 3 (‘‘Κινέζικο Θεώρημα’’). ^Εστω ὅτι m1,m2 > 1 καὶ (m1,m2) = 1. Τότε,
γιὰ ὁποιοδήποτε ζεῦγος ἀκεραίων a1, a2, ὑπάρχει ἀκέραιος b, τέτοιος ὥστε

b ≡ a1 (mod m1) καὶ b ≡ a2 (mod m2).

_Αν γιὰ κάποιο ἄλλο b′ ἰσχύει b′ ≡ a1 (mod m1) καὶ b′ ≡ a2 (mod m2), τότε

b′ ≡ b (mod m1m2).

• Πρόταση 4. ^Εστω (m1,m2) = 1 (m1,m2 ἀκέραιοι > 1). Θεωροῦμε τὰ σύνολα

Zm1 ,Zm2 καὶ Zm1m2 . Τὶς κλάσεις στὰ σύνολα αὐτὰ συμβολίζομε μὲ [ ]m1 , [ ]m2 , [ ]m1m2 ,

ἀντιστοίχως. Θεωροῦμε, ἐπίσης, καὶ τὰ σύνολα τῶνἀντιστρέψιμων κλάσεωνZ∗m1
⊂ Zm1 ,

Z∗m2
⊂ Zm2 , Z

∗
m1m2
⊂ Zm1m2 . Σὲ κάθε ([a1]m1 , [a2]m2) ∈ Z

∗
m1
× Z∗m2

ἀντιστοιχοῦμε τὴν κλάση

[b]m1m2 , ὅπου b ≡ ai (mod mi) γιὰ i = 1, 2. <Η ἀντιστοιχία αὐτὴ ὁρίζει μία ἀπεικόνιση

f : Z∗m1
×Z∗m2

→ Zm1m2 , ἡ ὁποία εἶναι ἀμφιμονοσήμαντη. Συνεπῶς, |Z∗m1
×Z∗m2

| = |Zm1m2 |,

ἄρα |Z∗m1
| · |Z∗m2

| = |Zm1m2 |.
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• Πόρισμα 1 (Τύπος τοῦ φ(m)). ^Εστω m > 1 καὶ m = pk1
1 · pk2

2 · · · p
kr
r ἡ κανονικὴ

ἀνάλυση τοῦ m σὲ πρώτους. Τότε

φ(m) = m
(
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1
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) (
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)
· · ·
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pr

)
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p|m
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)
.

>Αναφορὲς
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