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1 Εισαγωγή

Ως γνωστόν οι δύο µεγάλες κατηγορίες των πραγµατικών αριθµών είναι οι
ϱητοί και οι άρρητοι. Οι άρρητοι αριθµοί είναι η κατηγορία µε την οποία ϑα
ασχοληθούµε. Για την ανάλυση όµως του συγκεκριµένου ϑέµατος ϑα χρεια-
στεί να χωρίσουµε τους πραγµατικούς σε αλγεβρικούς και υπερβατικούς.

• Αλγεβρικοί λέγονται οι πραγµατικοί αριθµοί οι οποίοι µπορούν να εκ-
ϕρασθούν ως ϱίζες µίας αλγεβρικής εξίσωσης µε ακέραιους συντελεστές,
όπως ο

√
3 ο οποίος είναι ϱίζα της εξίσωσης x2 − 3 = 0.

• Υπερβατικοί λέγονται οι µη αλγεβρικοί αριθµοί. Ονοµάσθηκαν έτσι
από τον Euler διότι ¨ Υπερβαίνουν τη δύναµη των αλγεβρικών µεθόδων¨.

Είναι λογικό η διαίσθησή µας να µας λέει ότι οι υπερβατικοί αριθµοί είναι
άπειροι, πράγµα που το απέδειξε ο Cantor το 1874 ( το σύνολο των αλγεβρι-
κών είναι αριθµήσιµο, το σύνολο των πραγµατικών υπεραριθµήσιµο άρα και
το σύνολο των υπερβατικών είναι υπεραριθµήσιµο). Ο πρώτος αριθµός που
αποδείχθηκε υπερβατικός, χωρίς να έχει κατασκευαστεί για αυτό το σκοπό,
ήταν ο e από τον Hermite το 1873. ΄Οµως, πριν την κατασκευή του πρώτου
υπερβατικού αριθµού από τον Liouville το 1844, οι µαθηµατικοί υποπτεύον-
ταν την ύπαρξη των υπερβατικών χωρίς όµως να έχουν ανακαλύψει κανένα.
Ο Liouville, αν και δεν κατάφερε να αποδείξει την υπερβατικότητα του π
που προσπαθούσε, απέδειξε κάποια πολύ σηµαντικά γενικά ϑεωρήµατα τα
οποία έριξαν ϕως στη µελέτη τόσο των αλγεβρικών, όσο και των υπερβατικών
αριθµών. ΄Ενα από αυτά είναι το παρακάτω.
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2 Το Θεώρηµα του Liouville

Ορισµός :
΄Εστω a αλγεβρικός αριθµός και d1, d2, d3, ... οι ϐαθµοί των πολυωνύµων µε
ακέραιους συντελεστές στα οποία ο a µπορεί να είναι ϱίζα. Βαθµός του αλ-
γεβρικού αριθµού a ονοµάζεται το min{d1, d2, d3, ....}.

Πρόταση :
΄Ενας πραγµατικός αριθµός a 6= 0 είναι ϱητός αν και µόνον εαν είναι αλγε-
ϐρικός πρώτου ϐαθµού.
Απόδειξη :
΄Εστω ότι είναι ϱητός κι έχει τη µορφή a = p

q
, p, q ∈ Z τότε το πολυώνυµο

µε το µικρότερο ϐαθµό, του οποίου ο a είναι ϱίζα, είναι το g(x) = qx − p.
Συνεπώς είναι αλγεβρικός πρώτου ϐαθµού.
΄Εστω ότι ο a είναι αλγεβρικός πρώτου ϐαθµού. ΄Επεται ότι είναι ϱίζα πολυω-
νύµου πρώτου ϐαθµού µε ακέραιους συντελεστές. Τότε ϑα ισχύει ότι qa−p =
όπου p, q ∈ Z. Συνεπώς a = p

q
.

΄Αρα ένας υπερβατικός αριθµός είναι, εξ ορισµού, άρρητος.

Θεώρηµα :
Αν ο a είναι αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού d > 1, τότε υπάρχει ϑετικός ακέ-

ϱαιος M =M(a) µε την ιδιότητα |a− p
q
| > 1

M ·qd , για οποιουσδήποτε ακεραίους

p, q(q > 0).

Απόδειξη :
Μπορούµε έυκολα να παρατηρήσουµε ότι το a δεν είναι ϱητός, αν ήταν ϑα ή-
ταν αλγεβρικός πρώτου ϐαθµού. Αφού ο a είναι αλγεβρικός, τότε ϑα είναι ϱίζα
ενός πολυωνύµου f(x) = b0x

d + b1x
d−1 + . . .+ bd µε ακέραιους συντελεστές.

Αν η εξίσωση f(x) = 0 είχε ϱίζες ϱητούς αριθµούς τότε το a ϑα ήταν ϐαθµού
µικρότερου του d, οπότε δεν έχει καµία ϱητή ϱίζα. ΄Εστω f ′(x) η παράγωγος
της f . Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ϑετικός ακέραιος M τέτοιος ώστε |f ′(x)| < M
για κάθε x µε a − 1 < x < a + 1. Τώρα ϑα δείξουµε ότι αν p

q
q > 0 είναι

οποιοσδήποτε ϱητός, τότε |a− p
q
| ≥ 1

M ·qd

Αν |a − p
q
| > 1 τότε είναι προφανές ότι ισχύει. ΄Εστω ότι |a − p

q
| ≤ 1. Α-

πό το Θεώρηµα Μέσης Τιµής έχουµε ότι, για κάποιο c όπου a−1 < c < a+1
ισχύει το εξής

|f(p
q
)| = |f(a)− f(p

q
)| = |f ′(c)| · |a− p

q
|
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άρα
|f(p

q
)| < M · |a− p

q
|

οπότε
|qd · f(p

q
)| < Mqd|a− p

q
| (1)

΄Οπως είπαµε στην αρχή, το p
q

δεν µπορεί να είναι ϱίζα του πολυωνύµου.
Συνεπώς το |qd · f(p

q
)| είναι ϑετικός ακέραιος κι άρα µεγαλύτερος ή ίσος του

1. ΄Αρα

|a− p

q
| > 1

M · qd

Το παραπάνω Θεώρηµα επέτρεψε στον Liouville να κατασκευάσει τον πρώ-
το υπερβατικό αριθµό. Τον

ξ =
∞∑
n=1

1

10n!

Ο αριθµός αυτός έχει τη µορφή

ξ =
∞∑
n=1

1

10n!
= 0, 1100010 . . . 0100 . . .

και ϑα αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει καµία αλγεβρική εξίσωση µε ακέραιους
συντελεστές της οποίας να είναι λύση.
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3 Η Υπερβατικότητα του ξ

ξ =
∞∑
n=0

1

10n!
= 0, 1100010 . . .

Ο ξ είναι ένας αριθµός µικρότερος της µονάδος, ο οποίος έχει παντού µηδενι-
κά εκτός από τις ϑέσεις n! (1, 2, 6, 24, 120 . . .). Είναι εύκολο να παρατηρήσει
κανείς ότι ο αριθµός αυτός είναι άρρητος καθ’οτι στερείται περιοδικότητος.

Πρόταση : Ο αριθµός ξ =
∑∞

n=0
1

10n! είναι υπερβατικός

Απόδειξη : Πρώτα ϑα ϐρούµε µια ιδιότητα που ισχύει για τον αριθµό ξ, έπειτα
ϑα υποθέσουµε ότι ο ξ είναι αλγεβρικός και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

΄Εστω N ένας αυθαίρετος ϕυσικός αριθµός. Για n > N ϑα ορίσουµε ως

ξn =
1

101!
+

1

102!
+ . . .+

1

10n!
=
p(n)

10n!
=
p(n)

q(n)

(όπου q(n) = 10n!, p(n) = 10n!−1!+10n!−2!+. . .+10n!−k!+. . .+10n!−(n−1)!+1))

΄Εχουµε ότι |ξ − ξn| = 10−(n+1)! + 10−(n+2)! + . . .

∆ηλαδή

|ξ − p(n)

q(n)
| = 10−(n+1)! · (

∞∑
j=0

10−(n+j+1)!+(n+1)!)

΄Οµως (n+ 1)![(n+ 2) · (n+ 3) · . . . · (n+ j + 1)− 1] > (n+ 1)!(n+ j)
Οπότε (n+ 1)![(n+ 2) · (n+ 3) · . . . · (n+ j + 1)− 1] > j.

΄Αρα 10(n+j+1)!−(n+1)! > 10j > 2j για κάθε j ∈ N.

Οπότε
∑∞

j=0 10
−(n+j+1)!+(n+1)! <

∑∞
j=0 2

−j.

Συνεπώς

|ξ − p(n)

q(n)
| < 2 · 10−(n+1)!

n+ 1 > N άρα

|ξ − p(n)

q(n)
| < 2 · q(n)−N

για κάθε n ∈ N
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΄Εστω τώρα ότι ο ξ είναι αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού k < N . Τότε, από
το παραπάνω ϑεώρηµα, γνωρίζουµε ότι υπάρχει M = M(ξ) ∈ Z τέτοιο ώστε
να ισχύει ότι

|ξ − p(n)

q(n)
| > 1

M · q(n)k

Για κάθε n ∈ N. Καταλήγουµε δηλαδή στο συµπέρασµα

2

q(n)N
>

1

M · q(n)k

για κάθε n ∈ N. ∆ηλαδή υπάρχει M =M(ξ) ∈ Z τέτοιο ώστε

(10N−k)n!

2
< M

για κάθε n ∈ N µε N − k ≥ 1 (αφού N, k ∈ N και N > k). ΄Ατοπο.
Αυτό σηµαίνει ότι ο ξ δεν µπορεί να είναι αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού

µικρότερου του N . ΄Οµως το N είναι αυθαίρετο, οπότε τα παραπάνω ισχύουν
για κάθε N ∈ N. Συνεπώς ο ξ δεν µπορεί να είναι αλγεβρικός οποιουδήποτε
ϐαθµού άρα είναι υπερβατικός.
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4 Αριθµοί του Liouville

Εδώ ϑα γενικεύσουµε λίγο τα παραπάνω και ϑα δούµε µία κατηγορία υπερ-
ϐατικών αριθµών. Τους αριθµούς του Liouville.

Ορισµός :
Αριθµός του Liouville λέγεται ένας αριθµός αν είναι άρρητος κι αν για κάθε
n ∈ N υπάρχουν ακέραιοι p, q q > 1 τέτοιοι ώστε

|ξ − p

q
| < 1

qn

Πρόταση :
Κάθε αριθµός του Liouville είναι υπερβατικός.

Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε ότι ο ξ είναι αριθµός του Liouville και είναι αλγεβρικός ϐαθ-
µού n. Από το ϑεώρηµα, υπάρχει ακέραιος M τέτοιος ώστε

|ξ − p

q
| > 1

M · qn

για κάθε ακέραιο p, q q > 1. ∆ιαλέγω k ∈ Z τέτοιο ώστε 2k ≥ 2nM . Αφού το
ξ είναι και αριθµός του Liouville υπάρχουν p, q ∈ Z q > 1 τέτοιοι ώστε

|ξ − p

q
| < 1

qk

΄Αρα ισχύει ότι 1
qk
> 1

M ·qn . Συνεπώς M > qk−n ≥ 2k−n ≥M . ΄Ατοπο
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