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Προβλήµατος του Hilbert

Αλέξανδρος Γ. Συγκελάκης
∗

29 Νοεµβρίου 2005

Περίληψη

Το 10
o

πρόβληµα του Hilbert ήταν, όπως λέει και το όνοµά του, το

10
o

στη σειρά των 23ών προβληµάτων που έθεσε ο Hilbert στο Παγκόσµιο

συνέδριο Μαθηµατικών το 1900.Το πρόβληµα ήταν : «Να ϐρεθεί ενας υπολ-

ογιστικός αλγόριθµος
1
, ο οποίος ϑα αποφαίνεται, εαν µία δοσµένη διοφαν-

τική εξίσωση µε ακέραιους συντελεστές έχει ή όχι λύση στους ακεραίους.»

Ο Matiyasevic̆ έδειξε µε ένα αρθρο του το 1970, οτι τέτοιος αλγόριθµος δεν

υπάρχει. Για την ακρίβεια των πραγµάτων, ολοκλήρωσε την προσπάθεια

που είχαν ξεκινήσει νωρίτερα άλλοι Μαθηµατικοί.

Ας κάνουµε όµως, µία σύντοµη ιστορική αναδροµή στο Πρόβληµα, για

να δούµε την δουλειά των υπολοίπων µαθηµατικών που ασχολήθηκαν µε

το 10o
πρόβληµα του Hilbert, µέχρι τον Matiyasevic̆ που ολοκλήρωσε την

απόδειξη :

1900: Ο Hilbert ϑέτει το 10o
πρόβληµα, µεταξύ των 23ών συνολικά που

έθεσε. «Προβλήµατα, από την συζήτηση των οποίων, ϑα προκύψει πρόοδος

της επιστήµης των Μαθηµατικών»

1930: Εισάγεται η έννοια της Υπολογισιµότητας και των αλγορίθµων.

Σε αυτό συντελούν οι K. Gödel, A. Church, Stephen Kleene, Alan Turing.

1931: Επινόηση από τον Alan Turing της Παγκόσµιας Μηχανής Turing
και ανακάλυψη των ϐασικών άλυτων προβληµάτων.

1953: Ο Martin Davis, δείχνει ότι οι Φραγµένοι Ποσοδείκτες µπορούν

να εξαλειφθούν, συνεπώς κάθε αναδροµικώς απαριθµήσιµο σύνολο S, µ-

πορεί να οριστεί ως :

S = {x|(∃ y)(∀ k)≤y(∃ y1, . . . , ym)[P (k, x, y, y1, . . . , ym) = 0]}

1950: Εικασία της Julia Robinson: Υπάρχει ∆ιοφαντικό σύνολο D
τέτοιο ώστε :

1. (u, v) ∈ D δίνει v ≤ uu

2. Για κάθε k, υπάρχει (u, v) ∈ D τέτοιο ώστε v > uk

∗
Τµήµα Μαθηµατικών, Πανεπιστήµιο Κρήτης

1
Με την σηµερινή έννοια του όρου
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1970: Ο Matiyasevic̆, αποδεικνύει την εικασία της Julia Robinson,

χρησιµοποιώντας τους αριθµούς Fibonacci. Συγκεκριµένα,

( 5
4 )n < an < 2n−1 ∀n ≥ 3,

όπου an, ο n-οστός αριθµός Fibonacci που ορίζεται αναδροµικά ως εξής :

a1 = a2 = 1 και an+1 = an + an−1.

Τότε η συνάρτηση a2n είναι ∆ιοφαντική και το σύνολο :

D = {(u, v)|v = a2u ∧ u ≥ 2},

ικανοποιεί τις συνθήκες στην εικασία της Julia Robinson.

1 ∆ιοφαντικά Σύνολα και Συναρτήσεις

(Diophantine Sets and Functions)

Περίληψη

Στο πρώτο αυτό µέρος της παρουσίασης, ϑα δώσουµε τους ορισµούς του

∆ιοφαντικού Συνόλου και της ∆ιοφαντικής Συνάρτησης µε κάποια

πολύ απλά παραδείγµατα για να γίνουν κατανοητά, µια και µε αυτά ϑα

ασχοληθούµε στο σύνολο της παρουσίασης αυτής.

Ορισµός 1.1 ΄Ενα σύνολο S διατεταγµένων n-άδων ϑετικών ακεραίων αριθµών

λέγεται ∆ιοφαντικό, εαν υπάρχει πολυώνυµο P (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym), µε

m ≥ 0, µε ακέραιους συντελεστές, ώστε (x1, x2, . . . , xn) ∈ S αν-ν
2

υπάρχουν

ϑετικοί ακέραιοι y1, y2, . . . , ym για τους οποίους P (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) =
0.

Από τη Λογική δανειζόµαστε τα σύµβολα «∃» για το « για κάθε » και το « ⇐⇒ »

για το « αν-ν » και έτσι η σχέση µεταξύ του συνόλου S και του πολυωνύµου P ,

µπορεί να γραφεί σύντοµα ως εξής :

(x1, x2, . . . , xn) ∈ S ⇐⇒ (∃ y1, y2, . . . , ym)[P (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym)]

ή ισοδύναµα :

S = {(x1, x2, . . . , xn)|(∃ y1, y2, . . . , ym)[P (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym)]}

Τα παρακάτω σύνολα είναι ∆ιοφαντικά:

Παράδειγµα 1.1

(i) Το σύνολο των αριθµών που δεν είναι δυνάµεις του 2:

2
΄Ετσι ϑα συµβολίζουµε από εδώ και πέρα το «αν και µόνο αν»
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x ∈ S ⇐⇒ (∃ y, z)[x = y(2z + 1)],

(ii) Το σύνολο των σύνθετων αριθµών:

x ∈ S ⇐⇒ (∃ y, z)[x = (y + 1)(z + 1)],

(iii) Το σύνολο W των 3-άδων (x, y, z) για τις οποίες x/y και x < z:

x/y ⇐⇒ (∃ u)(y = xu) και x < z ⇐⇒ (∃ v)(z = x + v)
Συνεπώς, (x, y, z) ∈ W ⇐⇒ (∃ u, v)[(y − xu)2 + (z − x− v)2 = 0] 3

Ορισµός 1.2 Μία συνάρτηση f , n-µεταβλητών καλείται ∆ιοφαντική, εαν το σύνο-

λο {(x1, x2, . . . , xn, y)|y = f(x1, x2, . . . , xn)} είναι ∆ιοφαντικό (δηλαδή είναι ∆ιο-

ϕαντική εαν το γράφηµά της είναι ∆ιοφαντικό)

Παράδειγµα 1.2 Μία πολύ σηµαντική ∆ιοφαντική συνάρτηση είναι εκείνη που

αναφέρεται στους τριγωνικούς αριθµούς, δηλαδή αριθµούς της µορφής :

T (n) = 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2

Καθώς η T (n) είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση, για κάθε ϑετικό ακέραιο z,

υπάρχει µοναδικό n ≥ 0 ώστε

T (n) < z ≤ T (n + 1) = T (n) + n + 1

συνεπώς κάθε z µπορεί να γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως :

z = T (n) + y, µε y ≤ n + 1

Αφού όµως y ≤ n + 1, υπάρχει x ≥ 1 τέτοιο ώστε y + x − 1 = n + 1 δηλαδή

n = x + y − 2, οπότε το z γράφεται µε µοναδικό τρόπο στη µορφή:

z = T (x + y − 2) + y

3
Ας σηµειωθεί ότι η παραπάνω τεχνική µπορεί να γενικευθεί. ΄Αρα για να ορίσουµε ένα ∆ιοφαν-

τικό σύνολο, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ισοδύναµο σύστηµα P1 = 0, P2 = 0, . . . , Pk = 0
πολυωνυµικών εξισώσεων αφού αυτό µπορεί να αντικατασταθεί από το ισοδύναµο µε µία εξίσωση:

P 2
1 + P 2

2 + · · ·+ P 2
k = 0
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Εαν λοιπόν ϑέσουµε x = L(z), y = R(z), και P (x, y) = T (x + y − 2) + y, τότε

οι L(z), R(z) και P (x, y) είναι ∆ιοφαντικές συναρτήσεις καθώς :

z = P (x, y) ⇐⇒ 2z = (x + y − 2)(x + y − 1) + 2y
x = L(z) ⇐⇒ (∃ y)[2z = (x + y − 2)(x + y − 1) + 2y]
y = R(z) ⇐⇒ (∃ x)[2z = (x + y − 2)(x + y − 1) + 2y]

Η συνάρτηση P (x, y) απεικονίζει το σύνολο των διατεταγµένων Ϲευγών ϑετικών

ακεραίων ένα προς ένα στο σύνολο των ϑετικών ακεραίων. Αντίστροφα, για κά-

ϑε z, το διατεταγµένο Ϲεύγος που απεικονίζεται στο z µέσω της P (x, y) είναι το

(R(z), L(z)). Ας σηµειωθεί ότι L(z) ≤ z, και R(z) ≤ z. Συνοψίζοντας, έχουµε το

παρακάτω ϑεώρηµα :

Θεώρηµα 1.1 (Pairing Function Theorem)

Υπάρχουν ∆ιοφαντικές συναρτήσεις P (x, y), L(z), R(z) τέτοιες ώστε :

(i) Για κάθε x, y, L(P (x, y)) = x,R(P (x, y)) = y, και

(ii) Για κάθε z, P (L(z), R(z)) = z, L(z) ≤ z,R(z) ≤ z

΄Ενα πολύ ενδιαφέρον επίσης παράδειγµα ∆ιοφαντικής συνάρτησης, συσχετίζε-

ται µε το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων το οποίο αναφέρεται παρακάτω:

Ορισµός 1.3 Οι αριθµοί m1,m2, . . . ,mN ονοµάζονται αποδεκτή ακολουθία σχετικά

πρώτων, εαν για i 6= j, έχουµε (mi,mj) = 1.

Θεώρηµα 1.2 (Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων) ΄Εστω a1, a2, . . . , aN τυχαίοι

ϑετικοί ακέραιοι και έστω m1,m2, . . . ,mN µία αποδεκτή ακολουθία σχετικά πρώτων.

Τότε υπάρχει x ώστε :

x ≡ a1 mod m1

x ≡ a2 mod m2

. . . . . . . . .

x ≡ aN mod mN

2

Εστω τώρα η συνάρτηση S(i, u) η οποία ορίζεται ως εξής :

S(i, u) = w

όπου w είναι ο µοναδικός ϑετικός ακέραιος για τον οποίο :

w ≡ L(u) mod (1 + iR(u))
w ≤ 1 + iR(u)
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δηλαδή ο w είναι το ελάχιστο ϑετικό υπόλοιπο της διαίρεσης του L(u) µε το

1 + iR(u). Τότε αποδεικνύεται το παρακάτω Θεώρηµα(µε χρήση του Κινέζικου

Θεωρήµατος Υπολοίπων καθώς επίσης και του Θεωρήµατος 1.1):

Θεώρηµα 1.3 (Sequence Number Theorem 4
) Υπάρχει µία ∆ιοφαντική συνάρτηση

S(i, u) = w τέτοια ώστε :

(i)S(i, u) ≤ u, και

(ii) Για κάθε ακολουθία a1, a2, . . . , aN , υπάρχει αριθµός u τέτοιος ώστε :

S(i, u) = ai, για 1 ≤ i ≤ N .

΄Ενα πολύ όµορφο χαρακτηριστικό των ∆ιοφαντικών συνόλων ϑετικών ακεραί-

ων δίνεται από το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1.4 ΄Ενα σύνολο S ϑετικών ακεραίων είναι ∆ιοφαντικό, αν-ν υπάρχει

πολυώνυµο P , τέτοιο ώστε το S να είναι ακριβώς, το σύνολο των ϑετικών ακεραίων

του πεδίου τιµών του πολυωνύµου P .

2 24 Βοηθητικά Λήµµατα

Το δυσκολότερο κοµµάτι της εργασίας, είναι να δείξουµε οτι η εκθετική συνάρτηση

h(n, k) = nk
είναι ∆ιοφαντική. Αυτό ϑα ολοκληρωθεί στην επόµενη παράγραφο.

Σε αυτό το κοµµάτι ϑα επεκτείνουµε τις µεθόδους που χρειαζόµαστε, χρησι-

µοποιώντας την γνωστή εξίσωση του Pell:

x2 − dy2 = 1 , µε x, y ≥ 0,

όπου (2.1)

d = a2 − 1 , µε a > 1.

Οι προφανείς λύσεις της παραπάνω είναι :

x = 1 y = 1
x = a y = 1

Λήµµα 2.1 ∆εν υπάρχουν ακέραιοι x, y οι οποίοι να ικανοποιούν την εξίσωση

(2.1), για τους οποίους

1 < x + y
√

d < a +
√

d.

Λήµµα 2.2 ΄Εστω x, y και x′, y′ ακέραιοι οι οποίοι να ικανοποιούν την εξίσωση

(2.1), και x′′, y′′ έτσι ώστε :

x′′ + y′′
√

d = (x + y
√

d)(x′ + y′
√

d).
4
Από εδώ και στο εξής, ϑα το χρησιµοποιούµε ως S.N.T.
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Τότε οι x′′, y′′ ικανοποιούν επίσης την εξίσωση (2.1).

Ορισµός 2.1 ΄Εστω n ≥ 0, a > 1. Τότε ορίζουµε xn(a), yn(a) τέτοια ώστε

xn(a) + yn(a)
√

d = (a +
√

d)n

Λήµµα 2.3 Τα xn, yn, µε τον τρόπο που ορίστηκαν παραπάνω ικανοποιούν την

εξίσωση (2.1).

Λήµµα 2.4 ΄Εστω x, y µή αρνητικές λύσεις της εξίσωσης (2.1). Τότε για κάποιο

n, έχουµε x = xn και y = yn.

Λήµµα 2.5 xm±n = xmxn ± dynym και ym±n = xnym ± xmyn

Λήµµα 2.6 ym±1 = aym ± xm και xm±1 = axm ± dym

Λήµµα 2.7 (xn, yn) = 1

Λήµµα 2.8 yn/ynk

Λήµµα 2.9 yn/yt ⇐⇒ n/t

Λήµµα 2.10 ynk ≡ k xk−1
n yn mod (yn)3

Λήµµα 2.11 y2
n/ynyn

Λήµµα 2.12 Εαν y2
n/yt τότε yn/t

Λήµµα 2.13 xn+1 = 2axn − xn−1 και yn+1 = 2ayn − yn−1

Λήµµα 2.14 yn ≡ n mod (a− 1)

Λήµµα 2.15 Εαν a ≡ b mod c, τότε για όλα τα n ισχύει,

xn(a) ≡ xn(b), yn(a) ≡ yn(b) mod c

Λήµµα 2.16 Εαν το n είναι άρτιος, τότε και το yn είναι άρτιος και οταν το n είναι

περιττός, τότε και το yn είναι περιττός.

Λήµµα 2.17 xn(a)− yn(a)(a− y) ≡ yn mod (2ay − y2 − 1).

Λήµµα 2.18 Για κάθε n, ισχύει yn+1 > yn ≥ n.

Λήµµα 2.19 Για κάθε n, ισχύει xn+1(a) > xn(a) ≥ an
.

Λήµµα 2.20 x2n±j ≡ −xj mod xn.

Λήµµα 2.21 x4n±j ≡ xj mod xn.

Λήµµα 2.22 ΄Εστω xi ≡ xj mod xn, µε i ≤ j ≤ 2n, n > 0. Τότε i = j, εκτός

εαν a = 2, n = 1, i = 0 και j = 2.

Λήµµα 2.23 ΄Εστω xj ≡ xi mod xn, µε n > 0, 0 < i ≤ n και 0 ≤ j < 4n.

Τότε είτε j = i, είτε j = 4n− i.

Λήµµα 2.24 Εαν 0 < i ≤ n και xj ≡ xi mod xn, τότε j ≡ ±i mod 4n.
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3 Η εκθετική συνάρτηση είναι ∆ιοφαντική

΄Εστω το σύστηµα των ∆ιοφαντικών εξισώσεων:

1. x2 − (a2 − 1)y2 = 1

2. u2 − (a2 − 1)v2 = 1

3. s2 − (b2 − 1)t2 = 1

4. v = ry2

5. b = 1 + 4py = a + qu

6. s = x + cu

7. t = k + 4(d− 1)y

8. y = k + e − 1

Θεώρηµα 3.1 Για δοσµένα a, x, k, a > 1, το σύστηµα των εξισώσεων (1)− (8),
έχει λύση ως προς τις υπόλοιπες µεταβλητές y, u, v, s, t, b, r, p, q, c, d, e
αν-ν x = xk(a).

Απόδειξη: Ας ϑεωρήσουµε αρχικά, µία λύση του συστήµατος (1)− (8). Από

την (5), έχουµε b > a > 1. Τότε οι (1), (2), (3) δίνουν (Λήµµα 2.4) την ύπαρξη

i, j, n > 0 τέτοιων ώστε

x = xi(a), y = yi(a), u = xn(a), v = yn(a), s = xj(b), t = yj(b).

Από την (4), y ≤ v δηλαδή i ≤ n. Από τις (5), (6) παίρνουµε τις ισοτιµίες

b ≡ a mod xn(a) και xj(b) ≡ xi(a) mod xn(a)

και από το Λήµµα 2.15 παίρνουµε xj(b) ≡ xj(a) mod xn(a).
΄Αρα, xi(a) ≡ xj(a) mod xn(a).
Από το Λήµµα 2.24 έχουµε :

j ≡ ±i mod 4n (3.1)

Από την άλλη, η εξίσωση (4) δίνει : (yi(a))2/yn(a)
συνεπώς από το Λήµµα 2.12 παίρνουµε yi(a)/n και η (3.1) δίνει :

j ≡ ±i mod 4yi(a). (3.2)

Από την εξίσωση (5), b ≡ 1 mod 4yi(a),
άρα από το Λήµµα 2.14,

yj(b) ≡ j mod 4yi(a). (3.3)

7



Από την εξίσωση (7),

yj(b) ≡ k mod 4yi(a). (3.4)

Συνδιάζοντας τις (3.2), (3.3), (3.4) παίρνουµε,

k ≡ ±i mod 4yi(a). (3.5)

Η εξίσωση (8) δίνει, k ≤ yi(a)
και από το Λήµµα 2.18, i ≤ yi(a).
Συνεπώς, αφού οι αριθµοί

−2y + 1, −2y + 2, . . . , −1, 0, 1, . . . , 2y

αποτελούν ένα πλήρες σύστηµα υπολοίπων modulo 4y = 4yi(a), οι ανισότητες

αυτές δείχνουν ότι η (3.5) δίνει k = i

΄Αρα x = xi(a) = xk(a).

Αντίστροφα τώρα, έστω x = xk(a) και ας πάρουµε y = yk(a) ώστε να ισχύει η

(1). ΄Εστω m = 2kyk(a) και έστω u = xm(a), v = ym(a). Τότε ικανοποιείται η

(2). Από τα Λήµµατα 2.9 και 2.11 έχουµε y2/v. Οπότε µπορούµε να διαλέξουµε

κάποιο r ώστε να ικανοποιείται η (4). Επιπλέον, από το Λήµµα 2.16, ο v είναι

άρτιος δηλαδή ο u είναι περιττός. Από το Λήµµα 2.7 (u, v) = 1 άρα (u, v, 4y) =
1.

5
΄Αρα από το Κινέζικο Θεώρηµα Υπολοίπων µπορούµε να ϐρούµε

b0 ≡ 1 mod 4y
b0 ≡ a mod u.

Το b0+4juy ϑα ικανοποιεί επίσης τις παραπάνω ισοτιµίες συνεπώς µπορούν να

ϐρεθούν b, p, q τα οποία να ικανοποιούν την (5). Η (3) ικανοποιείται ϑέτοντας

s = xk(b), t = yk(b). Αφού b > a έχουµε s = xk(b) > xk(a) = x. Από

το Λήµµα 2.15 (χρησιµοποιώντας την (5)), s ≡ x mod u. ΄Αρα µπορούµε να

διαλέξουµε κάποιο c που να ικανοποιεί την (6). Από το Λήµµα 2.18, t ≥ k
και από το Λήµµα 2.14, t ≡ k mod (b − 1), συνεπώς χρησιµοποιώντας την

(5), t ≡ k mod 4y.Οπότε το d µπορεί να επιλεγεί ώστε να ικανοποιεί την (7).
Χρησιµοποιώντας και πάλι το Λήµµα 2.18 έχουµε y ≥ k, άρα η (8) ικανοποιείται

εαν ϑέσουµε e = y − k + 1.

Πόρισµα 3.1 Η συνάρτηση g(z, k) = xk(z + 1) είναι ∆ιοφαντική.

Απόδειξη: Με προσάρτηση της

a = z + 1 (3.6)

5
Εαν ο p είναι πρώτος διαιρέτης του u και του 4y, τότε p/y διότι ο u είναι περιττός και συνεπώς

αφού y/v έχουµε p/v
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στο σύστηµα των εξισώσεων (1) − (8), από το παραπάνω ϑεώρηµα, το σύστηµα

των (3.6), (1)− (8) έχει λύση αν-ν x = xk(a) = g(z, k). Συνεπώς, µπορούµε να

έχουµε ένα ∆ιοφαντικό ορισµό της συνάρτησης g, µε τον συνήθη τρόπο προσθέ-

τοντας τα τετράγωνα των 9 πολυωνύµων.

Τελικά λοιπόν, µπορούµε να αποδείξουµε το εξής :

Θεώρηµα 3.2 Η εκθετική συνάρτηση h(n, k) = nk
είναι ∆ιοφαντική.

Θα κάνουµε αρχικά χρήση µίας απλής ανισότητας :

Λήµµα 3.1 Εαν a > yk
, τότε 2ay − y2 − 1 > yk

.

΄Επειτα ϑεωρούµε το σύστηµα των εξισώσεων (1)− (8) σε συνδιασµό µε τις

1. (x− y(a− n)−m)2 = (f − 1)2(2an− n2 − 1)2

2. m + g = 2an− n2 − 1

3. w = n + h = k + l

4. a2 − (w2 − 1)(w − 1)2z2 = 1

Τότε το ϑεώρηµα 3.2 προκύπτει άµεσα από το παρακάτω Λήµµα:

Λήµµα 3.2 m = nk
αν-ν το σύστηµα των 12 εξισώσεων έχει λύση ως προς τις

υπόλοιπες µεταβλητές του Θεωρήµατος 3.1.

4 Η Γλώσσα των ∆ιοφαντικών Κατηγορηµάτων

Στην προηγούµενη παράγραφο δείξαµε το Θεώρηµα 3.2 και µε τη ϐοήθειά

του µπορούµε να παράγουµε νέες ∆ιοφαντικές συναρτήσεις και σύνολα.

Παράδειγµα 4.1 Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση h(u, v, w) = uvw
. Ισχυριζό-

µαστε ότι η h είναι ∆ιοφαντική συνάρτηση διότι γράφεται :

y = uvw ⇐⇒ (∃ z)(y = uz ∧ z = vw),

όπου το ∧ είναι το λογικό σύµβολο για το « ΚΑΙ ». Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα

3.2, υπάρχει ένα πολυώνυµο P τέτοιο ώστε :

y = uz ⇐⇒ (∃ r1, r2, . . . , rn)[P (y, u, z, r1, r2, . . . , rn) = 0],
z = vw ⇐⇒ (∃ s1, s2, . . . , sn)[P (z, v, w, s1, s2, . . . , sn) = 0].

Συνεπώς,

y = uvw ⇐⇒ (∃ z, r1, r2, . . . , rn, s1, s2, . . . , sn[P 2(y, u, z, r1, r2, . . . , rn) +
P 2(z, v, w, s1, s2, . . . , sn) = 0].
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Με αυτό τον τρόπο,έχοντας ∆ιοφαντικά σύνολα και χρησιµοποιώντας τα λογικά

σύµβολα ∃ , ∧ µπορούµε, να τα συνδιάσουµε και να παράγουµε παραστάσεις

οι οποίες ορίζουν και πάλι ένα ∆ιοφαντικό σύνολο.Οι παραστάσεις αυτές που

προκύπτουν, λέγονται µερικές ϕορές και ∆ιοφαντικά Κατηγορήµατα. Σε αυτή

τη «γλώσσα», είναι αποδεκτό να χρησιµοποιούµε και το λογικό σύµβολο ∨ για το

« ΄Η », αφού:

(∃ r1, r2, . . . , rn)[P1 = 0] ∨ (∃ s1, s2, . . . , sm)[P2 = 0] ⇐⇒
(∃ r1, r2, . . . , rn, s1, s2, . . . , sm)[P1P2 = 0]

Θεώρηµα 4.1 Οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ∆ιοφαντικές :

1. f(n, k) =
(

n
k

)
2. g(n) = n!

3. h(a, b, y) =
y∏

k=1

(a + bk)

Υπενθυµίζουµε ότι ακέραιο µέρος [a], ενός ακεραίου a, είναι ο µεγαλύτερος

ακέραιος ο οποίος δεν υπερβαίνει τον a. Συµβολικά:

[a] ≤ a < [a] + 1.

Λήµµα 4.1 Εαν 0 < k ≤ n και u > 2n
, τότε

[(n + 1)n

uk

]
=

n∑
i=k

(
n
i

)
ui−k

Λήµµα 4.2 Εαν 0 < k ≤ n και u > 2n
, τότε

[(n + 1)n

uk

]
≡

(
n
k

)
mod u

Λήµµα 4.3 Η συνάρτηση f(n, k) =
(

n
k

)
είναι ∆ιοφαντική.

Απόδειξη: Το παραπάνω Λήµµα ορίζει το

(
n
k

)
ως τον µοναδικό ϑετικό

ακέραιο, ισοϋπόλοιπο µε τον

[(n + 1)n

uk

]
modulo u και µικρότερο από u. Συνεπώς,

z =
(

n
k

)
⇐⇒

(∃ u, v, w)(v = 2n ∧ u > v ∧ w =
[(n + 1)n

uk

]
∧ z ≡ w mod u ∧ z < u).

Για να δούµε οτι η f(n, k) είναι ∆ιοφαντική αρκεί να δείξουµε οτι κάθε µία

από τις παραπάνω παραστάσεις που χωρίζονται από το Λογικό σύµβολο ∧, εί-

ναι ∆ιοφαντικά κατηγορήµατα. Η v = 2n
είναι ∆ιοφαντική από το Θεώρηµα

3.2. Η ανισότητα u > v είναι ∆ιοφαντικό κατηγόρηµα αφού u > v ⇐⇒
(∃ x)(u = v + x). Επίσης,
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z ≡ w mod u ∧ z < u ⇐⇒ (∃ x, y)(w = z + (x− 1)u ∧ u = z + y).

Τέλος,

w =
[(n + 1)n

uk

]
⇐⇒

(∃ x, y, t)(t = u + 1 ∧ x = tn ∧ w ≤ x

y
< w + 1),

και w ≤ x

y
< w + 1 ⇐⇒ wy ≤ x < (w + 1)y.

Λήµµα 4.4 Εαν r > (2x)x+1
, τότε x! =

[
rx/

(
r
x

) ]
Απόδειξη: Εαν r > (2x)x+1

, τότε

rx/

(
r
x

)
=

rxx!
r(r − 1) · · · (r − x + 1)

= x! ·
{ 1

(1− 1
r ) · · · (1− x−1

r )

}
< x! · 1

(1− x
r )x

Επίσης έχουµε,

1
1− x

r

= 1 +
x

r
+ (

x

r
)2 + · · ·

= 1 +
x

r

{
1 +

x

r
+ (

x

r
)2 + · · ·

}
< 1 +

x

r

{
1 +

1
2

+
1
4

+ · · ·
}

= 1 +
2x

r
και, (

1 +
2x

r

)x
=

x∑
j=0

(
x
j

) (2x

r

)j

< 1 +
2x

r

x∑
j=1

(
x
j

)
< 1 +

2x

r
· 2x

Συνεπώς,

rx/

(
r
x

)
< x! +

2x

r
· x! · 2x

< x! +
2x+1xx+1

r
< x! + 1.
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Λήµµα 4.5 Η n!, είναι ∆ιοφαντική συνάρτηση.

Απόδειξη: m = n! ⇐⇒ (∃ r, s, t, u, v){s = 2x + 1 ∧ t = x + 1 ∧ r = st ∧

u = rn ∧ v =
(

r
n

)
∧ mv ≤ u < (m + 1)v}.

Λήµµα 4.6 ΄Εστω bq ≡ a mod M . Τότε,

y∏
k=1

(a + bk) ≡ by · y! ·
(

q + y
y

)
mod M .

Λήµµα 4.7 Η συνάρτηση h(a, b, y) =
y∏

k=1

(a + bk) είναι ∆ιοφαντική.

Απόδειξη: Από το Λήµµα 4.6, διαλέγω M = b(a+ by)y +1. Τότε, (M, b) = 1

και M >

y∏
k=1

(a + bk). Συνεπώς, η ισοτιµία bq ≡ a mod M είναι επιλύσιµη ως

προς q, και άρα το

y∏
k=1

(a + bk), ορίζεται να είναι ο µοναδικός αριθµός ο οποίος

είναι ισοϋπόλοιπος modulo M µε τον by · y! ·
(

q + y
y

)
, και είναι επίσης < M

΄Αρα λοιπόν,

z =
y∏

k=1

(a + bk) ⇐⇒

(∃M,p, q, r, s, t, u, v, w, x)
{

r = a + by ∧ s = ry ∧M = bs + 1 ∧ bq = a + Mt ∧

u = by ∧ v = y! ∧ z < M ∧ w = q + y ∧ x =
(

w
y

)
∧ z + Mp = uvx

}
.

Χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες παραστάσεις για την εκθετική συνάρτηση,

για v = y! και για x =
(

w
y

)
, παίρνουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα.

Η απόδειξη λοιπόν του Θεωρήµατος 4.1, έχει ολοκληρωθεί µε την απόδειξη

των Ληµµάτων (4.3),(4.5) και (4.7).

5 Φραγµένοι Ποσοδείκτες

Η γλώσσα των ∆ιοφαντικών κατηγορηµάτων, επιτρέπει την χρήση των ∧,∨,∃.

΄Αλλα λογικά σύµβολα που χρησιµοποιούνται στη Λογική είναι :

• ∼ , για το « ΟΧΙ »

• ∀x , για το « ΓΙΑ ΚΑΘΕ x »
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• → , για το « ΕΑΝ . . . ΤΟΤΕ . . . »

΄Οπως ϑα γίνει ϕανερό αργότερα, από τη χρήση αυτών των συµβόλων, µπορεί

να οδηγηθούµε σε παραστάσεις που ορίζουν σύνολα τα οποία δεν είναι ∆ιοφαν-

τικά.

Ορίζουµε τους υπαρξιακούς ϕραγµένους ποσοδείκτες:

« (∃ y)≤x . . . » το οποίο σηµαίνει « (∃ y)(y ≤ x ∧ . . .) »

καθώς επίσης και τους καθολικούς ϕραγµένους ποσοδείκτες:

« (∀y)≤x . . . » το οποίο σηµαίνει « (∀y)(y > x ∨ . . .) »

Αυτοί οι τελεστές, µπορούν να προσαρτηθούν στη γλώσσα των ∆ιοφαντικών

κατηγορηµάτων και τα σύνολα που ορίζονται από παραστάσεις αυτής της επεκ-

τεταµένης γλώσσας, ϑα παραµείνουν ∆ιοφαντικά. ΄Εχουµε:

Θεώρηµα 5.1 Εαν P είναι ένα πολυώνυµο, και

R = {(y, x1, . . . , xn)|(∃ z)≤y(∃ y1, . . . , ym)[P (y, z, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0]}

και,

S = {(y, x1, . . . , xn)|(∀z)≤y(∃ y1, . . . , ym)[P (y, z, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0]},

τότε τα σύνολα R και S είναι ∆ιοφαντικά.

Το ότι το R είναι ∆ιοφαντικό, είναι τετριµµένο καθώς,

(y, x1, . . . , xn) ∈ R ⇐⇒ (∃ z, y1, . . . , ym)(z ≤ y ∧ P = 0).

Η απόδειξη του άλλου µισού του ϑεωρήµατος, είναι πιο περίπλοκη. Θα εισάγουµε

λοιπόν 2 ϐοηθητικά λήµµατα, που ϑα ϐοηθήσουν στην απόδειξη.

Λήµµα 5.1 (∀k)≤y(∃ y1, . . . , ym)[P (y, k, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0]
⇐⇒

(∃ u)(∀k)≤y(∃ y1, . . . , ym)≤u[P (y, k, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0].

Απόδειξη: Τό δεξί µέλος της ισοδυναµίας, τετριµµένα δίνει το αριστερό.

Για το αντίστροφο, ας υποθέσουµε ότι ισχύει το αριστερό µέλος για δοσµέ-

να y, x1, . . . , xn. Τότε για κάθε k = 1, 2, . . . , y υπάρχουν ορισµένοι αριθµοί

y
(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
m για τους οποίους :

P (y, k, x1, . . . , xn, y
(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
m ) = 0

Παίρνοντας το u να είναι το µέγιστο των m · y αριθµών

{y(k)
j |j = 1, . . . ,m; k = 1, 2, . . . , y}
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προκύπτει οτι το δεξί µέλος της ισοδυναµίας είναι ϕανερό.

Λήµµα 5.2 ΄Εστω Q(y, u, x1, . . . , xn), ένα πολυώνυµο µε τις ιδιότητες

1. Q(y, u, x1, . . . , xn) > u

2. Q(y, u, x1, . . . , xn) > y

3. Οι σχέσεις k ≤ y και y1, . . . , ym ≤ u δίνουν

|P (y, k, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)| ≤ Q(y, u, x1, . . . , xn)

Τότε,

(∀k)≤y(∃ y1, . . . , ym)≤u[P (y, k, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0]
⇐⇒

(∃ c, t, a1, . . . , am) [ 1 + ct =
y∏

k=1

(1 + kt)

∧ t = Q(y, u, x1, . . . , xn)!

∧ 1 + ct/

u∏
j=1

(a1 − j)

∧ · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∧ 1 + ct/
u∏

j=1

(am − j)

∧ P (y, c, x1, . . . , xn, a1, . . . , am) ≡ 0 mod (1 + ct)].

Το σηµαντικό στο Λήµµα αυτό, είναι οτι παρόλο που το δεξί µελος της ισο-

δυναµίας ϕαίνεται να είναι πιο πεπλεγµένο από το πρώτο, ωστόσο δεν περιέχει

ϕραγµένους καθολικούς ποσοδείκτες.

Με τη ϐοήθεια λοιπόν αυτών των Ληµµάτων, µπορούµε να ολοκληρώσουµε

την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.

Αρχικά, ϐρίσκουµε ένα πολυώνυµο Q που να ικανοποιεί τα (1),(2),(3) του

Λήµµατος 5.1. Αυτό είναι εύκολο να γίνει :

Γράφουµε,

P (y, k, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =
N∑

r=1

tr

όπου κάθε tr έχει τη µορφή,

tr = |c|yakbxq1
1 xq2

2 · · ·xqn
n ys1

1 ys2
2 · · · ysm

m
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για c ϑετικό ή αρνητικό ακέραιο. Θέτουµε

ur = cya+bkbxq1
1 xq2

2 · · ·xqn
n us1+s2+···+sm και έστω

Q(y, u, x1, . . . , xn) = u + y +
N∑

r=1

ur.
6

Τότε οι (1), (2) και (3) του Λήµµατος 5.1 ισχύουν. ΄Ωστε :

(∀k)≤y(∃ y1, . . . , ym)[P (y, k, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0]
⇐⇒

(∃ u, c, t, a1, . . . , am)
[

1 + ct =
y∏

k=1

(1 + kt)

∧ t = Q(y, u, x1, . . . , xn)!

∧ 1 + ct/
u∏

j=1

(a1 − j)

∧ · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∧ 1 + ct/
u∏

j=1

(am − j)

∧ P (y, c, x1, . . . , xn, a1, . . . , am) ≡ 0 mod (1 + ct)
]

⇐⇒

(∃ u, c, t, a1, . . . , an, e, f, g1, . . . , gm, h1, . . . , hn, l)
[
e = 1 + ct

∧ e =
y∏

k=1

(1 + kt) ∧ f = Q(y, u, x1, . . . , xn) ∧ t = f !

∧ g1 = a1 − u− 1 ∧ g2 = a2 − u− 1 ∧ · · · · · · · · · ∧ gm = am − u− 1

∧ h1 =
u∏

k=1

(g1 + k) ∧ h2 =
u∏

k=1

(g2 + k) ∧ · · · · · · · · · ∧ hm =
u∏

k=1

(gm + k)

∧ e/h1 ∧ e/h2 ∧ · · · · · · ∧ e/hm ∧ l = P (y, c, x1, . . . , xn, a1, . . . , an) ∧ e/l
]

το οποίο, είναι ∆ιοφαντικό από το Θεώρηµα 4.1

6 Αναδροµικές Συναρτήσεις

Είδαµε οτι διάφορα σύνολα είναι ∆ιοφαντικά, κάνοντας χρήση κάποιων τεχ-

νασµάτων. Τώρα έχουµε πολύ ισχυρές µεθόδους για να δείξουµε οτι κάποιο

σύνολο είναι ∆ιοφαντικό. Η επεκτεταµένη µορφή των ∆ιοφαντικών Κατηγορηµάτων,

6
Παρατηρούµε οτι η εύρεση του Q είναι κατασκευαστική, δηλαδή µπορούµε να κατασκευά-

σουµε ένα πολυώνυµο Q, που να ικανοποιεί τις ιδιότητες (1), (2), (3) του Λήµµατος 5.2.
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µε επιτρεπόµενη τη χρήση των ϕραγµένων ποσοδεικτών (κοίτα το Θεώρηµα 5.1)

και το S.N.T. (Θεώρηµα 1.3), επιτρέπουν σε κάποιο να δείξει µε άµεσο τρόπο,

οτι σχεδόν οποιοδήποτε σύνολο ϑέλουµε, είναι ∆ιοφαντικό.

Παρακάτω δίνουµε παραδείγµατα άλλων δύο ∆ιοφαντικών συνόλων:

Παράδειγµα 6.1 Το σύνολο των πρώτων αριθµών:

x ∈ P ⇐⇒ x > 1 ∧ (∀ y, z)≤x[yz < x ∨ yz > x ∨ y = 1 ∨ z = 1]

΄Ενας δεύτερος τρόπος να περιγράψουµε το σύνολο των πρώτων αριθµών είναι

χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Wilson 7
.

Από το Θεώρηµα 1.4, προκύπτει οτι υπάρχει κάποιο πολυώνυµο P , αναπαράσ-

τασης των πρώτων αριθµών το οποίο σηµαίνει οτι ένας ϑετικός ακέραιος είναι

πρώτος αν-ν ανήκει στο πεδίο τιµών του P 8

Παράδειγµα 6.2 Η συνάρτηση g(y) =
y∏

k=1

(1 + k)2. Εδώ χρησιµοποιούµε το

S.N.T., για να «µεταφράσουµε» την ακολουθία g(1), g(2), . . . , g(y) σε ένα µόνο

αριθµό u τέτοιο ώστε :

S(i, u) = g(i), i = 1, 2, . . . , y

Συνεπώς,

z = g(y) ⇐⇒ (∃ u){S(1, u) = 2 ∧ (∀ k)≤y[k = 1 ∨ (S(k, u) = (1 + k2)S(k − 1, u))]
∧ z = S(y, u)}
⇐⇒ (∃ u){S(1, u) = 2 ∧ (∀ k)≤y[k = 1 ∨ (∃ a, b, c)(a = k − 1
∧ b = S(a, u) ∧ c = S(k, u) ∧ c = (1 + k2)b)] ∧ z = S(y, u)}

Γίνεται λοιπόν καθαρό τώρα, οτι οι µέθοδοι που έχουµε στη διάθεσή µας είναι

γενικοί. Είναι τόσο ισχυροί που γεννιέται η ερώτηση: Πώς µπορεί κάθε «λογικό»

σύνολο (ή συνάρτηση), να ξεφύγει από αυτές τις µεθόδους και άρα να µην είναι

∆ιοφαντικό ;
Η ισχύς των µεθόδων που περιγράψαµε, µπορεί να δοκιµασθεί µελετώντας

την κλάση όλων των υπολογιστικών ή αναδροµικών συναρτήσεων. Αυτές είναι οι

συναρτήσεις οι οποίες µπορούν να υπολογισθούν µε ένα πεπερασµένο
9

πρό-

γραµµα ή υπολογιστική µηχανή, η οποία υποθέτουµε οτι δεν έχει περιορισµούς

όσον αφορά το πλήθος και το µέγεθος των αριθµών που ϑυµάται. Υπάρχουν και

είναι διαθέσιµοι, πολλοί και ακριβείς ορισµοί αυτής της κλάσης
10

. ΄Ενας από

τους απλούστερους είναι ο ακόλουθος :

7
΄Ενας αριθµός p είναι πρώτος, αν-ν (p− 1)! ≡ 1 mod p

8
Υπάρχει τρόπος κατασκευής αυτού του πολυωνύµου και µπορεί να αναζητηθεί στο ϐιβλίο

Diophantine representation of the set of prime numbers (Russian). Dokl. Akad. Nauk SSSR,
196 (1971) 770-773. Improved English translation with Addendum: Soviet. Math. Doklady,
12 (1971) 249-254.

9
∆ηλαδή µπορεί να γράψει, να διαβάσει κ.λ.π. πεπερασµένου πλήθους αριθµούς σε πεπερασ-

µένο χρόνο.

10
΄Ολοι είναι ισοδύναµοι µεταξύ τους.
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Οι αναδροµικές συναρτήσεις είναι όλες εκείνες οι συναρτήσεις, που µπορούµε

να πάρουµε από τις πρωταρχικές συναρτήσεις :

c(x) = 1
s(x) = x + 1

Un
i (x1, x2, . . . , xn) = xi, 1 ≤ i ≤ n

S(i, u) 11

εφαρµόζοντας όσες ϕορές χρειάζεται, τις τρεις πράξεις : σύνθεση, πρωταρχική

αναδροµή και σχήµα ελαχιστοποίησης οι οποίες ορίζονται παρακάτω:

Η σύνθεση, παράγει την συνάρτηση

h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn))

από τις δοσµένες συναρτήσεις g1, . . . , gm και f(t1, . . . , tm).
Η πρωταρχική αναδροµή, παράγει την συνάρτηση h(x1, . . . , xn, z) η οποία

ικανοποιεί τις εξισώσεις :

h(x1, . . . , xn, 1) = f(x1, . . . , xn)
h(x1, . . . , xn, t + 1) = g(t, h(x1, . . . , xn, t)x1, . . . , xn)

από τις δοσµένες συναρτήσεις f, g.

΄Οταν n = 0, η f γίνεται σταθερά και τότε η h παράγεται απευθείας από την g.

Με το σχήµα ελαχιστοποίησης, παράγεται η συνάρτηση:

h(x1, . . . , xn) = miny[f(x1, . . . , xn, y) = g(x1, . . . , xn, y)]

από τις δοσµένες συναρτήσεις f, g, µε την προϋπόθεση ότι οι f, g είναι τέτοιες

ώστε για κάθε x1, . . . , xn υπάρχει τουλάχιστον ένα y που ικανοποιεί την εξίσωση:

f(x1, . . . , xn, y) = g(x1, . . . , xn, y) 12
.

Το κύριο τότε αποτέλεσµα αυτού του άρθρου, είναι :

Θεώρηµα 6.1 Μία συνάρτηση είναι ∆ιοφαντική αν-ν είναι αναδροµική.

Για να ξεκινήσουµε την απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος, ϑα δούµε κάποιες

αναδροµικές συναρτήσεις :

1. Η x + y είναι αναδροµική καθώς

x + 1 = s(x)
x + (t + 1) = s(x + t) = g(t, x + t, x),

όπου g(u, v, w) = s(U3
2 (u, v, w)).

11
Η συνάρτηση αυτή είναι πλεονασµός καθώς µπορεί να παραχθεί από τις προηγούµενες τρεις.

12
∆ηλαδή η συνάρτηση h πρέπει να είναι παντού ορισµένη.
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2. Η x · y είναι αναδροµική καθώς

x · 1 = U1
1 (x)

x · (t + 1) = (x · t) + x = g(t, x · t, x),

όπου g(u, v, w) = U3
2 (u, v, w) + U3

3 (u, v, w).

3. Για κάθε σταθερό k, η σταθερή συνάρτηση ck(x) = k είναι αναδροµική,

καθώς η c1(x) είναι µία από τις πρωταρχικές συναρτήσεις και ck+1(x) =
ck(x) + c(x).

4. Κάθε πολυώνυµο P (x1, . . . , xn) µε ϑετικούς ακέραιους συντελεστές, εί-

ναι αναδροµική συνάρτηση, καθώς µπορεί να εκφραστεί ως πεπερασµένη

εφαρµογή προσθέσεων και πολλαπλασιασµών µεταβλητών και σταθερών

c(x). Για παράδειγµα:

2x2y + 3xz3 + 5 = c2(x) · x · x · y + c3(x) · x · z · z · z + c5(x).

Συνεπώς τα (1), (2), (3) χρησιµοποιώντας την σύνθεση, δίνουν το αποτέ-

λεσµα.

Τώρα είναι εύκολο να δείξουµε, οτι κάθε ∆ιοφαντική συνάρτηση είναι αναδροµική:

΄Εστω f µία ∆ιοφαντική συνάρτηση, και ας γράψουµε:

y = f(x1, . . . , xn) ⇐⇒ (∃ t1, . . . , tm)[P (x1, . . . , xn, y, t1, . . . , tm) =
Q(x1, . . . , xn, y, t1, . . . , tm)],

όπου P,Q είναι πολυώνυµα µε ϑετικούς ακεραίους συντελεστές. Τότε από το

S.N.T., έχουµε:

f(x1, . . . , xn) = S(1,minu[P (x1, . . . , xn, S(1, u), S(2, u), . . . , S(m + 1, u))
= Q(x1, . . . , xn, S(1, u), S(2, u), . . . , S(m + 1, u))]).

Αφού οι συναρτήσεις P,Q, S(i, u) είναι αναδροµικές, είναι και η f (Χρησι-

µοποιώντας σύνθεση, και το σχήµα ελαχιστοποίησης).

Για το αντίστροφο: Η S(i, u) είναι γνωστό ότι είναι ∆ιοφαντική όπως επίσης

(τετριµµένα) και όλες οι πρωταρχικές συναρτήσεις. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

οι ∆ιοφαντικές συναρτήσεις είναι κλειστές ως προς τη σύνθεση, την πρωταρχική

αναδροµή και το σχήµα ελαχιστοποίησης.

Σύνθεση : Εαν h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)) όπου

οι συναρτήσεις f, g1, . . . , gm είναι ∆ιοφαντικές, τότε και η h είναι ∆ιοφαντική

καθώς:

y = h(x1, . . . , xn) ⇐⇒ (∃ t1, . . . , tm)[t1 = g1(x1, . . . , xn) ∧ . . . ∧ tm =
gm(x1, . . . , xn) ∧ y = f(t1, . . . , tm)].

Πρωταρχική αναδροµή: Εαν,
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h(x1, . . . , xn, 1) = f(x1, . . . , xn)
h(x1, . . . , xn, t + 1) = g(t, h(x1, . . . , xn, t), x1, . . . , xn),

και οι f, g είναι ∆ιοφαντικές
13

:

y = h(x1, . . . , xn, z) ⇐⇒

(∃ u) {(∃ v)[v = S(1, u) ∧ v = f(x1, . . . , xn)]
∧ (∀ t)≤z[(t = z) ∨ (∃ v)(v = S(t + 1, u)
∧ v = g(t, S(t, u), x1, . . . , xn))] ∧ y = S(z, u)}

και συνεπώς χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.1, η h είναι ∆ιοφαντική.

Σχήµα ελαχιστοποίησης : Εαν,

h(x1, . . . , xn) = miny[f(x1, . . . , xn, y) = g(x1, . . . , xn, y)],

όπου οι f, g είναι ∆ιοφαντικές, τότε και η h είναι ∆ιοφαντική καθώς,

y = h(x1, . . . , xn) ⇐⇒

(∃ z) [z = f(x1, . . . , xn, y) ∧ z = g(x1, . . . , xn, y)]
∧ (∀ t)≤y[(t = y) ∨ (∃ u, v)(u = f(x1, . . . , xn, t)
∧ v = g(x1, . . . , xn, t) ∧ (u < v ∨ v < u)].

7 Καθολικό ∆ιοφαντικό Σύνολο

Θα κάνουµε τώρα µία σαφή απαρίθµηση, όλων των ∆ιοφαντικών συνόλων µε

ϑετικούς ακέραιους. Κάθε πολυώνυµο µε ϑετικούς ακέραιους συντελεστές, µ-

πορεί να κατασκευαστεί από το 1, καθώς επίσης και από µεταβλητές, µε διαδο-

χικές προσθέσεις και πολλαπλασιασµούς. Ορίζω το αλφάβητο των µεταβλητών

που χρησιµοποιώ:

x0, x1, x2, x3, . . .

και κατόπιν, ϕτιάχνω την ακόλουθη απαρίθµηση όλων των πολυωνύµων που

περιέγραψα παραπάνω (χρησιµοποιώντας «pairing functions» ):

P1 = 1
P3i−1 = xi−1

P3i = PL(i) + PR(i)

P3i+1 = PL(i) · PR(i)

µε Pi = Pi(x0, x1, . . . , xn), όπου ο n είναι τόσο µεγάλος ώστε όλες οι µεταβλητές

που εµφανίζονται στο Pi, να συµπεριλαµβάνονται.
14

Ας πάρουµε τώρα το σύνολο:

13
Χρησιµοποιώντας το S.N.T. για να κωδικοποιήσουµε τους αριθµούς

h(x1, . . . , xn, 1), h(x1, . . . , xn, 2), . . . , h(x1, . . . , xn, z)
14

Προφανώς το Pi δεν εξαρτάται γενικά από όλες αυτές τις µεταβλητές.
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Dn = {x0|(∃ x1, . . . , xn)[PL(n)(x0, x1, . . . , xn) = PR(n)(x0, x1, . . . , xn)]}.

Εδώ, τα πολυώνυµα PL(n) και PR(n) δεν περιέχουν απαραίτητα όλες τις µετάβλ-

ητές x0, x1, . . . , xn αλλά σίγουρα δεν περιέχουν άλλες.
15

Από τον τρόπο που έχει

κατασκευαστεί η ακολουθία Pi, ϕαίνεται οτι η ακολουθία των συνόλων

D1, D2, D3, D4, . . .,

περιέχει όλα τα ∆ιοφαντικά σύνολα. Επιπλέον ισχύει :

Θεώρηµα 7.1 (Θεώρηµα της Πληρότητας)

Το σύνολο {(n, x)|x ∈ Dn} είναι ∆ιοφαντικό.

Απόδειξη: Για άλλη µια ϕορά χρησιµοποιώντας το S.N.T., έχουµε τα εξής :

x ∈ Dn ⇐⇒ (∃ u){S(1, u) = 1 ∧ S(2, u) = x

∧ (∀ i)≤n[S(3i, u) = S(L(i), u) + S(R(i), u)]
∧ (∀ i)≤n[S(3i + 1, u) = S(L(i), u) · S(R(i), u)]
∧ S(L(n), u) = S(R(n), u)}

Είναι τώρα καθαρό οτι το κατηγόρηµα δεξία από την ισοδυναµία είναι ∆ιοφαντικό

σύνολο, συνεπώς χρειάζεται µόνο να ελεγχθεί ο ισχυρισµός :

΄Εστω x ∈ Dn για δοσµένα x, n. Τότε υπάρχουν αριθµοί t1, . . . , tn τέτοιοι ώστε :

PL(n)(x, t1, . . . , tn) = QL(n)(x, t1, . . . , tn). Ας επιλέξουµε u (από το S.N.T.),
τέτοιο ώστε :

S(j, u) = Pj(x, t1, . . . , tn), j = 1, 2, . . . , 3n + 2. (7.1)

Ειδικότερα, S(2, u) = x και S(3i− 1, u) = ti−1, i = 2, 3, . . . , n + 1. Συνεπώς

το δεξί µέλος της ισοδυναµίας ισχύει.

Αντίστροφα, ας πάρουµε το δεξί µέλος της (7.1) να ισχύει για δοσµένα n, x και

έστω

t1 = S(5, u), t2 = S(8, u), . . . , tn = S(3n + 2, u).

Τότε η (7.1) πρέπει να ισχύει. Καθώς S(L(n), u) = S(R(n), u), πρέπει να είναι

η περίπτωση όπου:

PL(n)(x, t1, . . . , tn) = PR(n)(x, t1, . . . , tn),

συνεπώς x ∈ Dn.

Αφού λοιπόν τα D1, D2, . . . , δίνουν µία απαρίθµηση όλων των ∆ιοφαντικών

συνόλων, είναι εύκολο να κατασκευάσουµε ένα σύνολο διαφορετικό από όλα

αυτά και συνεπώς όχι ∆ιοφαντικό.

15
Ας ϑυµηθούµε οτι L(n), R(n) ≤ n.

20



Αυτό είναι το :

V = {n| n /∈ Dn}

Θεώρηµα 7.2 Το σύνολο V δεν είναι ∆ιοφαντικό

Απόδειξη: Είναι µία απλή εφαρµογή της διαγώνιας µεθόδου του Cantor.
Εαν το V ήταν ∆ιοφαντικό, τότε για κάποιο i, ϑα είχαµε V = Di. Ανήκει όµως

το i στο V ; ΄Εχουµε:

Αφού V = Di, i ∈ V ⇐⇒ i ∈ Di.

Από την άλλη όµως, από τον τρόπο ορισµού του V , i ∈ V ⇐⇒ i /∈ Di, άτοπο.

Θεώρηµα 7.3 Η συνάρτηση που ορίζεται από τις σχέσεις :

g(n, x) = 1 , εαν x /∈ Dn,

g(n, x) = 2 , εαν x ∈ Dn,

δεν είναι αναδροµική.

Απόδειξη: Εαν η συνάρτηση g, ήταν αναδροµική, τότε ϑα ήταν ∆ιοφαντική

(Θεώρηµα 6.1 ) της µορφής:

y = g(n, x) ⇐⇒ (∃ y1, . . . , ym)[P (n, x, y, y1, . . . , ym) = 0].

Τότε όµως, ϑα προέκυπτε ότι :

V = {x| (∃ y1, . . . , ym)[P (x, x, 1, y1, . . . , ym) = 0]}

και το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε το Θεώρηµα 7.2.

Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος 7.1, έχουµε:

x ∈ Dn ⇐⇒ (∃ z1, . . . , zk)[P (n, x, z1, . . . , zk) = 0].

όπου P είναι κάποιο καθορισµένο (εντούτοις όµως περίπλοκο), πολυώνυµο. Ας

υποθέσουµε οτι υπήρχε ένας αλγόριθµος, που ϑα αποφαινόταν για την ύπαρξη

ή όχι λύσεων µιας ∆ιοφαντικής εξίσωσης, δηλαδή ένας αλγόριθµο για το 10o

πρόβληµα του Hilbert. Τότε για δοσµένα n, x, αυτός ο αλγόριθµος ϑα µπορούσε

να χρησιµοποιηθεί για να εξετάσει εαν η εξίσωση:

P (n, x, z1, . . . , zk) = 0,

έχει ή όχι λύση, δηλαδή εαν ισχύει ή δεν ισχύει ότι x ∈ Dn. Συνεπώς ο αλγόρι-

ϑµος ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για να υπολογίσει τη συνάρτηση g(n, x).
Από το γεγονός όµως ότι οι αναδροµικές συναρτήσεις είναι µόνο εκείνες για τις

οποίες υπάρχει υπολογιστικός αλγόριθµος που τις υπολογίζει, η g ϑα έπρεπε να

είναι αναδροµική. Αυτό όµως ϑα ερχόταν σε αντίθεση µε το ϑεώρηµα 7.3, και

αυτό αποδεικνύει τελικά ότι :

Θεώρηµα 7.4 Το 10o
Πρόβληµα του Hilbert είναι άλυτο !
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