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1 TrÔphma KwdÐkwn(Punctured Codes)

'Estw C, ènac [n, k, d] k¸dikac p�nw apì to Fq. Trup�me ton C, sb nontac to
Ðdio yhfÐo i, se k�je kwdik  lèxh.

O kainoÔrioc k¸dikac C∗, eÐnai grammikìc kai to m koc twn lèxe¸n tou, eÐnai
profan¸c n− 1.

'Estw G o genn twr pÐnakac tou C. Tìte o genn twr pÐnakac, G∗ tou C∗
prokÔptei apì ton G sb nontac thn st lh i (kai paraleÐpontac mhdenikèc   Ðdiec
grammèc pou mporeÐ na prokÔptoun).
Er¸thma: Poi� eÐnai h di�stash kai h el�qisth apìstash d∗ tou C∗ ;

O C (wc grammikìc k¸dikac), perièqei qk kwdikèc lèxeic, sunep¸c, o C∗ ja
perièqei ligìterec mìno ean 2 lèxeic tou C, eÐnai Ðdiec se ìla ta yhfÐa ektìc apì
ekeÐno sth jèsh i.

Se aut  thn perÐptwsh ìpou up�rqoun 2 tètoiec lèxeic èqoume el�qisth apìstash
d = 1 gia ton C kai mÐa toul�qiston lèxh b�rouc 1 1, h opoÐa èqei to mh mhdenikì
yhfÐo sth jèsh i.

H el�qisth apìstash mei¸netai kat� 1, ean mÐa lèxh elaqÐstou b�rouc tou C,
èqei sth jèsh i mh mhdenikì yhfÐo.

SunoyÐzontac ta parap�nw èqoume:

Je¸rhma 1: 'Estw C, [n, k, d] k¸dikac p�nw apì to Fq kai C∗ o truphmènoc
k¸dikac sthn i jèsh.
(i) Ean d > 1, tìte o C∗ eÐnai ènac [n− 1, k, d∗] k¸dikac, ìpou d∗ = d− 1 ean o
C èqei mÐa elaqÐstou b�rouc kwdik  lèxh me mh mhdenikì yhfÐo sthn i jèsh, kai
d∗ = d diaforetik�.
(ii) Ean d = 1, tìte o C∗ eÐnai ènac [n− 1, k, 1] k¸dikac ean o C den èqei kwdik 
lèxh b�rouc 1 thc opoÐac to mh mhdenikì yhfÐo na eÐnai sth jèsh i, diaforetik�,
ean k > 1, o C∗ eÐnai ènac [n− 1, k − 1, d∗] k¸dikac, me d∗ ≥ 1.

∗Tm ma Majhmatik¸n, Panepist mio Kr thc
1Diìti d(C) = w(C),�ra afoÔ d = 1, ja up�rqei kwdik  lèxh b�rouc 1
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Par�deigma 1.1 : 'Estw o [5, 2, 2] k¸dikac C me genn tora ton

G =
[

1 1 0 0 0
0 0 1 1 1

]
kai C∗1 , C∗5 oi truphmènoi k¸dikec stic jèseic 1 kai 5

antÐstoiqa, me genn torec pÐnakec G∗
1 =

[
1 0 0 0
0 1 1 1

]
kai G∗

5 =
[

1 1 0 0
0 0 1 1

]
.

Sunep¸c o C∗1 eÐnai k¸dikac [4, 2, 1] 2 kai o C∗5 eÐnai k¸dikac [4, 2, 2] 3

Par�deigma 1.2 : 'Estw o [4, 2, 1] k¸dikac D me genn tora pÐnaka ton

G =
[

1 0 0 0
0 1 1 1

]
. 'Estw D∗1 kai D∗4 oi truphmènoi k¸dikec stic

jèseic 1 kai 4 antÐstoiqa. Tìte autoÐ èqoun genn torec pÐnakec touc

D∗
1 = [1 1 1] kai D∗

4 =
[

1 0 0
0 1 1

]
.

Parat rhsh : O k¸dikac D tou paradeÐgmatoc 1.2 eÐnai o k¸dikac C∗1 tou
paradeÐgmatoc 1.1. Profan¸c ja mporoÔsame na èqoume p�rei ton D∗4 amèswc,
trup¸ntac ton C stic jèseic {1, 5}.

Genik�, mporoÔme na trup soume èna k¸dika C, se èna sÔnolo jèsewn I, sb -
nontac apì ìlec tic lèxeic tou k¸dika C, ta yhfÐa stic jèseic pou upodeiknÔontai
apì ta stoiqeÐa tou sunìlou I. Ean to I èqei plhj�rijmo t, tìte o k¸dikac pou
prokÔptei sumbolÐzetai sun jwc me CI kai eÐnai ènac [n − t, k∗, d∗] k¸dikac me
k∗ ≥ k − t kai d∗ ≥ d− t apì to Je¸rhma 1 kai me epagwg .

2 Kìntema KwdÐkwn(Shortened Codes)

'Estw C, ènac [n, k, d] k¸dikac p�nw apì to Fq kai èstw I ⊂ {1, 2, . . . , n} me
t stoiqeÐa.

Ac jewr soume to sÔnolo C(I) twn kwdik¸n lèxewn tou C, pou eÐnai 0̄ sto
sÔnolo I 4. Profan¸c, to C(I) eÐnai upoq¸roc tou C. 5.

2 'Eqoume d = 2 > 1 kai up�rqei kwdik  lèxh c̄1 = 11000 me w(c̄1) = 2 = d kai h opoÐa èqei
sthn 1η jèsh mh mhdenikì yhfÐo. 'Ara d∗ = d− 1 = 1.

3Me ìmoia diadikasÐa, ìpwc ston C∗1 , brÐskoume ìti h el�qisth apìstash tou C∗5 eÐnai 2.
4Dhlad  èqoun mhdèn se k�je jèsh i ∈ I
5Ean c̄1, c̄2 ∈ C(I), tìte c̄1 + c̄2 ∈ C(I), afoÔ h lèxh c̄1 + c̄2 ja èqei mhdèn se k�je jèsh

i ∈ I kai ìmoia l·c̄ ∈ C(I), ∀c̄ ∈ C(I) kai ∀ l∈ Fq
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Trup�me t¸ra ton k¸dika C(I), 6 sto I kai ètsi paÐrnoume èna k¸dika p�n-
w apì to Fq, m kouc n − t o opoÐoc kaleÐtai Kontemènoc (Shortened)
K¸dikac tou C, p�nw sto I kai sumbolÐzetai me CI . 'Ara (C(I))I := CI
Par�deigma 2.1 :

1oς Trìpoc prosèggishc (Anagraf  twn stoiqeÐwn tou K¸dika C)

'Estw C, o [6, 3, 2] 2-adikìc k¸dikac me genn tora ton

G =




1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1




Tìte ìpwc gnwrÐzoume, o C par�getai apì ton G, wc grammikìc sundiasmìc
twn gramm¸n tou dhlad  λ1 · (100111) + λ2 · (010111) + λ3 · (001111),
λ1, λ2, λ3 ∈ Fq. Prìkeitai loipìn gia ton k¸dika

C = { 000000, 010111, 001111, 011000, 100111, 110000, 101000, 111111}

'Ac jewr soume t¸ra to sÔnolo I = {5, 6}.
Tìte o k¸dikac C(I), ja perièqei, ìpwc eÐdame, tic lèxeic pou èqoun 0 stic

jèseic {5, 6}. 'Ara

C(I) = {000000, 011000, 110000, 101000}

kai sunep¸c, o truphmènoc k¸dikac autoÔ, ja eÐnai o kontemènoc k¸dikac

CI = {0000, 0110, 1100, 1010}

'Enac genn torac pÐnakac tou k¸dika autoÔ eÐnai ekeÐnoc pou prokÔptei ean
p�roume 2 grammik¸c anex�rthtec lèxeic tou k¸dika C, èstw tic 1010, 0110 kai
tìte :

GI =
[

1 0 1 0
0 1 1 0

]

Apì thn �llh, trup¸ntac ton C sto I paÐrnoume ton truphmèno k¸dika tou C,

CI = {0000, 0101, 0011, 0110, 1001, 1100, 1010, 1111}

6O C(I) wc upoq¸roc tou C kajÐstatai kai o Ðdioc, k¸dikac
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me genn tora pÐnaka ton

GI =




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1




afoÔ to sÔnolo

{1001, 0101, 0011}

apoteleÐtai apì grammik¸c anex�rthtec lèxeic tou CI .
Sumpèrasma: Gia na brw ton GI apì ton G arkeÐ na afairèsw apì ton G

tic st lec i gia tic opoÐec i ∈ I.

2oς Trìpoc prosèggishc

Ja prospaj soume me aplèc gn¸seic Grammik c 'Algebrac na broÔme ton gen-
n tora pÐnaka GI , tou kontemènou k¸dika apì ton genn tora pÐnaka G, tou C,
qwrÐc na qreiasteÐ pr¸ta na broÔme ton C kai sth sunèqeia ton CI .

Katarq n, o C upenjumÐzoume oti eÐnai grammikìc, sunep¸c paÐrnontac èna
grammikì sundiasmì twn gramm¸n tou genn tora pÐnaka G, kai antikajist¸ntac
ton se k�poia gramm , o k¸dikac C den all�zei. 7

'Arqik� loipìn, paÐrnw i ∈ I kai mÐa gramm  tou G h opoÐa na mhn èqei mhdèn
sthn jèsh i kai thn prosjètw se k�je gramm  tou G me mh mhdenik  jèsh i,
tìsec forèc ¸ste na p�roume 0. 'Etsi sthn st lh i, èqoume se ìlec tic jèseic
0 ektìc apì ekeÐnh th jèsh, thc opoÐac thn gramm  prosjètame se k�je �llh
gramm . Ean de, ìlec oi grammèc èqoun 0 sthn jèsh i tìte tic af nw ìpwc
èqoun kai suneqÐzw me diaforetikì j ∈ I, me j 6= i. SuneqÐzw ètsi me ìla ta
stoiqeÐa tou I. Me to pèrac thc diadikasÐac, jèloume na krat soume ekeÐnec tic
mh mhdenikèc kai diaforetikèc grammèc tou kainoÔriou pÐnaka G′, pou par�goun
ton k¸dika CI . Autì polÔ apl� ja gÐnei, di¸qnontac ekeÐnec tic grammèc tou
G′ pou den èqoun 0 stic jèseic i ∈ I. O pÐnakac pou par�getai me aut  thn
apl  diadikasÐa eÐnai kai o genn torac pÐnakac G(I), tou k¸dika C(I). Gia na
p�roume apì ekeÐnon, ton genn tora pÐnaka tou CI , arkeÐ ìpwc eÐdame parap�nw
na di¸xoume tic i ∈ I st lec, tou pÐnaka G(I).

Sto par�deigm� mac loipìn, prosjètoume thn 1η gramm  tou G stic upìloipec
2 grammèc kai ètsi paÐrnoume 0 sthn jèsh 5 ∈ I all� kai (tuqaÐa) sthn jèsh 6 ∈
I.Di¸qnoume thn pr¸th gramm  h opoÐa eÐnai mh mhdenik  sto I kai o kainoÔrioc
pÐnakac eÐnai o genn torac G(I) tou k¸dika C(I). 'Epeita, di¸qnoume thn 5η

kai 6η st lh tou G(I) kai paÐrnoume ton genn tora pÐnaka GI tou kontemènou
k¸dika CI :

GI =
[

1 1 0 0
1 0 1 0

]

7To mìno pou all�zei eÐnai o genn torac pÐnakac
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Parat rhsh: Me touc 2 diaforetikoÔc trìpouc prosèggishc, br kame 2
diaforetikoÔc genn torec pÐnakec tou kontemènou k¸dika. Profan¸c kai oi 2
par�goun ton Ðdio k¸dika kai eÐnai grammoðsodÔnamoi.

Ac p�roume t¸ra ton duðkì k¸dika C⊥, tou opoÐou o genn torac pÐnakac
G⊥ 8, eÐnai o

G⊥ =




1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1




Jewr¸ntac kai p�li I = {5, 6}, afairoÔme thn 5η kai 6η st lh kaj¸c epÐshc
kai thn Ðdia gramm  pou prokÔptei, kai ètsi paÐrnoume ton genn tora pÐnaka
(G⊥)I , tou truphmènou k¸dika (C⊥)I

(G⊥)I =
[

1 1 1 1
1 1 1 0

]

Apì thn �llh, o genn torac pÐnakac G⊥ tou duðkoÔ k¸dika C⊥ eÐnai  dh
sthn morf  pou perigr�yame ston 2o trìpo prosèggishc parap�nw, afoÔ h 5η

kai 6η st lh èqei pantoÔ 0 ektìc apì mÐa jèsh. Afair¸ loipìn diadoqik�, tic
antÐstoiqec grammèc oi opoÐec, stic jèseic 5 kai 6, antÐstoiqa, èqoun mh mhdenik�
stoiqeÐa. Katìpin afairoÔme thn 5η kai 6η st lh kai ètsi èqoume ton kontemèno
genn tora pÐnaka (G⊥)I , tou k¸dika (C⊥)I

(G⊥)I = [ 1 1 1 1 ]

Ean sto shmeÐo autì p�roume ton duðkì k¸dika tou CI , tìte èqoume ton (CI)⊥
me genn tora pÐnaka ton

(GI)⊥ =
[

1 1 1 0
0 0 0 1

]

kai ean p�roume ton duðkì tou CI , tìte èqoume ton (CI)⊥ me gennhtora pÐnaka
ton

(GI)⊥ = [ 1 1 1 1 ]

Oi pÐnakec (GI)⊥ kai (G⊥)I par�goun ton Ðdio k¸dika afoÔ eÐnai grammoð-
sodÔnamoi, sunep¸c (CI)⊥ = (C⊥)I . 'Omoia (CI)⊥ = (C⊥)I .

Ja deÐxoume oti autì isqÔei genikìtera:

8O genn torac pÐnakac G, tou C eÐnai se standard morf .
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Je¸rhma 2: 'Estw C ènac [n, k, d] k¸dikac p�nw apì to s¸ma Fq. 'Estw
I ⊂ {1, 2, . . . , n} me t stoiqeÐa. Tìte :

(i) (C⊥)I = (CI)⊥ kai (C⊥)I = (CI)⊥

(ii) Ean t < d, tìte oi CI kai (C⊥)I èqoun diast�seic k kai n−t−k antÐstoiqa.

(iii) Ean t = d, kai up�rqei lèxh tou C thc opoÐac ta mh mhdenik� yhfÐa eÐnai
stic jèseic i ∈ I 9, tìte dim(CI) = k − 1 kai dim((C⊥)I) = n− d− k + 1

Apìdeixh:

(i) 'Estw c̄ ∈ C⊥ h opoÐa èqei mhdenik� stic jèseic i ∈ I kai c̄∗, h lèxh c̄
truphmènh sto I. 'Ara c̄∗ ∈ (C⊥)I .

Ean x̄ ∈ C, tìte x̄∗ · c̄∗ = x̄ · c̄ = 0̄, ìpou x̄∗ eÐnai h lèxh x̄ truphmènh sto I.
'Ara, x̄∗ ∈ CI kai sunep¸c, c̄∗ ∈ (CI)⊥ �ra (C⊥)I ⊆ (CI)⊥.

'Estw t¸ra to c̄ ∈ (CI)⊥. MporoÔme na to epekteÐnoume, prosjètontac mh-
denik� stic jèseic tou I. 'Etsi paÐrnoume to ˆ̄c. PaÐrnoume t¸ra x̄ ∈ C, kai
trup�me to x̄ sto I kai ètsi paÐrnoume x̄∗ ∈ CI .

'Omwc, x̄ · ˆ̄c = x̄∗ · c̄ = 0̄. Sunep¸c, ˆ̄c ∈ C⊥ �ra c̄ ∈ (C⊥)I .

B�zontac t¸ra, ìpou C, ton C⊥ kai lamb�nontac upìyh ìti (C⊥)⊥ = C, èqoume
diadoqik�:

((C⊥)⊥)I = ((C⊥)I)⊥

CI = ((C⊥)I)⊥

(CI)⊥ = (((C⊥)I)⊥)⊥

(CI)⊥ = (C⊥)I

(ii) 'Estw 1 ≤ t < d. Tìte, èqoume diadoqika:

−d < −t

n− d < n− t

n− d ≤ n− t− 1
n− d + 1 ≤ n− t

9H lèxh aut  èqei el�qisto b�roc afoÔ t = d
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H teleutaÐa, apì antÐstoiqo je¸rhma, lèei, oti ean p�rw opoiesd pote n − t
st lec tou genn tora pÐnaka G, tou k¸dika C, perièqoun sÔnolo plhroforÐac
gia ton C.

Trup¸ntac loipìn ton C sto I, afair¸ntac dhlad  t st lec apì ton genn tora
pÐnaka, oi upìloipec n−t st lec suneqÐzoun na perièqoun sÔnolo plhroforÐac.10
'Ara h bajmÐda tou genn tora pÐnaka, rank(GI) = k sunep¸c h di�stash tou CI
den all�zei. 'Ara dim(CI) = k.

Efìson dim(CI) = k kai o CI eÐnai [n − t, k] k¸dikac, ja èqoume oti
dim((CI)⊥) = n−t−k. 11 'Omwc apì to (i) : (CI)⊥ = (C⊥)I , �ra dim((C⊥)I) =
n− t− k.

(iii) 'Estw I1 ⊂ I me |I1| = d− 1(= t− 1, afoÔ t = d). Tìte o k¸dikac CI1 ,
sÔmfwna me to (ii) èqei di�stash k diìti d−1 < d. O k¸dikac CI1 èqei el�qisth
apìstash 1, diìti ean h el�qisth apìstash  tan ≥ 2 tìte, me thn upìjesh oti
up�rqei mÐa lèxh, èstw c̄, pou èqei ta mh mhdenik� yhfÐa stic jèseic i ∈ I, ja
eÐqame ìti w(c̄) ≥ d − 1 + 2 = d + 1, �topo diìti h c̄ eÐnai elaqÐstou b�rouc
kwdik  lèxh.12

Sunep¸c h el�qisth apìstash eÐnai 1.

Ton CI ton paÐrnoume apì ton CI1 , trup¸ntac ton, sthn mh mhdenik  jèsh
mÐac lèxhc b�rouc 1. Apì to Je¸rhma 1(ii), dim(CI) = k − 1 kai o CI eÐnai
[n− t, k − 1] k¸dikac dhlad  [n− d, k − 1] k¸dikac afoÔ t = d. 'Ara

dim((CI)⊥) = n− d− k + 1

kai afoÔ (CI)⊥ = (C⊥)I , èqoume telik� :

dim((C⊥)I) = n− d− k + 1

Anaforèc
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[2] W. C. Huffman, Vera Pless, Fundamentals of Error-Correcting Codes
(2003) p. 13–17.

10Oi n− d− 1 st lec gnwrÐzoume oti perièqoun sÔnolo plhroforÐac, sunep¸c perièqoun k
grammik¸c anex�rthtec st lec. AfoÔ èqoume n− t ≥ n−d−1, oi n− t st lec exakoloujoÔn
na perièqoun k grammik¸c anex�rthtec st lec.

11JumÐzoume, oti ean o C eÐnai ènac [n, k] k¸dikac tìte o C⊥ eÐnai [n, n− k] k¸dikac
12Diìti t = d
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