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Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης

1 Το µικρό Θεώρηµα του Fermat και η γενίκευσή
του

Θεώρηµα 1.1 Εάν p πρώτος και a ένας ϕυσικός αριθµός τότε :

(i) ap ≡ a (mod p)

(ii) (Το µικρό ϑεώρηµα του Fermat) εάν (a, p) = 1 τότε

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Απόδειξη:
Σχόλιο: Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του µικρού Θεωρήµατος του Fer-

mat . Επιλέξαµε αυτή η οποία χτίζει ϐήµα-ϐήµα την απόδειξη και είναι
µέσα στις δυνατότητες ενός µαθητή µε ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά.

(i) Θα κάνουµε χρήση της µαθηµατικής επαγωγής. Για a = 1 ισχύει
τετριµµένα. Ας υποθέσουµε ότι p|ap−a. Θα αποδείξουµε ότι p|(a+
1)p − (a+ 1).

Απ’τον τύπο του διωνύµου του Newton (1), έχουµε

(a+ 1)p = ap +

(
p

1

)
ap−1 +

(
p

2

)
ap−2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
a+ 1.

Συνεπώς

(a+ 1)p − ap − 1 =

(
p

1

)
ap−1 +

(
p

2

)
ap−2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
a.

΄Οµως το p διαιρεί το δεξί µέλος (2) άρα και το αριστερό. Συνδιάζον-
τας αυτό µε την επαγωγική υπόθεση, έχουµε ότι

p | [(a+ 1)p − ap − 1] + (ap − a) = (a+ 1)p − (a+ 1).

1(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

2Η απόδειξη αυτού αφήνεται ως άσκηση στους αναγνώστες. Τα δύο ϐήµατα που
χρειάζονται για την απόδειξη είναι :

(a) Το γινόµενο n διαδοχικών ακεραίων διαιρείται από το n! και

(b) εαν p πρώτος, τότε οι
(
p
1

)
,
(
p
2

)
, . . . ,

(
p

p−1

)
διαιρούνται από το p.
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(ii) Προφανώς από το (i) έχουµε p | ap − a ⇒ p | a(ap−1 − 1) που σε
συνδιασµό µε το (a, p) = 1 δίνει το Ϲητούµενο

p | ap−1 − 1.

2

Παράδειγµα 1.1 (i) Αφού (2, 11) = 1 και ο 11 είναι πρώτος, ϑα είναι
211−1 ≡ 1 (mod 11). Πράγµατι όταν το 210 = 1024 διαιρεθεί µε το
11, αφήνει υπόλοιπο 1.

(ii) Με µεγαλύτερα νούµερα: π.χ. οι αριθµοί 23 ∗ 5 ∗ 112 = 4840 και
101 είναι πρώτοι µεταξύ τους και αφού ο 101 είναι πρώτος, έχουµε
4840100 ≡ 1 (mod 101).

2

Πόρισµα 1.1 Εαν p πρώτος και a ένας ϕυσικός αριθµός µε (a, p) = 1, και
d είναι ο µικρότερος εκθέτης για τον οποίο ισχύει

ad ≡ 1 (mod p)

τότε d | p− 1.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στους αναγνώστες.

2

2 Η συνάρτηση του Euler

Για δοσµένο ϕυσικό αριθµό n ≥ 1, συµβολίζουµε µε ϕ(n) το πλήθος των
ϕυσικών αριθµών των µικρότερων ή ίσων του n που είναι πρώτοι προς τον
n. Με αυτό τον τρόπο ορίσαµε µία συνάρτηση

ϕ : N→ N

µε

ϕ(n) = ]{k ∈ N\k ≤ n και (a, n) = 1}(3).

3Το σύµβολο ]{. . .} συµβολίζει το πλήθος των στοιχείων του συνόλου {. . .}.
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Παράδειγµα 2.1 ϕ(9) = 6 διότι οι 6 αριθµοί 1, 2, 4, 5, 7, 8 είναι µικρότεροι
και πρώτοι προς το 9.

2

Ιδιότητες της συνάρτησης Euler

(i) ϕ(1) = 1

(ii) Είναι ϕανερό ότι εάν n = p πρώτος, τότε ϕ(p) = p− 1 καθώς όλοι οι
αριθµοί οι µικρότεροι του p, δηλαδή οι 1, 2, . . . , p− 1, είναι πρώτοι
προς τον p.

(iii) Η συνάρτηση ϕ είναι πολλαπλασιαστική δηλαδή εαν (m,n) = 1,
τότε

ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n)

(Για παράδειγµα ϕ(21) = ϕ(3 · 7) = ϕ(3) ·ϕ(7) = (3− 1) · (7− 1) =
12).

(iv) Εαν p πρώτος, τότε

ϕ(pk) = pk − pk−1 = pk−1(p− 1)

[Απλά λογαριάστε το πλήθος των αριθµών που είναι µικρότεροι ή
ίσοι του pk και είναι πρώτοι προς τον pk (ή αντίθετα, αφαιρέστε τα
πολλαπλάσια του p τα οποία σε πλήθος είναι pk−1)].

(v) Γενικά, εαν n = pk1
1 p

k2
2 · · · p

kl
l η ανάλυση του n σε πρώτους (δι-

ακεκριµένους µεταξύ τους) παράγοντες, χρησιµοποιήστε την ιδιότη-
τα (iii) για να δείξετε ότι :

ϕ(n) = pk1−1
1 (p1 − 1) · pk2−1

2 (p2 − 1) · · · pkl−1
l (pl − 1)

= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pl

)
= n

l∏
i=1

(
1− 1

pi

)

2
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Παράδειγµα 2.2 Είναι

ϕ(1200) = ϕ(22 · 34 · 52) = 1200

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

5

)
= 1200 · 1

2
· 2
3
· 4
5

= 320

΄Αρα µε αυτό τον τρόπο ϐρήκαµε, µε πολύ απλό τρόπο, ότι το πλήθος των
ϕυσικών που είναι µικρότεροι απ’το 1200 και πρώτοι προς αυτόν είναι 320.

2

Παράδειγµα 2.3 (i) Να αποδειχθεί ότι οι ϕυσικοί αριθµοί n ∈ N\{4}
για τους οποίους ισχύει ϕ(n) ≡ 2 (mod 4) είναι είτε της µορφής
n = pk είτε της µορφής n = 2pk, όπου k ∈ N και ο p ένας πρώτος µε
p ≡ 3 (mod 4).

(ii) Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n µε ϕ(n) = 14.

Λύση:

(i) Θα δείξουµε ότι στην ανάλυση του n σε πρώτους αριθµούς, δε γίνεται
να υπάρχουν περισσότεροι από δύο διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί οι
οποίοι να είναι ≥ 3. Γι’αυτό, ας υποθέσουµε αντίθετα, ότι

n = pk1
1 p

k2
2 · · · p

kl
l , pi ≥ 3 ∀i = 1, . . . , l και l ≥ 2.

Τότε
ϕ(n) = pk1−1

1 (p1 − 1)pk2−1
2 (p2 − 1) · · · pkl−1

l (pl − 1)

΄Οµως, καθώς l ≥ 2, υπάρχουν τουλάχιστον 2 άρτιοι παράγοντες
µεταξύ των (p1 − 1), (p2 − 1), . . . , (pl − 1). ΄Αρα ϕ(n) ≡ 0 (mod 4),
άτοπο.

΄Αρα
n = 2rpk.

Εαν r ≥ 3 (r 6= 2 διότι n 6= 4) , τότε

ϕ(n) = 2r−1pk−1(p− 1) ≡ 0 (mod 4), άτοπο.

΄Αρα, r = 0, 1 (r 6= 2 διότι n 6= 4) συνεπώς

n = pk ή n = 2pk.
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΄Εµεινε να δείξουµε ότι p ≡ 3 (mod 4). Εαν αντίθετα ήταν p ≡ 1
(mod 4)(4), τότε ϑα είχαµε (και στις δύο περιπτώσεις για τον n)

ϕ(n) = pk(p− 1) ≡ 0 (mod 4), άτοπο.

΄Ετσι αποδείχθηκε η Ϲητούµενη.

(ii) Πρόκειται για άµεση εφαρµογή του πρώτου ερωτήµατος.

2

∆εν σταµατάνε όµως εδώ οι πολύ σηµαντικές εφαρµογές της συνάρτησης
του Euler . Υπάρχουν πολλές ακόµη εφαρµογές και σπουδαία ϑεωρή-
µατα που την χρησιµοποιούν. Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε το
Θεώρηµα του Euler , χωρίς απόδειξη (καθώς υπάρχει σε πολλά κλασ-
σικά ϐιβλία Θεωρίας Αριθµών), το οποίο αποτελεί γενίκευση του µικρού
Θεωρήµατος του Fermat .

Θεώρηµα 2.1 (Θεώρηµα Euler ) Εαν a είναι ϕυσικός πρώτος προς τον n
τότε ισχύει

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Παρατήρηση: Εαν n = p, τότε παίρνουµε το µικρό Θεώρηµα του Fer-
mat .

Παράδειγµα 2.4 Επειδή ϕ(9) = 6, και (9, 4) = 1 έχουµε ότι 46 ≡ 1
(mod 9).

Πόρισµα 2.1 Εαν a είναι ϕυσικός πρώτος προς τον n, και k ≡ l (mod ϕ(n)),
τότε

ak ≡ al (mod n).

Απόδειξη:
Ας υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι k ≥ l. Τότε λόγω της

k ≡ l (mod ϕ(n)), συµπεραίνουµε ότι υπάρχει ακέραιος π τέτοιος ώστε
k = πϕ(n) + l άρα, λόγω και του ϑεωρήµατος του Euler , έχουµε

ak = al
(
aϕ(n)

)l ≡ al · 1l ≡ al (mod n)

2

4Προφανώς αφού p 6= 2, άρα p περιττός οπότε δεν γίνεται να είναι p ≡ 0, 2 (mod 4)

www.math.uoc.gr/ ∼ ags 5



Μικρο Θεωρηµα του Fermat, η συναρτηση του Euler και Μαθηµατικοι ∆ιαγωνισµοι

3 Μία χρήσιµη εφαρµογή του Θεωρήµατος Eu-
ler σε µία κατηγορία ασκήσεων από Μαθη-
µατικούς διαγωνισµούς

Ας δώσουµε µερικές ασκήσεις και τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να
εργαστούµε ώστε να τις λύσουµε µεθοδικά και εύκολα µε τα παραπάνω
εφόδια .

Μία άσκηση της 6ης Εθνικής Μαθηµατικής Ολυµπιάδας του 1989 ήταν :

Παράδειγµα 3.1 Για ποιές τιµές του n ∈ N ο αριθµός 1n+2n+3n διαιρείται
µε το 7 ;

Σχόλιο: Θα παρουσιάσουµε αρχικά (1η Λύση) την εξαιρετική λύση της
συναδέλφου Ε. Μήτσιου που δηµοσιεύθηκε τότε στο περιοδικό «∆ιάσταση»
και κατόπιν (2η Λύση) κάνοντας χρήση της παραπάνω ϑεωρίας.

1η Λύση (Ε. Μήτσιου)
Για n = 1 η δοθείσα παράσταση δεν διαιρείται µε το 7, για n = 2 διαιρείται

µε το 7 και για n = 3 δεν διαιρείται µε το 7.

• Για n = 2k έχουµε

12k+22k+32k = 1+4k+9k = 1+4k+πoλ.7+2k = πoλ.7+1+2k+4k (1)

{ Εάν k = 3l τότε η (1) γίνεται

πoλ.7 + 1 + 23l + 43l = πoλ.7 + 1 + 8l + 64l

= πoλ.7 + 1 + πoλ.7 + 1l + πoλ.7 + 1l

= πoλ.7 + 3

{ Εάν k = 3l + 1 τοτε η (1) γίνεται

πoλ.7 + 1 + 23l+1 + 43l+1 = πoλ.7 + 1 + 2 · 8l + 1 · 64l

= πoλ.7 + 1 + 2(πoλ.7 + 1l)

+ 4(πoλ.7 + 1l)

= πoλ.7 + 1 + 2 + 4 = πoλ.7

{ Εάν k = 3l + 2 τοτε η (1) γίνεται

πoλ.7 + 1 + 23l+2 + 43l+2 = πoλ.7 + 1 + 4 · 8l + 16 · 64l

= πoλ.7 + 1 + πoλ.7 + 4 · 1l

+ πoλ.7 + 16 · 1l

= πoλ.7 + 1 + 4 + 16 = πoλ.7
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΄Αρα εάν n = 2k, τότε πρέπει k = 3l + 1 ή k = 3l + 2, δηλαδή
n = 6l + 2 ή n = 6l + 4.

• Για n = 2k + 1 έχουµε

12k+1 + 22k+1 + 32k+1 = 1 + 2 · 4k + 3 · 9k = 1 + 2 · 4k + πoλ.7 + 3 · 2k

= πoλ.7 + 2(1 + 2k + 4k) + 2k − 1

Βρήκαµε ότι αν k = 3l + 1 ή k = 3l + 2, τότε 1 + 2k + 4k = πoλ.7, .
Θα εξετάσουµε το 2k − 1 για k = 3l + 1 ή k = 3l + 2.

{ Αν k = 3l + 1 τότε

2k − 1 = 23l+1 − 1 = 2 · 8l − 1 = πoλ.7 + 2 · 1l − 1 = πoλ.7 + 1

άρα όχι πoλ.7

{ Αν k = 3l + 2 τότε

2k − 1 = 23l+2 − 1 = 4 · 8l − 1 = πoλ.7 + 4 · 1l − 1 = πoλ.7 + 3

άρα όχι πoλ.7

΄Αρα το 2k − 1 είναι πoλ.7 για k = 3l γιατί

23l − 1 = 8l − 1 = πoλ.7 + 1l − 1 = πoλ.7

όµως τότε το 1k +2k +4k δεν είναι πoλ.7 . ΄Αρα τελικά πρέπει ο n να
είναι πoλ.2 και όχι πoλ.3, δηλαδή πρέπει n = 6k+ 2 ή n = 6k+ 4 ή
αλλιώς n = 6k ± 2.

2η Λύση Αφού το 7 είναι πρώτος αριθµός και (7, 2) = 1 = (7, 3), από το
Μικρό Θεώρηµα του Fermat ισχύει ότι

27−1 ≡ 1 (mod 7) οπότε 26 ≡ 1 (mod 7)

37−1 ≡ 1 (mod 7) οπότε 36 ≡ 1 (mod 7)

΄Αρα, το υπόλοιπο του 2n µε το 7, ϑα επαναλαµβάνεται το πολύ κάθε
6 ϐήµατα και µάλιστα το ϐήµα της επανάληψης (Πόρισµα 1.1), ϑα είναι
διαιρέτης του 6 (5) (δηλαδή 1, 2, 3, 6). ΄Οµοια και για το υπόλοιπο της

5Σηµειώστε πόσο ϕυσιολογικά έρχεται τώρα, ότι οι περιπτώσεις που πρέπει να
πάρουµε για το n, είναι ως προς το υπόλοιπο που αφήνει όταν διαιρεθεί µε το 6, κάτι
που ϕαίνεται και στην 1η λύση.
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διαίρεσης του 3n µε το 7. Αυτό που µένει λοιπόν να κάνουµε για να δούµε
εποπτικά τα παραπάνω, είναι ένας απλός πίνακας δυνάµεων για να ϐρούµε
το 1n + 2n + 3n για τις διάφορες τιµές του υ, όπου n = 6k + υ, υ =
0, 1, 2, 3, 4, 5, ϑα χρειαστούν το πολύ 6 ϐήµατα για να δούµε τα δυνατά
υπόλοιπα των 2n και 3n µε το 7.

υ = n (mod 6) 0 1 2 3 4 5 επανάληψη ανα
1n (mod 7) 1 1 1 1 1 1 1
2n (mod 7) 1 2 4 1 2 4 3
3n (mod 7) 1 3 2 6 4 5 6

1n + 2n + 3n (mod 7) 3 6 0 1 0 3 −

Τώρα ϕαίνεται καθαρά από τον παραπάνω πίνακα οτι ο αριθµός 1n +
2n + 3n είναι πολλαπλάσιο του 7, όταν το n έχει τη µορφή n = 6k + 2 ή
6k + 4. (΄Η ακόµη, ότι ο αριθµός 1n + 2n + 3n, διαιρούµενος µε το 7 δεν
αφήνει ποτέ υπόλοιπο 2, 4, 5.)

2

Η µέθοδος αυτή µπορεί να εφαρµοστεί και για πολυπλοκότερα προβλή-
µατα τα οποία, όπως το παρακάτω, που χωρίς συγκεκριµένη στρατηγική,
είναι δύσκολο να επιλυθούν.

Παράδειγµα 3.2 Να ϐρεθούν όλα τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του
αριθµού A = 2 · 3n + 3 · 7n+1 + 53n+1 − 7 δια του 11.

Λύση
Σχόλιο: Απλά ϑα προσαρµόσουµε τα δεδοµένα στον πίνακα προσθέ-

τοντας δύο ακόµη γραµµες για το n + 1 και το 3n + 1 που εµφανίζονται
ως εκθέτες στη δοθείσα παράσταση.

Αφού (11, 3) = (11, 7) = (11, 5) = 1, ο ϱυθµός επανάληψης των
3n, 7n, 5n ϑα είναι διαιρέτης του ϕ(11) = 10 (δηλαδή η επανάληψη τώρα
ϑα είναι είτε ανά 1, 2, 5 ή 10) και έτσι ο αντίστοιχος πίνακας γίνεται (6)

6Προφανώς δεν χρειάζονται οι γραµµές των 3n (mod 11), 5n (mod 11), 7n (mod 11)
απλά µπαίνουν για να γίνει µια πρώτη σύγκριση.
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n (mod 10) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 επανάληψη ανα
n+ 1 (mod 10) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 −
3n+ 1 (mod 10) 1 4 7 0 3 6 9 2 5 8 −

3n (mod 11) 1 3 9 5 4 1 3 9 5 4 5
2 · 3n (mod 11) 2 6 7 10 8 2 6 7 10 8 5
7n (mod 11) 1 7 5 2 3 10 4 6 9 8 10

3 · 7n+1 (mod 11) 10 4 6 9 8 1 7 5 2 3 10
5n (mod 11) 1 5 3 4 9 1 5 3 4 9 5

53n+1 (mod 11) 5 9 3 1 4 5 9 3 1 4 5
A 10 1 9 2 2 1 4 8 6 8 −

Συµπεραίνουµε ότι εαν ο n είναι της µορφής n = 10k+2, τότε όταν ο A
διαιρεθεί µε το 11, αφήνει υπόλοιπο 1. ΄Ετσι, είναι έτοιµη µία (απαιτητική)
άσκηση που µπορεί να δειχτεί πλέον µε επαγωγή:

΄Ασκηση: Να αποδειχθεί ότι εαν το τελευταίο ψηφίο του αριθµού n είναι
το 2, τότε ο A αφήνει υπόλοιπο 1 όταν διαιρεθεί µε το 11.

2

Σχόλια:

1. Ασκήσεις όπως η παραπάνω αποδεικνύονται µε επαγωγή εαν γν-
ωρίζουµε όµως το αποτέλεσµα της διαίρεσης µε τον αριθµό. Για
παράδειγµα παίρνω µία άσκηση από το ϐιβλίο του αείµνηστου Θ.Ν.
Καζαντζή, Θεωρία Αριθµών, Β΄ ΄Εκδοση, Εκδόσεις Μαθηµατική Βιβ-
λιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1998.

΄Ασκηση Να δείξετε ότι εαν n ϕυσικός≥ 1 τότε η παράσταση 24n+1−
22n − 1 διαιρείται από το 9. Κατασκευάζοντας τον αντίστοιχο πί-
νακα, ϑα διαπιστώσουµε ότι αφού (2, 9) = 1 και ϕ(9) = 6, τα
υπόλοιπα της διαίρεσης του 2n µε το 9 ϑα επαναλαµβάνονται ανά
αριθµό που είναι διαιρέτης του 6. Μπορεί για το συγκεκριµένο
παράδειγµα (που η λύση µε επαγωγή είναι πολύ εύκολη), η δι-
αδικασία κατασκευής του πίνακα να είναι επίπονη, αλλά ϕανταστείτε
ότι ϑα µπορούσατε µε διάφορες δοκιµές να ανακαλύψετε µία τόσο
συµµετρικά ϕτιαγµένη άσκηση !

2. Με τον παραπάνω τρόπο µπορείτε να κατασκευάσετε τις δικές σας
ασκήσεις όπως την ακόλουθη που κατασκεύασα πριν από λίγο
καιρό πειραµατιζόµενος µπροστά στον υπολογιστή µε την παρα-
πάνω µέθοδο:
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΄Ασκηση 1: Να δείξετε ότι εαν n 6= 0 (mod 6) τότε

1n + 2n + 3n + 4n + 5n + 6n ≡ 0 (mod 7).

Η λύση της είναι αρκετά απλή εαν κατασκευάσετε τον γνωστό πίνακα
και αφήνεται ως άσκηση.

2

Ως γενίκευση αυτής της παρατήρησης µου γεννήθηκε το ερώτηµα εαν
ισχύει γενικά και το έθεσα ως προβληµατισµό στο Forum (7):

΄Ασκηση 2: Εαν n 6= 0 (mod (p− 1)) τότε

p−1∑
i=1

in ≡ 0 (mod p)

Λύση: Λύση σε αυτό το πρόβληµα έδωσε (µε εξαιρετικό τρόπο) ο Στέ-
λιος, την οποία παραθέτω παρακάτω για να την απολαύσετε.

Κατάρχήν παρατηρούµε ότι

pn+2 = p+

(
n+ 2

1

)
[1 + 2 + · · ·+ (p− 1)]

+

(
n+ 2

2

)[
12 + 22 + · · ·+ (p− 1)2

]
+ · · ·+

(
n+ 2

n+ 1

)[
1n+1 + 2n+1 + · · ·+ (p− 1)n+1

]
΄Αρα αν p | [1k + 2k + · · · + (p − 1)k] για κάθε k = 1, 2, · · · , n, όπου

n ∈ {1, 2, · · · , (p− 3)}, τότε p | [(n+ 2)(1n+1 + 2n+1 + · · ·+ (p− 1)n+1)]

και επειδή n ∈ {1, 2, · · · , (p−3)} ϑα ισχύει ότι ο p δεν διαιρεί το (n+2).
Συνεπώς p | [1n+1 + 2n+1 + · · ·+ (p− 1)n+1].

Επαγωγικά λοιπόν αποδεικνύουµε ότι επειδή p | [1 + 2 + · · · + (p −

1)] =
p(p− 1)

2
ϑα ισχύει ότι p | [1k + 2k + · · · + (p − 1)k] για κάθε

k = 1, 2, · · · , (p− 2)

και αφού a(p−1)m+u ≡ (ap−1)mau ≡ au (mod p) για κάθε a µε (a, p) = 1
(8)

7www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t = 112234
8διότι από το Μικρό Θεώρηµα του Fermat ισχύει ότι ap−1 ≡ 1 (mod p) αν (a, p) = 1
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προκύπτει ότι p | [1n + 2n + · · · + (p − 1)n] για κάθε n ∈ N∗ µε n 6≡ 0
(mod p− 1), όπου p πρώτος µεγαλύτερος του 2.

Σχόλιο: Στη ϐιβλιογραφία, έµαθα αργότερα, αναφέρεται ως Θεώρηµα
Chevalley-Warning του οποίου η απόδειξη δεν γίνεται συνήθως µε σ-
τοιχειώδη τρόπο αφού τα µέσα που διαθέτει η Θεωρία Οµάδων, είναι
πολύ ισχυρά και ϐγάζουν το επιθυµητό αποτέλεσµα της άσκησης σε δύο
γραµµές. Αυτή όµως είναι και η αξία της λύσης του Στέλιου. ΄Οτι µε
στοιχειώδη µέσα αποδεικνύει αυτή την Πρόταση.

2

Ακολουθεί µία πάρα πολύ καλή άσκηση από Μαθηµατικό ∆ιαγωνισµό
µε την οποία τελειώνουµε το άρθρο. Πριν δώσουµε την εκφώνηση δίνουµε
ένα πολύ ϐασικό Λήµµα:

Λήµµα 3.1 Κάθε πρώτος αριθµός p > 3, είναι της µορφής 6k+ 1 ή 6k+ 5
(Πάρτε ένα οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό n. Τότε n = 6k+υ, υ = 0, 1, . . . , 5
και δείξτε (ϕανερό) ότι υ 6= 2, 3, 4 εαν n πρώτος)

Παράδειγµα 3.3 (2ος Εσωτερικός ∆ιαγωνισµός ΕΜΕ 1989)

Να αποδειχθεί ότι εαν p πρώτος, τότε 42p | 3p − 2p − 1.

Απόδειξη:
Αφού 42p = 2 · 3 · 7 · p άρα αρκεί να δείξουµε οτι ο A = 3p− 2p− 1 είναι

πολλαπλάσιο των πρώτων αριθµών 2, 3, 7, p (9)

(i) Με το 2: Φανερά ο A είναι άρτιος άρα A ≡ 0 (mod 2).

(ii) Με το 3:A = 3p−(2p+1) = 3p−(2+1)(2p−1+2p−2+· · ·+2+1) ≡ 0
(mod 3)

(iii) Με το p: Απ’το Θεώρηµα 1.1(i) έχουµε

3p ≡ 3 (mod p) και 2p ≡ 2 (mod 2)

΄Αρα
A = 3p − 2p − 1 ≡ 3− 2− 1 = 0 (mod p).

(iv) Με το 7:

Σύµφωνα λοιπόν µε το Λήµµα 3.1, κάθε πρώτος αριθµός είναι της
µορφής p = 6k + 1 ή p = 6k + 5.

9Θυµίζουµε οτι εάν p, q είναι δύο διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί και n ϕυσικός, µε
p | n και q | n τότε p · q | n.
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• Εαν p = 6k + 1 τότε λόγω του Μικρού Θεωρήµατος του Fermat
, αφού (2, 7) = 1, είναι

26 ≡ 1 (mod 7) άρα 26k ≡ 1 (mod 7) άρα 26k+1 ≡ 2 (mod 7)

΄Οµοια, αφού (3, 7) = 1 έχουµε ότι

36k+1 ≡ 3 (mod 7)

και έτσι

A = 3p − 2p − 1 ≡ 3− 2− 1 = 0 (mod 7)

• Εαν p = 6k + 5 τότε λόγω όµοια όπως παραπάνω έχουµε

26k+5 ≡ 25 = 32 ≡ 4 (mod 7)

και
36k+5 ≡ 35 = 243 ≡ 5 (mod 7)

΄Αρα τελικά

A = 3p − 2p − 1 ≡ 5− 4− 1 = 0 (mod 7)

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν έχουµε A ≡ 0 (mod 7)

Σχόλιο: Παρατηρήστε ότι (2, 7) = 1 = (3, 7) και ϕ(7) = 6 άρα
τα υπόλοιπα της διαίρεσης των 2k και 3k µε το 7, σύµφωνα µε όσα
είπαµε παραπάνω, επαναλαµβάνονται ανά έναν αριθµό ο οποίος εί-
ναι διαιρέτης του 6. Φτιάξτε λοιπόν τον αντίστοιχο πίνακα, όπως
έγινε στα παραπάνω παραδείγµατα, για να δείξετε ότι στις περίπτωσε-
ις p = 6k + 1, p = 6k + 5 έχουµε ότι A ≡ 0 (mod 7). ∆ικαιολογείται
λοιπόν µε τα παραπάνω ο λόγος για τον οποίο χρειάστηκε να εργασ-
τούµε mod 6 και ο οποίος µας οδήγησε να καταλήξουµε στο (γενικό
και πολύ χρήσιµο) Λήµµα 3.1.

2
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