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Περίληψη

Θέµα της εργασίας αυτής, είναι η απόδειξη οτι η εξίσωση x3 + y3 = z3

όπου xyz 6= 0, δεν έχει ακέραιες λύσεις. Είναι η µερική περίπτωση του

Τελευταίου Θεωρήµατος του Fermat για n = 3. Ο Euler, έδωσε δύο

αποδείξεις για το ϑέµα αυτό. Η µία, ήταν πολύ καινοτόµος χρησιµοποιών-

τας άρρητους αριθµούς. ∆υστυχώς ο Euler, έκανε ένα λάθος στους ισχυρισ-

µούς του στην απόδειξη αυτή. Παρα ταύτα η µέθοδος αυτή, αποκάλυψε

µία πολλά υποσχόµενη προσεγγιση για το τελευταίο Θεώρηµα του Fermat
µε το οποίο ασχολήθηκαν αργότερα οι Gauss, Dirichlet και Kummer αλλά

και πολλοί άλλοι σύγχρονοι µαθηµατικοί µέχρι και τον A. Wiles, ο οποίος

και έδωσε την ολοκληρωµένη απόδειξη του Θεωρήµατος (1994).

Η δεύτερη απόδειξη (αυτή που παρουσιάζεται και στην εργασία αυτή),

είναι πολυ ευρηµατική, χρησιµοποιώντας όµως µεθόδους, µόνο στοιχειώ-

δους Θεωρίας Αριθµών.

1 Γενικές Προτάσεις και Λήµµατα

Λήµµα 1.1 Μπορούµε να ϕέρουµε την εξίσωση xn+yn = zn
σε µία µορφή, τέτοια

ώστε τα x, y, z, να είναι πρώτοι µεταξύ τους ανα δύο.

Απόδειξη

΄Εστω (x, y) = d. Τότε x = dx′, y = dy′, µε (x′, y′) = 1, και x′n + y′n =
(z

d

)n
.

΄Αρα

(z

d

)n ∈ Z, οπότε από γνωστή άσκηση,
z

d
∈ Z. Θέτουµε τότε

z

d
= z′, οπότε

καταλήγουµε στην x′n + y′n = z′n.

Είναι εύκολο τώρα να δούµε οτι (x′, z′) = 1 και (y′, z′) = 1, διότι εαν π.χ. ο

πρώτος p διαιρεί τους x′, z′, τότε p/y′n δηλαδή p/y′ που αντιβαίνει στην (x′, y′) =
1. 2

Παρατήρηση: Βάσει του Λήµµατος (1.1) µπορούµε στο εξής να

υποθέτουµε οτι στην εξίσωση x3 + y3 = z3
, που µελετούµε, οι x, y, z

είναι ανα δύο πρώτοι µεταξύ τους. Επίσης x 6= y 6= z 6= x.

∗
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΄Επεται οτι ένας ακριβώς είναι άρτιος. Μπορούµε χωρίς ϐλάβη της

γενικότητος, να υποθέσουµε τον z άρτιο και τους x, y περιττούς.

(Εαν π.χ. ο x είναι άρτιος, τότε (−z)3 + y3 = (−x)3 και ϑέτουµε

όπου −z το x και όπου −x το z).

Μπορούµε να υποθέσουµε τον z ϑετικό (διαφορετικά ϑα γράφαµε

(−x)3 + (−y)3 = (−z)3 και ϑα αντικαθιστούσαµε τους −x,−y,−z
από τους x, y, z αντιστοίχως). Αλλά τότε λόγω της z3 = (x + y)(x2 −

xy+y2) = (x+y)
[
(x− y

2
)2 +

3y2

4
]
, ο x+y είναι ϑετικός. Λόγω συµ-

µετρίας του ϱόλου των x, y και της x 6= y µπορούµε να υποθέσουµε

x > y. Συνοψίζοντας :

Από εδώ και στο εξής, εξίσωση του Fermat, εννοούµε την x3+y3 =
z3

όπου x · y · z 6= 0,οι x, y, z είναι ανα δύο πρώτοι µεταξύ τους,z
άρτιος, x > y και x + y > 0, άρα z > 0.

Θεώρηµα 1.1 Εαν η εξίσωση του Fermat x3 + y3 = z3
έχει λύση, υπάρχουν

ακέραιοι p, q ϑετικοί πρώτοι µεταξύ τους και διαφορετικής αρτιότητος
1
, τέτοιοι

ώστε x = p + q, y = p− q και z3 = 2p(p2 + 3q2).

Απόδειξη: Αφού ο z είναι άρτιος, οι x, y είναι περιττοί άρα µπορούµε να

ϑέσουµε x + y = 2p, x − y = 2q όπου οι ακέραιοι p, q είναι > 0 (ϐλέπε

παρατήρηση πιο πάνω). Από την άσκηση 1 του Β΄ Φυλλαδίου έχουµε ότι (p, q) =(x + y

2
,
x− y

2
)

= 1 και ένας ακριβώς από τους q, p είναι άρτιος. Τέλος x = p+q,

y = p − q οπότε η εξίσωσή µας γράφεται : (p + q)3 + (p − q)3 = z3
δηλαδή

2p(p2 + 3q2) = z3
.

2

Λήµµα 1.2 Εαν οι πρώτοι µεταξύ τους ακέραιοι p, q, έχουν διαφορετική αρτιότητα

τότε (2p, p2 + 3q2) = 1 ή 3 ανάλογα µε το αν 3 6 |p ή 3|p αντίστοιχα.

Απόδειξη:

΄Εστω (2p, p2 + 3q2) = t. Ο p2 + 3q2
είναι περιττός, άρα ο t είναι περιττός.

Συνεπώς p ≡ 0 (mod t) και p2 + 3q2 ≡ 0 (mod t). Ο συνδιασµός των δύο

σχέσεων δίνει 3q2 ≡ 0 (mod t). Αν είναι t > 1, τότε (q, t) = 1 (διότι t|p), άρα

και (q2, t) = 1. ΄Επεται οτι 3 ≡ 0 (mod t), δηλαδή t|3. ΄Αρα t = 1 ή t = 3.

2

Λήµµα 1.3 Ισχύει η ταυτότητα (a2+kb2)(c2+kd2) = (ac−kbd)2+k(ad+bc)2 της

οποίας εµείς ϑα κάνουµε χρήση για k = 3. 2

1
Λέγοντας οτι δύο αριθµοί έχουν ίδια αρτιότητα, εννοούµε οτι και οι δύο είναι άρτιοι ή και οι

δύο περιττοί και κατ’επέκτασιν, δύο αριθµοί έχουν διαφορετική αρτιότητα όταν ένας εκ των δύο

είναι άρτιος και ο άλλος περιττός (Πρόκειται για µετάφραση της αγγλικής λέξεως parity).
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Λήµµα 1.4 Εαν το 2 διαιρεί ένα ακέραιο της µορφής 2+3·2, τότε και το 4 διαιρεί

τον αριθµό αυτό και το πηλίκο της διαίρεσης αυτής δια 4, είναι ένας ακέραιος της

ίδιας µορφής.

Απόδειξη:

΄Εστω 2|a2 = 3b2
. Τότε παρατηρούµε ότι τα a, b έχουν την ίδια αρτιότητα.

Εαν και οι δύο είναι άρτιοι, τότε a = 2c, b = 2d και a2+3b2 = (2c)2+3(2d)2 =
4(c2 + 3d2).

Εαν είναι και οι δύο είναι περιττοί, τότε το 4 διαιρεί έναν ακριβώς εκ των

a + b, a − b (΄Ασκηση 1, Φυλλάδιο Β΄). Θα δείξουµε οτι εαν 4|(a + b) το Λήµµα

ισχύει (η περίπτωση 4|(a− b) είναι εντελώς ανάλογη). Καταρχήν, 4(a2 + 3b2) =
(12 + 3 · 12)(a2 + 3b2) = (a − 3b)2 + 3(a + b)2 (πρβλ. Λήµµα 1.3) και αφού

a − 3b = (a + b) − 4b, άρα 4|a − 3b. Συνεπώς 4|a2 + 3b2
. Αφού όµως 4|a − 3b

και 4|a + b, γνωρίζουµε οτι υπάρχουν ακέραιοι u, v τέτοιοι ώστε a− 3b = 4u και

a + b = 4v. Λυνοντας ως προς a, b, έχουµε a = u + 3v, b = v − u και µε απλές

πράξεις διαπιστώνουµε οτι
a2 + 3b2

4
= u2 + 3v2

.

2

Λήµµα 1.5 Εαν ένας πρώτος της µορφής 2 + 3 · 2 διαιρεί το a2 + 3b2
, τότε

υπάρχουν ακέραιοι c, d τέτοιοι ώστε : a2 + 3b2 = (p2 + 3q2)(c2 + 3d2).

Απόδειξη:

΄Εστω p2 + 3q2
πρώτος και ας υποθέσουµε ότι (p2 + 3q2)|(a2 + 3b2). Τότε

υπάρχει ακέραιος k, τέτοιος ώστε a2 + 3b2 = k(p2 + 3q2) και τότε, µε απλές

πράξεις, έχουµε

(pb− aq)(pb + aq) = (p2 + 3q2)(b2 − q2k)

΄Αρα ο πρώτος p2 + 3q2
διαιρεί ένα τουλάχιστον από τους παράγοντες του αρισ-

τερού µέλους. ΄Αρα για ε = 1 ή −1, (pb + εaq) = (p2 + 3q2)d, όπου ο d είναι

κάποιος ακέραιος. ΄Οµως,

(p2+3q2)(a2+3b2) = (pa−ε3qb)2+3(pb+εaq)2 (Λήµµα 1.3), άρα p2+3q2|pa−ε3qb
(1.1)

και ϑέτουµε pa− 3εqb = c(p2 + 3q2) για κάποιο c ∈ Z. ΄Αρα λόγω και της (1.1),

(p2 + 3q2)(a2 + 3b2) = (pa− 3εqb)2 + 3(pb + εaq)2 = [c(p2 + 3q2)]2 + 3[d(p2 + 3q2)]2

= (p2 + 3q2)2(c2 + 3d2)

΄Αρα τελικά, (a2 + 3b2) = (p2 + 3q2)(c2 + 3d2).

2

Λήµµα 1.6 Εαν ο ακέραιος a2 + 3b2
έχει ένα περιττό παράγοντα > 1, που δεν

είναι της ίδιας µορφής, τότε και το πηλίκο έχει ενα παράγοντα, που δεν είναι της

ίδιας µορφής.
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Απόδειξη:

΄Εστω a2 + 3b2
ο ελάχιστος ακέραιος µε την ιδιότητα της εκφώνησης. Τότε

a2 + 3b2 = kg και ο k > 1 είναι περιττός 6= 2 + 3 ·2. ΄Αρα g > 1.

• Εαν ο g έχει περιττό διαιρέτη > 1, τότε ισχυριζόµαστε ότι κάθε περιττός

πρώτος διαιρέτης του g δεν είναι της µορφής 2 + 3 · 2. Πράγµατι, εαν ο

p2 + 3q2
είναι περιττός πρώτος διαιρέτης του g, τότε g = (p2 + 3q2)g1 και

από το Λήµµα (1.5),
a2 + 3b2

p2 + 3q2
= c2 + 3d2

, άρα c2 + 3d2 = kg1 και αυτό

αντιβαίνει στον τρόπο που επιλέξαµε τον a2 + 3b2
.

• Εαν ο g δεν έχει περιττό διαιρέτη > 1, τότε g = 2n, n ≥ 1. Επειδή

2|a2 + 3b2
, το Λήµµα (1.4) µας λέει οτι 4|a2 + 3b2

(άρα n ≥ 2) και ακόµη,

a2+3b2

4 = c2 +3d2
. ΄Αρα c2 +3d2 = k2n−2

και ερχόµαστε ξανά σε αντίφαση

µε την επιλογή του a2 + 3b2
.

2

Θεώρηµα 1.2 Εαν p, q ϑετικοί αριθµοί, πρώτοι µεταξύ τους, διαφορετικής αρ-

τιότητας και έτσι ώστε ο ακέραιος p2 + 3q2
να είναι τέλειος κύβος, τότε, υπάρχουν

αριθµοί A,B, τέτοιοι ώστε :

• p = A3 − 9AB2

• q = 3A2B − 3B3

• (A,B) = 1

Απόδειξη:

Θα δουλέψουµε στο σώµα Q(ω) µε ω2+ω+1 = 0. Είναι γνωστό οτι οι µονάδες

του δακτυλίου Z(ω) είναι οι {1, ω, ω2}.
Αφού ο p2 + 3q2

είναι τέλειος κύβος, άρα υπάρχει περιττός ακέραιος u (οι

p, q έχουν διαφορετική αρτιότητα) τέτοιος ώστε p2 + 3q2 = u3
δηλαδή (p +

i
√

3q)(p − i
√

3q) = u3
. ΄Οµως i

√
3 = 2ω + 1 και η παραπάνω σχέση γράφεται

[(p+q)+2qω]·[(p−q)−2qω] = u3
. ΄Οµως εαν Μ.Κ.∆((p+q)+2qω, (p−q)−2qω) 6=

µονάδα, τότε πρέπει να υπάρχει πρώτος αριθµός π ∈ Q(ω), µε π|(p + q) + 2qω
και π|(p− q)− 2qω, απ’οπου π|2p και π|2q(2ω + 1).

΄Εστω π|2p. Τότε π|2 ή π|p

(i) ΄Εστω π|2. Τότε αφού N(π)|4 και N(π) 6= 1 (π πρώτος άρα όχι µονάδα) ο

N(π) είναι άρτιος. Από την άλλη αφού π|2 και π|(p + q) + 2qω, έχουµε

π|p + q δηλαδή N(π)|(p + q)2 και επειδή N(π) άρτιος καταλήγουµε σε

άτοπο αφού (p + q)2 =περιττός λόγω του οτι τα p, q έχουν διαφορετική

αρτιότητα.

(ii) ΄Εστω π|p. Τότε καθώς π|2q(2ω + 1) έχουµε π|q ή π|(2ω + 1) και εαν π|q
καταλήγουµε σε άτοπο λόγω της (p, q) = 1. Απ’την άλλη, εαν π|(2ω + 1)
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τότε καθώς ο 2ω + 1 είναι πρώτος, έχουµε π = ε(2ω + 1), µε ε=µονάδα.

΄Αρα N(π) = N(2ω + 1) = 3 και καθώς π|p έχω 3|N(p) δηλαδή 3|p.

΄Αρα p = 3p1 για κάποιο ακέραιο p1. Τότε 9p2
1 + 3q2 = u3

απ’όπου 3|u
δηλαδή u = 3u1 για κάποιο ακέραιο u1. Αντικαθιστώντας παίρνουµε

3p2
1 + q2 = 9u3

1, απ’όπου 3|q, άτοπο καθώς (p, q) = 1.

Συνεπώς ((p + q) + 2qω, (p − q) − 2qω) = µονάδα. ΄Αρα κάθε ένας από

αυτούς τους παράγοντες είναι της µορφής « (τέλειος κύβος)·(µονάδα) ». ΄Αρα

(p + q) + 2qω = (a + bω)3 ή ω(a + bω)3 ή ω2(a + bω)3.

Εαν ήταν (p + q) + 2qω = ω(a + bω)3, τότε αναπτύσοντας την ταυτότητα ϑα

έπαιρνα 2q = a3 − 3a2b + b3
και p + q = −3a2b + 3ab2

. Συνδιάζοντας οτι p, q
διαφορετικής αρτιότητας, και παίρνοντας περιπτώσεις για τα a, b καταλήγουµε

πολύ εύκολα σε άτοπο. Με όµοιο σκεπτικό απορρίπτεται και η περίπτωση να

έχουµε (p + q) + 2qω = ω2(a + bω)3.

Τέλος εαν (p + q) + 2qω = (a + bω)3 τότε παίρνω p + q = a3 − 3ab2 + b3, 2q =
3a2b− 3ab2

. Με απλές δοκιµές ϐρίσκω οτι a, b είναι περιττοί. ΄Υπάρχουν λοιπόν

ακέραιοι A,B τέτοιοι ώστε a = −A + B, b = −A − B µε (A,B) = 1, και

αντικαθιστώντας παραπάνω τις τιµές των a, b, παίρνουµε q = 3A2B − 3B3, p =
A3−9AB2

, όπως ακριβώς χρειαζόµασταν. 2

Θεώρηµα 1.3 ∆εν υπάρχει λύση (x, y, z) της εξίσωσης του Fermat, τέτοια ώστε

να ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήµατος 1.1 και να ισχύει (2p, p2 + 3q2) = 1.

Απόδειξη:

΄Εστω οτι υπάρχει ελάχιστη λύση (x, y, z) υπό την έννοια οτι το γινόµενο |xyz|
είναι ελάχιστο και ϑα ϐρω µία λύση της οποίας η απόλυτη τιµή του γινοµένου

ϑα είναι µικρότερη, συνεπώς µε την µέθοδο της άπειρης καθόδου καταλήγουµε

σε άτοπο:

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 3 του Φυλλαδίου Β΄, οι 2p και p2 + 3q2
είναι τέλειοι

κύβοι. ΄Οµως σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2, υπάρχουν ακέραιοι a, b τέτοιοι ώστε

p = a3−9ab2, q = 3a2b−3b3, (a, b) = 1 και οι a, b έχουν διαφορετική αρτιότητα.

Επίσης 3 6 |a διότι διαφορετικά οι p, q ϑα ήταν συγχρόνως διαιρετοί δια 3. ΄Οµως

2p = 2a3−18ab2 = (2a)(a−3b)(a+3b), και είναι απλή άσκηση να δείξει κανείς

ότι οι 2a, a− 3b, a + 3b είναι ανα δύο πρώτοι µεταξύ τους, ϐασισµένοι στο ότι οι

a± 3b είναι περιττοί, οι a, b πρώτοι µεταξύ τους και 3 6 |a.

Συνεπώς καθένας απ’τους 2a, a−3b, a+3b είναι τέλειος κύβος, άρα υπάρχουν

ακέραιοι A,B, C τέτοιοι ώστε : 2a = A3, a − 3b = B3, a + 3b = C3
. Αυτό

όµως δίνει µια καινούρια λύση στην εξίσωση του Fermat καθώς A3 = 2a =
(a− 3b) + (a + 3b) = B3 + C3

, και είναι αναγκαστικά µικρότερη απ’την x, y, z,

αφού |A3B3C3| = |2a(a − 3b)(a + 3b)| = 2|p| ενώ z3 = 2p(p2 + 3q2) (πρβλ.

Θεώρηµα 1.1). Συνεπώς |A3B3C3| < |x3y3z3| άρα |ABC| < |xyz|, άτοπο διότι

είχαµε επιλέξει τη λύση (x, y, z) της εξίσωσης του Fermat έτσι ώστε ο |xyz| να

είναι ελάχιστος.

2

5



Θεώρηµα 1.4 ∆εν υπάρχει λύση (x, y, z) της εξίσωσης του Fermat, τέτοια ώστε

να ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήµατος 1.1 και να ισχύει (2p, p2 + 3q2) = 3.

Απόδειξη: ΄Εστω οτι υπάρχει ελάχιστη λύση (x, y, z) υπό την έννοια οτι το |z|
είναι ελάχιστο και ϑα καταλήξω σε µία άλλη µικρότερη λύση, συνεπώς µε την

µέθοδο της άπειρης καθόδου καταλήγουµε σε άτοπο:

Καταρχήν το 3 διαιρεί τον p, αλλά δεν διαιρεί τον q καθώς 3|2p και (p, q) = 1.

΄Αρα υπάρχει s τέτοιο ώστε : p = 3s και 2p(p2 + 3q2) = 2 · 3s(3 · 3s2 + 3q2) =
18s(q2 + 3s2). Αφήνεται στον αναγνώστη ν’αποδείξει οτι (18s, q2 + 3s2) = 1
καθώς πρόκειται για άσκηση ϱουτίνας.

Από το Θεώρηµα 1.1 έχουµε ότι ο 2p(p2 + 3q2) είναι τέλειος κύβος, δηλαδή ο

18s(q2 + 3s2) είναι τέλειος κύβος. Από την ΄Ασκηση 3 του Φυλλαδίου Β΄ και το

γεγονός οτι (18s, q2 +3s2) = 1, συµπεραίνουµε οτι καθένας απ’τους q2 +3s2
και

18s, είναι τέλειος κύβος. ΄Αρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2, αφού ο q2 + 3s2

είναι τέλειος κύβος, υπάρχουν a, b τέτοιοι ώστε : q = a3 − 9ab2
, s = 3a2b− 3b3

,

(a, b) = 1. ΄Οµως τέλειος κύβος είναι και ο 18s = 332b(a + b)(a − b), άρα ο

2b(a− b)(a+ b) είναι τέλειος κύβος. Είναι και πάλι άσκηση ϱουτίνας ν’αποδείξει

κανείς οτι οι 2b, a− b, a + b είναι ανα δύο πρώτοι µεταξύ τους.

΄Αρα κάθε ένας από αυτούς είναι κύβος, οπότε υπάρχουν ακέραιοι A,B, C
τέτοιοι ώστε : 2b = A3

, a−b = B3
, a+b = C3

. Αυτό όµως δίνει µια καινούρια

λύση στην εξίσωση του Fermat, καθώς A3 = 2b = (a + b)− (a− b) = C3 − B3

δηλαδή A3 + B3 = C3
. ΄Οµως |C3| = |a + b| < |s| = |3b(a − b)(a + b)| <

|p|. ΄Οµως z3 = 2p(p2 + 3q2) (πρβλ. Θεώρηµα 1.1 και αρχική παρατήρηση).

΄Ετσι οδηγούµαστε σε µία άλλη λύση της εξισώσεως του Fermat, µικρότερη της

προηγούµενης, αφού εαν z3 = 2p(p2 + 3q2), τότε καθώς |C3| < |p| < |2p(p2 +
3q2)| = |z3|, έχουµε |C|3 < |z|3 απ’οπου |C| < |z| και έχουµε τελειώσει. ΄Αρα

λοιπόν δεν υπάρχει λύση της εξίσωσης του Fermat ούτε όταν (2p, p2 + 3q2) = 3.

2

2 Η εξίσωση του Fermat για τον εκθέτη n=3 είναι αδύνατη

• Ας υποθέσουµε οτι έχουµε λύσεις της εξίσωσης του Fermat

• Τότε από το Θεώρηµα 1.1, ϑα υπάρχουν p, q τέτοιοι ώστε :

X(p, q) = 1

XΟι p, q είναι ϑετικοί

X΄Εχουν διαφορετική αρτιότητα

XΟ ακέραιος 2p(p2 + 3q2) είναι τέλειος κύβος

• Επίσης ξέρουµε οτι (2p, p2 + 3q2) = 1 ή 3 (Λήµµα 1.2)

• Εαν (2p, p2 + 3q2) = 1 τότε δεν υπάρχει λύση της εξίσωσης του Fermat
(Θεώρηµα 1.3).
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• Εαν (2p, p2 + 3q2) = 3 τότε τότε δεν υπάρχει και πάλι λύση της εξίσωσης

του Fermat (Θεώρηµα 1.4).

• Και στις δύο περιπτώσεις λοιπόν, καταλήγουµε σε άτοπο, πράγµα που

δηλώνει οτι η εξίσωση του Fermat δεν έχει ακέραιες λύσεις για τον

εκθέτη n = 3.
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