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Πρωτοι αριθµοι και τα Βασικα Θεωρηµατα τους

Στη µνήµη του δασκάλου µου, Χάρη Βαφειάδη...
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Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης

ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Το παρόν άρθρο είναι µία συγκέντρωση κάποιων ϐασικών προτάσεων και
παραδειγµάτων από τη ϑεωρία των πρώτων αριθµών. Σε καµία περίπτωση
δεν επικαλείται ο συγγραφέας του άρθρου την πρωτοτυπία των περιεχοµέν-
ων, τα οποία ϐρίσκονται στα ϐιβλία της ϐιβλιογραφίας που παρατίθεται
στο τέλος του παρόντος, στη συλλογή µαθηµατικών διαγωνισµών του γρά-
ϕοντος και σε αρκετά ϐιβλία στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών. Παρά ταύτα,
καταβλήθηκε ιδιαίτερη προσπάθεια ώστε η παρουσίαση της ύλης να είναι
διαβαθµισµένη και όλα τα περιεχόµενα να περιέχουν ασκήσεις προσιτές
σε µικρούς αλλά και µεγάλους µαθητές µε ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά
και ειδικά τους Μαθηµατικούς ∆ιαγωνισµούς - Ολυµπιάδες. Με µεγάλη
χαρά ϑα δεχτώ στο email µου ags@math.uoc.gr, τις υποδείξεις σας,
καθώς επίσης και τα σχόλια - κριτικές σας. Μοναδικός υπεύθυνος γι-
α τα γραφόµενα, είναι ο συγγραφέας που έκανε την επιλογή των προ-
τάσεων και των ασκήσεων από τα ϐιβλία της ϐιβλιογραφίας. Τελειώνον-
τας, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον Καθηγητή του Πανεπιστηµίου Κρήτης
κο Μιχάλη Λάµπρου για την πολύτιµη συµβολή του στις διορθώσεις του
παρόντος.

Αλέξανδρος Γ. Συγκελάκης
Αύγουστος 2008
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Πρωτοι αριθµοι και τα Βασικα Θεωρηµατα τους

ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ

a|b : «Ο a διαιρεί τον b» δηλαδή υπάρχει k ∈ Z, τέτοιος ώστε b = k · a.
pk‖a : «Το pk είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το a.»

∆ηλαδή το pk διαιρεί ακριβώς το a (αρα pk|a ενώ pk+1 6 | a).
a 6 | b : «Ο a δεν διαιρεί τον b ».
min {a1, . . . , an} : Ο µικρότερος µεταξύ των αριθµών a1, . . . an.
max {a1, . . . , an} : Ο µεγαλύτερος µεταξύ των αριθµών a1, . . . an.
(a1, . . . , an) : Ο Μ.Κ.∆. των αριθµών a1, . . . an.
[a1, . . . , an] : Το Ε.Κ.Π. των αριθµών a1, . . . an.
n! : ∆ιαβάζεται «n παραγοντικό» και ορίζεται να είναι n! = 1·2 · · ··n n ≥

2 και 0!=1, 1!=1.
a ≡ b (mod n) : «Ο a είναι ισότιµος µε τον b modulo n (ή κατά µέτρο

n) » δηλαδή n|(a− b).
Z : Το σύνολο των ακεραιών αριθµών {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.
N : Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών {0, 1, 2, 3 . . .}.
∃ : Ο υπαρξιακός ποσοδείκτης. ∆ιαβάζεται «Υπάρχει» (τουλάχιστον ένα).
∀ : Ο καθολικός ποσοδείκτης. ∆ιαβάζεται «Για κάθε».

|a| : «Απόλυτη τιµή του αριθµού a» δηλαδή |a| =
{
a, εάν a ≥ 0
−a, εάν a < 0
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1 Οι πρώτοι αριθµοί και τα Βασικά Θεωρή-

µατά τους

Περίληψη

Στο παρόν άρθρο ϑα προσπαθήσουµε να συνοψίσουµε µερικά
από τα ϐασικότερα ϑεωρήµατα για τους πρώτους αριθµούς, συν-
οδευόµενα από αρκετά εισαγωγικά παραδείγµατα καθώς και προβ-
λήµατα που έχουν τεθεί κατά καιρούς σε Μαθηµατικούς ∆ιαγωνισ-
µούς και Ολυµπιάδες. Οι αποδείξεις των περισσοτέρων ϑεωρηµάτων
παραλείπονται καθώς µπορούν να ϐρεθούν σε όλα σχεδόν τα κ-
λασικά ϐιβλία της στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών. Ενδεικτικά αναφέρονται
τα ϐιβλία που υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία στο τέλος του άρθρου.

Ορισµός 1.1 ΄Ενας ϑετικός ακέραιος p > 1 καλείται πρώτος εάν οι µόνοι
διαιρέτες του είναι οι ακέραιοι ±1 και ±p. ΄Ενας πρώτος αριθµός που
είναι διαιρέτης ενός ακέραιου m καλείται πρώτος διαιρέτης ή πρώτος
παράγοντας του m. ΄Ενας ϑετικός ακέραιος n > 1 που δεν είναι πρώ-
τος, καλείται σύνθετος. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί
d, e τέτοιοι, ώστε

n = d · e και 1 < d ≤ e < n.

(Το 2 είναι ο µοναδικός άρτιος πρώτος αριθµός).

Πρόταση 1.1 Κάθε ακέραιος αριθµός a > 1 έχει ένα τουλάχιστον πρώτο
διαιρέτη.

Παράδειγµα 1.1 Να ϐρείτε όλους τους ϑετικούς ακεραίους n για τους
οποίους οι αριθµοί 3n− 4, 4n− 5, 5n− 3 είναι όλοι πρώτοι αριθµοί.

Λύση:
Το άθροισµα των 3 αριθµών είναι άρτιος, συνεπώς τουλάχιστον ένας από

αυτούς είναι άρτιος. Ο µοναδικός άρτιος πρώτος είναι το 2. Μόνο οι 3n− 4
και 5n−3 µπορεί να είναι άρτιοι. Λύνοντας λοιπόν τις εξισώσεις 3n−4 = 2
και 5n− 3 = 2 παίρνουµε n = 2 και n = 1, αντίστοιχα. Μόνο για n = 2 οι
τρεις παραπάνω αριθµοί είναι πρώτοι άρα είναι και η µοναδική λύση.

2

Παράδειγµα 1.2 (AHSME 1976) Εάν οι p και q είναι πρώτοι και το
τριώνυµο x2 − px + q = 0 έχει διακεκριµένες ϑετικές ακέραιες ϱίζες, να
ϐρείτε τα p και q.
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Πρωτοι αριθµοι και τα Βασικα Θεωρηµατα τους

Λύση:
΄Εστω x1 και x2 µε x1 < x2, οι δύο διακεκριµένες ϑετικές ακέραιες ϱίζες.

Τότε x2 − px + q = (x − x1)(x − x2), το οποίο δίνει ότι p = x1 + x2 και
q = x1x2. Καθώς ο q είναι πρώτος, άρα x1 = 1. Συνεπώς οι q = x2 και
p = x2 + 1 είναι διαδοχικοί πρώτοι αριθµοί, άρα q = 2 και p = 3.

2

Παράδειγµα 1.3 (ARML 2003) Να ϐρείτε το µεγαλύτερο διαιρέτη του
αριθµού 1001001001 που δεν ξεπερνά το 10000.

Λύση:
΄Εχουµε

1001001001 = 1001 · 106 + 1001 = 1001 · (106 + 1) = 7 · 11 · 13 · (106 + 1).

Ας σηµειωθεί ότι

x6 + 1 = (x2)3 + 1 = (x2 + 1)(x4 − x2 + 1).

΄Αρα 106+1 = 101 ·9901, άρα 1001001001 = 7 ·11 ·13 ·101 ·9901. ∆εν είναι
δύσκολο τώρα να ελέγξουµε ότι κανένας συνδυασµός των 7,11,13 και 101
δεν ϕτιάχνει γινόµενο που να ξεπερνά το 9901 και να είναι µικρότερο του
1000, άρα η απάντηση είναι 9901.

2

Παράδειγµα 1.4 ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος. Να αποδειχθεί ότι ο
32n

+ 1 διαιρείται από το 2 αλλά όχι από το 4 1.

Απόδειξη :
Καταρχήν, ο 32n

είναι περιττός και ο 32n
+ 1 είναι άρτιος. Επίσης,

32n

= (32)2n−1

= 92n−1

= (8 + 1)2n

.

Από το διώνυµο του Νεύτωνα

(x+y)m = xm+

(
m

1

)
xm−1y+

(
m

2

)
xm−2y2 + · · ·+

(
m

m− 1

)
xym−1 +ym,

για x = 8, y = 1 και m = 2n−1, όλοι οι όροι του αθροίσµατος πλην του
τελευταίου (που είναι ym = 1), είναι πολλαπλάσια του 8 (τα οποία είναι

1∆ηλαδή 2‖32n

+ 1.
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πολλαπλάσια του 4). Συνεπώς το υπόλοιπο του 32n
όταν διαιρεθεί µε το 4

είναι ίσο µε 1, και το υπόλοιπο του 32n
+ 1 µε το 4 είναι ίσο µε 2.

Παρατήρηση: Φυσικά το παραπάνω πρόβληµα απλοποιείται εάν κάνουµε
χρήση ισοτιµιών modulo 4.

2

Παράδειγµα 1.5 Να ϐρεθεί το n έτσι ώστε 2n‖31024 − 1.

Λύση:
Η απάντηση είναι 12. Ας σηµειώσουµε ότι 1024 = 210 και x2 − y2 =

(x− y)(x+ y). Τότε, έχουµε

3210 − 1 =
(
329

+ 1
)(

329 − 1
)

=
(
329

+ 1
)(

328

+ 1
)(

328 − 1
)

= · · · =
(
329

+ 1
)(

328

+ 1
)
· · ·
(
321

+ 1
)(

320

+ 1
)

(3− 1)

΄Οµως από το παράδειγµα 1.4, έχουµε 2‖32k
+ 1 για ϑετικούς ακεραίους k.

Συνεπώς η απάντηση είναι 9+2+1=12.

2

Η ακόλουθη Πρόταση είναι πολύ χρήσιµη σε ασκήσεις στις οποίες
χρειαζόµαστε την αναπαράσταση ενός πρώτου αριθµού (Κοιτάξτε, για
παράδειγµα, την προτεινόµενη άσκηση στο τέλος του Παραδείγµατος
(1.26)).

Πρόταση 1.2 Κάθε πρώτος αριθµός είναι είτε της µορφής 6k + 1 είτε της
µορφής 6k + 5.

Πρόταση 1.3 (Βασική Πρόταση)

(i) Αν ο p 6= 3 είναι πρώτος τότε p2 ≡ 1 (mod 3).

(ii) Αν ο p 6= 2 είναι πρώτος τότε p2 ≡ 1 (mod 8).

(iii) Αν ο p > 3 είναι πρώτος τότε p2 ≡ 1 (mod 12).

(iv) Για κάθε πρώτο p > 3 ισχύει ότι p ≡ ±1 (mod 6) (Αναδιατύπωση της
Πρότασης 1.2).
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Θεώρηµα 1.1 Το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο.

Απόδειξη:
2

Ας υποθέσουµε ότι p1, . . . , pn είναι όλοι οι πρώτοι αριθµοί. Θεωρούµε
τον αριθµό

A = p1 · · · pn + 1.

Σύµφωνα µε την Πρόταση (1.1), υπάρχει πρώτος p τέτοιος, ώστε p|A.
Καθώς p1, . . . , pn είναι όλοι οι πρώτοι, έχουµε p = pj για κάποιο δείκτη j
µε 1 ≤ j ≤ n. Εποµένως p|A και p|p1 · · · pn απ’ όπου παίρνουµε p|1 που
είναι άτοπο. Συνεπώς, το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο.

2

Πρόταση 1.4 Εάν µε pn συµβολίσουµε τον n-οστό πρώτο αριθµό, τότε
ισχύει (απόδειξη µε επαγωγή)

pn ≤ 22n−1

.

Παράδειγµα 1.6 Για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 υπάρχουν n διαδοχικοί
ϕυσικοί αριθµοί, κανείς από τους οποίους δεν είναι πρώτος αριθµός.

Απόδειξη :
Αρκεί να ϑεωρήσουµε τους εξής n διαδοχικούς ϕυσικούς αριθµούς

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, · · · , (n+ 1)! + (n+ 1).

Κανείς από τους αριθµούς αυτούς δεν είναι πρώτος, διότι για κάθε m =
2, 3, · · · , n+ 1, ο αριθµός (n+ 1)! +m διαιρείται δια του m 3.

Παρατήρηση: Από το παραπάνω παράδειγµα προκύπτει ότι στο σύνο-
λο των ϕυσικών αριθµών, υπάρχουν όσο µεγάλα κενά πρώτων αριθµών
ϑέλουµε.

Ωστόσο, ανοικτό παραµένει το ερώτηµα αν µπορούµε µε κάποιο άλλο
τρόπο (εκτός από εξαντλητική απαρίθµηση) να ϐρούµε τους µικρότερους
διαδοχικούς αριθµούς που να έχουν το επιθυµητό κενό. Αυτή είναι εύλογη
ερώτηση αν αναλογιστούµε ότι το παραγοντικό µεγαλώνει πολύ γρήγορα.
Να αναφέρουµε ότι π.χ. µε τον παραπάνω τρόπο, για να προσδιορίσουµε
5 διαδοχικούς σύνθετους αριθµούς, µπορούµε να πάρουµε τους αριθµούς

2Πρόκειται για µία πολύ όµορφη απόδειξη η οποία οφείλεται στον Ευκλείδη και την
οποία παραθέτουµε για ιστορικούς λόγους.

3Επίσης οι αριθµοί (n + 1)!− (n + 1), . . . , (n + 1)!− 3, (n + 1)!− 2 είναι αποδεκτοί.
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6!+2, 6!+3, 6!+4, 6!+4, 6!+6 δηλαδή τους αριθµούς 722,723,724,725,726.
΄Οµως οι 5 πρώτοι διαδοχικοί ϕυσικοί αριθµοί που συναντάµε είναι οι
24,25,26,27,28 (ασφαλώς πολύ µικρότεροι από εκείνους που προκύπτουν
µε την παραπάνω µέθοδο).

2

Η Πρόταση που ακολουθεί µας δίνει ένα τρόπο για να ελέγχουµε εάν
ένας ϕυσικός αριθµός είναι πρώτος.

Πρόταση 1.5 Κάθε σύνθετος ϕυσικός αριθµός a > 1, έχει ένα τουλάχισ-
τον πρώτο διαιρέτη p, µε p ≤

√
a.

Πόρισµα 1.1 Εάν ένας ϕυσικός αριθµός a > 1 δεν διαιρείται από κανένα
πρώτο p, µε p ≤

√
n, τότε ο αριθµός a είναι πρώτος.

Παράδειγµα 1.7 Θα εξετάσουµε έαν ο ακέραιος 383 είναι πρώτος. ΄Ε-
χουµε 19 <

√
383 < 20. Οι πρώτοι που είναι≤ 19 είναι οι 2,3,5,7,11,13,17

και 19. Με έλεγχο διαπιστώνουµε ότι κανένας από αυτούς δεν διαιρεί το
383. Εποµένως ο αριθµός 383 είναι πρώτος.

Πρόταση 1.6 ΄Εστω a, b ακέραιοι 6= 0, 1 και p ένας πρώτος. Εάν p|ab τότε
p|a ή p|b.

Γενίκευση: ΄Εστω a1, . . . , an ακέραιοι 6= 0, 1 και p ένας πρώτος. Εάν
p|a1 · · · an τότε p|am για κάποιο δείκτη m (1 ≤ m ≤ n).

Το ακόλουθο Θεώρηµα είναι ένα από τα σηµαντικότερα της Θεωρίας Αρ-
ιθµών και είναι γνωστό ως το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής.

Θεώρηµα 1.2 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής) Κάθε ϕυσικός
a > 1 αναλύεται σε γινόµενο πρώτων κατά ένα και µόνο τρόπο, αν παρα-
ϐλέψουµε την τάξη των παραγόντων στο γινόµενο.

Ορισµός 1.2 Σύµφωνα µε το παραπάνωΘεώρηµα, εάν a είναι ένας ϕυσικός
> 1, τότε υπάρχουν διαφορετικοί πρώτοι p1, . . . , pk και ϕυσικοί a1, . . . , ak >
0 έτσι, ώστε

a = pa1
1 · · · p

ak
k .

Η παραπάνω γραφή του a ϑα καλείται πρωτογενής ανάλυση του a.
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Πρόταση 1.7 ΄Εστω a ένας ϕυσικός > 1 και a = pa1
1 · · · p

ak
k η πρωτογενής

του ανάλυση. Ο ϕυσικός αριθµός d διαιρεί τον a, αν και µόνο αν, d =
pβ1

1 · · · p
βk

k µε 0 ≤ βi ≤ ai (i = 1, . . . , k).

Πρόταση 1.8 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι µε

|a1| = pa11
1 · · · p

a1k
k , . . . , |an| = pan1

1 · · · pank
k

όπου p1, . . . , pk είναι πρώτοι και aij ϕυσικοί αριθµοί (i = 1, . . . , n, j =
1, . . . , k). Τότε

(a1, . . . , an) = pd11 · · · p
dk
k ,

όπου dj = min {a1j, . . . , anj} (j = 1, . . . , k).

Πόρισµα 1.2 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι και m ∈ N. Τότε

(am1 , . . . , a
m
n ) = (a1, . . . , an)

m.

Ορισµός 1.3 ∆ύο ακέραιοι αριθµοί a, b ϑα καλούνται πρώτοι µεταξύ τους,
εάν (a, b) = 1.

Πρόταση 1.9 (ταυτότητα Bezout) Οι ακέραιοι αριθµοί a και b είναι πρώ-
τοι µεταξύ τους, αν και µόνο αν υπάρχουν ακέραιοι r και s τέτοιοι, ώστε να
ισχύει

r · a+ s · b = 1.

Πρόταση 1.10 ΄Εστω a, b1, · · · , bn (n ≥ 2) µη µηδενικοί ακέραιοι και οι
b1, · · · , bn πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο. Τότε

(a, b1, . . . , bn) = (a, b1) · · · (a, bn).

Πόρισµα 1.3 ΄Εστω a, b1, . . . , bn (n ≥ 2) µη µηδενικοί ακέραιοι και οι
b1, . . . , bn ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους. Εάν b1|a, . . . , bn|a τότε b1 · · · bn|a.

Παράδειγµα 1.8 ΄Εστω n ένας περιττός ακέραιος > 1. Να δείξετε ότι

24|n(n2 − 1).

Απόδειξη :
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Ο ακέραιος A = n(n2 − 1) = (n − 1)n(n + 1) είναι γινόµενο τριών
διαδοχικών ακεραίων συνεπώς είναι πολλαπλάσιο του 3, δηλαδή 3|A.
Επειδή ο ακέραιος n είναι περιττός > 1, υπάρχει k ∈ N µε k 6= 0 έτσι, ώστε
n = 2k + 1. Οπότε

A = 4k(k + 1)(2k + 1).

΄Ενας από τους ϕυσικούς k, k + 1 είναι άρτιος άρα 8|A. Τέλος, καθώς
(3, 8) = 1, το Πόρισµα 1.3 δίνει το Ϲητούµενο 24|A.

2

Πρόταση 1.11 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι µε

|a1| = pa11
1 · · · p

a1k
k , . . . , |an| = pan1

1 · · · pank
k

όπου p1, . . . , pk είναι πρώτοι και aij ϕυσικοί αριθµοί (i = 1, . . . , n , j =
1, . . . , k). Τότε

[a1, . . . , an] = pc11 · · · p
ck
k ,

όπου cj = max {a1j, . . . , anj} (j = 1, . . . , k).

Πόρισµα 1.4 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι και m ∈ N. Τότε

[am1 , . . . , a
m
n ] = [a1, . . . , an]

m.

Παράδειγµα 1.9 Οι Προτάσεις 1.8, 1.11 είναι πολύ χρήσιµες για την
εύρεση του Μ.Κ.∆. και Ε.Κ.Π. δύο ή περισσοτέρων ϕυσικών στην περίπτωση
που γνωρίζουµε την πρωτογενή τους ανάλυση. Για τον Μ.Κ.∆. αρκεί να
πάρουµε το γινόµενο όλων των πρώτων που εµφανίζονται στην πρωτο-
γενή ανάλυση κάθε αριθµού υψωµένο στη µικρότερη δύναµη (εάν κάποιος
πρώτος δεν εµφανίζεται στην πρωτογενή ανάλυση του αριθµού, τότε ϑεω-
ϱούµε ότι εµφανίζεται µε εκθέτη 0, συνεπώς αυτός ο εκθέτης είναι και ο
µικρότερος που εµφανίζεται για τον εν λόγω πρώτο). Για το Ε.Κ.Π. αρκεί
να πάρουµε το γινόµενο όλων των πρώτων που εµφανίζονται στην πρω-
τογενή ανάλυση κάθε αριθµού υψωµένο στη µεγαλύτερη δύναµη. ΄Ετ-
σι, ο Μ.Κ.∆. των αριθµών 49000 = 23 · 53 · 72, 36400 = 24 · 52 · 7 · 13,
27500 = 22 · 54 · 11 είναι 22 · 52 · 70 · 110 · 130 = 100. ενώ το Ε.Κ.Π. των
ίδιων είναι 24 · 54 · 72 · 11 · 13 = 70070000.

Πρόταση 1.12 ΄Εστω a, b δύο µη µηδενικοί ακέραιοι. Τότε

(a, b) · [a, b] = |ab|.
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Παρατήρηση: Για περισσότερους από δύο ακεραίους, δεν ισχύει ανάλογη
σχέση µε την παραπάνω. ∆ηλαδή γενικά, έχουµε

(a1, . . . , an) · [a1, . . . , an] 6= |a1 · · · an| για n > 2.

Για παράδειγµα, (6, 8, 10) · [6, 8, 10] = 2 · 120 = 240 6= 480 = 6 · 8 · 10.

Παράδειγµα 1.10 Να αποδειχθεί ότι ο αριθµός 24n+2+1 δεν είναι πρώτος
αν n ≥ 1.

Απόδειξη :
Ισχύει

24n+2 + 1 = (22n+1)2 + 1 = (22n+1 + 1)2 − 2 · 22n+1 = (22n+1 + 1)2 − 22n+2

= (22n+1 + 1)2 − (2n+1)2 = (22n+1 + 2n+1 + 1)(22n+1 − 2n+1 + 1).

Για n > 0 ισχύει
22n+1 + 2n+1 + 1 > 1

και
22n+1 − 2n+1 + 1 = 2n+1(2n − 1) + 1 > 1,

απ’ όπου προκύπτει ότι ο δοσµένος αριθµός είναι σύνθετος.

2

Παράδειγµα 1.11 Να αποδειχθεί ότι ο αριθµός n4 + 4 δεν είναι πρώτος
αν n > 1.

Απόδειξη :
Ισχύει ότι :

n4+4 = (n2)2+22 = (n2+2)2−4n2 = (n2+2)2−(2n)2 = (n2+2n+2)(n2−2n+2).

και κάθε ένας παράγοντας του τελευταίου γινοµένου είναι > 1.

2

Παράδειγµα 1.12 Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορ-
ϕής 6m+ 5.

Απόδειξη :
΄Εστω ότι υπάρχουν πεπερασµένου πλήθους πρώτοι p1, . . . , pr της µορ-

ϕής 6m + 5. Τότε ο ϕυσικός αριθµός s = 6p1 · · · pr − 1 ϑα έχει ένα πρώτο

12
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διαιρέτη q της µορφής 6m+ 5, αφού διαφορετικά (λόγω της Πρότασης 1.2
όλοι οι πρώτοι διαιρέτες του ϑα ήταν της µορφής 6m+1 και συνεπώς και το
γινόµενό τους s ϑα ήταν της ίδιας µορφής, άτοπο, διότι ο s είναι της µορφής
6m + 5. ΄Αρα, υπάρχει k ∈ {1, 2, . . . , r}, τέτοιος ώστε q = 6m + 5 = pk,
οπότε q|6p1 · · · pr άρα q|1, άτοπο.

΄Ασκηση: Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4m+3.

2

Παράδειγµα 1.13 (Ευκλείδης 1995) Να προσδιορίσετε τους πρώτους αρ-
ιθµούς p, q για τους οποίους ο αριθµός pp+1 + qq+1 είναι πρώτος.

Λύση:
Εάν p, q και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο περιττοί, τότε ο αριθµός pp+1 + qq+1

είναι άρτιος > 2 άρα όχι πρώτος. ΄Αρα ο ένας είναι το 2 και ο άλλος
είναι περιττός. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητος µπορούµε να υποθέσουµε ότι
p = 2 και q ≡ 0, 1,−1 (mod 3) και περιττός. Εάν q ≡ 1 (mod 3), τότε
pp+1 + qq+1 ≡ 8 + 1 ≡ 0 (mod 3), άτοπο. Εάν q ≡ −1 (mod 3), τότε
pp+1 + qq+1 ≡ 8+1 ≡ 0 (mod 3) (διότι q περιττός άρα q+1 άρτιος), άτοπο.
Τέλος, εάν q ≡ 0 (mod 3) τότε επειδή ο q είναι πρώτος, ϑα είναι q = 3 κι
έτσι pp+1 + qq+1 = 89 που είναι πρώτος. ΄Αρα η µοναδική δεκτή λύση είναι
p = 2, q = 3 (ή p = 3, q = 2).

2

Παράδειγµα 1.14 (Προταθέν στην ∆ιεθνή Ολυµπιάδα) Πότε ο αριθµός
(p− 1)! + 1 είναι δύναµη του p όπου p πρώτος αριθµός;

Λύση:
Για p = 2, 3, 5 ο αριθµός (p− 1)! + 1 είναι δύναµη των 2, 3, 5 αντίστοιχα

(21, 31, 52 αντίστοιχα).

΄Εστω τώρα p > 5. Προφανώς, ισχύουν οι συνεπαγωγές

p− 1 = 2k > 4⇒ k > 2⇒ p− 1 = 2k > k + 2⇒ k < p− 3⇒

2 < k < p− 3⇒ 2k|(p− 2)!⇒ p− 1|(p− 2)!⇒ (p− 1)2|(p− 1)!,

οπότε για κάποιο A είναι (p− 1)! = A · (p− 1)2. Εάν τώρα

(p−1)!+1 = pn τότε (p−1)!+1 = (1+(p−1))n = 1+n(p−1)+(p−1)2·B άρα
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(p− 1)! = n(p− 1)+ (p− 1)2 ·B άρα n(p− 1) = (p− 1)!− (p− 1)2 ·B =

= (p−1)2 ·A−(p−1)2 ·B = (p−1)2(A−B) άρα n = (p−1)(A−B) οπότε

p− 1|n δηλαδή p− 1 ≤ n που σηµαίνει (p− 1)! + 1 ≥ pp−1, άτοπο αφού
ισχύει

(p− 1)! ≤ (p− 1)p−2 < pp−2 < pp−1 − 1⇒ (p− 1)! + 1 < pp−1.

2

Παράδειγµα 1.15 (Ρωσσία 2001) Να ϐρεθούν όλοι οι πρώτοι p και q τέ-
τοιοι, ώστε p+ q = (p− q)3.

Λύση:
Επειδή (p − q)3 = p + q 6= 0, οι p, q είναι διακεκριµένοι και συνεπώς

πρώτοι µεταξύ τους.

Επειδή p−q ≡ 2p (mod p+q), παίρνοντας την δοσµένη εξίσωσηmodulo (p+
q) έχουµε 0 ≡ 8p3 (mod p + q). Επειδή οι p,q είναι πρώτοι µεταξύ τους,
άρα το ίδιο συµβαίνει και για τους p, p + q. Συνεπώς 0 ≡ 8 (mod p + q),
δηλαδή 8|p+ q.

Οµοίως, παίρνοντας την παραπάνω εξίσωση modulo (p − q), παίρνουµε
2p ≡ 0 (mod p − q) και επειδή οι p, q είναι πρώτοι µεταξύ τους, το ίδιο
συµβαίνει και για τους p, p− q. ΄Αρα 2 ≡ 0 (mod p− q), δηλαδή 2|p− q.

Συνεπώς προκύπτει ότι (p, q) = (3, 5) ή (5, 3) και µόνο το τελευταίο Ϲεύγος
ικανοποιεί την δοσµένη εξίσωση.

Παρατήρηση: Υπάρχει και µία άλλη προσέγγιση του εν λόγω ϑέµατος.

Θέτοντας p − q = a παίρνουµε p + q = a3. Συνεπώς p =
a3 + a

2
και q =

a3 − a
2

. Αυτή η µέθοδος είναι πολύ διαδεδοµένη στην επίλυση διοφαντικών

εξισώσεων.

2

Παράδειγµα 1.16 (Baltic 2001) ΄Εστω a ένας περιττός ακέραιος. Να
αποδείξετε ότι οι αριθµοί a2n

+ 22n
και a2m

+ 22m
είναι πρώτοι µεταξύ τους,

για όλους τους ϑετικούς ακεραίους n και m µε n 6= m.

Απόδειξη :
Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι m > n. Για

κάθε πρώτο p που διαιρεί τον a2n
+ 22n

, έχουµε

a2n ≡ −22n

(mod p).
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Υψώνοντας και τα δύο µέλη στο τετράγωνο m− n ϕορές παίρνουµε

a2m ≡ 22m

(mod p).

Επειδή ο a είναι περιττός, έχουµε p 6= 2. Συνεπώς, 22m
+ 22m

= 22m+1 6≡ 0
(mod p) άρα

a2m ≡ 22m 6= −22m

(mod p).

΄Αρα
p 6 | a2m

+ 22m

το οποίο αποδεικνύει αυτό που ϑέλαµε.

2

Παράδειγµα 1.17 Εξετάστε εάν υπάρχουν άπειροι το πλήθος άρτιοι ϑετικοί
ακέραιοι k τέτοιοι ώστε για κάθε πρώτο αριθµό p, ο αριθµός p2 + k να είναι
σύνθετος.

Λύση:
Η απάντηση είναι ϑετική.

Καταρχήν για p = 2, ο p2+k είναι πάντα σύνθετος για όλους τους άρτιους
ϑετικούς ακεραίους.

Εάν p > 3, τότε p2 ≡ 1 (mod 3). Συνεπώς εάν ο k είναι άρτιος ϑετικός
ακέραιος µε k ≡ 2 (mod 3), τότε ο p2 + k είναι σύνθετος για όλους τους
πρώτους p > 3 (ο p2 + k είναι µεγαλύτερος από το 3 και διαιρείται µε το 3).

Τέλος, σηµειώνουµε ότι 32 + k ≡ 0 (mod 5) εάν k ≡ 1 (mod 5).

΄Ετσι, συγκεντρώνοντας όλα τα παραπάνω, καταλήγουµε στο ότι όλοι οι
ϑετικοί ακέραιοι k µε 

k ≡ 0 (mod 2)
k ≡ 2 (mod 3)
k ≡ 1 (mod 5)

ή διαφορετικά k ≡ 26 (mod 30), ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβ-
λήµατος.

2

Παράδειγµα 1.18 (Ρουµανία 2003) Θεωρούµε πρώτους αριθµούς n1 <
n2 < · · · < n31. Αποδείξτε ότι εάν 30|n4

1 +n4
2 + · · ·+n4

31, τότε µεταξύ αυτών
των αριθµών µπορούµε να ϐρούµε 3 διαδοχικούς πρώτους.
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Απόδειξη :
΄Εστω s = n4

1 + n4
2 + · · · + n4

31. Αρχικά ισχυριζόµαστε ότι n1 = 2.
∆ιαφορετικά, όλοι οι αριθµοί ni, 1 ≤ i ≤ 31 είναι περιττοί, δηλαδή ο s
είναι περιττός, άτοπο.

Επίσης ισχυριζόµαστε ότι n2 = 3. ∆ιαφορετικά, έχουµε n4
i ≡ 1 (mod 3)

για κάθε 1 ≤ i ≤ 31. Προκύπτει λοιπόν ότι s ≡ 31 ≡ 1 (mod 3), άτοπο.

Τέλος ϑα δείξουµε ότι n3 = 5. Πράγµατι, εάν n3 6= 5, τότε n2
i ≡ ±1

(mod 5) και n4
i ≡ 1 (mod 5) για κάθε 1 ≤ i ≤ 31. Συνεπώς s ≡ 31 ≡ 1

(mod 5), άτοπο.

΄Ετσι δείξαµε ότι οι διαδοχικοί πρώτοι 2, 3, 5 εµφανίζονται στους δοσµέ-
νους πρώτους αριθµούς.

2

Το παρακάτω Θεώρηµα δίνει µία ικανή και αναγκαία συνθήκη για να
είναι ένας ϕυσικός p πρώτος.

Θεώρηµα 1.3 (Θεώρηµα του Wilson) ΄Ενας ακέραιος p > 1 είναι πρώτος,
αν και µόνο αν, ισχύει

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Πόρισµα 1.5 Για κάθε πρώτο αριθµό p ισχύει

(p− 2)! ≡ 1 (mod p).

Παράδειγµα 1.19 Εάν 0 < s < p, όπου p πρώτος αριθµός, να αποδειχθεί
ότι ισχύει

(s− 1)!(p− s)! + (−1)s−1 ≡ 0 (mod p).

Απόδειξη :
Για s = 1 η Πρόταση είναι αληθής λόγω του ϑεωρήµατος Wilson. Υπο-

ϑέτουµε ότι ισχύει

(s− 2)!(p− (s− 1))! + (−1)s−2 ≡ 0 (mod p)

οπότε έχουµε τις συνεπαγωγές

(s− 2)!(p− s+ 1)! + (−1)s−2 ≡ 0 (mod p)

⇒ (s− 2)!(p− s)!(p− s+ 1) + (−1)s−2 ≡ 0 (mod p)

⇒ (s− 2)!(p− s)!p− (s− 2)!(p− s)!(s− 1) + (−1)s−2 ≡ 0 (mod p)

⇒ −(s− 2)!(s− 1)(p− s)! + (−1)s−2 ≡ 0 (mod p)

⇒ (s− 1)!(p− s)!− (−1)s−2 ≡ 0 (mod p)

⇒ (s− 1)!(p− s)! + (−1)s−1 ≡ 0 (mod p)
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άρα η Πρόταση ισχύει για κάθε s µε 0 < s < p.

Παρατήρηση: Η Πρόταση ισχύει και για s = p. Πράγµατι,

(p− 1)!0! + (−1)p−1 = (p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

2

Πρόταση 1.13 ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος. Τότε[(
p− 1

2

)
!

]2

=

{
−1 (mod p),αν p ≡ 1 (mod 4)
1 (mod p),αν p ≡ 3 (mod 4)

Παράδειγµα 1.20 ΄Εστω p πρώτος > 2. Να δείξετε ότι

(p− 1)! ≡ p− 1 (mod 1 + 2 + · · ·+ (p− 1)).

Απόδειξη :

Καθώς 1 + 2 + · · ·+ (p− 1) =
p(p− 1)

2
, αρκεί να δείξουµε ότι

p(p− 1)

2
|(p− 1)!− (p− 1).

Από το Θεώρηµα Wilson, έχουµε (p− 1)! ≡ −1 (mod p), απ’ όπου p|(p−
1)! + 1 και εποµένως p|(p − 1)! − (p − 1). Επίσης, (p − 1)! − (p − 1) =
(p−1) ((p− 2)!− 1), απ’ όπου p−1|(p−1)!−(p−1). Επειδή (p, p−1) = 1,
παίρνουµε

p(p− 1)|(p− 1)!− (p− 1).

Καθώς ο πρώτος p είναι περιττός, έπεται ότι ο αριθµός (p − 1)/2 είναι
ακέραιος και κατά συνέπεια ισχύει

p(p− 1)

2
|(p− 1)!− (p− 1).

2

Από τα σπουδαιότερα ϑεωρήµατα της στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών
είναι το ακόλουθο, που είναι γνωστό ως Μικρό Θεώρηµα του Fermat

Θεώρηµα 1.4 (Μικρό Θεώρηµα Fermat) ΄Εστω p ένας πρώτος και a
ένας ακέραιος µε p 6 | a. Τότε

ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Πόρισµα 1.6 ΄Εστω p ένας πρώτος. Τότε για κάθε a ∈ Z ισχύει

ap ≡ a (mod p).

Πρόταση 1.14 Εάν p είναι ένας πρώτος αριθµός και a1, . . . , an ακέραιοι
αριθµοί, τότε ισχύει

(a1 + · · ·+ an)
p ≡ ap1 + · · ·+ apn (mod p).

Παράδειγµα 1.21 Εάν για το ϕυσικό αριθµό n ισχύει

5 6 | n− 1, 5 6 | n, 5 6 | n+ 1,

να αποδειχθεί ότι 5|n2 + 1.

Απόδειξη :
Επειδή 5 6 | n, από το Μικρό Θεώρηµα του Fermat, ισχύει

n4 ≡ 1 (mod 5) άρα (n− 1)(n+ 1)(n2 + 1) ≡ 0 (mod 5)

οπότε, επειδή 5 6 | n− 1, 5 6 | n+ 1, έχουµε το Ϲητούµενο.

2

Η γενίκευση του Μικρού Θεωρήµατος του Fermat είναι γνωστό ως
Θεώρηµα Euler.

Θεώρηµα 1.5 (Θεώρηµα Euler) ΄Εστω n ένας ϕυσικός > 1 και a ένας
ακέραιος τέτοιος, ώστε (a, n) = 1. Τότε

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Παράδειγµα 1.22 Να υπολογίσετε το υπόλοιπο της διαίρεσης του 106k+4,
όπου k ∈ N, µε το 7.

Λύση:
Καθώς (10, 7) = 1, το Μικρό Θεώρηµα Fermat δίνει 106 ≡ 1 (mod 7),

απ’ όπου 106k ≡ 1 (mod 7). Επίσης

104 ≡ 34 = 92 ≡ 22 = 4 (mod 7).

΄Αρα
106k+4 ≡ 4 (mod 7)

και εποµένως το Ϲητούµενο υπόλοιπο είναι το 4.
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2

Παράδειγµα 1.23 Να δείξετε ότι ο αριθµός
7 · 19681968 − 3 · 6878

10
είναι

ακέραιος.

Απόδειξη :
Αρκεί να δείξουµε ότι

10|7 · 19681968 − 3 · 6878.

Το Μικρό Θεώρηµα του Fermat δίνει 34 ≡ 1 (mod 5). Εποµένως

19681968 ≡ 31968 =
(
34
)492 ≡ 1 (mod 5).

Επίσης, έχουµε

6878 ≡ 378 = 9 ·
(
34
)19 ≡ 9 ≡ 4 (mod 5),

οπότε

7 · 19681968 − 3 · 6878 ≡ 7− 3 · 4 = −5 ≡ 0 (mod 5).

∆ηλαδή
5|7 · 19681968 − 3 · 6878.

Καθώς ο ακέραιος 7·19681968−3·6878 είναι άρτιος και (2, 5) = 1 παίρνουµε

10|7 · 19681968 − 3 · 6878.

2

Παράδειγµα 1.24 Να δείξετε ότι για κάθε ακέραιο n ισχύει

2730|n13 − n.

Απόδειξη :
Η πρωτογενής ανάλυση του 2730 είναι 2730 = 2 · 3 · 5 · 7 · 13. Καθώς οι

ακέραιοι 2, 3, 5, 7, 13 είναι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο αρκεί να δείξουµε
ότι καθένας απ’ αυτούς διαιρεί τον n13 − n.

Παρατηρούµε ότι αν ο n είναι άρτιος τότε και ο n13 − n είναι άρτιος.
Επίσης, εάν ο n είναι περιττός, τότε ο n13 − n είναι άρτιος. ΄Αρα για κάθε
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n ∈ Z ισχύει 2|n13 − n. Από το Πόρισµα (1.6) έχουµε ότι για κάθε n ∈ Z,
ισχύουν

n3 ≡ n (mod 3), n5 ≡ n (mod 5), n7 ≡ n (mod 7), n13 ≡ n (mod 13).

΄Αρα

n13 ≡ n ·
(
n3
)4 ≡ n · n4 = n3 · n2 ≡ n3 ≡ n (mod 3)

n13 ≡ n3 ·
(
n5
)2 ≡ n3 · n2 = n5 ≡ n (mod 5)

n13 ≡ n6 · n7 ≡ n6 · n = n7 ≡ n (mod 7)

οπότε
3|n13 − n, 5|n13 − n, 7|n13 − n, 13|n13 − n.

2

Παράδειγµα 1.25 ΄Εστω p πρώτος. Να αποδείξετε ότι p|abp − bap για
όλους τους ακεραίους a, b.

Απόδειξη :
Ας σηµειώσουµε αρχικά ότι abp − bap = ab(bp−1 − ap−1).

Εάν p|ab τότε p|abp− bap, ενώ εάν p 6 | ab τότε (p, a) = (p, b) = 1 συνεπώς
από το Μικρό Θεώρηµα του Fermat έχουµε bp−1 ≡ ap−1 ≡ 1 (mod p).
΄Αρα p|bp−1 − ap−1 που δίνει ότι p|abp − bap και έτσι σε κάθε περίπτωση
p|abp − bap.

2

Παράδειγµα 1.26 (Εσωτερικός ∆ιαγωνισµός Ε.Μ.Ε. 1995) Εάν p πρώτος
αριθµός µε p > 3, να αποδείξετε ότι 20p|5p − 4p − 1.

Απόδειξη :
Εάν p = 5 τότε το αποτέλεσµα ισχύει. ΄Εστω λοιπόν p ≥ 7. Τότε

5p − 4p − 1 ≡ 0− (−1)p − 1 = 0 (mod 5)
5p − 4p − 1 ≡ 1p − 0− 1 = 0 (mod 4)
και τέλος, λόγω του Πορίσµατος 1.6, παίρνουµε 5p ≡ 5 (mod p) και 4p ≡ 4
(mod p) άρα 5p − 4p − 1 ≡ 5− 4− 1 = 0 (mod p) και επειδή (4, 5, p) = 1
παίρνουµε ότι 20p|5p − 4p − 1.

΄Ασκηση: (2ος Εσωτερικός διαγωνισµός Ε.Μ.Ε. 1989) Εάν p πρώτος να
αποδείξετε ότι 42p|3p − 2p − 1. (Υπόδειξη : Για να δείξετε ότι 7|3p − 2p − 1,
χρησιµοποιήστε την Πρόταση 1.2).
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2

Παράδειγµα 1.27 ΄Εστω p ≥ 7 ένας πρώτος. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1 µονάδες

διαιρείται από το p.

Απόδειξη :
΄Εχουµε

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1 µονάδες

=
10p−1 − 1

9

και το συµπέρασµα προκύπτει από το Μικρό Θεώρηµα του Fermat 4.

2

Παράδειγµα 1.28 ΄Εστω p ένας πρώτος µε p > 5. Να αποδείξετε ότι
p8 ≡ 1 (mod 240).

Απόδειξη :
Η πρωτογενής ανάλυση του 240 είναι 240 = 24 · 3 · 5. Από το Μικρό

Θεώρηµα του Fermat, έχουµε p2 ≡ 1 (mod 3) και p4 ≡ 1 (mod 5). Επει-
δή ένας ϑετικός ακέραιος είναι πρώτος προς το 24 αν και µόνο αν είναι
περιττός φ(24) = 23 και έτσι λόγω του ϑεωρήµατος Euler, έχουµε p8 ≡ 1
(mod 16). Συνεπώς p8 ≡ 1 (mod m) γιαm = 3, 5, 16 των οποίων το Ε.Κ.Π.
είναι το 240 και έτσι p8 ≡ 1 (mod 240).

Παρατήρηση: ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι n4 ≡ 1 (mod 16) για
n ≡ ±1,±3,±5,±7 (mod 16). Συνεπώς µπορούµε να ϐελτιώσουµε το
αποτέλεσµα της άσκησης σε p4 ≡ 1 (mod 240) για όλους τους πρώτους
p > 5.

2

Παράδειγµα 1.29 Να αποδείξετε ότι για κάθε άρτιο ϑετικό ακέραιο n
ισχύει

n2 − 1|2n! − 1.

Απόδειξη :

4Ας σηµειωθεί ότι (10, p) = 1
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Θέτουµεm = n+ 1. Θέλουµε τότε να δείξουµε ότιm(m− 2)|2(m−1)!− 1.
Επειδή φ(m)|(m − 1)!, έχουµε 2φ(m) − 1|2(m−1)! − 1 και από το ϑεώρηµα
του Euler έχουµεm|2φ(m)− 1. ΄Ετσι, προκύπτει ότιm|2(m−1)!− 1. ΄Οµοια,
m−2|2(m−1)!−1 και επειδή οm είναι περιττός, παίρνουµε (m,m−2) = 1,
άρα το Ϲητούµενο αποτέλεσµα.

2

Παράδειγµα 1.30 ΄Εστω p ένας πρώτος της µορφής 3k+2 ο οποίος διαιρεί
το a2 + ab + b2 για κάποιους ακεραίους a, b. Αποδείξτε ότι οι a, b είναι και
οι δύο διαιρετοί από το p.

Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε ότι ο p δεν διαιρεί το a. Επειδή p|a2 + ab + b2, άρα ο p

διαιρεί και το a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2), συνεπώς a3 ≡ b3 (mod p).
΄Αρα

a3k ≡ b3k (mod p) (1)

Συνεπώς ο p δεν διαιρεί ούτε το b. Από το Μικρό Θεώρηµα του Fermat
έχουµε ap−1 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p), ή

a3k+1 ≡ b3k+1 (mod p) (2)

Επειδή ο p είναι πρώτος προς το a, και λόγω των (1), (2) παίρνουµε a ≡ b
(mod p). Το τελευταίο σε συνδυασµό µε το a2 + ab+ b2 ≡ 0 (mod p) δίνει
3a2 ≡ 0 (mod p). ΄Ετσι, αφού p 6= 3, είναι p|a, άτοπο.

2

Με όµοιο τρόπο όπως την παραπάνω να λύσετε την επόµενη άσκηση
η οποία ήταν ϑέµα της 3ης Προκαταρτικής Φάσης της 13ης Εθνικής
Μαθηµατικής Ολυµπιάδας του 1996.

΄Ασκηση: ΄Εστω p πρώτος αριθµός της µορφής 4k + 3 (k ∈ N). Εάν
x, y ∈ Z και p|x2 + y2, να αποδείξετε ότι p|x και p|y.

2

Παράδειγµα 1.31 (∆ιεθνής Ολυµπιάδα Μαθηµατικών 2005) Θεωρούµε
την ακολουθία a1, a2, . . . που ορίζεται µε τον τύπο

an = 2n + 3n + 6n − 1
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για όλους τους ϑετικούς ακεραίους n. Να ϐρείτε τους ϑετικούς ακέραιους
που είναι πρώτοι προς όλους τους όρους της ακολουθίας.

Λύση:
Η απάντηση είναι µόνο το 1. Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε πρώτος p διαιρεί

το an για κάποιο ϑετικό ακέραιο n. Ας σηµειωθεί ότι οι p = 2 και p = 3
διαιρούν τον a2 = 48.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι p ≥ 5. Τότε από το Μικρό Θεώρηµα του Fermat
έχουµε 2p−1 ≡ 3p−1 ≡ 6p−1 ≡ 1 (mod p), οπότε

3 · 2p−1 + 2 · 3p−1 + 6p−1 ≡ 3 + 2 + 1 ≡ 0 (mod 6)

δηλαδή 6(2p−2 + 3p−2 + 6p−2 − 1) ≡ 0 (mod p), άρα p|6ap−2. Επειδή
(p, 6) = 1, έπεται ότι ο ap−2 διαιρείται από το p.

2

Παράδειγµα 1.32 Εάν p είναι ένας πρώτος αριθµός, τότε οι αριθµοί(
p

1

)
,

(
p

2

)
, . . . ,

(
p

p− 1

)
διαιρούνται δια p.

Απόδειξη :
Για κάθε s = 1, 2, . . . , p− 1 ισχύει(

p

s

)
=
p · (p− 1) · · · (p− s+ 1)

1 · 2 · · · s
δηλαδή

1 · 2 · · · s ·
(
p

s

)
= p · (p− 1) · · · (p− s+ 1).

Επειδή όµως p|1 · 2 · · · s ·
(
p
s

)
και p 6 | 1 · 2 · · · s, προκύπτει ότι

p|
(
p

s

)
.

2

Πρόταση 1.15 Εάν p πρώτος, τότε

xp−1 − 1 ≡ (x− 1)(x− 2) · · · (x− (p− 1)) (mod p).

Πρόταση 1.16 ΄Εστω p περιττός πρώτος. Η ισοτιµία x2 ≡ −1 (mod p)
έχει λύση αν και µόνο αν p ≡ 1 (mod 4).

www.math.uoc.gr/ ∼ ags 23



Πρωτοι αριθµοι και τα Βασικα Θεωρηµατα τους

Βιβλιογραφία

[1] ∆. Πουλάκης, Θεωρία Αριθµών, Μία σύγχρονη ϑεώρηση της κλασικής
Θεωρίας Αριθµών, Θεσσαλονίκη 1998.

[2] Κ. Λάκκη, Θεωρία Αριθµών, Θεσσαλονίκη 1991.

[3] Κ. Λάκκη, Γ. Τζιτζή, Ασκήσεις Θεωρίας Αριθµών, Θεσσαλονίκη 1991.

[4] Θ. Ν. Καζαντζή, Θεωρία Αριθµών, Εκδόσεις Μαθηµατική Βιβλιοθήκη, Β΄
΄Εκδοση (1997).

[5] T. Andreescu, D. Andrica, Z. Feng, 104 Number Theory Problems,
From the Training of the USA IMO Team, Birkhäuser 2007.
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