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1 Βασική µορφή Μηχανών Turing (BTM)

Η ϐασική µορφή της Μηχανής Turing (ΒΤΜ) αποτελείται από ένα σύνολο εν-

τολών, µία ταινία που έχει αριστερό άκρο αλλά δεν έχει δεξί τέλος (όπως λέµε

είναι τύπου N), η οποία διαιρείται σε κελιά, και µία κεφαλή η οποία µπορεί να

µετακινείται µε τρόπο που ϑα ορίσουµε παρακάτω (Σχήµα 1).

Σχήµα 1: Πρότυπο Βασικής Μηχανής Turing

Σε ένα ϐήµα η ΒΤΜ, ανάλογα µε το σύµβολο το οποίο ϑα διαβάσει η κεφαλή

και µε την εντολή που πρέπει να εκτελέσει ϐλέποντας αυτό το σύµβολο (από το

σύνολο των εντολών), µπορεί να κάνει τα εξής :

• Να αλλάζει την κατάσταση στην οποία ϐρισκόταν

• Να αλλάζει κάποιο σύµβολο στο κελί της ταινίας που διαβάζει αντικα-

ϑιστώντας το µε κάποιο άλλο σύµβολο (µπορεί και το ίδιο) ή να µετακινήσει

την κεφαλή της, αριστερά ή δεξιά κατά ένα κελί

∗
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Επειδή όπως άναφέραµε, η µηχανή έχει αριστερό άκρο, η µηχανή πρέπει

να µπορεί αναγνωρίζει την ϑέση αυτή, καθώς δεν µπορεί να µετακινηθεί αρισ-

τερότερα. ΄Ετσι τοποθετούµε το ειδικό σύµβολο � στο αριστερότερο κελί της

µηχανής ώστε όταν το διαβάζει να µετακινεί την κεφαλή της οπωσδήποτε δεξιά.

Θα χρησιµοποιήσουµε επίσης τα σύµβολα −1,+1 για να δηλώσουµε ότι η κε-

ϕαλή της µηχανής µετακινείται µία ϑέση αριστερά ή δεξιά αντίστοιχα. Αυτά τα

σύµβολα δεν ϑα περιέχονται στο αλφάβητο το οποίο ϑα ορίσουµε παρακάτω.

Η µηχανή έχει γραµµένη την είσοδο που δίνουµε, γράφοντας κάθε ένα σύµ-

ϐολο της εισόδου σε ένα κελί ξεκινώντας αµέσως µετά από το ειδικό σύµβολο

� και δεξιότερα. Τα υπόλοιπα κελιά της µηχανής περιέχουν το κενό σύµβολο,

για το οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο t. Η κεφαλή επιτρέπεται να

µετακινήσει την κεφαλή κατα ένα κελί δεξιά ή αριστερά σε κάθε ϐήµα, άρα µετά

από πεπερασµένου πλήθους ϐήµατα, µόνο πεπερασµένου πληθους κελιά ϑα έ-

χει σαρώσει η κεφαλή. Τώρα είµαστε έτοιµοι να δώσουµε τον τυπικό ορισµό της

Βασικής Μορφής Μηχανής Turing (ΒΤΜ).

Ορισµός 1.1 Μηχανή Turing M, είναι µία 5-άδα 〈K, Σ, δ, s, H〉 όπου :

• K είναι το σύνολο των καταστάσεων.

• Σ είναι το αλφάβητο των συµβόλων που χρησιµοποιούνται και το οποίο

περιέχει το κενό σύµβολο t καθώς επίσης και το � αλλά όχι τα −1,+1.

• s ∈ K είναι η αρχική κατάσταση της M.

• H ⊆ K είναι το σύνολο των τελικών καταστάσεων και τέλος,

• δ : (K −H) × Σ → K × (Σ ∪ {−1,+1}) είναι η συνάρτηση µετάβασης η

οποία είναι τέτοια, ώστε

(i) Για κάθε q ∈ K −H εαν δ(q, �) = (p, b), τότε b = +1.

(ii) Για κάθε q ∈ K −H και a ∈ Σ, εαν δ(q, a) = (p, b), τότε b 6= �.

Εαν q ∈ K−H, a ∈ Σ, και δ(q, a) = (p, b), τότε η µηχανή M όταν ϐρεθεί στην

κατάσταση q και διαβάσει το σύµβολο a ϑα περάσει σε µια (νέα) κατάσταση p, και

(i) είτε το b είναι σύµβολο του Σ οπότε η M ϑα γράψει στη ϑέση του a, το b είτε

(ii) εαν b ∈ {−1, 1}, η µηχανή M ϑα κινήσει την κεφαλή κατά µία ϑέση δεξιά ή

αριστερά. Καθώς η δ είναι συνάρτηση, η λειτουργία της M είναι ντετερµινιστική

και ϑα σταµατήσει µόνο όταν η M εισέλθει σε τελική κατάσταση. Ας σηµειωθεί

ότι µε τα (i), (ii) της συνάρτησης δ,εξασφαλίζουµε ότι η µηχανή µόλις δει το

σύµβολο �, ϑα µετακινηθεί οπωσδήποτε δεξιά και το σύµβολο αυτό δεν µπορεί

να σβηστεί από το πρώτο κελί. Είναι καθαρά και µόνον για ϐοηθητικό σκοπό.

Θα περιγράψουµε τώρα πιο ϕορµαλιστικά την λειτουργία της µηχανής. Για να

δούµε καταρχήν την κατάσταση της µηχανής σε κάποιο συγκεκριµένο ϐήµα M,

χρειαζόµαστε το σύνολο των καταστάσεων, το περιεχόµενο της ταινίας εκείνη τη

στιγµή καθώς επίσης και την ϑέση της κεφαλής. Καθώς όλη η ταινία, εκτός από

πεπερασµένου πλήθους κελιά, είναι κενή, το περιεχόµενο της ταινίας µπορεί να

2



περιγραφεί από µια πεπερασµένη ακολουθία συµβόλων. Αυτή την ακολουθία

επιλέγουµε να την σπάσουµε σε δύο µέρη ως προς το κελί που διαβάζουµε ως

εξής : στο αριστερότερο αυτού του κελιού το οποίο περιέχει και το περιεχόµενο

του κελιού που διαβάζουµε, και στο υπόλοιπο (πιθανόν και κενό) δεξιότερο µέρος

του κελιού αυτού. Επιπλέον, απαιτούµε το δεξί µέρος να µην τελειώνει σε t,

έτσι ώστε κανένα από αυτά τα 2 µέρη να µην αντιστοιχεί σε ίδιο συνδιασµό ϑέσης

κεφαλής-περιεχοµένου ταινίας. (έτσι κι αλλιώς, όλα τα κελιά τα δεξιότερα του

τελευταίου, δεχόµαστε ότι περιέχουν t).

Ορισµός 1.2 Στιγµιότυπο µίας µηχανής M = 〈K, Σ, δ, s, H〉, είναι ένα στοιχείο

του K × .Σ∗ × (Σ∗(Σ− {t})
⋃
{e}).

Παράδειγµα 1.1 Καθώς λοιπόν όλα τα στιγµιότυπα πρέπει να ξεκινούν µε το σύµ-

ϐολο . και ποτέ να µην τελειώνουν µε t (εκτός εαν το κελί του οποίου ϐρίσκουµε

το στιγµιότυπο περιέχει το t), τα (q, .a, aba), (h, . t tt,ta) και (q, . t a t t, e)
είναι στιγµιότυπα, ενώ τα (q, .baa, a, bct) και (q,taa, ba) δεν είναι.

Από εδώ και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό (q, wau) για το

στιγµιότυπο (q, wa, u), όπου το υπογραµµισµένο στοιχείο στον παραπάνω συµ-

ϐολισµό, δείχνει την ϑέση της κεφαλής. ΄Ενα στιγµιότυπο ϑα λέγεται τελικό

στιγµιότυπο, εαν η κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται είναι τελική.

Ορισµός 1.3 ΄Εστω M = 〈K, Σ, δ, s, H〉 µία µηχανή Turing και έστω δύο στιγ-

µιότυπα της M, (q1, w1a1u1) και (q2, w2a2u2), όπου a1, a2 ∈ Σ. Τότε γράφουµε

(q1, w1a1u1) `M (q2, w2a2u2)

αν-ν
1

για κάποιο b ∈ Σ
⋃
{−1, 1}, δ(q1, a1) = (q2, b) και είτε

1. b ∈ Σ, w1 = w2, u1 = u2 και a2 = b είτε,

2. b = −1, w1 = w2a2, και είτε

(i) u2 = a1u1, εαν a 6= t ή u1 6= e,

(ii) u2 = e, εαν a = t και u1 = e

3. b = +1, w2 = w1a1 και είτε

(i) u1 = a2u2 ή

(ii) u1 = u2 = e και a2 = t.

Ορισµός 1.4 Εαν δύο στιγµιότυπα σχετίζονται µε την σχέση`M όπως περιγράφτηκε

παραπάνω, λέµε ότι το δεύτερο προκύπτει από το πρώτο σε ένα ϐήµα ενώ εαν

ένα στιγµιότυπο προκύπτει από κάποιο άλλο σε πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων

(συµπεριλαµβάνοντας και τα µηδενικά ϐήµατα), τότε λέµε ότι το δεύτερο είναι

1
συντοµογραφία του ¨αν και µόνο αν¨.
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επόµενο του πρώτου και σχετίζονται µε την σχέση `∗M αντί της `M . Πιο συγ-

κεκριµένα λέµε ότι το στιγµιότυπο C1 παράγει το C2 ή ότι το C2 είναι επόµενο του

C1, εαν C1 `∗M C2. Υπολογισµός από την M είναι µία ακολουθία στιγµιοτύπων

C0, C1, . . . , Cn για κάποιο n ≥ 0 για την οποία ισχύει

C0 `M C1 `M C2 `M · · · `M Cn

Τότε λέµε ότι ο υπολογισµός έχει µήκος n, ή ότι αποτελείται από n ϐήµατα και

γράφουµε C0 `n
M Cn.

2 Συνδιασµός Μηχανών Turing (BTM)

Οι µηχανές Turing που µπορούµε να παράγουµε µε τον προηγούµενο ορισ-

µό, είναι πολύ απλές, τόσο, ώστε τελικά η αναπαράστασή τους να γίνεται εξ-

αιρετικά δύσκολη υπόθεση, ειδικά όταν οι απαιτήσεις του προβλήµατος αυξάνον-

ται. Χρειαζόµαστε λοιπόν µία αναπαράσταση µηχανών Turing η οποία να είναι

παραστατικότερη και διαυγέστερη. Η ιδέα είναι να προσπαθήσουµε να συνδιά-

σουµε πολλές µηχανές Turing µε κάποιο τρόπο, ώστε ένα δύσκολο πρόβληµα

να µπορεί να αναλυθεί σε άλλα µικρότερα. Για παράδειγµα ϑα µπορούσαµε

να ϕτιάξουµε ένα ϱεπερτόριο από ϐασικές µηχανές Turing τις οποίες χρησι-

µοποιούµε συχνότερα, και κάνοντας χρήση αυτών να ¨δηµιουργήσουµε¨ µία

καινούρια.

Βασικές Μηχανές Turing: Ξεκινούµε την µελέτη τους από τις πολύ απλές.

Εκείνες οι µηχανές που απλά γράφουν ένα σύµβολο (symbol-writing machines)

και εκείνες που απλά µετακινούν την κεφαλή δεξιά ή αριστερά (head-moving
machines). ΄Εστω αλφάβητο Σ της µηχανής µας. Για κάθε a ∈ Σ ∪ {−1,+1} −
{.}, ορίζουµε την µηχανή Turing Ma = ({s, h},Σ, δ, s, {h}), όπου για κάθε

b ∈ Σ − {.}, έχουµε δ(s, b) = (h, a). Εξ’ορισµού δ(s, .) = (s,+1). Αυτό

σηµαίνει ότι το µόνο που κάνουν αυτές οι µηχανές είναι να εκτελούν σε κάθε

ϐήµα το αντίστοιχο a (γράφοντας το σύµβολο a, εαν a ∈ Σ, µετακινώντας κατά

a την κεφαλή εαν a ∈ {−1,+1}) και αµέσως µετά τερµατίζουν. Εξ’ορισµού

υπάρχει µία µοναδική εξαίρεση στην παραπάνω λειτουργία της µηχανής. Εαν

το σύµβολο που ϑα σαρώσει η µηχανή είναι το . τότε, απαραίτητα η µηχανή ϑα

µετακινηθεί προς τα δεξιά.

Επειδή οι µηχανές που απλά γράφουν ένα σύµβολο χρησιµοποιούνται πολύ

συχνα, ϑα συντοµεύσουµε τα ονόµατά τους και απλά ϑα γράφουµε a αντί για

Ma. Αυτό σηµαίνει ότι εαν a ∈ Σ τότε αυτή η µηχανή ϑα συµβολίζεται απλά µε

a. Οι µηχανές που απλά µετακινούν την κεφαλή αριστερά ή δεξιά M−1,M+1 ϑα

συµβολίζονται στο εξής : L και R αντίστοιχα.

΄Οµως πώς µπορεί να γίνει ένας τέτοιος συνδιασµός ϐασικών µηχανών Turing,

και µε ποιό τρόπο χρησιµοποιώντας αυτές ϑα δηµιουργήσουµε µία καινούρια ;
Μία πολύ καλή ιδέα την οποία χρησιµοποιούµε και στα πεπερασµένα Au-

tomata, είναι να ενώσουµε τις καταστάσεις των µηχανών ώστε να µπορούµε από

τη λειτουργία της µίας να µεταβούµε σε λειτουργία της άλλης. Οπωσδήποτε δεν

επιδιώκουµε εκκίνηση της επόµενης µηχανής εαν δεν σταµατήσει η πρώτη
.

η
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δεύτερη µηχανή τότε, ξεκινάει την λειτουργία της από την αρχική της κατάσταση

µε την ταινία και την ϑέση της κεφαλής εκεί όπου είχε σταµατήσει η πρώτη.

΄Ετσι λοιπόν, εαν για παράδειγµα M1,M2 και M3 είναι τρεις µηχανές Turing,

τότε η µηχανή που ϕαίνεται στο Σχήµα 2 λειτουργεί ως εξής : Ξεκινάει η λει-

τουργία της από την αρχική κατάσταση της M1, λειτουργεί κανονικά όπως ϑα

λειτουργούσε η M1 µέχρι να σταµατήσει
.

εαν το σύµβολο που διαβάζει τότε η

κεφαλή είναι το a, ξεκινά την λειτουργία της η M2 και λειτουργεί όπως ϑα λει-

τουργούσε η M2, διαφορετικά, εαν το σύµβολο που διαβάζει τότε η κεφαλή είναι

το b, τότε ξεκινά τη λειτουργία της η M3 και λειτουργεί όπως ϑα λειτουργούσε η

M3.

Σχήµα 2: Συνδυασµός Μηχανών Turing

Γίνεται λοιπόν καθαρότερος ο τρόπος µε τον οποίο µπορούµε να το κάνουµε

αυτό. Μένει λοιπόν να ορίσουµε αυστηρότερα µηχανή M που η λειτουργία της

συνίσταται στην λειτουργία των υπολοίπων τριών µηχανών M1,M2 και M3.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι M1 = 〈K1,Σ, δ1, s1,H1〉, M2 = 〈K2,Σ, δ2, s2,H2〉
και M3 = 〈K3,Σ, δ3, s3,H3〉. Θα υποθέσουµε τώρα, ότι τα σύνολα των καταστάσεων

K1,K2,K3 είναι ξένα µεταξύ τους, κάτι το οποίο είναι αρκετά ϐολικό για να µην

επέλθει σύγχυση. Τότε η µηχανή που προκύπτει από τον συνδιασµό των υπ-

ολοίπων τριών ϑα είναι η M = 〈K, Σ, δ, s, H〉, όπου

• K = K1
⋃

K3
⋃

K3

• s = s1

• H = H2
⋃

H3

• Για κάθε σύµβολο σ ∈ Σ και q ∈ K −H, η συνάρτηση µετάβασης δ(q, σ)
ορίζεται ως ακολούθως:

1. Εαν q ∈ K1 −H1 τότε δ(q, σ) = δ1(q, σ)

2. Εαν q ∈ K2 −H2 τότε δ(q, σ) = δ2(q, σ)

3. Εαν q ∈ K3 −H3 τότε δ(q, σ) = δ3(q, σ)

4. Τέλος, εαν q ∈ H - η µόνη περίπτωση που έχει µείνει -, τότε δ(q, σ) =
s2 εαν σ = a, δ(q, σ) = s3 εαν σ = b και δ(q, σ) ∈ H διαφορετικά.

Προφανώς η µηχανήM µε τον τρόπο που ορίστηκε παραπάνω, είναι µία µηχανή

Turing. Τώρα λοιπόν, έχουµε όλα τα συστατικά, για να συνδιάσουµε ϐασικές
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µηχανές Turing και να πάρουµε πιο πολύπλοκες. Μπορούµε να συνεχίζουµε

µε αυτό τον τρόπο και να συνδιάσουµε ήδη συνδιασµένες µηχανές Turing για

την δηµιουργία καινούριων µηχανών κ.ο.κ.

Παράδειγµα 2.1 Το σχήµα 2.1(a) δείχνει µία µηχανή η οποία περιέχει δύο αντί-

γραφα της µηχανής R. Η µηχανή που δείχνει το σχήµα αυτό µετακινεί την κεφαλή

προς τα δεξιά ένα κελί και µετά, εαν το κελί αυτό περιέχει a, b, .,t τότε µετακινεί

την κεφαλή µία ϑέση ακόµη προς τα δεξιά.

Είναι ϐολικό να παραστήσουµε µία τέτοια µηχανή µε την µηχανή που ϕαίνεται

στο σχήµα 2.1(b). ΄Ετσι ένα ϐέλος που δείχνει πολλά σύµβολα, είναι το ίδιο µε

πολλά ϐέλη κάθε ένα από τα οποία έχει ένα και µόνο σύµβολο. Εαν ένα ϐέλος

έχει όλα τα σύµβολα του αλφαβήτου Σ τότε τα σύµβολα αυτά µπορούµε να τα

παραλείψουµε
2
. Μπορούµε για να απλουστεύσουµε περισσότερο τα πράγµατα

να παραλείποντας ακόµη και το ϐέλος εαν ξέρουµε ότι το αλφάβητο Σ είναι το

Σ = {a, b, .,t}. ΄Ετσι το σχήµα 2.1(b) παίρνει τη µορφή RR ή ακόµη απλούστερα

R2
.

Παράδειγµα 2.2 Εαν a ∈ Σ είναι οποιοδήποτε σύµβολο, µπορούµε µερικές

ϕορές να παραλείψουµε πολλαπλά ϐέλη και περιγραφές αυτών, χρησιµοποιώντας

τον συµβολισµό a το οποίο σηµαίνει : ¨οποιοδήποτε σύµβολο εκτός του a¨. Τότε η

µηχανή που απεικονίζεται στο σχήµα 2.2(a) σαρώνει την ταινία και µετακινεί την

κεφαλή προς τα δεξιά µέχρι να ϐρει t. Θα συµβολίζουµε αυτή την πολύ χρήσιµη

µηχανή µε Rt.

΄Αλλη µία πολύ χρήσιµη συντόµευση της ίδιας µηχανής του σχήµατος 2.2(a),
είναι αυτή που ϕαίνεται στο σχήµα 2.2(b). Τώρα το a 6= t διαβάζεται ως ¨οποιοδή-

ποτε σύµβολο a εκτός του t. Το πλεονέκτηµα αυτού του συµβολισµού είναι ότι

το a µπορεί να χρησιµοποιηθεί πλέον οπουδήποτε στο διάγραµµα ως το όνοµα της

µηχανής. Για να το δείξουµε αυτό καλύτερα, το σχήµα 2.2(c), απεικονίζει µία

µηχανή η οποία σαρώνει τα σύµβολα που ϐλέπει και µετακινείται προς τα δεξιά

µέχρι να ϐρει ένα µη κενό κελί.΄Οταν το ϐρει, αντιγράφει το σύµβολο αυτού του

κελιού, στο κελί που ϐρίσκεται αµέσως αριστερότερα από αυτό.

2
Η αριστερότερη µηχανή για ϐολικούς λόγους, είναι πάντοτε η αρχική.
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Παράδειγµα 2.3 Μηχανές που ϐρίσκουν κελιά µε συγκεκριµένο περιεχόµενο

ϕαίνονται στα σχήµα 2.3. Συγκεκριµένα:

α Η Rt, η οποία ϐρίσκει το πρώτο κελί που περιέχει t αµέσως δεξιότερα από

το κελί το οποίο σαρώνεται εκείνη τη στιγµή.

ϐ Η Lt, η οποία ϐρίσκει το πρώτο κελί που περιέχει t αµέσως αριστερότερα

από το κελί το οποίο σαρώνεται εκείνη τη στιγµή.

ς Η Rt, η οποία ϐρίσκει το πρώτο µη κενό κελί που περιέχεται αµέσως δεξ-

ιότερα από το κελί το οποίο σαρώνεται εκείνη τη στιγµή.

δ Η Lt, η οποία ϐρίσκει το πρώτο µη κενό κελί που περιέχεται αµέσως αρισ-

τερότερα από το κελί το οποίο σαρώνεται εκείνη τη στιγµή.

Παράδειγµα 2.4 Θα δώσουµε σαν τελευταίο παράδειγµα την µηχανή C που αντι-

γράφει την είσοδο που της δείνουµε αφήνοντας ένα κενό ενδιάµεσα copying ma-
chine. Πιο συγκεκριµένα, εαν η C ξεκινά µε είσοδο w (δηλαδή αµέσως αρισ-

τερότερα αυτής και εκεί απ’οπου ϐρίσκεται η κεφαλή της ταινίας, περιέχεται το

t και αµέσως δεξιότερα υπάρχουν απεριόριστα κενά, ενώ η είσοδος w δεν περιέ-

χει η ίδια κενά). Τότε η µηχανή ϑα σταµατήσει αφού το περιεχόµενό της γίνει το

w t w. Τότε λέµε ότι η C µετέτρεψε το twt στο tw t wt. ΄Ενα διάγραµµα που

να περιγράφει αυτή τη µηχανή δίνεται στο σχήµα 2.4

3 Υπολογίζοντας µε τη ϐοήθεια Μηχανών Turing

Στο κεφάλαιο αυτό, ϑα αναφερθούµε στις µηχανές Turing ως αποδέκτες γλωσσών.

Γιάυτό το λόγο οι µηχανές που ϑα δούµε ϑα ικανοποιούν κάποιες προυποθέσεις.
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Η αρχική είσοδος της ταινίας, δεν περιέχει κενά ενδιάµεσα και είναι γραµµέν-

η δεξιότερα του συµβόλου . αφήνοντας ένα κενό ενδιάµεσα και άπειρα κενά

δεξιότερα της αρχικής εισόδου. Επίσης υποθέτουµε ότι η κεφαλή της ταινίας,

τοποθετείται στο κελί το οποίο περιέχει το t, ανάµεσα στο αρχικό σύµβολο της

ταινίας . και στην αρχική είσοδο
.

και η µηχανή ξεκινά την λειτουργία της από

την αρχική της κατάσταση. Εαν M = 〈K, Σ, δ, s, H〉 είναι µία µηχανή Turing
και w ∈ (Σ − {t, .})∗, τότε το αρχικό στιγµιότυπο της M µε είσοδο w, είναι

(s, .tw). Με αυτή τη σύµβαση µπορούµε να ξεκινήσουµε να ορίσουµε µε ποιό

τρόπο οι µηχανές Turing µπορούν να οριστούν, ώστε να αναγνωρίζουν γλώσσες.

Ορισµός 3.1 ΄Εστω µηχανή Turing, M = 〈K, Σ, δ, s, H〉, έτσι ώστε το H =
{qy, qn} περιέχει δύο διακεκριµένες τελικές καταστάσεις (qy, qn για ¨ναι¨ και ¨ο-

χι¨ αντίστοιχα). Οποιοδήποτε τελικό στιγµιότυπο του οποίου η κατάσταση είναι qy,

ονοµάζεται κατάσταση αποδοχής, ενώ οποιοδήποτε τελικό στιγµιότυπο του οποίου

η κατάσταση είναι qn, ονοµάζεται κατάσταση απόρριψης. Λέµε ότι η µηχανή M
αποδέχεται µία είσοδο w ∈ (Σ − {t, .})∗, εαν το (s, .tw) οδηγεί σε κατάσταση

αποδοχής, ενώ λέµε ότι η µηχανή M απορρίπτει µία είσοδο w, εαν το (s, .tw)
οδηγεί σε κατάσταση απόρριψης.

Ας είναι Σ0 ⊆ Σ−{t, .} ένα αλφάβητο το οποίο ονοµάζουµε αλφάβητο εισόδου

της µηχανής M.
µε το να πάρουµε το Σ0 να είναι υποσύνολο του Σ − {t, .},

επιτρέπουµε στην µηχανή µας να χρησιµοποιείσει περισσότερα σύµβολα εκτός

αυτών που εµφανιζόταν στις εισόδους της. Λέµε ότι η M αποφασίζει µία γλώσσα

L ⊆ Σ∗
0, εαν για κάθε λέξη w ∈ Σ∗

0 το ακόλουθο είναι αληθές : ¨Εαν w ∈ L, τότε

η µηχανή M αποδέχεται την w και εαν w 6∈ L τότε η µηχανή M την απορρίπτει¨.

Τέλος, ονοµάζουµε µία γλώσσα L, αναδροµική εαν υπάρχει µηχανή Turing που

την αποφασίζει.

Αυτό σηµαίνει ότι µία µηχανή Turing αποφασίζει µία γλώσσα L, εαν όταν

ξεκινήσουµε µε είσοδο w, πάντα σταµατά και ϐρίσκεται σε µία τελική κατάσταση

η οποία είναι είναι είτε η qy εαν w ∈ L και qn εαν w 6∈ L. Ας σηµειωθεί ότι δεν

µπορούµε να εγγυηθούµε τίποτα, για το τί συµβαίνει εαν η είσοδος στη µηχανή

περιέχει κενά ή το αρχικό σύµβολο . (αυτός είναι και ο λόγος που τα εξαιρούµε

παραπάνω).

Υπάρχει ένα λεπτό σηµείο σε σχέση µε τις µηχανές Turing που αποφασίζουν

µία γλώσσα
.

µε τους άλλους αποδέκτες γλωσσών που υπάρχουν (ακόµα και µε

τους µη ντετερµινιστικούς), ένα από τα δύο µπορεί να συµβεί : Είτε η µηχανή

αποδέχεται την είσοδο ή την απορρίπτει. Μία µηχανή Turing από την άλλη,

παρόλο που έχει δύο τελικές καταστάσεις {qy, qn}, πάντα έχει την επιλογή να

αποφύγει µία απάντηση ¨ναι¨ ή ΅οχι¨, αποτυγχάνοντας να τερµατίσει. ∆ηλαδή,

δοσµένης µιας µηχανής Turing, µπορεί να µην αποφασίζει µία γλώσσα - και

δεν υπάρχει προφανής τρόπος που το κάνει αυτο. ΄Οµως υπάρχει κάποιος λόγος

που έχει αυτό το ¨ελάττωµα¨ η µηχανή Turing, κάτι το οποίο δεν είναι στο σκοπό

αυτής της εργασίας να αναλύσει.
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3.1 Αναδροµικές Συναρτήσεις

Καθώς οι µηχανές Turing µπορούν να γράφουν πάνω στις ταινίες τους, µπορούν

να δώσουν µία συνθετότερη έξοδο εκτός από ένα απλό ¨ναι¨ ή ΅οχι¨.

Ορισµός 3.2 ΄ΕστωM = 〈K, Σ, δ, s, {h}〉 µία µηχανή Turing, Σ0 ⊆ Σ−{t, .}
ένα αλφάβητο και w ∈ Σ∗

0. Ας υποθέσουµε ότι η M τερµατίζει µε είσοδο w, και

ότι (s, .tw) `∗M (h, .ty) για κάποιο y ∈ Σ∗
0. Τότε το y ονοµάζεται έξοδος της M

µε είσοδο w, και συµβολίζεται µε M(w). Ας σηµειωθεί ότι η M(w) ορίζεται µόνο

εαν η M τερµατίζει µε είσοδο w, και στην πραγµατικότητα το κάνει αυτό σε ένα

στιγµιότυπο της µορφής (h, .ty) για κάποιο y ∈ Σ∗
0.

Ας πάρουµε τώρα µία οποιαδήποτε συνάρτηση f : Σ∗
0 → Σ∗

0. Λέµε ότι η M
υπολογίζει την συνάρτηση f , εαν για κάθε w ∈ Σ∗

0 ισχύει M(w) = f(w), το οποίο

σηµαίνει ότι για κάθε w ∈ Σ∗
0, η µηχανή M τελικά τερµατίζει µε είσοδο w, και

όταν συµβαίνει να τερµατίζει, το περιεχόµενο της ταινία της M, είναι το . t f(w).
Η συνάρτηση f ονοµάζεται αναδροµική, εαν υπάρχει µηχανή Turing που την

υπολογίζει.

3.2 Αναδροµικώς Απαριθµήσιµες Γλώσσες

Εαν µία µηχανή Turing αποφασίζει µία γλώσσα ή υπολογίζει µία συνάρτηση

µπορεί να ληφθεί ότι λειτουργεί ως ένας αλγόριθµος που εκτελεί σωστά και

αξιόπιστα µερικούς υπολογισµούς. Θα ορίσουµε ένα τρίτο τρόπο µε τον οποίο

µία µηχανή Turing µπορεί να αποφασίσει µία γλώσσα:

Ορισµός 3.3 ΄Εστω M = 〈K, Σ, δ, s, H〉 µία µηχανή Turing, Σ0 ⊆ Σ− {t, .}
ένα αλφάβητο και ας είναι L ⊆ Σ∗

0 µία γλώσσα. Λέµε ότι η M ηµιαποφασίζει

την γλώσσα L, εαν για κάθε w ∈ Σ∗
0 το ακόλουθο είναι αληθές : w ∈ L αν-ν

η µηχανή M τερµατίζει µε είσοδο w. Μία γλώσσα L ονοµάζεται αναδροµικώς

απαριθµήσιµη αν-ν υπάρχει µία µηχανή Turing M που ηµιαποφασίζει την L.

Παραθέτουµε επίσης για την πληρότητα του παραπάνω κειµένου δύο ϐασικά

ϑεωρήµατα χωρίς την αντίστοιχη απόδειξή τους καθώς δεν είναι στο σκοπό αυτής

της εργασίας.

Θεώρηµα 3.1 Εαν µία συνάρτηση είναι αναδροµική, τότε είναι και αναδροµικώς

απαριθµήσιµη.

Παρατήρηση: Το αντίστροφο δεν ισχύει καθώς υπάρχουν αναδροµικώς απαρι-

ϑµήσιµες συναρτήσεις οι οποίες δεν είναι αναδροµικές.

Θεώρηµα 3.2 Εαν µία γλώσσα L είναι αναδροµική τότε και το συµπλήρωµά της

L είναι αναδροµική.
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4 Επεκτάσεις των Μηχανών Turing

Με πολλά παραδείγµατα µηχανών Turing που µπορούµε να δούµε, γίνεται

ϕανερή η δύναµη τους, µολονότι είναι αρκετά αργές και άκοµψες στους υπ-

ολογισµούς τους. Για να καταλάβουµε καλύτερα την εκπληκτική τους δύ-

ναµη, ϑα προσπαθήσουµε να επεκτείνουµε µε διάφορους τρόπους, το µοντέλο

των µηχανών Turing που µέχρι τώρα είδαµε. Θα δούµε επίσης ότι σε κάθε

περίπτωση τα επιπρόσθετα χαρακτηριστικά δεν προσθέτουν τίποτα στην κλάση

των υπολογίσιµων συναρτήσεων ή αποφασίσιµων γλωσσών. Τα νέα ϐελτιωµένα

µοντέλα µηχανών Turing µπορούν σε κάθε περίπτωση να αναχθούν στο ϐασικό

µοντέλο µηχανής Turing που περιγράψαµε στην αρχή. Αυτά τα αποτελέσµατα

µπορούν να µας ϐεβαιώσουν ακόµη περισσότερο ότι οι µηχανές Turing είναι

όντως το µεγαλύτερο υπολογιστική συσκευή, το τέλος της προόδου που κάνουµε

µε την κατασκευή όλο και πιο δυνατών αυτοµάτων. Η αξία των ϐελτιωµένων

αυτών µοντέλων, είναι ότι αναλόγως µε το πρόβληµα, ϑα µπορούµε να επιλέ-

γουµε το µοντέλο που ϑα χρησιµοποιήσουµε, ισοδύναµα σαν να επιλέγαµε να

κατασκευάσουµε µία ϐασική µηχανή Turing.

4.1 Μηχανή Turing µε πολλές ταινίες

Μπορούµε να σκεφτούµε µία µηχανή Turing η οποία να περιέχει πολλές ταινίες

(σχήµα 3) αντί για το ϐασικό µοντέλο µε µία ταινία. Κάθε ταινία είναι συνδ-

εδεµένη µε το σύστηµα εντολών µε την έννοια ότι η κεφαλή (µία σε κάθε ταινία),

µπορεί να διαβάσει και να γράψει πάνω στην ταινία. Η νέα µηχανή µπορεί σε

ένα ϐήµα, να διαβάσει όλα τα σύµβολα που ϐλέπουν όλες οι κεφαλές και µετά,

εξαρτώµενη από τα σύµβολα αυτά και την κατάσταση στην οποία ϐρίσκεταί κάθε

κεφαλή, είτε µετακινεί κάποιες κεφαλές δεξιά ή αριστερά είτε σε κάποιες αλλάζει

το σύµβολο το οποίο ϐλέπει χωρίς να αλλάξει ϑέση και µεταβαίνει σε καινούρια

κατάσταση σε εκείνες τις ταινίες που η κεφαλή µετά από αυτό το τυπικό ϐήµα,

µεταβαίνει σε καινούρια κατάσταση. Για δοσµένο λοιπόν ακέραιο k ≥ 1, µία

µηχανή Turing µε k−ταινίες είναι µία µηχανή Turing η οποία είναι εφοδιασ-

µένη όπως παραπάνω µε k ταινίες και τις αντίστοιχες κεφαλές. Τότε η ϐασική

µηχανή Turing που εµείς εξετάζαµε µέχρι τώρα είναι µία µηχανή Turing µε

k−ταινίες µε k = 1.

Ορισµός 4.1 ΄Εστω k ≥ 1 ένας ακέραιος. Μία Μηχανή Turing µε k− ταινίες

είναι µία 5−άδα 〈K, Σ, δ, s, H〉, όπου K, Σ, s και Η, είναι τα ίδια όπως στον ορισ-

µό της ΒΤΜ και δ : (K − H) × Σk → K × (Σ ∪ {−1, 1})k
είναι η συνάρτηση

µετάβασης. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε κατάσταση q και για κάθε k−άδα συµ-

ϐόλων των ταινιών (a1, . . . , ak), δ(q, (a1, . . . , ak)) = (p, (b1, . . . , bk)), όπου p είναι

όπως πριν η καινούρια κατάσταση και bj είναι αντίστοιχα η ενέργεια που κάνει η

µηχανή M στην j ταινία ϐλέποντας το σύµβολο aj . Εαν aj = . για κάποιο j ≤ k,

τότε bj = +1.

Ο υπολογισµός γίνεται τώρα ταυτόχρονα σε όλες τις k ταινίες της µηχανής M.

Ανάλογα ένα στιγµιότυπο µιας τέτοιας µηχανής πρέπει να περιέχει πληροφορίες

για όλες τις ταινίες. ΄Ετσι :
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Σχήµα 3: Μηχανή Turing µε k ταινίες

Ορισµός 4.2 ΄Εστω M = 〈K, Σ, δ, s, H〉, µία µηχανή Turing µε k ταινίες. Στιγ-

µιότυπο µίας µηχανής M = 〈K, Σ, δ, s, H〉, είναι ένα στοιχείο του

K × (.Σ∗ × (Σ∗(Σ− {t})
⋃
{e}))k

το οποίο σηµαίνει ότι ένα στιγµιότυπο αναγνωρίζει την κατάσταση, το περιεχόµενο

της ταινίας και την ϑέση της κεφαλής σε κάθε µία από τις k ταινίες.

Εαν (q, (w1a1u1, . . . , wkakuk)) είναι ένα στιγµιότυπο µιας µηχανής Turing
µε k ταινίες και εαν δ(q, (a1, . . . , ak)) = (p, (b1, . . . , bk)), τότε σε ένα ϐήµα η

µηχανή µετακινείται στο στιγµιότυπο (p, (w′
1a

′
1u

′
1, . . . , . . . , w

′
ka

′
ku

′
k)) όπου γι-

α i = 1, . . . , k, τα w′
ia
′
iu

′
i είναι τα wiaiui στα οποία έχει εφαρµοστεί η καιν-

ούρια ενέργεια της µηχανής bi αντίστοιχα, όπως στον ορισµό 1.3. Λέµε τότε,

ότι το στιγµιότυπο (q, (w1a1u1, . . . , wkakuk)) δίνει σε ένα ϐήµα το στιγµιότυπο

(p, (w′
1a

′
1u

′
1, . . . , . . . , w

′
ka

′
ku

′
k)) ή ότι το (p, (w′

1a
′
1u

′
1, . . . , . . . , w

′
ka

′
ku

′
k)) είναι το

αµέσως επόµενο στιγµιότυπο του (q, (w1a1u1, . . . , wkakuk)).
Μία µηχανή Turing µε k ταινίες µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολ-

ογισµό µίας υπολογίσιµης συνάρτησης ή για την αποφασισιµότητα ή ηµιαπο-

ϕασισιµότητα µίας γλώσσας σε κάθε περίπτωση που έχουµε δει στις ϐασικές

µηχανές Turing. ∆εχόµαστε ότι η είσοδος τοποθετείται στην πρώτη ταινία

µε τον ίδιο τρόπο όπως σε µία ϐασική µηχανή Turing. Στις υπόλοιπες ταινίες

υπάρχουν µόνο t και µε την κεφαλή σε όλες τις ταινίες στο αριστερότερο κελί

που περιέχει το t. Στο τέλος ενός υπολογισµού, η µηχανή Turing µε k ταινίες

ϑα έχει τυπώσει την έξοδό της στην πρώτη ταινία και το περιεχόµενο των υπ-

ολοίπων ταινιών το αγνοούµε.

Παράδειγµα 4.1 Πολλές ϕορές οι πολλαπλές ταινίες διευκολύνουν την κατασκευή

µηχανών Turing για τον υπολογισµό κάποιων συναρτήσεων. Για παράδειγµα ας
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πάρουµε την µηχανή Turing που µετατρέπει την είσοδο .twt σε . t w t wt,

όπου w ∈ {a, b}∗. Μία µηχανή Turing µε 2 ταινίες ϑα το έκανε αυτό ως εξής :

1
o

Βήµα Μετακινεί την κεφαλή και στις δύο ταινίες προς τα δεξιά, αντιγράφοντας

κάθε σύµβολο της πρώτης ταινίας στη δεύτερη, µέχρι να ϐρεθεί το πρώτο t
στην πρώτη ταινία. Το πρώτο κελί της δεύτερης ταινίας πρέπει να είναι το t.

2
o

Βήµα Μετακινεί την κεφαλή της δεύτερης ταινίας προς τα αριστερά, µέχρι να

ϐρεθεί το πρώτο t (την κεφαλή της πρώτης ταινίας δεν την µετακινεί).

3
o

Βήµα Μετακινεί και πάλι τις κεφαλές και από τις δύο ταινίες προς τα δεξιά, αυτή

τη ϕορά αντιγράφοντας τα σύµβολα από την δεύτερη ταινία, στην πρώτη.

Σταµατά όταν ϐρεθεί το πρώτο t στην δεύτερη ταινία.

Οι µηχανές Turing µε περισσότερες από µία ταινίες, µπορούν να αναπαραστα-

ϑούν µε τον ίδιο τρόπο όπως οι µηχανές Turing µε µία ταινία που είχαµε δεί σε

προηγούµενη παράγραφο. Απλά προσθέτουµε έναν αριθµό σε κάθε σύµβολο που

παριστάνει την κάθε µηχανή, που δείχνει σε ποιά ταινία ενεργεί η µηχανή
.

όλες

οι υπόλοιπες ταινίες µένουν ως έχουν. Για παράδειγµα το t2
γράφει ένα κενό

στην δεύτερη µηχανή, L1
t ψάχνει µετακινούµενη προς τα αριστερά για κενό στην

πρώτη ταινία και R1,2
µετακινεί προς τα δεξιά τις κεφαλές της πρώτης και της

δεύτερης ταινίας ταυτόχρονα. Το a1
σε ένα ϐέλος δείχνει την ενέργεια που πραγ-

µατοποιείται εαν το σύµβολο που σαρώνει η µηχανή εκείνη τη στιγµή στην πρώτη

ταινία είναι το a κ.ο.κ. Ας σηµειωθεί ότι όταν έχουµε µηχανή Turing µε k ταινίες,

αποφεύγουµε να συµβολίζουµε µε M2
την ΜΜ όπως είχαµε αναφέρει πριν.

Κάνοντας αυτή τη σύµβαση το παραπάνω παράδειγµα σχηµατικά παίρνει τη

µορφή που ϕαίνεται στο σχήµα 4 σηµειώνοντας στο κάτω µέρος αυτού τα ϐήµατα

1 έως 3.

Σχήµα 4: Παράδειγµα µηχανές Turing µε 2 ταινίες

Θεώρηµα 4.1 ΄Εστω M = 〈K, Σ, δ, s, H〉 µία µηχανή Turing µε k ταινίες για

κάποιο k ≥ 1. Τότε υπάρχει µία ϐασική µηχανή Turing M′ = 〈K ′,Σ′, δ′, s′,H〉
όπου Σ ⊆ Σ′

, έτσι ώστε το ακόλουθο να ισχύει : Για κάθε είσοδο x ∈ Σ∗
, η

µηχανή M τερµατίζει µε έξοδο y στην πρώτη ταινία αν-ν η µηχανή M′
µε είσοδο

x τερµατίζει στην ίδια τελική κατάσταση και µε την ίδια έξοδο y στην ταινία της.

Επιπλέον εαν η M τερµατίζει µε είσοδο x µετά από t ϐήµατα, τότε η M′
τερµατίζει

µε είσοδο x µετά από αριθµό ϐηµάτων ο οποίος είναι O(t · (|x|+ t)).
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Απόδειξη:

Η ταινία της µηχανήςM′
, πρέπει µε κάποιο τρόπο να περιέχει όλες τις πληρο-

ϕορίες που περιέχονται σε όλες τις ταινίες της µηχανής M. ΄Ενας απλός τρόπος

για να το επιτύχουµε αυτό, είναι να σκεφτούµε ότι η µηχανή M′
διαιρείται σε

λωρίδες µε κάθε µία από αυτές να κάνει, ό,τι κάνει η µηχανή M σε κάθε µία

από τις ταινίες της (Σχήµα 4.1). Συγκεκριµένα, εκτός από το αριστερότερο κελί

το οποίο περιέχει ως συνήθως το . και το άπειρο τµήµα της ταινία που περιέχει

κενά, η ταινία της µηχανής M′
χωρίζεται σε 2k οριζόντιες λωρίδες. Οι πρώτη,

τρίτη,...,2k−1-οστή λωρίδες τηςM′
αντιστοιχούν στις πρώτη, δεύτερη,...,k−οστή

λωρίδα της µηχανής M αντίστοιχα, ενώ η δεύτερη, τέταρτη,...,2k−οστή λωρίδες

της µηχανής M′
χρησιµοποιούνται για να καταγράφουµε την ϑέση της κεφαλής

στις πρώτη, δεύτερη,...,k−οστή ταινιές της µηχανής M µε τον ακόλουθο τρόπο:

Εαν η κεφαλή στην i−οστή ταινία της µηχανής M, τοποθετείται πάνω από το

n-οστό κελί της ταινίας, τότε η 2i λωρίδα της µηχανής M′
περιέχει ένα άσσο

στο (n + 1)−οστό κελί και µηδενικά σε όλα τα υπόλοιπα κελιά. Για παράδειγµα

εαν k = 2 τότε οι ταινίες και οι ϑέσεις των κεφαλών της ταινίας M του σχήµατος

4.1(a), αντιστοιχούν στην ταινία της µηχανήςM′
που ϕαίνεται στο σχήµα 4.1(b).

Οπωσδήποτε η διαίρεση της µηχανής M′
σε λωρίδες είναι λίγο αφηρηµένη

κατασκευή. Φορµαλιστικά παίρνουµε αυτό το αποτέλεσµα υποθέτωντας Σ′ =
Σ

⋃
(Σ× {0, 1})k

. Αυτό σηµαίνει ότι το αλφάβητο της M′
περιέχει το αλφάβητο

της M (αυτό επιτρέπει στην µηχανή M′
να παίρνει την ίδια είσοδο που παίρνει

η M και να δίνει την ίδια έξοδο) και επιπλέον όλες τις 2k−άδες της µορφής

(a1, b1, . . . , ak, bk) µε a1, . . . , ak ∈ Σ και b1, . . . , bk ∈ {0, 1}. Η µετάφραση από

αυτών των 2k−άδων στις 2k λωρίδες είναι απλή: ∆ιαβάζουµε οποιαδήποτε από

αυτές τις 2k−άδες σαν να λένε οτι η πρώτη λωρίδα της µηχανής M′
περιέχει

a1, η δεύτερη b1 και συνεχίζουµε έτσι µέχρι την 2k λωρίδα που περιέχει το bk.

Αυτό µε τη σειρά του, σηµαίνει ότι το αντίστοιχο σύµβολο της i−οστής ταινίας

της µηχανής M περιέχει ai, και ότι το σύµβολο αυτό σαρώνεται από την i−οστή

κεφαλή αν-ν bi = 1 (Θυµηθείτε το σχήµα 4.1(b).
΄Οταν δοθεί µία είσοδος w ∈ Σ∗

τότε η µηχανή M′
λειτουργεί ως εξής :
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1. Μετακινούµε την είσοδο κατά ένα κελί προς τα δεξιά. ΄Επειτα επιστρέ-

ϕουµε πίσω και αµέσως δεξιά του αρχικού συµβόλου . και γράφουµε το

σύµβολο (., 0, ., 0, . . . , ., 0) (αυτό ϑα παίζει το ϱόλο των αριστερών άκρων

των k ταινιών)όπου το 0 και το . εµφανίζονται k ϕορές. Μετακινούµαστε

ένα κελί προς τα δεξιά και γράφουµε το σύµβολο (t, 1,t, 1, . . . ,t, 1) (µε

αυτό τον τρόπο έχουµε µεταφέρει στη µηχανή M′
την ιδιότητα που έχει

η µηχανή M, ότι σε κάθε ταινία αµέσως µετά το σύµβολο ., υπάρχει το

t καθώς επίσης και οτι οι όλες οι κεφαλές ξεκινούν διαβάζοντας το t).

Μετακινούµαστε προς τα δεξιά. Σε κάθε κελί εαν συναντήσουµε ένα σύµ-

ϐολο a 6= t γράφουµε στη ϑέση του το σύµβολο (a, 0,t, 0, . . . ,t, 0) και

µετακινούµαστε δεξιά. Συνεχίζουµε την ίδια διαδικασία σε κάθε κελί το

οποίο περιέχει σύµβολο που δεν είναι το t. Εαν συναντήσουµε t, η πρώτη

ϕάση έχει τελειώσει. Τώρα τα περιεχόµενα της µηχανής M′
περιέχουν

ακριβώς το αρχικό στιγµιότυπο της M.

2. Σε αυτό το ϐήµα ϑα αντιγράψουµε την λειτουργία της µηχανής M µέχρι

να τερµατίσει (εαν τερµατίζει). Για να αντιγράψουµε ένα ϐήµα της µηχανής

M, η µηχανή M′
ϑα πρέπει να εκτελέσει τα εξής διαδοχικά ϐήµατα [υπο-

ϑέτουµε οτι ξεκινά κάθε στάδιο της αντιγραφής µε την κεφαλή να σαρώνει

το πρώτο ¨πραγµατικό κενό¨ δηλαδή το πρώτο κελί της ταινίας το οποίο δεν

έχει ακόµη υποδιαιρεθεί σε λωρίδες (δηλαδή στο κενό µετά τις εγγραφές)].

(α΄) Αρχίζουµε τώρα την σάρωση από το ¨πραγµατικό κενό¨ προς τα αρισ-

τερά, συλλέγοντας πληροφορίες για τα σύµβολα που σαρώνονται από

τις k κεφαλές της µηχανής M. Μετά από την σάρωση όλων αυτών

των συµβόλων (από τους άσσους που υπάρχουν στις αντίστοιχες άρτιες

λωρίδες) επιστρέφουµε στο πρώτο ¨πραγµατικό κενό¨ που ϑα συναν-

τήσουµε. Κατά τη διάρκεια αυτού του ϐήµατος, δεν γράφουµε τίποτα

στην ταινία της µηχανής M′
αλλά όταν η κεφαλή έχει επιστρέψει στο

δεξί τέλος, οι καταστάσεις έχουν αλλάξει ώστε οι k−άδες συµβόλων

από το Σ να έχουν µετατραπεί σε k λωρίδες µε τις ϑέσεις των κεφαλών

σηµειωµένες αντίστοιχα (µε µηδενικά και άσσους).

(ϐ΄) Σαρώνουµε τώρα προς τα αριστερά και µετά προς τα δεξιά και ενηµερώνουµε

τις λωρίδες ανάλογα µε τις κινήσεις της µηχανήςM. Για κάθε Ϲεύγος

λωρίδων αυτό περιλαµβάνει είτε µετακίνηση της ϑέσης της κεφαλής,

είτε αντικατάσταση κάποιου συµβόλου από το Σ.

3. ΄Οταν τερµατίσει η µηχανή M, τότε στην µηχανή M′
, πρώτα µετατρέ-

πουµε την ταινία της από λωρίδες, σε τυπική ταινία µηχανής Turing,

χρησιµοποιώντας τα περιεχόµενα µόνο της πρώτης λωρίδας αγνοώντας τα

περιεχόµενα όλων των άλλων. Μετακινούµε τότε την κεφαλή στη ϑέση

της πρώτης κεφαλής της µηχανής M και η µηχανή τερµατίζει στην ίδια

κατάσταση που τερµάτισε και η µηχανή M.

Για να ϐρούµε την υπολογιστική πολυπλοκότητα αρκεί να παρατηρήσουµε τα

εξής :
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a. Στην πρώτη ϕάση έχουµε O(|x|) ϐήµατα, όσο και το µήκος της εισόδου

της µηχανής M.

b. Στην δεύτερη ϕάση έχουµε O(t(|x|+ t)) ϐήµατα διότι

• ΄Εστω ότι η µηχανή M, µε είσοδο x τερµατίζει µετά από t ϐήµατα.

Για κάθε ϐήµα της µηχανής M, η M′
σαρώνει 2 ϕορές την ταινία.

• Αρχικά η ταινία τηςM′
έχει µήκος |x|+2. Σε κάθε ϐήµα της µηχανής

M, µεγαλώνει το πολύ κατά 1.

• Συνεπώς µετά από t ϐήµατα της µηχανήςM, το µήκος της 2k−λώρίδας

της µηχανής M′
, είναι το πολύ |x|+ 2 + t.

X Συνολικά λοιπόν κάθε ϐήµα της µηχανής M µπορεί να εξοµειωθεί σε

O(t(|x|+ t)) ϐήµατα όπως ϑέλαµε.

Πόρισµα 4.1 Κάθε συνάρτηση η οποία είναι υπολογίσιµη ή γλώσσα η οποία είναι

αποφασίσιµη ή ηµιαποφασίσιµη από µία µηχανή Turing µε k ταινίες είναι επίσης

υπολογίσιµη, αποφασίσιµη ή ηµιαποφασίσιµη αντίστοιχα από µία Βασική Μηχανή

Turing.

4.2 Ταινία άπειρη και προς τις δύο κατευθύνσεις

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η µηχανή µας έχει µία ταινία η οποία είναι άπειρη

και προς τις δύο κατευθύνσεις. ΄Ολα τα κελιά είναι αρχικά κενά, εκτός από

εκείνα που περιέχουν την είσοδο. Η κεφαλή ας πούµε ότι αρχικά ϐρίσκεται στα

αριστερά της εισόδου. Επίσης η σύµβασή µας για το αρχικό σύµβολο ., ϑα ήταν

αχρείαστη και χωρίς νόηµα για µια τέτοια µηχανή.

∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι όπως στις µηχανές Turing µε πολλές

ταινίες, οι µηχανές οι οποίες έχουν την αντίστοιχη ταινία τους να είναι άπειρη

και προς τις δύο κατευθύνσεις, δεν προσθέτουν κάτι ισχυρότερο στους υπολο-

γισµούς που µπορεί να κάνει µία µηχανή Turing όπως την έχουµε περιγράψει

έως τώρα. Μάλιστα µία µηχανή που είναι άπειρη και προς τις δύο κατευθύνσεις,

µπορεί πολύ εύκολα να προσοµοιωθεί από µία µηχανή Turing µε 2 ταινίες ως

εξής : Η µία ταινία περιέχει το κοµµάτι της ταινίας που ϐρίσκεται δεξιότερα από

το κελί που περιέχει το πρώτο σύµβολο της εισόδου, και η άλλη περιέχει το κοµ-

µάτι της ταινίας που ϐρίσκεται αριστερότερα και προς τα πίσω. Με τη σειρά της,

αυτή η µηχανή Turing µε 2 ταινίες µπορεί να εξοµειωθεί ως µία ϐασική µηχανή

Turing. Πιο συγκεκριµένα κάτι τέτοιο ϑα πάρει γραµµικό χρόνο µόνο, αντί για

τετραγωνικό, καθώς σε κάθε ϐήµα µόνο µία από τις λωρίδες είναι ενεργή. Είναι

περιττό να αναφέρουµε οτι οι µηχανές µε περισσότερες από µία άπειρες ταινίες

και από τις δύο πλευρές µπορούν να εξοµοιωθούν και πάλι από µία ϐασική

µηχανή Turing.

4.3 Πολλαπλές Κεφαλές

Τί γίνεται στην περίπτωση όπου επιτρέπουµε σε µία µηχανή Turing να δουλεύει

σε µία ταινία αλλά µε περισσότερες από µία κεφαλές ; Σε ένα ϐήµα, κάθε µία
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κεφαλή ανεξάρτητα, διαβάζει κάποιο σύµβολο και µετακινείται ή γράφει στο

εκάστοτε κελί. (Πρέπει σε αυτό το σηµείο να συµφωνήσουµε τί γίνεται στην

περίπτωση όπου δύο κεφαλές σαρώνουν στο ίδιο ϐήµα το ίδιο σύµβολο. ΄Ισως

µία καλή σύµβαση είναι να ¨νικάει¨ και να επιβάλλει την εντολή της η κεφαλή

µε το µεγαλύτερο νούµερο εαν ϑεωρήσουµε εξ’αρχής αριθµηµένες τις κεφαλές.

Ας ϑεωρήσουµε ότι οι κεφαλές δεν µπορούν να αναγνωρίσουν την παρουσία ή

µη, κάποιας άλλης κεφαλής στο κελί στο οποίο ϐρίσκονται, εκτός ϐέβαια αν κάτι

τέτοιο γίνει συµπτωµατικά µετά από µη επιτυχείς εγγραφές).

∆εν είναι δύσκολο τότε να δούµε ότι προσοµείωση όπως αυτή που πήραµε για

τις µηχανές Turing µε k ταινίες µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στην περίπτωση

µηχανών Turing µε πολλαπλές κεφαλές και µία ταινία. Η ϐασική ιδέα είναι και

πάλι να διαιρέσουµε την ταινία σε λωρίδες, όλες εκτός µίας, απλά ϑα λειτουργούν

ανεξάρτητα καταγράφοντας τις ϑέσεις των κεφαλών. ΄Ενα τυπικό ϐήµα για την

µηχανή Turing µε πολλές κεφαλές είναι η διπλή σάρωση της ταινίας : Μία για

την εύρεση των συµβόλων στις ϑέσεις που ϐρίσκονται οι κεφαλές, και ακόµη µία

για να αλλάζει εκείνα τα σύµβολα ή να µετακινεί την κεφαλή όπως ορίζεται. Ο

αριθµός των ϐηµάτων που χρειάζονται είναι τετραγωνικός όπως και στο Θεώρηµα

4.1.

Η χρήση πολλαπλών κεφαλών όπως επίσης και πολλαπλών ταινιών, µπορεί

πολλές ϕορές, πολύ δραστικά να απλοποιήσει την κατασκευή µίας µηχανής

Turing. Για παράδειγµα µία µηχανή Turing µε δύο κεφαλές ϑα έκανε το

παράδειγµα 2.4 πολύ απλούστερο απ’ότι όταν είχαµε στη διάθεσή µας µήχανές

Turing µόνο µε µία κεφαλή.

4.4 2-∆ιάστατες και Πολυδιάστατες Ταινίες

΄Αλλη µία µορφή γενίκευσης µηχανών Turing, είναι να επιτρέψουµε στην ταινία

µας να είναι ένα 2-διάστατο πλέγµα (κάποιος ϑα µπορούσε να επιτρέψει ένα

πλέγµα µεγαλύτερης διάστασης). Η µηχανή αυτή εξαρτώµενη από το σύµβολο

το οποίο σαρώνει η κεφαλή κάθε στιγµή και την κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται

η µηχανή µπορεί να γράφει ένα σύµβολο ή να µετακινεί την κεφαλή της ταινίας

προς µία κατεύθυνση (άξονα) του πλέγµατος είτε ϑετική είτε αρνητική. Αρχικά

ϑεωρούµε ότι η είσοδος ϐρίσκεται στην κατεύθυνση ενός άξονα και η κεφαλή

ϐρίσκεται αµέσως αριστερότερα της εισόδου στο κενό που ϑεωρούµε ότι υπάρχει.

Αυτή η µορφή µηχανής Turing ϑα µπορούσε να είναι σε µερικές περιπτώσεις

πολύ χρησιµότερη από το ϐασικό µοντέλο, για να λύσουµε προβλήµατα σαν τα

"zigsaw puzzles" (Κεφάλαιο 5 από το [1]).
Σε κάθε ϐήµα, πεπερασµένου πλήθους γραµµές (σε οποιαδήποτε διάσταση)

περιέχουν µη µηδενικά σύµβολα. Τότε σχηµατίζουµε το ορθογώνιο γύρω από

τα µη µηδενικά σύµβολα και ϕτιάχνουµε µία µηχανή µε περισσότερες ταινίες

άπειρες προς όλες τις κατευθύνσεις, που να περιέχουν τις λωρίδες του ορθογ-

ωνίου, και τότε έχουµε ανάγει την µηχανή αυτή και πάλι, σε προηγούµενη

περίπτωση.

Ο αριθµός των ϐηµάτων που χρειάζονται για να εξοµοιώσουµε t ϐήµατα της

2-διάστατης µηχανής Turing µε είσοδο x, µε µία ϐασική µηχανή Turing είναι
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και πάι πολυώνυµο των t και x.

Τα παραπάνω αποτελέσµατα και οι επεκτάσεις που κάναµε στις µηχανές Turing
µπορούν να συνδιαστούν καθώς κάποιος µπορεί να δεί τις µηχανές Turing µε

πολλές ταινίες, εκ των οποίων κάποιες ή όλες είναι άπειρες και προς τις δύο

κατευθύνσεις και έχουν περισσότερες κεφαλές ή οτι είναι πολυδιάστατες. Είναι

ϕανερή λοιπόν η ισοδυναµία όλων των µηχανών Turing που περιγράψαµε κα-

ϑώς όλη η υπολογιστική ισχύς όλων ανάγεται στην ϐασική µηχανή Turing που

περιγράψαµε στην αρχή. Συνοψίζουµε λοιπόν τα παραπάνω αποτελέσµατα:

Θεώρηµα 4.2 Οποιαδήποτε αποφασίσιµη ή ηµιαποφασίσιµη γλώσσα και κάθε

υπολογίσιµη συνάρτηση από µία µηχανή Turing µε πολλές ταινίες,κεφαλές,άπειρες

ταινίες και προς τις δύο κατευθύνσεις ή πολυδιάστατες ταινίες, µπορούν να αποφα-

σιστούν, ηµιαποφασιστούν ή να υπολογιστούν αντίστοιχα από µία ϐασική µηχανή

Turing.
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