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Εισαγωγή

Ο στόχος του παρόντος συγγράμματος είναι μια πρώτη (κλασική) εισαγωγή στην Αλγεβρική
Θεωρία Αριθμών. Όπως θα εξηγήσουμε παρακάτω, μέρος του ανταποκρίνεται στο επίπεδο διδα-
σκαλίας ενός προπτυχιακού μαθήματος αλλά υπάρχουν και κάποια σχετικά πιο προχωρημένα
κεφάλαια. Η διάταξη της ύλης είναι:

Το πρώτο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό και αναφέρεται στο κίνητρο ανάπτυξης που δεν είναι
άλλο από την εικασία Fermat, την πιο σημαντική εικασία των Μαθηματικών, η οποία αποδεί-
χθηκε 350 χρόνια αργότερα από τη διατύπωσή της και τον σημαντικό λόγο της δυσκολίας της
που δεν είναι άλλος από το ότι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών των κυκλοτομικών
σωμάτων δεν είναι εν γένει περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης.

Στην τρίτη παράγραφο του πρώτου κεφαλαίου διατυπώνονται όλα τα σημαντικά θεωρήματα
της θεωρίας για να πάρει μια πρώτη ιδέα ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης.

Στο δεύτερο κεφάλαιο αποδεικνύονται όλα (σχεδόν) τα θεωρήματα που έχουν περιγραφεί
στο πρώτο κεφάλαιο στην πιο απλή, μη-τετριμμένη, περίπτωση αυτή των τετραγωνικών σωμάτων
αριθμών. Ο στόχος είναι ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης να αποκτήσει μια πρώτη εμπειρία των
ιδεών και των αποδείξεων που πρόκειται να ακολουθήσουν στα επόμενα κεφάλαια. Ο νόμος
ανάλυσης περιγράφεται μόνο για δακτύλιους που είναι περιοχές μονοσήμαντης ανάλυσης και
υποβάλλει την ιδέα της αντιστοιχίας του νόμου ανάλυσης ιδεωδών.

Στην προσπάθειά του ο Kummer να αποδείξει την εικασία Fermat, θεώρησε ότι όλοι οι δα-
κτύλιοι Z[ζp]των ακεραίων αλγεβρικών των κυκλοτομικών σωμάτων K = Q(ζp), όπου p πρώτος
ζp = e2πi/p είναι περιοχές μονοσήμαντης ανάλυσης και «απέδειξε» την εικασία. Του υποδείχθηκε
ότι αυτό δεν ισχύει πάντοτε και ότι μάλιστα ο πιο μικρός πρώτος που δεν ισχύει είναι ο p = 23.
Ο «παράδεισος» των περιοχών μονοσήμαντης ανάλυσης χάθηκε!

Στη συνέχεια ο «παράδεισος» των περιοχών ανακαλύφθηκε ξανά στην έννοια της περιοχής
Dedekind, όπου έχουμε μονοσήμαντη ανάλυση ιδεωδών πλέον σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών.

Η απόδειξη ότι όλοι οι δακτύλιοι ακεραίων αλγεβρικών σωμάτων αριθμών είναι δακτύλιοι
Dedekind είναι το κύριο αποτέλεσμα του τρίτου κεφαλαίου.

Στο τέταρτο κεφάλαιο μελετώνται βασικές έννοιες της θεωρίας, όπως norm και ίχνος ενός στοι-
χείου, βάση ακεραιότητας και διακρίνουσα ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών. Επίσης, αποδει-
κνύεται το θεμελιώδες θεώρημα πεπερασμένα παραγόμενων αβελιανών ομάδων, το οποίο είναι
ιδιαίτερα χρήσιμο. Αναλυτικά μελετάται και το αλγοριθμικό πρόβλημα υπολογισμού μιας βάσης
ακεραιότητας και της διακρίνουσας του σώματος.

Στο πέμπτο κεφάλαιο ορίζεται η έννοια της norm ενός ιδεώδους κατά τρόπο συμβατό προς
την έννοια της norm ενός στοιχείου και μελετώνται οι ιδιότητες αυτής. Στη συνέχεια ορίζονται
τα κλασματικά ιδεώδη και η ομάδα κλάσεων ιδεωδών. Αποδεικνύεται ότι η τάξη της ομάδας
αυτής είναι πεπερασμένη. Πρόκειται για έναν φυσικό αριθμό ο οποίος μας δείχνει πόσο απέ-
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χει ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών από το να είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης.
Ακολουθεί υπολογισμός παραδειγμάτων για την καλύτερη κατανόηση της ύλης. Τέλος, επιλύε-
ται και η διοφαντική εξίσωση η οποία είχε επιλυθεί εσκεμμένα λάθος στο πρώτο κεφάλαιο για
να μας υποδείξει το λάθος στο οποίο είχε υποπέσει ο Kummer και πώς κατάφερε τελικά να
επανορθώσει.

Αν L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και P ένα πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου των
ακεραίων αλγεβρικών RK του σώματος K, τότε το ερώτημα είναι πώς αναλύεται το ιδεώδες PRL,
του σώματος L σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών. Πόσα είναι τα πρώτα ιδεώδη και ποιοι οι εκθέτες
τους, καθώς και ποιοι είναι οι γεννήτορες των πρώτων ιδεωδών που εμφανίζονται στην ανάλυση;

Ο νόμος ανάλυσης, θέμα του έκτου κεφαλαίου, απαντά στα παραπάνω ερωτήματα. Η μορφή
είναι απλούστερη όταν η επέκταση είναι επέκταση Galois. Τέλος, υπολογίζονται οι νόμοι ανά-
λυσης διαφόρων συγκεκριμένων κλάσεων αλγεβρικών σωμάτων αριθμών.

Στο έβδομο κεφάλαιο, στην ειδική περίπτωση που η επέκταση L/K αλγεβρικών σωμάτων
αριθμών είναι επέκταση Galois, ο Hilbert ανέπτυξε μια θεωρία η οποία αποτελεί πανέμορφη
σύζευξη με τον νόμο ανάλυσης. Μας περιγράφει αναλυτικά όχι μόνο την ανάλυση των πρώτων
ιδεωδών του K στο L, αλλά και τι γίνεται στα ενδιάμεσα σώματα της επέκτασης αυτής.

Στο όγδοο κεφάλαιο ασχολούμαστε με τους νόμους αντιστροφής. Πέρα από τις διοφαντικές
εξισώσεις, ένα άλλο εξαιρετικά σημαντικό πρόβλημα είναι αυτό της εύρεσης ενός γενικού νόμου
αντιστροφής. Αποτέλεσε τον δεύτερο πυλώνα ως κινητήρια δύναμη της ραγδαίας εξέλιξης της
θεωρίας αριθμών. Κλασικό παράδειγμα αποτελεί ο τετραγωνικός νόμος αντιστροφής του Gauss.
Εδώ το πρόβλημα είναι σε μια επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών L/K ο χαρακτηρισμός
του συνόλου P(L/K) των πρώτων ιδεωδών του K τα οποία αναλύονται πλήρως στο L σε γινόμενο
διακεκριμένων πρώτων παραγόντων μέσω εννοιών αποκλειστικά του σώματος K.

Κατά εντελώς όμοιο τρόπο όπως στη θεωρία των μιγαδικών συναρτήσεων, σύμφωνα με το
θεώρημα του Cauchy, μια συνάρτηση καθορίζεται πλήρως από τις τιμές της στο «σύνορο» όπως
έλεγε και ο L. Kronecker.

Αν παραδείγματος χάρη K = Q και L = Q(ζn) τότε το

P(L/K) = {p πρώτος αριθμός ∶ p ≡ 1 mod n}.

Αν πάλι K αλγεβρικό σώμα και HK το σώμα Hilbert αυτού, έννοια η οποία θα αναλυθεί στο
μάθημα, τότε το σύνολο

P(HK/K) = {P πρώτα ιδεώδη του K ∶ P κύριο ιδεώδες}.

Για αβελιανές επεκτάσεις L/K του K ισχύει ο νόμος αντιστροφής του Artin, τον οποίο και θα με-
λετήσουμε. Για μη-αβελιανές επεκτάσεις L/K ένας γενικός χαρακτηρισμός του συνόλου P(L/K)
δεν είναι μέχρι σήμερα γνωστός. Το πρόβλημα αποτελεί μέρος ενός προγράμματος που προχω-
ράει πολύ σε βάθος. Τρέχει με το όνομα «Φιλοσοφία του Langlands» και εξελίσσεται τα τελευταία
χρόνια με σφοδρή ταχύτητα.

Το ένατο κεφάλαιο αποτελεί μια εισαγωγή στη Γεωμετρία των Αριθμών. Αποδεικνύονται το
σημαντικό θεώρημα του Minkowski, το οποίο αφορά την ύπαρξη σημείου με ακέραιες συντεταγ-
μένες σε κατάλληλο χωρίο του Rn και οι σημαντικότατες εφαρμογές του. Επίσης, αποδεικνύεται
το θεώρημα του Dirichlet το οποίο μας εξασφαλίζει τη δομή της ομάδας των μονάδων του δακτυ-
λίου των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών RK ως πεπερασμένα παραγόμενης αβελιανής ομάδας
συγκεκριμένου βαθμού.

Το δέκατο κεφάλαιο περιέχει το θεώρημα της διακρίνουσας, το οποίο χαρακτηρίζει όλα τα
πρώτα ιδεώδη του αλγεβρικού σώματος αριθμών τα οποία διακλαδίζονται στην επέκταση L/K.
Αποδεικνύονται το θεώρημα της διαφορίζουσας, το οποίο χαρακτηρίζει όλα τα πρώτα ιδεώδη του
L τα οποία διακλαδίζονται στην ανάλυση ενός πρώτου ιδεώδους του K και, τέλος, το θεώρημα
των Kronecker-Weber, ότι κάθε αβελιανή επέκταση του Q περιέχεται σε ένα κυκλοτομικό σώμα
αριθμών.
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Στο ενδέκατο κεφάλαιο περιέχονται τα αποτελέσματα της θεωρίας σχετικά με την εικασία
Fermat μέσω της χρήσης Αλγεβρικής Θεωρίας Αριθμών και μέχρι τα μέσα της δεκαετίας του
1980 όταν η προσέγγιση του προβλήματος άλλαξε ριζικά.

Η εικασία χωρίζεται σε δύο περιπτώσεις. Στην πρώτη υποθέτουμε ότι υπάρχει μη-τετριμμένη
λύση (x,y, z) της

Xp + Yp = Zp,p πρώτος ,p ≠ 2 και p ∤ xyz
ενώ στη δεύτερη περίπτωση υποθέτουμε ότι ο πρώτος p διαιρεί ακριβώς ένα από τα x,y, z.

Το δωδέκατο κεφάλαιο, ξεφεύγει αρκετά από τα προηγούμενα και έχει κυρίως περιγραφικό
χαρακτήρα. Στα μέσα της δεκαετίας του 1980 το πρόβλημα της απόδειξης της εικασίας Fermat
μεταφέρθηκε σε μια άλλη περιοχή της θεωρίας Αριθμών, τη λεγόμενη περιοχή της θεωρίας των
ελλειπτικών καμπυλών. Η φιλοσοφία είναι ότι αν η εξίσωση Fermat έχει μη-τετριμμένη λύση
(x,y, z), τότε η ελλειπτική καμπύλη που ορίζεται από αυτή τη λύση έχει τόσο όμορφες ιδιότητες
που ουσιαστικά δεν υπάρχει.

Για να επιτευχθεί αυτό χρειάστηκαν και η θεωρία των modular συναρτήσεων, αναλυτικό
κομμάτι της θεωρίας αριθμών, καθώς και οι p-αδικοί αριθμοί που αποτελούν την πλήρωση του
Q ως προς την p-αδική εκτίμηση.

Το δέκατο τρίτο κεφάλαιο αποτελεί παράρτημα και περιέχει την επισκόπηση βασικών εννοιών
της αντιμεταθετικής θεωρίας δακτυλίων, αυτής των modules καθώς και την έννοια της απόλυτης
τιμής και εκτίμησης σε ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών, άπειρες επεκτάσεις Galois, τοπολογία
Krull και προβολικά όρια.

Προαπαιτούμενες γνώσεις για την κατανόηση του περιεχομένου του παρόντος, πέρα από το
περιεχόμενο των παραγράφων 1 και 2 του παραρτήματος, είναι η γραμμική άλγεβρα, η στοιχειώ-
δης θεωρία αριθμών και βασικές γνώσεις ενός προπτυχιακού μαθήματος της θεωρίας Galois.

Προαπαιτούμενο για τη μελέτη και κατανόηση του δωδέκατου κεφαλαίου αποτελεί η παρά-
γραφος 3 του παραρτήματος.

Βασική ύλη περιεχομένου διδασκαλίας ενός προπτυχιακού εξαμηνιαίου μαθήματος αποτε-
λούν τα πρώτα έξι κεφάλαια. Επηρεασμένοι από την παρατήρηση των Α. Fröhlich και Μ. Taylor
1, ότι “many number theorists have never acquired sufficient technique to perform number

theoretic calculations in anything but a quadratic field”, προσθέσαμε και αρκετά υπολογιστικά
παραδείγματα.

Τα υπόλοιπα πέντε κεφάλαια μπορούν να αποτελέσουν το περιεχόμενο διδασκαλίας ενός
δεύτερου εξαμήνου ή ενός σεμιναρίου. Τέλος, το δωδέκατο κεφάλαιο μπορεί να αποτελέσει το
έναυσμα για ένα προχωρημένο σεμινάριο στην περιοχή.

1Fröhlich, A. and Taylor, M. J., Algebraic number theory. Cambridge Studies in Advanced Mathematics, 1993.
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I.1 Διοφαντικές εξισώσεις

Ένα από τα πιο σημαντικά θέματα με τα οποία ασχολείται η Θεωρία Αριθμών είναι η επίλυση
διοφαντικών εξισώσεων.

Μια διοφαντική εξίσωση είναι μια εξίσωση της μορφής

f(x1,x2, . . . ,xn) = 0

όπου το f(x1,x2, . . . ,xn) είναι ένα πολυώνυμο n μεταβλητών με συντελεστές ακεραίους αριθμούς
και n ένας φυσικός αριθμός n ≥ 2. Επίλυση μιας διοφαντικής εξίσωσης είναι η εύρεση όλων των
n-άδων ακεραίων αριθμών (x1, . . . ,xn) ∈ Zn οι οποίες επαληθεύουν την εξίσωση.

Η ονομασία των εξισώσεων αυτών ως διοφαντικών έχει δοθεί προς τιμήν του Διόφαντου του
Aλεξανδρινού (3ος μ.Χ. αιώνας) ο οποίος θεωρείται ο πατέρας της Άλγεβρας. Το βιβλίο του «Αριθ-
μητικά» δημοσιεύτηκε από τον Bachet στα 1621 στο ελληνικό πρωτότυπο, μαζί με λατινική μετά-
φραση και εκτεταμένα σχόλια. Ένα αντίτυπο αυτού προμηθεύτηκε ο Fermat και έτσι η Θεωρία
Αριθμών ξαναγεννήθηκε.

Οι γραμμικές διοφαντικές εξισώσεις αποτελούν αντικείμενο μελέτης στο μάθημα της στοι-
χειώδους θεωρίας αριθμών, για παράδειγμα [7, σελ. 55-61].

Ιδιαίτερα σημαντική είναι η δομή των ακεραίων αριθμών. Αποτελούν περιοχή μονοσήμαντης
ανάλυσης (ΠΜΑ). Άμεση συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι και το ακόλουθο:

Πόρισμα I.1.1. Αν a,b, c θετικοί ακέραιοι με (b, c) = 1 και an = bc για κάποιο φυσικό αριθμό
n > 1, τότε υπάρχουν ακέραιοι a1,a2 πρώτοι μεταξύ τους ώστε a = a1a2 και b = an1 , c = an2 , βλέπε
[7, p. 1.7.6].

Παράδειγμα I.1.2. Να λυθεί η διοφαντική εξίσωση

y3 = x2 − 16.

Η εξίσωση γράφεται ως
y3 = (x − 4)(x + 4).

Έστω (x,y) ∈ Z × Z κάποια λύση αυτής και d = (x − 4,x + 4). Αν ο x είναι περιττός, τότε d = 1
οπότε x− 4 = a3,x+ 4 = b3 με a,b ∈ Z περιττούς και (a,b) = 1. Επομένως b3 −a3 = 8, το οποίο είναι
αδύνατο.

Αν ο x είναι άρτιος, τότε και ο y είναι άρτιος, συνεπώς 8 ∣ x2 οπότε 4 ∣ x. Ας γράψουμε το
x = 4x1, x1 ∈ Z. Η εξίσωση γίνεται 16x2

1 − 16 = y3, άρα 4 ∣ y, δηλαδή y = 4y1, y1 ∈ Z.
Από τα παραπάνω, προκύπτει ότι

x2
1 = 4y3

1 + 1, x1 περιττός

1
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Το x1 = 2m+1 γιαm ∈ Z. Συνεπώςm2+m = y3
1, δηλαδήm(m+1) = y3

1 και (m,m+1) = 1. Επομένως,
m = t3,m + 1 = s3, t, s ∈ Z και (t, s) = 1. Αλλά οι μόνοι διαδοχικοί κύβοι ακεραίων ανήκουν στο
σύνολο {−1, 0, 1}. Αυτό σημαίνει ότι ο m ή ο m + 1 είναι ίσος με μηδέν, δηλαδή y1 = 0 οπότε και
y = 0. Τελικά η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η (x,y) = (±4, 0).

Παράδειγμα I.1.3 (Πυθαγόρειες τριάδες). Να λυθεί η διοφαντική εξίσωση

X2 + Y2 = Z2 (I.1)

στο σύνολο των θετικών ακεραίων. Είναι φανερό ότι μια τέτοια λύση είναι η (3, 4, 5).

Ορισμός I.1.4. Τριάδες θετικών ακεραίων (x, y, z) οι οποίες επαληθεύουν την (I.1) θα λέγονται
πυθαγόρειες τριάδες.

Αν (x, y, z) πυθαγόρεια τριάδα και d ∈ Z, τότε και η (dx, dy, dz) είναι επίσης πυθαγόρεια
τριάδα, αφού (dx)2 + (dy)2 = (dz)2. Επομένως και οι τριάδες (6, 8, 10) (9, 12, 15), . . . είναι επίσης
πυθαγόρειες.

Αν γνωρίζουμε όλες τις πυθαγόρειες τριάδες (a, b, c) για τις οποίες (a, b, c) = 1, τότε γνωρί-
ζουμε και όλες τις λύσεις της (I.1).

Ορισμός I.1.5. Μία πυθαγόρεια τριάδα (a, b, c) θα λέγεται πρωταρχική ή πρωτογενής (primitive)
όταν

(a, b, c) = 1

Η (3, 4, 5) λοιπόν είναι πρωταρχική. Υπάρχουν και άλλες; Η απάντηση είναι «ναι». Οι πυθα-
γόρειες τριάδες (5, 12, 13), (8, 5, 17), (7, 24, 25), (9, 40, 41) είναι πρωταρχικές.

Αν (x, y, z) πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα, τότε ένας ακριβώς από τους x, y θα είναι άρτιος
και ο άλλος περιττός.

Πράγματι, αν x και y άρτιοι, τότε και z άρτιος, οπότε (x, y, z) ≥ 2, άτοπο.
Αν πάλι x και y περιττοί, τότε x2 = 1 + 4l, l ∈ Z και y2 = 1 + 4m, m ∈ Z, οπότε z2 = x2 + y2 = 2 + 4t

με t ∈ Z. Αυτό όμως είναι αδύνατο, αφού το τετράγωνο ακεραίου είναι πάντοτε της μορφής 4l ή
4l + 1, l ∈ Z.

Απάντηση στο πρόβλημα της εύρεσης όλων των πρωταρχικών πυθαγορείων τριάδων μας δίνει
n ακόλουθη:

Πρόταση I.1.6. Οι θετικοί ακέραιοι x, y, z αποτελούν πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα με y άρτιο
ακριβώς τότε όταν υπάρχουν θετικοί ακέραιοι r, s με r > s, (r, s) = 1 ένας εκ των οποίων είναι
άρτιος και ο άλλος περιττός (ετερότυποι), τέτοιοι ώστε

(x = r2 − s2, y = 2rs, z = r2 + s2)

Απόδειξη. Αφού y άρτιος, τα x και z θα είναι περιττοί. Επομένως z + x και z − x θα είναι άρτιοι.
Αν ονομάσουμε k ∶= z+x

2 ∈ Z και l ∶= z−x
2 ∈ Z έχουμε

k ⋅ l = (z + x)(z − x)
4

= z
2 − x2

4
= y

2

4
= (y

2
)

2
.

Ο (k, l) = 1, διότι αν d ∶= (k, l) > 1 θα είχαμε d∣k = z+x
2 και d∣l = z−x

2 , δηλαδή d∣(k + l) = z και
d∣(k − l) = x, οπότε (x, z) ≥ d > 1, άτοπο.

Επομένως, από το πόρισμα I.1.1 προκύπτει ότι k = r2, l = s2 και (r, s) = 1, (αφού (k, l) = 1).
Συνεπώς x = r2 − s2, y = 2rs και z = r2 + s2.

Τέλος, ο ένας από τους r και s είναι άρτιος και άλλος περιττός. Αυτό ισχύει, διότι δεν είναι
δυνατό να είναι και οι δύο άρτιοι, αφού (r, s) = 1, αλλά ούτε και οι δύο περιττοί, αφού τότε οι
x, y, z θα ήταν άρτιοι και η πυθαγόρεια τριάδα δεν θα ήταν πρωταρχική.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι τα x, y, z έχουν τη σωστή μορφή και θα αποδείξουμε ότι αποτε-
λούν πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα.
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Πρώτα απ’ όλα είναι φανερό ότι x2 + y2 = z2, δηλαδή ότι (x, y, z) πυθαγόρεια τριάδα.
Αν d ∶= (x, y, z) > 1 και p ∈ P τέτοιος ώστε p∣d, τότε p∣x, p∣y και p∣z. Το p ≠ 2, διότι x περιττός.
Από p∣x και p∣z, έπεται ότι p∣(z + x) και p∣(z − x) δηλαδή p∣2r2 και p∣2s2, οπότε p∣(2r2, 2s2) =

2(r, s)2 = 2, άτοπο.
Συνεπώς η τριάδα (x, y, z) είναι πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα.

Παράδειγμα I.1.7. Να λυθεί η διοφαντική εξίσωση
Y3 = X2 + 1. (I.2)

Παρατηρούμε ότι εδώ το δεξιό μέλος δεν παραγοντοποιείται στο Z. Αν υποθέσουμε ότι (x,y) ∈
Z ×Z λύση της παραπάνω εξίσωσης και μπορούμε να παραγοντοποιήσουμε το δεξιό μέλος

y3 = (x + i)(x − i), x ∈ Z.

Η παραγοντοποίηση έλαβε χώρα στον δακτύλιο του Gauss
Z[i] = {a + bi ∶ a,b ∈ Z}

και επομένως μας ενδιαφέρει η αριθμητική του δακτυλίου αυτού. Δείτε και στο παράρτημα την
παράγραφο XIII.5.

Η παραπάνω εξίσωση (I.2) αποτελεί ειδική περίπτωση για κ = 1, της γενικής εξίσωσης του
Mordell,

y2 = x2 + κ, κ ∈ Z.
Έστω (x,y) ∈ Z ×Z μια λύση της εξίσωσης (I.2). Παραγοντοποίηση του δεξιού μέλους δίνει

y3 = (x + i)(x − i),

όπου x + i,x − i ∈ Z[i] και
R = Z[i] = {a + bi ∶ (a,b) ∈ Z ×Z}

είναι, όπως θα δούμε αργότερα, ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του σώματος
του

Q(i) = {a + bi ∶ (a,b) ∈ Q ×Q}.
Αν ξ = a + bi ∈ Z[i], η norm του ξ ορίζεται ως

N(ξ) = (a + ib)(a − bi) = a2 + b2 ∈ N.

Η ομάδα των μονάδων του Z[i] είναι η
E(Z[i]) = {ξ ∈ Z[i] ∶N(ξ) = ±1} = {±1,±i} = ⟨i⟩.

Με βάση την παραπάνω norm, ο Z[i] είναι ευκλείδειος δακτύλιος και συνεπώς δακτύλιος κυρίων
ιδεωδών και επομένως δακτύλιος μονοσήμαντης αναλύσης.

Παρατηρούμε ότι 2 = (−i)(1 + i)2, όπου −i ∈ E(Z[i]) και π ∶= 1 + i ανάγωγο στοιχείο του Z[i].
Έστω d = (x + i,x − i), d ∣ 2. Ισχυριζόμαστε ότι d ≅ 1. Πράγματι αν d /≅ 1, τότε 1 + i ∣ d και συνεπώς
1 + i ∣ x + i άρα N(1 + i) ∣ N(x + i). Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι 2 ∣ x2 + 1 = y3 άρα
2 ∣ y. Τότε 23 ∣ y3 άρα 8 ∣ x2 + 1 και x2 ≡ −1 mod 8, το οποίο είναι άτοπο.

Ώστε d ≅ 1 οπότε η y3 = (x + i)(x − i) λόγω της μονοσημάντης αναλύσης δίνει x + i ≅ ξ3 και
ξ ∈ Z[i], δηλαδή x+ i = ϵξ3, όπου ϵ ∈ E(Z[i]). Αφού E(Z[i]) = ⟨i⟩ κυκλική ομάδα τάξεως 4, έπεται
ότι η συνάρτηση ϵ ↦ ϵ3 είναι αυτομορφισμός της ομάδας των μονάδων E(Z[i]). Μπορούμε να
αντικαταστήσουμε το ϵ με το ϵ3 και να πάρουμε x + i = η3 με η = a + ib ∈ Z[i].

Καταλήγουμε στη σχέση
x + i = (a3 − 3ab2) + i(3a2b − b3),

οπότε 1 = b(3a2 − b2) συνεπώς το b ∣ 1, άρα b = ±1. Έχουμε 3a2 − 1 = ±1 και a = 0 είναι η μόνη
λύση στο Z. Τότε x = a3 − 3ab2 = 0 το οποίο δίνει y = 1.

Ώστε το σύνολο λύσεων της (I.2) είναι το (x,y) = (0, 1).
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Παρατήρηση I.1.8. Αποφασιστικά για την απόδειξη είναι

1. Το Z[i] είναι δακτύλιος μονοσήμαντης ανάλυσης

2. Η γνώση της δομής της ομάδας των μονάδων E(Z[i]).

Παράδειγμα I.1.9. Ζητούνται οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης

2y3 = x2 + 5 (I.3)

Και εδώ το δεξιό μέλος δεν παραγοντοποιείται στο Z. Μπορούμε όμως να το παραγοντοποι-
ήσουμε στον δακτύλιο

Z[
√
−5] = {a + b

√
−5 ∶ a,b ∈ Z}.

Πράγματι, αν (x,y) ∈ Z ×Z λύση της εξίσωσης, τότε

2y3 = (x +
√
−5)(x −

√
−5).

Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να εργαστούμε στο σύνολο

Z[
√
−5] = {a + b

√
−5∣a,b ∈ Z},

το οποίο και πάλι αποτελεί ακέραια περιοχή. Η ομάδα των μονάδων του δακτυλίου Z[
√
−5] είναι

E(Z[
√
−5]) = {±1}. Το 2 είναι ανάγωγο στοιχείο του Z[

√
−5]. Πράγματι, αν 2 = a ⋅b με a,b ∈ Z[

√
−5]

όχι μονάδες, τότε N(a)N(b) = 4, οπότε N(a) =N(b) = ±2. Αυτό όμως είναι αδύνατο αφού αν

a = κ + λ
√
−5, κ,λ ∈ Z,N(a) = κ2 + 5λ2 ≠ ±2.

«Επομένως»
2 ∣ (x +

√
−5) είτε 2 ∣ (x −

√
−5)

που σημαίνει ότι ή
x +
√
−5

2
= x

2
+ 1

2
√
−5 ∈ Z[

√
−5]

ή
x −
√
−5

2
= x

2
− 1

2
√
−5 ∈ Z[

√
−5],

το οποίο είναι άτοπο, αφού 1
2 /∈ Z.

Καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι η διοφαντική εξίσωση

2Y3 = X2 + 5

δεν έχει ακέραια λύση.
Και «όμως κινείται» που θα έλεγε και ο Γαλιλαίος! Η εξίσωση έχει τουλάχιστον μία λύση, την

(x,y) = (±7, 3). Πού είναι το λάθος;
Απάντηση: Tο 2 είναι ανάγωγο στοιχείο του Z[

√
−5] αλλά όχι πρώτο στοιχείο αυτού. Αυτό σε

αντίθεση προς την περιοχή του Gauss.
Γιατί συμβαίνει αυτό;

Απάντηση:Η περιοχή Z[
√
−5] δεν είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης. Αποτελεί εύκολη άσκηση

η απόδειξη ότι ο
6 = 2 ⋅ 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5)

έχει δύο διαφορετικές μεταξύ τους γνήσιες αναλύσεις σε γινόμενα αναγώγων στοιχείων του
Z[
√
−5].
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I.2 Η εικασία Fermat

Αποφασιστικής σημασίας για την ανάπτυξη της αλγεβρικής θεωρίας αριθμών υπήρξε η ει-
κασία του Fermat.

Ο Fermat μελέτησε συστηματικά το έργο του Διόφαντου. Δίπλα στο περιθώριο του προβλήμα-
τος 8, Βιβλίο ΙΙ των Αριθμητικών του Διοφάντου, το οποίο αναφέρεται στις πυθαγόρειες τριάδες:

«Τόν ἐπιταχθέντα τετράγωνον διελεῖν εἰς δύο τετραγώνους»

 «Να αναλύσετε δοθέν τέλειο τετράγωνο σε (άθροισμα) δύο τέλειων τετραγώνων»

O Fermat συμπλήρωσε, στα Λατινικά, τα ακόλουθα:

“ Cubum in duos cubos aut quadro-quadratum in duos quadro-quadratos et generaliter
nullam in infinitum, ultra quadratum, potestam in duas ejusdem nominis fas est dividere.
Cujus rei demonstrationem mirabilem sone detexi, hanc marginis exiguitas non caperet.”

« Δεν είναι δυνατόν να αναλύσουμε έναν κύβο σε άθροισμα δύο κύβων, ούτε μια τέταρτη
δύναμη σε (άθροισμα) δύο τετάρτων δυνάμεων και γενικά μια δύναμη μεγαλύτερη του δύο σε

άθροισμα δύο δυνάμεων με τον ίδιο εκθέτη. Έχω ανακαλύψει μια καταπληκτική απόδειξη
αυτού, αλλά το περιθώριο (του βιβλίου) είναι πολύ μικρό για να τη χωρέσει. »

Οι σημειώσεις του Fermat στο αντίτυπο των Αριθμητικών δημοσιεύτηκαν για πρώτη φορά
από τον γιο του Samuel Fermat στα 1670. Σε Γερμανική μετάφραση έχουν δημοσιευθεί στο
Pierre de Fermat, Bemerkungen zu Diophant, μετάφραση από τα Λατινικά του Max Miller,
Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig 1932.

Η μαθηματική έκφραση της εικασίας είναι η εξής: Η διοφαντική εξίσωση

Xn + Yn = Zn, n ∈ N,n ≥ 3

δεν έχει, μη-τετριμμένη, δηλαδή για xyz ≠ 0, ακέραια λύση. Δεν υπάρχει επομένως τριάδα
ακεραίων (x,y, z) ∈ Z3 με xyz ≠ 0, τέτοια ώστε

xn + yn = zn,

για οποιοδήποτε εκθέτη n ≥ 3. Δεν είναι μέχρι σήμερα γνωστό αν πράγματι ο Fermat έχει απο-
δείξει την εικασία του. Η πρώτη γνωστή πλήρης απόδειξη τελειώνει με την εργασία του A. Wiles
[6] και το απαραίτητο συμπλήρωμα των R. Taylor, A. Wiles [5], 350 χρόνια αργότερα. θα συνι-
στούσαμε ως εισαγωγή τη μελέτη του βιβλίου του Simon Singh [4].

Αλλά ας πάρουμε τα πράγματα με τη σειρά. Εύκολα αποδεικνύεται ότι αρκεί να ελέγξουμε
την ισχύ της εικασίας για n = 4 και για κάθε περιττό πρώτο αριθμό p. Για n = 4 ο Fermat απέδειξε
με τη μέθοδο της καθόδου ότι η διοφαντική εξίσωση

x4 + y4 = z2

δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις. Άμεση συνέπεια της πρότασης αυτής είναι η αλήθεια της
εικασίας Fermat για n = 4, [7, προτ. 2.3.3].

Έναν αιώνα αργότερα, ο Euler χρησιμοποίησε την αριθμητική του δακτυλίου

Z[ω] = {a + bω∣a,b ∈ Z},

όπου ω μια πρωταρχική 3-ρίζα της μονάδας και απέδειξε την εικασία για n = 3.
Ακολούθησαν οι αποδείξεις των Dirichlet (1825) για n = 5 καθώς και του Lamé (1839) για

n = 7. Η δυσκολία των αποδείξεων έδειξε ότι είναι αδύνατο να συνεχίσει κανείς κατ’ αυτόν τον
τρόπο.
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Έστω τώρα p πρώτος p > 3. Η εξίσωση Fermat είναι
Xp + Yp = Zp.

Αν ζp είναι η p-οστή πρωταρχική ρίζα της μονάδας, ζp ∶= e
2πi
p , τότε, επειδή όλες οι ρίζες της

εξίσωσης tp − 1 είναι οι ζip, i = 0, 1, . . . ,p − 1, έπεται ότι

tp − 1 = (t − 1)(t − ζp)(t − ζ2
p)⋯(t − ζp−1

p )
και αν θέσουμε στη θέση του t το −X/Y έχουμε

Zp = Xp + Yp =
p−1
∏
ν=0
(X + ζνpY).

Ο Kummer στα 1837 δέχθηκε ότι ο δακτύλιος
Z[ζp] = {a0 + a1ζp +⋯ + ap−2ζ

p−2 ∶ ai ∈ Z, i = 0, 1, . . . ,p − 1}

είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης, απέδειξε ότι οι X + ζµpY είναι πρώτοι μεταξύ τους ανά
δύο, συνεπώς κάθε παράγοντας του γινομένου έχει τη μορφή ϵαp, όπου α ∈ Z[ζp], ϵ μονάδα του
Z[ζp] και με αυτόν τον τρόπο «απέδειξε» την εικασία Fermat.

Πρώτος ο Dirichlet παρατήρησε ότι η απόδειξη του Kummer είναι λάθος, διότι ο δακτύλιος
Z[ζp] δεν είναι εν γένει δακτύλιος μονοσήμαντης ανάλυσης. Ο Kummer (1845) στην προσπάθειά
του να διορθώσει το λάθος του εισήγαγε τους «ιδεώδεις αριθμούς» και κατάφερε να αποδείξει την
εικασία του Fermat για τους λεγόμενους «ομαλούς», τους οποίους θα ορίσουμε στη συνέχεια.
Περισσότερο συγκεκριμένα, οι μέθοδοι του Kummer αποδεικνύουν την εικασία για όλους τους
πρώτους p < 100 εκτός από τους p ≠ 37, 59, 67.

Ακολουθεί η εργασία του Dedekind (1831-1916), ο οποίος εισάγει δύο έννοιες θεμελιώδους
σημασίας για τη θεωρία των αριθμών, την άλγεβρα και τα μαθηματικά γενικότερα. Αυτές είναι
η έννοια του ιδεώδους και του module.

Ας γυρίσουμε για λίγο πίσω στον δακτύλιο Z[
√
−5]. Έχουμε δύο γνήσιες αναλύσεις του 6

στον Z[
√
−5] ως γινόμενο αναγώγων, όχι ανά δύο συνεταιρικών, στοιχείων

6 = 2 ⋅ 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5).

Αργότερα θα δούμε ότι το κύριο ιδεώδες που παράγεται από το 2, ⟨2⟩ = P2
2, όπου το P2 = ⟨2, 1 +√

−5⟩ είναι ένα πρώτο ιδεώδες του Z[
√
−5]. Ομοίως ⟨3⟩ = P3P3, όπου P3 = ⟨3, 1 +

√
−5⟩ και P3 =

⟨3, 1 −
√
−5⟩ είναι πρώτα ιδεώδη του Z[

√
−5]. Επιπλέον ισχύει ότι

⟨1 +
√
−5⟩ =P2P3 ⟨1 −

√
−5⟩ =P2P3,

οπότε το ιδεώδες που παράγεται από το 6 έχει μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο πρώτων ιδε-
ωδών

⟨6⟩ =P2
2P3P3.

Δακτύλιοι που έχουν αυτή την ιδιότητα λέγονται δακτύλιοι του Dedekind και σύντομα θα δούμε
ότι οι δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών αλγεβρικών σωμάτων αριθμών είναι δακτύ-
λιοι του Dedekind.

Όλες οι προσπάθειες απόδειξης της εικασίας του Fermat μέχρι τη δεκαετία του 1980 στη-
ρίζονταν στις ιδέες του Kummer. Αναλυτικά θα αναφερθούμε στο κεφάλαιο XI όπου και θα
διαπιστώσουμε και τα όρια της μεθόδου αυτής.

Στα 1986 ο Gerhard Frey είχε την επαναστατική ιδέα να συνδέσει την εικασία Fermat με
την ταχύτατα αναπτυσσόμενη τότε θεωρία των ελλειπτικών καμπυλών. Η βασική ιδέα είναι ότι
αν η εικασία του Fermat δεν ισχύει και υπάρχει μια μη-τετριμμένη λύση, τότε η αντίστοιχη
ελλειπτική καμπύλη έχει τόσο όμορφες ιδιότητες που δεν υπάρχει!

Ακολούθησαν σημαντικά αποτελέσματα των Serre και Ribet και η απόδειξη της εικασίας
λήγει με το Θεώρημα του A. Wiles (1995). Στo κεφάλαιo XII θα αναπτύξουμε τις βασικές ιδέες
των αποδείξεων αυτών.
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Παρατήρηση I.2.1. Ότι από τη μορφή της εξίσωσης δεν μπορεί να προσδιοριστεί η ύπαρξη ή
μη λύσης μιας διοφαντικής εξίσωσης φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγματα:

Ένα γενικό πρόβλημα είναι η παράσταση φυσικών αριθμών ως άθροισμα τριών κύβων ακε-
ραίων αριθμών. Έτσι για n = 29 η εξίσωση

x3 + y3 + z3 = 29

έχει την προφανή λύση (x,y, z) = (3, 1, 1). Και η εξίσωση
x3 + y3 + z3 = 30

έχει ακέραια λύση. Η πιο μικρή όμως είναι η (x,y, z) = (283059965,−2218888517, 2220422932). Οι
εξισώσεις

x3 + y3 + z3 = 31, x3 + y3 + z3 = 32
δεν έχουν ακέραια λύση, αφού x3,y3, z3 ≡ −1 ή 0 ή 1 modulo 9. και 31 ≡ 4mod9 ενώ 32 ≡ 5mod9.
Μέχρι το τέλος του 20ού αιώνα από τους φυσικούς αριθμούς n,n < 100 δεν είχε απαντηθεί η
ύπαρξη ή μη λύσης για τους 33, 42 και 74.

Για τον 74 δόθηκε μια λύση από τον S. Huisman το 2016 [1], για τον 33 δόθηκε μια λύση από
τον A. Booker (Bristol) το 2019 και για τον 42 δόθηκε μια λύση από τον A. Sutherland (MIT) το
2020 1

Επίσης, από το 1953 ήταν ανοιχτό το ερώτημα αν η διοφαντική εξίσωση
x3 + y3 + z3 = 3

έχει άλλη λύση πέρα από τις προφανείς (x,y, z) = (1, 1, 1) και (x,y, z) = (−5, 4, 4). Στην εργασία
τους αυτή οι A. Booker και A. Sutherland δίνουν και μία τρίτη λύση. Δεν είναι γνωστό αν η
εξίσωση αυτή έχει πεπερασμένο ή άπειρο πλήθος λύσεων.

I.3 Σύντομη επισκόπηση της θεωρίας των αλγεβρικών σωμάτων
αριθμών

Στην παράγραφο αυτή θα περιγράψουμε όλα τα σημαντικά θεωρήματα του μαθήματος. O
στόχος είναι να πάρει μια βασική ιδέα ο αναγνώστης. Θα εμβαθύνει στη συνέχεια κατά την
αναλυτική παρουσίαση της ύλης.

Η αλγεβρική θεωρία των αριθμών ασχολείται με τη μελέτη των αλγεβρικών σωμάτων αριθμών.
Ορισμός I.3.1. Ένα σώμα K θα λέγεται αλγεβρικό σώμα αριθμών ακριβώς τότε όταν το K είναι
υπόσωμα του C και [K ∶ Q] <∞.

Πρότυπο στη μελέτη μας είναι το σώμα των ρητών αριθμών. Τον ρόλο που παίζουν οι ακέραιοι
Z (από εδώ και κάτω θα τους ονομάζουμε ρητούς ακέραιους) στο σώμα των ρητών αριθμών
Q, παίζουν οι ακέραιοι αλγεβρικοί αριθμοί του K στο σώμα K. Αποτελούν όπως και ο Z, έναν
δακτύλιο RK τον λεγόμενο δακτύλιο των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του K.
Ορισμός I.3.2. Για ένα α ∈ K o α είναι ακέραιος αλγεβρικός αν και μόνο αν Irr(α,Q) ∈ Z[x],
όπου Irr(α,Q) είναι το ανάγωγο πολυώνυμο του α υπεράνω του Q.

Κατ’ αρχήν, αν K επέκταση σώματος χαρακτηριστικής μηδέν (του Q) έπεται ότι το K/Q είναι
απλή αλγεβρική, δηλαδή υπάρχει ένα στοιχείο θ ∈ K ώστε K = Q(θ). Έστω f(x) = Irr(θ,Q) =
(x−θ(1))(x−θ(2))⋯(x−θ(n)) το ανάγωγο πολυώνυμο του θ = θ(1) υπέρ το Q. Γνωρίζουμε από την
άλγεβρα ότι o βαθμός της επέκτασης [K ∶ Q] = deg Irr(θ,Q) = n και ότι μια βάση της επέκτασης
K/Q είναι το {1,θ,θ2, . . . ,θ(n−1)}. Έστω RK ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του
σώματος K. Ισχύει το

1Δείτε: https://www.ntwebseminar.org/previous‐talks και συγκεκριμένα στη διάλεξη του Sutherland 7 Μαΐου
2020 όπως και https://drive.google.com/file/d/1qzD__dviONTqHQH7DBFmsQ0MdCa7ePRg/view.

https://www.ntwebseminar.org/previous-talks
https://drive.google.com/file/d/1qzD__dviONTqHQH7DBFmsQ0MdCa7ePRg/view
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Θεώρημα I.3.3. Ο δακτύλιος RK είναι δακτύλιος του Dedekind, δηλαδή κάθε ιδεώδες του RK
αναλύεται μονοσήμαντα σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών αυτού. Δείτε το Θεώρημα III.3.14.

Στη θεωρία αριθμών όταν μιλάμε για ιδεώδη θα εννοούμε πάντοτε τα διάφορα του μηδενικού
ιδεώδη.

Ορισμός I.3.4. Αν w1,w2, . . . ,wn είναι στοιχεία του RK γραμμικά ανεξάρτητα υπέρ το Q και

RK = Zw1 +Zw2 +⋯ +Zwn

δηλαδή το RK είναι ένα ελεύθερο Z-module που παράγεται από ταw1, . . . ,wn. Το σύνολο {w1, . . . ,wn}
λέγεται μια βάση ακεραιότητας του σώματος K.

Θεώρημα I.3.5. Κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K έχει μια βάση ακεραιότητας υπέρ του Q. Δείτε
το θεωρήμα IV.4.2 και τον ορισμό IV.4.4.

Πρόβλημα: Να βρεθεί μία βάση ακεραιότητας.

Σημείωση I.3.6. Αν πάρουμε δύο αλγεβρικά σώματα αριθμών K,L και υποθέσουμε ότι K ⊂ L,
τότε μπορούμε να ορίσουμε ανάλογα όλα τα παραπάνω, το τελευταίο όμως θεώρημα δεν ισχύει,
δηλαδή δεν είναι πάντοτε ο RL ελεύθερο RK-module.

Με τη βοήθεια των παραπάνω εννοιών ορίζουμε διακρίνουσα για κάθε σύνολο {α1, . . . ,αn}
n το πλήθος στοιχείων του K η οποία έχει τη χαρακτηριστική ιδιότητα ότι είναι ίση με μηδέν
ακριβώς τότε όταν το σύνολο είναι γραμμικά εξαρτημένο υπεράνω του Q. Στη συνέχεια ορίζουμε
διακρίνουσα DK του σώματος K. Η διακρίνουσα είναι ένας ακέραιος αριθμός. Είναι γνωστό ότι
υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους σώματα με δοσμένη διακρίνουσα. Ισχύει το εξής βασικό

Θεώρημα I.3.7. Αν p ∤ DK και ⟨p⟩ = pRK = Pe1
1 Pe2

2 ⋯P
eg
g με Pi διαφορετικά μεταξύ τους πρώτα

ιδεώδη του RK, τότε κατ’ ανάγκη e1 = e2 = ⋯ = eg = 1. Δείτε το θεώρημα X.2.4.

Ορισμός I.3.8. Ο αριθμός ei λέγεται δείκτης διακλάδωσης του πρώτου ιδεώδους Pi του RK
υπεράνω του Q, συμβολίζεται δε με eK/Q(Pi). Το ιδεώδες Pi λέγεται διακλαδιζόμενο (ramified)
αν και μόνο αν eK/Q(Pi) > 1, αλλιώς λέγεται όχι διακλαδιζόμενο. Θα λέμε ότι το p διακλαδίζεται
στο K όταν υπάρχει ένα τουλάχιστον Pi με eK/Q(Pi) > 1.

Ώστε, διακλαδιζόμενα μπορεί να είναι μόνο τα ιδεώδη που εμφανίζονται στην ανάλυση των ιδε-
ωδών πρώτων αριθμών που διαιρούν τη διακρίνουσα. Το θεώρημα της διακρίνουσας μας εξα-
σφαλίζει και το αντίστροφο.

Σε κάθε ιδεώδες του RK αντιστοιχούμε έναν φυσικό αριθμό που τον λέμε norm του ιδεώδους.
Για πρώτα ιδεώδη P του K, ισχύει NK(P) = pf όπου f ∈ N − {0} και p ο μοναδικός πρώτος που
ανήκει στο P. O f λέγεται βαθμός του P και γράφεται fK/Q(P).

Ισχύει το παρακάτω:

Θεώρημα I.3.9 (Νόμος Ανάλυσης).

⟨p⟩ = pRK = pRK =Pe1
1 Pe2

2 ⋯P
eg
g

και NK(Pi) = pfi τότε
e1f1 + e2f2 +⋯ + egfg = n.

Δείτε και το θεώρημα VI.3.4.

Σημείωση I.3.10. Αν η επέκταση K/Q είναι επέκταση Galois, ο παραπάνω νόμος είναι πολύ
απλός στη μορφή.
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Το σώμα K = Q(θ), θ ∈ RK. Είναι φανερό ότι η προσθετική ομάδα Z[θ] είναι υποομάδα της
RK. Ισχύει το ακόλουθο θεώρημα των Kummer-Dedekind:

Θεώρημα I.3.11. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = n και έστω p πρώτος αριθμός,
p ∤ [RK ∶ Z[θ] και f(x) = Irr(θ,Q). Αν

f(x) = f1(x)e1f2(x)e2⋯fg(x)eg

είναι η μονοσήμαντη ανάλυση του f(x) σε γινόμενο αναγώγων πολυωνύμων του δακτυλίου Fp[x]
τότε ισχύει

⟨p⟩ = pRK =Pe1
1 Pe2

2 ⋯P
eg
g ,

όπου Pi πρώτα ιδεώδη του RK και μάλιστα Pi = ⟨pi, fi(θ)⟩ = pRK + fi(θ)RK για i = 1, 2, . . . ,g. Δείτε
και το θεώρημα VI.5.16.

Όπως από τους ακεραίους κατασκευάζουμε τους ρητούς έτσι και από τα (από εδώ και κάτω
ακέραια ονομαζόμενα) ιδεώδη του RK ορίζουμε τα κλασματικά ιδεώδη του (καταχρηστικώς λε-
γόμενα) σώματος K.

Εύκολα βλέπει κανείς ότι έχουμε άπειρα ιδεώδη. Τα χωρίζουμε σε κλάσεις ως προς την
ισοδυναμία A ≅B αν και μόνο αν AB−1 είναι ακέραιο ιδεώδες. Ισχύει το

Θεώρημα I.3.12. Το πλήθος των κλάσεων είναι για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών πεπερασμένο.
Δείτε και το θεώρημα V.2.8.

Ορισμός I.3.13. Ο αριθμός που μας δείχνει το πλήθος των κλάσεων λέγεται αριθμός κλάσεων
ιδεωδών του σώματος K και συμβολίζεται με hK.

Η σημασία του φαίνεται μεταξύ άλλων και από το

Θεώρημα I.3.14. Ισχύει ότι hK = 1 αν και μόνο αν ο RK είναι δακτύλιος μονοσήμαντης ανάλυσης.
Δείτε και την πρόταση V.2.8.

Πρόβλημα: Δίνεται ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών. Ζητείται ο hK.
Στις κλάσεις ιδεωδών μπορούμε να ορίσουμε μια πράξη πολλαπλασιασμού, οπότε το σύνολο

των κλάσεων γίνεται αβελιανή ομάδα (η τάξη της είναι hK). Η εύρεση της δομής αυτής της ομάδας
είναι όπως είναι φυσικό, πολύ πιο δύσκολο και πιο σημαντικό ίσως πρόβλημα από την εύρεση
του αριθμού κλάσεων ιδεωδών.

Ένα άλλο πρόβλημα ήταν η εύρεση της δομής των μονάδων E(RK) του RK το οποίο όμως
λύθηκε από τον Dirichlet

Θεώρημα I.3.15. Για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K υπάρχει ένας φυσικός r = r(K) και μο-
νάδες ϵ1,ϵ2, . . . ,ϵr του RK (λέγονται θεμελιώδεις μονάδες) έτσι ώστε κάθε μονάδα του RK να έχει
μία μονοσήμαντη παράσταση της μορφής

ϵ = ζsϵs1
1 ϵ

s2
2 ⋯ϵ

sr
r ,

όπου s, s1, s2, . . . , sr φυσικοί αριθμοί και ζ μία ρίζα της μονάδας του σώματοςK. Δείτε και το θεώρημα
IX.2.1.

Πρόβλημα: Δοθέντος ενός αλγεβρικού σώματος K να βρεθεί ένα πλήρες σύστημα θεμελιωδών
μονάδων της ομάδας των μονάδων του.

Όλα τα παραπάνω θα τα εξετάσουμε κατ’ αρχήν στα πιο απλά σώματα τα οποία δεν είναι
άλλα από τα τετραγωνικά σώματα αριθμών, δηλαδή σώματα της μορφής K = Q(

√
d), d ∈ Z − {0}

και d όχι τέλειο τετράγωνο. Προφανώς K/Q είναι κυκλική επέκταση του Galois, βαθμού 2.
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Τα κυκλοτομικά σώματα αριθμών K = Q(ζn), ζn = e
2πi
n , αποτελούν ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσα

κλάση. Ως γνωστόν οι επεκτάσεις K/Q είναι αβελιανές, δηλαδή επεκτάσεις του Galois με ομάδα
Galois G(K/Q) αβελιανή.

Ισχύει και το αντίστροφο:

Θεώρημα I.3.16 (Kronecker-Weber). Κάθε αβελιανή επέκταση του Q, K/Q περιέχεται σε ένα
κυκλοτομικό σώμα, δηλαδή υπάρχει n ∈ N ώστε K ⊂ Q(ζn). Δείτε και τα θεωρήματα VIII.5.1 και
X.4.1.

Το θεώρημα αυτό αποτελεί την αρχή ενός κλάδου της θεωρίας των αριθμών του λεγόμενου class
field theory, τον οποίο ο H. Koch στην κριτική του [2] για το βιβλίο του Neukirch [3] τον χαρακτή-
ρισε όχι μόνο σαν την καρδιά της αλγεβρικής θεωρίας αριθμών αλλά και «χωρίς αμφιβολία μία
από τις πιο σημαντικές επιδόσεις του πολιτισμού του 20ου αίωνα», «Die Klassenkörpertheorie
ist das Herzstück der algebraischen Zahlentheorie und zweifellos eine der bedeutendsten
Kulturleistungen des 20 Jahrhunderts».

Η ύλη θα μπορούσε να αναπτυχθεί και με τη βοήθεια της θεωρίας των εκτιμήσεων, προ-
τιμήθηκε όμως η θεωρία των ιδεωδών για διδακτικούς κυρίως λόγους. Για την κατανόηση του
μαθήματος προϋποτίθενται βασικές γνώσεις από τη θεωρία δακτυλίων και τη θεωρία του Galois.



I.4. AΣΚΗΣΕΙΣ 11

I.4 Aσκήσεις

1. Να λυθεί η διοφαντική εξίσωση
y2 = x3 + x

2. Να αποδείξετε ότι η διοφαντική εξίσωση

y2 = x3 + 7

δεν έχει ακέραια λύση.

3. Να αποδείξετε ότι ο φυσικός αριθμός 26 είναι ο μοναδικός αριθμός με την ιδιότητα: «Ο n−1
είναι τέλειο τετράγωνο και ο n + 1 είναι τρίτη δύναμη φυσικού».
Σημείωση: Η άσκηση αυτή προτάθηκε προς λύση από τον Fermat στους Βρετανούς μαθη-
ματικούς της εποχής.

4. Αν (x,y, z) πρωταρχική πυθαγόρεια τριάδα, να αποδείξετε ότι

(αʹ) Το x ή το y διαιρείται με 3
(βʹ) Ένα ακριβώς από τα x,y, z διαιρείται με 5.
(γʹ) Ένα τουλάχιστο από τα x,y, z διαιρείται με 4.

5. Να αποδείξετε ότι η ακτίνα του εγγεγραμμένου κύκλου ορθογωνίου τριγώνου με πλευρές
πυθαγόρεια τριάδα είναι φυσικός αριθμός.

6. Υποθέτουμε ότι η διοφαντική εξίσωση

Xn + Yn = Zn

δεν έχει μη τετριμμένη λύση (x,y, z) για n = 4 και n = p, πρώτος αριθμός p ≠ 2. Να αποδεί-
ξετε ότι δεν έχει μη-τετριμμένη λύση για κάθε φυσικό αριθμό n, n ≥ 3.
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II
Τετραγωνικά σώματα αριθμών

Πριν προχωρήσουμε στη γενική θεωρία θα ασχοληθούμε ειδικά με τα τετραγωνικά σώματα
αριθμών. Ο λόγος είναι ότι πρόκειται για την πιο απλή μη-τετριμμένη περίπτωση και ότι αρκετά
από τα σημαντικά θεωρήματα δεν χρειάζονται τη γενική θεωρία και αποδεικνύονται ανεξάρτητα.

II.1 Ακέραιοι αλγεβρικοί αριθμοί

Υπενθυμίζουμε ότι ένας μιγαδικός αριθμός α θα λέγεται αλγεβρικός όταν είναι ρίζα ενός
πολυωνύμου f(x) ∈ Q[x], f(x) ≠ 0.
Ορισμός II.1.1. Ο αλγεβρικός αριθμός α θα λέγεται ακέραιος αλγεβρικός τότε και μόνο τότε
όταν ο α είναι ρίζα ενός πολυωνύμου

f(x) = xn + bn−1x
n−1 +⋯ + b0 ∈ Z[x], f(x) ≠ 0.

Είναι φανερό ότι κάθε ρητός αριθμός α είναι αλγεβρικός αφού είναι ρίζα του πολυωνύμου
f(x) = x −α ∈ Q[x].
Παρατήρηση II.1.2. Ένας ρητός αριθμός α είναι ακέραιος αλγεβρικός τότε και μόνο τότε όταν
ο α ∈ Z. Πράγματι, κάθε ακέραιος αριθμός α είναι αλγεβρικός αφού είναι ρίζα του πολυωνύμου
f(x) = x −α ∈ Z[x].

Αντίστροφα, έστω α ∈ Q/Z και α = a
b

, a,b ∈ Z, (a,b) = 1 και b > 1. Υποθέσαμε ότι ο α είναι
ακέραιος αλγεβρικός. Επομένως υπάρχει ένα πολυώνυμο

f(x) = xn + an−1x
n−1 +⋯ + a0 ∈ Z[x]

το οποίο να έχει τον α ως ρίζα. Δηλαδή

αn + an−1α
n−1 +⋯ + a0 = 0.

Πoλλαπλασιάζουμε με bn και έχουμε

an + ban−1a
n−1 +⋯bna0 = 0.

To b > 1 έχει έναν πρώτο διαιρέτη p. Άρα p ∣ an, συνεπώς p ∣ a άτοπο, αφού (a,b) = 1. Επομένως
b = 1 και α = a/b = a ∈ Z.

Πρόταση II.1.3. Το σύνολο

Q = {α ∈ C όπου α αλγεβρικός αριθμός}

είναι υπόσωμα του σώματος των μιγαδικών αριθμών.

13
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Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι α,β ∈ Q. Από τη σχέση

[Q(α,β) ∶ Q] = [Q(α,β) ∶ Q(α)] ⋅ [Q(α) ∶ Q]

έχουμε: Ο α είναι αλγεβρικός, επομένως [Q(α) ∶ Q] < ∞. Ο β είναι αλγεβρικός, άρα είναι αλ-
γεβρικός και υπεράνω του Q(α), συνεπώς [Q(α,β) ∶ Q(α)] < ∞. Επομένως [Q(α,β) ∶ Q] < ∞,
δηλαδή η επέκταση Q(α,β)/Q είναι αλγεβρική.

Αυτό σημαίνει ότι τα α ± β,αβ, και για β ≠ 0, α/β είναι αλγεβρικοί αριθμοί. Συνεπώς το Q
είναι σώμα.

Παρατήρηση II.1.4. Για μια πιο στοιχειώδη απόδειξη παραπέμπουμε στο βιβλίο [16] του Κ.
Λάκκη, Θεωρία Αριθμών.

Στη συνέχεια θεωρούμε το σύνολο

A ∶= {α ∈ Q όπου α ακέραιος αλγεβρικός}

Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο A αποτελεί ακέραια περιοχή, υποδακτύλιο του Q. Για να το
πετύχουμε, χρειαζόμαστε μια βοηθητική

Πρόταση II.1.5. Ο μιγαδικός αριθμός α είναι αλγεβρικός ακέραιος αν και μόνο αν η προσθετική
ομάδα η οποία παράγεται από όλες τις δυνάμεις του α,

1,α,α2, . . .

είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι αν ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός ικανοποιεί μια εξίσωση της μορφής

f(x) ∶= xn + an−1x
n−1 +⋯ + a1x + a0 = 0,

ai ∈ Z, για κάθε i = 0, . . . ,n − 1. Ας θεωρήσουμε μια οποιαδήποτε πολυωνυμική έκφραση του α,
F(α), όπου F(x) ∈ Q[x]. Έχουμε

F(x) = π(x)f(x) + u(x),

όπου το u(x) είναι ή μηδενικό πολυώνυμο ή deg(u) < n. Συνεπώς F(α) = u(α), και αρκούν οι
δυνάμεις 1,α, . . . ,αn−1 για να παράξουν τη ζητούμενη ομάδα.

Αντιστρόφως ας υποθέσουμε ότι τα στοιχεία z1, . . . , zn παράγουν την προσθετική ομάδα Q[α].
Αυτό σημαίνει ότι για κάθε 1 ≤ i ≤ n − 1 υπάρχουν λij ∈ Q ώστε

αzi =
n−1
∑
ν=0

λν,izi.

Με άλλα λόγια το σύστημα

(αIn − (λ)i,j)
⎛
⎜
⎝

x1
⋮
xn

⎞
⎟
⎠
= 0

επιδέχεται εκτός της μηδενικής λύσης και την (z1, . . . , zn)t. Άρα det(αIn − (λ)i,j) = 0 η οποία
είναι μια ορίζουσα της μορφής

xn + b1x
n−1 +⋯ + b1x + b0 = 0, bi ∈ Z

που ικανοποιείται από το α, άρα ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός.
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Θα αποδείξουμε τώρα ότι ο A είναι υποδακτύλιος του Q.
Έστω α,β ∈ A. Θα πρέπει να αποδείξουμε ότι α +β και α ⋅β είναι στοιχεία του A.
Σύμφωνα με την πρόταση II.1.5 το α ανήκει σε μια πεπερασμένα παραγόμενη προσθετική

ομάδα Gα, υποομάδα του C. Ομοίως και το β ανήκει σε μια πεπερασμένα παραγόμενη προ-
σθετική ομάδα Gβ.

Επόμενως τα α+β και αβ είναι ακέραιοι γραμμικοί συνδυασμοί των στοιχείων αiβj τα οποία
ανήκουν στην ομάδα GαGβ η οποία είναι φανερό ότι είναι πεπερασμένα παραγόμενη.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι και όλες οι δυνάμεις των α + β και αβ ανήκουν σε
μια πεπερασμένα παραγόμενη προσθετική υποομάδα του C. Από την προηγούμενη πρόταση
προκύπτει ότι α +β και α ⋅β ∈ A, επομένως A υποδακτύλιος του Q.

Ουσιαστικά το κύριο αντικείμενο της αλγεβρικής θεωρίας αριθμών είναι η μελέτη της αριθμη-
τικής του σώματος Q. Επειδή όμως αυτό είναι αρκετά δύσκολο θα περιορίσουμε τις … φιλοδοξίες
μας!

Ορισμός II.1.6. Ένα σώμα K υπόσωμα του C θα λέγεται αλγεβρικό σώμα αριθμών ακριβώς τότε
όταν η επέκταση K/Q είναι πεπερασμένη.

Αφού K/Q είναι πεπερασμένη, έπεται ότι είναι αλγεβρική, δηλαδή το K είναι υπόσωμα του
Q.

Σημείωση II.1.7. Η επέκταση Q/Q είναι άπειρη αλγεβρική.

Η επέκταση K/Q είναι πεπερασμένη και διαχωρίσιμη. Επομένως είναι απλή, δηλαδή υπάρ-
χει ένα θ ∈ K τέτοιο ώστε K = Q(θ).

Παρατήρηση II.1.8. Αν α ∈ Q, τότε υπάρχει ακέραιος m, τέτοιος ώστε mα ∈ A.
Πράγματι, α ∈ Q σημαίνει ότι υπάρχει ένα πολυώνυμο

f(X) = Xn + an−1X
n−1 +⋯ + a1X + a0 ∈ Q[X],

τέτοιο ώστε f(α) = 0. Επιλέγουμε έναν ακέραιοm, τέτοιον ώστεmai ∈ Z για κάθε i = 0, 1, 2, . . . ,m−
1. Επομένως έχουμε

(mα)n +man−1(mα)n−1 +⋯ +mna0 = 0,

δηλαδή ότι mα ∈ A.

Άμεση συνέπεια της παρατήρησης αυτής είναι ότι αν K αλγεβρικό σώμα αριθμών, τότε υπάρ-
χει θ ∈ A τέτοιο ώστε K = Q(θ).

Πράγματι, K = Q(h) με h ∈ Q. Έστω m ∈ Z ώστε θ ∶=mh ∈ A. Είναι φανερό ότι K = Q(h) = Q(θ).
Η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του K είναι RK ∶= K ∩A ≤ K.
Στη συνέχεια θα περιοριστούμε στα τετραγωνικά σώματα αριθμών δηλαδή αλγεβρικά σώματα

αριθμών K με [K ∶ Q] = 2.
Αποτελούν μετά το Q, την απλούστερη περίπτωση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Έχουν όμως

το πλεονέκτημα ότι όλες οι βασικές ιδιότητες των αλγεβρικών σωμάτων αριθμών εμφανίζονται ήδη
στα τετραγωνικά σώματα αριθμών και θα διατυπώσουμε τις γενικές προτάσεις χωρίς απόδειξη.

Έστω θ αλγεβρικός αριθμός του τετραγωνικού σώματος αριθμών K, τέτοιος ώστε K = Q(θ).
Αφού [K,Q] = 2 θα πρέπει ο βαθμός του αναγώγου πολυωνύμου Irr(θ,Q) να είναι δύο, δηλαδή
το ανάγωγο πολυώνυμο του θ υπέρ το Q να έχει τη μορφή

Irr(θ,Q) = X2 − aX − b.

Χωρίς περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι a = 0, διότι αλλιώς παίρνουμε
τον αριθμό θ∗ = θ − a

2 ο οποίος είναι ρίζα του πολυωνύμου

X2 − b ′,
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όπου b ′ = a2

4 +b και K = Q(θ∗). Ο ρητός b ′ δεν είναι τέλειο τετράγωνο στο Q, διότι το X2 −b ′ είναι
ανάγωγο στο Q[X].

Γράφουμε το b ′ = mr2, r ∈ Q όπου m ∈ Z o οποίος δεν διαιρείται με το τετράγωνο πρώτου
αριθμού. Προφανώς m ≠ 1 διότι αλλιώς θα είχαμε b ′ = r2. Αν r ≠ 1, τότε θεωρούμε τον αριθμό

θ ′′ ∶= θ
′

r
∈ K

ο οποίος είναι ρίζα του πολυωνύμου
X2 −m.

Αποδείξαμε το

Θεώρημα II.1.9. Κάθε τετραγωνικό σώμα αριθμών K προκύπτει από το Q με επισύναψη της τε-
τραγωνικής ρίζας ενός ακέραιου αριθμού m ≠ 1 ελεύθερου τετραγώνου.

Γνωρίζουμε από την άλγεβρα ότι
K = Q(

√
m) = Q[

√
m] = {a + b

√
m,a,b ∈ Q}.

Αν m > 0, τότε K = Q(√m) ⊂ R και το K λέγεται πραγματικό τετραγωνικό σώμα αριθμών. Αν όμως
m < 0, τότε κάθε στοιχείο του K που δεν είναι ρητός είναι μιγαδικός και το σώμα λέγεται μιγαδικό
τετραγωνικό σώμα αριθμών.

Το K είναι σώμα αναλύσεως του διαχωρίσιμου πολυωνύμου X2−m. Συνεπώς η επέκταση K/Q
είναι επέκταση του Galois. Η ομάδα Galois της επέκτασης αυτής είναι η

G = Gal(K/Q) = {1,σ},

όπου σ(a + b√m) = a − b√m για a,b ∈ Q.
Κάθε στοιχείο α = a + b√m έχει ίχνος

SK(α) = α + σ(α) = 2a

και νόρμα
NK(α) = α ⋅ σ(α) = a2 −mb2.

Προφανώς το ανάγωγο πολυώνυμο του α = a + b√m υπέρ το Q είναι το
(X −α)(X − σ(α)) = X2 − SK(α)X +NK(α).

Ώστε:
Θεώρημα II.1.10. Έστω α ∈ K = Q(

√
m). Ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός ακριβώς τότε όταν SK(α) ∈

Z και NK(α) ∈ Z.

Γράφουμε α = a + b√m ∈ K και θέτουμε 2a = γ, 2b = δ, οπότε το ίχνος είναι ακέραιος τότε και
μόνο τότε ο γ είναι ακέραιος και η norm του α είναι ακέραιος τότε και μόνο τότε όταν ο

a2 −mb2 = γ
2

4
−mδ

2

4
= γ

2 −mδ2

4
,

είναι ακέραιος. Επομένως ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός αν και μόνο αν
γ,δ ∈ Z και γ2 ≡mδ2 mod 4.

Αν m ≡ 2, 3 mod 4, επειδή για κάθε x ∈ Z έχουμε x2 ≡ 0, 1 mod 4 για να έχει η γ2 ≡ mδ2 mod 4
λύση θα έπρεπε γ ≡ δ ≡ 0 mod 2 δηλαδή α,β ∈ Z.

Αν m ≡ 1 mod 4, τότε για να έχει η ισοτιμία γ2 ≡mδ2 mod 4 λύση θα πρέπει
γ ≡ δ mod 2

οπότε ο γ−δ
2 ∈ Z και

α = a + b
√
m = γ

2
+ δ

2
√
m = γ − δ

2
+ δ1 +

√
m

2
.
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Παράδειγμα II.1.11. Αν K = Q(i), τότε η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του K είναι
RK = Z[i]. Αν K = Q(

√
−5), τότε η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών είναι RK = Z[

√
−5].

II.2 Βάση και διακρίνουσα

Έστω τώρα K = Q(√m) ένα τετραγωνικό σώμα αριθμών και

ωm =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1
2(1 +

√
m) όταν m ≡ 1 mod 4

√
m όταν m ≡ 2, 3 mod 4

Σύμφωνα με τα προηγούμενα της παραγράφου II.1 προκύπτει αμέσως η αλήθεια της επόμενης

Πρόταση II.2.1. Μια βάση ακεραιότητας του RK είναι το σύνολο {1,ωm}.

Παρατήρηση II.2.2. Αντίστοιχη πρόταση ισχύει και στην περίπτωση των γενικών σωμάτων αριθ-
μών.

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = n και RK η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών
αριθμών του K. Η RK έχει μια βάση ακεραιότητας βαθμού n.

Φυσικά δεν είναι τόσο εύκολος ο υπολογισμός της, όπως στα τετραγωνικά σώματα αριθμών.

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι K = Q(√m) ένα τετραγωνικό σώμα αριθμών και {1,ωm} η βάση
ακεραιότητας της πρότασης II.2.1.

Ορισμός II.2.3. Διακρίνουσα DK του τετραγωνικού αλγεβρικού σώματος αριθμών K = Q(√m)
λέγεται η ορίζουσα

DK = (det( 1 1
ωm ωm

))
2
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

m αν m ≡ 1 mod 4
4m αν m ≡ 2, 3 mod 4

.

Παρατήρηση II.2.4. Αποδεικνύεται ότι η διακρίνουσα είναι ανεξάρτητη της επιλογής της βάσης
του δακτυλίου των ακεραίων αλγεβρικών.

Ο λόγος είναι ότι αν έχουμε δύο βάσεις ακεραιότητας του RK, τότε η μία προκύπτει από την
άλλη διά πολλαπλασιασμού με έναν unimodular πίνακα, δηλαδή πίνακα με στοιχεία ακεραίους
αριθμούς και ορίζουσα ±1 (άσκηση).

Παρατήρηση II.2.5. Είναι φανερό ότι στα τετραγωνικά σώματα αριθμών η διακρίνουσα ορίζεται
μονοσήμαντα από το σώμα K = Q(√m).

Παρατήρηση II.2.6. Η διακρίνουσα ορίζεται σε κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών. Αποδεικνύε-
ται ότι υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους αλγεβρικά σώματα αριθμών με διακρίνουσα δοσμένο
ακέραιο αριθμό.

II.3 Η ομάδα των μονάδων

Έστω K = Q(
√
m) τετραγωνικό αλγεβρικό σώμα αριθμών και RK η περιοχή των ακεραίων

αλγεβρικών αριθμών. Θα μελετήσουμε την ομάδα των μονάδων του RK.
Ως γνωστό το στοιχείο ϵ ∈ RK είναι μονάδα της περιοχής RK ακριβώς τότε όταν η norm

NK/Q(ϵ) = ϵϵ ′ = ±1, όπου ϵ ′ είναι το συζυγές του ϵ.
Ώστε το στοιχείο ϵ = a + bωm είναι μονάδα του δακτυλίου RK ακριβώς τότε όταν

a2 − b2m = ±1, για m ≡ 2, 3 mod 4
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και
a2 + ab + 1 −m

4
b2 = ±1, για m ≡ 1 mod 4.

Ξεχωρίζουμε τώρα δύο περιπτώσεις:
Περίπτωση Ι m < 0 δηλαδή το K = Q(

√
m) είναι μιγαδικό τετραγωνικό σώμα αριθμών. Έστω

πάλι m ≡ 2, 3 mod 4. Αφού a2 − b2m > 0 αρκεί να εξετάσουμε μόνο την περίπτωση

a2 + ∣m∣b2 = 1.

Αν ∣m∣ > 1, τότε για να ισχύει η ισότητα θα πρέπει b = 0 οπότε a = ±1 και τελικά ϵ = ±1.
Αν m = −1 έχουμε

a2 + b2 = 1

δηλαδή της τέσσερις λύσεις a = ±1,b = 0 και a = 0,b = ±1, δηλαδή ϵ = ±1,±i.
Έστω τώρα ότι m ≡ 1 mod 4. Αφού

a2 + ab + 1 −m
4

b2 = (a + b/2)2 + ∣m∣
4
b2 ≥ 0

αρκεί να θεωρήσουμε την

a2 + ab + 1 −m
4

b2 = (a + b/2)2 + ∣m∣
4
b2 = 1.

Αν ∣m∣ > 4 τότε b = 0 δηλαδή και πάλι a = ±1 άρα ϵ = ±1. Αν ∣m∣ ≤ 4 αφούm ≡ 1 mod 4, η μοναδική
προς εξέταση τιμή του m είναι η m = −3. Σε αυτή την περίπτωση έχουμε

a2 + ab + 1 −m
4

b2 = (a + b/2)2 + 3
4
b2 = 1.

Για ∣b∣ ≥ 2 δεν υπάρχουν λύσεις. Για b = 1 καταλήγουμε στην a2 + a + 1 = 1 η οποία έχει λύσεις
a = 0 ή a = 1.

Για b = 0 οι λύσεις είναι a = ±1 και για b = −1 έχουμε a = 0. Άρα οι μονάδες είναι οι

±1, 1 +
√
−3

2
, 1 −

√
−3

2
, −1 +

√
−3

2
, −1 −

√
−3

2
.

Επομένως έχουμε αποδείξει το

Θεώρημα II.3.1. Έστω K = Q(
√
m) μιγαδικό τετραγωνικό σώμα αριθμών. Η ομάδα των μονάδων

της περιοχής RK είναι η

E(RK) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{±1} αν m < −4
{±1,±i} αν m = −4
{±1, ±1±

√
−3

2 } αν m = −3

Περίπτωση ΙΙ Έστω ότι m > 0, δηλαδή το K είναι ένα πραγματικό σώμα αριθμών. Η περίπτωση
αυτή είναι πολύ πιο δύσκολη από την προηγούμενη.

Στον RK υπάρχουν άπειρες το πλήθος μονάδες και αυτό είναι συνέπεια ότι η εξίσωση του Pell

X2 −mY2 = 1

έχει άπειρες λύσεις, και της απλούστατης παρατήρησης ότι κάθε αριθμός του K της μορφής
x + y

√
m, x,y ∈ Z είναι ακέραιος αλγεβρικός.

Λήμμα II.3.2. Έστω B ∈ R. Υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους μονάδες του RK για τις οποίες ισχύει
1 < ϵ < B.
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Απόδειξη. Έστω ϵ μια ρίζα του πολυωνύμου

X2 − SK(ϵ)X ± 1.

Τώρα ϵ > 1 και NK(ϵ) = ±1 συνεπώς αν ϵ ′ είναι η άλλη ρίζα του παραπάνω πολυωνύμου ∣ϵ ′∣ =
ϵ−1 < 1, οπότε

∣SK(ϵ)∣ = ∣ϵ + ϵ ′∣ ≤ ∣ϵ∣ + ∣ϵ ′∣ < B + 1.

Δηλαδή ο ϵ είναι ρίζα ένος πολυωνύμου της μορφής

X2 + λX ± 1

όπου λ ∈ Z και ∣λ∣ ≤ B + 1. Υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους τέτοια πολυώνυμα και κάθε ένα
από αυτά έχει δύο ρίζες, άρα καταλήγουμε σε πεπερασμένου πλήθους επιλογές για το ϵ.

Έστω ϵ ∈ E(RK)/{±1}. Τότε κάποια από τις ϵ,−ϵ,ϵ−1,−ϵ−1 θα είναι μεγαλύτερη του 1.
Υποθέτουμε λοιπόν ότι ϵ ∈ E(RK) με ϵ > 1. Παρατηρούμε ότι ανάμεσα στο 1 και στο ϵ υπάρ-

χουν πεπερασμένες το πλήθος μονάδες του RK, θα υπάρχει και μία ελάχιστη έστω η ϵ0, με
1 < ϵ0 ≤ ϵ.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι

Θεώρημα II.3.3. Η ομάδα των μονάδων δίνεται από

E(RK) = {±ϵn0 ∶ n ∈ Z} .

Απόδειξη. Έστω ϵ ≥ 1 μια μονάδα του RK. Αφού ϵ0 > 1 έπεται ότι ϵn0 →∞ για n→∞. Άρα υπάρχει
φυσικός n, ώστε

ϵn0 ≤ ϵ < ϵn+1
0 .

Οπότε 1 ≤ ϵ−n0 ϵ < ϵ0 και αφού ϵ0 η ελάχιστη μεγαλύτερη του 1 μονάδα, έχουμε ότι ϵϵ−n0 = 1
συνεπώς ϵ = ϵn0 .

Αν ϵ τυχαία μονάδα του RK, μία από τις ±ϵ,±ϵ−1 θα είναι μεγαλύτερη της μονάδας και τελικά
η ϵ θα είναι της μορφής ±ϵn0 με n ∈ Z.

Το ερώτημα είναι γιατί τα τετραγωνικά σώματα αριθμών έχουν πεπερασμένο πλήθος μονάδων
και τα τετραγωνικά πραγματικά άπειρο πλήθος; Τι γίνεται στη γενική περίπτωση;

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = n, K = Q(θ). Αν f(X) το ανάγωγο πολυώνυμο του
θ υπεράνω του Q, τότε deg f(X) = n και

f(X) = (X − θ(1))(X − θ(2))⋯(X − θ(n)),

θ(1) = θ. Υποθέτουμε ότι r1 είναι το πλήθος των πραγματικών ριζών του f(X) και 2r2 είναι το
πλήθος των μιγαδικών. Οι μιγαδικές ρίζες έχουν άρτιο πλήθος γιατί αν ένα πολυώνυμο με συ-
ντελεστές πραγματικούς αριθμούς έχει μια μιγαδική ρίζα τότε έχει και τη συζυγή της. Επομένως
r1 + 2r2 = n.

Θεώρημα II.3.4 (μονάδων του Dirichlet). Υπάρχουν r ∶= r1+r2−1 μονάδες ϵ1,ϵ2, . . . ,ϵr μονάδες
της ομάδας E(RK) έτσι ώστε κάθε μονάδα του RK να έχει μονοσήμαντη παράσταση της μορφής

ϵ = ζϵs1
1 ϵ

s2
2 ⋯ϵ

sr
r ,

όπου si ∈ Z για i ∈ 1, 2, . . . , r και ζ είναι μια ρίζα της μονάδας.
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Εφαρμογή: Αν K = Q(√m) είναι τετραγωνικό μιγαδικό σώμα αριθμών, το f(X) = X2 −m έχει δύο
μιγαδικές ρίζες και συνεπώς r1 = 0 και r2 = 1. Άρα r = r1 + r2 − 1 = 0.

Αν πάλι K = Q(√m) τετραγωνικό πραγματικό σώμα αριθμών, τότε r1 = 2 και r2 = 0, συνεπώς
r = r1 + r2 − 1 = 1.
Πρόβλημα: Πώς θα βρούμε μια θεμελιώδη μονάδα ενός πραγματικού τετραγωνικού σώματος
αριθμών;

Η θεωρία των συνεχών κλασμάτων είναι και πάλι χρήσιμη. Προκειμένου να διατυπώσουμε
το θεώρημα, χρειαζόμαστε να «ομογενοποιήσουμε» τη βάση ακεραιότητας του RK, όπου K τετρα-
γωνικό σώμα αριθμών, έτσι ώστε να μην υπάρχει ανάγκη να ξεχωρίζουμε δύο περιπτώσεις.

Πρόταση II.3.5. Έστω K τετραγωνικό σώμα αριθμών διακρίνουσας DK. Τότε K = Q(
√
DK) και

RK = Z [DK+
√
DK

2 ]

Απόδειξη. Αν K = Q(√m), τότε DK ∈ {m, 4m}. Επομένως K = Q(√m) = Q(
√
DK). Υπολογίζουμε

ότι
DK +

√
DK

2
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

4m+
√

4m
2 = 2m +

√
m αν m ≡ 2, 3 mod 4

m+
√
m

2 = m−1
2 + 1+

√
m

2 αν m ≡ 1 mod 4

το οποίο modulo Z είναι ισοδύναμο με √m και 1+
√
m

2 , αντίστοιχα.

Θεώρημα II.3.6. Έστω K πραγματικό τετραγωνικό σώμα αριθμών διακρίνουσας DK και RK =
Z[ω], με ω = DK+

√
DK

2 , η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών αυτού.
Έστω ακόμη θ ∶= 1

ω−[ω] . O αριθμός θ είναι ανάγωγος (reduced) και συνεπώς απλά περιοδικός.
Υποθέτουμε ότι θ = [a0,a1, . . . ,ar−1] με την ελάχιστη περίοδο.
Ο αριθμός ϵ0 ∶= qr−1θ + qr−2 είναι η θεμελιώδης μονάδα του RK. Τα qk είναι φυσικοί αριθμοί

που ορίζονται με τη βοήθεια της θεωρίας των συνεχών κλάσματων.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι μακροσκελής και ως εκ τούτου παραλείπεται. Τον ενδιαφερόμενο
αναγνώστη παραπέμπουμε στο [15].

II.4 Νόμος Ανάλυσης στα τετραγωνικά σώματα αριθμών

II.4.1 Περιοχές μονοσήμαντης ανάλυσης

Έστω τώρα K = Q(
√
m), και RK δακτύλιος μονοσήμαντης ανάλυσης. Ας ρίξουμε μια ματιά

στα ανάγωγα στοιχεία (πρώτα), χωρίς φυσικά να κάνουμε διάκριση μεταξύ συνεταιρικών, δηλαδή
στοιχεία που διαφέρουν κατά μονάδα.

Αν π λοιπόν ανάγωγο στοιχείο του K, τότε υπάρχει τουλάχιστον ένας φυσικός αριθμός n, η
norm του π, (π) = ππ ′, η οποία διαιρείται με π, δηλαδή υπάρχει (ρητός) πρώτος p ώστε π ∣ p.
Προφανώς ο p είναι ο μoναδικός πρώτος που διαιρείται με π.

Ορισμός II.4.1. Αν π ∣ p θα λέμε ότι ο p είναι ρητός πρώτος που ανήκει στο π ή αλλιώς ο π είναι
ένας πρώτος διαιρέτης του p στο σώμα K.

Η σχέση π ∣ p δίνει NK(π) ∣ p2, και επομένως NK(π) ≅ p ή p2.
Αν NK(π) ≅ p τότε p ≅ ππ ′, με π ′ πρώτο στοιχείο του K. Ξεχωρίζουμε δύο περιπτώσεις. Την

π /≅ π ′ και π ≅ π ′.
Αν πάλι NK(π) ≅ p2 τότε p2 = ππ ′ και λόγω του μονοσημάντου της ανάλυσης p ≅ π ≅ π ′.
Όταν λοιπόν το p διατρέχει όλους τους ρητούς πρώτους, τότε οι πρώτοι π,π ′ (εξαιρούμε έναν

από τους δύο αν π ≅ π ′) διατρέχουν ένα πλήρες σύστημα πρώτων του K.



II.4. ΝΟΜΟΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΣΤΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΑ ΣΩΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 21

Εντελώς φυσιολογικά τώρα τίθεται το ερώτημα της εύρεσης ενός κανόνα που να μας δίνει
ποια από τις τρεις περιπτώσεις

p ≅ ππ ′, με NK(π) =NK(π ′) ≅ p
p ≅ π2, με NK(π) =NK(π ′) ≅ p
p ≅ π, με NK(π) =NK(π ′) = p2,

ισχύει. Ένας τέτοιος κανόνας θα λέγεται νόμος ανάλυσεως για το K = Q(√m) και η εύρεσή του
είναι ένα από τα πιο βασικά και σπουδαία προβλήματα της θεωρίας των τετραγωνικών σωμάτων
αριθμών.

Προτού διατυπώσουμε τον νόμο αναλύσεως, παρατηρούμε ότι κάθε ακέραιος αλγεβρικός
αριθμός του K γράφεται στη μορφή

α = a + b
√
D

2
,

με a,b ∈ Z και
a ≡Db mod 2,

όπου D η διακρίνουσα του σώματος.
Επιπλέον, χρειαζόμαστε μια γενίκευση του συμβόλου του Legendre.

Ορισμός II.4.2. Αν D διακρίνουσα ενός τετραγωνικού σώματος αριθμών, τότε το σύμβολο του
Kronecker (D

p
)για κάθε πρώτο αριθμό p ορίζεται ως:

• Αν p ≠ 2 και p ∤D, τότε το (D
p
) ταυτίζεται με το σύμβολο του Legendre.

• Αν p ∣D, τότε (D
p
) = 0.

• Αν D ≡ 1 mod 4, τότε (D2 ) = (
2
D
) = σύμβολο του Jacobi δηλαδή

(D
2
) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 αν D ≡ 1 mod 8
−1 αν D ≡ 5 mod 8

Θεώρημα II.4.3 (Νόμος ανάλυσης στο K). Έστω K = Q(√m), τετραγωνικό σώμα αριθμών με RK
δακτύλιος μονοσήμαντης ανάλυσης και D η διακρίνουσα αυτού. Οι τρεις περιπτώσεις

p ≅ ππ ′, p ≅ π2, p ≅ π

αντιστοιχούν στις τιμές του συμβόλου του Kronecker

(D
p
) = 1, (D

p
) = 0, (D

p
) = −1.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι

1. p ≅ π2 αν και μόνο αν (D
p
) = 0 και

2. p ≅ ππ ′ αν και μόνο αν (D
p
) = 1

Για το 1. Θα αποδείξουμε ότι αν (D
p
) = 0 τότε p ≅ π2. Έστω p ∣ D. Υποθέτουμε κατ’ αρχήν ότι

p ≅ π δηλαδή ότι ο p παραμένει στο K και πάλι πρώτος. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις, εκτός της
p = 2 και m ≡ 3 mod 4 έχουμε p ∣ √m και καταλήγουμε στο ότι p2 ∣ m, άτοπο, αφού ο m είναι
ελεύθερος τετραγώνου.
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Αν p = 2 και m ≡ 3 mod 4 τότε

2 ∣ 1 −m = (1 −
√
m)(1 +

√
m)

συνεπώς 2 ∣ (1 −
√
m) ή 2 ∣ (1 +

√
m). Άρα 4 ∣ (1 −m) και m ≡ 1 mod 4, άτοπο.

Επομένως p ≅ ππ ′ και αρκεί να δείξουμε ότι π ≅ π ′. Γράφουμε το

π = a + b
√
D

2
,a,b ∈ Z,a ≡ bD mod 2

π ′ = a − b
√
D

2
,a,b ∈ Z,a ≡ bD mod 2

άρα
π − π ′ = b

√
D.

Τώρα π ∣ p ∣ D =
√
D
√
D συνεπώς π ∣

√
D και έχουμε π ∣ (π − π ′), άρα π ∣ π ′ και καταλήγουμε στο

π ≅ π ′, δηλαδή p ≅ π2.
Αντιστρόφως έστω ότι p ≅ π2 άρα π ′ ≅ π συνεπώς π ∣ π ′ και π ∣ (π − π ′) οπότε π ∣ (π − π ′) ∣ b

√
D

και τελικά p ∣ b2D.
Θα δείξουμε ότι p ∤ b. Αν p ≠ 2 και p ∣ b τότε αφού

p ≅ a
2 − b2D

4
⇒ p ∣ a⇒ p2 ∣ a

2 − b2D

4
≅ p,

άτοπο.
Αν πάλι p = 2 και p ∣ b τότε η

2 ≅ a
2 −Db2

4
δίνει για D ≡ 0 mod 4

2 ≡ (a
2
)

2
mod 4

το οποίο είναι άτοπο, ενώ για D ≡ 1 mod 4 δίνει

2 ≅ (a
2
)

2
− (b

2
)

2
mod 4

το οποίο είναι και πάλι άτοπο. Δηλαδή p ∤ b άρα p ∣D το οποίο εξ ορισμού δίνει (D
p
) = 0.

Θα αποδείξουμε τώρα το 2.
Έστω (D

p
) = 1. Αν p ≠ 2, τότε η ισοδυναμία

x2 ≡D mod p,

έχει λύση. Για έναν πρώτο διαιρέτη π ∣ p στο K, ισχύει

(x −
√
D)(x +

√
D) ≡ 0 mod π

και, χωρίς περιορισμό της γενικότητας, υποθέτουμε ότι

x −
√
D ≡ 0 mod π.

Η τελευταία όμως ισοδυναμία δεν ισχύει για το p διότι

x −
√
D

p
/∈ RK,
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οπότε p /≅ π, δηλαδή p ≅ ππ ′. Αν ήταν π ≅ π ′, τότε λόγω του 1. θα είχαμε p ∣ D, το οποίο είναι
άτοπο.

Αν τώρα p = 2, τότε (D
p
) = 1 δίνει εξ ορισμού D ≡ 1 mod 8 συνεπώς

(1 − 1 +
√
D

2
)(1 − 1 −

√
D

2
) = 1 −D

4
≡ 0 mod 2

οπότε για κάποιον πρώτο διαιρέτη π του 2 στο K θα έχουμε

1 − 1 +
√
D

2
≡ 0 mod π,

ενώ, όπως παραπάνω, 2 ∤ (1 − 1+
√
D

2 ) στο K, δηλαδή 2 ≅ ππ ′ με π /≅ π ′.
Αντιστρόφως, έστω p ≅ ππ ′ με π /≅ π ′,

π = a + b
√
D

2
π ′ = a − b

√
D

2
.

Στην απόδειξη του 1. δείξαμε ότι p ∤ b.

p ≅ a
2 −Db2

4
⇒ a2 −Db2

4
≡ 0 mod p στο ,

οπότε για p ≠ 2 έχουμε
a2 ≡Db2 mod p⇒ (Db

2

p
) = (D

p
) = 1,

αφού p ∤ b. Τέλος για p = 2

a2 ≡Db2 mod 8⇒D ≡ 1 mod 8⇒ (D
2
) = 1.

Παρατήρηση II.4.4. Αφού λόγω της υποθέσεως ότι RK περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης το
κύριο ιδεώδες που παράγεται από τον πρώτο αριθμό π, (π) = πRK είναι πρώτο ιδεώδες, θα
μπορούσαμε να γράψουμε το θεώρημα II.4.3 και για πρώτα ιδεώδη. Το παραπάνω θεώρημα
ισχύει για κάθε δακτύλιο RKακόμη και αν δεν είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης.

II.5 Ιδεώδη και αριθμός κλάσεων

Ορισμός II.5.1. Ένα υποσύνολο A του K θα λέγεται ιδεώδες του K αν και μόνο αν ισχύουν τα
παρακάτω:

1. Για κάθε a1,a2 ∈ A η διαφορά a1 − a2 ∈ A

2. Για κάθε λ ∈ RK και για κάθε a ∈ A το λa ∈ A

3. A ≠ (0)

4. Υπάρχει RK ∋ δ ≠ 0, ώστε δA ⊆ RK.

Αν A ⊆ RK θα λέγεται ακέραιο ιδεώδες, αλλιώς θα λέγεται κλασματικό.

Σημαντική παρατήρηση: Έχουμε ήδη διαπιστώσει ότι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρι-
κών αριθμών RK, ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών K δεν είναι, εν γένει, περιοχή μονοσήμαντης
ανάλυσης. Ισχύει όμως το
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Θεώρημα II.5.2. Αν K αλγεβρικό σώμα αριθμών και RK η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών
αριθμών αυτού, τότε κάθε ακέραιο ιδεώδες A του K αναλύεται μονοσήμαντα σε γινόμενο πρώτων
ιδεωδών, δηλαδή

A = Pα1
1 Pα2

2 ⋯Ps
αs ,

με Pi πρώτα ιδεώδη του RK και αi ∈ N για i = 1, 2, . . . , s.

Αυτό είναι άμεση συνέπεια της ιδιότητας της περιοχής RK να είναι περιοχή του Dedekind.
Μπορούμε λοιπόν να ρωτήσουμε το εξής: Αν pZ είναι ένα κύριο πρώτο ιδεώδες του Z. Αν

θεωρήσουμε το κύριο ιδεώδες pRK του δακτυλίου RK τότε αυτό δεν είναι κατ’ ανάγκη πρώτο. Ο
νόμος ανάλυσης σε τετραγωνικά σώματα αριθμών απαντά ακριβώς σε αυτό το ερώτημα:

Θεώρημα II.5.3 (Νόμος ανάλυσης, στα τετραγωνικά σώματα αριθμών, γενική περίπτωση). To
ιδεώδες pRK στον δακτύλιο ακεραίων του τετραγωνικού σώματος αριθμών Q(

√
m) γράφεται ως

γινόμενο πρώτων ιδεωδών του RK ως εξής:

pRK =Q2,N(Q) = p αν (DK

p
) = 0

pRK =Q,N(Q) = p2 αν (DK

p
) = −1

pRK =Q1Q2,N(Q1) =N(Q2) = p αν (DK

p
) = 1

Απόδειξη. Η απόδειξη θα δοθεί ως ειδική περίπτωση του γενικού θεωρήματος αργότερα.

II.5.1 Αριθμός Κλάσεων Ιδεωδών

Στο σύνολο όλων των ιδεωδών (κλασματικών και ακέραιων) ορίζουμε ισοδυναμία ιδεωδών:

A ∼ B αν και μόνο αν υπάρχει K ∋ ξ ≠ 0,A = (ξ) ⋅ B

και ισοδυναμία ιδεωδών με στενή έννοια:

A ∼σ B αν και μόνο αν υπάρχει K ∋ ξ,N(ξ) > 0,A = (ξ) ⋅ B

Ορισμός II.5.4. Ο αριθμός κλάσεων h(D) (αντίστοιχα ο αριθμός κλάσεων με τη στενή έννοια
hσ(D)) ορίζεται να είναι το πλήθος των κλάσεων σε κάθε μία από τις παραπάνω κλάσεις ισοδυ-
ναμίας.

Χωρίς απόδειξη αναφέρουμε το

Θεώρημα II.5.5. Για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K η ομάδα κλάσεων ιδεωδών του K είναι
πεπερασμένη.

Το σύνολο όλων των ιδεωδών ακεραίων και κλασματικών IK ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών
K αποτελεί αβελιανή ομάδα. Το σύνολο των κυρίων ιδεωδών αυτού αποτελεί αβελιανή ημιομάδα
της IKτ την οποία θα συμβολίζουμε με HK. Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας είναι η ομάδα
πηλίκο

KK =
IK

HK

,

και λέγεται ομάδα κλάσεων ιδεωδών.
Ανάλογες ιδιότητες ισχύουν και για την ομάδα κλάσεων ιδεωδών με τη στενή έννοια.
Ένα σημαντικότατο πρόβλημα της Αλγεβρικής Θεωρίας Αριθμών είναι δοθέντος σώματος K,

ο προσδιορισμός του αριθμού κλάσεων ιδεωδών αυτού.
Στην περίπτωση που το K είναι μιγαδικό τετραγωνικό σώμα αριθμών, διακρίνουσας DK αυτό

είναι εύκολο, αφού οι κλάσεις ιδεωδών του K αντιστοιχούν αμφιμονοσήμαντα στις κλάσεις ισο-
δυναμίας (θετικά ορισμένων) τετραγωνικών μορφών διακρίνουσαςDK, σύμφωνα με το ακόλουθο
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Θεώρημα II.5.6. Έστω K = Q(
√
m) μιγαδικό τετραγωνικό σώμα αριθμών διακρίνουσαςDK. Υπάρ-

χει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στις κλάσεις ισοδυναμίας (θετικά ορισμένων) τε-
τραγωνικών μορφών διακρίνουσας D και στις κλάσεις ισοδυναμίας με στενή έννοια ιδεωδών του
K.

Η αντιστοιχία αυτή δίνεται ως εξής: Στο ιδεώδες A = Zα +Zβ με α ′β−αβ ′√
DK

> αντιστοιχεί η τετρα-
γωνική μορφή

f(X,Y) = aX2 + bXY + cY2

όπου

a = αα ′

N(A)
, b = αβ

′ +α ′β
N(A)

, c = ββ ′

N(A)
.

Αντιστρόφως στην τετραγωνική μορφή

f(X,Y) = ax2 + bXY + cY2,

αντιστοιχεί το κλασματικό ιδεώδες

Zλ +Zb +
√
D

2a
λ,

όπου λ ∈ K και διαλέχτηκε ώστε N(λ)a > 0.

Απόδειξη. Δείτε στο [13].

Παρατήρηση II.5.7. Αξίζει να σημειωθεί ότι για μιγαδικά τετραγωνικά σώματα αριθμών οι
έννοιες ισοδυναμία ιδεωδών και ισοδυναμία ιδεωδών με τη στενή έννοια συμπίπτουν, αφού κάθε
στοιχείο του σώματος K έχει θετική norm.

Δεδομένου λοιπόν ότι η τάξη της αβελιανής ομάδας KK = IK/HK των κλάσεων ιδεωδών του K,
h είναι πεπερασμένη, έπεται ότι αν A ιδεώδες του RK, Ah είναι κύριο ιδεώδες.

Πρόταση II.5.8. Αν τώρα Aµ κύριο ιδεώδες του K και (µ,hK) = 1, τότε το A είναι κύριο ιδεώδες
του K

Απόδειξη. Γράφουμε 1 = xµ + yh, για κατάλληλα x,y ∈ Z. Στη συνέχεια υπολογίζουμε ότι:
A = Axµ+yh = (Aµ)x(Ah)y ∈ HK.

II.6 Aσκήσεις

1. Να υπολογιστεί ο αριθμός κλάσεων ιδεωδών των τετραγωνικών σωμάτων αριθμών
Q(
√
−1),Q(

√
−2),Q(

√
−3),Q(

√
−5),Q(

√
−23),Q(

√
−47).

2. Ποιοι πρώτοι αριθμοί μπορούν να παρασταθούν ως άθροισμα δύο τετραγώνων ακεραίων
αριθμών;

3. Να υπολογισθούν οι θεμελιώδεις μονάδες των (πραγματικών) τετραγωνικών σωμάτων αριθ-
μών

Q(
√

2),Q(
√

3),Q(
√

5)

4. Ποιοι φυσικοί αριθμοί n μπορούν να παρασταθούν ως άθροισμα δύο τετραγώνων ακεραίων
αριθμών;

5. Να υπολογίσετε τον αριθμό κλάσεων ιδεωδών του σώματος K = Q(
√
−163) και να διατυπώ-

σετε τον νόμο ανάλυσης αυτού.
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III
Ακέραια Εξάρτηση και δακτύλιοι του Dedekind

III.1 Απλές επεκτάσεις σωμάτων

Από το παρόν κεφάλαιο οι επεκτάσεις που θα θεωρήσουμε είναι οι λεγόμενες σχετικές επε-
κτάσεις αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, δηλαδή K θα είναι ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών και
L μια πεπερασμένη επέκταση αυτού. Ο λόγος είναι ότι υπάρχει σημαντική ομοιότητα με τις
απόλυτες επεκτάσεις όταν το σώμα K είναι αυτό των ρητών αριθμών Q. Βέβαια υπάρχουν και
διαφορές. Αυτές θα τονιστούν στη συγκεκριμένη περίπτωση και αν χρειαστεί θα περιοριστούμε
και αποκλειστικά στην απόλυτη περίπτωση.

Έστω λοιπόν L/K μια επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Το σώμα K έχει χαρακτηρι-
στική 0 αφού Q ⊂ K. Η επέκταση L/K είναι πεπερασμένη και διαχωρίσιμη. Επομένως είναι και
απλή (Κ. Λάκκη, Άλγεβρα, σελ. 237 [8].

Σημείωση III.1.1. Αν K ≤ C και α1,α2, . . . ,αn ∈ C αλγεβρικά υπεράνω του σώματος K, τότε
επαγωγικά εργαζόμενοι έχουμε ότι υπάρχει ένα α ∈ C αλγεβρικό υπεράνω του K για το οποίο
ισχύει

K(α1,α2, . . . ,αn) = K(α).

Από την απόδειξη του θεωρήματος των απλών επεκτάσεων συνάγεται ότι για κάθε βήμα αρκεί να
βρούμε έναν ρητό αριθμό c ∈ Q, για τον οποίο όλα τα στοιχεία α ′+β ′c είναι διαφορετικά, καθώς τα
α ′ και β ′ διατρέχει ένα πλήρες σύνολο συζυγών των α και β αντιστοίχως, οπότε K(α,β) = K(α+cβ).

Παράδειγμα III.1.2. Το σώμα K = Q και L = Q(
√

3, 2√2). Συζυγή της
√

3 είναι η
√

3 και −
√

3.
Συζυγή της 3√2 είναι τα 3√2,ω 3√2,ω2 3√2, όπουω είναι μια πρωταρχική κυβική ρίζα της μονάδας.

Επομένως έχουμε
√

3 + 3√2,−
√

3 + 3√2,
√

3 +ω 3√2,−
√

3 +ω 3√2,
√

3 +ω2 3√2,−
√

3 +ω2 3√2

όλα μεταξύ τους διαφορετικά. Συνεπώς,

Q(
√

3, 3√2) = Q(
√

3 + 3√2).

Η επέκταση L/K είναι πεπερασμένη. Έστω [L ∶ K] = n. Αφού L = K(α) ισχύει

[L ∶ K] = deg Irr(α,K) = n.

Αφού το α είναι διαχωρίσιμο υπεράνω του K, το ανάγωγο πολυώνυμο του α υπεράνω του K έχει
όλες τις ρίζες του απλές.

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών και L πεπερασμένη επέκταση αυτού. Αφού η χαρακτηρι-
στική του σώματος K είναι 0, έπεται ότι η επέκταση είναι διαχωρίσιμη, άρα υπάρχει ένα στοιχείο

27



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ III. ΑΚΕΡΑΙΑ ΕΞΑΡΤΗΣΗ ΚΑΙ ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ ΤΟΥ DEDEKIND

θ ∈ L, τέτοιο ώστε L = K(θ). Έστω n = [L ∶ K] ο βαθμός της επέκτασης L/K, και έστω Irr(θ,K) το
ανάγωγο πολυώνυμο του θ το οποίο είναι προφανώς βαθμού n. Όλες οι ρίζες του Irr(θ,K) είναι
απλές, αφού η επέκταση είναι διαχωρίσιμη.

Έστω K̃ μια αλγεβρική θήκη του σώματος K που περιέχει το L.

Ορισμός III.1.3. Κάθε μονομορφισμός σωμάτων σ ∶ L → K̃ ώστε σ∣K = IdK θα λέγεται μια εμφύ-
τευση της επέκτασης L/K στο K̃.

Αν α ∈ L, τότε
α = a0 + a1θ +⋯ + an−1θ

n−1,

με ai ∈ K. Σε αυτή την περίπτωση η εμφύτευση σ(α) δίνεται από

σ(α) = a0 + a1σ(θ) +⋯ + an−1σ(θn−1).

Επιπλέον, είναι σαφές ότι σ(θ) είναι μια ρίζα του αναγώγου πολυωνύμου Irr(θ,K)

f(x) ∶= Irr(θ,K) =
n

∏
i=1
(x − θ(i)),

όπου θ(1) = θ, αφού
0 = σ(f(θ)) = f(σ(θ)).

Ώστε, όλες οι εμφυτεύσεις δίνονται με την παρακάτω επέκταση της ταυτότητας του K,

L = K(θ) σi // Li = K(θ(i))

K
IdK // K

Αποδείξαμε το παρακάτω

Θεώρημα III.1.4. Υπάρχουν ακριβώς n εμφυτεύσεις του L/K στο K̃.

Ορισμός III.1.5. Οι εικόνες ενός στοιχείου α ∈ L μέσω των εμφυτεύσεων σi λέγονται συζυγή
στοιχεία του α.

Παρατήρηση III.1.6. Τα συζυγή στοιχεία του α ∈ L δεν είναι εν γένει μεταξύ τους διαφορετικά.

Παραδείγματα III.1.7. 1. Θεωρούμε το σώμα Q(
√
m)/Q. To ανάγωγο πολυώνυμο του √m

είναι το Irr(
√
m,Q) = x2 −m, το οποίο έχει ρίζες τα ±√m.

Υπάρχουν δύο εμφυτεύσεις, η ταυτοτική√m↦√m και η σ η οποία στέλνει το√m↦ −√m.
Δηλαδή σ(a + b√m) = a − b√m, για a,b ∈ Q.

2. Θεωρούμε την κυκλοτομική επέκταση Q(ζn)/Q, όπου ζn = e2πi/n είναι μια πρωταρχική
n-στη ρίζα του 1. Το ανάγωγο πολυώνυμο του ζn είναι το n-στο κυκλοτομικό πολυώνυμο
Φn(x) και ορίζεται:

Φn(x) = Irr(ζn,Q) =
n

∏
ν=1

(ν,n)=1

(x − ζνn).

Η εμφύτευση σν για (n,ν) = 1 ορίζεται ως

σν ∶ Q(ζn) → Q(ζn)
ζn ↦ ζνn
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3. Θεωρούμε την επέκταση Q( 3√2)/Q. Παρατηρούμε ότι το ελάχιστο πολυώνυμο του 3√2 είναι
ίσο με

Irr( 3√2,Q) = x3 − 2 = (x − 3√2)(x −ω 3√2)(x −ω2 3√2),
όπου ω = (−1 +

√
−3)/2 = ζ3 είναι μια πρωταρχική 3-τη ρίζα της μονάδας. Οι εμφυτεύσεις

δίνονται από τον τύπο
σν ∶ Q(

3√2) ↦ Q( 3√2ων)
3√2 ↦ 3√2ων

για ν = 0, 1, 2. Παρατηρήστε ότι μόνο για ν = 0 η εικόνα της σν περιέχεται στο σώμα των
πραγματικών αριθμών.

Θεωρούμε τα σώματα K,L και τις διαφορετικές μεταξύ τους εμφυτεύσεις σ1, . . . ,σn του K στο L.
Οι μονομορφισμοί αυτοί θα λέγονται γραμμικά ανεξάρτητοι στο L αν η σχέση

λ1σ1(x) + λ2σ2(x) +⋯λnσn(x) = 0 με λi ∈ L
ισχύει για κάθε x ∈ K μόνο αν λ1 = λ2 = ⋯ = λn = 0.

Πρόταση III.1.8. Οι n εμφυτεύσεις του σώματος L στο σώμα K̃ είναι γραμμικά ανεξάρτητες στο K̃.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή. Για k = 1 η πρόταση ισχύει, γιατί η σχέση λ1σ1(x) = 0
ισχύει για κάθε x ∈ L έχει ως συνέπεια λ1 = 0.

Έστω ότι η πρόταση είναι αληθής για k− 1 το πλήθος διαφορετικές εμφυτεύσεις του L στο K̃.
Θα αποδείξουμε ότι η πρόταση ισχύει για k το πλήθος εμφυτεύσεις του L στο K̃. Θεωρούμε τη
σχέση

λ1σ1(x) + λ2σ2(x) +⋯ + λkσk(x) = 0 με λi ∈ K̃ για κάθε x ∈ L (III.1)
Θεωρούμε ένα στοιχείο a ∈ L, a ≠ 0 και γράφουμε την (III.1) για το στοιχείο ax οπότε έχουμε

λ1σ1(a)σ1(x) + λ2σ2(a)σ2(x) +⋯ + λkσ(a)σk(x) = 0 με λi ∈ K̃ για κάθε x ∈ L (III.2)
Πολλαπλασιάζουμε την (III.1) με σk(a) και αφαιρούμε από την (III.2) για να πάρουμε

λ1(σ1(a) − σk(a))σ1(x) + λ2(σ1(a) − σk(a))σ2(x) +⋯ + λk−1(σ1(a) − σk(a))σk−1(x) = 0
η οποία ισχύει για κάθε x ∈ L. Σύμφωνα με την επαγωγική σχέση έχουμε

λi((σ1(a) − σk(a))) = 0 για κάθε i = 1, 2, . . . ,k − 1.
Επειδή οι σχέσεις αυτές ισχύουν για κάθε a ∈ L και οι ισομορφισμοί σ1, . . . ,σk είναι διαφορετικοί
μεταξύ τους έχουμε ότι λ1 = ⋯λk−1 = 0 και τελικά από την (III.1) έχουμε επίσης λkσk(x) = 0 για
κάθε x ∈ L από όπου καταλήγουμε στο λk = 0.

Αν F είναι το σώμα των σταθερών στοιχείων των n εμφυτεύσεων, δηλαδή το σώμα των στοιχείων
a ∈ L με

σ1(a) = σ2(a) = ⋯ = σn(a)
τότε ισχύει ότι [L ∶ F] ≥ n Πράγματι, έστω [K ∶ F] = m < n και ω1,ω2, . . . ,ωm είναι μια βάση της
επέκτασης L/F. Θεωρούμε το γραμμικό σύστημα

x1σ1(ωi) + x2σ2(ωi) +⋯ + xnσn(ωi) = 0 για i = 1, 2, . . . ,m
Το πλήθος των εξισώσεων είναι μικρότερο από αυτό των αγνώστων. Επομένως, το σύστημα θα
έχει τουλάχιστον μία λύση την ξ1,ξ2, . . . ,ξn διάφορη της τετριμμένης. Ισχύει

ξ1σ1(a) + ξ2σ2(a) +⋯ξnσn(a) = 0 για κάθε a ∈ L.
To τελευταίο όμως είναι άτοπο, γιατί οι εμφυτεύσεις σ1, . . . ,σn είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Άρα για το σώμα των σταθερών στοιχείων F έχουμε [L ∶ F] ≥ n και λόγω ότι K ⊂ F και [L ∶ K] = n
έπεται ότι K = F.
Θεώρημα III.1.9. Ισχύει για α ∈ L ότι α ∈ K αν και μόνο αν σν(α) = α για κάθε ν = 1, 2, . . . ,n.
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III.2 Ιδεώδη αλγεβρικού σώματος αριθμών

Έστω R ακέραια περιοχή με μοναδιαίο και K το σώμα πηλίκων αυτού.

Ορισμός III.2.1. Ένα υποσύνολο A του σώματος K θα λέγεται ιδεώδες του K αν και μόνο αν

1. Για κάθε a1,a2 ∈ A έχουμε ότι a1 − a2 ∈ A

2. Για κάθε λ ∈ R και για κάθε a ∈ A έχουμε ότι λa ∈ A

3. A ≠ ⟨0⟩

4. Υπάρχει K ∋ δ ≠ 0 ώστε δA ⊂ R

Αν A ⊂ R τότε το A θα λέγεται ακέραιο ιδεώδες αλλιώς θα λέγεται κλασματικό.

Στο σύνολο των ιδεωδών ορίζουμε ισοδυναμία ιδεωδών

A ∼ B⇔ υπάρχει ξ ≠ 0,ξ ∈ K με A = ⟨ξ⟩B.

Ένα κλασματικό ιδεώδες του K δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένα, μη μηδενικό, R-module για το
οποίο ισχύει επιπλέον η ιδιότητα

Υπάρχει δ ∈ K/{0} με δA ⊂ R.

Αν A,B είναι δύο ιδεώδη του K τότε ορίζεται το γινόμενό τους

A ⋅ B =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∑
πεπερασμένο

aibi ∶ ai ∈ A,bi ∈ B
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

όπου το άθροισμα είναι πεπερασμένο. Προφανώς το γινόμενο AB είναι επίσης R-module και
μάλιστα ιδεώδες του K διότι, αν xA ⊂ R και yB ⊂ R και

α = a1b1 + a2b2 +⋯ + ambm,

τυχαίο στοιχείο του A ⋅ B τότε

(xy)α = (xa1)(yb1) + (xa2)(yb2) +⋯ + (xam)(ybm) ∈ R.

Από τον ορισμό του γινομένου ιδεωδών προκύπτει ότι

A ⋅ B = B ⋅A

και
(A ⋅ B) ⋅ Γ = A(B ⋅ Γ).

Ακόμη το ακέραιο ιδεώδες R είναι μοναδιαίο

A ⋅ R = R ⋅A = A.

Ώστε, το σύνολο των ιδεωδών του K με πράξη τον πολλαπλασιασμό ιδεωδών αποτελεί αντιμετα-
θετική ημιομάδα με μοναδιαίο. Το ερώτημα τώρα είναι αν μερικά (ή όλα) από τα ιδεώδη αυτά
είναι αντιστρέψιμα.

Ορισμός III.2.2. Ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος R με μοναδιαίο, λέγεται δακτύλιος της Noether
όταν ισχύει μία (συνεπώς και οι τρεις) από τις παρακάτω ισοδύναμες προτάσεις:

1. Κάθε αύξουσα ακολουθία ιδεωδών γίνεται σταθερά
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2. Κάθε διάφορο του κενού σύνολο ιδεωδών του R έχει μέγιστα στοιχεία

3. Κάθε ιδεώδες του R είναι πεπερασμένα παραγόμενο.

Ας αποδείξουμε την ισοδυναμία των παραπάνω τριών προτάσεων. Θα δείξουμε πρώτα ότι από
το (1) συνεπάγεται το (2). Πράγματι, έστω Ω ένα μη κενό σύνολο ιδεωδών του δακτυλίου R. Έστω
ότι A0 ∈ Ω. Αν το A0 δεν είναι μέγιστο, τότε υπάρχει A1 ∈ Ω με A0 ⊊ A1. Αν και το A1 δεν είναι
μέγιστο, τότε υπάρχει A2 ∈ Ω με A0 ⊊ A1 ⊊ A2. Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο καταλήγουμε
σε μία γνήσια αύξουσα ακολουθία στοιχείων του Ω που είναι τελικά σταθερή.

Για να δείξουμε ότι από το (2) συνεπάγεται το (3) θεωρούμε το σύνολο W των πεπερασμένα
παραγόμενων ιδεωδών που περιέχονται σε ένα δεδομένο ιδεώδες A. To σύνολο W έχει ένα μέ-
γιστο στοιχείο A0 το οποίο οφείλει να ταυτιστεί με το A. Σε διαφορετική περίπτωση το A θα είχε
ένα στοιχείο x ∈ A/A0 και το A0 + xR ∈W θα ήταν γνήσια μεγαλύτερο του A0.

Τέλος θα δείξουμε ότι από το (3) συνεπάγεται το (1). Θεωρούμε μια αύξουσα ακολουθία ιδεω-
δών A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ ⋯. Η ένωση A = ⋃∞i=0Ai είναι ιδεώδες και συνεπώς πεπερασμένα παραγόμενο,
δηλαδή A = ⟨a1, . . . ,ar⟩. Υπάρχει κάποιο κ ώστε a1, . . . ,ar ∈ Aκ και η αύξουσα ακολουθία σταθε-
ροποιείται στο Aκ.

Πρόταση III.2.3. Κάθε δακτύλιος κυρίων ιδεωδών είναι δακτύλιος της Noether.

Ορισμός III.2.4. Έστω R αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο και M ένα R-module. To
module M θα λέγεται module της Noether αν ισχύει μία (και συνεπώς και οι τρεις) από τις
παρακάτω ισοδύναμες προτάσεις:

1. Κάθε αύξουσα ακολουθία υποmodules του M γίνεται σταθερά.

2. Κάθε διάφορη του κενού οικογένεια υποmodules του M περιέχει μέγιστα στοιχεία.

3. Κάθε υποmodule του M είναι πεπερασμένα παραγόμενο.

Σημείωση III.2.5. Η απόδειξη της ισοδυναμίας των παραπάνω προτάσεων γίνεται ακριβώς όπως
και στα ιδεώδη, [7, σελ. 20].

Θεώρημα III.2.6. • Το ευθύ άθροισμα πεπερασμένου πλήθους modules της Noether είναι
module της Noether.

• Η ομομορφική εικόνα ενός module της Noether είναι επίσης module της Noether.

Η απόδειξη του θεωρήματος στηρίζεται στο

Λήμμα III.2.7. ΑνM είναι ένα module της Noether και η ακολουθία

0→M1 ↪M
ϕÐ→M2 → 0 (III.3)

είναι ακριβής, τότε τα modules M1 και M2 είναι επίσης modules της Noether. Αντιστρόφως, αν
M1,M2 είναι modules της Noether και η ακολουθία (III.3) είναι ακριβής, τότε και το M είναι
module της Noether.

Απόδειξη. Αφού M1 υπο-module του M, έπεται ότι κάθε υπο-module του M1 θα είναι και υπο-
module του M, δηλαδή M1 είναι module της Noether.

Έστω τώρα {Im}m∈N μια άπειρη αύξουσα ακολουθία υπό-modules του M2. Για κάθε m ∈ N
τώρα ορίζουμε

I ′m = {a ∈M∣ϕ(a) ∈ Im}.
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Προφανώς I ′m είναι ένα υπό-module του M και μάλιστα αν Im1 ⊊ Im2, τότε I ′m1 ⊊ I
′
m2, δηλαδή

{I ′m} είναι μια άπειρη αύξουσα ακολουθία υπό-modules του M, άτοπο, συνεπώς M2 είναι ένα
module της Noether.

Αντιστρόφως τώρα. Έστω {Im}m∈N μια τυχούσα αύξουσα ακολουθία υπό-modules του M.
Θεωρούμε τις εικόνες των Im στο M2,

Jm = {a ∈M2∣∃b ∈ Im,ϕ(b) = a}.

Η {Jm}m∈N είναι αύξουσα ακολουθία υπό-modules τουM2 και συνεπώς γίνεται σταθερή, δηλαδή
υπάρχει n1 ∈ N με

Jn1 = Jn1+1 = Jn1+2 = ⋯

Ομοίως θεωρούμε την αύξουσα ακολουθία {Nm}m∈N, Nm =M1 ∩ Im, η οποία γίνεται σταθερά,
δηλαδή υπάρχει ένα n2 με

Nn2 =Nn2+1 =Nn2+2 = ⋯

Έστω λ = max{n1,n2} και έστω r ≥ λ. Προφανώς Iλ ⊂ Ir. Έστω α ∈ Ir συνεπώς ϕ(α) ∈ Jr = Jλ.
Συνεπώς υπάρχει β ∈ Iλ με ϕ(α) = ϕ(β), δηλαδή ϕ(α−β) = 0 συνεπώς το α−β ∈ kerϕ = Im(i) και
α −β ∈M1. Τώρα α ∈ Ir, b ∈ Iλ, Iλ ⊂ Ir συνεπώς α −β ∈ Ir ∩M1. To α −β ∈Nr =Nλ =M1 ∩ Iλ οπότε
α −β ∈ Iλ και αφού β ∈ Iλ έχουμε α ∈ Iλ, δηλαδή Iλ = Ir και το M είναι module της Noether.

Για να αποδείξουμε το θεώρημα III.2.6 παρατηρούμε ότι το δεύτερο μέρος έχει ήδη αποδει-
χτεί στην απόδειξη του λήμματος III.2.7. Για το πρώτο μέρος αρκεί να θεωρήσουμε την ακριβή
ακολουθία

0→ A→ A⊕B→ B→ 0
και να εφαρμόσουμε επαγωγή.

Από εδώ και κάτω το R θα είναι μια ακέραια περιοχή (δηλαδή αντιμεταθετικός δακτύλιος με
μοναδιαίο, χωρίς διαιρέτες του μηδενός) και K θα είναι το σώμα πηλίκων αυτού.

Αν A είναι ιδεώδες του K, τότε με A∗ θα συμβολίζουμε το σύνολο

A∗ = {x ∈ K∣xA ⊂ R} Ανάστροφο του A.

Προφανώς το A∗ είναι R-module, διάφορο του κενού. Είναι ιδεώδες του K, διότι αν y ∈ A, y ≠ 0
και r ∈ R τέτοιο ώστε ry ∈ R τότε ry ∈ R ∩A και για κάθε a ∈ A∗ έχουμε ότι ary ∈ R.

Αν A1 και A2 είναι ιδεώδη του K τέτοια ώστε A1 ⊂ A2 τότε A∗2 ⊂ A∗1. Ακόμα ισχύει ότι A∗A ⊂ R,
αλλά εν γένει η ισότητα δεν ισχύει.

Έστω
I = {A∣A ιδεώδες του K}.

Υποθέτουμε ότι κάποιο ιδεώδες A του I έχει αντίστροφο, δηλαδή υπάρχει A−1 ∈ I, με A−1A = R.
Αν x ∈ A−1, αφού A−1A = R έχουμε ότι xa ∈ R για κάθε a ∈ A, συνεπώς A−1 ⊂ A∗.

Από την άλλη μεριάAA∗ ⊂ R συνεπώςA−1(AA∗) ⊂ A−1R, δηλαδήA∗ ⊂ A−1 και τελικάA∗ = A−1.
Ώστε αν το ιδεδώδες A έχει αντίστροφο αυτό ταυτίζεται με το ανάστροφό του.

Λήμμα III.2.8. Κάθε κύριο ιδεώδες του K είναι αντιστρέψιμο και επομένως το σύνολο

H = {aR∣a ∈ K/{0}}

είναι πολλαπλασιαστική ομάδα.

Απόδειξη. Προφανώς για κάθε ιδεώδες ⟨a⟩ = aR,a ∈ K/{0} υπάρχει a−1 ∈ K/{0} ώστε ⟨a−1⟩ = a−1R
να ικανοποιεί

aRa−1R = 1 ⋅ R = R.
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Αν A1 ⋅ A2 = R, τότε A2 = A−1
1 . Πράγματι από τη σχέση A1A2 = R έπεται ότι A2 ⊂ A∗1, οπότε

R = A1A2 ⊂ A1A
∗
1 ⊂ R. Επομένως A1A

∗
1 = R. Επίσης

A∗1 = A∗1R = A∗1(A1A2) = (A∗1A1)A2 = RA2 = A2.

Τέλος είναι προφανές ότι το αντίστροφο του γινομένου δύο αντιστρέψιμων κλασματικών ιδεωδών
ισούται με το αντίστροφο γινόμενο των αντιστρόφων τους και ότι ισχύει A = (A−1)−1.

Πρόταση III.2.9. Έστω

I ′ = {A ∈ I ∶ ώστε υπάρχει A−1 ∈ I,AA−1 = R}.

Τότε το I ′ είναι πολλαπλασιαστική ομάδα.

Απόδειξη. Αν A ∈ I ′,B ∈ I ′, τότε A ⋅ B ∈ I ′ και αν A ∈ I ′, τότε A−1 ∈ I ′.

Ορισμός III.2.10. Έστω R μια ακέραια περιοχή και K το σώμα πηλίκων αυτής. Ο δακτύλιος R
θα λέγεται δακτύλιος του Dedekind ακριβώς τότε αν κάθε ιδεώδες του K έχει αντίστροφο.

Δύο σπουδαίες ιδιότητες ενός δακτυλίου του Dedekind δίνονται από το παρακάτω:

Θεώρημα III.2.11. Έστω R δακτύλιος του Dedekind. Τότε ο R είναι δακτύλιος της Noether και
κάθε πρώτο μη-μηδενικό ιδεώδες του R είναι μέγιστο.

Απόδειξη. Έστω A ≠ ⟨0⟩ ιδεώδες του R. Από τη σχέση A ⋅A−1 = R έπεται ότι υπάρχουν ai ∈ A και
bi ∈ A−1, 1 ≤ i ≤m ώστε

1 = a1b1 + a2b2 +⋯ + ambm.

Τώρα αν x ∈ A έχουμε ότι
x = (xb1)a1 +⋯(xbm)am

με xbj ∈ R. Συνεπώς
A = a1R +⋯amR,

δηλαδή το ιδεώδες A είναι πεπερασμένα παραγόμενο και ο R είναι δακτύλιος της Noether.
Έστω τώρα P ≠ ⟨0⟩ ένα πρώτο ιδεώδες του R και έστωN ένα μέγιστο ιδεώδες του R που περιέχει

το P. Αφού P ⊂ N έχουμε PN−1 ⊂ N ⋅N−1 = R, δηλαδή PN−1 είναι ακέραιο ιδεώδες του K. Αφού
(PN−1)N = P και P πρώτο έχουμε ότι PN−1 ⊂ P ή N ⊂ P.

Πράγματι αν γενικά A ⋅B ⊂ P με A,B γνήσια ιδεώδη του R, τότε A ⊂ P ή B ⊂ P. Αν κάθε στοιχείο
b ∈ B ανήκει στο P, τότε B ⊂ P και έχουμε τελειώσει. Αν υπάρχει b ∈ B με b /∈ P, θεωρούμε το
γινόμενο a ⋅b με a ∈ A τυχαίο. Έχουμε ότι ab ∈ A ⋅B ⊂ P και από τον ορισμό του πρώτου ιδεώδους
a ∈ P.

Επιστρέφουμε στην απόδειξη του θεωρήματος. Αν ισχύει PN−1 ⊂ P, τότε N−1 ⊂ P−1PN−1 ⊂
P−1P = R. Προφανώς R ⊂ N−1 διότι για κάθε x ∈ R, xN ⊂ R και επομένως N−1 = R δηλαδή N = R,
άτοπο.

Αν N ⊂ P, τότε N = P δηλαδή P μέγιστο.

III.3 Ακέραια εξάρτηση

Έστω R ακέραια περιοχή και K το σώμα πηλίκων αυτής.

Ορισμός III.3.1. Ένα στοιχείο x ∈ K θα λέγεται R-ακέραιο αν υπάρχουν ai ∈ R, 0 ≤ i ≤ n − 1 ώστε

xn + an−1x
n−1 +⋯ + a1x + a0 = 0
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Σημείωση III.3.2. Μπορούσαμε αντί για K να πάρουμε L σώμα με R ⊂ L. Αν R σώμα, τότε τα
ακέραια στοιχεία του L υπεράνω του R συμπίπτουν με τα αλγεβρικά υπεράνω του R.

Θεώρημα III.3.3. Έστω x ∈ L. Ισχύουν ισοδύναμα:

1. Το x είναι R-ακέραιο

2. Ο δακτύλιος R[x] που παράγεται από τα R και x είναι πεπερασμένα παραγόμενος.

3. Υπάρχει ένα πεπερασμένα παραγόμενο μη-μηδενικό R-moduleM ⊂ K, τέτοιο ώστε xM ⊂M

Απόδειξη. Για να δείξουμε ότι (1) ⇒ (2) παρατηρούμε ότι ο δακτύλιος R[x] παράγεται από τα
1,x,x2, . . . ,xn−1

Για να δείξουμε ότι (2)⇒ (3) παρατηρούμε ότι αρκεί να πάρουμε για M ∶= R[x].
Τέλος θα δείξουμε ότι (3)⇒ (1). Έστω ότι το πεπερασμένα παραγόμενο RmoduleM γράφεται

ως
M = Rz1 + Rz2 +⋯ + Rzr, zi ∈ K

και υποθέτουμε ότι xM ⊂M, δηλαδή xzi ∈M για κάθε i = 1, 2, . . . , r. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει
πίνακας A = (aij) ∈Mr×r(R) ώστε

x

⎛
⎜⎜⎜
⎝

z1
z2
⋮
zr

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

z1
z2
⋮
zr

⎞
⎟⎟⎟
⎠
→ (xIdr −A)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

z1
z2
⋮
zr

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= 0.

Θέτουμε B = (xIdr −A) και πολλαπλασιάζουμε με τον adjoint B̃ οπότε αφού

B̃B = (δi,j det(B))

έχουμε

B̃B

⎛
⎜⎜⎜
⎝

z1
z2
⋮
zr

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= B̃0 = 0 συνεπώς det(B)Ir

⎛
⎜⎜⎜
⎝

z1
z2
⋮
zr

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= 0.

Επειδή M ≠ 0 τουλάχιστον ένας γεννήτορας zi είναι διαφορετικός του μηδενός οπότε det(B) = 0.
Το ανάπτυγμα της ορίζουσας μας δίνει ένα πολυώνυμο της μορφής

xn + λ1x
n−1 +⋯ + λn = 0,

με λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Δηλαδή το x είναι R-ακέραιο.

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι

Πόρισμα III.3.4. Αν x1, . . . ,xm ∈ L είναι R-ακέραια, τότε R[x1,x2, . . . ,xm] είναι πεπερασμένα πα-
ραγόμενο υπο-module του R-module L.

Πόρισμα III.3.5. Το σύνολο όλων των στοιχείων του L που είναι R-ακέραια είναι υποδακτύλιος
του L που περιέχει τον R.

Απόδειξη. Αν a,b ∈ L είναι R-ακέραια, τότε υπάρχουν πεπερασμένα παραγόμενα R-modules
M,N ώστε aM ⊂M και bN ⊂N. Συνεπώς (a−b)MN ⊂MN και abMN ⊂MN δηλαδή a−b και ab
είναι R-ακέραια.
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Ορισμός III.3.6. Ο δακτύλιος R ′ = {x ∈ L∣x είναι R−ακέραιο} λέγεται η ακέραια θήκη του R στο
L. Αν R ′ = R, τότε ο δακτύλιος R λέγεται ακέραια κλειστός στο L. Αν L = K και ο δακτύλιος R είναι
ακέραια κλειστός στο K, τότε λέμε οτι ο δακτύλιος R είναι ακέραια κλειστός.

Θεώρημα III.3.7. Έστω R ακέραια περιοχή, K σώμα R ⊂ K και L επέκταση του K. Αν S είναι η
ακέραια θήκη του R στον K, τότε οι ακέραιες θήκες των R και S στο L συμπίπτουν.

Απόδειξη. Έστω x ∈ L, S-ακέραιο συνεπώς υπάρχουν a0,a1, . . . ,an−1 ∈ S με

xn + an−1x
n−1 +⋯ + a0 = 0.

Από την άλλη το R1 = R[a0,a1, . . . ,an−1] είναι πεπερασμένα παραγόμενος υπεράνω του R, ο x είναι
R1 ακέραιος. Συνεπώς και το R1[x] είναι πεπερασμένα παραγόμενο R1-module και συνεπώς είναι
και πεπερασμένα παραγόμενο R-module και xR1[x] ⊂ R1[x], δηλαδή το x είναι R-ακέραιο.

Πόρισμα III.3.8. Η ακέραια θήκη S της ακέραιας περιοχής R στο σώμα L, R ⊂ L είναι ακέραια
κλειστή.

Απόδειξη. Θεωρούμε L = K το σώμα πηλίκο της S στο προηγούμενο θεώρημα.

Θεώρημα III.3.9. Η ακέραια περιοχή R είναι δακτύλιος του Dedekind αν και μόνο αν ισχύουν
οι παρακάτω προτάσεις:

1. Ο R είναι δακτύλιος της Noether

2. Κάθε μη μηδενικό πρώτο ιδεώδες του R είναι μέγιστο.

3. Ο R είναι ακέραια κλειστός.

Απόδειξη. Τα (1) και (2) έχουν αποδειχθεί στο θεώρημα III.2.11. Θα αποδείξουμε ότι ο R είναι
ακέραια κλειστός. Έστω x ∈ K, K σώμα πηλίκων του R και x είναι R-ακέραιο. Τότε το R[x] είναι
πεπερασμένα παραγόμενο R-module, δηλαδή

R[x] = a1R + a2R +⋯ + amR,ai ∈ K.

Διαλέγουμε ένα b ≠ 0 ώστε bai ∈ R για όλα τα i = 1, . . . ,m. Τότε bR[x] ⊂ R, δηλαδή το R[x] είναι
κλασματικό ιδεώδες του K. Αφού το R[x] είναι δακτύλιος έχουμε R[x]2 = R[x] οπότε

R[x] = R[x]2R[x]−1 = R[x]R[x]−1 = R,

δηλαδή x ∈ R και ο R είναι ακέραια κλειστός.
Για να αποδείξουμε ότι τα (1),(2),(3) δίνουν ότι ο R είναι δακτύλιος Dedekind θα χρειαστεί να

αποδείξουμε τρία λήμματα πρώτα.

Λήμμα III.3.10. Έστω R δακτύλιος της Noether και A ένα μη-μηδενικό ιδεώδες του R, A ≠ R. Τότε
υπάρχουν πρώτα ιδεώδη P1, . . . ,Pr ώστε

P1P2⋯Pr ⊂ A ⊂ P1 ∩ P2 ∩⋯ ∩ Pr.

Απόδειξη. Έστω

A = {A ιδεώδες του R,A ≠ ⟨0⟩,A ≠ R για τα οποία η απαίτηση του λήμματος δεν ισχύει.}
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Έστω ότι A ≠ ∅ και αφού ο R είναι δακτύλιος της Noether έχει μέγιστο στοιχείο M0, το οποίο
δεν είναι πρώτο γιατί τότε θα ικανοποιούσε την απαίτηση του λήμματος. Συνεπώς υπάρχουν
a,b /∈M0 με ab ∈M0. Θεωρούμε τώρα τα ιδεώδη A =M0 + aR και B =M0 + bR. Είναι σαφές ότι

AB ⊂M0 ⊂ A ∩B.

Ακόμα A ≠ R και B ≠ R διότι αν A = R, τότε B ⊂M0 ⊂ B συνεπώς M0 = B και b ∈M0, άτοπο.
Επίσης M0 ⊊ A, M0 ⊊ B διότι a /∈M0 και b /∈M0. Αφού το M0 μέγιστο στοιχείο του A έχουμε

ότι για τα A,B ισχύει η απαίτηση του λήμματος οπότε ισχύει και για το M0, άτοπο.

Λήμμα III.3.11. Αν R είναι ακέραια περιοχή που επαληθεύει τα (1),(2),(3) του θεωρήματος III.3.9,
τότε κάθε πρώτο διάφορο του μηδενικού ιδεώδους R είναι αντιστρέψιμο.

Απόδειξη. Έστω P πρώτο ιδεώδες του R, P ≠ ⟨0⟩. Διαλέγουμε ένα στοιχείο α ∈ P/{0} έτσι ώστε το
αR να περιέχει ένα γινόμενο πρώτων ιδεωδών

P1⋯Pr0 ⊂ αR ⊂ P

με r0 τον μικρότερο δυνατό φυσικό αριθμό. Την ύπαρξη ενός τέτοιου γινομένου την εξασφαλίζει
το λήμμα III.3.10.

Yπάρχει i ∈ {1, . . . , r0} με Pi ⊂ P. Λόγω της υπόθεσης (2) του θεωρήματος III.3.9 έχουμε ότι
P = Pi και χωρίς περιορισμό της γενικότητας υποθέτουμε ότι P = P1. Λόγω της επιλογής του r0
έχουμε ότι

P2⋯Pr0 /⊂ αR

άρα υπάρχει b ∈ P2⋯Pr0 −αR. Αφού b /∈ αR έχουμε ότι b/α /∈ R. Ισχύει όμως

bP ⊂ P1P2⋯Pr ⊂ αR

συνεπώς a−1bP ⊂ R δηλαδή b/α ∈ P∗ = {x ∈ K∣xP ⊂ R} και αφού b/α /∈ R, R ⊊ P∗.
Το PP∗ είναι ιδεώδες του R και ισχύει

P ⊂ RP ⊂ P∗P ⊂ R.

Αρκεί να δείξουμε ότι P∗P = R. Αν P∗P ≠ R, τότε αφού P πρώτο, δηλαδή εξ υποθέσεως μέγιστο
έπεται ότι P = P∗P και επαγωγικά (P∗)nP = P για κάθε φυσικό αριθμό n. Δηλαδή θα είχαμε για
κάθε x ∈ P/{0} και για κάθε y ∈ P∗/R (μόλις δείξαμε ότι υπάρχουν τέτοια y) ότι xyn ∈ P ⊂ R, για
όλους τους φυσικούς n.

Επομένως θα είχαμε xR[y] ⊂ R και συνεπώς το xR[y] είναι ιδεώδες του R. Από την υπόθεση
(1) του θεωρήματος III.3.9 έχουμε ότι το xR[y] είναι πεπερασμένα παραγόμενο, δηλαδή

xR[y] = a1R + a2R +⋯ + amR

και
R[y] = x−1a1R + x−1a2R +⋯ + x−1amR

δηλαδή το R[y] πεπερασμένα παραγόμενο R-module, οπότε το θεώρημα III.3.3 δίνει ότι y είναι
R-ακέραιο και σύμφωνα με την υπόθεση (3) του III.3.9 έχουμε ότι y ∈ R, άτοπο.

Λήμμα III.3.12. Αν μια ακέραια περιοχή R πληροί τις υποθέσεις (1),(2),(3) του III.3.9, τότε κάθε
ιδεώδες του R διάφορο του R είναι ίσο με ένα γινόμενο πρώτων ιδεωδών.
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Απόδειξη. Έστω

A = {A ιδεώδες του R,A ≠ R,A ≠ ⟨0⟩,A δεν γράφεται ως γινόμενο πρώτων ιδεωδών}

και έστω A ≠ ∅. Από τα ιδεώδη του A διαλέγουμε εκείνο το οποίο περιέχει τον μικρότερο αριθμό
από γινόμενα πρώτων ιδεωδών.

P1P2⋯Pr0 ⊂ A.
Έστω P πρώτο ιδεώδες ώστε A ⊂ P, συνεπώς χωρίς περιορισμό της γενικότητας P1 ⊂ P. Τότε όμως
P1 = P αφού το P1 ως πρώτο είναι μέγιστο. Συνεπώς (χρησιμοποιώντας το λήμμα III.3.11 που
εξασφαλίζει ότι τα πρώτα είναι αντιστρέψιμα)

P2P3⋯Pr0 ⊂ P
−1A ⊂ P−1P = R.

Καταλήξαμε στο ότι το P−1A είναι ιδεώδες του R και περιέχει γινόμενο πρώτων ιδεωδών με πλήθος
μικρότερο του r0 άρα

P−1A =Q1Q2⋯Qs

όπου Q1, . . . ,Qs πρώτα ιδεώδη του R. Άρα

A = PQ1Q2⋯Qs

και το A = ∅, δηλαδή το λήμμα έχει αποδειχτεί.

Θα ολοκληρώσουμε τώρα την απόδειξη του θεωρήματος III.3.9. Έστω A ένα κλασματικό
ιδεώδες του R και έστω a ≠ 0, a ∈ R ώστε aA ⊂ R. Αφού το aA είναι ακέραιο ιδεώδες του R,
σύμφωνα με το λήμμα III.3.12 αυτό γράφεται ως γινόμενο πρώτων ιδεωδών

aA = P1P2⋯Ps

με Pi πρώτα ιδεώδη του R, 1 ≤ i ≤ s. Δηλαδή το A γράφεται ως

A = a−1RP1⋯Ps

και συνεπώς είναι γινόμενο αντιστρέψιμων ιδεωδών και είναι αντιστρέψιμο. Αποδείξαμε ότι ο R
είναι δακτύλιος του Dedekind.

Πόρισμα III.3.13. Αν R είναι δακτύλιος του Dedekind, τότε κάθε μη-τετριμμένο ιδεώδες του γρά-
φεται ως γινόμενο πρώτων ιδεωδών.

Θεώρημα III.3.14. Αν R δακτύλιος του Dedekind, τότε κάθε μη-τετριμμένο ιδεώδες του γράφεται
μονοσήμαντα ως γινόμενο πρώτων ιδεωδών, όπου φυσικά η σειρά των πρώτων παραγόντων δεν
λαμβάνεται υπόψιν.

Απόδειξη. Το μόνο που χρειάζεται να αποδειχθεί είναι η μοναδικότητα της ανάλυσης. Έστω A

ιδεώδες του R με δύο διαφορετικές αναλύσεις

A = P1P2⋯Pr =Q1Q2⋯Qs.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι το A είναι εκείνο για το οποίο η μία από τις δύο αναλύσεις έχει
το ελάχιστο δυνατό μήκος. Έχουμε

Q1Q2⋯Qs ⊂ P1 συνεπώς Q1 ⊂ P1

χωρίς περιορισμό της γενικότητας, οπότε αφού Q1 μέγιστο P1 =Q1. Άρα

P2P3⋯Pr = P−1
1 P1P2⋯Pr = P−1

1 Q1Q2⋯Qs =Q2Q3⋯Qs.

Λόγω της υπόθεσης των δύο διαφορετικών αναλύσεων του A σε γινόμενο πρώτων, το ιδεώδες
P2⋯Pr έχει δύο διαφορετικές αναλύσεις, όπου μία έχει μήκος μικρότερο του ελαχίστου, άτοπο.
Συνεπώς η αλήθεια του θεωρήματος.
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Πόρισμα III.3.15. Η ομάδα των ιδεωδών ενός δακτυλίου του Dedekind R είναι μια ελεύθερη
αβελιανή ομάδα που παράγεται από τα πρώτα ιδεώδη του R.

Απόδειξη. Έστω A ένα κλασματικό ιδεώδες του R και a ≠ 0,a ∈ R ώστε aA ⊂ R, δηλαδή το aA
είναι ιδεώδες του R. Συνεπώς το A = (aR)−1(aA) είναι ένα γινόμενο δυνάμεων πρώτων ιδεωδών
με εκθέτη ακέραιο, όχι κατ’ ανάγκη φυσικό αριθμό. Επομένως τα πρώτα ιδεώδη παράγουν την
ομάδα των ιδεωδών του R και μάλιστα μονοσήμαντα λόγω του θεωρήματος III.3.14.

III.4 Το θεμελιώδες Θεώρημα

Από τα προηγούμενα γίνεται φανερό ότι κάθε ιδεώδες A, δακτυλίου του Dedekind R έχει τη
μορφή

A =∏
P

Pa(P), (III.4)

όπου το γινόμενο διατρέχει όλα τα πρώτα ιδεώδη P του R και οι εκθέτες a(P) είναι ακέραιοι
αριθμοί σχεδόν όλοι μηδέν. Κατ΄αυτό τον τρόπο ξανακερδίζουμε για τα ιδεώδη του R πολλά
αποτελέσματα της στοιχειώδους θεωρίας των αριθμών.

Ορισμός III.4.1. Θα λέμε ότι το ιδεώδες A διαιρείται από το ιδεώδες B αν και μόνο αν υπάρχει
C ιδεώδες του R ώστε A = BC.

Αν C ∣ A και C ∣ B και για κάθε C ′ ∣ A και C ′ ∣ B έχουμε C ′ ∣ C, τότε ο C θα λέγεται ο μέγιστος
κοινός διαιρέτης των A,B.

Η ύπαρξη και μοναδικότητα του C είναι αποτέλεσμα του μονοσήμαντου της ανάλυσης από
την εξίσωση (III.4). Προφανώς αν A = ∏P P

a(P) και B = ∏P P
b(P) είναι ακέραια ιδεώδη, τότε τα

a(P) και b(P) είναι φυσικοί αριθμοί.
Ακόμα A ∣ B αν και μόνο αν a(P) ≤ b(P) για όλα τα P. Οπότε ο μέγιστος κοινός διαιρέτης C

είναι
C = (A,B) =∏

P

Pmin{a(P),b(P)}.

Ανάλογα ορίζεται το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο και ισχύει

D ∶= [A,B] =∏
P

Pmax{a(P),b(P)}.

Προφανώς ισχύει
(A,B)[A,B] = AB.

Πρόταση III.4.2. Αν R δακτύλιος του Dedekind, τότε

1. Αν A,B κλασματικά ιδεώδη του R, τότε A ⊂ B αν και μόνο αν υπάρχει ιδεώδες C ⊂ R με
A = BC.

2. Αν A κλασματικό ιδεώδες του R, τότε υπάρχει ένα κύριο κλασματικό ιδεώδες του R το aR,
τέτοιο ώστε aRA−1 ⊂ R.

3. Αν A,B ακέραια ιδεώδη, πρώτα μεταξύ τους, τότε AB = A ∩B.

4. Αν A,B είναι ακέραια ιδεώδη του R, τότε (A,B) = ⟨A,B⟩ = A +B.

Απόδειξη. 1. Ας υποθέσουμε ότι A = BC, τότε είναι σαφές ότι A ⊂ B. Αντιστρόφως αν A ⊂ B,
τότε AB−1 ⊂ BB−1 = R, οπότε το C = AB−1 είναι ιδεώδες του R και BC = A.

2. Έστω a ∈ A − {0}, συνεπώς aR ⊂ A και σύμφωνα με ό,τι δείξαμε υπάρχει C ⊂ R με aR = AC
δηλαδή C = (aR)A−1 ⊂ R.
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3. Αν A,B είναι μεταξύ τους πρώτα, τότε από A ∣ A ∩ B και B ∣ A ∩ B έχουμε ότι AB ∣ A ∩ B
συνεπώς A∩B ⊂ AB. Από τις ιδιότητες του ιδεώδους προκύπτει ότι AB ⊂ A∩B και συνεπώς
η ισότητα.

4. Ισχύει ότι A,B ⊂ A + B άρα A + B ∣ A,B συνεπώς από τις ιδιότητες του μέγιστου κοινού
διαιρέτη A + B ∣ (A,B). Από την άλλη το A + B είναι το ελάχιστο ιδεώδες που περιέχει τα
A,B άρα θα πρέπει (A,B) ∣ A +B, δηλαδή το ζητούμενο.

Ορισμός III.4.3. Ένας δακτύλιος Dedekind θα λέμε ότι ικανοποιεί τη συνθήκη της πεπερασμέ-
νης norm (FN) αν για κάθε μη-μηδενικό ακέραιο ιδεώδες ο δακτύλιος πηλίκο R/A έχει πεπερα-
σμένο πλήθος στοιχείων.

Ορισμός III.4.4. Σε έναν δακτύλιο Dedekind που ικανοποιεί τη συνθήκη (FN) θα λέμε απόλυτη
norm του ιδεώδους A το πλήθος των στοιχείων του R/A.

Το σημαντικότερο θεώρημα της παραγράφου είναι το

Θεώρημα III.4.5. Έστω R δακτύλιος του Dedekind και K το σώμα πηλίκων του. Έστω L/K μια
πεπερασμένη και διαχωρίσιμη επέκταση του K και έστω S η ακέραια θήκη του R στο L. Τότε το S
είναι επίσης δακτύλιος του Dedekind. Επιπλέον αν ο R πληροί τη συνθήκη (FN), τότε και ο S την
πληροί.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι ισχύουν τα (i),(ii), (iii) του θεωρήματος III.3.9. Η επέκταση L/K
είναι απλή ως πεπερασμένη και διαχωρίσιμη. Δηλαδή υπάρχει ένα θ ∈ L με L = K(θ). Χωρίς
περιορισμό της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι θ ∈ S, διότι αν θ είναι ρίζα του πολυω-
νύμου

Anx
n +An−1x

n−1 +⋯ +A0 = 0, An ≠ 0,Ai ∈ R,

τότε το στοιχείο Anθ είναι ρίζα της εξίσωσης

xn +An−1x
n−1 +An−2Anx

n−2 +⋯ +A0A
n−1
n = 0,

δηλαδή Anθ ∈ S και προφανώς L = K(Anθ).
Θα δείξουμε ότι υπάρχει c ∈ K, ώστε S ⊂ cR[θ]. Έστω L(i) οι εμφυτεύσεις του σώματος L σε

μια αλγεβρική θήκη του σώματος K, για i = 1, 2, . . . ,n. Αν x ∈ L, το x(i) είναι το i-στο συζυγές του
x. Έστω a ∈ S τυχαίο στοιχείο το οποίο δέχεται μια γραφή:

a =
n−1
∑
k=0

akθ
k με ak ∈ K,k = 0, 1, . . . ,n − 1

συνεπώς

a(i) =
n−1
∑
k=0

ak(θ(i))k με i = 0, 1, . . . ,n − 1

Με αυτόν τον τρόπο καταλήγουμε σε ένα σύστημα n εξισώσεων με n αγνώστους (τα ak). Το
σύστημα αυτό μπορούμε να το λύσουμε με τη μέθοδο του Crammer και να έχουμε

ak =
Ak

D
, i = 0, 1, . . . ,n − 1,

όπου Ak ∈ S, D ∈ S και η ορίζουσα υπολογίζεται με τη μέθοδο του Vandermode:

D = ∏
1≤i<j≤n

(θ(i) − θ(j)) ≠ 0,
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Προφανώς D ≠ 0. Έστω N η ελάχιστη κανονική θήκη του K που περιέχει το L. Δηλαδή η N/K
είναι επέκταση του Galois και κάθε K-αυτομορφισμός του N = K(θ(1),θ(2), . . . ,θ(n)) δίνεται μέσω
μιας μετάθεσης του συνόλου {1, 2, . . . ,n} οπότε το

D2 = ∏
1 ≤i<j≤n

(θ(i) − θ(j))
2

παραμένει αναλλοίωτο κάτω από τη δράση όλων των K-αυτομορφισμών του N και συνεπώς D2 ∈
K. Αφού D2 ∈ S έχουμε ότι D2 ∈ S ∩ K = R. Γράφουμε ak = AkD

D2 με ak ∈ K, D2 ∈ R, συνεπώς
akD

2 ∈ K και αφού akD2 = AkD ∈ S καταλήγουμε ότι AkD ∈ R. Επομένως, για κάθε a ∈ S έχουμε
a = ∑n−1

k=0 akθ
k και

D2a =
n−1
∑
k=0

D2akθ
k =

n−1
∑
k=0
(AkD)θk ∈ R[θ].

Δηλαδή
a ∈ cR[θ], όπου c =D−2 ∈ K.

Θεωρούμε τη συνάρτηση f ∶ Rn → cR[θ] με

f ∶ (x1,x2, . . . ,xn)↦ c(x1 + x2θ +⋯ + xnθn−1)

είναι επιμορφισμός από R-modules. Συνεπώς το cR[θ] είναι R-module της Noether. Αφού δε
S ⊂ cR[θ], έχουμε ότι και ο S είναι επίσης R-module της Noether. Αλλά κάθε ιδεώδες του S είναι
προφανώς R-module και καταλήγουμε ότι ο S είναι δακτύλιος της Noether.

Αφού τώρα S ⊂ L το L περιέχει το σώμα πηλίκων του S και καταλήγουμε ότι ο S είναι ακέραια
κλειστός.
Παρατήρηση III.4.6. Από την απόδειξη προκύπτει το εξής συμπέρασμα: Αν R δακτύλιος του
Dedekind και K το σώμα πηλίκων αυτού L/K μια πεπερασμένη και διαχωρίσιμη επέκταση, S η
ακέραια θήκη του R στο L, L = K(θ), θ ∈ S, τότε

R[θ] ⊂ S ⊂ 1
D2R[θ], (III.5)

όπου
D = ∏

1≤i<j≤n
(θ(i) − θ(j)).

Η απόδειξη θα ολοκληρωθεί μόλις δείξουμε ότι τα πρώτα ιδεώδη του S είναι και μέγιστα.

Λήμμα III.4.7. Δεχόμαστε τις υποθέσεις του θεωρήματος III.4.5. Τότε αν P πρώτο ιδεώδες του S
έχουμε ότι P ′ = P ∩R είναι πρώτο ιδεώδες του R. Αν πάλι P1,P2 πρώτα ιδεώδη του S και P1 ⊂ P2 και
ότι P1 ∩ R = P2 ∩ R, τότε P1 = P2.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι το P ∩ R είναι ο πυρήνας της σύνθεσης των ομομορφισμών

ϕ ∶ R↪ S→ S/P

r↦ r↦ r + P.

Συνεπώς η συνάρτηση
ϕ ′ ∶ R

R ∩ P
↦ S/P

με
ϕ ′(a + (R ∩ P)) = a + P

είναι μονομορφισμός δακτυλίων. Αφού δε το S/P είναι ακέραια περιοχή και το R/R ∩ P είναι
ακέραια περιοχή, άρα το P ∩ R είναι πρώτο ιδεώδες του R.
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Τώρα έστω P1 ∩ R = P2 ∩ R αλλά P1 ⊊ P2. Θεωρούμε ένα x ∈ P2 − P1. Το x ∈ S συνεπώς είναι
R-ακέραιο, δηλαδή υπάρχουν ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . ,n − 1 με

xn + an−1x
n−1 +⋯ + a0 = 0.

Αν όλοι οι συντελεστές ai ∈ P1 ∩R, τότε xn ∈ P1 και συνεπώς και το x ∈ P1, αφού το P1 είναι πρώτο
ιδεώδες.

Ας θεωρήσουμε j τον μικρότερο δείκτη ώστε aj /∈ P1 ∩ R. Έχουμε ότι

xj (xn−j + an−1x
n−j−1 +⋯ + aj) ∈ P1.

Αφού x /∈ P1 έχουμε ότι xj /∈ P1 και συνεπώς

xn−j + an−1x
n−j−1 +⋯ + aj ∈ P1 ⊂ P2

και αφού x ∈ P2 έχουμε ότι aj ∈ P2. Όμως aj ∈ P1 ∩R = P2 ∩R από όπου έχουμε aj ∈ P1, άτοπο.

Συνεχίζουμε με την απόδειξη του θεωρήματος III.4.5. Ας θεωρήσουμε το P1 ένα διάφορο
του μηδενικού πρώτο ιδεώδες του S το οποίο δεν είναι μέγιστο. Συνεπώς υπάρχει μέγιστο - και
συνεπώς πρώτο - ιδεώδες P2 του S με P1 ⊊ P2 συνεπώς P1 ∩ R ⊂ P2 ∩ R. Σύμφωνα με το λήμμα
III.4.7 έχουμε ότι P1 ∩ R ≠ P2 ∩ R και P1 ∩ R,P2 ∩ R πρώτα ιδεώδη του R δηλαδή μέγιστα, άτοπο.

Παρατηρούμε ότι R∩P ≠ R, αφού δεν περιέχει τo κοινό μοναδιαίο των δακτυλίων R,S. Επίσης,
το R ∩ P είναι μη μηδενικό, αφού το P είναι μη μηδενικό γιατί για 0 ≠ x ∈ P το 0 ≠N(x) ∈ R ∩ P.

Έστω τέλος ότι ο R επαληθεύει τη συνθήκη της πεπερασμένης norm. Είδαμε ότι το σώμα S/P
είναι επέκταση του σώματος R/(R∩P), το οποίο εξ υποθέσεως είναι πεπερασμένο. Από την άλλη
S ⊂ cR[θ], deg Irr(θ,K) = n. Άρα κάθε στοιχείο του S είναι ρίζα μιας εξίσωσης το πολύ βαθμού n
με συντελεστές από το R, άρα κάθε στοιχείο του S/P είναι ρίζα πολυωνύμου βαθμού το πολύ n
με συντελεστές από το σώμα R/(R ∩ P). Αφού όμως το τελευταίο είναι πεπερασμένο σώμα και το
S/P είναι πεπερασμένο σώμα. Για τυχαία ιδεώδη A θέλει ένα επιχείρημα κινέζικου θεωρήματος
υπολοίπων και ένα επιχείρημα για το S/Pi

Θεωρούμε τις επεκτάσεις αλγεβρικών σωμάτων αριθμών:

L

<∞

RL

K

<∞

RK

Q Z

Ο Z είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών άρα κάθε κύριο κλασματικό ιδεώδες του Q είναι αντιστρέψιμο,
οπότε το Z είναι δακτύλιος του Dedekind. Επίσης, κάθε ιδεώδες του Z είναι της μορφήςmZ, και
Z/mZ είναι πεπερασμένο, οπότε οι δακτύλιοι RK,RL είναι δακτύλιοι του Dedekind και πληρούν
τη συνθήκη της πεπερασμένης norm.

O ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να συμβουλευτεί τη βιβλιογραφία τα [1],[3], [4], [5],
[6], [7].

Παρατήρηση III.4.8. Έχουμε χαρακτηρίσει τις περιοχές Dedekind ως ακέραιες περιοχές στις
οποίες ισχύουν οι τρεις ιδιότητες:

1. Είναι περιοχές της Noether

2. Είναι ακέραια κλειστή
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3. Όλα τα πρώτα ιδεώδη εκτός του μηδενικού είναι μέγιστα

και αποδείξαμε ότι σε κάθε περιοχή Dedekind έχουμε μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο πρώ-
των (μέγιστων) ιδεωδών.

Υπάρχουν αντιπαραδείγματα ακεραίων περιοχών οι οποίες πληρούν τα 1 και 2 αλλά όχι το
3, τα 2, 3 αλλά όχι το 1 ή την 1 και 3 αλλά όχι την 2.

Παρατήρηση III.4.9. Υπάρχουν και άλλοι ισοδύναμοι χαρακτηρισμοί των περιοχών Dedekind.
Έστω R μια ακέραια περιοχή. Οι προτάσεις που ακολουθούν είναι μεταξύ τους ισοδύναμες:

1. Η R είναι ακέραια περιοχή.

2. Κάθε μη-μηδενικό, γνήσιο ιδεώδες της R είναι γινόμενο πρώτων ιδεωδών.

3. Κάθε μη-μηδενικό γνήσιο ιδεώδες της R είναι μονοσήμαντα γινόμενο πρώτων ιδεωδών.

4. Κάθε μη-μηδενικό, ιδεώδες της R είναι αντιστρέψιμο, ως κλασματικό R-module.

5. Κάθε, μη-μηδενικό ιδεώδες της R είναι ένα προβολικό R-module. Την έννοια του προβολι-
κού R-module δεν θα την ορίσουμε εδώ.

6. Η περιοχή R είναι περιοχή της Noether και ο εντοπισμός RP είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών
για κάθε μη-μηδενικό πρώτο ιδεώδες της R. H έννοια του εντοπισμού θα οριστεί αργότερα
σε επόμενο κεφάλαιο.

H απόδειξη βρίσκεται στο [2, 16.3 Θεώρημα 15 σελ. 765].

III.5 Ασκήσεις

1. Να αποδειχτεί ότι κάθε αλγεβρικός αριθμός γράφεται ως πηλίκο ακεραίου αλγεβρικού και
φυσικού αριθμού.

2. Να αποδειχτεί ότι ο
1
3
(1 + 10

1
3 + 10

2
3 )

είναι ακέραιος αλγεβρικός αριθμός.

3. Να εκφράσετε τον αλγεβρικό αριθμό

(1 +
√

2
9
)

1/3

+ (1 −
√

2
9
)

1/3

ως πηλίκο ενός ακεραίου αλγεβρικού αριθμού και ενός φυσικού αριθμού.

4. Να αποδειχτεί ότι οι ρίζες του πολυωνύμου

x2 − 37 − 12
√

7,

ανήκουν στο σώμα Q(
√

7).

5. Να αποδειχτεί ότι οι αριθμοί 3 + 2
√
−5 και 1 + 2

√
−5 είναι ανάγωγα στοιχεία της περιοχής

των ακεραίων αλγεβρικών του σώματος K = Q(
√
−5).

6. Αν θ ρίζα του πολυωνύμου x3 + 6x + 64 να αποδείξετε ότι η ακέραια περιοχή

Z[θ] = {a0 + a1θ + a2θ
2 ∶ ai ∈ Z}

δεν είναι ακέραια κλειστή. Είναι περιοχή Dedekind;
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7. Αν ένας δακτύλιος Dedekind έχει πεπερασμένο πλήθος πρώτων ιδεωδών να αποδείξετε ότι
είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

8. Έστω A,B δύο ιδεώδη ενός δακτυλίου Dedekind R. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ιδεώδες C
του R για το οποίο ισχύουν (C,AB) = R και CA κύριο ιδεώδες.

9. Να αποδείξετε ότι σε κάθε περιοχή Dedekind, οποιοδήποτε ιδεώδες αυτής παράγεται από
δύο στοιχεία.

10. Είναι η ακέραια περιοχή K[X,Y] περιοχή Dedekind;
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IV
Norm, ′Iχνος, Βάση και Διακρίνουσα

IV.1 Norm και Ίχνος

Έστω L,K αλγεβρικά σώματα αριθμών K ⊂ L, θ ένα πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης L/K
δηλαδή L = K(θ), B = {1,θ,θ2, . . . ,θn−1} βάση της επέκτασης. Έστω α ∈ L, τότε υπάρχουν aj,i ∈ K
ώστε

αθi =
n−1
∑
j=0
aj,iθ

j.

Συμβολίζουμε τον πίνακα A(α) = (aj,i) ∈Mn(K), τον οποίο θα ονομάζουμε πίνακα παράστασης
του α.

Προφανώς ισχύουν
A(α +β) = A(α) +A(β) για κάθε α,β ∈ L (IV.1)

A(λα) = λA(α) για κάθε λ ∈ K,α ∈ L (IV.2)

A(αβ) = A(α)A(β) για κάθε α,β ∈ L (IV.3)

A(1L) = In (IV.4)

Επομένως ο A ∶ L → Mn(K) είναι ομομορφισμός δακτυλίων και συνεπώς μονομορφισμός του
L σε κάποιο υπόσωμα της K-άλγεβρας Mn(K). Επιπλέον, λόγω των (IV.1),(IV.2) είναι και μονο-
μορφισμός διανυσματικών χώρων.

Αν θεωρήσουμε τώρα τον ενδομορφισμό

ϕα ∶ L ∋ x↦ αx ∈ L

βλέπουμε αμέσως ότι ο A(α) είναι ο πίνακας που αντιστοιχεί στον ενδομορφισμό ϕα ως προς τη
βάση B.

Ορισμός IV.1.1. Ίχνος του α ως προς την επέκταση L/K θα λέγεται το ίχνος του πίνακα A(α).
Norm του α ως προς την επέκταση L/K θα λέγεται η ορίζουσα του πίνακα A(α). Θα συμβολίζουμε
το ίχνος με TrL/K(α) και την Norm με NL/K(α).

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα A(α) θα το ονομάζουμε χαρακτηριστικό πολυώ-
νυμο του α ως προς την επέκταση L/K και θα το συμβολίζουμε με χα,L/K, δηλαδή

χα,L/K(x) = det(xIn −A(α)).

45
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Πρόταση IV.1.2. Έστω ότι
χα,L/K(x) = xn + cn−1x

n−1 +⋯ + c0,

το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του α. Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

1. NL/K(α) = (−1)nc0, TrL/K(α) = −cn−1

2. To α είναι ρίζα του χαρακτηριστικού του πολυωνύμου.

3. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο και συνεπώς και η norm καθώς και το ίχνος είναι ανεξάρτητα
της επιλογής της βάσης

4. TrL/K(λα + µβ) = λTrL/K(α) + µTrL/K(β), δηλαδή το ίχνος είναι μια γραμμική μορφή

Tr ∶ L→ K.

5. NL/K(αβ) =NL/K(α)NL/K(β). Επιπλέον NL/K(α) = 0 αν και μόνο αν α = 0, δηλαδή

NL/K ∶ L∗ → K∗

είναι ομομορφισμός ομάδων.

Απόδειξη. 1. Γνωρίζουμε ότι c0 = χα,L/K(0) = det(−A(α)) = (−1)n detA(α). Από την άλλη, γρά-
φουμε

χα,L/K(x) = xn −
n−1
∑
i=0
aiiX

n−1 + h(x),

με deg(h(x)) ≤ n − 2. Συνεπώς cn−1 = −∑n−1
i=0 aii.

2. Παρατηρούμε ότι για B = {1,θ, . . . ,θn−1} έχουμε αB = Bα = BA(α). Συνεπώς B(αIn−A(α)) =
0. Με αυτόν τον τρόπο καταλήγουμε σε ένα ομογενές γραμμικό σύστημα με συντελεστές
από το L με μία τετριμμένη λύση B. Άρα η ορίζουσα det(αIn −A(α)) = 0, οπότε α είναι ρίζα
του χαρακτηριστικού πολυωνύμου.

3. Έστω B ′ μια άλλη βάση της L/K. Οι δύο βάσεις συνδέονται μέσω της σχέσης B ′ = BC για
κάποιο πίνακα C ∈ GLn(K). Άρα

B ′α = B ′A ′(α) = BCA ′(α)

και
B ′α = BCα = (Bα)C = BA(α)C

Από τις δύο παραπάνω σχέσεις έχουμε

CA ′(α) = A(α)C

και, αφού ο C είναι αντιστρέψιμος, έχουμε

A ′(α) = C−1A(α)C

και όμοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο.

4. Προφανές, λόγω του ορισμού του TrL/K(α) και της πρώτης πρότασης.

5. Προφανές, αφού η ορίζουσα είναι πολλαπλασιαστική. Η συνάρτηση A ∶ L → Mn(K) ως
μονομορφισμός δίνει ότι αν A(α) = 0 τότε και μόνο τότε όταν α = 0. Επίσης το A(L) είναι
σώμα οπότε A(L) − {0n} ⊂ GLn(K), οπότε det(A(α)) = 0 αν και μόνο αν A(α) = 0n.
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Πόρισμα IV.1.3. 1. Το ανάγωγο πολυώνυμο Irr(α,K) διαιρεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
του α.

2. Αν α πρωταρχικό δηλαδή L = K(α), τότε Irr(α,K) = χα,L/K(x).

3. TrL/K(L) ≠ 0

Απόδειξη. 1. Είναι σαφές ότι το σύνολο των πολυωνύμων του K[x] που μηδενίζονται στο α είναι
κύριο ιδεώδες του K[x] του οποίου εξ ορισμού το Irr(α,K) αποτελεί μονικό γεννήτορα.

2. Τα Irr(α,K) και χα,L/K(x) είναι μονικά πολυώνυμα ίδιου βαθμού (rank) και το πρώτο διαιρεί
το δεύτερο, άρα ταυτίζονται.

3. Παρατηρούμε ότι
TrL/K(1L) = tr(A(1L)) = trIn = n ≠ 0,

αφού η χαρακτηριστική του σώματος K είναι 0.

Θεωρούμε την αλυσίδα σωμάτων K ⊂ K(α) ⊂ L = K(θ), ώστε [L ∶ K] = n, [L ∶ K(α)] = m και
[K(α) ∶ K] = ℓ. Είναι γνωστό ότι αν {γ1,γ2, . . . ,γm} βάση της L/K(α) και β ∶= {β1,β2, . . . ,βℓ} βάση
της K(α)/K, τότε

B = {γiβj ∶ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ℓ} = {γ1β, . . . ,γmβ}

είναι μια βάση της L/K. Θέλουμε να βρούμε τον πίνακα AL/K(α) ως προς βάση B. Υπολογίζουμε:

Bα = (γ1βα, . . . ,γmβα).

Όμως
βα = AK(α)/K(α)

Άρα
Bα = (γ1AK(α)/K(α),γ2AK(α)/K(α), . . . ,γmAK(α)/K(α)) .

Δηλαδή

AL/K(α) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

AK(α)/K(α) 0 ⋯ 0
0 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 0
0 ⋯ 0 AK(α)/K(α)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
m×m

και τελικά καταλήγουμε στο ότι

χα,L/K(x) = χα,K(α)/K(x)m.

Με αυτόν τον τρόπο αποδείχτηκε η

Πρόταση IV.1.4. 1. Ισχύει χα,L/K(x) = Irrα,K(x)[L∶K(α)]

2. NL/K(α) = (NK(α)/K(α))
[L∶K(α)]

3. TrL/K(α) = [L ∶ K(α)]TrK(α)/K(α).
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Παράδειγμα IV.1.5. Έστω f(x) = x3 − x2 − 2x − 8 ∈ Q[x]. Το f(x) είναι ανάγωγο υπεράνω του Q,
οπότε αν θ μία ρίζα του πολυωνύμου f(x), f(θ) = 0 και [Q(θ) ∶ Q] = 3. Έστω α = θ2−θ

2 .Θέλουμε να
βρούμε τη χαρακτηριστική εξίσωση του α. Προφανώς θ3 = θ2 + 2θ + 8. Συνεπώς

α = θ2 − θ
2

αθ = θ2 − θ
2

θ = 1
2
(θ3 − θ2) = θ + 4

αθ2 = θ2 − θ
2

θ2 = θ2 + 4θ

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι το

det
⎛
⎜
⎝

α −4 0
1
2 α − 1 −4
−1

2 0 α − 1

⎞
⎟
⎠
= α3 − 2α2 + 3α − 10.

Δηλαδή ο α είναι ακέραιος αλγεβρικός αριθμός του Q(θ). Επιπλέον παρατηρούμε ότιNQ(θ)/Q(α) =
10 και TrQ(θ)/Q(α) = 2.

Τέλος παρατηρούμε ότι α /∈ Z[θ].

Έστω K ⊂ L ⊂M, αλγεβρικά σώματα αριθμών L = K(θ) καιM = L(η). Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν
n = [L ∶ K] = deg Irr(θ,K) K-μονομορφισμοί του L σε μία αλγεβρική θήκη K̃ του K που περιέχει το
M (συνεπώς και το L). Αν [M ∶ L] = deg Irr(η,L) =m, τότε κάθε K-μονομορφισμός του L στο K̃ έχει
m δυνατότητες επέκτασης σε K-μονομορφισμούς του M στο K̃. Συνολικά δηλαδή μπορούμε να
σχηματίσουμε mn-μονομορφισμούς του M στο K̃ και αφού [M ∶ K] = nm, αυτές είναι όλες.

Πρόταση IV.1.6. Έστω K ⊂ L ⊂ M, αλγεβρικά σώματα αριθμών. Τότε κάθε εμφύτευση του L/K
στο K̃ επεκτείνεται σε m = [M ∶ L] ακριβώς εμφυτεύσεις τουM/K.

Παράδειγμα IV.1.7.

Q(i, 3√2)
σµ,ν // Q(i,ωµ 3√2)

Q(i)
σµ // Q(i)

Q id // Q

με
σµ,ν(

3√2) =ων 3√2, ν = 0, 1, 2, σµ(i) = (−1)µ, µ = 0, 1

Πρόταση IV.1.8. Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Έστω α ∈ L. Τότε

NL/K(α) =
n

∏
i=1
σi(α) και TrL/K(α) =

n

∑
i=1
σi(α)

όπου σi οι K-εμφυτεύσεις του L στο C.

Απόδειξη. Ξεχωρίζουμε δύο περιπτώσεις:
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• Έστω ότι L = K(α).Τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο f(x) του α συμπίπτει με το ανάγωγο
πολυώνυμο του α υπεράνω του Q. Έστω

f(x) = xn + an−1x
n−1 +⋯ + a0, (ai ∈ K)

Έχουμε NL/K(α) = (−1)na0 και TrL/K(α) = −an−1. Από την άλλη μεριά γνωρίζουμε ότι

f(x) =
n

∏
i=1
(x − σi(α))

οπότε
a0 = (−1)n

n

∏
i=1
σi(α) και an−1 = −

n

∑
i=1
σi(α).

• Έστω τώρα K0 = K(α) ⊊ L. Σε αυτή την περίπτωση γνωρίζουμε ότι

NL/K(α) = (NK0/K(α))
[L∶K0]

και
TrL/K(α) = [L ∶ K0]TrK0/K(α).

Έχουμε όμως ότι

NK0/K(α) =
ℓ

∏
j=1
ρj(α),

όπου ρj, j = 1, 2, . . . , ℓ οι ℓ εμφυτεύσεις της K0/K, όπου ℓ = [K0 ∶ K]. Αφού κάθε μία από αυτές
επεκτείνεται σε [L ∶ K0] εμφυτεύσεις της L/K θα έχουμε

NL/K(α) =
⎛
⎝

ℓ

∏
j=1
ρj(α)

⎞
⎠

[L∶K0]

=
n

∏
i=1
σi(α).

Ομοίως
TrL/K(α) =

n

∑
i=1
σi(α).

Αν τώρα L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και R,S οι αντίστοιχοι δακτύλιοι των ακε-
ραίων αλγεβρικών αριθμών, τότε για κάθε α ∈ S έχουμε NL/K(α) ∈ R και TrL/K(α) ∈ R, διότι
α ∈ S και τα σi(α) είναι R-ακέραιοι για κάθε i = 1, 2, . . . , ℓ (όχι κατ’ ανάγκη στοιχεία του S),
οπότε NL/K(α) και TrL/K(α) είναι R-ακέραιοι. Επειδή δε NL/K(α) και TrL/K(α) ∈ K έχουμε
NL/K(α), TrL/K(α) ∈ R.

Πρόταση IV.1.9. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, R ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών
αριθμών αυτού και E(R) η ομάδα των μονάδων του R. Ισχύει ότι

E(R) = {ϵ ∈ R ∶NK/Q(ϵ) = ±1}.

Απόδειξη. Έστω ϵ ∈ E(R) συνεπώς υπάρχει ϵ ′ ∈ R με ϵϵ ′ = 1, άρα NK/Q(ϵ)NK/Q(ϵ ′) = 1, άρα αφού
NK/Q(ϵ),NK/Q(ϵ ′) ∈ Z οπότε NK/Q(ϵ) =NK/Q(ϵ ′) = ±1.

Αν πάλι NK/Q(ϵ) = ±1, τότε
ϵσ2(ϵ)⋯σn(ϵ) = ±1

συνεπώς υπάρχει ϵ ′ με ϵϵ ′ = ±1. Αφού ϵ ∈ R έχουμε ότι ϵ ′ ακέραιος αλγεβρικός υπεράνω του R.
Aλλά ϵ ′ = ± 1

ϵ
∈ K και αφού είναι ακέραιος αλγεβρικός έχουμε ότι ϵ ′ ∈ R άρα ϵ ∈ E(R).



50 ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV. NORM, ′IΧΝΟΣ, ΒΑΣΗ ΚΑΙ ΔΙΑΚΡΙΝΟΥΣΑ

Πρόταση IV.1.10. Έστω K,L,M αλγεβρικά σώματα αριθμών με K ⊂ L ⊂M. Τότε για κάθε α ∈M
ισχύει:

TrL/K(TrM/L(α)) = TrM/K(α)

και
NL/K(NM/L(α)) =NM/K(α).

Απόδειξη. Έστω N μια κανονική επέκταση του Q τέτοια ώστεM ⊂N. Επεκτείνουμε τις n = [L ∶ K]
K-εμφυτεύσεις σ1, . . . ,σn σε K-αυτομορφισμούς του N. Θέτουμε m = [M ∶ L] και επεκτείνουμε
και τις m το πλήθος L-εμφυτεύσεις τ1, . . . ,τm του M σε L-αυτομορφισμούς του N, διαλέγουμε
κάθε φορά μόνο μία από τις επεκτάσεις και την ξανασυμβολίζουμε πάλι με σi και τj οπότε
έχουμε

TrL/K(TrM/L(α)) =
n

∑
i=1
σi
⎛
⎝

m

∑
j=1
τj(α)

⎞
⎠
=∑

i,j
σiτj(α)

NL/K(NM/L(α)) =
n

∏
i=1
σi
⎛
⎝

m

∏
j=1
τj(α)

⎞
⎠
=∏

i,j
σiτj(α)

Τα σiτj είναι K-εμφυτεύσεις του M στο N. Αν αποδείξουμε ότι είναι ανά δύο μεταξύ τους δια-
φορετικές, τότε αφού είναι σε πλήθος nm θα έχουμε τελειώσει.

Έστω σiτj = σi ′τj ′. Έστω τυχαίο α ∈ L, τότε σi(τj(α)) = σi ′(τj ′(α) άρα σi(α) = σi ′(α) για κάθε
α ∈ L. Συνεπώς σi = σi ′, δηλαδή i = i ′ οπότε τj = τj ′.

IV.2 Διακρίνουσα μιας n-άδας

Έστω L/K μια πεπερασμένη και διαχωρίσιμη επέκταση σωμάτων. Ξαναθυμίζουμε ακόμη μια
φορά ότι υπάρχουν ακριβώς n = [L ∶ K] -εμφυτεύσεις του L σε κάποια κανονική θήκη του K έστω
N, τέτοια ώστε L ⊂ N. Έστω σ1,σ2, . . . ,σn αυτές οι εμφυτεύσεις και έστω (a1,a2, . . . ,an) ∈ Ln μια
n-άδα του L.
Ορισμός IV.2.1. Η ποσότητα

DL/K(a1, . . . ,an) = (det(σi(aj)))
2

θα λέγεται διακρίνουσα της n-άδας (a1, . . . ,an).
Για παράδειγμα αν K = Q(

√
2), DK(1,

√
2) = 8.

Πρόταση IV.2.2. Έστω L/K επέκταση και (a1,a2, . . . ,an) όπως παραπάνω. ΤότεDL/K(a1, . . . ,an) ∈
K.

Απόδειξη. Υπολογίζουμε

DL/K(a1, . . . ,an) = det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a1 a1 ⋯ an
σ2(a1) σ2(a2) ⋯ σ2(an)
σ3(a1) σ3(a2) ⋯ σ3(an)
⋮ ⋮ ⋮

σn(a1) σn(a2) ⋯ σn(an)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

2

= det
⎛
⎜⎜⎜
⎝

TrL/K(a2
1) TrL/K(a1a2) ⋯ TrL/K(a1an)

TrL/K(a2a1) TrL/K(a2
2) ⋯ TrL/K(a2an)

⋮ ⋮ ⋮
TrL/K(ana1) TrL/K(ana2) ⋯ TrL/K(a2

n)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Η τελευταία ποσότητα είναι στοιχείο του K αφού το ίχνος είναι στοιχείο του K.
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Παρατήρηση IV.2.3. Αν L,K είναι αλγεβρικά σώματα αριθμών K ⊂ L με αντίστοιχους δακτυλίους
ακεραίων S,R και ai ∈ S για κάθε i = 1, . . . ,n, τότε DL/K(a1, . . . ,an) ∈ R.

Θεώρημα IV.2.4. Έστω L/K πεπερασμένη και διαχωρίσιμη επέκταση σωμάτων [L ∶ K] = n και
L = K(θ). Έστω f(x) = Irr(θ,K) =∏n

ν=1(x − θν), με θν ∈ K̃. Ισχύει σν(θ) = θν. Τότε

DL/K(1,θ,θ2, . . . ,θn−1) = ∏
1≤ν<µ≤n

(θν − θµ)2 ≠ 0,

και
DL/K(1,θ,θ2, . . . ,θn−1) = (−1)

n(n−1)
2 NL/K(f ′(θ))

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

DL/K(θ) = ∏
1 ≤ν<µ≤n

(θν − θµ)2

= (−1)
n(n−1)

2
n

∏
ν=1

n

∏
µ=1
µ≠ν

(θν − θµ)

= (−1)
n(n−1)

2
n

∏
ν=1

⎛
⎜⎜
⎝

n

∏
µ=1
µ≠ν

(x − θµ)
⎞
⎟⎟
⎠

RRRRRRRRRRRRRRRx=θν

= (−1)
n(n−1)

2
n

∏
ν=1
f ′(θν)

= (−1)
n(n−1)

2 NL/K(f ′(θ)).

Ορισμός IV.2.5. Η διακρίνουσα DL/K(θ) = DL/K(1,θ, . . . ,θn−1) λέγεται η διακρίνουσα του στοι-
χείου θ υπεράνω του K.

Από το θεώρημα IV.2.4 προκύπτει ότι

L = K(a)⇔DL/K(a) ≠ 0.

Πράγματι η συνεπαγωγή «⇒» προκύπτει άμεσα από τον ορισμό της διακρίνουσας και την πα-
ρατήρηση ότι όλα τα συζυγή είναι μεταξύ τους διαφορετικά.

Αντιστρόφως αν DL/K(a) = ∏i>j(σi(a) − σj(a))2 ≠ 0, τότε σi(a) ≠ σj(a) για κάθε i ≠ j, δηλαδή
όλα τα συζυγή του α είναι ανά δύο μεταξύ τους διαφορετικά, δηλαδή το ανάγωγο πολυώνυμο
του a είναι ίσο με το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του a υπεράνω του K, συνεπώς

deg Irr(a,K) = n = [L ∶ K].

Αφού K ⊂ K(a) ⊂ L και [K(a) ∶ K] = deg Irr(a,K) έπεται ότι L = K(a).
Ακόμα ισχύει το

Πόρισμα IV.2.6. Έστω a1,a2, . . . ,an ∈ L. Τότε ισχύει

DL/K(a1,a2, . . . ,an) ≠ 0⇔ {a1,a2, . . . ,an} βάση της επέκτασης L/K

Απόδειξη. Αν το σύνολο {α1, . . . ,αn}, αi ∈ L είναι γραμμικά εξαρτημένο υπεράνω του K, τότε
υπάρχουν λ1, . . . ,λn ∈ K όχι όλα μηδέν ώστε

λ1α1 +⋯ + λnαn = 0.
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Εφαρμόζουμε τα σi και έχουμε

λ1σi(a1) + λ2σi(a2) +⋯ + λnσi(an) = 0

για κάθε i ∈ 1, . . . ,n. και βλέπουμε ότι έχει μια μη τετριμμένη λύση (λ1, . . . ,λn) ≠ (0, . . . , 0)
συνεπώς det(α1, . . . ,αn) = 0 και κατά συνέπεια DL/K(α1, . . . ,αn) = 0.

Τώρα υποθέτουμε το α1, . . . ,αn, αi ∈ L είναι K-γραμμικά ανεξάρτητα. Αφού [L ∶ K] = n αυτά
αποτελούν μια K-βάση του L. Αν L = K(θ) μια άλλη βάση είναι η {1,θ, . . . ,θn−1}. Συνεπώς υπάρ-
χουν µij ∈ K για τα οποία έχουμε

1 = µ11α1 +⋯ + µ1nαn

θ = µ21α1 +⋯ + µ2nαn

⋯⋯⋯⋯⋯⋯
θn−1 = µn1α1 +⋯ + µnnαn

άρα DL/K(θ) = DL/K(1,θ, . . . ,θn−1) = det(µij)2DL/K(α1,α2, . . . ,αn) ≠ 0. Αλλά K = Q(θ) οπότε
DL/K(θ) ≠ 0.

Παράδειγμα IV.2.7. Έστω K = Q και L = Q(ζp), όπου ζp = e2πi/p, με p ≠ 2 πρώτος.
Γνωρίζουμε ότι [Q(ζp) ∶ Q] = p − 1, αφού

f(x) = Irr(ζp,Q) = xp−1 + xp−2 +⋯ + x + 1 =
p−1
∏
ν=1
(x − ζνp).

Επίσης

xp − 1 = (x − 1)f(x)⇒ pxp−1 = f(x) + (x − 1)f ′(x)⇒ f ′(ζp) =
pζ

p−1
p

ζp − 1
.

Προφανώς NQ(ζp)/Q(p) = pp−1, και NQ(ζp)/Q(ζp) = (−1)p−1 ⋅ 1 = 1. Επίσης

NQ(ζp)/Q(ζp − 1) =
p−1
∏
ν=1
(ζνp − 1) = (−1)p−1

p−1
∏
ν=1
(1 − ζνp) = p.

Συνεπώς
NQ(ζp)/Q(f

′(ζp)) = pp−2,

οπότε η διακρίνουσα είναι ίση με

DQ(ζp)/Q(ζp) = (−1)
(p−1)(p−2)

2 pp−2.

IV.3 Ελεύθερες αβελιανές ομάδες πεπερασμένου βαθμού (rank)

Μια αβελιανή ομάδα (M,+) θα λέγεται ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένου βαθμού
(rank) αν και μόνο αν υπάρχουν m1, . . . ,mn ∈M ώστε

1.
M =m1Z +m2Z +⋯ +mnZ = {

n

∑
i=1
mixi∣xi ∈ Z, i = 1, . . . ,n}

2. Η παραπάνω παράσταση είναι μοναδική, δηλαδή αν

x1m1 +⋯ + xnmn = 0⇒ x1 = . . . = xn = 0.

Τα (m1, . . . ,mn) λέγονται σε αυτή την περίπτωση Z-ελεύθερα.
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Κάθε σύνολο {m1, . . . ,mn} λέγεται σε αυτή την περίπτωση Z-βάση της M.
Παρατήρηση IV.3.1. Σε κάθε ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένου βαθμού (rank) όλες οι
βάσεις έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Πράγματι από τον ορισμό έπεται ότι αν ηM έχει μια βάση
με n το πλήθος στοιχεία, τότε M ≅ Zn αν είχε και μια βάση με διαφορετικό πλήθος στοιχείων,
τότε θα έπρεπε Zn ≅ Zm, το οποίο είναι άτοπο όπως βλέπει κανείς θεωρώντας την M modulo ένα
πρώτο p.

Συγκεκριμένα για p = 2 η απεικόνιση

ϕ ∶ M
2M
∋ x1m1 + x2m2 +⋯ + xnmn ↦ (x1 + 2Z,x2 + 2Z, . . . ,xn + 2Z) ∈ (Z/2Z)n

είναι ένας ισομορφισμός ομάδων, επομένως #M/2M = 2n. Αν M ≅ Zm, τότε και #M/2M = 2m.
Επομένως 2n = 2m, δηλαδή n =m.
Ορισμός IV.3.2. Το πλήθος των στοιχείων μιας βάσης θα λέγεται βαθμός (rank) της M.
Ορισμός IV.3.3. Ένας n×n πίνακας A = (aij) με συντελεστές από το Z θα λέγεται unimodular
αν και μόνο αν η ορίζουσά του είναι ±1.

Θεώρημα IV.3.4. Έστω M ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένου βαθμού (rank) και
m1,m2, . . . ,mn μια βάση αυτής. Έστω ακόμα m ′1,m ′2, . . . ,m ′n ∈ M. Τότε ισχύει m ′1, . . . ,m ′n είναι
μια βάση τηςM αν και μόνο αν υπάρχει unimodular πίνακας A ώστε

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m ′1
m ′2
⋮
m ′n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

Απόδειξη. Αν m ′1, . . . ,m ′n βάση της M, τότε υπάρχει πίνακας A ∈Mn(Z) με

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m ′1
m ′2
⋮
m ′n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

και
⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A ′

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m ′1
m ′2
⋮
m ′n

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις έχουμε ότι

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= AA ′

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Επομένως, αφού (m1, . . . ,mn) βάση της M έχουμε ότι A ′A = In και det(A)det(A ′) = 1 από όπου
προκύπτει ότι det(A) = ±1.

Για το αντίστροφο αρκεί να δείξουμε ότι τα m ′1, . . . ,m ′n είναι Z-ελεύθερα. Αφού det(A) = ±1
υπάρχει A−1 ∈Mn(Z) οπότε από

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A−1

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m ′1
m ′2
⋮
m ′n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
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έχουμε ότι m ′1, . . . ,m ′n είναι βάση του M.

Θεώρημα IV.3.5 (Elementarteilersatz). Έστω (M,+) ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένα
παραγόμενη με rank n και έστω T μια υποομάδα τηςM. Τότε ισχύουν:

1. T είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα με rank(T) ≤ n

2. Υπάρχει μια βάση ω1, . . . ,ωn τουM και ϵ1, . . . ,ϵd ∈ Z − {0}, d ≤ n ώστε

(αʹ) ϵ1ω1, . . . ,ϵdωd είναι βάση του T

(βʹ) ϵ1 ∣ ϵ2, ϵ2 ∣ ϵ3, …, ϵd−1 ∣ ϵd

3. Τα κύρια ιδεώδη ⟨ϵ1⟩, ⟨ϵ2⟩, . . . , ⟨ϵd⟩, ορίζονται μονοσήμαντα από το T .

Καταρχήν αποδεικνύουμε το ακόλουθο:

Λήμμα IV.3.6. Έστω M μια ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένου βαθμού (rank) και T μια
υποομάδα τηςM. Τότε ισχύουν:

1. Η T είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα πεπερασμένου βαθμού (rank)

2. rankT ≤ rankM

Παρατήρηση IV.3.7. Μπορεί να συμβεί T ⊂M και rank(T) = rank(M), για παράδειγμα 2Z ⊂ Z.

Απόδειξη. (του IV.3.6.1) Επαγωγικά ως προς την rank n του M.
Αν n = 1, τότε M = m1Z ≅ Z. Άρα η υποομάδα είναι T = ⟨0⟩ ή T = tZ, t ∈ N, δηλαδή το λήμμα

ισχύει.
Έστω ότι ισχύει για ελεύθερες αβελιανές ομάδες με rank n−1. Θεωρούμε μια βάσηm1,m2, . . . ,mn

του M, όπου
M =m1Z⊕m2Z⊕⋯⊕mnZ

και ονομάζουμε
Mn−1 ∶=m1Z⊕⋯⊕mn−1Z, Tn−1 ∶= T ∩Mn−1.

Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης έχουμε ότι Tn−1 είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα με rank rankTn−1 ≤
rankMn−1 = n − 1.

Ισχυριζόμαστε ότι υπάρχει tn ∈ T ώστε T = Tn−1 ⊕ tnZ. Παρατηρούμε ότι αν αποδειχτεί ο
παραπάνω ισχυρισμός, τότε έχουμε αποδείξει αυτό που θέλουμε, δηλαδή ότι T ελεύθερη και
rankT ≤ n.

Κάθε m ∈M έχει μια μονοσήμαντη παράσταση της μορφής:

m = x1m1 +⋯ + xnmn ∶ με xi ∈ Z

Γράφουμε xi ∶= xi(m) για i = 1, 2, . . . ,n. Ορίζουμε το σύνολο

A = {x ∈ Z ∶ υπάρχει t ∈ T με x = xn(t)}.

Προφανώς A είναι ιδεώδες του Z. Ξεχωρίζουμε δύο περιπτώσεις:

• A = ⟨0⟩. Σε αυτή την περίπτωση T = Tn−1 δηλαδή τo T είναι ελεύθερη ομάδα με rank
≤ n − 1 < n.

• Σε αυτή την περίπτωση A ≠ ⟨0⟩, δηλαδή υπάρχει an ∈ N − {0}, ώστε A = anZ. Διαλέγουμε
ένα tn ∈ T , ώστε xn(tn) = an. Η σχέση

T ⊃ Tn−1 + tnZ
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είναι προφανής. Έστω t ∈ T συνεπώς xn(t) = xan, x ∈ Z, διότι xn(t) ∈ A = Zan, οπότε
γράφουμε

t = (t − xtn) + xtn.

Αρκεί t − xtn ∈ Tn−1, δηλαδή αρκεί να δείξουμε ότι η n-στή συνιστώσα του t − xtn είναι
μηδενική. Πράγματι,

xn(t − xtn) = xn(t) − xn(xtn) = xn(t) − xxn(tn) = xan − xan = 0.

Επομένως, δείξαμε ότι T = Tn−1 +Ztn.
Αν xtn ∈ T , τότε έχουμε xn(xtn) = 0 και συνεπώς xxn(tn) = 0 δηλαδή xan = 0. Αφού an ≠ 0
καταλήγουμε στο x = 0, δηλαδή Tn−1 ∩Ztn = {0} και το άθροισμα είναι ευθύ:

T = Tn−1 ⊕Ztn.

Παρατηρούμε ότι, αν ϕ ∶M→ Z ομομορφισμός ομάδων, τότε

ϕ(xm + x ′m ′) = xϕ(m) + x ′ϕ(m ′) για κάθε x,x ′ ∈ Z,m,m ′ ∈M.

Δηλαδή το ϕ είναι γραμμικό συναρτησιοειδές επί του M. Για παράδειγμα αν

M = Zm1 ⊕Zm2 ⊕⋯⊕Zmn

και m ∈M,
m = x1(m)m1 +⋯ + xn(m)mn,

τότε η ϕi ∶ M → Z, m ↦ xi(m) είναι ομομορφισμός ομάδων. Είναι προφανές ότι αν ϕ ∶ M → Z,
τότε

ϕ(T) ∶= {x ∈ Z ∶ υπάρχει t ∈ T ,ϕ(t) = x}

είναι ένα ιδεώδες του Z. Από τα παραπάνω φαίνεται ότι το, διάφορο του κενού, σύνολο ιδεωδών

J ∶= {ϕ(T) ∶ ϕ ∶M→ Z ομομορφισμός ομάδων}

έχει μέγιστα στοιχεία. Έστω ϕ0(T) ένα μέγιστο στοιχείο του J.
Τότε είναι προφανές ότι υπάρχει ϵ0 ∈ N με ϕ0(T) = Zϵ0 και υπάρχει t0 ∈ T με ϕ0(t0) = ϵ0.

Ισχυριζόμαστε τώρα ότι για το t0 υπάρχει ω0 ∈M έτσι ώστε t0 = ϵ0ω0.
Πράγματι, θεωρούμε τυχούσα βάση {m1,m2, . . . ,mn} της M. Αρκεί να αποδείξουμε ότι ϵ0 ∣

xi(t0) για κάθε i = 1, 2, . . .n.
Για i = 1. Θεωρούμε τους ομομορφισμούς

ϕA,B = Aϕ0 +Bx1 ∶m↦ Aϕ0(m) +Bϕ1(m) ∈ Z,A,B ∈ Z.

Συνεπώς
ϕA,B(t0) = Aϕ0(t0) +Bϕ1(t0) = Aϵ0 +Bx1(t0).

Θεωρούμε τώρα το άθροισμα των κυρίων ιδεωδών ⟨ϵ0⟩ και ⟨x1(t0)⟩ = Zx1(t0) το οποίο πρoφανώς
είναι κύριο ιδεώδες, δηλαδή υπάρχουν A,B ∈ Z με

Zϵ0 +Zx1(t0) = Z(Aϵ0 +Bx1(t0))

συνεπώς
ϕ0(T) = Zϵ0 ⊆ Z(Aϵ0 +Bx1(t0)) ⊆ ϕA,B(T).
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Επειδή το ϕ0(T) μέγιστο στο σύνολο J και ϕA,B(T) ∈ J έχουμε ότι

ϕ0(T) = Zϵ0 = Z(Aϵ0 +Bx1(t0)) = ϕA,B(T),

δηλαδή
Zϵ0 = Zϵ0 +Zx1(t0)

και x1(t0) ∈ Zϵ0 άρα ϵ0 ∣ x1(t0).
Υποθέτουμε τώρα ότι T ≠ 0 και διαλέγουμε ϕ0,ϵ0,ω0, t0 όπως παραπάνω. Προφανώς t0 ≠ 0,

οπότε ϵ0,ω0 ≠ 0. Θα αποδείξουμε τώρα ότι

M = Zω0 ⊕ kerϕ0 (IV.5)
T = Zϵ0ω0 ⊕ (kerϕ0 ∩ T). (IV.6)

Προφανώς Zω0 ⊕ kerϕ0 ⊆M και Zϵ0ω0 ⊕ (kerϕ0 ∩ T) ⊂ T . Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε τη σχέση
του περιέχεσθαι προς την αντίθετη κατεύθυνση.

t0 = ϵ0ω0 συνεπώς ϕ0(t0) = ϵ0ϕ0(ω0)

συνεπώς ϵ0 = ϵ0ϕ0(ω0) και τελικά ϕ0(ω0) = 1. Το τυχαίο στοιχείο m ∈M το γράφουμε

m = ϕ0(m)ω0 + (m −ϕ0(m)ω0).

Αρκεί να δείξουμε ότι m −ϕ0(m)ω0 ∈ kerϕ0. Πράγματι,

ϕ0(m −ϕ0(m)ω0) = ϕ0(m) −ϕ0(m)ϕ0ω0 = 0.

Συνεπώς M = Zω0 ⊕ kerϕ0.
Έστω τώρα τυχαίο t ∈ T , ϕ0(t) ∈ ϕ0(T) = Zϵ0, δηλαδή ϕ0(t) = xϵ0, x ∈ Z. Γράφουμε

t = ϕ0(t)ω0 + (t −ϕ0(t)ω0) = xϵ0ω0 + (t −ϕ0(t)ω0).

Αρκεί να δείξουμε ότι
t −ϕ0(t)ω0 ∈ kerϕ0 ∩ T .

Όπως παραπάνω για το m, έτσι και για το t, έχουμε

t −ϕ0(t)ω0 ∈ kerϕ0.

Ακόμη
t −ϕ0(t)ω0 = t − xϵ0ω0 = t − xt0 ∈ T .

Συνεπώς
T = Zϵ0ω0 ⊕ (kerϕ0 ∩ T),

και συνεχίζουμε επαγωγικά.
Τώρα θα αποδείξουμε το 2 του θεώρηματος IV.3.5. Η απόδειξη θα γίνει επαγωγικά ως προς

τον βαθμό του n. Αν το n = 0 δεν έχουμε κάτι να αποδείξουμε.
Από την απόδειξη M = Zω0 ⊕ kerϕ0 στο πρώτο μέρος και αφού ο βαθμός του Zω0 είναι ένα,

έπεται ότι ο kerϕ0 είναι μια ελεύθερη αβελιανή ομάδα βαθμού (rank) n − 1. Εφαρμόζουμε την
υπόθεση της μαθηματικής επαγωγής για την kerϕ0 βαθμού n−1 και την υποομάδα της kerϕ0∩T .

Επομένως αν kerψ0 ∩ T ≠ {0}, τότε υπάρχει ένα d ≤ n και μια βάση {ω2, . . . ,ωn} του kerϕ0
καθώς και, μη-μηδενικοί, ακέραιοι ϵ2,ϵ3, . . . ,ϵd ∈ Z ώστε το σύνολο {ϵ2ω2,ϵ3ω3, . . . ,ϵdωd} να
αποτελεί μια βάση του T ∩ kerϕ0. Επιπλέον για τα ϵ2,ϵ3, . . . ,ϵd ισχύει ϵi ∣ ϵi+1, 2 ≤ i ≤ d − 1.
Ονομάζουμε ω1 ∶= ω0 και ϵ1 ∶= ϵ0 στους τύπους (IV.5) και (IV.6). Επομένως λόγω της (IV.5)
έχουμε ότι το {ω1,ω2, . . . ,ωn} είναι μια βάση του M, και λόγω της (IV.6) και ότι ϵ1ω1 = ϵ0ω0
έχουμε ότι το {ϵ1ω1, . . . ,ϵdωd} είναι μια βάση του T . Απομένει να αποδειχθεί ότι ϵ1 ∣ ϵ2. Αν f
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είναι το γραμμικό συναρτησιοειδές της M που ορίζεται από τις σχέσεις f(ω1) = f(ω2) = 1 και
f(ωi) = 0 για i ≥ 3, τότε ϵ1 = ϵ0 = f(ϵ0ω0) = f(ϵ1ω1) ∈ f(T). Αυτό σημαίνει ότι Rϵ1 ⊂ f(T) αφού το
f(T) είναι ιδεώδες του R. Επειδή από την απόδειξη του 1. το Rϵ0 είναι μέγιστο ιδεώδες έχουμε
f(T) = Rϵ0 = Rϵ1. Τώρα

ϵ2 = f(ϵ2ω2) ∈ f(T) = Rϵ1

δηλαδή ϵ2 ∈ Rϵ1 οπότε ϵ1 ∣ ϵ2.
Παρατήρηση IV.3.8. Και η 3η ιδιότητα είναι σημαντική, αφού τα ιδεώδη ορίζονται μονοσή-
μαντα από το T και όχι από τα στοιχεία της βάσης του M που έχουμε επιλέξει. Αυτό δεν το
χρειαζόμαστε στα επόμενα και ως εκ τούτου δεν θα το αποδείξουμε. Ο ενδιαφερόμενος ανα-
γνώστης παραπέμπεται σε διάφορα βιβλία Άλγεβρας, για παράδειγμα T.W. Hungerford, [7, σελ.
225] ή S. Bosch [4, σελ. 66-78 ].
Παρατήρηση IV.3.9. Εντελώς όμοια είναι η απόδειξη αν αντί για το Z είχαμε περιοχή κυρίων
ιδεωδών R και M ένα R-module.

Αποδείξαμε λοιπόν το μέρος του Θεωρήματος IV.3.5 που θα χρειαστούμε στα παρακάτω. Θα
κλείσουμε την παράγραφο με μία εφαρμογή.

Θεώρημα IV.3.10. Έστω
M = Zm1 ⊕Zm2 ⊕⋯⊕Zmn

και
T = Zt1 ⊕Zt2 ⊕⋯⊕Ztn

ελεύθερες αβελιανές ομάδες με rank n, και T ≤M. Έστω A ∈Mn(Z), ο μονοσήμαντα ορισμένος
n ×n πίνακας με στοιχεία από το Z ώστε

⎛
⎜⎜⎜
⎝

t1
t2
⋮
tn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Τότε ισχύει [M ∶ T] =#M/T = ∣detA∣.

Απόδειξη. Διαλέγουμε βάση για τα M και , σύμφωνα με το Θεώρημα IV.3.5.

T = Zϵ1ω1 ⊕⋯⊕Zϵnωn

M = Zω1 ⊕⋯⊕Zωn

Κατά την αλλαγή βάσεων έχουμε
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ω1
ω2
⋮
ωn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= B
⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

,

και
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ϵ1ω1
ϵ2ω2
⋮

ϵnωn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= Γ
⎛
⎜⎜⎜
⎝

t1
t2
⋮
tn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

,

όπου B, Γ unimodular πίνακες B, Γ ∈Mn(Z), detB = ±1, det Γ = ±1. Τελικά καταλήγουμε στο

⎛
⎜⎜⎜
⎝

t1
t2
⋮
tn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= Γ−1

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ϵ1ω1
ϵ2ω2
⋮

ϵnωn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= Γ−1diag(ϵ1, . . . ,ϵn)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ω1
ω2
⋮
ωn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= Γ−1diag(ϵ1, . . . ,ϵn)B

⎛
⎜⎜⎜
⎝

m1
m2
⋮
mn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.
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Δηλαδή
A = Γ−1diag(ϵ1, . . . ,ϵn)B⇒ ∣detA∣ = ∣ϵ1ϵ2⋯ϵn∣.

Από την άλλη μεριά
M

T
= Zω1 ⊕⋯⊕Zωn

Zϵ1ω1 ⊕⋯⊕Zϵnωn

≅ Z
ϵ1Z
⊕⋯⊕ Z

ϵnZ
από όπου προκύπτει ότι

∣M/T ∣ = ∣ϵ1⋯ϵn∣,

δηλαδή το ζητούμενο.

IV.4 Διακρίνουσα σώματος και βάση ακεραιότητας αυτού

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών K = Q(θ) με [Q(θ) ∶ Q] = n, και ω1, . . . ,ωn μια βάση της
επέκτασης K/Q. Έστω

αi =
n

∑
j=1
aijωj ∶ i = 1, 2, . . . ,n

n-στοιχεία του σώματος K, aij ∈ Q για 1 ≤ i, j ≤ n.

Πρόταση IV.4.1. Ισχύει

DK(α1, . . . ,αn) = det(aij)2DK(ω1, . . . ,ωn).

Απόδειξη.

TrK(ακαλ) = TrK
⎛
⎝

n

∑
i=1
aκiωi ⋅

n

∑
j=1
aλjωj

⎞
⎠

= TrK
⎛
⎝

n

∑
i,j=1

aκiaλjωiωj

⎞
⎠

=
n

∑
i,j=1

aκiaλjTrK(ωiωj).

Συνεπώς καταλήγουμε στην ισότητα πινάκων

(TrK(ακαλ)) = (aκi)TrK(ωiωj)(aλj)t

και θεωρώντας την ορίζουσα προκύπτει η ζητούμενη πρόταση.

Κύριος σκοπός αυτής της παραγράφου είναι η απόδειξη του παρακάτω θεωρήματος:

Θεώρημα IV.4.2. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, και RK ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρι-
κών του K. Αν [K ∶ Q] = n, τότε ο RK είναι μια ελεύθερη αβελιανή ομάδα με βαθμού n, δηλαδή
υπάρχει ένα σύστημα {ω1,ω2, . . . ,ωn} στοιχείων του RK ώστε

RK = Zω1 ⊕Zω2 ⊕⋯⊕Zωn.

Παρατήρηση IV.4.3. Από το μονοσήμαντο της ανάλυσης έπεται ότι το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn}
είναι και βάση της επέκτασης K/Q.

Ορισμός IV.4.4. Ένα σύστημα ω1,ω2, . . . ,ωn ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του K οι οποίοι
είναι γραμμικά ανεξάρτητοι υπεράνω του Q και παράγουν το R ως Z-module, θα λέγεται βάση
ακεραιότητας του K.
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Παρατήρηση IV.4.5. Αν L/K σχετική επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και [L ∶ K] = n,
τότε η ύπαρξη ενός συστήματος στοιχείων ω1,ω2, . . . ,ωn του RL το οποίο είναι K-γραμμικά
ανεξάρτητα και το οποίο παράγει το RL ως RK-module είναι ισοδύναμο με το γεγονός ότι ο RL
είναι ελεύθερο RK-module. Αυτό όμως, όπως θα δούμε παρακάτω, δεν ισχύει εν γένει. Όταν
ισχύει, τότε το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} θα λέγεται σχετική βάση ακεραιότητας του L ως προς το
K.

Αν {ω1, . . . ,ωn} και {ω ′1, . . . ,ω ′n} βάσεις ακεραιότητας του R, τότε λόγω του IV.4.1 έχουμε ότι

DK(ω1, . . . ,ωn) ∣DK(ω ′1, . . . ,ω ′n) και DK(ω ′1, . . . ,ω ′n) ∣DK(ω1, . . . ,ωn)

και επειδή έχουν το ίδιο πρόσημο έχουμε

DK(ω1, . . . ,ωn) =DK(ω ′1, . . . ,ω ′n).

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η διακρίνουσα μιας βάσης ακεραιότητας δεν εξαρτάται
από την εκλογή της βάσης και μπορούμε να δώσουμε τον παρακάτω:

Ορισμός IV.4.6. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών και {ω1, . . . ,ωn} μια βάση ακεραιότητας
της K/Q. H διακρίνουσα

DK =DK/Q =DK/Q(ω1, . . . ,ωn)

θα λέγεται διακρίνουσα του σώματος K.

Παρατηρούμε ότι κάθε βάση ακεραιότητας της K/Q είναι και βάση της επέκτασης K/Q.

Πρόταση IV.4.7. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών βαθμού [K ∶ Q] = n και έστω ω1, . . . ,ωn ∈ RK
γραμμικά ανεξάρτητα υπεράνω του σώματος Q. Τότε

DK(ω1, . . . ,ωn) =m2DK,

όπου m = [R ∶ Zω1 ⊕⋯⊕Zωn].

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε μια βάση ακεραιότητας τ1, . . . ,τn και ας εκφράσουμε τα ω1, . . . ,ωn

σε σχέση με τη βάση αυτή:
⎛
⎜
⎝

ω1
⋮
ωn

⎞
⎟
⎠
= A
⎛
⎜
⎝

τ1
⋮
τn

⎞
⎟
⎠

,

με A ∈Mn(Z). Τότε από το IV.4.1 έχουμε ότι

DK(ω1, . . . ,ωn) = det(A)2DK

ενώ από το IV.3.10 έχουμε ότι det(A) =m, δηλαδή το ζητούμενο.

Κριτήριο IV.4.8. Έστω K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών και ω1, . . . ,ωn ∈ RK γραμμικά ανεξάρ-
τητα υπεράνω του Q. Τότε αν ο ακέραιος DK(ω1, . . . ,ωn) είναι ελεύθερος τετραγώνου, τότε τα
{ω1, . . . ,ωn} είναι βάση ακεραιότητας της K/Q.

Σημείωση IV.4.9. Το παραπάνω κριτήριο δεν εφαρμόζεται πάντα για παράδειγμα DQ(i) = −4
και όμως {1, i} είναι βάση ακεραιότητας της Q(i)/Q.

Θεώρημα IV.4.10 (Stickelberger). Για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K η διακρίνουσά του είναι

DK ≡ 0, 1 mod 4
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Απόδειξη. Έστω ω1, . . . ,ωn μια βάση ακεραιότητας του K και έστω ω
(j)
i
i, j = 1, . . . ,n τα συζυγή

των ωi. Υπολογίζουμε

D
1/2
K
= det(ω(j)

i
) = ∑

σ∈Sn
άρτια

ω
(σ(1))
1 ω

(σ(2))
2 ⋯ω(σ(n))n − ∑

σ∈Sn
περιττή

ω
(σ(1))
1 ω

(σ(2))
2 ⋯ω(σ(n))n = A −B.

Συνεπώς
DK = (A −B)2 = (A +B)2 − 4AB ≡ (A +B)2 mod 4.

Τώρα έστω N η κανονική θήκη του Q που περιέχει το K. Προφανώς A,B ∈ RN.
Επιπλέον, κάθε Q-αυτομορφισμός του N αφήνει τα στοιχεία A + B και AB σταθερά, δηλαδή

A + B,AB ∈ Q και επειδή είναι και ακέραια έχουμε ότι A + B,AB ∈ Z. Το ζητούμενο προκύπτει
αφού τα μοναδικά τετράγωνα modulo 4 είναι τα 0, 1.

Μερικές φορές μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Stickelberger για τον υπολο-
γισμό μιας βάσης ακεραιότητας.

Παράδειγμα IV.4.11. Το πολυώνυμο x3 −x− 2 ∈ Z[x] είναι ανάγωγο. Έστω θ μια ρίζα αυτού και
K = Q(θ). Ο βαθμός της επέκτασης είναι [K ∶ Q] = 3. Η διακρίνουσα του θ είναι DK(θ) = −104 =
−26 ⋅ 22. Ως γνωστό ο δείκτης είναι τετράγωνο ακεραίου DK(θ)/DK τέλειο τετράγωνο. Επομένως
D(θ)/D(K) είναι 1 ή 4 = 22.

Αν DK(θ)/DK = 1, τότε D(K) = −104. Αν DK(θ)/DK = 4, τότε DK = −26. Άλλα DK = −26 ≠ 0, 1
mod 4, συνεπώς DK =D(θ) = −104 και το {1,θ,θ2} είναι βάση ακεραιότητας του K = Q(θ).

Απόδειξη. (του θεωρήματος IV.4.2) Θεωρούμε το K = Q(θ) με θ ∈ RK. Έχουμε ότι DK(θ) ∈ Z− {0}
αφού {1,θ, . . . ,θn−1} είναι βάση της K/Q.

Έχουμε αποδείξει ότι
Z[θ] ⊂ RK ⊂

1
DK(θ)

Z[θ].

Από την άλλη rankZ[θ] = rankDK(θ)−1Z[θ] = n από όπου προκύπτει ότι rankRK = n.

Θεώρημα IV.4.12. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών και n = [K ∶ Q] και RK ο δακτύλιος των
ακεραίων αλγεβρικών αριθμών αυτού. Τότε κάθε κλασματικό ιδεώδες του RK είναι ελεύθερη αβε-
λιανή ομάδα με rank n.

Απόδειξη. Έστω A ακέραιο ιδεώδες του RK. Θεωρούμε ένα α ∈ A − {0} και έχουμε

αRK ⊂ A ⊂ RK

και αφού το αRK είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα με rank n έχουμε το ζητούμενο.
Αν τώρα το A είναι ένα κλασματικό ιδεώδες του RK, τότε υπάρχει r ∈ RK − {0} με rA ⊂ RK και

rA ακέραιο από όπου προκύπτει ότι η τάξη του τυχαίου κλασματικού είναι επίσης n.

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε το πρόσημο της διακρίνουσας. Θεωρούμε το K = Q(θ) και
έστω

Irr(θ,Q) = (x − θ(1))(x − θ(2))⋯(x − θ(n))

το ανάγωγο πολυώνυμο του θ, όπου θ = θ(1),θ(2), . . . ,θ(n) είναι τα συζυγή του θ. Έστω σ1,σ2, . . . ,σn
οι διάφορες εμφυτεύσεις του K στο C, σ1 = Id, σ(K) = K(θ(i)).

Ορισμός IV.4.13. Μια εμφύτευση σi θα λέγεται πραγματική αν σ(K) = Ki ⊂ R αλλιώς θα λέγεται
μιγαδική.
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Προφανώς αν σi είναι μιγαδική εμφύτευση του K, τότε σ είναι επίσης μια εμφύτευση του
K, δηλαδή το πλήθος των μιγαδικών εμφυτεύσεων του K είναι άρτιο στο πλήθος. Αν r1 είναι το
πλήθος των πραγματικών εμφυτεύσεων και 2r2 είναι το πλήθος των μιγαδικών, τότε

n = r1 + 2r2.

Αν r2 = 0, τότε το σώμα θα λέγεται πλήρως πραγματικό και αν r1 = 0, τότε θα λέγεται πλήρως
μιγαδικό. Το ζευγάρι [r1, r2] θα λέγεται ταυτότητα (signature) του K.

Χωρίς απόδειξη αναφέρουμε ότι υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους αλγεβρικά σώματα αριθ-
μών με δοσμένη ταυτότητα. Για μια απόδειξη παραπέμπουμε στον Narkiewicz [12, σελ. 52].

Σχετικά με το πρόσημο της διακρίνουσας ισχύει το εξής:

Θεώρημα IV.4.14. Αν [r1, r2] είναι η ταυτότητα (signature) του αλγεβρικού σώματος αριθμών K,
τότε

sgnDK = (−1)r2 .

Απόδειξη. Έστω ω1, . . . ,ωn μια βάση ακεραιότητας του K και έστω ω(j)
i

τα συζυγή του ωi. Γρά-
φουμε την ορίζουσα

det(ω(j)
i
) = d1 + id2,d1,d2 ∈ R

Τα συζυγή του d1 + id2, d1 − id2 τα παίρνoυμε αν αλλάξουμε τις 2r2 συζυγείς γραμμές ανά δύο.
Επομένως

d1 − id2 = (−1)r2 det(ω(j)
i
) = (−1)r2(d1 + id2).

• Αν r2 ≡ 0 mod 2, τότε DK = d2
1 ∈ R σε αυτή την περίπτωση DK > 0.

• Αν r2 ≡ 1 mod 2, τότε d1 = 0 και DK = (id2)2 = −d2
2 < 0.

Στη συνέχεια θα διατυπώσουμε και αποδείξουμε ένα θεώρημα το οποίο μας εξασφαλίζει την
ύπαρξη κάποιας ειδικής βάσης.

Θεώρημα IV.4.15. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών με [K ∶ Q] = n και α1,α2, . . . ,αn ∈ RK γραμ-
μικά ανεξάρτητα υπεράνω του Q. Υπάρχει μια βάση ακεραιότητας ω1,ω2, . . . ,ωn του K για την
οποία ισχύει:

αj = cj1ω1 + cj2ω2 +⋯ + cjjωj ∶ j = 1, 2, . . . ,n, cij ∈ Z.

Απόδειξη. Για κάθε i = 1, 2, . . . ,n ορίζουμε ως dii τον ελάχιστο φυσικό αριθμό (≠ 0) με την ιδιότητα
ότι για κατάλληλα επιλεγμένους ακέραιους di1,di2, . . . ,di,i−1 οι αριθμοί

ωi =DK(α1,α2, . . . ,αn)−1
i

∑
j=1
dijαj ∈ RK

Θα αποδείξουμε ότι τα ω1,ω2, . . . ,ωn αποτελούν βάση ακεραιότητας του K. Πρώτα από όλα το
σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} είναι Q-γραμμικά ανεξάρτητο. Πράγματι,

DK(ω1,ω2, . . . ,ωn) = (DK(α1,α2, . . . ,αn)−n det(dij))
2
DK(α1,α2, . . . ,αn) ≠ 0

αφού DK(α1,α2, . . . ,αn) ≠ 0 και det(dij) ≠ 0. Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn}
παράγει τον RK.

Αλλά πρώτα απ’ όλα ως ενδιάμεσο βήμα αποδεικνύουμε ότι, αν c ∈ RK και γράφεται στη
μορφή

c =DK(α1,α2, . . . ,αn)−1(c1α1 + c2α2 +⋯ + cjαj)
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για κάποιο j, με ci ∈ Z για i = 1, 2, . . . , j, τότε το djj ∣ cj. Πράγματι, έστω cj = djjπ + u, 0 ≤ u < djj.
Αν u ≠ 0, τότε ο

c − πωj =DK(α1,α2, . . . ,αn)−1((c1 − dj1)α1 +⋯ +uaj) ∈ RK.

Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού u ∈ N − {0}, u < djj λόγω του ορισμού του djj.
Έστω τώρα M0 το Z-module που παράγεται από τα ω1,ω2, . . . ,ωn. Θα αποδείξουμε επαγω-

γικά ότι κάθε στοιχείο του RK της μορφής

DK(α1,α2, . . . ,αn)−1(x1α1 + x2α2 +⋯ + xjαj)

με xj ∈ Z ανήκει στο M0. Για j = n, θα έχουμε M0 = RK.
Για j = 1, το στοιχείο που ανήκει στο RK έχει τη μορφή DK(α1,α2, . . . ,αn)−1x1α1 και το ω1 =

DK(α1,α2, . . . ,αn)−1d11α1. Όπως αποδείξαμε το d11 ∣ x1, x1 = d11t, οπότε

DK(α1,α2, . . . ,αn)−1x1α1 = (DK(α1,α2, . . . ,αn)−1d11α1)t =ω1t ∈ RK.

Συνεπώς ισχύει για j = 1. Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύει για i = j − 1 και έστω

y =DK(α1,α2, . . . ,αn)−1(x1α1 +⋯ + xjαj),

με xj ∈ Z, ανήκει στο RK. Επομένως, όπως αποδείξαμε παραπάνω xj = sdjj, για κατάλληλο s ∈ Z.
Αυτό σημαίνει ότι το y − sωj ∈ RK και λόγω της υπόθεσης της μαθηματικής επαγωγής, αυτό
ανήκει και στο M0. Το sωj ∈M0, εξ ορισμού του M0. Τελικά έχουμε y ∈M0.

IV.5 Παραδείγματα και υπολογισμοί

Παράδειγμα IV.5.1. Υπολογισμός δακτυλίου ακεραίων αλγεβρικών για ένα τετραγωνικό σώμα
αριθμών K = Q(

√
d), με d ελεύθερο τετραγώνου. Ισχύει ότι

RK =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Z[
√
d] αν d /≡ 1 mod 4

Z [1
2 +

1
2
√
d] αν d ≡ 1 mod 4

Πράγματι κάθε στοιχείο α ∈ Q(
√
d) είναι της μορφής

α = x + y
√
d,

για x,y ∈ Q. Συνεπώς μπορούμε να γράψουμε

α = k + l
√
d

m
,

με k, l,m ∈ Z, m > 0 και (k, l,m) = 1. Παρατηρούμε ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι
ο α ακέραιος είναι οι συντελεστές του ελαχίστου πολυωνύμου του, δηλαδή το Tr(α) και η N(α)
να είναι ακέραιοι. Δηλαδή απαιτούμε

k2 − l2d
m2 ∈ Z και 2k

m
∈ Z.

Αν τα k,m έχουν κοινό παράγοντα p, τότε η πρώτη σχέση θα μας δώσει ότι p ∣ b αφού το d
είναι ελεύθερο τετραγώνου, άτοπο. Συνεπώς το m = 1, 2. Η περίπτωση m = 1 είναι σαφής οπότε
θα εξετάσουμε την περίπτωση m = 2. Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει k, l να είναι και οι δύο
περιττοί και (k2 − b2d)/4 ∈ Z. Συνεπώς θα πρέπει

k2 − l2d ≡ 0 mod 4
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Παρατηρούμε ότι ένας περιττός αριθμός 2ν + 1 έχει τετράγωνο 4ν2 + 4ν + 1 ≡ 1 mod 4, συνεπώς
k2 ≡ l2 ≡ 1 mod 4, και αυτό μας δίνει ότι d ≡ 1 mod 4.

Αφού υπολογίσαμε τη βάση ακεραιότητας, μπορούμε να προχωρήσουμε στον υπολογισμό
και των διακρινουσών:

det(1
√
d

1 −
√
d
) = 4d

και
det(1

1
2 +

1
2
√
d

1 1
2 −

1
2
√
d
) = d.

IV.6 Κυβικά σώματα αριθμών

IV.6.1 Καθαρές κυβικές επεκτάσεις

Ένα ιδιαίτερα χρήσιμο αποτέλεσμα για τον υπολογισμό μιας βάσης ακεραιότητας είναι το
ακόλουθο:

Θεώρημα IV.6.1. Έστω K = Q(θ) αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q(θ)] = n, θ ∈ RK. Υποθέτουμε
ότι Irr(θ,Q) είναι τύπου Eisenstein, δηλαδή της μορφής

xn + an−1x
n−1 +⋯ + a1x + a0,

με ai ∈ Z, p ∣ ai για κάθε i = 0, . . . ,n − 1, ενώ p2 ∤ a0 για κάποιο πρώτο αριθμό p. Τότε το p ∤ [RK ∶
Z[θ]].

Απόδειξη. Από την υπόθεση συμπεραίνουμε ότι το p ∣ θn στο RK, δηλαδή ότι θn/p ∈ RK. Υποθέ-
τουμε ότι p ∣ [RK ∶ Z[θ]]. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα στοιχείο α ∈ RK,

α = 1
p
(b0 + b1θ +⋯ + bn−1θ

n−1)

για το οποίο δεν διαιρουνται όλα τα b0,b1, . . . ,bn−1 με p. Έστω j ο ελάχιστος δείκτης για τον
οποίο p ∤ bj. Ο αριθμός

c ∶= 1
p
(bjθj +⋯ + bn−1θ

n−1) = α − (b0
p
+ b1θ

p
+⋯ +

bj−1
p
θj−1)

είναι ακέραιος αλγεβρικός. Συνεπώς και ο

f ∶= bjθn−1p−1 = cθn−j−1 − θ
n

p
(bj+1 + bj+2θ +⋯ + bn−1θ

n−j−2)

Επομένως
pnNK/Q(f) =NK/Q(pf) =NK/Q(bj)NK/Q(θn−1) = bnj NK/Q(θ)n−1.

Επειδή το πολυώνυμο είναι Eisenstein το p2 ∤NK/Q(θ) οπότε κατ’ ανάγκη p ∣ bj, άτοπο.

Στη συνέχεια θα εφαρμόσουμε το θεώρημα στην εύρεση βάσεων ακεραιότητας καθαρών κυβικών
επεκτάσεων του Q.

Ορισμός IV.6.2. Μια καθαρή κυβική επέκταση του Q είναι ένα σώμα K = Q( 3√m), όπου ο m
είναι ένας ελεύθερος κύβου ακέραιος, δηλαδή δεν διαιρείται από κανέναν κύβο πρώτου αριθμού
και είναι της μορφήςm = ab2, a,b ∈ Z και ο ab ελεύθερος τετραγώνου. Είναι φανερό ότι (a,b) = 1
και επιπλέον χωρίς βλάβη της γενικότητας αν 3 ∣m υποθέτουμε ότι 3 ∣ a και 3 ∤ b, αφού τα σώματα
που παράγονται από τα (ab2)1/3 και (a2b)1/3 συμπίπτουν.
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Θεώρημα IV.6.3. Έστω K = Q( 3√m), (m ελεύθερο κύβου, m = ab2, ab ελεύθερο τετραγώνου).

1. Αν m /≡ 1, 8 mod 9, τότε DK = −33(ab2) και το σύνολο {1,m1/3,m2/3b−1} είναι βάση ακεραιό-
τητας του K.

2. Aνm ≡ 1 mod 9, τότεDK = −3(ab)2 και το σύνολο {m1/3,m2/3b−1, 1+m1/3+m2/3

3 } είναι μια βάση
ακεραιότητας του K.

3. Ανm ≡ 8 mod 9, τότεDK = −3(ab)2 και το σύνολο {m1/3,m2/3b−1, 1−m1/3+m2/3

3 } είναι μια βάση
ακεραιότητας του K

Απόδειξη. Έστω A ∶=m1/3. Το ανάγωγο πολυώνυμο του A υπεράνω του Q είναι το

f(X) = X3 −m ∈ Q[X],

επομένως η διακρίνουσα του A είναι

DK/Q(A) = (−1)3NK/Q(f ′(A)) = −NK/Q(3A2) = −(3A2)(3ωA2)(3ω2A2) = −33A6 = −33m2 = −33a2b4.

Για κάθε πρώτο p που διαιρεί το a το πολυώνυμο f(X) είναι πολυώνυμο Eisenstein ως προς p.
Επομένως αν 3 ∣ a, τότε το 3 ∤ b και μάλιστα από το θεώρημα IV.6.1 έπεται ότι 3 ∤ [RK ∶ Z[θ]]
καθώς και ότι a ∤ [RKZ[θ]]. Συνεπώς 27a2 ∣DK.

Αν το 3 ∤ a, τότε 3a2 ∣ DK. Ο αριθμός B ∶= A2/b είναι ρίζα του πολυωνύμου X3 − a2b το οποίο
είναι τύπου Eisenstein για όλους τους πρώτους που διαρούν το b συνεπώς b2 ∣DK.

Συνολικά λοιπόν έχουμε

DK = −3N(ab)2, N =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

3, αν 3 ∣m
1 ή 3 αν 3 ∤m

Τώρα, αν m ≠ 1, 8 mod 9, ισχύει m3 /≡ m mod 9. Αν 3 ∣ m όπως έχουμε συμφωνήσει 3 ∤ b.
Επομένως το πολυώνυμο

(x +m)3 −m = x3 + 3mx + 3m2X + (m3 −m)

είναι πολυώνυμο του Eisenstein ως προς τον πρώτο p = 3 έχει ως ρίζα τον αριθμό A −m και
η διακρίνουσα DK(A −m) = −27m2. Από το θεώρημα IV.6.1 προκύπτει DK = −27(ab)2. Έστω
τώρα m ≡ 1 mod 9. Ο αριθμός c ∶= 1+A+A2

3 είναι ακέραιος αλγεβρικός. Πράγματι, αφού TK/Q(A) =
TK/Q(A2) = 0 έπεται ότι TK/Q(c) = 1 και η norm

NK/Q(c) =NK/Q (
1 +A +A2

3
) = 1

27
NK/Q(1 +A +A2) = 1

27
NK/Q (

A3 − 1
A − 1

)

= 1
27
NK/Q(A3 − 1)
NK/Q(A − 1)

= (m − 1)3
27(m − 1)

= (m − 1)2
27

∈ Z,

αφού m ≡ 1 mod 9. Το Irr(c,Q) έχει τη μορφή

X3 −X2 +αX + (m − 1)2
27

.

Θα υπολογίσουμε το α. Το A =m1/3 συνεπάγεται 3c = 1 + 3√m + 3√
m2 άρα

(3c − 1)3 = ( 3√m + 3√
m2)

3
=m +m2 + 3 3√m ⋅ 3√

m2(3c − 1).
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Οπότε έχουμε
27c3 − 27c2 + 9c − 1 =m +m2 + 3m(3c − 1),

δηλαδή
c3 − c2 + 91 −m

27
c + (1 −m)

2

27
= 0.

Άρα α = 1−m
3 ∈ Z, αφού m ≡ 1 mod 9 και συνεπώς ο c είναι ακέραιος αλγεβρικός, οπότε από την

πρόταση IV.4.1 έπεται ότι το 3 διαιρεί τον δείκτη και η διακρίνουσα σε αυτή την περίπτωση είναι

DK = −3(ab)2.

Εργαζόμαστε ανάλογα όταν m ≡ 8 mod 9 με το στοιχείο c = 1−A+A2

3 .
Τέλος για το ότι τα σύνολα του θεωρήματος είναι βάση ακεραιότητας επαληθεύεται εύκολα

ότι έχουν τη σωστή διακρίνουσα.

Παράδειγμα IV.6.4. 1. K = Q( 3√2), m = 2,a = 2,b = 1. Έχουμε m /≡ 1, 8 mod 9 άρα βάση
ακεραιότητας είναι το σύνολο {1, 3√4, 3√4}.

2. K = Q( 3√5), m = 5,a = 5,b = 1, m /≡ 1, 8 mod 9 άρα το σύνολο {1, 3√5, 3√25} είναι βάση
ακεραιότητας του K.

3. K = Q( 3√
f), m = 175,a = 7,b = 5, m /≡ 1, 8 mod 9. Το σύνολο {1, 3√175, 3√245} είναι βάση

ακεραιότητας του K.

4. K = Q( 3√10), m = 10,a = 10,b = 1. Έχουμε m = 1 mod 9 και μία βάση ακεραιότητας είναι
{ 3√10, 3√100, 1+ 3√10+ 3√100

3 }

IV.6.2 Κυβικά σώματα K = Q(θ), θ ∈ RK και Irr(θ,Q) = x3 + ax2 + bx + c ∈ Q[x]

.
Έστω f(x) = xn +ax+b, a,b ∈ Q, n ≥ 2. Υποθέτουμε ότι f(x) είναι ανάγωγο υπεράνω του Q. Αν

θ μία ρίζα του f(x), τότε αποδεικνύεται (άσκηση) ότι η διακρίνουσα του θ είναι η

DK(θ) = (−1)
n(n−1)

2 (nnbn−1 + (−1)n−1(n − 1)n−1an) .

Επομένως

n = 2 DK(θ) = −4b + a2

n = 3 DK(θ) = −27b2 − 4a3

n = 4 DK(θ) = 256b3 − 27a4

n = 5 DK(θ) = 55b4 + 44a5

Παράδειγμα IV.6.5. 1. Έστω f(x) = x3 + x + 1 ∈ Q[x] και θ μια οποιαδήποτε ρίζα του f(x).
To f(x) είναι ανάγωγο υπεράνω του Q. Υπολογίζουμε ότι DK(θ) = −27 ⋅ 1 − 4 ⋅ 1 = −31 το
οποίο είναι ελεύθερο τετραγώνου. Συνεπώς μια βάση ακεραιότητας του K είναι το σύνολο
{1,θ,θ2}.

2. Ομοίως αν f(x) = x3−x−1 ∈ Q[x], DK(θ) = −23 μια βάση ακεραιότητας είναι πάλι της μορφής
{1,θ,θ2}.

3. Έστω f(x) = x5 − x − 1 ∈ Q[x].Το πολυώνυμο είναι ανάγωγο υπεράνω του Q, αφού είναι
ανάγωγο στο F3[x]. Η DK(θ) = 19 ⋅ 151 είναι ελεύθερη τετραγώνου και συνεπώς ο δακτύλιος
ακεραίων αλγεβρικών είναι το Z[θ].
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Το ερώτημα που τίθεται είναι αν υπάρχει πάντοτε ένας ακέραιος αλγεβρικός θ ώστε η περιοχή
των ακεραίων αλγεβρικών του Q(θ) να είναι το Z[θ]. Η απάντηση είναι αρνητική. Θα αναφέρουμε
το κλασικό παράδειγμα του Dedekind.

Έστω θ μια ρίζα του πολυωνύμου

f(x) = x3 − x2 − 2x − 8 ∈ Q[x].

Το πολυώνυμο είναι ανάγωγο υπέρ του Q, επομένως αν K = Q(θ), [K ∶ Q(θ)] = 3. Θα αποδείξουμε
ότι δεν υπάρχει βάση ακεραιότητας της μορφής {1,α,α2} όπου α ακέραιος αλγεβρικός στον
RK. Συγκεκριμένα θα αποδείξουμε ότι η διακρίνουσα DK = −503 ενώ για κάθε α ∈ RK ισχύει
DK(α) = −2012 = −4 ⋅ 503.

Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα του θ:

DK(1,θ,θ2) = (−1)3(3−1)/2NK/Q(f ′(θ)).

Θέτουμε

η = f ′(θ) = 3θ2 − 2θ − 2
ηθ = θ2 + 4θ + 24
ηθ2 = 5θ2 + 26θ + 8

Ο πίνακας A(η) είναι ο

A(η) =
⎛
⎜
⎝

−2 24 8
−2 4 26
3 1 5

⎞
⎟
⎠

ο οποίος έχει χαρακτηριστικό πολυώνυμο

det(xI3 −A(η)) = det
⎛
⎜
⎝

x + 2 −24 −8
+2 x − 4 −26
−3 −1 x − 5

⎞
⎟
⎠
= x3 − 7x2 − 2012 =∶ g(x).

Άρα NK/Q(η) = (−1)3(−2012) = 4 ⋅ 503 Καταλήγουμε στο ότι

DK(1,θ,θ2) = −4 ⋅ 503.

Έστω τώρα α = −(θ2 + θ)/2. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του α είναι x3 − 3x2 − 10x − 8, δηλαδή
ακέραιος αλγεβρικός του K.

DK(1,θ,α) = det
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1/2 1/2
0 0 1/2

⎞
⎟
⎠

2

⋅DK(1,θ,θ2) = 1/4(−4 ⋅ 503) = −503.

Επειδή 503 είναι πρώτος αριθμός, έπεται ότι η διακρίνουσα του σώματος είναι DK = −503 και
μια βάση του RK είναι το {1,θ,α}.

Ισχυριζόμαστε ότι δεν υπάρχει ω ∈ RK ώστε

DK(1,ω,ω2) = −503.

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε ω ∈ RK, 2 ∣DK(1,ω,ω2).
Έστω ω = x + yθ + zα, x,y, z ∈ Z. Παρατηρούμε ότι

α2 = θ
4 + 2θ3 + θ2

4
= 6 + 2θ + 3α.
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Οπότε

ω2 = x2 + y2θ2 + z2α2 + 2xyθ + 2xzα + 2yzθα
= (x2 + 6z2 + 8yz) + (2z2 − y2 + 2xy)θ + (2y2 + 3z2 + 2xz + 4yz)θ2.

Επομένως η διακρίνουσα του τυχαίου στοιχείου ω του RK έχει τη μορφή:

DK/Q(ω) = det
⎛
⎜
⎝

1 x x2 + 6z2 + 8yz
0 y 2z2 − y2 + 2xy
0 z 2y2 + 3z2 + 2xz + 4yz

⎞
⎟
⎠

2

⋅ (−503).

Υπολογίζουμε την παραπάνω διακρίνουσα modulo 2.

DK/Q ≡ −503 ⋅ (yz2 + y2z)2 mod 2.

• Αν yz ≡ 0 mod 2, τότε DK/Q ≡ 0 mod 2

• Αν yz ≡ 1 mod 2, τότε y, z περιττοί και y + z ≡ 0 mod 2, οπότε πάλι DK/Q ≡ 0 mod 2.

Αποδείξαμε δηλαδή ότι δεν υπάρχει βάση της μορφής 1,ω,ω2 στο σώμα K.
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι 2 ∣ [RK ∶ Z[α]] για κάθε α ∈ RK. Ένας τέτοιος πρώτος

λέγεται μη ουσιώδης διαιρέτης της διακρίνουσας.

Ορισμός IV.6.6. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών βαθμού n = [K ∶ Q]. Αν υπάρχει ένα θ ∈ RK
για τον οποίο να ισχύει ότι το σύνολο {1,θ,θ2, . . . ,θn−1} να είναι βάση ακεραιότητας του K, τότε
θα λέμε ότι το K είναι μονογενικό και η βάση λέγεται βάση δυνάμεων του K.

IV.6.3 Δείκτης αλγεβρικού σώματος αριθμών

Ορισμός IV.6.7. Το α ∈ RK θα λέγεται γεννήτορας του K όταν K = Q(α). O δείκτης του α είναι
Ind(α) = [RK ∶ Z[α]] Ορίζουμε τον δείκτη του K

i(K) =ΜΚΔ{Ind(α) ∶ α γεννήτορας της K/Q}.

Ο ελάχιστος δείκτης του K

m(K) =min{Ind(α) ∶ α γεννήτορας της K/Q}

Προφανώς i(K) ∣m(K).

Πρόταση IV.6.8. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών. Ισχύει ότιm(K) = 1 αν και μόνο αν το K έχει
μια βάση δυνάμεων ως βάση ακεραιότητας.

Απόδειξη. Έστω m(K) = 1. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει α ∈ RK γεννήτορας του K με Ind(α) = 1,
δηλαδή DK(1,α, . . . ,αn−1) = DK(α) = Ind(α)2DK = DK, δηλαδή το {1,α, . . . ,αn−1} βάση ακεραιό-
τητας του K και το K έχει μια βάση ακεραιότητας δυνάμεις ενός στοιχείου.

Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει α ∈ RK για το οποίο το σύνολο {1,α, . . . ,αn−1} είναι βάση ακε-
ραιότητας του K. Αυτό σημαίνει ότιDK(1,α,α2, . . . ,αn−1) =DK. ΑλλάDK(1,α, . . . ,αn−1) =DK(α) =
Ind(α)2DK. Συνεπώς Ind(α) = 1 και m(K) = 1.

Πόρισμα IV.6.9. Αν το σώμα K έχει μια βάση δυνάμεων, τότε m(K) = 1 και αφού i(K) ∣ m(K)
έχουμε ότι i(K) = 1.
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Το αντίστροφο δεν ισχύει. Πράγματι για το K = Q( 3√175) έχουμε υπολογίσει ότι {1, 3√175, 3√245}
και διακρίνουσα DK = −335272. Έστω α ∈ RK συνεπώς γράφεται

α = a + b 3√175 + c 3√245

και ω μια πρωταρχική τρίτη ρίζα του 1, ω3 = 1,ω2 +ω + 1 = 0. Τα συζυγή του α είναι

α ′ = a + bω 3√175 + cω2 3√245
α ′′ = a + bω2 3√175 + cω 3√245

Επομένως

α −α ′ = (1 −ω)(b 3√175 − cω2 3√245)
α −α ′′ = (1 −ω2)(b 3√175 − cω 3√245)
α ′ −α ′′ = (ω −ω2)(b 3√175 − c 3√245)

οπότε

DK(α) = (α −α ′)(α −α ′′)(α ′ −α ′′)

= ((1 −ω)(1 −ω2)(ω −ω2))2(175b3 − 245c3)2.

Ο δείκτης του α,

Ind(α) = [RK ∶ Z[α]] = 3

√
DK(α)
DK

= 3

√
−33 ⋅ 52 ⋅ 72(5b3 − 7c3)2

−33 ⋅ 52 ⋅ 72 = ∣5b3 − 7c3∣.

Ο δείκτης του K είναι
i(K) =ΜΚΔ{∣5b3 − 7c3∣ ∶ b, c ∈ Z, 5b3 − 7c3 ≠ 0}

και ο ελάχιστος δείκτης

m(K) =min{∣5b3 − 7c3∣ ∶ b, c ∈ Z, 5b3 − 7c3 ≠ 0}.

Τώρα ∣5 ⋅ 13 − 7 ⋅ 13∣ = 2 και ∣5 ⋅ 13 − 7 ⋅ 03∣ = 5, συνεπώς i(K) = 1. Το παραπάνω σημαίνει ότι m(K) = 1
ή 2. Αν m(K) = 1, τότε υπάρχουν B,C ∈ Z ώστε

5B3 − 7C3 = ±1,

δηλαδή 5B3 ≡ ±1 mod 7, οπότε B3 ≡ ±3 mod 7. Όμως για κάθε x ∈ Z ισχύει x3 ≡ ±1, 0 mod 7.
Συνεπώς m(K) = 2 που σημαίνει ότι το K δεν έχει μονογενή βάση ακεραιότητας.

Ορισμός IV.6.10 (Μη ουσιώδης διαιρέτης διακρίνουσας). Έστω K-αλγεβρικό σώμα αριθμών
[K ∶ Q] = n. Ένας πρώτος αριθμός p θα λέγεται ένας μη-ουσιαστικός διαιρέτης διακρίνουσας όταν
p ∣ Ind(α) = [RK ∶ Z[α]], για κάθε γεννήτορα του σώματος K = Q(α).

Παρατήρηση IV.6.11. Το σώμα K = Q( 3√175) αποτελεί ένα παράδειγμα σώματος που ενώ δεν
έχει μη-ουσιαστικό διαιρέτη (non-essensial discriminant divisor), όπως το παράδειγμα του
Dedekind είχε το 2, δεν έχει και μονογενή βάση ακεραιότητας.

Παρατήρηση IV.6.12. Γενικά η διακρίνουσα ενός κυβικού σώματος αριθμών K = Q(θ), θ ρίζα
του αναγώγου πολυωνύμου f(x) = x3+ax+b, a,b ∈ Z έχει υπολογιστεί από τους Llorente και Nart
στο [8]. Αποδεικνύεται ότι αν ένας πρώτος αριθμός p διαιρεί τον δείκτη i(K) του σώματος, τότε
κατ’ ανάγκη p < n = [K ∶ Q]. Συνεπώς για κυβικές επεκτάσεις ο μόνος πρώτος που θα μπορούσε
να διαιρεί τον δείκτη είναι ο p = 2. Επομένως ισχύει i(K) = 1 ή i(K) = 2. Το θεώρημα των Llorente
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και Nart είναι: Έστω s2 = v2(∆) ο μεγαλύτερος εκθέτης του 2 ο οποίος διαιρεί τη διακρίνουσα
∆ = −4a3 − 27b2 του f(x) και ∆2 = ∆/ps2. Ισχύει i(K) = 2 αν και μόνο αν a περιττός, ο b άρτιος,
ο s2 άρτιος και ο ∆2 ≡ 1 mod 8. Μια βάση κυβικού αλγεβρικού σώματος K = Q(θ) στη γενική
περίπτωση που το θ είναι ρίζα του ανάγωγου πολυωνύμου f(x) = x3 + ax + b, a,b ∈ Z έχει δοθεί
από τον Alaca [1]. Είναι τεχνικά δύσκολο να παρουσιαστεί εδώ.

Είναι φανερό ότι οι μη ουσιώδεις διαιρέτες διακρίνουσας είναι επακριβώς οι πρώτοι διαιρέτες
του δείκτη i(K) του K. Χωρίς απόδειξη αναφέρουμε το ακόλουθο θεώρημα το οποίο αποτελεί
ένα κριτήριο του πότε ένας πρώτος p ∤ i(K). Ο ορισμός του βαθμού αδρανείας fK/Q θα οριστεί
αναλυτικά σε επόμενο κεφάλαιο.

Θεώρημα IV.6.13. Έστω p πρώτος αριθμός (είναι βολικό να τον ταυτίσουμε με το κύριο ιδεώδες
pZ) και έστω

pRK = Pe1
1 P

e2
2 ⋯P

eg
g

η ανάλυση του pRK σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών του K. Έστω επίσης fi = fK/Q(Pi). Τότε το p ∤ i(K)
αν και μόνο αν υπάρχουν διακεκριμένα πολυώνυμα V1,V2, . . . ,Vg ∈ Fp[x], ανάγωγα υπεράνω του
σώματος Fp με βαθμούς f1, f2, . . . , fg αντίστοιχα [12, Th. 4.13 σελ. 170].

Για να χρησιμοποιήσουμε αυτό το θεώρημα είναι απαραίτητο να γνωρίζουμε το πλήθος rP(n)
των μη-συνεταιρικών μεταξύ τους, αναγώγων πολυωνύμων υπεράνω του σώματος Fp βαθμού n.

Αυτό είναι γνωστό και για κάθε πρώτο p και n ≥ 1 δίνεται από τον τύπο

rP(n) =
1
n
∑
d∣n
µ(d)pn/d,

όπου µ(d) η γνωστή συνάρτηση του Μöbius. Η γνώση αυτή μας επιτρέπει να φράξουμε από
πάνω τους πρώτους διαιρέτες του i(K).

Πρόταση IV.6.14. Αν p πρώτος διαιρέτης του i(K), τότε p < n = [K ∶ Q].

Απόδειξη. Αν p ∣ i(K) και p ≥ n, τότε μεταξύ των αριθμών fK/Q(P) (το P διατρέχει όλους τους
πρώτους παράγοντες του pRK) θα πρέπει να είναι το πολύ n/κ ίσοι με κ, ενώ σύμφωνα με το
προηγούμενο θεώρημα, θα πρέπει να υπάρχει ένα κ0 τέτοιο ώστε rP(κ0) < n/κ0 ≤ r/κ0. Αλλά ο
τύπος για τον αριθμό rP(κ0) είναι πολλλαπλάσιο του p και διάφορο του μηδενός, οπότε rP(κ0) ≥
p ≥ p/κ0, άτοπο.

Έστω τώρα K μια κυβική επέκταση του Q και p πρώτος αριθμός p ∣ i(K). Τότε, κατ’ ανάγκη,
p < 3 = [K ∶ Q], δηλαδή p = 2. Το 2 είναι διαιρέτης του δείκτη i(K) αν και μόνο αν 2RK = P1P2P3
με διακεκριμένα πρώτα ιδεώδη Pi, i = 1, 2, 3, δηλαδή όταν το 2RK αναλυεται πλήρως στο K. Αυτό
ισχύει αφού υπάρχουν μόνο δύο ανάγωγα πολυώνυμα πρώτου βαθμού στον δακτύλιο F2[x] και
αυτά είναι το x και το x + 1.

IV.7 Διακρίνουσα και βάση ακεραιότητας κυκλοτομικών σωμά-
των

IV.7.1 Το κυκλοτομικό σώμα Q(ζp), p πρώτος

Για εκπαιδευτικούς σκοπούς θα μελετήσουμε πρώτα την απλούστερη περίπτωση K = Q(ζp)
και θα δείξουμε ότι o δακτύλιος ακέραιων RK = Z[ζp], όπου ζ = ζp = e2πi/p.

Το ανάγωγο πολυώνυμο του ζ είναι το

f(X) = Irr(ζ,Q) = 1 +X +X2 +⋯ +Xp−1 = X
p − 1
X − 1

.
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Έστω
F(X) ∶= f(X + 1) = Xp−1 + pXp−2 + (p

2
)Xp−3 +⋯ + ( p

p − 2
)X + p,

το οποίο είναι Eisenstein για το p. Υπολογίσαμε τη διακρίνουσα:

DK/Q(ζ) = (−1)
p−1

2 pp−2 = ±p.

Έχουμε
DK/Q(ζ) =m2DK/Q ⇒ pp−2 =m2DK/Q.

To F(X) είναι Eisenstein, άρα ανάγωγο υπεράνω του Q και F(X) = Irr(ζ − 1,Q). Επιπλέον, είναι
φανερό ότι ισχύει:

DK/Q(ζ − 1) =DK/Q(ζ).

Καταλήγουμε στο ότι p ∤m και RK = Z[ζ].

IV.7.2 Η γενική περίπτωση

Σε πρώτο βήμα θα μελετήσουμε την ειδική περίπτωση που ζ είναι μια πρωταρχική pn-ρίζα
της μονάδας, όπου p πρώτος. Θεωρούμε το κυκλοτομικό σώμα K = Q(ζ).

Θεώρημα IV.7.1. Η επέκταση K/Q είναι Galois και [K ∶ Q] = ϕ(pn) = pn−1(p − 1). Το σύνολο
{1,ζ,ζ2, . . . ,ζr} για r = ϕ(pn) − 1 αποτελεί βάση ακεραιότητας του K και η διακρίνουσα DK =
(−1)

p(p−1)
2 pN όπου N = nϕ(pn) − pn−1.

Η ομάδα Galois Gal(K/Q) είναι ισόμορφη με την πολλαπλασιαστική ομάδα E(Z/pnZ) των
μονάδων του δακτυλίου Z/pnZ.

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε ότι [K ∶ Q] = pn − pn−1 αρκεί να αποδείξουμε ότι το πολυώνυμο

P(X) ∶= Xpn − 1
Xpn−1 − 1

είναι ανάγωγο υπεράνω του Q. To P(X) έχει ρίζα το ζ. Θέτουμε F(X) = P(X + 1). Επαγωγικά
(άσκηση) μπορούμε να αποδείξουμε ότι για j ≥ 1 ισχύει

(1 +X)jpn−1
= (1 +Xpn−1

)
j
+ pPj(X)

με Pj(X) ∈ Z[X] και degPj(X) < jpn−1. To

F(X) = (1 +X)
pn − 1

(1 +X)pn−1 − 1
=

p−1
∑
j=0
(1 +X)jpn−1 ,

από τον επαγωγικό τύπο μας δίνει

F(X) =
p−1
∑
j=1
((1 +Xpn−1

)
j
+ pPj(X)) =

p−1
∑
j=1
(1 +Xpn−1

)
j
+ pV(X),

όπου V(X) ∈ Z[X] πολυώνυμο με

degV(X) < (p − 1)pn−1 αφού degPj(X) < jpn−1 για j = 1, 2, . . . ,p − 1.

Επομένως

F(X) = pV(X) +
p−1
∑
j=1
(p
j
)Xpn−1(j−1)
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καθώς και F(0) = P(1) = p. Όλοι οι άλλοι συντελεστές διαιρούνται με p. Αυτό σημαίνει ότι το
πολυώνυμο F(X) είναι πολυώνυμο Eisenstein ως προς τον πρώτο p, δηλαδή ανάγωγο υπεράνω
του Q, συνεπώς και το P(X).

Στη συνέχεια υπολογίζουμε τη διακρίνουσα

DK/Q(ζ) = (−1)
p(p−1)

2 NK/Q(P ′(ζ)).

Τώρα P(X) = Xpn−1
Xpn−1−1

άρα

P ′(X) =
pnXpn−1 (Xpn−1 − 1) − (Xpn − 1)pn−1Xpn−1−1

(Xpn−1 − 1)2

οπότε
P ′(X)(Xpn−1

− 1) = pnXpn−1 − pn−1Xpn−1−1 X
pn − 1

Xpn−1 − 1
,

δηλαδή
P ′(X)(Xpn−1

− 1) + pn−1Xpn−1−1P(X) = pnXpn−1.

Έστω θ = ζpn−1. Το θ είναι μια πρωταρχική p ρίζα της μονάδας. Από την παραπάνω σχέση
προκύπτει ότι

P ′(ζ)(θ − 1) = pnζ−1.

Υπολογίζουμε την norm

NK/Q(P ′(ζ)) =NK/Q(pn(θ − 1)−1ζ−1) =NK/Q(pn) (NK/Q(θ − 1)ζ)−1

= pnϕ(pn) (NK/Q(ζ)NK/Q(θ − 1))−1 .

Άλλα NK/Q(ζ) = 1 και το θ − 1 είναι ρίζα του πολυωνύμου

(x + 1)p−1 +⋯ + (x + 1) + 1.

Έστω K0 = Q(θ).

NK/Q(θ − 1) =NK0/Q(NK/K0(θ − 1)) =NK0/Q ((θ − 1)pn−1
)

=NK0/Q(θ − 1)pn−1 = pp
n−1.

Συνεπώς από το θεώρημα IV.2.4

DK/Q(ζ) = (−1)
p(p−1)

2 pN, N ∶= ϕ(pn) − pn−1.

Τέλος παρατηρούμε ότι
DK/Q(ζ) =DK/Q(ζ − 1)

και ζ − 1 επαληθεύει μια εξίσωση του Eisenstein ως προς το p. Αυτό σημαίνει ότι DK/Q(ζ) =DK

και ότι το σύνολο {1,ζ, . . . ,ζr}, r = ϕ(pn) − 1 αποτελεί βάση ακεραιότητας του K.

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε κυκλοτομικές επεκτάσεις K = Q(ζ) όπου ζ = ζN = e
2πi
N μία N-στη

ρίζα της μονάδας για κάποιο φυσικό αριθμό N > 1. Πρέπει όμως πιο μπροστά να μελετήσουμε
πώς σχετίζεται ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών και η διακρίνουσα ενός αλγε-
βρικού σώματος αριθμών το οποίο είναι η σύνθεση δύο αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Αυτό θα
γίνει βέβαια κάτω από κάποιους περιορισμούς.
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Πρόταση IV.7.2. Πρόταση έστω K και L δύο πεπερασμένες επεκτάσεις του Q για τις οποίες ισχύει

[KL ∶ Q] = [K ∶ Q][L ∶ Q].

Έστω επίσης d =ΜΚΔ(DK,DL). Τότε ισχύει RKL ⊂ 1
d
RKRL.

Απόδειξη. Έστω {α1,α2, . . . ,αm} βάση ακεραιότητας του K και {β1,β2, . . . ,βn} βάση ακεραιότη-
τας του L. Προφανώς τα δύο σύνολα είναι Q-γραμμικά ανεξάρτητα. Επομένως το σύνολο

{αiβj ∶ i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . ,n}

αποτελεί βάση του σώματος KL υπέρ του Q. Δηλαδή κάθε γ ∈ RKL γράφεται μονοσήμαντα στη
μορφή:

γ =∑
i,j

aij

r
αiβj,

aij, r ∈ Z. Αν απλοποιήσουμε τους κοινούς παράγοντες από τα aij και r, τότε έχουμε ότι δεν
υπάρχει πρώτος παράγοντας του r ο οποίος να διαιρεί όλους τους aij. Αρκεί να αποδείξουμε ότι
r ∣ d. Ταυτίζουμε το σώμα L με την εικόνα του ως υπόσωμα του C. Κάθε εμφύτευση σ ∶ K↪ C του
K επεκτείνεται μονοσήμαντα σε εμφύτευση σ ∶ KL ↪ C του KL η οποία κρατάει όλα τα στοιχεία
του L σταθερά. Κρατούμε τον ίδιο συμβολισμό για την εμφύτευση σ ∶ KL↪ C. Επομένως

σ(γ) =∑
i,j

aij

r
σ(αi)βj.

Έστω
xi ∶=∑

j

aij

r
βj

και σ1,σ2, . . . ,σm οι εμφυτεύσεις του K στο C. Προκύπτει σύστημα m γραμμικών εξισώσεων της
μορφής

∑
i

σk(αi)xi = σk(γ), k = 1, 2, . . . ,m.

Σύμφωνα με τον κανόνα του Cramer έχουμε

∆xi = ∆i

όπου ∆ = det(σj(αi)) και το ∆i μια ανάλογη ορίζουσα. Αλλά η διακρίνουσα του K, DK = ∆2.
Συνεπώς DKxi = ∆∆i. Τα ∆ και ∆i είναι εκ κατασκευής ακέραιοι αλγεβρικοί αριθμοί. Επομένως
και τα DKxi είναι ακέραιοι αλγεβρικοί. Αλλά τα

DKxi =∑
DKaij

r
βj.

Το σύνολο {β1,β2, . . . ,βn} είναι βάση ακεραιότητας του L ως προς Q. Αυτό σημαίνει ότι οι αριθμοί
DKaij/r ∈ Z, δηλαδή r ∣ DKaij για όλα τα i, j. Επειδή κανένας πρώτος παράγοντας του r δεν
διαιρεί όλα τα aij έπεται ότι r ∣ DK. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι r ∣ DL, οπότε r∣d και συνεπώς
γ ∈ 1

d
RKRL.

Πόρισμα IV.7.3. Υποθέτουμε ότι K,L είναι δύο αλγεβρικά σώματα αριθμών για τα οποία ισχύουν

[KL ∶ Q] = [K ∶ Q][L ∶ Q]

και (DK,DL) = 1. Τότε ισχύει RKL = RKRL.



IV.8. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΒΑΣΕΩΝ ΑΚΕΡΑΙΟΤΗΤΑΣ 73

Παράδειγμα IV.7.4. Έστω Q(
√

5,
√

6). Αν K = Q(
√

5) και L = Q(
√

6) έχουμε KL = Q(
√

5,
√

6) και
[KL ∶ Q] = [K ∶ Q][L ∶ Q] = 4.

Επίσης DK = 5 και DL = 24 άρα (DK,DL) = (5, 24) = 1. Μια βάση ακεραιότητας του K είναι το
σύνολο {1, 1+

√
5

2 } και μια βάση ακεραιότητας του L είναι το συνόλο {1,
√

6}. Συνεπώς μια βάση
ακεραιότητας του Q(

√
5,
√

6) είναι το σύνολο

{1, 1 +
√

5
2

,
√

6,
√

6 +
√

30
2

} .

Παρατήρηση IV.7.5. Η υπόθεση ότι (DK,DL) = 1 είναι αναγκαία. Πράγματι έστω K = Q(
√
−2n)

και L = Q(
√

2n) όπου n ελεύθερος τετραγώνου περιττός φυσικός αριθμός n > 1. Ισχύει [KL ∶ Q] =
4, RK = Z[

√
−2n], RL = Z[

√
2n]. Επομένως

RKRL = {a0 + a1
√

2n + a2
√
−2n + a32n

√
−1 ∶ ai ∈ Z}.

Όμως
√
−1 /∈ RKRL, αφού ο συντελεστής της

√
−1 είναι άρτιος. Όμως

√
−1 ∈ KL για a0 = a1 = a2 = 0

και a3 = 1
2n και επειδή

√
−1 ρίζα του x2+1 ακέραιος αλγεβρικός έχουμε ότι

√
−1 ∈ RKL RKRL ⊊ RKL.

Πρόταση IV.7.6. Έστω K,L αλγεβρικά σώματα αριθμών. Υποθέτουμε ότι

[KL ∶ Q] = [K ∶ Q][L ∶ Q]

και ότι d =ΜΚΔ(DK,DL) = 1. Η διακρίνουσα του σώματος KL είναι DKL =D
[L∶Q]
K

D
[K∶Q]
L

.

Απόδειξη. Η βασική ιδέα της απόδειξης της πρότασης είναι ότι με βάση τις υποθέσεις το ίχνος
TrKL/L ∣K= TrK/Q.

KL

NNN
NNN

ppp
ppp

K
NNN

NN L

qqq
qqq

K ∩ L = Q

RK //

��

RKL = RKRL

��
Z // RL

Η συνέχεια είναι ο υπολογισμός ιχνών κατά το σχήμα άνω δεξιά.

Με βάση το θεώρημα IV.7.1 το πόρισμα IV.7.3 την πρόταση IV.7.6 και εφαρμόζοντας μαθη-
ματική επαγωγή έχουμε το

Θεώρημα IV.7.7. Έστω N φυσικός αριθμός N > 1 και ζN μια πρωταρχική N-ρίζα της μονά-
δας. Μία βάση ακεραιότητας του κυκλοτομικού σώματος αριθμών K = Q(ζN) είναι το σύνολο
{1,ζN,ζ2

N, . . . ,ζϕ(N)
N

− 1}. H διακρίνουσα του σώματος K είναι

DK = (−1)
ϕ(N)

2 Nϕ(N) ⎛
⎝∏p∣N

p
ϕ(N)
p−1
⎞
⎠

−1

.

IV.8 Αλγόριθμος υπολογισμού βάσεων ακεραιότητας

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = n και {ω1,ω2, . . . ,ωn} μια βάση ακεραιότητας
αυτού. Ως γνωστό ο RK είναι μια ελεύθερη αβελιανή ομάδα τάξης n. Έστω τώρα {α1α2, . . . ,αn}
μια βάση της επέκτασης K/Q με στοιχεία ακέραιους αλγεβρικούς αριθμούς. Η προσθετική ομάδα

H ∶= Zα1 +Zα2 +⋯ +Zαn

είναι επίσης ελεύθερη αβελιανή ομάδα με τάξη n. Ισχύει
DK(α1,α2, . . . ,αn) = [RK ∶ H]2DK(ω1,ω2, . . . ,ωn) = [RK ∶ H]2DK.
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Πρόταση IV.8.1. Αν H ≠ RK, τότε υπάρχει ακέραιος αλγεβρικός θ της μορφής

θ = m1ω1 +⋯ +mnωn

p
,

mj ∈ Z j = 1, 2, . . . ,n με p πρώτος όχι όλα τα mj μηδέν και 0 ≤mj < p, j = 1, 2, . . . ,n.

Απόδειξη. Η ομάδα RK/H είναι πεπερασμένης τάξης. Από RK ≠ H έπεται ότι υπάρχει πρώτος
p που διαιρεί την τάξη της ομάδος, p ∣ [RK ∶ H] και συνεπώς p2 ∣ DK(α1,α2, . . . ,αn). Από το
θεώρημα του Cauchy έπεται ότι υπάρχει στοιχείο θ ∈ RK έτσι ώστε το σύμπλοκο pθ ∈ H και θ /∈ H.
Έχουμε pθ =m1α1 +m2α2 +⋯ +mnαn, δηλαδή

θ = m1α1 +⋯ +mnαn

p
,

mj ∈ Z όχι όλοι μηδέν αφού θ /∈ H. Επειδή αν τροποποιήσουμε τους συντελεστές κατά πολλα-
πλάσια του p η κλάση του θ, θ + H δεν αλλάζει, μπορούμε να υποθέσουμε ότι 0 ≤ mj < p για
j = 1, 2, . . . ,n.

IV.8.1 Αλγόριθμος

Βήμα 1o Επιλέγουμε B = {ω1, . . . ,ωn} μια βάση της επέκτασης K/Q, [K ∶ Q] = n με στοιχεία ωi

ακέραιους αλγεβρικούς.
Βήμα 2o Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα DK(ω1, . . . ,ωn).
Βήμα 3o Καταγράφουμε όλους τους πρώτους p για τους οποίους ισχύει p2 ∣DK(ω1, . . . ,ωn).
Βήμα 4o Για κάθε πρώτο p του βήματος 3 και κάθε στοιχείο της μορφής

θ = m1ω1 +⋯ +mnωn

p

mj ∈ Z 0 ≤mj < p όχι όλοι μηδέν και ελέγχουμε αν το θ ∈ RK.
Βήμα 5o Αν βρούμε κάποιο τέτοιο θ στον RK, τότε υπολογίζουμε μια βάση B ′ για την προσθετική
αβελιανή ομάδα που παράγεται από το B και θ. Επιστρέφουμε στο βήμα 2 και αντικαθιστούμε τη
βάση B με τη B ′. Στην πραγματικότητα η καινούργια βάση έχει διακρίνουσα DK(B ′) = 1

p2DK(B)
συνεπώς πάμε κατ’ ευθείαν στο βήμα 3.
Βήμα 6o Αν δεν βρέθηκε τέτοιο θ, τότε το B είναι βάση ακεραιότητας του σώματος K.
Παράδειγμα IV.8.2. Έστω f(X) = X3 + 11X+ 4 ∈ Z[X]. Το πολυώνυμο είναι ανάγωγο υπέρ του Q.
Έστω θ μια ρίζα αυτού. Επομένως [K ∶ Q] = 3 το K = Q(θ) και B = {1,θ,θ2} είναι μια βάση της
επέκτασης K/Q. Η διακρίνουσα του θ είναι DK(θ) = −1439 ⋅ 22, και 1439 είναι πρώτος.

Τον μοναδικό πρώτο που θα πρέπει να ελέγξουμε είναι ο p = 2. Επομένως είναι αναγκαίο να
ελέγξουμε ποια από τα παρακάτω στοιχεία του σώματος K

{1
2

, θ
2

, θ
2

2
, 1 + θ

2
, 1 + θ2

2
, θ + θ

2

2
, 1 + θ + θ2

2
}

είναι αλγεβρικοί ακέραιοι του K. Tα 1/2,θ/2 /∈ RK, έχουν norm που δεν είναι ακέραιος αριθμός.
Το 1+θ

2 /∈ RK, αφού το ίχνος TrK/Q (1+θ
2 ) =

3
2 .

Έχουμε άλλους τέσσερις υποψήφιους για το θ. Εδώ υπολογίζουμε ένα κυβικό πολυώνυμο
κάθε φορά το οποίο έχει ρίζα έναν αριθμό από τις υπόλοιπες δυνατότητες (το χαρακτηριστικό
πολυώνυμο το οποίο είναι και το ελάχιστο πολυώνυμο του αριθμού).

Για παράδειγμα για α ∶= θ+θ2

2 , το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι το X3 + 11X2 + 36X + 4.
Συνεπώς το α = θ+θ2

2 ∈ RK.
Η υποομάδα του K η οποία παράγεται από το B και θ+θ2

2 έχει βάση {1,θ, θ+θ2

2 } και περιέχει
το Z[θ] με δείκτη 2. Συνεπώς DK (1,θ, θ+θ2

2 ) = −1439, που είναι ακέραιος ελεύθερος τετραγώνου.
Επομένως το B = {1,θ, θ+θ2

2 } είναι μια βάση ακεραιότητας του K.
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Παράδειγμα IV.8.3. Να βρεθεί ο δακτύλιος ακεραίων του σώματος Q( 3√5). Θεωρούμε τον δα-
κτύλιο Z(θ) για θ = 3√5 και υπολογίζουμε τη διακρίνουσα:

DK/Q(θ) = −33 ⋅ 52.

Ο δείκτης [RK ∶ Z[θ]] είναι διαιρέτης του 3 ⋅ 5 και το πηλίκο είναι ισόμορφο με υποομάδα του
Z/3Z ×Z/5Z. Συνεπώς οι υποψήφιοι ακέραιοι αλγεβρικοί είναι της μορφής:

1. α = 1/3(λ1 + λ2θ + λ3θ
2) για 0 ≤ λi ≤ 2

2. α = 1/5(λ1 + λ2θ + λ3θ
2) για 0 ≤ λi ≤ 4.

Μπορούμε να ελέγξουμε τις πεπερασμένες παραπάνω περιπτώσεις μία προς μία αν είναι ακέ-
ραιοι αλγεβρικοί. Ας επικεντρωθούμε στη δεύτερη περίπτωση. Το ίχνος

TrK/Q(α) = 3λ1/5 ∈ Z

συνεπώς λ1 ∈ 5Z. Αυτό σημαίνει ότι

α ′ = 1/5(λ2θ + λ3θ
2)

θα πρέπει επίσης να είναι ακέραιος αλγεβρικός. Υπολογίζουμε ότι

N(α ′) =N(λ2θ + λ3θ
2)/125 = (5λ3

2 + 25λ3
3)/125 = (λ3

2 + 5λ3
3)/25.

Είναι η τελευταία ποσότητα ακέραιος; Αυτό απαιτεί έναν πεπερασμένο υπολογισμό για όλα τα
0 ≤ λ2,λ3 ≤ 4. Εναλλακτικά μπορούμε να επιχειρηματολογήσουμε ως εξής:. Αν 5 ∣ λ3, τότε θα
πρέπει 5 ∣ λ2. Σε διαφορετική περίπτωση έχουμε

5 ≡ (−λ2/λ3)3 mod 25.

Δηλαδή το 5 είναι κυβικό υπόλοιπο modulo 25, δηλαδή 5 ≡ c3 mod 25 το οποίο δίνει ότι 5 ∣ c
συνεπώς έχουμε 5 ≡ (5k)3 mod 25 το οποίο έχει ως συνέπεια 5 ≡ 0 mod 25, άτοπο.

Για αποτελέσματα με χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή και χρήση των προγραμμάτων PARI
και SAGE αντίστοιχα παραπέμπουμε στο [10] και [14].

IV.9 Ασκήσεις

1. Αν K αλγεβρικό σώμα αριθμών και α ∈ K, να αποδειχθεί ότι για κάθε ακέραιο m ισχύει:

DK(α) =DK(α +m)

2. Αν K = Q(ζp), p ∈ P να υπολογιστεί η διακρίνουσα DK(1 − ζp).

3. Έστω K = Q(θ), θ ακέραιος αλγεβρικός, ρίζα του αναγώγου υπέρ το Q πολυωνύμου

f(x) = xn + ax = b,

a,b ∈ Q, n ≥ 2. Να υπολογιστεί η διακρίνουσα DK(θ).

4. Έστω f(x) = x5 + ax + b, a,b ∈ Q και f(x) ανάγωγο υπέρ το Q. Αν α είναι μία ρίζα του f(x)
να αποδειχτεί ότι

DK(α) = 44a5 + 55b4.

Υποθέτουμε ότι α5 = α + 1. Να αποδεχθεί ότι RK = Z[α], όπου K = Q(α).
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5. Να αποδειχτεί ότι αν το α είναι ρίζα μονικού πολυωνύμου με συντελεστές ακέραιους αλ-
γεβρικούς αριθμούς, τότε το α είναι ακέραιος αλγεβρικός αριθμός.

6. Έστω K = Q(
√
m,
√
n), με m και n ακέραιους ελευθέρους τετραγώνου ≠ ±1, m ≠ n. Να

αποδειχτεί ότι ο α ∈ K είναι ακέραιος αλγεβρικός, τότε και μόνο τότε όταν η NK/Q(
√
m)(α)

και το ίχνος TrK/Q(√m)(α) είναι ακέραιοι αλγεβρικοί.

7. Αν K = Q(√m,
√
n), όπου m,n ακέραιοι ελεύθεροι τετραγώνου και πρώτοι μεταξύ τους. Να

υπολογιστεί μία βάση ακεραιότητας του K όταν

(αʹ) m,n ≡ 1 mod 4 καθώς και όταν
(βʹ) m ≡ 1 mod 4 και n /≡ 1 mod 4.

Σημείωση IV.9.1. Για τη γενική περίπτωση των διτετραγωνικών επεκτάσεων του Q παραπέ-
μπουμε στην εργασία [16].

Σημείωση IV.9.2. Αργότερα θα αποδείξουμε ότι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών
του μέγιστου πραγματικού υποσώματος του K = Q(ζp), το οποίο είναι το K+ = Q(ζp +ζ−1

p ) είναι ο
RK+ = Z[ζp + ζ−1

p ].
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V
Norm ιδεωδών και το πεπερασμένο του αριθμού κλάσεων

Έστω K = Q(θ) αλγεβρικό σώμα αριθμών, RK ο δακτύλιος του Dedekind των ακεραίων αλ-
γεβρικών αυτού. Στο κεφάλαιο αυτό θα ορίσουμε και θα μελετήσουμε την έννοια της norm των
ιδεωδών του RK. Είναι φυσικό η έννοια αυτή να είναι συμβατή με την έννοια στοιχείου του RK
και να έχει την πολλαπλασιαστική ιδιότητα.

Στη συνέχεια αποδεικνύουμε το πεπερασμένο του αριθμού κλάσεων ιδεωδών του K. Χρησι-
μοποιούμε το θεώρημα του Minkowski, το οποίο θα το αποδείξουμε αργότερα, και έτσι έχουμε
ένα καλό άνω φράγμα αυτού.

V.1 Norm ιδεωδών αλγεβρικού σώματος αριθμών

Ορισμός V.1.1. Έστω A ένα ακέραιο ιδεώδες του RK. O δακτύλιος RK/A έχει πεπερασμένο
πλήθος στοιχείων. Ορίζουμε (απόλυτη) norm του A τον φυσικό αριθμό NK(A) =#RK/A.

Πριν προχωρήσουμε στη μελέτη της έννοιας της norm θα μελετήσουμε μερικές ιδιότητες των
ιδεωδών του RK.

Είναι προφανές ότι αν a,b ∈ RK, τότε η ισοτιμία ax ≡ b mod A έχει λύση ακριβώς τότε όταν
b ∈ A + aRK. Έστω τώρα ένα πρώτο ιδεώδες P του RK και α ∈ RK − P. Για κάθε φυσικό n ∈ N τα
ιδεώδη αRK και Pn είναι πρώτα μεταξύ τους και αφού είναι ακέραια ισχύει

(Pn,αRK) = Pn +αRK = RK.

Επομένως για κάθε n ∈ N η ισοτιμία

αx ≡ β mod Pn

έχει λύση για κάθε β ∈ RK.
Αν τώρα P1, . . . ,Pm πρώτα ιδεώδη του RK διάφορα μεταξύ τους ανά δύο, τότε για κάθε m-άδα

στοιχείων του RK α1, . . . ,αm και κάθε φυσικό αριθμό n το σύστημα

x ≡ αi mod Pni , i = 1, . . . ,m

έχει λύση.
Πράγματι, διαλέγουμε bi ∈ (P1P2⋯Pi−1Pi+1Pm)n − Pi για κάθε i = 1, . . . ,m και έστω xi η λύση

της
bixi ≡ αi mod Pn.

Το στοιχείο x = b1x1 + b2x2 +⋯ + bmxm είναι λύση του συστήματος.
Το γνωστό θεώρημα υπολοίπων του Κινέζου της στοιχειώδους θεωρίας αριθμών γενικεύεται

και στα ιδεώδη.
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Πρόταση V.1.2 (Θεώρημα υπολοίπων του Κινέζου). Έστω A1, . . . ,Am ακέραια ιδεώδη του K
πρώτα μεταξύ τους ανά δύο και α1, . . . ,αm στοιχεία του RK. Το σύστημα ισοτιμιών

x ≡ αi mod Ai, i = 1, 2, . . . ,m

έχει λύση.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι αν A = ∏ℓ
i=1 P

αi(A)
i

είναι η ανάλυση ενός ακέραιου ιδεώδους A του
K σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών Pi, i = 1, 2, . . . , ℓ και αi(A) ∈ N, η ισοτιμία

x ≡ α mod A

έχει λύση, τότε και μόνο τότε όταν το σύστημα

x ≡ α mod Pαi(A)
i

, i = 1, 2, . . . , ℓ

έχει λύση. Αφού τα Ai είναι πρώτα μεταξύ τους ανά δύο η παρατήρηση πριν την πρόταση V.1.2
οδηγεί στο ζητούμενο.

Πρόταση V.1.3. Έστω A ακέραιο ιδεώδες του K και

A =
ℓ

∏
i=1
P
αi(A)
i

η ανάλυσή του σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών. Τότε ισχύει

RK

A
≅

ℓ

⊕
i=1

RK

P
αi(A)
i

.

Απόδειξη. Η συνάρτηση

ϕ ∶ RK ∋ x↦ (x mod Pα1(A)
1 ,x mod Pα2(A)

2 , . . . ,x mod Pαℓ(A)
ℓ

) ∈
ℓ

⊕
i=1

R

P
αi(A)
i

.

είναι προφανώς ομομορφισμός δακτυλίων. Από την πρόταση V.1.2 προκύπτει ότι η συνάρτηση
ϕ είναι επιμορφισμός. Επιπλέον kerϕ = ⋂ℓ

i=1 P
αi(A)
i

=∏ℓ
i=1 P

αi(A)
i

= A.

Πρόταση V.1.4. Έστω P πρώτο ιδεώδες του K και n ∈ N. Οι δακτύλιοι πηλίκων RK/P και Pn/Pn+1

είναι ισόμορφες σαν προσθετικές ομάδες.

Απόδειξη. Έστω α ∈ Pn − Pn+1. Θεωρούμε τη συνάρτηση

ϕ ∶ (RK,+) ∋ x↦ ax ∈ (Pn,+).

Για κάθε x ∈ P ισχύει ϕ(x) = ax ∈ Pn+1 δηλαδή ϕ(x) ⊂ Pn+1. Συνεπώς η ϕ επάγει έναν ομομορφι-
σμό ομάδων

ϕ̃ ∶ RK/P → Pn/Pn+1

x + P ↦ ax + Pn+1.

Ο kerϕ̃ = {x + P∣αx ∈ Pn+1}. Επειδή α ∈ Pn − Pn+1 έχουμε ότι

kerϕ̃ = {x + P ∶ x ∈ P} = P.
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Επομένως η ϕ̃ είναι μονομορφισμός ομάδων. Επιπλέον είναι και επιμορφισμός. Πράγματι, έστω

y + Pn+1 ∈ Pn/Pn+1.

Η ισοτιμία
ax ≡ y mod Pn+1

έχει λύση αφού το a ∈ Pn/Pn+1 δηλαδή aRK + Pn+1 = Pn. Έστω x0 μία λύση αυτής. Επομένως

ϕ̃(x0 + P) = αx0 + Pn+1 = y + Pn+1.

Έχουμε λοιπόν ότι ϕ̃ είναι ισομορφισμός ομάδων και συνεπώς το ζητούμενο.

Θεώρημα V.1.5. Έστω A,B ακέραια ιδεώδη του K. Ισχύει ότι

NK(AB) =NK(A)NK(B).

Απόδειξη. Από την πρόταση V.1.4 έχουμε ότι ο δακτύλιος πηλίκων Pn/Pn+1 έχει #RK/P =NK(P)
το πλήθος στοιχεία. Αλλά

(#R/Pn+1)/(#R/Pn) =#Pn/Pn+1.

επομένωςNK(Pn+1) =NK(Pn)NK(P) και επαγωγικά ως προς n,NK(Pn) =NK(P)n για κάθε n ∈ N.
Έστω τώρα A = ∏ℓ

i=1 P
αi(A)
i

και B = ∏m
j=1Q

βj(B)
j

. Οι αναλύσεις των A,B σε γινόμενο πρώτων
ιδεωδών. Από την πρόταση V.1.3 έχουμε ότι

NK(A) =
ℓ

∏
i=1
NK(P

αi(A)
i

) και NK(B) =
m

∏
j=1
NK(Q

βj(B)
j

)

οπότε
NK(A)NK(B) =

ℓ

∏
i=1
NK(Pi)αi(A)

m

∏
j=1
NK(Q

βj(B)
j

) =NK(AB).

Η έννοια της norm επεκτείνεται και στα κλασματικά ιδεώδη με εντελώς φυσιολογικό τρόπο. Θα
συμβολίζουμε με SpecRK το σύνολο των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου RK.

Ορισμός V.1.6. Έστω A κλασματικό ιδεώδες του K,

A = ∏
P∈SpecRK

PαP(A),αP(A) ∈ Z, σχεδόν όλα 0.

Ορίζουμε ως norm του A:
NK(A) = ∏

P∈SpecRK

NK(P)αP(A).

Παρατήρηση V.1.7. Είναι προφανές από τον ορισμό το Θεώρημα V.1.5 ισχύει και για κλασμα-
τικά ιδεώδη.

Πρόταση V.1.8. Κάθε πρώτο ιδεώδες P του K έχει norm ίση προς τη δύναμη κάποιου πρώτου
αριθμού.

Απόδειξη. Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του RK. Ο δακτύλιος RK είναι δακτύλιος Dedekind. Συνε-
πώς το P είναι μέγιστο, συνεπώς το RK/P είναι σώμα και μάλιστα πεπερασμένο άρα έχει pf το
πλήθος στοιχεία για κάποιο f ∈ N. Συνεπώς, NK(P) = pf.

Ορισμός V.1.9. Ο φυσικός αριθμός f λέγεται βαθμός του πρώτου ιδεώδους P.
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Σημείωση V.1.10. Από τη θεωρία σωμάτων γνωρίζουμε ότι f = [RK/P ∶ Z/pZ]. Αν τώρα α ∈ RK −
{0} έχουμε ορίσει την NK/Q(α) και την NK(αRK). Οι δύο έννοιες θα πρέπει να είναι συμβατές
μεταξύ τους. Βέβαια η norm ένος στοιχείου μπορεί να είναι και αρνητικός ακέραιος, ενώ η norm
ιδεώδους είναι πάντα φυσικός αριθμός.

Θα αποδείξουμε ότι

Πρόταση V.1.11. Έστω α ∈ RK − {0}, τότε

NK(αRK) = ∣NK/Q(α)∣.

Απόδειξη. Έστω [K ∶ Q] = n και {ω1, . . . ,ωn} μια βάση ακεραιότητας του K. Δηλαδή

RK = Zω1 ⊕⋯⊕Zωn

και αRK = Zαω1 ⊕⋯⊕Zαωn. Έχουμε

α
⎛
⎜
⎝

ω1
⋮
ωn

⎞
⎟
⎠
= (ω1, . . . ,ωn)A(α),

όπου
αωi =

n

∑
j=1
ajiωj,A(α) = (aij) ∈Mn(Z).

Οπότε λόγω του θεωρήματος IV.3.10 έχουμε:

NK(αRK) =#RK/αRK = ∣detA(α)∣ = ∣NK/Q(α)∣.

Παρατήρηση V.1.12. Τέλος παρατηρούμε ότι η norm κάθε ακέραιου ιδεώδους του K ανήκει
στο ιδεώδες. Πράγματι, αν A ακέραιο ιδεώδες του RK, τότε NK(A) = #RK/A. Αυτό σημαίνει ότι
για κάθε α ∈ RK ισχύει NK(A) ⋅ (α +A) = 0 +A. Άρα NK(A)α ∈ A και για α = 1 έχουμε NK(A) ∈ A.

Ιδιαίτερα για κάθε πρώτο ιδεώδες P του K υπάρχει πρώτος p ∈ P, αφού NK(P) = pf ∈ P.
Αποδεικνύεται ότι αυτός είναι ο μοναδικός πρώτος που ανήκει στο πρώτο ιδεώδες P (άσκηση)

και συνεπώς υπάρχουν άπειρα πρώτα ιδεώδη στο σώμα K.

Παράδειγμα V.1.13. Έστω K = Q(
√
m), m = 6 ≡ 2 mod 4. Επομένως RK = Z + Z

√
6. Θεωρούμε

το κλασματικό ιδεώδες A = Z + Z
√

6
2 . Το A γράφεται A = 1

2I, όπου I = ⟨2,
√

6⟩ = 2Z + Z
√

6. Το
I2 = ⟨2,

√
6⟩ = ⟨4, 2

√
6, 6⟩ = ⟨2⟩⟨2,

√
6, 3⟩ = ⟨2⟩. Το τελευταίο ισχύει αφού 1 = 3 − 2 ∈ ⟨2,

√
6, 3⟩.

Επομένως NK(I)2 = NK(I2) = NK(⟨2⟩) = ∣NK/Q(2)∣ = 4 και καταλήγουμε ότι NK(I) = 2. Τελικά
NK(A) = 2/22 = 1/2.

Παράδειγμα V.1.14. Έστω K = Q(
√
−5), m ≡ 3 mod 4, RK = Z+Z

√
−5, A = ⟨2, 1+

√
−5⟩, A2 = ⟨4, 2+

2
√
−5, (1+

√
−5)2⟩ = ⟨4, 2+2

√
−5,−4+2

√
−5. Το ιδεώδες περιέχει τη διαφορά 2+2

√
−5−(−4+2

√
−5) = 6.

Αφού περιέχει το 4 και το 6 περιέχει και τη διαφορά τους, δηλαδή το 2. Τώρα όλοι οι γεννήτορες
του A2 είναι πολλαπλάσια του 2. Συνεπώς, A2 = ⟨2⟩ και NK(A)2 = NK(A2) = ∣NK/Q(2)∣ = 4, οπότε
NK(A) = 2.

V.2 Το πεπερασμένο του αριθμού κλάσεων

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών και [K ∶ Q] = n, RK είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγε-
βρικών αριθμών, IR είναι ομάδα των κλασματικών ιδεωδών και HR = {αRK ∶ α ∈ K∗−{0}} η ομάδα
των κύριων κλασματικών ιδεωδών του K.
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Ορισμός V.2.1. Θα ονομάζουμε ομάδα κλάσεων ιδεωδών την ομάδα πηλίκο:

KRK
=
IRK

HRK

.

Η τάξη της kRK
θα ονομάζεται αριθμός κλάσεων hK του σώματος K.

Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδείξουμε το πεπερασμένο του αριθμού κλάσεων
για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K. Πρώτα από όλα θα αποδείξουμε την

Πρόταση V.2.2. Ο αριθμός κλάσεων ιδεωδών του K είναι hK = 1, τότε και μόνο τότε όταν ο δακτύ-
λιος των ακεραίων αλγεβρικών RK είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης.

Απόδειξη. Αν hK = 1, τότε RK είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και συνεπώς δακτύλιος μονοσήμα-
ντης ανάλυσης.

Αντιστρόφως έως ότι RK περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης. Αφού κάθε ιδεώδες του RK ανα-
λύεται μονοσήμαντα σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών αρκεί να αποδείξουμε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες
του RK είναι κύριο ιδεώδες.

Έστω λοιπόν P πρώτο ιδεώδες του RK. Ισχύει P2 ⊊ P, αλλιώς δεν θα είχαμε μονοσήμαντη
ανάλυση. Έστω α ∈ P − P2 ≠ ∅. Αυτό σημαίνει ότι

αRK ⊂ P και αRK /⊂ P2,

δηλαδή P ∣ ⟨α⟩ = αRK ενώ P2 ∤ ⟨α⟩ = αRK. Το ιδεώδες αRK αναλύεται σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών.

αRK = Pα1
1 Pα2

2 ⋯P
αr
r ,αi > 0.

Ένα από αυτά είναι το P. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι P = P1 άρα
και α1 = 1. Ο δακτύλιος RK είναι όμως περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης. Το α ≠ 0 και δεν είναι
μονάδα του RK αφού α ∈ P. Επομένως το α αναλύεται σε γινόμενο αναγωγών στοιχείων:

α ≅ πβ1
1 π

β2
2 ⋯π

βn
n ,βi ∈ N.

Σε περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης τα πρώτα στοιχεία παράγουν τα πρώτα ιδεώδη. Επομένως
τα πiRK είναι πρώτα ιδεώδη του RK. Συνπώς, το κύριο ιδεώδες αRK αναλύεται σε γινόμενο πρώτων
ιδεωδών και ως εξής

αRK = (π1RK)β1(π2RK)β2⋯(πnRK)βn = PPα2⋯Pαr
r .

Λόγω του μονοσήμαντου της ανάλυσης σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών έχουμε ότι υπάρχει i ∈
{1, 2, . . . ,n} ώστε

P = πiRK
δηλαδή το τυχαίο P είναι κύριο ιδεώδες.

Παρατήρηση V.2.3. Στην αλγεβρική θεωρία αριθμών οι έννοιες περιοχή κυρίων ιδεωδών και πε-
ριοχή μονοσήμαντης ανάλυσης ταυτίζονται. Αυτό φυσικά δεν ισχύει γενικά στην αντιμεταθετική
άλγεβρα. Για παράδειγμα ο Z[x,y] είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης αλλά όχι περιοχή
κυρίων ιδεωδών.

Συνεχίζουμε με στόχο την απόδειξη του πεπερασμένου του αριθμού κλάσεων ιδεωδών. Αυτό
θα γίνει σε τέσσερα βήματα. Μέχρι το τέλος αυτής της παραγράφου {ω1,ω2, . . . ,ωn} θα είναι
μια βάση ακεραιότητας της επέκτασης K/Q.

Λήμμα V.2.4. Υπάρχει μια σταθερά C ∈ R+, ώστε για κάθε n-αδα (x1,x2, . . . ,xn) ρητών αριθμών
ισχύει

∣NK/Q(x1ω1 +⋯ + xnωn)∣ ≤ C( max
i=1,...,n

∣xi∣)
n
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Απόδειξη. Αν σi είναι οι n-εμφυτεύσεις του K στο C έχουμε:

∣NK/Q(x1ω1 +⋯ + xnωn)∣ =
n

∏
i=1
∣
n

∑
ν=1
xνσi(ων)∣ ≤

n

∏
i=1

n

∑
ν=1
∣xν∣∣σi(ων)∣

= ∣
n

∏
i=1

n

∑
ν=1
σi(ων)∣ ⋅ ( max

ν=1,2,...,n
∣xν∣)

n

.

Η σταθερά C ∶= ∣∏n
i=1∑

n
ν=1 σi(ων)∣.

Για παράδειγμα για K = Q(i), (ω1,ω2) = (1, i),

σ1 = Id ∶ { 1↦ 1
i↦ i } και σ2 = {

1↦ 1
i↦ −i } ,

τότε
N(x1 + x2i) = x2

1 + x2
2 ≤ 2(max

i=1,2
∣xi∣)

2
,

δηλαδή το C = ∣(1 + i)(1 − i)∣ = 2.

Λήμμα V.2.5 (Dirichlet pigeon principle). Έστω C η σταθερά του λήμματος V.2.4 και A ένα
ακέραιο ιδεώδες του RK. Τότε υπάρχει α ∈ A − {0} ώστε

∣NK/Q(α)∣ ≤ CNK(A).

Απόδειξη. Θα έφαρμόσουμε το αξίωμα του περιστεριώνα του Dirichlet (pigeon hole principle).
Θεωρούμε το σύνολο:

M = {ξ ∶ ξ = x1ω1 +⋯xnωn,xi ∈ Z, 1 ≤ xi ≤ n
√
NK(A) + 1}

δηλαδή
#M = ( n

√
NK(A) + 1)

n
> n
√
NK(A)

n
=NK(A) =#R/A.

Άρα υπάρχουν τουλάχιστον δύο στοιχεία τουMξ,ξ ′, ξ ≠ ξ ′ ώστε ξ ≡ ξ ′ mod A, συνεπώς ξ−ξ ′ ∈ A.
Θέτουμε: α = ξ − ξ ′ ∈ A − {0}. Ισχυριζόμαστε ότι αυτό το α πληροί τις απαιτήσεις του λήμματος.

Γράφουμε
α = x1ω1 +⋯ + xnωn ∶ xi ∈ Z

α = ξ − ξ ′,ξ,ξ ′ ∈M συνεπώς ∣xi∣ ≤ ( n
√
NK(A) + 1) − 1 = n

√
NK(A).

οπότε από το λήμμα V.2.4 έπεται ότι

∣NK/Q(α)∣ ≤ C( max
i=1,...,n

∣x∣i)
n

≤ C( n
√
NK(A))

n
= CNK(A).

Λήμμα V.2.6. Έστω C η σταθερά του λήμματος V.2.4. Σε κάθε κλάση k ∈ KK = IRK
/HRK

υπάρχει
ένα ακέραιο ιδεώδες A με norm NK(A) ≤ C.

Απόδειξη. Επιλέγουμε ένα ιδεώδες A ′ ∈ k−1 το οποίο χωρίς περιορισμό της γενικότητας το θε-
ωρούμε ακέραιο. Πράγματι αν το A ′ ήταν κλασματικό, τότε εξ ορισμού υπάρχει a ∈ RK με
⟨a⟩A ′ ⊂ RK και τα ιδεώδη A ′,aA ′ ανήκουν στην ίδια κλάση ιδεωδών.

Το λήμμα V.2.5 εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός β ∈ A ′ − {0} ώστε

∣NK/Q(β)∣ ≤ CNK(A ′).
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Το ιδεώδες A = (A ′)−1βRK ∈ k. Αρκεί να δείξουμε ακόμη ότι A ⊂ RK και ότι NK(A) ≤ C. Έχουμε
β ∈ A ′ συνεπώς βRK ⊂ A ′ και (A ′)−1β ⊂ A ′(A ′)−1 = RK. Αυτό αποδεικνύει ότι A είναι ακέραιο.
Από την άλλη

NK(A) =
NK(βRK)
NK(A ′)

=
∣NK/Q(β)∣
NK(A ′)

≤ CNK(A ′)
NK(A ′)

= C.

Λήμμα V.2.7. Υπάρχουν μόνο πεπερασμένου πλήθους ακέραια ιδεώδη A με NK(A) ≤ C.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι για δοσμένο φυσικό αριθμό m ∈ N υπάρχουν μόνο πεπερασμέ-
νου πλήθους ακέραια ιδεώδη A του RK με NK(A) =m. Πράγματι,

m =NK(A) = [RK ∶ A] συνεπώς m(α +A) = A για κάθε α ∈ RK.

Δηλαδή mRK ⊂ A και αν θέσουμε B ∶=mRKA−1 ⊂ AA−1 = RK, τότε

mR = A ⋅ B με B ακέραιο ιδεώδες του RK. (V.1)

Έστω mRK = Pm1
1 ⋯P

mr
r με mi ∈ N για i = 1, . . . , r. Από την εξίσωση (V.1) προκύπτει A = Pa1

1 ⋯P
ar
r ,

0 ≤ ai ≤ mi, δηλαδή για τα ai έχω πεπερασμένου πλήθος δυνατότητες και συνεπώς υπάρχουν
πεπερασμένα το πλήθος ακέραια ιδεώδη με NK(A) =m.

Θεώρημα V.2.8. Ο αριθμός κλάσεων κάθε αλγεβρικού σώματος αριθμών είναι πεπερασμένος.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει από τα λήμματα V.2.6 και V.2.7. Αν δεν ήταν πεπερασμένος,
θα είχαμε αντίφαση.

Πόρισμα V.2.9. Για κάθε ακέραιο ιδεώδες A του K, υπάρχει φυσικός αριθμός ℓ, με 1 ≤ ℓ ≤ hK,
ώστε το ιδεώδες Aℓ να είναι κύριο ιδεώδες.

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο των ιδεωδών:

A = {Ai ∶ 1 ≤ i ≤ hk + 1}.

Τουλάχιστον δύο από αυτά τα ιδεώδη ανήκουν στην ίδια κλάση. Έστω Ai ≅ Aj για i < j, συνεπώς
υπάρχουν a,b ∈ R με aRKAi = bRKAj. Έστω ℓ = j − i και B = Aℓ, θα δείξουμε ότι το B είναι κύριο
ιδεώδες. Η σχέση

aRKA
i = bRKAj

γράφεται
aRKA

i = bRKBAi συνεπώς (a/b)RKAi = BAi και B = a/bRK,

δηλαδή κύριο ιδεώδες.

Χρήσιμο είναι επίσης και το

Πόρισμα V.2.10. Αν A ακέραιο ιδεώδες του αλγεβρικού σώματος αριθμών K, για το οποίο ισχύει
Am = ⟨a⟩, κύριο ιδεώδες του K και (m,hK) = 1, τότε το A είναι κύριο ιδεώδες του K.

Απόδειξη. Αφού (m,hK) = 1, υπάρχουν ακέραιοι αριθμοί k, ℓ ώστε να ισχύει mk + ℓhk = 1. Επο-
μένως

A = A1 = Amk+hkℓ = (Am)k(AhK)ℓ.

Όμως Am = ⟨α⟩ κύριο ιδεώδες. Επίσης hK είναι η τάξη της ομάδας κλάσεων ιδεωδών του K, για
κάθε ιδεώδες A ισχύει AhK = ⟨β⟩, β ∈ RK, κύριο ιδεώδες του K. Συνεπώς και το A είναι κύριο
ιδεώδες του K.
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V.3 Αλγόριθμοι υπολογισμού

Η βασική ιδέα είναι να βρούμε όλα τα ακέραια ιδεώδη του K με norm ≤ C, όπου C είναι η
σταθερά του λήμματος V.2.4 και στη συνέχεια να ελέγξουμε σε πόσες διαφορετικές μεταξύ τους
κλάσεις ανήκουν. Μάλιστα επειδή η norm είναι πολλαπλασιαστική αρκεί να το κάνουμε αυτό
με όλα τα πρώτα ιδεώδη του K.

Είναι όμως πάρα πολύ δύσκολο να υπολογίσουμε την τιμή της σταθεράς C για το συγκεκρι-
μένο σώμα K. Αυτό δεν είναι καθόλου εύκολο. Χρειαζόμαστε μια καλύτερη σταθερά η οποία να
εξαρτάται από διάφορες παραμέτρους του σώματος K. Υπάρχει κάποια τέτοια σταθερά; Φυσικά
και υπάρχει!

Πρόκειται για το θεώρημα του Minkowski. Για την απόδειξή του όμως χρειάζεται μια ξεχω-
ριστή ιδέα. Το θεώρημα ανήκει σε έναν κλάδο της θεωρίας αριθμών που λέγεται «Γεωμετρία των
Αριθμών». Εδώ θα αναφέρουμε το θεώρημα και τις συνέπειές του και θα το αποδείξουμε στην
παράγραφο IX.1 του κεφαλαίου IX.

Αλλά ας πάρουμε τα πράγματα με τη σειρά. Έστω K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών, K = Q(θ)
και [K ∶ Q] = n. Υπάρχουν ακριβώς n-εμφυτεύσεις του σώματος K στο σώμα C. Έστω θ(1) =
θ,θ(2), . . . ,θ(n) οι ρίζες του Irr(θ,Q). Υπενθυμίζουμε ότι αν r1 είναι το πλήθος των πραγματικών
ριζών και 2r2 το πλήθος των μιγαδικών, τότε έχουμε ονομάσει ταυτότητα (signature) το [r1, r2].

Ισχύει το

Θεώρημα V.3.1. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών με ταυτότητα (signature) [r1, r2]. Τότε σε κάθε
κλάση k ∈ KRK

υπάρχει ένα ακέραιο ιδεώδες A ⊂ RK με

NK(A) ≤ (
4
π
)
r2 n!
nn
∣DK/Q∣1/2 ∶=MK.

Σημείωση V.3.2. Στα 1936 ο Siegel απέδειξε ότι για μιγαδικά τετραγωνικά σώματα αριθμών
K = Q(

√
m), m < 0 ισχύει ότι

∀ϵ > 0,∃Cϵ > 0 ∶ hK ≥ Cϵ∣DK/Q∣1/2−ϵ.

Επομένως, όταν ∣DK/Q∣→∞ έχουμε ότι hK →∞.
Παρατήρηση V.3.3. Δεδομένης της μονοσήμαντης ανάλυσης στον δακτύλιο Dedekind RK, αν
NK(A) ≤ MK, τότε για κάθε πρώτο ιδεώδες P,P ∣ A ισχύει NK(P) ≤ MK. Επειδή δε NK(P) = pf,
p ∈ P, f ∈ N, όλα τα πρώτα ιδεώδη που εμφανίζονται στην ανάλυση του A είναι αυτά των οποίων
οι πρώτοι αριθμοί p με A ∩Z = pZ, για τους οποίους ισχύει p ≤MK.

Συνεπώς, αν πάρουμε όλους τους πρώτους αριθμούς p ≤ MK υπολογίζουμε τις αναλύσεις
των ιδεωδών ⟨p⟩ = pRK σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών στον δακτύλιος RK και σχηματίζουμε όλα
τα δυνατά γινόμενα πρώτων ιδεωδών τα οποία ορίζουν ιδεώδη με norm ≤MK, τότε είμαστε εξα-
σφαλισμένοι ότι έχουμε τουλάχιστον έναν αντιπρόσωπο από κάθε κλάση. Με βάση τα παρακάτω
καταλήγουμε στον ακόλουθο:
Αλγόριθμο

• Θεωρούμε το αλγεβρικό σώμα αριθμών K = Q(θ)

• Υπολογίζουμε τον βαθμό της επέκτασης [K ∶ Q] = n

• Υπολογίζουμε την ταυτότητα [r1, r2] του K

• Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα DK του σώματος K

• Υπολογίζουμε τη σταθερά Minkowski

MK = (
4
π
)
r2 n!
nn
∣DK∣1/2.
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• Θεωρούμε όλους τους πρώτους αριθμούς p με p ≤MK

• Για κάθε p ∈ P, p ≤MK παραγοντοποιούμε τα πρώτα ιδεώδη ⟨p⟩ στον RK
• Υπολογίζουμε όλα τα γινόμενα πρώτων ιδεωδών του προηγούμενου βήματος για τα οποία

η norm είναι ≤MK

• Καθορίζουμε όλους τους γεννήτορες των κλάσεων ιδεωδών στις οποίες ανήκουν τα ιδεώδη
του προηγούμενου βήματος.

Παράδειγμα V.3.4. Έστω το σώμα K = Q(θ), θ = 3√2. Ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών
είναι ο Z[ 3√2]. Προφανώς το ανάγωγο f(x) = Irr( 3√2,Q) δίνεται από

f(x) = (x − 3√2)(x −ω 3√2)(x −ω2 3√2),

και [K ∶ Q] = 3 και r1 = r2 = 1. Η διακρίνουσα του σώματος K είναι DK = −22 ⋅ 33 και n = 3, δείτε το
παράδειγμα IV.6.4.

Η σταθερά Minkowski είναι

Mk = (
4
π
) 3!

33

√
∣DK∣ =

4
π

6
33 ⋅ 2 ⋅ 3

√
3 ∼ 2, 94.

Από το θεώρημα V.3.1 έπεται ότι για κάθε κλάση ιδεωδών k ∈ KR = IR/HR υπάρχει ένα ακέραιο
ιδεώδες A ∈ k με NK(A) < 3. Η μόνη δυνατότητα που έχουμε είναι NK(A) = 2. Προφανώς NK(A)
είναι πρώτος αριθμός, άρα το A είναι πρώτο ιδεώδες, A = P.

Αν NK(P) = 2, τότε 2 ∈ P και συνεπώς P ∣ 2RK. Με τη βοήθεια του νόμου ανάλυσης I.3.11 που
θα αποδειχθεί στο επόμενο κεφάλαιο VI.5.9 έχουμε

x3 − 2 ≡ x3 mod 2

συνεπώς 2RK = (θRK)3, όπου θRK πρώτο ιδεώδες με norm (θRK) = 2. Άρα P =ωRK κύριο ιδεώδες
και hK = 1.

Αφού η τάξη της ομάδας KRK
= IRK

/HRK
είναι πεπερασμένη, hK <∞, για κάθε κλάση k ∈ KRK

και khK = HRK
. Αν A ∈ k, τότε AhK ∈ khK = HR. Συνεπώς, το ιδεώδες Ahk είναι κύριο ιδεώδες.

V.4 Επίλυση της διοφαντικής εξίσωσης 2y3 = x2 + 5

Ξαναμελετούμε την εξίσωση 2y3 = x2 + 5 που λύσαμε, εν γνώσει μας, με λανθασμένο τρόπο,
στην εισαγωγή. Θα αποδείξουμε ότι (x,y) = (±7, 3) είναι οι μοναδικές της λύσεις.

Υποθέτουμε ότι (x,y) είναι μια λύση αυτής

2y3 = x2 + 5.

Παραγοντοποιούμε το δεξιό μέλος στην ακέραια περιοχή Z[
√
−5]

2y3 = (x +
√
−5)(x −

√
−5).

To −5 ≡ 3 mod 4. Επομένως ο Z[
√
−5] είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών

του σώματος K = Q(
√
−5). Επομένως ο Z[

√
−5] είναι περιοχή του Dedekind, δηλαδή έχουμε

μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών. Η διακρίνουσα του σώματος είναιDK = −20.
Επομένως για p = 2 το σύμβολο του Kronecker (−20

2 ) = 0. Συνεπώς, ⟨2⟩ = 2Z[
√
−5] = P2

2, P2 πρώτο
ιδεώδες.

Επίσης (−20
5 ) = 0, άρα και το ⟨5⟩ = 5Z[

√
−5] = P2

5, όπου P5 πρώτο ιδεώδες. Από τον νόμο
ανάλυσης των Kummer-Dedekind το f(x) = x2 − 5 και στον δακτύλιο F2[x] έχουμε

f[x] = x2 − 1 ≡ (x + 1)2 mod 2.
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Επομένως P2 = ⟨2, 1 +
√
−5⟩. Ομοίως f(x) ≡ x2 mod 5. Άρα P5 = ⟨5,

√
−5⟩ = ⟨

√
−5⟩. Μπορούμε

να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο και να αποδείξουμε ότι ο αριθμός κλάσεων ιδεωδών του K =
Q(
√
−5) είναι hK = 2. Πράγματι, αν K = Q(

√
−5), τότε ο δακτύλιος των ακεραίων Z(

√
−5) δεν έχει

μοναδική πραγματοποίηση και συνεπώς hK > 1. Η διακρίνουσα DK = −20 συνεπώς η σταθερά
του Minkowski είναι

( 2
π
)
√
∣DK∣ =

2
√

20
π
< 2.85

Κάθε ιδεώδες είναι ισοδύναμο με ιδεώδες που να έχει norm μικρότερο της σταθεράς του Minkowski.
Ένα ιδεώδες με norm 1 είναι όλος ο δακτύλιος. Ένα ιδεώδες A με norm 2 θα είναι ένας διαιρέτης
του 2RK. Παρατηρούμε ότι 2RK = P2

2 και έχει τάξη 2 στην ομάδα κλάσεων.
O μέγιστος κοινός διαιρέτης των ιδεωδών⟨x+

√
−5⟩ και ⟨x−

√
−5⟩ είναι το ιδεώδες P2. Πράγματι,

αν
A = ⟨x +

√
−5⟩RK + ⟨x −

√
−5⟩RK,

τότε 2
√
−5 ∈ A άρα ⟨2⟩⟨

√
−5⟩ ⊂ A οπότε A ∣ ⟨2⟩⟨

√
−5⟩ = P2

2P
2
5. Αλλά P5 ∤ A καθώς και P2

2 ∤ A, A ≠ RK.
Συνεπώς A = P2.

Επομένως η σχέση των ιδεωδών γράφεται

P2
2⟨y⟩3 = (P2B)(P2B),

όπου B,B ιδεώδη του RK πρώτα μεταξύ τους. Από τη σχέση

⟨y⟩3 = BB,

επειδή ο RK είναι δακτύλιος Dedekind, προκύπτει ότι υπάρχει ακέραιο ιδεώδες C του R, ώστε

B = C3,B = C3.

Το ιδεώδες
⟨2⟩⟨x +

√
−5⟩ = P2

2P2B = (P2C)3

είναι κύριο ιδεώδες του RK. Συνεπώς, υπάρχει α ∈ RK = Z[
√
−5] για το οποίο ισχύει ότι

⟨2⟩(x +
√
−5) = ⟨α⟩3

δηλαδή
2(x +

√
−5) = ϵα3,ϵ ∈ E(Z[

√
−5]) = {±1}.

Τελικά
2(x +

√
−5) = β3,β = a + b

√
−5,a,b ∈ Z.

Επομένως έχουμε
2(x +

√
−5) = a(a2 − 15b2) + b(3a2 + 5b2)

√
−5.

Συνεπώς,
2x = a(a2 − 15b2), 2 = b(3a2 − 5b2).

Άρα b ∣ 2, δηλαδή b = ±1,±2. Από τις δυνατές τιμές του b μόνο η τιμή δηλαδή b = −1 δίνει ακέραιο
a = ±1, και τελικά x0 = ±7, y0 = 3. Αυτές είναι και οι μοναδικές λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης.

Σημείωση V.4.1. Εντελώς ανάλογα αποδεικνύεται ότι η εξίσωση του Fermat

xp + yp = zp,p πρώτος ≠ 2

δεν έχει μη τετριμμένη λύση στην περίπτωση που το p είναι regular prime, δηλαδή στην περί-
πτωση που p ∤ hQ(ζp). Αυτό θα το εξετάσουμε αναλυτικά στο κεφάλαιο XI.
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V.5 Ασκήσεις

1. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών RK ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αυτού και P
πρώτο ιδεώδες του RK. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ RK ισχύει:

xNK(P) ≡ x mod P.

Επίσης να αποδειχθεί ότι η norm NK(P) είναι ο ελάχιστος φυσικός n για τον οποίο ισχύει

xn ≡ x mod P

για κάθε x ∈ RK.

2. Για κάθε ιδεώδες A του RK συμβολίζουμε το πλήθος των αντιστρέψιμων στοιχείων του δα-
κτυλίου R/A με ϕ(A). Να αποδειχθεί ότι αν A,B δύο ιδεώδη του του RK πρώτα μεταξύ
τους

ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B).

Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι

ϕ(A) =NK/Q(A) ∏
P∈SpecA

P∣A

(1 −NK/Q(P)−1) .

Τέλος να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ RK για το οποίο το ιδεώδες xRK είναι πρώτο προς το
A ισχύει

xϕ(A) ≡ x mod A.

3. Έστω L αλγεβρικό σώμα αριθμών το οποίο περιέχει την Galois θήκη της επέκτασης K/Q.
Έστω A ⊲ RK ιδεώδες. Αν το σ διατρέχει όλες τις εμφυτεύσεις του K στο C να αποδειχθεί ότι

∏
σ

σ(A)RL =NK/Q(A)RL.

4. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών και A ⊲ RK ιδεώδες. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει επέκταση
L/K στην οποία το ιδεώδες ARL να είναι κύριο ιδεώδες.

5. Να λυθεί η διοφαντική εξίσωση
y2 = x3 − 2.

6. Έστω d ακέραιος ελεύθερος τετραγώνου d < 0 και d ≡ 2, 3 mod 4. Έστω hK ο αριθμός
κλάσεων του σώματος K = Q(

√
d). Υποθέτουμε ότι 3 ∤ hK. Να αποδειχθεί ότι οι ακέραιες

λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης
y2 = x3 + d

είναι ακριβώς τα ζευγάρια (x,y) = (A2 − d,A(A2 + 3d)), όπου το A διατρέχει όλους τους
ακεραίους για τους οποίους ισχύει 3A2 ± 1 = −d.

7. Να λυθεί η διοφαντική εξίσωση
y2 = x3 + 13.

8. Να υπολογιστεί ο αριθμός κλάσεων του σώματος K = Q(
√
−13) και στη συνέχεια να λυθεί η

διοφαντική εξίσωση
2y3 = x2 + 73.

9. Να αποδειχθεί ότι το πλήθος των ακέραιων ιδεωδών που διαιρούν κάποιο ακέραιο ιδεώδες
ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών είναι πεπερασμένο.



90 ΚΕΦΑΛΑΙΟ V. NORM ΙΔΕΩΔΩΝ ΚΑΙ ΤΟ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΤΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ ΚΛΑΣΕΩΝ

10. Να αποδειχθεί ότι κάθε φυσικός αριθμός ανήκει σε πεπερασμένο πλήθος ακέραιων ιδεω-
δών ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών.

11. Να αποδειχθεί ότι το πλήθος των ακεραίων ιδεωδών ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών με
δοσμένη norm είναι πεπερασμένο.

12. Αν υπάρχει στοιχείο α ∈ A ενός ακεραίου ιδεώδους αλγεβρικού σώματος αριθμών K, ώστε
∣NK/Q(α)∣ =NK(A),

τότε να αποδειχθεί ότι ισχύει A = ⟨α⟩.

13. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών. Να αποδείξετε ότι υπάρχει πεπερασμένη επέκταση αλγε-
βρικών σωμάτων αριθμών L/K με την ιδιότητα ότι όλα τα ιδεώδη ARL να είναι κύρια ιδεώδη
για κάθε ακέραιο ιδεώδες A του K.

14. Να υπολογίσετε τον αριθμό κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος αριθμών K = Q(
√

6).

15. Να υπολογίστε τον αριθμό κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος αριθμών K = Q( 3√3).

16. Να υπολογίστε τον αριθμό κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος αριθμών K = Q(
√
−6).

17. Να υπολογίστε τον αριθμό κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος αριθμών K = Q(θ),
όπου θ ρίζα του πολυωνύμου x5 − x3 + 1.

18. Να υπολογιστεί η αλγεβρική δομή της ομάδας κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος
αριθμών K = Q(

√
−14).

19. Να υπολογιστεί η αλγεβρική δομή της ομάδας κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος
αριθμών K = Q(

√
−26).

20. Να υπολογιστεί η αλγεβρική δομή της ομάδας κλάσεων ιδεωδών του αλγεβρικού σώματος
αριθμών K = Q(

√
−65).

21. Έστω k ακέραιος ώστε k < −1, k ελεύθερος τετραγώνου, k ≡ 2, 3 mod 4 και 3 ∤ h
Q(
√
k). Αν

υπάρχει ένας ακέραιος a, k = 1 − 3a2, τότε οι μοναδικές λύσεις της διοφαντικής εξίσωσης
y2 = x3 + k είναι οι x = 4a2 − 1, y = ±(3a − 8a2).
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VI
Νόμος ανάλυσης

VI.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τον νόμο ανάλυσης στις σχετικές επεκτάσεις αλγεβρικών
σωμάτων αριθμών L/K, όπου το K δεν είναι κατ’ ανάγκη το σώμα των ρητών Q. Έχουμε το
ακόλουθο σχήμα:

L RL

K RK

Q Z

Είναι γνωστό ότι, θεώρημα III.3.6, ο RL είναι η ακεραία θήκη του RK στο L και είναι δακτύλιος
Dedekind. Αν [K ∶ Q] = n, αποδείξαμε ότι ο RK είναι ελεύθερο Z-module βαθμού n, θεώρημα
IV.4.2.

Τώρα ο RL είναι και ένα RK-module. Αφού και ο RL είναι πεπερασμένα παραγόμενο Z-
module, έπεται ότι και ο RL είναι ένα πεπερασμένα παραγόμενο RK-module,

RL = RKα1 + RKα2 +⋯ + RKαr.

Επίσης είναι και ελεύθερο στρέψεως RK-module, αφού είναι ελεύθερο στρέψεως ως Z-module.
Όμως ο RK είναι δακτύλιος Dedekind, όχι πάντοτε περιοχή κυρίων ιδεωδών, και συνεπώς δεν
μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ο RL είναι ελεύθερο RK-module.

Για παράδειγμα κάθε κλασματικό ιδεώδες, ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών K, είναι πε-
περασμένα παραγόμενο αλλά είναι ελεύθερο ακριβώς τότε όταν το ιδεώδες είναι κύριο.

Επίσης η επέκταση Q(
√
−14,

√
−7)/Q(

√
−14) δεν έχει βάση ακεραιότητας [8]. Ενώ η επέκταση

Q(
√
−14,

√
−7)/Q(

√
2) έχει βάση ακεραιότητας, αφού ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών είναι

ο Z[
√

2] και ως γνωστό είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Βέβαια είναι δυνατόν ο RL να είναι ελεύ-
θερο RK-module και σε περιπτώσεις που ο RK δεν είναι κατ΄ανάγκη περιοχή κυρίων ιδεωδών.
Για παράδειγμα αν K = Q(

√
−15) και L = K(

√
26) = Q(

√
−15,

√
26) μπορεί να αποδειχθεί ότι το

RL = RK ⊕ RK
√

26. O αριθμός κλάσεων του K είναι 2.
Τι γνωρίζουμε για τα πεπερασμένα παραγώμενα R-modules, όταν ο R είναι δακτύλιος του

Dedekind;

91
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Θεώρημα VI.1.1. Έστω R δακτύλιος του Dedekind και K το σώμα πηλίκων αυτού.

1. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενο και ελεύθερο στρέψης R-moduleM είναι ισόμορφο προς το
ευθύ άθροισμα κλασματικών ιδεωδών του K

M ≅ A1 ⊕A2 ⊕⋯⊕Am.

2. Δύο πεπερασμένα παραγόμενα και ελεύθερα στρέψεως R-modules

M ≅ A1 ⊕A2 ⊕⋯⊕Am και N ≅ B1 ⊕B2 ⊕⋯⊕Bn

είναι ισόμορφα τότε και μόνο τότε όταν m = n και ∏m
i=1Ai ≅∏m

i=1Bi modulo κύρια ιδεώδη.

Επομένως
M ≅ A1 ⊕A2 ⊕⋯⊕Am ≅ R⊕ R⊕⋯⊕A1A2⋯Am.

Ορισμός VI.1.2. Έστω R-ακεραία περιοχή και M ένα R-module. Ο βαθμός του M ορίζεται ως η
διάσταση του K⊗RM ως K-διανυσματικός χώρος, όπου K το σώμα κλασμάτων του R.

Επομένως ο βαθμός του παραπάνω M είναι το m.

Παρατήρηση VI.1.3. Με βάση όλα τα παραπάνω προκύπτει ότι το σύνολο όλων των κλάσεων
ισομορφίας πεπερασμένα παραγόμενων R-modules βαθμού ένα ταυτίζεται με την ομάδα κλά-
σεων του R.

Το αντίστοιχο του Elementarteilersatz για δακτυλίους Dedekind είναι το εξής:

Θεώρημα VI.1.4. Έστω R μια περιοχή Dedekind και M,N πεπερασμένα παραγόμενα ελεύ-
θερα στρέψεως R-modules με N ⊂ M και M,N έχουν τον ίδιο βαθμό m. Υπάρχουν στοιχεία
α1,α2, . . . ,αm ∈ M και κλασματικά ιδεώδη A1,A2, . . . ,Am καθώς και ακέραια ιδεώδη B1 ⊃ B2 ⊃
⋯ ⊃ Bm της R ώστε

M = A1α1 ⊕A2α2 ⊕⋯⊕Amαm, N = A1B1α1 ⊕A2B2α2 ⊕⋯⊕AmBmαm.

Τα ακέραια ιδεώδη B1,B2, . . . ,Bm ορίζονται μονοσήμαντα από το ζευγάρι των R-modules N ⊂ M
και λέγονται οι αναλλοίωτοι παράγοντες (invariant factors) του N στοM.

[1], [10], [6], [11], [4].

VI.2 Νόμος ανάλυσης - το πρώτο θεώρημα

Στα επόμενα θα κρατήσουμε σταθερό τον παρακάτω συμβολισμό: K,L,M θα είναι αλγεβρικά
σώματα αριθμών με K ⊂ L ⊂M. Θα συμβολίζουμε τους αντίστοιχους δακτυλίους του Dedekind
με R ⊂ S ⊂ T . Με P θα συμβολίζουμε ένα πρώτο ιδεώδες του R με Q ένα πρώτο ιδεώδες του S και
U ένα πρώτο ιδεώδες του T . Θεωρούμε

L

??
??

??
??

K

??
??

??
??

S P ⋅ S

R P
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Το γινόμενο PS είναι ένα ιδεώδες του S όχι κατ΄ ανάγκη πρώτο. Αφού ο S είναι δακτύλιος του
Dedekind έχουμε μονοσήμαντη ανάλυση:

PS =Qe1
1 ⋯Q

er
r ,

όπου Q1, . . . ,Qr είναι πρώτα ιδεώδη του S
Πρόβλημα: Ποια ιδεώδη υπεισέρχονται στην ανάλυση του PS και με ποιους εκθέτες;

Πρόταση VI.2.1. Ισχύουν οι ισοδύναμες μεταξύ τους παρακάτω προτάσεις:

1. Q ∣ PS δηλαδή υπάρχει ακέραιο ιδεώδες Q ′ του S ώστε PS =QQ ′.

2. Q ⊃ PS

3. Q ⊃ P

4. Q ∩ R = P

5. Q ∩K = P

Απόδειξη. Προφανώς η πρώτη σχέση είναι ισοδύναμη με τη δεύτερη. Το ότι από τη δεύτερη
έπεται η τρίτη είναι επίσης προφανές, αφού το P είναι ιδεώδες. Για να δείξουμε ότι η τρίτη
συνεπάγεται την τέταρτη παρατηρούμε ότι Q ⊃ P,R ⊃ P συνεπώς Q ∩ R ⊃ P. Από την άλλη το
Q ∩ R είναι ιδεώδες του R και μάλιστα διαφορετικό του R, γιατί διαφορετικά 1 ∈Q. Αφού P είναι
μέγιστο, έχουμε Q ∩ R = P.

Για να δείξουμε ότι η τέταρτη συνεπάγεται την πέμπτη παρατηρούμε ότι

Q ∩K = (Q ∩ S) ∩K =Q ∩ (S ∩K) =Q ∩ R.

Τέλος για να δείξουμε ότι η πέμπτη συνεπάγεται τη δεύτερη παρατηρούμε ότι

Q ∩K = P συνεπώς Q ⊃ P και PS ⊂Q.

Ορισμός VI.2.2. Αν ισχύει μία από τις παραπάνω σχέσεις (και συνεπώς και οι πέντε), τότε θα
λέμε ότι o Q βρίσκεται πάνω από το P και ότι το P βρίσκεται κάτω από το Q.

Πρόταση VI.2.3. Έστω P πρώτο ιδεώδες του K και

PS =Qe1
1 ⋯Q

er

r

η ανάλυση του PS σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών του S. Τα πρώτα ιδεώδηQ1, . . . ,Qr και μόνον αυτά
βρίσκονται πάνω από το P στην επέκταση L/K.

Απόδειξη. Έστω Q ένα πρώτο ιδεώδες του S πάνω από το P, συνεπώς Q ⊃ PS = Qe1
1 ⋯Q

er
r , άρα

υπάρχει i = 1, . . . , r ώστε Q ∣Qi συνεπώς Qi ⊂Q και αφού Qi μέγιστο Q =Qi.
Επίσης αν Q =Qi, τότε

Q ⊃
r

∏
i=1
Q

ei

i
= PS ⊃ P.
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VI.3 Δείκτης διακλάδωσης, βαθμός αδρανείας και το πρώτο θεώ-
ρημα ανάλυσης

Ορισμός VI.3.1. Ο εκθέτης e = e(Q/P) με τον οποίο εμφανίζεται το Q στην ανάλυση του PS σε
γινόμενο πρώτων παραγόντων λέγεται δείκτης διακλάδωσης του Q υπεράνω του P. Θα λέμε ότι
το Q διακλαδίζεται υπέρ το P αν και μόνο αν e(Q/P) > 1. Θα λέμε ότι το P διακλαδίζεται υπέρ το
L αν υπάρχει πρώτος Q του S με e(Q/P) > 1.

Ο παραπάνω ορισμός έχει νόημα γιατί λόγω της πρότασης VI.2.1 υπάρχει ακριβώς ένα P που
βρίσκεται κάτω από το Q.

Έστω τώρα ότι το Q βρίσκεται πάνω από το P. Θεωρούμε τη συνάρτηση

i ∶ R/P ∋ r + P ↦ r +Q ∈ S/Q

η οποία είναι προφανώς μονομορφισμός σωμάτων. Πράγματι, αν i(r1+P) = i(r2+P), τότε r1+Q =
r2 +Q συνεπώς r1 − r2 ∈Q. Άρα r1 − r2 ∈ R ∩Q = P, δηλαδή r1 + P = r2 + P.

Ταυτίζουμε λοιπόν τα σώματα R/P και i(R/P) = (R +Q)/Q, δηλαδή θεωρούμε το R/P ως υπό-
σωμα του S/Q.

Ορισμός VI.3.2. Έστω ότι Q βρίσκεται πάνω από το P. Τότε ο ακέραιος

f(Q/P) = [S/Q ∶ R/P]

λέγεται βαθμός αδρανείας του Q υπέρ το P.

Πρόταση VI.3.3. Αν ο Q βρίσκεται πάνω από το P, τότε ισχύει

NL/Q(Q) =NK/Q(P)f(Q/P).

Απόδειξη. Ισχύει
NL/Q(Q) =#S/Q και NK/Q(P) =#R/P

Το θεώρημα είναι απλή συνέπεια του ότι αν F ⊂ F ′ είναι δύο πεπερασμένα σώματα και [F ′ ∶ F] = n,
τότε #F ′ =#(Fn).

Κατ’ ευθείαν από τον ορισμό του δείκτη διακλαδώσεως και του βαθμού αδρανείας βγαίνει το
συμπέρασμα ότι για τα διαδοχικά σώματα ισχύει

M T U

L S Q

K R P

ισχύει

e(U/P) = e(U/Q)e(Q/P)
f(U/P) = f(U/Q)f(U/P).

Θεώρημα VI.3.4 (Πρώτο θεώρημα ανάλυσης). Έστω [L ∶ K] = n. Τότε ισχύει

n = e1f1 + e2f2 +⋯ + erfr = ∑
Q⊃P

e(Q/P)f(Q/P).
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Απόδειξη. Έχουμε ότι
PS =Qe1

1 ⋯Q
er
r ,

συνεπώς
NL/Q(PS) =NL/Q(Q1)e1⋯NL/Q(Qr)er =NK/Q(P)e1f1+⋯+erfr .

Ισχυριζόμαστε ότι
NL/Q(PS) =NK/Q(P)n

από το οποίο καταλήγουμε άμεσα στο ζητούμενο αφού

NK/Q(P) =#R/P ≥ 2,

οπότε οι εκθέτες θα είναι ίσοι.
Πράγματι γνωρίζουμε ότι hK <∞ συνεπώς PhK = λR, λ ∈ R συνεπώς PhKS = λS άρα

NL/Q(PhKS) =NL/Q(λS) = ∣NL/Q(λ)∣

= ∣NK/Q (NL/K(λ)) ∣ = ∣NK/Q(λn)∣ = ∣NK/Q(λ)∣n.

Δηλαδή
NL/Q(PhKS) = ∣NK/Q(λ)∣n =NK/Q(P)hKn

και τελικά
NL/Q(PS) =NK/Q(P)n.

Εφαρμογή: K = Q, [L ∶ Q] = 2, p πρώτος αριθμός. Τότε P = pZ πρώτο ιδεώδες ≠ 0 στο Z = R.
Τότε

PS =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Q, f(Q/P) = 2,e(Q/P) = 1
Q1Q2 f(Qi/P) = 1,e(Qi/P) = 1
Q2 f(Q/P) = 1,e(Q/P) = 1

VI.4 Νόμος ανάλυσης σε επεκτάσεις Galois

Έστω τώρα σ ένας K-αυτομορφισμός του σώματος L και Q πρώτο ιδεώδες του S που βρίσκεται
πάνω από το πρώτο ιδεώδες P του R, τότε ισχύουν:

1. Το σ(Q) είναι πρώτο ιδεώδες του S.

2. Το σ(Q) ⊃ P

3. f(Q/P) = f(σ(Q)/P)

4. e(Q/P) = e(σ(Q)/P)

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι το δεύτερο είναι προφανές, αφού Q ⊃ P δίνει ότι σ(Q) ⊃ σ(P) = P.
Για το πρώτο: Ισχύει ότι σ(S) = S. Πράγματι σ(s) είναι ακέραιο υπεράνω του R για κάθε s ∈ S,

δηλαδή σ(S) ⊂ S. Επειδή η σ−1 είναι επίσης K-αυτομορφισμός του σώματος L οπότε σ−1(S) ⊂ S
από όπου προκύπτει ότι S ⊂ σS. Τώρα το σ(Q) είναι προφανώς ιδεώδες του σ(S) = S, δηλαδή
ισχύει η ισότητα. Επίσης είναι πρώτο ιδεώδες του S, διότι η συνάρτηση

σ̂ ∶ S/Q→ σ(S)/σ(Q) = S/σ(Q)

είναι ισομορφισμός και S/Q είναι ακέραια περιοχή.
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Για τo τρίτο: Τα πηλίκα S/Q και S/σ(Q) είναι R/P-διανυσματικοί χώροι οι οποίοι είναι ισό-
μορφοι, άρα έχουν την ίδια διάσταση:

dimR/P S/Q = dimR/P S/σ(Q).

Συνεπώς
f(Q/P) = [S/Q ∶ R/P] = [S/σ(Q) ∶ R/P] = f(σ(Q)/P).

Τέλος για το τέταρτο έχουμε

PS =Qe1
1 ⋯Q

er

r = σ(PS) = σ(Q1)e1⋯σ(Qr)er

και το ζητούμενο προκύπτει λόγω μοναδικής ανάλυσης σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών.

Θεώρημα VI.4.1. Υποθέτουμε ότι η επέκταση L/K είναι επέκταση του Galois και έστωG = Gal(L/K)
είναι η ομάδα Galois της επέκτασης αυτής. Αν

PS =Qe1
1 ⋯Q

er
r

η ανάλυση του PS στον S, τότε η ομάδα G δρα μεταβατικά στο σύνολο {Q1, . . . ,Qr}, δηλαδή για
κάθε ζευγάρι Qi,Qj υπάρχει σ ∈ G ώστε σ(Qi) =Qj.

Απόδειξη. Έστω ότι υπάρχει ένα Qj ώστε Qj /∈ {σ(Qi) ∶ σ ∈ G}. Θεωρούμε το σύστημα:

x ≡ 0 mod Qj (VI.1)
x ≡ 1 mod σ(Qi) ∶ για κάθε σ ∈ G

και από την παραπάνω υπόθεση συμπεραίνουμε ότι για κάθε σ ∈ G τα Qj,σ(Qi) είναι πρώτα
μεταξύ τους, οπότε από το θεώρημα υπολοίπων του Κινέζου έπεται ότι υπάρχει s ∈ S λύση του
συστήματος (VI.1). Επομένως

NL/K(s) = ∏
σ∈G

σ(s) ∈ K ∩ S = R.

Ακόμη s ∈ Qj συνεπώς NL/K(s) ∈ Qj και αφού NL/K(s) ∈ K, έχουμε NL/K(s) ∈ Qj ∩ K = P. Όμως
s /∈ σ(Qi) για κάθε σ ∈ G συνεπώς σ(s) /∈Qi για κάθε σ ∈ G δηλαδή NL/K(s) /∈Qi ∩K = P, άτοπο.

Πόρισμα VI.4.2. Αν L/K επέκταση του Galois, τότε για κάθε πρώτο ιδεώδες P του R έχουμε την
ανάλυση:

PS = (Q1⋯Qr)e

όπου e = e(Qi/P) και f = f(Qi/P) για i = 1, . . . , r. Επιπλέον n = efr.

VI.5 Το δεύτερο θεμελιώδες θεώρημα ανάλυσης

Αυτό που λείπει από το πρώτο θεώρημα ανάλυσης είναι ότι δεν γνωρίζουμε ποια είναι τα
ιδεώδη που εμφανίζονται στην ανάλυση του ιδεώδους PS.

Θα επιθυμούσαμε να έχουμε γεννήτορες των πρώτων ιδεωδών και φυσικά και τη (σχετική)
norm της επέκτασης L/K την οποία θα ορίσουμε.

Έστω θ ∈ S, L = K(θ), Όπως θα δούμε παρακάτω αν S = R[θ], τότε μπορούμε να δώσουμε
απάντηση για όλα τα ιδεώδη του R. Όμως, όπως είδαμε στο παράδειγμα του Dedekind, αυτό
δεν ήταν δυνατό για κανένα αλγεβρικό ακέραιο θ του σώματος K.
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Επειδή είναι δύσκολο προς το παρόν να εργαστούμε με τον δακτύλιο του Dedekind S θα
περιορισούμε στον δακτύλιο

S∗ = R[θ].
Προφανώς ο S∗ είναι μια ακέραια περιοχή υποδακτύλιος του σώματος L με μοναδιαίο 1 ∈ R[θ].

Ορισμός VI.5.1. Έστω L αλγεβρικό σώμα αριθμών και O ⊂ L. Το O θα λέγεται τάξη (order) του
L όταν

1. To O είναι μια ελεύθερη αβελιανή ομάδα βαθμού n, όπου n = [L ∶ Q],

O = Zω1 ⊕⋯Zωn,

2. O υποδακτύλιος του L με 1 ∈ O.

Πρόταση VI.5.2. Αν O τάξη του σώματος L, ισχύουν:

1. O ⊂ S, όπου S o δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του L.

2. [S ∶ O] =m <∞ (δείκτης πεπερασμένα παραγόμενης αβελιανής ομάδας ίδιου βαθμού (rank))

3. mS ⊂ O

Απόδειξη. 1. Έστω s ∈ O = Zω1 ⊕Zω2 ⊕ ⋅ ⊕Zωn. Επομένως

s

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ω1
ω2
⋮
ωn

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ω1
ω2
⋮
ωn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

και A ∈Mn(Z).

Συνεπώς, det(sIn −A) = 0, οπότε s ακέραιος αλγεβρικός, δηλαδή s ∈ S.

2. Είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος IV.3.5.

3. Προφανές

Παρατήρηση VI.5.3. To S∗ = R[θ] είναι μία τάξη του L. Tο ότι είναι ελεύθερη αβελιανή ομάδα
αποδεικνύεται όπως και για τον S. Έχουμε τη γνωστή σχέση (εξίσωση III.5)

S ⊂D−1R[θ],D ∶=DL/K(θ)

συνεπώς
DS ⊂ R[θ] ⊂ S,

όπου DS,S ελεύθερες αβελιανές ομάδες βαθμού (rank) n και το Z περιοχή κυρίων ιδεωδών, άρα
και R[θ] ελεύθερη αβελιανή ομάδα βαθμού n.
Από τα παραπάνω είναι σαφές ότι και ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του L είναι
επίσης μια τάξη αυτού. Επειδή όλες οι τάξεις περιέχονται στην S, o S θα λέγεται μέγιστη τάξη
του σώματος L.

Εργαζόμενοι όμως στην τάξη R[θ] έχουμε ξαναχάσει τον «παράδεισο» της μονοσήμαντης ανά-
λυσης ιδεωδών σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών. Επειδή ο δακτύλιος R[θ] περιέχει μια Q-βάση του
σώματος L, έπεται ότι και ο R[θ] έχει ως σώμα πηλίκων το ίδιο με τον δακτύλιο των ακεραίων
αλγεβρικών S.

Αν λοιπόν ισχύει R[θ] ⊊ S, τότε η τάξη R[θ] δεν είναι περιοχή του Dedekind, αφού δεν είναι
ακέραια κλειστή. Για να πετύχουμε μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο πρώτων ιδεωδων, θα
πρέπει να αποκλείσουμε κάποια, πεπερασμένου πλήθους, ιδεώδη. Είναι τα πρώτα ιδεώδη που
διαιρούν τον οδηγό (conductor, Führer) F της τάξης.
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Ορισμός VI.5.4. Aν S∗ είναι μια τάξη του αλγεβρικού σώματος αριθμών L και S o δακτύλιος
των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών, τότε οδηγός της τάξης S∗ ορίζεται το σύνολο

F = FS/S∗ = {ξ ∈ S∗ ∶ Sξ ⊂ S∗}.

Ισχύουν

1. F = FS/S∗ = {ξ ∈ S∗ ∶ Sξ ⊂ S∗} είναι ένα ιδεώδες του S.

2. FS/S∗ ⊃ ⟨m⟩ = Sm, όπου m = [S ∶ S∗], δηλαδή FS/S∗ ≠ ⟨0⟩.

Είναι σαφές από τον ορισμό ότι F ⊂ S∗, αφού 1 ∈ S.

Παράδειγμα VI.5.5. Έστω L = Q(√m), m, m ∈ Z − {0}, m όχι τέλειο τετράγωνο

S = Z +Zω,ω =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

√
m αν m = 2, 3 mod 4

1+
√
m

2 αν m ≡ 1 mod 4

Έστω S∗ μια τάξη του L. Αφού 1 ∈ S∗ έχουμε ότι Z ⊂ S∗. Η S∗ είναι τώρα μια διδιάστατη ελεύθερη
αβελιανή ομάδα και αφού Z ⊂ S∗ είναι της μορφής

S∗ = Z +Zω ′

για κάποιο ω ′ ∈ S = Z +Zω. Δηλαδή ±ω ′ = a + fω, a ∈ Z, f ∈ N − {0}. Άρα

S∗ = Z +Zfω.

Επειδή δε για κάθε φυσικό αριθμό f το Z+Zfω είναι μια τάξη του L, έπεται ότι για κάθε φυσικό
αριθμό f έχουμε ακριβώς μία τάξη του L. Ο οδηγός της είναι το ιδεώδες του S, Sf = ⟨f⟩. Πολύ
συχνά λέμε ότι ο οδηγός της τάξης S∗ είναι f.

Πρόταση VI.5.6. Έστω S∗ μία τάξη του L με οδηγό F = FS/S∗. Τότε τα σύνολα

DS(F) = {A ∶ Aακέραιο ιδεώδες του S,A +F = S}

και
DS∗(F) = {A∗ ∶ A∗ακέραιο ιδεώδες του S∗,A∗ +F = S∗}

αποτελούν πολλαπλασιαστικές ημιομάδες στις οποίες ισχύει ο νόμος της διαγραφής.

Απόδειξη. Έστω A,B ∈ DS(F), δηλαδή A + F = S και B + F = S συνεπώς AB + F = S, δηλαδή
A ⋅B ∈DS(F). Ομοίως αν A∗,B∗ ∈DS∗(F) έχουμε ότι A∗ ⋅B∗ ∈DS∗(F). Δηλαδή DS(F) και DS∗(F)
είναι πολλαπλασιαστικές ημιομάδες.

Τώρα στηνDS(F) ισχύει ο νόμος της διαγραφής, διότι ισχύει στην ομάδα IS όλων των ιδεωδών
του L.

Το ότι το ίδιο ισχύει και στον DS∗(F) είναι άμεση συνέπεια του παρακάτω:

Θεώρημα VI.5.7. Έστω S∗ μια τάξη του αλγεβρικού σώματος αριθμών L με οδηγό F = FS/S∗. Τότε
ισχύει

1. Η απεικόνιση j ∶DS∗(F) ∋ A∗ ↦ SA∗ ∈DS(F) είναι ισομορφισμός ημιομάδων

2. Η αντίστροφη συνάρτηση j−1 είναι η j−1 ∶DS(F) ∋ A↦ A ∩ S∗ ∈DS∗(F).

3. Για κάθε A ∈DS(F) με A∗ = A ∩ S∗ ισχύει S/A ≅ S∗/A∗.

Προτού αποδείξουμε το παραπάνω θεώρημα, διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε το παρακάτω:
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Πόρισμα VI.5.8. Κάθε ιδεώδες A∗ ∈ DS∗(F) έχει μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο μεγίστων
ιδεωδών του DS∗(F).

Απόδειξη. (του πορίσματος) Έστω A∗ ∈ DS∗(F), τότε j(A∗) = SA∗ ∈ DS(F). Το SA∗ αναλύεται
μονοσήμαντα σε γινόμενο μεγίστων ιδεωδών του S. Τα ιδεώδη αυτά περιέχουν το SA∗ και επειδή
το SA∗ είναι πρώτο προς τον F και αυτά θα είναι πρώτα προς τον F . Άρα

SA∗ =Qe1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r ,Qi +F = S, i = 1, . . . , r

Τώρα αφού λόγω του θεωρήματος VI.5.8 ο j είναι ισομορφισμός έχουμε ότι τα j−1(Qi) είναι
επίσης μέγιστα ιδεώδη του DS∗(F), δηλαδή

A∗ = j−1(Q1)e1⋯j−1(Qr)er

Απόδειξη. (του Θεωρήματος VI.5.8) Στην απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε τα εξής:
(i) ΈστωA,B,C υποομάδες μιας προσθετικής ομάδος (G,+). ΑνA ≤ C, τότε (A+B)∩C = A+B∩C

(ii) Αν A,B ιδεώδη του S, A +B = S, τότε A ⋅ B = A ∩B.
Ισχυριζόμαστε ότι

j(DS∗(F)) ⊂DS(F).
Πράγματι έστω A∗ ∈ DS∗(F) συνεπώς A∗ + F = S∗, δηλαδή SA∗ + SF = SS∗. Όμως SS∗ = S, διότι
1 ∈ S∗ οπότε SA∗ +F = S και επομένως SA∗ ∈DS(F).

O j είναι ομομορφισμός, δηλαδή

j(A∗B∗) = SA∗B∗ = SA∗SB∗ = j(A∗)j(B∗).

O j είναι μονομορφισμός. Πράγματι, έστω A∗ ∈ DS∗(F). Ισχυριζόμαστε ότι SA∗ ∩ S∗ = A∗. Αυτό
προκύπτει ως εξής:

SA∗ ∩ S∗ = SA∗ ∩ (A∗ +F) = A∗ + SA∗ ∩F (ii)= A∗ +F ⋅ SA∗ = A∗ +FA∗

= A∗(S∗ +F) = A∗ ∩ (S∗ +F) = A∗S∗ 1∈S∗= A∗

O j είναι επιμορφισμός. Πράγματι έστω A ∈DS(F) συνεπώς A +F = S και

S∗ ∩A +F (i)= (A +F) ∩ S∗ = S ∩ S∗ = S∗

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι A∗ = S∗ ∩A έχει την ιδιότητα SA∗ = A.

SA∗ = S(S∗ ∩A) = (A +F)(S∗ ∩A) = A(S∗ ∩A) +F(S∗ ∩A)
(ii)= A(S∗ ∩A) +F ∩ S∗ ∩A = A(S∗ ∩A) +F ∩A =
(ii)= A(S∗ ∩A) +FA = A(S∗ ∩A +F) = AS∗ 1∈S= A.

Δηλαδή αποδείξαμε τα (i) και (ii) του θεωρήματος. Για το τρίτο θεωρούμε τον κανονικό ομομορ-
φισμό

φ ∶ S∗ → S/A, s↦ s +A.
Προφανώς

kerφ = {s ∈ S∗ ∶ s ∈ A} = S∗ ∩A = A∗.
Επίσης o φ είναι επιμορφισμός. Έστω τυχαίο s+A ∈ S/A, s ∈ S. Όμως S = F+A συνεπώς S ⊂ S∗+A,
διότι F ⊂ S∗. Γράφουμε τώρα s = s∗ + a με s∗ ∈ S∗ και a ∈ A. Έχουμε

s +A = s∗ + a +A = s∗ +A = φ(s∗),

δηλαδή η φ είναι επί και S∗/A∗ ≅ S/A.
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Ο κύριος σκοπός της παρούσης παραγράφου είναι απόδειξη του

Θεώρημα VI.5.9 (2o Θεμελιώδες Θεώρημα). Έστω K ⊂ L αλγεβρικά σώματα αριθμών και R,S οι
αντίστοιχοι δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών, L = K(θ) με θ ∈ S και έστω F ο οδηγός
της S/R[θ]. Αφού θ ∈ S, g(x) ∶= Irr(θ,K) ∈ R[x].

Έστω P πρώτο ιδεώδες του R με την ιδιότητα PS+F = S, δηλαδή PS ∈DS(F). Την ανάλυση του
PS σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών τη βρίσκουμε ως εξής: Έστω

g(x) = g1(x)c1⋯gt(x)ct

η ανάλυση του g(x) στον δακτύλιο R
P
[x] με gi(x) ∈ R[X] μονικά πολυώνυμα και gi(x) ανάγωγα

στον R/P[x]. Τότε

1. Τα πρώτα ιδεώδη Qi του S που βρίσκονται πάνω από το P είναι τα

Qi = PS + gi(θ)S, i = 1, . . . , t

Το πλήθος των ιδεωδών στην ανάλυση του PS είναι r = t, f(Qi/P) = deggi(x) και ei(Qi/P) = ci,
για i = 1, . . . , t.

2.

PR[θ] = P[θ] = {
n−1
∑
i=0
piθ

i ∶ pi ∈ P}

και τα ιδεώδη Q∗i = j
−1(Qi) δίνονται από τη σχέση

Q∗i =Qi ∩ R[θ] = P[θ] + gi(θ)R[θ].

Σημείωση VI.5.10. Αν f(x) = ∑i aix
i ∈ R[x], τότε με

f(x) =∑
i

aix
i

συμβολίζουμε το πολυώνυμο στο R
P
[x] όπου ai = ai + P ∈ R/P.

Στην ειδική περίπτωση που S = R[θ], τότε F = S και PS + S = S, δηλαδή η συνθήκη του
θεωρήματος ισχύει για κάθε πρώτο ιδεώδες P του R.

Λήμμα VI.5.11. Ικανές συνθήκες για να ισχύει PS +F = S:

1. Αν P + Rm = R όπου m = [S ∶ R[θ]], τότε PS +F = S.

2. Αν P ∤DL/K(θ), τότε PS +F = S.

Απόδειξη.

1. Ισχύει ότι F = {ξ ∈ R[θ] ∶ Sξ ⊂ R[θ]}. Επειδή δε mS ⊂ R[θ] όπου m = [S ∶ R[θ]] άρα m ∈ F
οπότε πολλαπλασιάζοντας τη σχέση P + Rm = R με S έχουμε

S = PS + Sm ⊂ PS + SF = PS +F ⊂ S

συνεπώς PS +F = S.

2. Ξαναθυμόμαστε ότι S ⊂ 1
DL/K(θ)

R[θ] συνεπώς DL/K(θ)S ⊂ R[θ] οπότε DL/K(θ) ∈ F άρα

S = PS + SDL/k(θ) ⊂ PS + SF = PS +F ⊂ S,

από όπου προκύπτει ότι PS +F = S.
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Απόδειξη. (του 2ου Θεμελιώδους θεωρήματος VI.5.9) Η απόδειξη είναι μακροσκελής. Η ιδέα
πάντως είναι η εξής: Έστω P πρώτο ιδεώδες του R, PS + F = S. Αντί να ψάξουμε να βρούμε τα
ιδεώδη του S που βρίσκονται πάνω από το P, ψάχνουμε τα πρώτα ιδεώδη του R[θ] που βρίσκονται
πάνω από το P και στη συνέχεια εφαρμόζουμε το θεώρημα VI.5.8.

L S Q

R[θ] Q∗ =Q ∩ R[θ]

K R P

Q

Λήμμα VI.5.12. Ισχύει
R[θ]/P[θ] ≅ R[x]/⟨g(x)⟩,

όπου ⟨g(x)⟩ = g(x)R[x].

Απόδειξη. Έστω

ρ ∶ R[θ]→ R[x]
g(x)

με
ρ(h(θ)) = h(x) + ⟨g(x)⟩

για h(x) ∈ R[θ].

(i) Παρατηρούμε πρώτα ότι η ρ είναι καλά ορισμένος ομορφισμός δακτυλίων. Έστω h(x),h ′(x) ∈
R[x] ώστε h(θ) = h ′(θ) συνεπώς f(θ) = (h − h ′)(θ) = 0. Επειδή g(x) = Irr(θ,K) θα πρέπει
g(x) ∣R[x] f(x) και g ∣

R[x] f(x), δηλαδή f(x) ∈ ⟨g(x)⟩.

(ii) Επίσης παρατηρούμε ότι kerρ = P[θ]. Έστω h(θ) ∈ kerρ, h(x) ∈ R[x] συνεπώς h[x] ∈ ⟨g(x)⟩
και g(x) ∣

R[x] h(x), δηλαδή υπάρχει q(x) ∈ R[x] ώστε

h(x) = g(x)q(x)

και κατά συνέπεια
h(x) = g(x)q(x) + r(x), όπου r(x) ∈ P[x]

δηλαδή h(θ) = 0 + r(θ) ∈ P[θ].

Έστω τώρα ξ ∈ P[θ], συνεπώς ξ = ∑n−1
i=1 piθ

i, pi ∈ P. Θα πρέπει

ρ(ξ) =
n−1
∑
i=1
pix

i + ⟨g(x)⟩ = ⟨g(x)⟩,

αφού pi = 0 στον R/P = R.
Τέλος ο ρ είναι επιμορφισμός. Πράγματι, για κάθε

h(x) ∈ R[X] έχουμε h(x) + ⟨g(x)⟩ ∈ R[x]
⟨g(x)⟩

,
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και υπάρχει h(θ) ∈ R[θ] με
ρ(h(θ)) = h(x) + ⟨g(x)⟩.

Λήμμα VI.5.13. Έστω R αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο 1 ∈ R και I ιδεώδες του R. Θεω-
ρούμε τα σύνολα

K = {A ∶ A ⊲ R,A ⊃ I}

και
Λ = {B ∶ B ⊲ R/I}.

Υπάρχει μία αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στα σύνολα K και Λ

K ∋ A↦ A + I ∈ Λ

η οποία διατηρεί τα μέγιστα και συνεπώς και τα πρώτα ιδεώδη (άσκηση).

Από τα τελευταία δύο λήμματα γίνεται φανερό, ότι για να βρούμε τα πρώτα ιδεώδη που
βρίσκονται πάνω από το P[θ] = PR[θ] στον R[θ], αρκεί να βρούμε όλα τα πρώτα ιδεώδη του
R[x]/⟨g(x)⟩.

Επιπλέον ο R = R/P είναι σώμα και συνεπώς ο R[x] είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών και
συνεπώς και ο R[x]/⟨g⟩ είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Για δακτυλίους κυρίων ιδεωδών ισχύει

Λήμμα VI.5.14. Έστω R̃ ένας δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, συνεπώς δακτύλιος μονοσήμαντης ανά-
λυσης. Έστω ότι το στοιχείο α ∈ R̃ − {0} έχει τη μονοσήμαντη ανάλυση

α ≅ πc1
1 π

c2
2 ⋯π

ct

t

σε γινόμενο πρώτων (αναγώγων) στοιχείων του R̃. Τότε τα μόνα πρώτα ιδεώδη του R̃ που βρίσκονται
πάνω από το aR̃ είναι τα πiR̃ και σύμφωνα με το λήμμα VI.5.13 στον δακτύλιο R̃/aR̃ τα μόνα πρώτα
ιδεώδη είναι τα πiR̃/aR̃.

Απόδειξη. Προφανής, δες και V.2.2.

Από το λήμμα VI.5.14 έπεται τώρα ότι ⟨gi(x)⟩/⟨g(x)⟩ είναι τα μόνα πρώτα ιδεώδη του R/⟨g(x)⟩
οπότε αν

ρ ∶ R[θ]
P[θ]

→ R[x]
⟨g(x)⟩

με
ρ(h(θ) + P[θ]) = h(x) + ⟨g(x)⟩,

είναι ο ισομορφισμός του λήμματος VI.5.12, έπεται ότι τα μόνα πρώτα ιδεώδη του R[θ]/P[θ] είναι
τα ρ−1(⟨gi(x)⟩/⟨g(x)⟩). Υπολογίζουμε ότι

ρ−1(⟨gi(x)⟩/⟨g(x)⟩) =
gi(θ)R[θ] + P[θ]

P[θ]

και από το λήμμα VI.5.13 όλα τα πρώτα ιδεώδη του R[θ] που βρίσκονται πάνω από το P[θ] = PR[θ]
είναι τα P[θ] + gi(θ)R[θ] για i = 1, . . . , t.

Επειδή δε PS +F = S, από το VI.5.8 έχουμε

1. Όλα τα πρώτα ιδεώδη του S που βρίσκονται πάνω από το PS είναι τα

Qi = PS + gi(θ)S, i = 1, . . . , t



VI.5. ΤΟ ΔΕΥΤΕΡΟ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 103

2. r = t.

Απομένει να αποδειχτεί ακόμα ότι για i = 1, . . . , t

1. f(Qi/P) = deggi(x) = deggi(x)

2. e(Qi/P) = ci

Για την απόδειξη του πρώτου έχουμε

NK/Q(P)f(Qi/P) = (#R/P)[S/Qi∶R/P] =#S/Qi
(VI.5.8)= #R[θ]/Q∗i

όπου Q∗i =Qi ∩ R[θ] οπότε η τελευταία ποσότητα είναι ίση με

#R[θ]/P[θ]
Q∗

i
/P[θ]

(VI.5.12)= # R[x]/⟨g⟩
⟨gi(x)⟩/⟨g(x)⟩

,

διότι Q∗i = P[θ] + gi(θ)R[θ] οπότε η τελευταία ποσότητα υπολογίζεται σε

# R[x]
⟨gi(x)⟩

=#R[θi],

όπου θi είναι μια ρίζα του gi(x). Έτσι

#R[θi] = (#R)[R(θi)∶R] =NK/Q(P)deggi(x)

και συνεπώς
f(Qi/P) = deggi(x) = deggi(x).

Για το δεύτερο αρχικά θα αποδείξουμε ότι
r

∏
i=1
Q

ci

i
⊂ PS. (VI.2)

Πράγματι
r

∏
i=1
Q

ci

i
=

r

∏
i=1
(PS + gi(θ)S)ci ⊂ PS + g1(θ)c1⋯gr(θ)crS.

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι
g1(θ)c1⋯gr(θ)cr ⊂ PS.

Παρατηρούμε ότι
g(x) = g1(x)c1⋯gcr(x)

συνεπώς
g(θ) = (gc1

1 ⋯g
cr
r ) (θ) ∈ P[θ] ⊂ PS,

αφού θ ∈ S. Από g(θ) = 0 έχουμε ότι

g1(θ)c1(θ)⋯gcr
r (θ) ∈ PS.

Λόγω του πρώτου τώρα έχουμε
PS =Qe1

1 ⋯Q
er
r ,

όπου
ei = e(Qi/P). (VI.3)

Από τις σχέσεις (VI.2) και (VI.3) έχουμε ότι ci ≥ ei για i = 1, . . . , r.
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Από την άλλη μεριά

[L ∶ K] = n = degg(x) = degg(x) =
r

∑
i=1

deggi(x)ci

=
r

∑
i=1
f(Qi/P)ci ≤

r

∑
i=1
f(Qi/P)ei = n

και τελικά καταλήγουμε στο ότι ci = ei για i = 1, . . . ,n.
Η απόδειξη του θεμελιώδους θεωρήματος αυτής της παραγράφου έχει ολοκληρωθεί.

Αποδεικνύουμε τώρα το ακόλουθο:

Θεώρημα VI.5.15. Έστω L = K(θ), θ ∈ S. Αν το πρώτο ιδεώδες P του R δεν διαιρεί τη διακρίνουσα
DL/K(θ), τότε το P δεν διακλαδίζεται στο σώμα L. Συνεπώς υπάρχουν το πολύ πεπερασμένου πλή-
θους πρώτα ιδεώδη του R τα οποία διακλαδίζονται στο L.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι αν P ∤DL/K(θ), τότε το g(x) έχει μόνο απλές ρίζες, όπου g(x) =
Irr(θ,K).

Έστω K̃ ένα σώμα ανάλυσης του g(x) υπεράνω του K. Έστω ακόμη Q̃ ένα πρώτο ιδεώδες του
S̃ με Q̃ ⊃ P, όπου S̃ ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του K̃.

K̃ S̃ // S̃/Q̃

L S // S/Q

K R // R/P

Αν θ1,θ2, . . . ,θn ∈ S̃ είναι οι ρίζες του g(x), τότε θ1, . . . ,θn (θi ≡ θi mod Q̃) είναι οι ρίζες του g(x).
Έστω ότι δεν είναι απλές, για παράδειγμα θ1 = θ2 συνεπώς θ1 ≡ θ2 mod Q̃, οπότε

Q̃ ∣∏
i<j
(θi − θj)2

και αφού DL/K(θ) =∏i<j(θi − θj)2 ∈ Q̃ ∩K = P, έχουμε ότι P ∣DL/K(θ).

Το παραπάνω θεώρημα μας υποδεικνύει πού πρέπει να ψάξουμε για να βρούμε πιθανά πρώτα
ιδεώδη P του R τα οποία διακλαδίζονται στο σώμα L. Δεν μας λέει όμως ποια από αυτά που
διαιρούν τη διακρίνουσα DL/K(θ) διακλαδίζονται και ποια όχι. Περί αυτού θα μιλήσουμε στο
επόμενο κεφάλαιο.

Θα διατυπώσουμε το 2ο θεώρημα ανάλυσης στην περίπτωση της απόλυτης επέκτασης K/Q
ως ειδική περίπτωση.



VI.5. ΤΟ ΔΕΥΤΕΡΟ ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 105

Θεώρημα VI.5.16. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = n, K = Q(θ), θ ∈ RK. Έστω p ένας
πρώτος αριθμός p ∤ [RK ∶ Z[θ]] και f(x) = Irr(θ,Q). Αν

f(x) = f1(x)e1f2(x)e2⋯fg(x)eg

η μονοσήμαντη ανάλυση του f(x) σε γινόμενο αναγώγων πολυωνύμων στον δακτύλιο των πολυω-
νύμων Fp[x], τότε τα ιδεώδη του K

Pi = ⟨p, fi(θ)⟩ = pRK + fi(θ)RK,

i = 1, 2, . . . ,g είναι πρώτα ιδεώδη του K και ισχύει:

⟨p⟩ = pRK = Pe1
1 P

e2
2 ⋯P

eg
g

και NK/Q(Pi) = pfi , όπου fi = deg fi(x).

Παρατήρηση VI.5.17. Από τη σχέση

DK(θ) = [RK ∶ Z[θ]]2 ⋅DK

προκύπτει αμέσως ότι αν p2 ∤DK(θ), τότε p ∤ [RK ∶ Z[θ]].

Παράδειγμα VI.5.18. Θεωρούμε το κυβικό σώμα K = Q(θ), θ ρίζα του κανονικού πολυωνύμου
f(x) = x3 − x + 4.

Το πολυώνυμο είναι ανάγωγο, η διακρίνουσά του είναι η DK(θ) = −22 ⋅ 107. Το θ+θ2

2 είναι
ακέραιος αλγεβρικός, αφού είναι ρίζα του πολυωνύμου x3−x2+3x−2 = 0 (άσκηση). Η διακρίνουσα
του {1,θ,α = θ+θ2

2 } είναι −107. Επειδή ο αριθμός είναι πρώτος το σύνολο {1,θ, θ+θ2

2 } είναι βάση
ακεραιότητας του K. Από τη σχέση

DK(θ) = [RK ∶ Z[θ]]2 ⋅DK

έπεται ότι ο δείκτης [RK ∶ Z[θ]] = 2. Αυτό σημαίνει ότι δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα
του Dedekind για τον αριθμό 2.

Η ιδέα είναι αν μπορούμε να αντικαταστήσουμε τον γεννήτορα θ του K από κάποιον άλλο.
Θα αποδείξουμε ότι αυτό ισχύει για το α = θ+θ2

2 . Πράγματι

α2 = −2 − θ + θ + θ
2

2
⇒ θ = −2 +α −α2.

Συνεπώς,

RK = Z⊕Zθ⊕Z
θ + θ2

2
= Z⊕Z(−2 +α −α2)⊕Zα = Z⊕Zα⊕Zα2.

Αυτό σημαίνει ότι και το σύνολο {1,α,α2} είναι βάση ακεραιότητας του K = Q(α), δηλαδή RK =
Z[α] και εδώ ο δείκτης είναι ένα. Συνεπώς μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Dedekind
και για p = 2, αλλά θα χρησιμοποιήσουμε το πολυώνυμο

g(x) = x3 − x2 + 3x − 2.

Το
g(x) ≡ x3 + x2 + x ≡ x(x2 + x + 1) mod 2

Συνεπώς σύμφωνα με το θεώρημα του Dedekind

⟨2⟩ = 2RK = P ⋅Q,
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όπου
P = ⟨2,α⟩ = ⟨2, θ + θ

2

2
⟩,NK/Q(P) = 2

και
Q = ⟨2, 1 +α +α2⟩ = ⟨2, 1 − θ2⟩,NK/Q(Q) = 4.

Παρατήρηση VI.5.19. Αν στο παραπάνω παράδειγμα είχαμε εφαρμόσει (αφελώς) το θεώρημα
για p = 2 και για το πολυώνυμο f(x) = x3 − x + 4 θα είχαμε f(x) ≡ x(x + 1)2 mod 2 και θα είχαμε
καταλήξει σε λάθος αποτέλεσμα. Το συμπέρασμα λοιπόν είναι ότι η υπόθεση

p ∤ [RK ∶ Z[θ]]

στο θεώρημα, είναι ουσιαστική.
Στη συνέχεια επεκτείνουμε το κριτήριο αναγωγησιμότητας του Eisenstein για πρώτα ιδεώδη.

Έστω
f(x) = anXn + an−1X

n−1 +⋯a0 ∈ RK[X]
όπου RK ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών κάποιου αλγεβρικού σώματος αριθμών
και υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες P του RK για το οποίο ισχύουν an /∈ P, an−1,an−2, . . . ,a0 ∈ P και
a0 /∈ P2, τότε το πολύώνυμο f(X) θα λέγεται τύπου Eisenstein ως προς το P. Όπως, όταν RK = Z
έτσι και εδώ αποδεικνύεται ότι το f(X) είναι ανάγωγο υπεράνω του σώματος K.

Θεώρημα VI.5.20. Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, [L ∶ K] = n και P ένα
πρώτο ιδεώδες του RK. Αν α ∈ RL και L = K(α) και το f(X) = Irr(α,K) είναι τύπου Eisenstein ως
προς το P, τότε το P διακλαδίζεται πλήρως στην επέκταση L/K, δηλαδή το PRL = Qn για κάποιο
πρώτο ιδεώδες του RL.

Απόδειξη. Έστω Q ένα, οποιοδήποτε από τα πρώτα ιδεώδη του RK που είναι πάνω από το P και
έστω ότι Qe ∣∣ PRL. Είναι φανερό από το πρώτο θεώρημα ανάλυσης, ότι e ≤ n. Αφού αn ∈ PRL,
αυτό από την ιδιότητα του πολυωνύμου f(X) = Irr(α,K) ότι είναι τύπου Eisenstein ως προς το P
έχουμε ότι αn ∈Q και αφού, Q πρώτο ιδεώδες, έπεται ότι α ∈Q.

Επίσης οι συντελεστές a0,a1, . . . ,an−1 ∈ Qe, αφού ανήκουν στο PRL. Ας υποθέσουμε ότι e ≤
n−1. Τότε το ιδεώδες Q1+e θα διαιρεί το ιδεώδες που παράγεται από το στοιχείο a0 του RK, αφού

a0 = −(αn + an−1α
n−1 +⋯ + a1α).

Αυτό σημαίνει ότι το P2 ∣ a0, το οποίο είναι άτοπο.

Για εφαρμογές του προγράμματος PARI στον νόμο ανάλυσης παραπέμπουμε στο [9] [2] ή το
πρόγραμμα SAGE στο [13].

VI.6 Εφαρμογή του νόμου Ανάλυσης στα τετραγωνικά, κυκλοτο-
μικά σώματα και σε επεκτάσεις του Kummer

VI.6.1 Τετραγωνικά σώματα αριθμών

Υπενθυμίζουμε ότι L = Q(√m), m ∈ Z − {0}, m ελεύθερο τετραγώνου.

S = Z +Zω, όπου ω =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

√
m αν m ≡ 2, 3 mod 4

1+
√
m

2 αν m ≡ 1 mod 4

Επίσης η διακρίνουσα υπολογίζεται:

DL =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

4m αν m ≡ 2, 3 mod 4
m αν m ≡ 1 mod 4
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Έχουμε S∗ = Z[√m] και

FS/S∗ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

S αν m ≡ 2, 3 mod 4
2S αν m ≡ 1 mod 4

Επιπλέον

2 =
r

∑
i=1
eifi συνεπώς

RRRRRRRRRRRRRR

r = 2,e1 = e2 = f1 = f2 = 1
r = 1,e = 2, f = 1
r = 1,e = 1, f = 2

Η L/Q είναι πάντα επέκταση του Galois, G = Gal(L/Q) = {1,σ}, σ ∶√m↦ −√m.

Παρατήρηση VI.6.1. Έστω L = Q(√m) τετραγωνικό σώμα αριθμών. Για την ανάλυση του pZ (p
πρώτος αριθμός) έχουμε τις παρακάτω δυνατότητες:

1. pS =Q, f(Q/pZ) = 2, σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι ο p αδρανεί στο L.

2. pS = Q1Q2, Q1 ≠ Q2, f(Qi/pZ) = 1 σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι ο p αναλύεται (πλήρως)
στο L.

3. pS =Q2, f(Q/pZ) = 1, σε αυτή την περίπτωση ο p διακλαδίζεται (πλήρως) στο L.

Στη δεύτερη περίπτωση ισχύει επιπλέον ότι σQ1 =Q2.

Για κάθε πρώτο αριθμό p θα συμβολίζουμε με (DL

p
) το σύμβολο του Kronecker.

Θεώρημα VI.6.2 (Νόμος ανάλυσης στο L = Q(√m)). Έστω p πρώτος αριθμός. Τότε ισχύουν:

• p αδρανεί στο L αν και μόνο αν (DL

p
) = −1.

• p αναλύεται στο L αν και μόνο αν (DL

p
) = 1.

• p διακλαδίζεται στο L αν και μόνο αν (DL

p
) = 0.

Απόδειξη. Έστω κατ’ αρχήν p ≠ 2, τότε pZ ∤ FS/S∗, οπότε μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεμε-
λιώδες θεώρημα της προηγούμενης παραγράφου για θ =√m, και

g(x) = x2 −m,

DL =m ή 4m, αφού p ≠ 2 έχουμε (DL

p
) = (m

p
) οπότε

(DL

p
) = −1 αν και μόνο αν (m

p
) = −1 αν και μόνο αν x2 ≡m mod p δεν έχει λύση.

Αυτό έχει ως συνέπεια ότι το g(x) = g(x) mod p να παραμένει ανάγωγο στο Z/pZ και το p αδρανεί
στο L.

Αν τώρα

(DL

p
) = 1 αν και μόνο αν (m

p
) = 1 αν και μόνο αν x2 ≡m mod p έχει λύση,

έστω x0 ∈ Z, p ∤ x0 και
g(x) = (x − x0)(x + x0) στο Z/pZ[x]

όπου −x0 ≠ x0 διότι p ≠ 2 και σε αυτή την περίπτωση το p αναλύεται στο L.
Αν

(DL

p
) = 0 αν και μόνο αν p ∣m,
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συνεπώς
g(x) = x2 mod p

και σε αυτή την περίπτωση το p διακλαδίζεται στο L.
Έστω τώρα p = 2. Αν (DL

p
) = 0, τότε 2 ∣ DL και αφού DL ≡ 0, 1 mod 4 έχουμε 4 ∣ DL. Συνεπώς

S = Z[
√
m],

g(x) = x2 −m = (x −m)2 mod 2

και το 2 διακλαδίζεται στο L.
Αν πάλι (DL

2 ) = ±1, τότε 2 ∤ DL, συνεπώς DL = m ≡ 1 mod 4. Θέτουμε θ = 1+
√
m

2 και S = Z[θ],
οπότε F = S. Επομένως,

g(x) = Irr(θ,Q) = x2 − x + 1 −m
4
∈ Z[x].

Αν (DL

p
) = −1, τότε DL =m ≡ 5 mod 8, συνεπώς 1−m

4 περιττός και

g(x) = (x2 + x + 1) mod 2.

Το x2 + x + 1 είναι ανάγωγο στο Z/2Z και το 2 αδρανεί στο L.
Τέλος αν (DL

p
) = 1, τότε DL =m = 1 mod 8, συνεπώς 1−m

4 άρτιος και

g(x) = (x2 + x) = x(x + 1) mod 2

και το 2 αναλύεται στο L και αντιστρόφως.

Πόρισμα VI.6.3. Έστω L = Q(
√
m) τετραγωνικό σώμα αριθμών και p πρώτος αριθμός. Τα ιδεώδη

που βρίσκονται πάνω από τον p έχουν τις εξής βάσεις:

pS =Q1Q2,Q1,2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⟨p,x0 ±
√
m⟩ x0 ∈ Z, λύση της x2

0 ≡m mod p,m ≠ 1 mod 4
⟨p, x0±

√
m

2 ⟩ x0 ∈ Z, 2 ∤ x0,x2
0 ≡ 0 mod p,m ≡ 1 mod 4

pS =Q2,Q =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⟨p,
√
m⟩ m /≡ 1 mod 4

⟨p, m+
√
m

2 ⟩ m ≡ 1 mod 4

Το θεώρημα VI.5.15 στα τετραγωνικά σώματα αριθμών διατυπώνεται ως εξής. Έστω L =
Q(
√
m). Έστω

Αν p ∤DL/Q(θ) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

m

4m

τότε p δεν διακλαδίζεται στο L.

VI.6.2 Κυβικά σώματα αριθμών

Παράδειγμα VI.6.4. Έστω L = Q( 3√2), K = Q. Ισχύει ότι S = Z[ 3√2], δείτε IV.6.4. Το ελάχιστο
πολυώνυμο του α = 3√2 είναι το g(x) = Irr(θ,Q) = x3 − 2.

Έχουμε
g(X) ≡ x3 mod 2 συνεπώς 2S =Q3,

όπου
Q = 2S +αS = αS,NL(Q) = 2.

Στην παραπάνω ισότητα έχουμε ότι ⟨2⟩ = ⟨α3⟩. Επίσης

g(x) = (x + 1)3 mod 3 συνεπώς 3S = (Q ′)3,
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όπου
Q ′ = 3S + (α + 1)S = (α + 1)S,NL/Q(Q ′) = 3.

Στην παραπάνω ισότητα έχουμε 3 = (α + 1)3 − 3α(α + 1). Τέλος

g(x) = (x + 2)(x2 + 3x − 1) mod 5 συνεπώς 5S =Q1Q2,

με
Q1 = 5S + (α + 2)S, Q2 = 5S + (α2 + 3α − 1)S

και NL/Q(Q1) = 5 και NL/Q(Q2) = 52.

Παράδειγμα VI.6.5. Έστω L = Q(θ), όπου θ ρίζα του x3 + x2 − 2x + 8 = g(x). Έχουμε υπολογίσει
ότι DL/Q(θ) = −4 ⋅ 503 και mL = 2, DL = −503.

Επειδή 503 ∤m(θ) = 2 μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεμελιώδες θεώρημα αυτής της παρα-
γράφου για τον πρώτο αριθμό 503.

Ισχύει
g(x) = (x − 149)2(x + 299) mod 503 συνεπώς 503S =Q2

1Q2

όπου
Q1 = 503S + (a − 149)S, Q2 = 503S + (a + 299)S

Έχουμε Q1 ≠Q2 και f(Q1/503Z) = f(Q2/503Z) = 1.
Στο παράδειγμά μας αυτό δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το «τέχνασμα» του παραδείγματος

VI.5.18. Και αυτό επειδή ο RK δεν είναι μονογενής (monogenic), αφού για κάθε α ∈ RK,α ≠ 0
ισχύει

DK(α) = 4DK,

με δείκτη [RK ∶ Z(α)] = 2. Αυτό σημαίνει ότι δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του
Dedekind. Θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε και την παραγοντοποίηση του ⟨2⟩ = RK2.

Ορισμός VI.6.6. Ένας πρώτος p αναλύεται πλήρως στο αλγεβρικό σώμα αριθμών K αν και μόνο
αν το ιδεώδες pRK = P1P2⋯Pt, Pt ≠ Pj, για i ≠ j και t = [K ∶ Q] = n.

Θα αποδείξουμε ότι ο 2 αναλύεται πλήρως στο K = Q(θ),

2RK = P1P2P2,

NK/Q(Pi) = 2, i = 1, 2, 3. Για λόγους συντομίας, θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα της Διακρί-
νουσας το οποίο έχουμε αναφέρει στην αρχή στο εισαγωγικό κεφάλαιο και θα αποδείξουμε στο
κεφάλαιο X.

Το θεώρημα αυτό αναφέρει ότι ο πρώτος αριθμός p διακλαδίζεται στην επέκταση K/Q αν και
μόνο αν p ∣DK. Τη μία κατεύθυνση την έχουμε ήδη δει.

Στο παράδειγμά μας DK = −503, 2 ∤ DK, συνεπώς ο 2 δεν διακλαδίζεται στο K. Για κάθε
ακέραιο m θεωρούμε το ιδεώδες

Am = ⟨m − θ⟩

Η norm
NK/Q(Am) = ∣NK/Q(m − θ)∣ = ∣m − θ∣ ⋅ ∣m − θ ′∣ ⋅ ∣m − θ ′′∣ = ∣f(θ)∣,

όπου θ ′,θ ′′ είναι οι άλλες δύο ρίζες του f(X). ΕπομένωςNK/Q(A−1) = 10,NK/Q(A−2) = 8,NK/Q(A1) =
8, NK/Q(A0) = 8. Αφού οι norm είναι άρτιοι ακέραιοι, όλα αυτά τα ιδεώδη έχουν στην ανάλυσή
τους πρώτα ιδεώδη που βρίσκονται πάνω από το 2. Τα ιδεώδη A−1 και A−2 είναι πρώτα μεταξύ
τους αφού (−1−θ)− (−2−θ) = 1. Ομοίως και τα A0 και A1. Συνεπώς η ανάλυση του 2RK περιέχει
τουλάχιστον δύο πρώτους παράγοντες διαφορετικούς μεταξύ τους. Αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν
ακριβώς δύο παράγοντες, τότε έχουμε τις δυνατότητες:
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(a) ⟨2⟩ = P1P2, με NK/Q(P1) = 2 και NK/Q(P2) = 4. Σ’ αυτή την περίπτωση τα μόνα ιδεώδη με
norm 8 είναι τα P3

1 και P1P2. Αλλά τότε και τα δύο A−2 και A−1 έχουν κοινό παράγοντα, το
P1, άτοπο.

(b) ⟨2⟩ = P1P2P3 με NK/Q(Pi) = 2 και P3 ∈ {P1,P2} αλλά τότε το ⟨2⟩ θα διακλαδιζόταν, άτοπο.

Παρατήρηση VI.6.7. Αν είχαμε εφαρμόσει αφελώς το θεώρημα του Dedekind στο f(X) ≡ X2(X+
1) mod 2, θα είχαμε καταλήξει στο λάθος συμπέρασμα ότι ⟨2⟩ = P2P

′
2. Με χρήση του Θεωρήματος

του Hensel έχουμε ήδη αποδείξει ότι το 2 αναλύεται πλήρως στο K.

H γνώση της ανάλυσης πρώτων ιδεωδών του Z στο αλγεβρικό σώμα αριθμών L είναι πολύ
χρήσιμη στη λύση διοφαντικών εξισώσεων καθώς και στον προσδιορισμό του αριθμού κλάσεων
hL και της δομής της ομάδας κλάσεων του L, όπως έχουμε ήδη κάνει και στο προηγούμενο
κεφάλαιο.

Παράδειγμα VI.6.8. Έστω L = Q( 3√7). Ισχύει ότι IV.6.4 DL = −3372, και ότι S = Z[ 3√7].

K.<y> = NumberField(x^3‐7)
Number Field in y with defining polynomial x^3 ‐ 7
K.discriminant().factor()
‐3^3 * 7^2
K.integral_basis()
[1, y, y^2]
K.class_group()
Class group of order 3 with structure C3 of Number Field in y with defining
polynomial x^3 ‐ 7

Αν
α = x + y 3√7 + z 3√72 ∈ S,

υπολογίζουμε την norm
NL/Q(α) = x3 + 7y3 + 72z3 − 3 ⋅ 7xyz. (VI.4)

Γνωρίζουμε ότι σε κάθε κλάση της ομάδας κλάσεων ιδεωδών K υπάρχει ένα ιδεώδες με norm
μικρότερη ή ίση του 8

3π7
√

3 < 21/2.
Άρα θα πρέπει να ελέγξουμε ιδεώδη με norm μικρότερη ή ίση του 10. Έχουμε:

g(x) = x3 − 7 ≡ x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1) mod 2
g(x) = x3 − 7 ≡ (x3 − 1) = (x − 1)3 mod 3
g(x) = x3 − 7 ≡ (x − 3)(x2 + 3x + 9) mod 5
g(x) = x3 − 7 ≡ x3 mod 7

οπότε

2S = Q2Q
′
2,NL/Q(Q2) = 2,NL/Q(Q ′2) = 4

3S = Q3
3,NL/Q(Q3) = 3

5S = Q5Q
′
5,NL/Q(Q5) = 5,NL/Q(Q ′5) = 25

7S = Q3
7,NL/Q(Q7) = 7

Για κάθε x ∈ Z έχουμε x3 ≡ 0, 1,−1 mod 7, οπότε NL/Q(α) = 0, 1,−1 mod 7 για κάθε a ∈ S.
Από την παρατήρηση αυτή βγαίνει το συμπέρασμα ότι τα πρώτα ιδεώδη Q2,Q ′2,Q3,Q5,Q ′5

δεν είναι είναι κύρια, ενώ το Q7 είναι κύριο αφού παράγεται από το 71/3. Έστω X η κλάση των
ιδεωδών που περιέχει το Q3. Επειδή Q3

3 είναι κύριο ιδεώδες, X3 = H, όπου H είναι η κλάση των
κυρίων ιδεωδών. Στην εξίσωση (VI.4) βάζουμε x = −1,y = 1, z = 0 και βρίσκουμε NL/Q(α) = 6.
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Βάζουμε x = 2,y = 1, z = 0 και βρίσκουμε NL/Q(α) = 15. Υπάρχουν λοιπόν κύρια ιδεώδη των
οποίων η norm είναι 6 ή 15. Αυτά θα πρέπει να είναι Q2Q3 και Q3Q5 αντίστοιχα. Δηλαδή

Q2Q3 = H συνεπώς Q2 ∈ X−1 = X2.

Oμοίως
Q5 ∈ X2

και αφούQ2Q
′
2 είναι κύριο ιδεώδες έχουμεQ ′2 ∈ X. ΟμοίωςQ ′5 ∈ X. Όλα τα ιδεώδη των αναλύσεων

των πρώτων αριθμών 2, 3, 5, 7 ανήκουν στην ομάδα που παράγεται από την κλάση X. Κάθε άλλο
ιδεώδες με norm ≤ 10 είναι γινόμενο των παραπάνω πρώτων ιδεωδών και η ομάδα κλάσεων είναι
τελικά ισόμορφη με την Z/3Z.

VI.6.3 Κυκλοτομικά σώματα Αριθμών

Έστω τώρα ζn = e2πi/n. Το n-στό κυκλοτομικό σώμα αριθμών είναι το σώμα L = Q(ζn). Το L
είναι το σώμα αναλύσεως του διαχωρισίμου πολυωνύμου xn−1 και συνεπώς L/Q είναι επέκταση
Galois. Ο βαθμός της επέκτασης υπολογίζεται:

[L ∶ Q] = φ(n)

και το ανάγωγο πολυώνυμο είναι το

Φn(X) = Irr(ζn,Q) =
n−1
∏
d=1

(d,n)=1

(x − ζdn) ∈ Z[x].

Έστω
E(Z/nZ) = (Z/nZ)∗ = {a mod n, 1 ≤ a ≤ n, (a,n) = 1}

η ομάδα των μονάδων του δακτυλίου Z/nZ. Θα αποδείξουμε ότι η ομάδα Galois G = Gal(L/Q)
είναι ισόμορφη προς την (Z/nZ)∗.

Πράγματι, αν σ ∈ G, τότε σ(ζn) θα είναι κατ’ ανάγκη μια ρίζα του κυκλοτομικού πολυωνύμου
Φn(x), δηλαδή υπάρχει d ∈ Z, 1 ≤ d ≤ n, (d,n) = 1, τέτοιο ώστε:

σ(ζn) = ζdn.

Συμβολίζουμε αυτό το σ με σd και θεωρούμε τη συνάρτηση

f ∶ Gal(L/Q) ∋ σd ↦ d mod n ∈ (Z/nZ)∗

η οποία είναι προφανώς ισομορφισμός ομάδων.
Ξαναθυμίζουμε ότι DL/Q(ζn) ∣ nφ(n) (Θεωρημα IV.7.7) οπότε το θεώρημα VI.5.15 δίνει:

Πρόταση VI.6.9. Όλοι οι πρώτοι αριθμοί p, p ∤ n δεν διακλαδίζονται στο σώμα L = Q(ζn).

Επειδή τώρα L/Q επέκταση του Galois, έχουμε φ(m) = efr και αρκεί να υπολογίσουμε τα r, f.

Θεώρημα VI.6.10. Έστω p πρώτος αριθμός p ∤ n. Τότε είναι e = 1 και f είναι ο ελάχιστος φυσικός
αριθμός τέτοιος ώστε:

pf ≡ 1 mod n

δηλαδή η τάξη του p mod n.
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Απόδειξη. Έστω Q κάποιο πρώτο ιδεώδες του S με Q ⊃ pZ. Το f έχει οριστεί ως f = [S/Q ∶ Z/pZ].
Το S/Q είναι ένα σώμα το οποίο είναι πεπερασμένη επέκταση του σώματος Fp = Z/pZ. Από τη
θεωρία των πεπερασμένων σωμάτων έπεται ότι η επέκταση S/Q/Z/pZ είναι επέκταση του Galois
και η ομάδα Galois της είναι κυκλική παραγόμενη από τον αυτομορφισμό του Frobenius

σp ∶ S/Q ∋ x = x +Q↦ xp = xp +Q ∈ S/Q.

Είναι σαφές ότι η τάξη του αυτομορφισμού σp είναι f, δηλαδή o f είναι ο ελάχιστος φυσικός
αριθμός για τον οποίο:

σfp = IdS/Q.
Τώρα, ξαναθυμόμαστε ότι από την

1 + x +⋯ + xn−1 =
n−1
∏
i=1
(x − ζin)

για x = 1 προκύπτει

n =
n−1
∏
i=1
(1 − ζin), 1 ≤ i ≤ n − 1,

δηλαδή

n +Q =
n−1
∏
i=1
(1 − ζin) +Q.

Επειδή p ∤ n έχουμε
n +Q ≠Q συνεπώς

n

∏
i=1
(1 − ζin) /∈Q

συνεπώς 1 − ζin /∈Q για κάθε 1 ≤ i ≤ n − 1, δηλαδή

ζin +Q ≠ 1 +Q για κάθε i = 1, . . . ,n − 1

και συνεπώς
ζin +Q ≠ ζjn +Q για κάθε 0 ≤ i, j ≤ n − 1, i ≠ j,

δηλαδή οι ρίζες της μονάδας ζin, 0 ≤ i ≤ n − 1 ανήκουν σε διαφορετικές μεταξύ τους κλάσεις
modulo Q.

Επειδή S = Z[ζn] έχουμε ότι S/Q = Fp[ζn], ζn = ζn +Q. Άρα

σfp = 1⇔ σfp(ζn) = ζn⇔ ζ
pf

n = ζn⇔ ζ
pf−1
n = 1⇔ ζp

f−1
n ≡ 1 mod Q.

Λόγω της παραπάνω παρατήρησης για τις κλάσεις των ριζών της μονάδας moduloQ η παραπάνω
ισοδυναμία δίνει pf ≡ 1 mod n. Επειδή f είναι ο ελάχιστος φυσικός με την ιδιότητα σfp = 1, έπεται,
λόγω των ισοδυναμιών, ότι f είναι ο ελάχιστος φυσικός με την ιδιότητα pf ≡ 1 mod n.

Παρατήρηση VI.6.11. Για κάθε πρώτο p, p ∤ n έχουμε

pS =Q1Q2 . . .Qr

και NL/Q(Qi) = pf, όπου f ο ελάχιστος φυσικός pf ≡ 1 mod n. Τέλος r = φ(n)/f. Παρατηρούμε
ότι αν p πρώτος, p ∤ n ο p αναλύεται πλήρως στο L = Q(ζn) αν και μόνο αν p ≡ 1 mod n.
Ορισμός VI.6.12. Αν pS = Qn όπου n = [L ∶ Q], τότε λέμε ότι ο p είναι πλήρως διακλαδιζόμενος
στο σώμα L.

Θεώρημα VI.6.13. Έστω p πρώτος αριθμός, n = pk, k ≥ 1, L = Q(ζpk). Τότε

pS =Qφ(n) =Qφ(pk).
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Απόδειξη. Έχουμε
Φpk(X) = ∏

ν mod pk

(ν,p)=1

(X − ζνpk) =Φp(Xpk−1).

Επίσης είναι γνωστό
Φp(X) = Xp−1 +⋯ +X + 1 = X

p − 1
X − 1

.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε:

p =Φp(1) = ∏
ν mod pk

(ν,p)=1

(1 − ζνpk)

και συνεπώς
pS = ∏

ν mod pk

(ν,p)=1

(1 − ζνpk)S.

Επειδή το πλήθος των παραγόντων στο δεξιό μέλος είναι φ(pk) ίσο με τον βαθμό της επέκτασης,
έχουμε ότι τα ιδεώδη (1 − ζν

pk)S, (ν,p) = 1 είναι πρώτα. Ισχυριζόμαστε ότι

(1 − ζνpk)S = (1 − ζpk)S για κάθε (ν,p) = 1.

Αρκεί να δείξουμε ότι
1 − ζνpk και 1 − ζpk

είναι συνεταιρικά δηλαδή ότι
1 − ζν

pk

1 − ζpk

∈ S και
1 − ζpk

1 − ζν
pk

∈ S,

το πηλίκο είναι μονάδα του S.

Το πρώτο είναι προφανές. Για το δεύτερο αφού (ν,p) = 1 υπάρχει µ ∈ N με νµ ≡ 1 mod pk οπότε

1 − ζpk

1 − ζν
pk

=
1 − ζνµ

pk

1 − ζν
pk

= 1 + ζνpk +⋯ + ζν(µ−1)
pk ∈ S.

Επομένως, αν Q = (1 − ζpk)S έχουμε pS = φ(pk)Q.
Εξετάζουμε τώρα τη γενική περίπτωση. Ισχύει το ακόλουθο:

Θεώρημα VI.6.14 (Νόμος αναλύσεως κυκλοτομικών σωμάτων). Έστω p πρώτος αριθμός, n =
pk ⋅m, p ∤m, k ≥ 1. Τότε το ιδεώδες pS αναλύεται στο σώμα L = Q(ζn) ως εξής:

pS = (Q1⋯Qr)e

NL/Q(Qi) = pf, όπου e = φ(pk), f είναι η τάξη του p στην ομάδα (Z/nZ)∗ και r = φ(n)
e⋅f .

Απόδειξη. Έχουμε το παρακάτω σχεδιάγραμμα σωμάτων:

Q(ζn)
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tt
tt
t
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Από το θεώρημα VI.6.13 έχουμε ότι
φ(pk) = e(Qpk/pZ) ≤ e(Q/pZ) = e.

Από το θεώρημα VI.6.10 έχουμε ότι
f(Qm/pZ) = τάξη του p mod m ≤ f(Q/pZ) = f.

Επίσης

rm = #{Qm ⊃ pZ, στο Q(ζm)} =
φ(m)

f(Qm/pZ)
≤

≤ r =#{Qm ⊃ pZ, στο Q(ζn)}.

Αρκεί να δείξουμε ότι σε κάθε μία από τις παραπάνω ανισότητες ισχύει η ισότητα. Έχουμε
φ(pk)f(Qm/pZ)rm = φ(pk)φ(m) = φ(pkm) = φ(n),

και
φ(pk) ≤ e, f(Qm/pZ) ≤ f, rm ≤ r

e ⋅ f ⋅ r = φ(n),
συνεπώς παντού ισχύουν οι ισότητες και συνεπώς το θεώρημα έχει αποδειχτεί.

VI.6.4 Νόμος ανάλυσης στις επεκτάσεις Kummer

Αλγεβρική θεωρία

Έστω K ένα σώμα, m ∈ N, και p η χαρακτηριστική του K. Υποθέτουμε ότι p ∤m και ότι το K
περιέχει τις m-ρίζες της μονάδας.
Ορισμός VI.6.15. Έστω L = K(α), όπου αm = a ∈ K∗. Η επέκταση L/K, λέγεται επέκταση
Κummer.
Παρατήρηση VI.6.16. Το σώμα L γράφεται L = K( m

√
a), και α = n

√
a είναι μια οποιαδήποτε ρίζα

του πολυωνύμου Xm − a.
Αλγεβρικά θεωρήματα

1. Η επέκταση L/K είναι κυκλική. Αν [L ∶ K] = n, τότε n ∣ m και ένας γεννήτορας αυτομορφι-
σμός της ομάδας Gal(L/K) είναι ο

σ ∶ m
√
az→ ζn m

√
a,

όπου ζn μια πρωταρχική n-στή ρίζα της μονάδας.

2. Κάθε κυκλική επέκταση L/K, βαθμού επέκτασης [L ∶ K] = n ∣ m είναι μια επέκταση
Kummer, L = K( m

√
a), a ∈ K∗.

3. Έστω L/K επέκταση Kummer, [L ∶ K] = n ∣m. Τότε L = K( n
√
b), με b ∈ K∗.

Για αποδείξεις παραπέμπουμε στην πτυχιακή εργασία της Ανθής Ζερβού «Πολυώνυμα και Θε-
ωρία Galois» [15].

Έστω τώρα K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών το οποίο περιέχει τις m-στές ρίζες της μονάδας.
Από το 3. έπεται ότι, αν L/K επέκταση του Kummer, [L ∶ K] = n ∣ m και L = K( n

√
b), b ∈ K∗.

Ιδιαίτερα, ισχύει ότι υπάρχει a ∈ RK:
L = K( n

√
a).

Αφού b ∈ K∗, γράφεται b = u/v, u,v ∈ RK. Επομένως b = uvn−1/vn συνεπώς n
√
b = n

√
a/v, όπου

a ∶= uvn−1 ∈ RK και L = K( n
√
a).

Από εδώ και κάτω, το K θα είναι αλγεβρικό σώμα αριθμών το οποίο περιέχει τις m-στές ρίζες
της μονάδας.
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Λήμμα VI.6.17. Έστω L/K μια επέκταση Kummer, L = K( n
√
a), [L ∶ K] = n ∣m, P ένα πρώτο ιδεώδες

του RK, για το οποίο το a είναι P-ακέραιο, δηλαδή vP(a) ≥ 0, τότε αν το P διακλαδίζεται στο L, τότε
P ∣ n είτε P ∣ a.

Απόδειξη. Έστω ⟨a⟩ = A/B, A,B ιδεώδη του RK πρώτα μεταξύ τους δηλαδή Μ.Κ.Δ.(A,B) = RK.
Λόγω της υπόθεσης vP(a) ≥ 0, έπεται ότι vP(B) = 0.

Έστω, η ανάλυση του B σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών,

B =
s

∏
i=1
P
ei

i
,ei > 0 για i = 1, 2, . . . , s.

Θεωρούμε το σύστημα

X ≡ 0 mod Pei

i
, i = 1, 2, . . . , s

X ≡ 1 mod P

Από το θεώρημα του Κινέζου, έχουμε ότι το σύστημα έχει λύση, έστω v ∈ RK. Αυτό σημαίνει ότι
B ∣ v ενώ P ∤ v. Έστω a ′ = vna ∈ RK. Είναι φανερό ότι L = K( n

√
a ′) και vP(a ′) = vP(a). Επομένως,

χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι a ∈ RK. Σύμφωνα με το 1. στη σελίδα
114 το L = K(α), α = n

√
a ∈ RL. Το πολυώνυμο f(X) = Xn − a, είναι ανάγωγο υπεράνω του K. Αφού

L = K(α), έχουμε: Αν το P διακλαδίζεται στην επέκταση L/K έπεται ότι P ∣DL/K(α). H διακρίνουσα
του α, υπολογίζεται

DL/K(α) = nnan−1.

Επομένως, αν P διακλαδίζεται στο K, τότε P ∣ n είτε P ∣ a.

Το αντίστροφο είναι προφανές. Επομένως έχουμε το

Πόρισμα VI.6.18.
P ∣DL/K(α)⇔ (P ∣ n είτε P ∣ a)

Λήμμα VI.6.19. Έστω L = K(α), αn = a ∈ K∗, [L ∶ K] = n και πρώτο ιδεώδες του RK, P ∤ n. Τότε
ισχύουν,

(a) Αν vP(a) ≡ 0 mod n, τότε το P δεν διακλαδίζεται στην L/K.

(b) Αν vP(a) = 1, τότε το P διακλαδίζεται πλήρως στην L/K, δηλαδή P = Qn, Q πρώτο ιδεώδες
του RL και Q = ⟨P,α⟩.

Απόδειξη. (a) Έστω vP(a) = ℓn. Επιλέγουμε ένα π ∈ P/P2. Το vP(π) = 1 και θεωρούμε το στοιχείο

a ′ ∶= aπ−nℓ.

Επομένως, L = K( n
√
a ′) και vP(a ′) = 0. Συνεπώς P ∤ n εξ υποθέσεως και P ∤ a ′, άρα από το

λήμμα VI.6.17, έπεται ότι το P δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L/K.

(b) Το πολυώνυμο f(x) = xn − a ∈ K[x] είναι μονικό και έχει ως ρίζα του τον αριθμό α = n
√
a.

Επειδή [L ∶ K] = n, έπεται ότι αυτό είναι το Irr(α,K). Λόγω της υπόθεσης ότι vP(a) = 1,
έπεται ότι το πολυώνυμο f(x) είναι πολυώνυμο Eisenstein ως προς το πρώτο ιδεώδες P.
Αυτό σημαίνει VI.5.20, X.3.42 το P αναλύεται πλήρως στην επέκταση L/K PRL = Qn, Q
πρώτο του RL και Q = ⟨P,α⟩ = PRL +αRL.
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Θεώρημα VI.6.20 (Νόμος ανάλυσης σε επεκτάσεις Kummer). Έστω L = K( n
√
a), a ∈ RK, [L ∶ K] = n

και P πρώτο ιδεώδες του K, P ∤ n.

(a) Ο δείκτης διακλάδωσης του P στην επέκταση L/K είναι

eP(L/K) =
n

(vP(a),n)
.

(b) Έστω P ∤ a. Από το λήμμα VI.6.19 έπεται ότι το P δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L/K. Ο
βαθμός αδρανείας fP του P στην επέκταση L/K είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός t με την
ιδιότητα

at ≡n 1 mod P,

δηλαδή
fP = fP(L/K) =min{t ∈ N ∶ at ≡n 1 mod P}.

Συνεπώς το P αναλύεται στο L σε γινόμενο n/fP πρώτων ιδεωδών του σώματος L

Επεξηγήσεις:

1. Δεδομένου ότι η επέκταση L/K είναι επέκταση Galois, τόσο ο δείκτης διακλάδωσης, όσο και
ο βαθμός αδρανείας εξαρτάται μόνο από το P. Νομιμοποιούνται επομένως οι συμβολισμοί
eP(L/K) και fP(L/K).

2. Έστω R ακέραια περιοχή και P πρώτο ιδεώδες αυτής. Το υποσύνολο

RP = {
a

b
∶ a ∈ R,b ∈ R/P}

του σώματος Quot(R) είναι τοπικός δακτύλιος, δηλαδή έχει μοναδικό πρώτο ιδεώδες το RPP.
Στον δακτύλιο RP, ορίζεται η ισοτιμία

c ≡n c ′ mod P, c, c ′ ∈ RP

ακριβώς τότε όταν υπάρχει x ∈ RP για το οποίο ισχύει

c ≡ c ′ ⋅ xn mod P.

Πρόκειται για την n-ισοτιμία modulo P. Επομένως, c ≡n 1 mod P αν και μόνο αν υπάρχει
x ∈ RP τέτοιο ώστε c = xn mod P. Επίσης για n = 2 ισχύει

c ≡2 1 mod P⇔ (το c είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modP).

Συνεπώς το at είναι n-στό υπόλοιπο modulo P αν και μόνο αν υπάρχει z ∈ (RK)P για το
οποίο ισχύει

at = zn mod (RK)P.

3. Αν a ∈ RK, τότε ισχύει
at ≡n 1 mod P(RK)P⇔ at ≡ 1 mod P.

Πράγματι, η κατεύθυνση “⇐” ισχύει αφού RK ⊂ (RK)P ⋅ P. Για την κατεύθυνση “⇒”. Αν

at ≡n 1 mod (RK)P ⋅ P⇒ at ≡ zn mod P ⋅ (RK)P,

για κάποιο z ∈ (RK)P. Επιλέγουμε ένα z ′ ∈ RK για το οποίο ισχύει

z ′ ≡ z mod P(RK)P.

Αυτό είναι δυνατό, αφού ισχύει
RK

P
≅ (RK)P
P(RK)P
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Πόρισμα VI.6.21. Υποθέτουμε ότι ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος (P ∤ n). Ισχύουν

(a) Το P δεν διακλαδίζεται στο L αν και μόνο αν vP(a) ≡ 0 mod n.

(b) To P διακλαδίζεται πλήρως στο L αν και μόνο αν ο vP(a) είναι σχετικά πρώτος προς τον n.

Απόδειξη. Άμεση συνέπεια του (a) του θεωρήματος

Απόδειξη. (Του θεωρήματος)

L Q

M P ′

K P

Ο στόχος μας είναι να βρούμε ένα ενδιάμεσο σώμα M, έτσι ώστε το P να
μην διακλαδίζεται στο M, e(P ′/P) = 1 ενώ το P ′ να διακλαδίζεται πλήρως στο
e(Q/P ′) = n.
Έστω d ∶= (vP(a),n). Επομένως υπάρχουν ακέραιοι

ℓ0,m0 ∈ Z ∶ d = ℓ0vP(a) +m0n.

Ψάχνουμε μια ανάλογη σχέση της μορφής

d = ℓ ⋅ vP(a) +mn,

αλλά με (ℓ,n) = 1. Αυτό δεν ισχύει πάντα. (Για παράδειγμα, το 2 = (4, 6) =
2 ⋅ 4 − 1 ⋅ 6, αλλά 2 = −4 + 6).

Το
1 = ℓ0

vP(a)
d
+m0

n

d
= ℓ0 ⋅ s +m0 ⋅ r.

Επομένως,
ℓ ⋅ vP(a) +m ⋅n = d⇔ 1 = ℓ ⋅ s +m ⋅ r⇔ (ℓ0 − ℓ)s = (m −m0)r

και (s, r) = 1. Άρα s ∣ (m −m0) και r ∣ (ℓ0 − ℓ). Συνεπώς

(ℓ0 − ℓ)s = (m −m0)r⇔
ℓ0 − ℓ
r
= m −m0

s
∈ Z.

Το τελευταίο συνεπάγεται ότι υπάρχει q ∈ Z ώστε

ℓ = ℓ0 − qr και m =m0 + qs.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι, κάθε ℓ ∈ ℓ0 + rZ καθορίζει μια παράσταση της μορφής

d = ℓ ⋅ vP(a) +m ⋅n.

Υπάρχουν ακέραιοι ℓ ∈ ℓ0 + rZ με (ℓ,n) = 1 αν και μόνο αν για κάθε πρώτο p, p ∣ n, ισχύει p ∤ ℓ.
Αν p ∣ n και p ∣ r, τότε p ∤ ℓ, αφού (ℓ, r) = 1. Έστω λοιπόν p1,p2, . . . ,ps οι πρώτοι διαιρέτες του

n οι οποίοι δεν διαιρούν το r. Τότε και ο a = ∏s
i=1 pi είναι πρώτος προς τον r, δηλαδή υπάρχει

ένας r ′ ∈ Z για τον οποίο ισύει
rr ′ ≡ 1 mod a

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένας ακέραιος q,

rq ≡ (ℓ0 − 1) mod a

οπότε και το ℓ ∶= ℓ0 − rq ≡ 1 mod a και το pi ∤ ℓ, για κάθε i = 1, 2, . . . , s, δηλαδή (ℓ,n) = 1.
Έστω λοιπόν ότι d = ℓ ⋅ vP(a) +mn, με (ℓ,n) = 1. Θέτουμε β ∶= aℓπmn, όπου π ένα πρώτο

στοιχείο του P, δηλαδή π ∈ P/P2. Ισχύει L = K( n
√
β). Λόγω της επιλογής του β, ισχύει

K( n
√
β) ⊂ L.
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To (ℓ,n) = 1, συνεπώς υπάρχει ℓ ′ ∈ Z ώστε ℓ ⋅ ℓ ′ ≡ 1 mod n συνεπώς ℓ ⋅ ℓ ′ = 1 + qn, q ∈ Z. Επομένως

βℓ ′ = aℓℓ
′
πmnℓ ′ = aaqnπmnℓ ⇒ a = βℓ ′(a−qπ−mℓ)n.

Το a−qπ−mℓ ∈ K, και επειδή (ℓ ′,n) = 1 έπεται ότι

L = K( n
√
a) ⊂ K( n

√
β),

δηλαδή η ισότητα.
Γράφουμε τώρα το n = dr, οπότε έχουμε το ακόλουθο σχήμα

L = K( n
√
β) =M( r

√
β0)

M = K( d
√
β)

K

όπου το β0 είναι μια d-στή ρίζα του β. Η επέκταση M/K, με M = K( d
√
β) είναι μια επέκταση

Kummer βαθμού d και η L/M, με L =M( r
√
β0) είναι επίσης μια Kummer επέκταση βαθμού r.

Πράγματι, το K περιέχει τις n-ρίζες της μονάδας (αφού n ∣ m), συνεπώς περιέχει και τις r-ρίζες
της μονάδας καθώς και τις d-ρίζες της μονάδας.

dr = n = [L ∶ K] = [L ∶M][M ∶ K],

αλλά [L ∶M] ≤ r και [M ∶ K] ≤ d. Επομένως [L ∶M] = r και [M ∶ K] = d. Το P ∤ n, άρα P ∤ d,

vP(β) = ℓvP(a) +mn = d ≡ 0 mod d

Επομένως, από το λήμμα VI.6.19, έπεται ότι ο P δεν διακλαδίζεται στο M.
Έστω Q ένα πρώτο ιδεώδες του M, Q ∣ P. To P ∤ n συνεπώς P ∤ r ⇔ p ∤ r, όπου p ∈ P.

Επομένως και το Q ∤ r, αφού p ∈Q. Ο βαθμός της επέκτασης [L ∶M] = r,

vQ(β0) =
1
d
vQ(βd

0 ) =
1
d
vQ(β) =

1
d
e(Q/P) ⋅ vP(β),

αλλά το Q είναι μη-διακλαδιζόμενο υπεράνω του P και επομένως vQ(β0) = 1
d
vP(β) = 1. Από το

λήμμα VI.6.19 πάλι συνεπάγεται ότι το Q είναι στο L πλήρως διακλαδιζόμενο. Επομένως,

eL/K(P) = eL/M(QeM/K(P)) = [L ∶M] = r =
n

d
.

Απόδειξη του (b)
Από την υπόθεση P ∤ a, έπεται ότι το P δεν εμφανίζεται στην ανάλυση του ⟨a⟩ = aRL σε

γινόμενο πρώτων ιδεωδών, δηλαδή ότι vP(a) = 0. Συνεπώς το P δεν διακλαδίζεται στο L.
To a ∈ RK και α ∈ L, για το οποίο ισχύει αn = a. Επειδή P ∤ a και P ∤ n (γενική υπόθεση

στο Θεώρημα), από το πόρισμα VI.6.18 έπεται ότι P ∤ DL/K(α). Αυτό σημαίνει, κατά μείζονα
λόγο, ότι P ∤ [RL ∶ RK[α]] οπότε μπορούμε να εφαρμόσουμε τον νόμο ανάλυσης για το P. To
Irr(α,K) = xn − a, αφού [K(α) ∶ K] = [L ∶ K] = n. Το

Xn − a =
g

∏
i=1
ψi(x),

με ψi(x) ∈ RK

P
[x] ανάγωγα και ανά δύο διαφορετικά. Επίσης, degψi = fL/K(P) =∶ f, για i =

1, 2, . . . ,g. Έστω Q ένα πρώτο ιδεώδες του L, Q ∣ P. Αφού το α ∈ RL, έχουμε ότι α ∈ RL/Q και
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είναι ρίζα του πολυωνύμου xn −a. Επομένως το α είναι ρίζα ενός εκ των πολυωνύμων ψi. Το ψi

όμως είναι ανάγωγο υπεράνω του RK

P
[x], δηλαδή αν K ∶= RK/P, L = RL/Q,

[K(α) ∶ K] = deg(ψi) = f = [L ∶ K].

Επομένως L = K(α). Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι η επέκταση L/K είναι επέκταση Kummer.
Πράγματι:

(i) αn = a ∈ K.

(ii) Το K περιέχει τις n-ρίζες της μονάδας, αφού το Xn − 1 αναλύεται στο K πλήρως και έχει τις
ρίζες του στο K. Επομένως το Xn − 1 αναλύεται πλήρως στον K[X].

(iii) Το p = char(K) ∤ n.

Από τα παραπάνω συνάγουμε ότι

[K(α) ∶ K] = [K( n
√
a) ∶ K].

Αλλά από την αλγεβρική θεωρία των επεκτάσεων Kummer, ισχύει

[K( n
√
a) ∶ K] = ord(a mod (K∗)n) =min{t ∈ N ∶ at ∈ (K∗)n}.

Τώρα,

at ∈ (K∗)n⇔ (Υπάρχει γ ∈ K∗ ∶ at = γn)
vP(a)=0⇔ (Υπάρχει c ∈ RK τέτοιο ώστε at = cn mod P)
⇔ (Το at είναι n-στό υπόλοιπο modulo P).

Έστω τέλος a οποιοδήποτε στοιχείο του K, για το οποίο ισχύει vP(a) = 0. Στην απόδειξη του
λήμματος VI.6.17, έχουμε δείξει ότι υπάρχει v ∈ RK τέτοιο ώστε

β ∶= avn ∈ RK και P ∤ β,

δηλαδή vP(β) = 0. Το

fL/K(P) =min{t ∈ N ∶ βt n-στό υπόλοιπο modulo P}.

Αλλά, το βt είναι n-στό υπόλοιπο modulo P συνεπώς υπάρχει c ∈ RK, για το οποίο ισχύει

atvnt ≡ cn mod P.

Το P ∤ v, συνεπώς το v είναι μονάδα του δακτυλίου (RK)P, δηλαδή

at ≡ ( c
vt
)
n

mod (RK)PP.

VI.7 Ένα ενδιαφέρον παράδειγμα

Έστω K = Q(α), όπου α = p
√

2, p ∈ P. Από το θεώρημα του Fermat γνωρίζουμε ότι ισχύει 2p ≡ 2
mod p. Υποθέτουμε τώρα ότι για τον πρώτο αριθμό p ισχύει 2p /≡ 2 mod p2. Να αποδειχθεί ότι αν
ένας πρώτος q διαιρεί τον δείκτη [RK ∶ Z[α]], τότε θα διαιρεί και το γινόμενο 2p. Στη συνέχεια
να αποδειχτεί ότι το 2 ∤ [RK ∶ Z[α]] καθώς και ότι p ∤ [RK ∶ Z[α]]. Ισχύει ότι RK = Z[α].
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Πράγματι, υπολογίζουμε τη διακρίνουσα του α:

DK(α) = (−1)
p(p−1)

2 2p−1pp,

και το πρώτο μέρος αφού μοναδικοί υποψήφιοι διαιρέτες του δείκτη είναι τα 2 και p. Το ανάγωγο
πολυώνυμο Irr( p

√
2,Q) = x2 − 2, και με χρήση του κριτηρίου Eisenstein έχουμε 2 ∤ [RK ∶ Z[α]].

Θέτουμε β = α − 2 οπότε η αp = 2 δίνει (β + 2)p = 2, το οποίο αναπτύσσεται

βp + (p
1
)βp−12 + (p

2
)βp−222 +⋯ + ( p

p − 1
)β2p−1 + 2p.

Το β είναι ρίζα πολυωνύμου Eisenstein ως προς p και ως προς 2. Για τον πρώτο p χρειαζόμαστε
το ότι 2p − 2 ≡ 0 mod p ενώ 2p − 2 /≡ 0 mod p2. Συνεπώς p ∤ [RK ∶ Z[α]]. Επομένως RK = Z[ p

√
2].

Ισχύει και το αντίστροφο
Θα αποδείξουμε ότι ⟨p⟩ = P2, όπου P = ⟨p, p

√
2−2⟩. Στη συνέχεια θα αποδειξουμε ότι p

√
2−2 /∈ P2.

Συμπεράνετε ότι το P2 ∤NK/Q(
p
√

2 − 2) και θα καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι 2p /≡ 2 mod p2.
Πράγματι, ισχύει ότι K = Q( p

√
2) = Q( p

√
2 − 2) και Z[ p

√
2] = Z[ p

√
2 − 2]. To β = p

√
2 − 2 είναι ρίζα

του πολυωνύμου
f(x) = xp + οροι με συντελεστή διαιρετό με p

συνεπώς
f(x) = xp mod p

και έτσι έχουμε το πρώτο. Από αυτό έχουμε p ∈ P2 αφού p ∈ Pp, p ≥ 2. Αν και το p
√

2 − 2 ∈ P2, τότε
P = ⟨2, p

√
2 − 2⟩ ⊂ P2 και συνεπώς P = P2, άτοπο αφού P πρώτο ιδεώδες σε δακτύλιο Dedekind.

Επομένως p
√

2−2 /∈ P2. Από αυτό έχουμε ότι P2 ∤ ⟨ p
√

2−2⟩ συνεπώς p2 =NK/Q(P2) ∤NK/Q(
p
√

2−2) =
2p − 2.

Σημείωση VI.7.1. 1. Υπενθυμίζουμε το θεώρημα του A. Wieferich (1909) ότι αν η εξίσωση
Fermat

Xp + Yp = Zp,

p πρώτος, p ≠ 2 έχει μη τετριμμένη ακέραια λύση (x,y, z) ώστε p ∤ xyz, τότε 2p ≡ 2 mod p2.

2. Είναι γνωστό ότι για p < 5 ⋅ 1011 η ισοτιμία ισχύει μόνο για p = 1093 και p = 3511. Αυτό
σημαίνει ότι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του Q( p

√
2) είναι ο Z[ p

√
2] για όλους

τους πρώτους p < 1093 αλλα όχι για το 1093.

3. Ο J.H. Silverman απέδειξε [12] ότι αν ισχύει η εικασία ABC, τότε υπάρχει άπειρο πλήθος
πρώτων για τους οποίους ισχύει 2p /≡ 2 mod p2 (Wieferich πρώτοι).

4. Δεν είναι μέχρι σήμερα γνωστό αν υπάρχουν άπειροι πρώτοι για τους οποίους ισχύει 2p /≡ 2
mod p2.

5. Υπάρχει και η παρακάτω γενίκευση

Πρόταση VI.7.2. Αν n > 1 και m ελεύθερος τετραγώνου για τον οποίο ισχύει

mp /≡m mod p2

για όλους τους πρώτους p, p ∣ n, τότε το σώμα Q( n
√
m) είναι μονογενεϊκό (monogeneity),

δηλαδή RK = Z[ n
√
m] [7], [5].
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VI.8 Ασκήσεις

1. Θεωρούμε το σώμα K = Q( 3√2). Να υπολογιστεί η διακρίνουσα και να βρεθεί μια βάση
ακεραιότητας αυτού. Έστω p πρώτος, p ≠ 2, 3.
(αʹ) Να υπολογιστεί η ανάλυση του p στο K για p = 5, 7, 11, 13 και 31.
(βʹ) Γενικά αν p ≡ 2 mod 3 να αποδειχθεί ότι pRK = P1P2 με f(P1/p) = 1 και f(P2/p) = 2.
(γʹ) Αν p ≡ 1 mod 3, να αποδειχθεί ότι το p ή αναλύεται πλήρως pRK = P1P2P3, NK/Q(Pi) = p,

i = 1, 2, 3 ή αδρανεί στο K, pRK = P, NK/Q(P) = p3. Υπόδειξη: θεώρημα 5.4.29 [14].
(δʹ) Στην περίπτωση που p ≡ 1 mod 3, πότε ισχύει η πλήρης ανάλυση και πότε η αδράνεια;

(Ψάξτε το στη Βιβλιογραφία! Απάντηση στο μεθεπόμενο κεφάλαιο)
(εʹ) Τέλος να υπολογισθεί η ανάλυση των p = 2 και p = 3 στο σώμα K.

2. Έστω K = Q( 3√10).
(αʹ) Να υπολογιστεί η διακρίνουσα και μια βάση ακεραιότητας του K.
(βʹ) Να υπολογιστεί η ανάλυση του p = 7
(γʹ) Επίσης η ανάλυση του p = 11
(δʹ) Το ίδιο για την ανάλυση του p = 37
(εʹ) Το ίδιο για την ανάλυση του p = 2, 3, 5.

3. Να αποδειχθεί ότι κανένας πρώτος αριθμός p δεν αδρανεί, δηλαδή το pRK παραμένει πρώτο
ιδεώδες, στο σώμα K = Q(

√
2,
√

3).
4. Να υπολογιστεί ο αριθμός κλάσεων του αλγεβρικού σώματος αριθμών K = Q(

√
−21) καθώς

και η δομή της ομάδας κλάσεων ιδεωδών αυτού.
5. Έστω α περιττός ακέραιος, α > 1. Αν d = 3α − x2 ελεύθερο τετραγώνου και x περιττός,
x2 < 3α/2. Να αποδειχθεί ότι το σώμα Q(

√
−d) έχει στην ομάδα κλάσεών του ένα στοιχείο

τάξης α.
6. Έστω K = Q(ζ8), όπου ζ8 = e2πi/8. Να αποδειχθεί ότι κανένας πρώτος αριθμός p δεν αδρανεί

στο K.
7. Έστω p περιττός πρώτος. Αν α είναι ένας ακέραιος ο οποίος δεν είναι p-στη δύναμη, τότε ο
p διακλαδίζεται στο σώμα K = Q( p

√
α).
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VII
Θεωρία (διακλάδωσης) του Hilbert

VII.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τη θεωρία διακλάδωσης του Hilbert. Πρόκειται για το
αριθμητικό ανάλογο της Θεωρίας Galois. Όπως η αλγεβρική δομή μιας επέκτασης Galois L/K
απεικονίζεται στην ομάδα Galois Gal(L/K) της επέκτασης αυτής, έτσι και η αριθμητική δομή,
δηλαδή η γέννεση κάθε πρώτου ιδεώδους Q του σώματος από το πρώτο ιδεώδες P = K∩Q του K,
σχετίζεται με τις ιδιότητες της ομάδας Galois Gal(L/K).

Εδώ αναφερόμαστε σε επεκτάσεις αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Έτσι αν L = K(θ), θ ∈ RK
η επέκταση L/K είναι Galois τότε και μόνο τότε, όταν όλες οι ρίζες του ανάγωγου πολυωνύμου
f(x) = Irr(θ,K) ανήκουν στο L.

Γενικά μπορούμε να ορίσουμε την Galois θήκη μιας επέκτασης L/K αλγεβρικών σωμάτων
αριθμών. Ορίζεται ως το ελάχιστο σώμα Kgc που περιέχει το L και η επέκταση Kgc/K είναι επέ-
κταση Galois. Αν L = K(θ), τότε η Galois θήκη της L/K είναι το σώμα Kgc το οποίο παράγεται
από το K με επισύναψη όλων των ριζών του ανάγωγου πολυωνύμου f(x) = Irr(θ,K). Πόσο με-
γάλη μπορεί να είναι η επέκταση Kgc/K σε σχέση με την επέκταση L/K; Γνωρίζουμε ότι η ομάδα
Gal(Kgc/K) εμφυτεύεται στην ομάδα μεταθέσεων των K-συζυγών στοιχείων του θ. Επομένως, αν
L = [K(θ) ∶ K] = n, τότε η ομάδα Galois

Gal(Kgc/K)↪ Sn.

Η τάξη της Sn είναι ∣Sn∣ = n!, συνεπώς [Kgc ∶ K] ∣ n!. Για παράδειγμα, αν [L ∶ K] = 2, τότε
[Kgc ∶ K] ∣ 2! = 2, οπότε Kgc = L δηλαδή η L/K είναι πάντοτε αβελιανή.

Αν [L ∶ K] = 3, τότε η Galois θήκη της L/K, είναι μια τετραγωνική επέκταση του L με Galois
θήκη Kgc ώστε

Gal(Kgc/K) ≅ S3

ή Kgc = L, οπότε L/K Galois, κυκλική βαθμού 3.
Επειδή γνωρίζουμε ότι η Galois θήκη για n = 3 προκύπτει από επισύναψη στο L της τε-

τραγωνικής ρίζας της διακρίνουσας DL/K(θ), έπεται ότι η L/K είναι Galois ακριβώς τότε όταν η
διακρίνουσα είναι τέλειο τετράγωνο στο K.

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τη δράση της Gal(L/K) στο σύνολο των πρώτων ιδεωδών του
L που εμφανίζονται στην ανάλυση ενός πρώτου ιδεώδους P του L στην επέκταση L/K. Βέβαια η
ομάδα Galois Gal(L/K) δρα και σε άλλα σύνολα του σώματος όπως:

- Ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών RL
- Η ομάδα των μονάδων E(RL)
- Η ομάδα των κλάσεων ιδεωδών του L, KL = IL/HL.
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VII.2 Ομάδα ανάλυσης, αδράνειας

Στην παράγραφο αυτή υποθέτουμε ότι η επέκταση L/K των αλγεβρικών σωμάτων αριθμών
K ⊂ L είναι επέκταση του Galois και έστω G = Gal(L/K).

Έχουμε το σχήμα
L S Q

K R P

Γνωρίζουμε ήδη ότι

PS = (Q1⋯Qr)e, NL/Q(Qi) =NK/Q(P)f και efr = n.

Επειδή η G δρα μεταβατικά στο σύνολο των πρώτων ιδεωδών που επεκτείνουν το P, μπορούμε
ακόμα να γράψουμε

PS = ∏
σ∈G

′
σ(Q)e,

όπου το σ διατρέχει τα στοιχεία της G που δίνουν διαφορετικές μεταξύ τους εικόνες.
Το πρόβλημα τώρα είναι ποια είναι αυτά τα σ. Απάντηση σε αυτό το πρόβλημα, έδωσε ανα-

πτύσσοντας μια ολόκληρη θεωρία, ο Γερμανός Μαθηματικός David Hilbert.

Ορισμός VII.2.1. Έστω [L ∶ K] = n και Q ∈ {Q1,Q2, . . . ,Qr}. Τα υποσύνολα της G

GZ = GZ(Q/P) = {σ ∈ G ∶ σ(Q) =Q}
GT = GT (Q/P) = {σ ∈ G ∶ σ(α) ≡ α mod Q, για κάθε α ∈ S}

G∆i
= G∆i

(Q/P) = {σ ∈ G ∶ σ(α) ≡ α mod Qi+1 για κάθε α ∈ S},

οι οποίες προφανώς αποτελούν υποομάδες της G. Οι παραπάνω ομάδες λέγονται ομάδα ανά-
λυσης του Q υπεράνω του P, ομάδα αδράνειας του Q υπεράνω του P και ομάδα διακλάδωσης
τάξεως i του Q υπεράνω του P. Τα αντίστοιχα μέσω της θεωρίας του Galois σώματα θα λέγονται:

KZ = KZ(Q/P) σώμα ανάλυσης του Q υπεράνω του P
KT = KT (Q/P) σώμα αδράνειας του Q υπεράνω του P

K∆i
= K∆i

σώμα διακλάδωσης τάξεως i του Q υπεράνω του P

Παρατήρηση VII.2.2. Η ομάδα αδράνειας είναι ομάδα διακλάδωσης τάξεως 0. Για λόγους
ομοιομορφίας η ομάδα ανάλυσης συμβολίζεται και ως G−1(Q/P). Αν α ∈ Q και σ ∈ GT τότε
σα − α ∈ Q και αφού α ∈ Q τότε και το σα ∈ Q. Άρα α ∈ σ−1Q, δηλαδή Q ⊂ σ−1Q και σQ ⊂ Q.
Γράφοντας την τελευταία σχέση για το σ−1 έχουμε

σ−1(Q) ⊂Q⇒Q ⊂ σ(Q),

δηλαδή σ(Q) =Q και επομένως σ ∈ GZ. Ώστε GZ ≥ GT . Έχουμε λοιπόν την ακολουθία ομάδων:

G ≥ GZ ≥ GT ≥ G∆1 ≥ G∆2 ≥ ⋯

και λόγω θεωρίας του Galois
K ≤ KZ ≤ KT ≤ K∆1 ≤ K∆2 ≤ ⋯

για τα αντίστοιχα σώματα.

To Q είναι πρώτο ιδεώδες του S αλλά και το σ(Q) είναι επίσης πρώτο ιδεώδες του S και είναι
σαφές ότι σ(Q) ⊃ P. Στο ερώτημα πώς σχετίζονται μεταξύ τους οι ομάδες του Hilbert (ανάλυσης,
αδράνειας, διακλαδώσεως) μας απαντά η επόμενη απλή
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Πρόταση VII.2.3. Ισχύουν

1. GZ(σ(Q)/P) = σGZ(Q/P)σ−1

2. GT (σ(Q)/P) = σGT (Q/P)σ−1

3. G∆i
(σ(Q)/P) = σG∆i

(Q/P)σ−1

Λόγω θεωρίας του Galois, ισχύει εντελώς ανάλογη πρόταση για τα αντίστοιχα σώματα.

Απόδειξη. Για το πρώτο: Έστω τ ∈ GZ(σ(Q)/P) συνεπώς

τσ(Q) = σ(Q)⇒ σ−1τσ(Q) =Q⇒ σ−1τσ ∈ GZ(Q/P)

δηλαδή
GZ(σ(Q)/P) ⊂ σGZ(Q/P)σ−1.

Έστω τώρα ρ ∈ GZ(Q/P) συνεπώς ρ(Q) =Q, οπότε

σρσ−1(σQ) = σρ(Q) = σ(Q)

και τελικά
σρσ−1 ∈ GZ(σ(Q)/P) δηλαδή σGZ(Q/P)σ−1 ⊂ GZ(σ(Q)/P).

Συνεπώς ισχύει η (1). Εντελώς όμοια αποδεικνύονται και η (2) και (3).

Πρόταση VII.2.4. Ισχύουν

GT ⊲ GZ και G∆i
⊲ GZ για κάθε i ∈ N.

Επομένως οι επεκτάσεις K∆i
/KZ και KT /KZ είναι επεκτάσεις του Galois.

Απόδειξη. Έστω σ ∈ GZ και τ ∈ GT συνεπώς

τ(α) ≡ α mod Q για κάθε α ∈ S. (VII.1)

Όταν το α διατρέχει όλα τα στοιχεία του S, το ίδιο κάνει και το σ(α) καθώς και το σ−1(α).
Εφαρμόζοντας την ισοτιμία (VII.1) για σ−1(α) για κάθε α ∈ S έχουμε:

τ(σ−1(α)) ≡ σ−1(α) mod Q για κάθε α ∈ S

δηλαδή
στσ−1(α) ≡ α mod Q

και συνεπώς στσ−1 ∈ GT , άρα σGTσ
−1 ⊂ GT . Γράφουμε την τελευταία σχέση για σ−1 στη θέση του

σ και έχουμε:
σ−1GTσ ⊂ GT ⇒ GT ⊂ σGTσ

−1.
Επομένως σGTσ

−1 = GT για κάθε σ ∈ GZ, επομένως GT ⊲ GZ.
Ομοίως και για τις ομάδες διακλάδωσης.

Έστω τώρα κάποιο ενδιάμεσο σώμα Λ

{1} L S Q

H = Gal(L/Λ) LH S ∩Λ QΛ =Q ∩Λ

Gal(L/K) K R P
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Έχουμε

GZ(Q/QΛ) = {σ ∈ H ∶ σ(Q) =Q}
= {σ ∈ Gal(L/K) ∶ σ(Q) =Q και σ∣Λ = IdΛ}
= H ∩GZ(Q/P).

Ανάλογα ισχύουν και για τις άλλες ομάδες του Hilbert.
Έστω τώρα [G ∶ GZ] = g και

G =
g

⊍
i=1
σiGZ

η ανάλυση της G σε αριστερές πλευρικές ομάδες της GZ. Προφανώς σi(Q) ≠ σj(Q) για κάθε
i ≠ j, i, j ∈ {1, 2, . . . ,g}, διότι αν

σi(Q) = σj(Q) τότε σ−1
j σi(Q) =Q

και συνεπώς σ−1
j σi ∈ GZ, άρα σiGZ = σjGZ, οπότε και i = j.

Από την άλλη μεριά για τυχαίο σ ∈ G υπάρχει i ∈ {1, 2, . . . , r} ώστε σ = σiτ, τ ∈ GZ, συνεπώς
σ(Q) = σiτ(Q) = σi(Q). Αποδείξαμε δηλαδή την

Πρόταση VII.2.5. Ο δείκτης [G ∶ GZ] = r και

PS = (σ1(Q)σ2(Q)⋯σr(Q))e,

NL/Q(Q) =NK/Q(P)f(Q/P), efr = n, [GZ ∶ 1] = ef

και λόγω της θεωρίας Galois για τα αντίστοιχα σώματα έχουμε

[KZ ∶ K] = r, [L ∶ KZ] = ef.

Σημείωση VII.2.6. Η πρόταση VII.2.5 δεν είναι τίποτε περισσότερο από το θεώρημα τροχιάς
σταθεροποιητή της θεωρίας ομάδων.

Θεωρούμε τώρα την επέκταση του Galois L/KZ. Ποια είναι η ομάδα ανάλυσης της επέκτασης
αυτής; Έχουμε GZ(Q/QZ) = Gal(L/KZ) ∩ GZ(Q/P). Αλλά προηγούμενη πρόταση GaL(L/KZ) =
GZ(Q/P) συνεπώς GZ(Q/QZ) = GZ(Q/P) ∩GZ(Q/P) = GZ(Q/P), δηλαδή η αρχική ομάδα ανά-
λυσης της επέκτασης L/K, οπότε και το σώμα ανάλυσης

KZ(Q/QZ) = KZ(Q/P) = KZ

Έχουμε το παρακάτω σχήμα:

{1} L S Q

GZ KZ SZ = S ∩KZ QZ

Gal(L/K) K R P

Σύμφωνα με την τελευταία πρόταση το QZSZ έχει ως μόνο πρώτο παράγοντα το Q, διότι r = [KZ ∶
KZ] = 1, και συνεπώς

QZSZ =Qe ′

με e ′ = e(Q/QZ) ≤ e = e(Q/P). Από την άλλη μεριά έστω f ′ = f(Q/QZ) ≤ f(Q/P). Η GZ τώρα
θεωρούμενη σαν ομάδα ανάλυσης της επέκτασης L/K και της επέκτασης L/KZ από την άλλη
δίνει, λόγω της πρότασης VII.2.5, [GZ ∶ 1] = e ⋅ f = e ′ ⋅ f ′. Άρα κατ’ ανάγκη e ′ = e και f ′ = f.
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Όπως έχει αναφερθεί και πιο μπροστά, τα S/Q και R/P είναι δύο πεπερασμένα σώματα και
το R/P περιέχεται ισόμορφα στο S/Q και επιπλέον f = [S/Q ∶ R/P] είναι ο βαθμός αδράνειας.

Από τη θεωρία των πεπερασμένων σωμάτων γνωρίζουμε ότι η επέκταση (S/Q)/(R/P) είναι
επέκταση του Galois και μάλιστα κυκλική βαθμού f.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τι σχέση έχουν οι ομάδες

G = Gal((S/Q)/(R/P)), GZ και GT .

Έστω
π ∶ S ∋ s↦ s +Q ∈ S/Q

ο κανονικός ομομορφισμός του S στο S/Q και έστω σ ∈ GZ, δηλαδή σ(Q) =Q. Προφανώς αν s ∈ S
και σ ∈ G τότε σ(s) ∈ S, συνεπώς σ(S) ⊂ S και εφαρμόζοντας και στα δύο μέλη την σ−1 έχουμε
σ−1S ⊂ S, δηλαδή σ(S) = S.

Ορίζουμε τώρα για κάθε σ ∈ GZ μια συνάρτηση

σ ∶ S/Q ∋ s +Q↦ σ(s) +Q ∈ S/Q.

Ο σ είναι αυτομορφισμός του σώματος S/Q και kerσ = Q το μηδενικό στοιχείο του S/Q, ενώ ο σ
είναι και επί αφού σ(S) = S.

Επίσης ο σ αφήνει τα στοιχεία του R/P σταθερά. Πράγματι

rest(σ) ∶ R/P ∋ a + P ↦ a + P ∈ R/P.

Επομένως ο σ είναι ένας R/P-αυτομορφισμός του σώματος S/Q, δηλαδή σ ∈ G. Θεωρούμε τώρα
τη συνάρτηση:

ϕ ∶ GZ ∋ σz→ σ ∈ G.

Ο ϕ είναι ομομορφισμός ομάδων. Επίσης

kerϕ = {σ ∈ GZ ∶ σ = Id
L
}

= {σ ∈ GZ ∶ σ(a +Q) = a +Q για κάθε a ∈ S}
= {σ ∈ GZ ∶ σ(a) +Q = a +Q για κάθε a ∈ S}
= {σ ∈ GZ ∶ σ(a) ≡ a mod Q για κάθε a ∈ S} = GT

η ομάδα αδράνειας του Q. Ο ϕ είναι επίσης επιμορφισμός ομάδων κάτι που είναι λίγο πιο
πολύπλοκο.

Θεώρημα VII.2.7. Ισχύει:
GZ/GT ≅ G,

δηλαδή η ομάδα πηλίκο GZ/GT είναι κυκλική τάξεως f. Συνεπώς λόγω της θεωρίας Galois η
επέκταση KT /KZ είναι κυκλική επέκταση [KT ∶ KZ] = f, [L ∶ KT ] = e = ∣GT ∣.

Απόδειξη. Το μόνο που χρειάζεται να αποδείξουμε είναι ότι η συνάρτηση ϕ είναι επί. Από τη
θεωρία πεπερασμένων σωμάτων γνωρίζουμε ότι η επέκταση (S/Q)/(R/P) είναι απλή. Συμβολί-
ζουμε με L = S/Q και K = R/P και έστω θ ∈ S με π(θ) = θ = θ +Q να παράγει την επέκταση L/K,
δηλαδή L = K(θ).

Έστω σ̂ ∈ G και έστω g(X) = Irr(θ,KZ). Αφού θ ∈ S το g(X) ∈ SZ[X] όπου SZ = S ∩ KZ. Η
επέκταση L/KZ είναι επέκταση του Galois με ομάδα την ομάδα ανάλυσης GZ οπότε αν

g(X) =
m

∑
i=0
βiX

i =
m

∏
i=1
(X − θ(i))
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με βi ∈ KZ έπεται ότι όλες οι ρίζες θ(i) του g(X) ανήκουν στο L. Από την άλλη:

g(X) =
m

∑
i=1
βiX

i =
m

∏
i=1
(X − θ(i)), θ = θ1

και βi ≡ βi mod QZ με QZ = KZ ∩Q, δηλαδή βi ∈ SZ/QZ = R/P = K. Εδώ χρησιμοποιούμε το
γεγονός ότι [SZ/QZ ∶ R/P] = 1. Έστω f(x) = Irr(θ,K). Επειδή g(θ) = 0 έχουμε ότι f(x) ∣

K[x] g(x).
Τώρα σ̂ ∈ Gal(L/K) και συνεπώς σ̂(θ) είναι μιά άλλη ρίζα του f(x) και επειδή f(x) ∣ g(x) υπάρχει
ℓ ώστε σ̂(θ) = θ(ℓ). To θ(ℓ) είναι ρίζα του g(x) ∈ KZ[x], συνεπώς υπάρχει σ ∈ GZ = Gal(L/KZ) ώστε
σ(θ) = θ(ℓ). Άρα σ(θ) = θ(ℓ) = σ̂(θ), με σ, σ̂ ∈ G. Επειδή δε L = K(θ) έχουμε ότι σ̂ = σ και συνεπώς
η ϕ είναι επί.

Το προηγούμενο θεώρημα εκφράζεται και ως εξής: Η ακολουθία

1→ GT ↪ GZ → G→ 1

είναι ακριβής. Το σχήμα μας τώρα είναι:

{1} L S Q
βαθμός

επέκτασης

e

δείκτης
διακλάδωσης

e

βαθμός
αδράνειας

1

GT KT ST QT

f 1 f

GZ KZ SZ QZ

r 1 1

G K R P

Πόρισμα VII.2.8. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

1. Το P δεν διακλαδίζεται στο L, δηλαδή e = e(Q/P) = 1 για κάθε Q ∣ P.

2. Η ομάδα GT (Q/P) = {1} για κάποιο και συνεπώς για όλα τα Q ∣ P.

3. Η συνάρτηση ϕ ∶ GZ → G είναι ισομορφισμός ομάδων για ένα και συνεπώς για κάθε Q ∣ P.

Απόδειξη. Προφανής.

Παρατήρηση VII.2.9. Η ομάδα ανάλυσης GZ(Q/P) δεν είναι, εν γένει, κανονική υποομάδα της
ομάδας Galois Gal(L/K). Επομένως αυτό που γνωρίζουμε είναι ότι

PSZ =
r

∏
i=1
Q

ei

i
, με Q1 =QZ και e(QZ/P) = f(QZ/P) = 1,

κάτι που δεν ισχύει εν γένει, για τα υπόλοιπα πρώτα ιδεώδη Qi του ιδεώδους PSZ, δηλαδή το
ιδεώδες PSZ δεν αναλύεται, εν γένει, πλήρως στο σώμα KZ.

Αυτό φυσικά ισχύει όταν η ομάδα GZ(Q/P) είναι κανονική υποομάδα της G = Gal(L/K). Τότε

PSZ =∏σi(QZ),

όπου το σi διατρέχει ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων των κλάσεων G/GZ. Ιδιαίτερα ισχύει
όταν η ομάδα G είναι αβελιανή.
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Πόρισμα VII.2.10. Έστω ότι GZ ⊲ G. Τότε το P αναλύεται σε γινόμενο r πρώτων ιδεωδών στο KZ.
Αν πάλι GT ⊲ G τότε κάθε ένα από τα παραπάνω πρώτα ιδεώδη αδρανεί στο KT και στη συνέχεια
κάθε πρώτο ιδεώδες γίνεται e-στη δύναμη ενός πρώτου ιδεώδους του L.

Απόδειξη. Έχουμε ότι GZ ⊲ G συνεπώς η επέκταση KZ/K είναι επέκταση του Galois. Αφού
r = [KZ ∶ K] και όλα τα πρώτα ιδεώδη του KZ που βρίσκονται πάνω από το P έχουν τον ίδιο βαθμό
αδράνειας και τον ίδιο δείκτη διακλάδωσης έχουμε ότι f(QZ/P) = e(QZ/P) = 1, συνεπώς

PSZ =QZ1QZ2⋯QZr
.

Επειδή δε το πλήθος των πρώτων ιδεωδών του L που βρίσκονται πάνω από το P είναι επίσης
r το ίδιο θα συμβαίνει και για το πλήθος των πρώτων ιδεωδών του KZ πάνω από το P.

Αν τώρα GT ⊲ G, τότε η επέκταση KT /K είναι επέκταση του Galois συνεπώς e(QT /P) =
e(QT /QZ) = 1 για κάθε πρώτο QT ∣ QZ, συνεπώς QZST = QT με f(QT /QZ) = f = [KT ∶ KZ].
Επομένως

PST =QT1QT2⋯QTr
,

οπότε e(Q/QT ) = e διότι erf = n για κάθε πρώτο Q του L που διαιρεί το S.

Σημείωση VII.2.11. Οι υποθέσεις του τελευταίου πορίσματος πληρούνται αν για παράδειγμα η
G είναι αβελιανή ομάδα.

Παράδειγμα VII.2.12. Θεωρούμε την επέκταση Galois L = Q(i,
√

2,
√

5)/Q με ομάδα Galois την
αβελιανή ομάδα

Gal(L/Q) = Z/2Z ×Z/2Z ×Z/2Z,

η οποία έχει τα παρακάτω ενδιάμεσα υποσώματα:

L
διακλαδίζεται

ooo
ooo

ooo
ooo

o

PPP
PPP

PPP
PPP

P

Q(i,
√

2)

αδρανεί
NNN

NNN
NNN

NN
Q(i,

√
5)

OOO
OOO

OOO
OO

ppp
ppp

ppp
ppp

Q(
√

2,
√

5)

ooo
ooo

ooo
oo

K1 = Q(i)

αναλύεται
OOO

OOO
OOO

OOO
O

K2 = Q(
√

2) K3 = Q(
√

5)

nnn
nnn

nnn
nnn

nn

Q

Θεωρούμε τους δακτύλιους ακεραίων αλγεβρικών Si του Ki. Έχουμε

5S1 = P1P2, 5S2 =Q2, 5S3 =Q2
3

συνεπώς 2 ∣ r, 2 ∣ e, 2 ∣ f.Επειδή δε erf = 8 = n, έχουμε r = 2, e = 2, f = 2. Δηλαδή

PS = (Q1Q2)2, e(Qi/P) = f(Qi/P) = 2, i = 1, 2.

Καταλήγουμε ότι KZ = K1 = Q(i) και KT = Q(i,
√

2).

Τέλος θα προσπαθήσουμε να χαρακτηρίσουμε τα σώματα KZ και KT με τρόπο εντελώς διάφορο
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του ορισμού τους. Έχουμε τον πύργο σωμάτων:

L Q

KT QT

KZ QZ

K P

Θεώρημα VII.2.13. Το KZ είναι το μέγιστο υπόσωμα του L που περιέχει το K, ώστε το πρώτο
ιδεώδες P που βρίσκεται κάτω από το Q να έχει f(QZ/P) = e(QZ/P) = 1.

Το KT είναι το μέγιστο υπόσωμα του L που περιέχει το K με την ιδιότητα e(QT /P) = 1.

Απόδειξη. Έστω Λ σώμα με K ⊂ Λ ⊂ L και P ⊂QΛ =Q∩SΛ ⊂Q τα αντίστοιχα ιδεώδη. Υποθέτουμε
ότι f(QΛ/P) = e(QΛ/P) = 1. Αρκεί να δείξουμε ότι Λ ⊂ KZ. Έστω πάλι Λ ′ σώμα K ⊂ L ′ ⊂ L και
P ⊂QΛ ′ =Q ∩ SΛ ′ ⊂Q με e(QΛ ′/P) = 1. Αρκεί να δείξουμε ότι Λ ′ ⊂ KT .

Από τη σχέση
f = f(Q/P) = f(Q/QΛ)f(QΛ/P)

και την αντίστοιχη για το e ∶= e(Q/P) έπεται ότι f(Q/QΛ) = f και e(Q/QΛ) = e. Αντίστοιχα
e(Q/QΛ ′) = e. Θεωρούμε τώρα τις επεκτάσεις L/Λ και L/Λ ′ και έστω

G ′Z = GZ(Q/QΛ) και G ′T = GT (Q/QΛ ′).

Έχουμε ήδη δείξει ότι
[G ′Z ∶ 1] = f(Q/QΛ)e(Q/QΛ) = fe = [GZ ∶ 1]

και
[G ′T ∶ 1] = f(Q/QΛ ′) = f = [GT ∶ 1].

Από την άλλη μεριά γνωρίζουμε όμως ότι:

G ′Z = GZ ∩Gal(L/Λ) και G ′T = GT ∩Gal(L/Λ ′)

συνεπώς
G ′Z ⊂ GZ και G ′T ⊂ GT

οπότε αφού έχουν την ίδια τάξη GZ = G ′Z και GT = G ′T , δηλαδή

GZ = GZ ∩Gal(L/Λ) και GT = GT ∩Gal(L/Λ ′)

συνεπώς
Gal(L/Λ) ≥ GZ και Gal(L/Λ ′) ≥ GT

άρα KZ ⊃ Λ και KT ⊃ Λ ′.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η επέκταση L/K είναι αβελιανή. Σε αυτή την περίπτωση ισχύει προφανώς

KZ = KZ(Q/P) = KZ(σ(Q)/P) για κάθε σ ∈ Gal(L/K)

και ομοίως όλα τα συζυγή πρώτα ιδεώδη Q του L Q∣P έχουν το ίδιο σώμα αδράνειας. Ώστε:
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Πόρισμα VII.2.14. Έστω L/K αβελιανή επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Τότε

1. Το σώμα ανάλυσης KZ είναι το μέγιστο υπόσωμα του L που περιέχει το K, στο οποίο το πρώτο
ιδεώδες P αναλύεται πλήρως στο σώμα L, δηλαδή είναι γινόμενο ιδεωδών βαθμού αδράνειας
και δείκτη διακλάδωσης ίσων με ένα.

2. Το σώμα αδράνειας είναι το μέγιστο υπόσωμα του L που περιέχει το K και στο οποίο το πρώτο
ιδεώδες P δεν διακλαδίζεται.

VII.3 Ομάδες Διακλάδωσης

Περνούμε τώρα στις ομάδες διακλάδωσης. Το πρόβλημα είναι αν η ακολουθία είναι άπειρη,
για παράδειγμα μετά από πεπερασμένο πλήθος βημάτων, όλες οι ομάδες διακλάδωσης είναι
μεταξύ τους ίσες ή μετά από πεπερασμένο πλήθος βημάτων καταλήγουμε στην G∆i

= {1}. Θα
αποδείξουμε ότι ισχύει το δεύτερο.

Πρόταση VII.3.1. Υπάρχει i ώστε G∆i
= {1}.

Απόδειξη. Έστω ότι δεν ισχύει η πρόταση, δηλαδή G∆i
⊋ {1} για κάθε φυσικό αριθμό i ∈ N. Αυτό

έχει ως συνέπεια ότι υπάρχει σ ∈ ∩∞i=1G∆i
− {1}. Δηλαδή για κάθε i ∈ N και α ∈ S ισχύει

σ(α) ≡ α mod Qi+1.

Επειδή σ ≠ 1 υπάρχει α ∈ S με
σ(α) ≠ α

οπότε
0 ≠ σ(α) −α ∈Qi+1

για κάθε i ∈ N, δηλαδή Qi+1 ∣ (σ(α) −α)S για κάθε φυσικό αριθμό, άτοπο.

Ορισμός VII.3.2. Έστω i0 ο ελάχιστος φυσικός ώστε G∆i0
≠ {1} ενώ G∆i0+1 = {1}. Τότε ο αριθμός

i0 θα λέγεται αριθμός διακλάδωσης.
Αν i0 = 0, τότε λέμε ότι έχουμε την περίπτωση της μη-υψηλότερης διακλάδωσης.

Παρατήρηση VII.3.3. Με χρήση της πρότασης V.1.4 αποδείξαμε στο θεώρημα V.1.5, ότι για
κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K με δακτύλιο των ακεραίων αλγεβρικών RK, P ένα πρώτο ιδεώδες
του K και n οποιοδήποτε φυσικό αριθμό n ισχύει

NK/Q(Pn) =#RK/Pn =NK/Q(P)n = (#RK/P)n .

Με τη βοήθεια αυτής της παρατήρησης θα αποδείξουμε την

Πρόταση VII.3.4. Έστω K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών, RK ο δακτύλιος των ακεραίων αλ-
γεβρικών του K, P ένα πρώτο ιδεώδες αυτού και n ∈ N, n ≥ 1. Έστω ΣP ένα πλήρες σύστημα
αντιπροσώπων του RK modulo P και π ένα πρώτο στοιχείο του P, δηλαδή π ∈ P/P2. Το σύνολο

A ∶= {a0 + a1π +⋯ + an−1π
n−1 ∶ ai ∈ ΣP, i = 0, 1, . . . ,n − 1}

αποτελεί ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων του RK modulo Pn.

Απόδειξη. Επαγωγικά ως προς n.
Για n = 1 προφανώς ισχύει.
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Υποθέτουμε ότι ισχύει για n−1. Πρώτα θα δείξουμε ότι αν δύο στοιχεία της μορφής α = a0+a1π
και α ′ = a ′0 + a ′1π είναι διαφορετικά μεταξύ τους, τότε

α −α ′ /∈ Pn.

Πράγματι, αν α −α ′ = (a0 − a ′0) + (a1 − a ′1)π ∈ Pn, τότε

a0 − a ′0 = −(a1 − a ′1)π + (α −α ′) ∈ P.

Επομένως a0 = a ′0, οπότε και (a1 − a ′1)π ∈ Pn. Αλλά π ∈ P − P2, σημαίνει ότι RKπ = P ⋅A με P ∤ A.
Επίσης, η σχέση (a1 − a ′1)π ∈ Pn συνεπάγεται

Pn ⋅A ′ = RK(a1 − a ′1)RKπ = RK(a1 − a ′1)P ⋅A,

δηλαδή Pn−1 ∣ RK(a1 −a ′1)A και επειδή P ∤ A έπεται ότι Pn−1 ∣ RK(a1 −a ′1). Συνεπώς a1 −a ′1 ∈ Pn−1

και, λόγω της υπόθεσης της μαθηματικής επαγωγής, ισχύει a1 = a ′1.

Έστω τώρα L/K επέκταση Galois αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, Q ένα πρώτο ιδεώδες του L και
π ένα πρώτο στοιχείο του Q, π ∈Q/Q2. Γνωρίζουμε ήδη ότι η n-στή ομάδα ανάλυσης ορίζεται ως
εξής:

G∆n
= G∆n

(Q/P) = {σ ∈ Gal(L/K) ∶ σ(α) ≡ α mod Qn+1 για κάθε α ∈ S}.

Εμείς έχουμε αποδείξει ότι G∆n
(Q/P) ⊂ GT (Q/P) για κάθε n ≥ 1. Επομένως μπορούμε να γρά-

ψουμε
G∆n

= G∆n
(Q/P) = {σ ∈ GT (Q/P) ∶ σ(α) ≡ α mod Qn+1 για κάθε α ∈ S}.

Αφού π ∈Q ⊂ S, έπεται ότι για κάθε σ ∈ G∆n
, ισχύει σ(π) ≡ π mod Qn+1.

Αντίστροφα, έστω σ ∈ GT (Q/P) για το οποίο ισχύει σ(π) ≡ π mod Qn+1. Κάθε στοιχείο α ∈ S,
σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση, γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή

α ≡ a0 + a1π +⋯ + an−1π
n−1 + anπn mod Qn+1,

όπου τα ai ∈ ΣQ, i = 0, 1, 2, . . . ,n ή ισοδύναμα οι αριθμοί αυτοί αποτελούν πλήρες σύστημα
αντιπροσώπων των στοιχείων του δακτυλίου S/Q.

Τα ai ανήκουν στο ΣQ ένα σταθερό, πλήρες σύνολο των κλάσεων υπολοίπων modulo Q.
Επειδή όμως το πρώτο ιδεώδες QT = Q ∩ KT έχει τον ίδιο βαθμό με το πρώτο ιδεώδες Q του
S, έπεται ότι S/Q = RT /QT . Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε το σύνολο ΣQ να το επιλέξουμε από
στοιχεία του RT . Επομένως κάθε α ∈ S, πρώτο προς το Q, γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή:

α = a0 + a1π +⋯ + an−1π
n−1 + anπn mod Qn+1

με ai ∈ RT ⊂ KT , δηλαδή για κάθε σ ∈ GT (Q/P) ισχύει σ(ai) = ai. Άρα,

σ(α) = a0 + a1σ(π) +⋯ + anσ(πn)
≡ a0 + a1π +⋯ + anπn

≡ α mod Qn+1, για κάθε α ∈ S.

Αυτό σημαίνει ότι σ ∈ G∆n
(Q/P). Αποδείξαμε λοιπόν ότι

G∆n
(Q/P) = {σ ∈ GT (Q/P) ∶ σ(π) ≡ π mod Qn+1}

Αν σ ∈ GT (Q/P), τότε αφού π ∈Q/Q2 και σ(π) ∈Q/Q2. Αυτό σημαίνει ότι

σ(π) ≡ aσ ⋅ π mod Q2,
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με aσ πρώτο προς το Q, aσ ∈ ΣQ (aσ /∈Q). Όπως παραπάνω, το ΣQ έχει επιλεγεί με στοιχεία του
KT . Στη συνέχεια ορίζουμε την ακόλουθη συνάρτηση:

ϕ ∶ GT (Q/P) ∋ σz→ ασ ∈ (S/Q)∗ = S/Q/{0 +Q}.

Η απεικόνιση ϕ είναι επιμορφισμός ομάδων. Πράγματι, αν τ ∈ GT (Q/P) με ϕ(τ) = ατ, έχουμε

(τσ)(π) = τ(σ(π)) ≡ τ(ασπ) ≡ αστ(π) ≡ αs(ατπ) = (αsατ)π mod Q2.

Ο πυρήνας της ϕ είναι:

kerϕ = {σ ∈ GT (Q/P) ∶ ασ ≡ 1 mod Q}
= {σ ∈ GT (Q/P) ∶ σ(π) ≡ π mod Q2} = G∆1(Q/P).

Επομένως η ομάδα πηλίκο
GT (Q/P)
G∆1(Q/P)

εμφυτεύεται μέσα στην (S/Q)∗, οπότε και η τάξη ∣ GT (Q/P)
G∆1(Q/P)

∣ διαιρεί την τάξη της (S/Q)∗ η οποία
είναι NL/Q(Q)−1. Επειδή η (S/Q)∗ είναι κυκλική, έπεται ότι και η ομάδα πηλίκο είναι κυκλική.
Επίσης επειδή η norm NL/Q(Q) είναι δύναμη του πρώτου αριθμού p, έπεται ότι το p δεν διαιρεί
την τάξη της ομάδας πηλίκο GT

G∆1
.

Μέχρι στιγμής, αποδείξαμε το

Θεώρημα VII.3.5. Η ομάδα GT /G∆1 είναι κυκλική τάξης e0 με p ∤ e0, pZ = Q ∩ Z. Επίσης e0 ∣
NL/Q(Q) − 1.

Επιπλέον ισχύει και e = e0 ⋅pr, για κάποιο εκθέτη r, αλλά αυτό θα το αποδείξουμε στη συνέχεια
μετά την απόδειξη του επόμενου θεωρήματος.

Σειρά έχει η μελέτη των επόμενων ομάδων διακλαδώσεως. Έχουμε ήδη δει ότι η

G∆n
(Q/P) = {σ ∈ GT (Q/P) ∶ σ(π) ≡ π mod Qn+1}.

Επομένως
σ(p) ≡ π + yσπn+1 mod Qn+2

με yσ ορισμένο modulo Q και επιλεγμένο από το KT . Στη συνέχεια ορίζουμε τη συνάρτηση

ψ ∶ G∆n
(Q/T) ∋ σz→ yσ ∈ S/Q.

Σημείωση VII.3.6. Εδώ το yσ όχι, κατ’ ανάγκη πρώτο προς το Q. Δεξιά η ομάδα S/Q είναι
προσθετική.

Η ψ είναι ομομορφισμός ομάδων. Αν ψ(τ) = yτ, έχουμε

(τσ)(π) ≡ τ(σ(π)) ≡ τ(π + yσπn+1) ≡ τ(π) + yστ(πn+1)
≡ (π + yτπn+1) + yσ(π + yτπn+1)n1

≡ π + (yσ + yτ)πn+1 mod Qn+2

Υπολογίζουμε τον πυρήνα της ψ

kerψ = {σ ∈ G∆n
(Q/P) ∶ yσ ≡ 0 mod Q}

= {σ ∈ G∆n
(Q/P) ∶ σ(π) ≡ π + 0πn+1 mod Qn+2}

= {σ ∈ G∆n
(Q/P) ∶ σ(π) ≡ π mod Qn+2}

= G∆n+1(Q/P)
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Επομένως η ομάδα πηλίκο G∆n
(Q/P)/G∆n+1 είναι ισόμορφη προς μια υποομάδα της αβελιανής

προσθετικής ομάδας S/Q, η οποία έχει τάξη NL/Q(Q) = pf(Q/pZ). Για κάθε α ∈ S ισχύει ότι
pα ≡ 0 mod Q. Συνεπώς είναι μια στοιχειώδης αβελιανή p-ομάδα, δηλαδή του τύπου (p,p, . . . ,p),
ισόμορφη με την

Z
pZ
⊕⋯⊕ Z

pZ
.

Αποδείξαμε, επομένως το

Θεώρημα VII.3.7. Η ομάδα πηλίκο G∆n
(Q/P)/G∆n+1(Q/P) είναι μια στοιχειώδης αβελιανή p-

ομάδα, δηλαδή του τύπου (p, . . . ,p). Η τάξη της είναι ≤NL/Q(Q).

Από τα παραπάνω συνάγουμε ότι η ομάδα GT έχει την ακόλουθη ακολουθία κανονικών υποο-
μάδων

GT ≥ G∆1 ≥ G∆2 ≥ . . . ≥ G∆n
= {1}

με GT /G∆1 κυκλική με τάξη πρώτη προς το p και G∆i
/G∆i+1 p-ομάδα. Ισχύει

∣GT ∣ = [GT ∶ G∆1][G∆1 ∶ {1}] = e0p
r,

για κάποιο r, δηλαδή αυτό που είχαμε αφήσει αναπόδεικτο στο αμέσως προηγούμενο θεώρημα.

Ορισμός VII.3.8. Aν το σώμα k = RK/P έχει χαρακτηριστική p και [L ∶ KT ] = e με p ∤ e, τότε
∣G∆1(Q/P)∣ = 1 και συνεπώς όλα τα σώματα διακλαδώσεων ταυτίζονται με το L. Δεν υπάρχει
λοιπόν υψηλότερη διακλάδωση και, σ’ αυτή την περίπτωση θα λέμε ότι ο το P διακλαδίζεται
ομαλά (tamely) στην επέκταση L/K.

Αν το p ∣ e, τότε θα λέμε ότι το P διακλαδίζεται αγρίως (wildly) στην L/K.

Πόρισμα VII.3.9. Αν Q είναι ένα πρώτο ιδεώδες του S και Q ∩ RK = P, τότε η ομάδα ανάλυσης
GZ(Q/P) είναι επιλύσιμη.

Απόδειξη. ΈχουμεGZ(Q/P) ≥ GT (Q/P) ≥ {1}. HGT (Q/P) είναι επιλύσιμη και ηGZ(Q/P)/GT (Q/P)
είναι κυκλική, συνεπώς GZ(Q/P) επιλύσιμη.

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τα πρώτα ιδεώδη Q∆i
= Q ∩ K∆i

των σωμάτων διακλάδωσης.
Έχουμε αποδείξει ήδη ότι το QT = Q ∩KT είναι πλήρως διακλαδιζόμενο στο L. Είναι αυτονόητο
ότι αυτό ισχύει και για τα ενδιάμεσα σώματα. Επομένως, QT =Qe0

∆1
και Q∆i

=Qp
ri−ri+1
i

∆i+1
οπότε και

Q∆i
=Qpr

i .
Στο τέλος θα συνοψίσουμε μερικές οριακές, αλλά ενδιαφέρουσες περιπτώσεις της θεωρίας.

Για λόγους ευκολίας θα αλλάξουμε, για λίγο, τον συμβολισμό. Θα συμβολίζουμε τα σώματα
K−1 = KZ, K0 = KT και K∆n

= Kn, που αντιστοιχούν στις ομάδες Galois.
1. Πάνω από το P, στο σώμα L υπάρχει ακριβώς ένα πρώτο ιδεώδες Q αν και μόνο αν η ομάδα
G = Gal(L/K) ∶= G−1. Αυτό επειδή το πλήθος των διαφορετικών παραγόντων του PS είναι όσο
ο δείκτης [G ∶ G−1].

2. Το P αναλύεται πλήρως στο σώμα L⇔ K−1 = L και το G−1 = {IdL}.
3. Το P διακλαδίζεται πλήρως στο L⇔ K0 = K αν και μόνο αν G0 = G.
4. Το πρώτο ιδεώδες Q του L, Q ∣ P είναι μη-διακλαδιζόμενο αν και μόνο αν G0 = {IdL}. Εάν

τώρα K ′ είναι ένα ενδιάμεσο σώμα της επέκτασης L/K και G ′ = Gal(L/K ′) η αλυσίδα των
ομάδων της θεωρίας του Hilbert για το Q υπεράνω του πρώτου ιδεώδους P ′ =Q∩K ′ του K ′,
έστω G ′n, τότε ισχύει

G ′n = G ′ ∩Gn n ≥ −1.
Αυτό το αποδείξαμε μόνο για την ομάδα ανάλυσης και αδράνειας, αλλά ισχύει και για τις
ομάδες διακλαδώσεων.
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5. Ισχύει K−1 ⊂ K ′, δηλαδή το P ′ αναλύεται σε ένα ακριβώς ιδεώδες στο L, αν και μόνο αν
υπάρχει t ∈ N, P ′S =Qt. Πράγματι K−1 ⊂ K ′ αν και μόνο αν G ′ ⊂ G−1. Αλλά

G ′−1 = G ′ ∩G−1 = G ′,

δηλαδή K−1 ⊂ K ′ αν και μόνο αν G ′ = G ′−1.
6. Το K ′ ⊃ K0 αν και μόνο αν P ′S = Qt και f(P ′/P) = f(Q/P). Πράγματι, λόγω της πολλαπλα-

σιαστικότητας του βαθμού αδράνειας, έχουμε

f(Q/P) = f(Q/P ′)f(P ′/P),

συνεπώς f(Q/P ′) = 1. Επομένως, f(Q/P ′) = 1 και P ′S = Qt σημαίνουν ότι το P ′S αναλύεται
πλήρως στο L και συνεπώς G ′ = G ′0.

7. Το K ′ ⊂ K0 αν και μόνο αν G0 ⊂ G ′. Επειδή G ′0 = G ′ ∩G0 = G0, επομένως K ′ ⊂ K0 αν και μόνο
αν e(Q/P ′) = e(Q/P).

8. p ∤ e(P ′/P) αν και μόνο αν K ′ ⊂ K1. Πράγματι K ′ ⊂ K1 αν και μόνο αν G1 ⊂ G ′. Αλλά
G ′1 = G ′∩G1 = G1 και αυτό σημαίνει ότι e(Q/P ′) είναι ένα πολλαπλάσιο της τάξης της G1. Το
τελευταίο δίνει την ισοδυναμία με το p ∤ e(P ′/P).

VII.4 Ασκήσεις

1. Έστω L/K μία επέκταση Galois αλγεβρικών σωμάτων αριθμών με [L ∶ K] = 6. Υποθέτουμε
ότι για κάποιο πρώτο ιδεώδες P του K ισχύει

PRL =Q2,Q πρώτο ιδεώδες του L

Να αποδειχθεί ότι η επέκταση L/K είναι κατ’ ανάγκη κυκλική.
2. Έστω L1 και L2 πεπερασμένες επεκτάσεις του αλγεβρικού σώματος αριθμών K και P ένα

πρώτο ιδεώδες του K. Να αποδειχθεί ότι το P δεν διακλαδίζεται στις επεκτάσεις L1/K και
L2/K τότε και μόνο τότε όταν αυτό δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L1L2/K.

3. Αντικαταστήστε την έκφραση «δεν διακλαδίζεται» στην άσκηση 2 με την «αναλύεται πλήρως»
και αποδείξτε το ανάλογο της 2.

4. Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και M η Galois θήκη της L/K. Να απο-
δείξετε ότι το πρώτο ιδεώδες P του K δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L/K τότε και μόνο
τότε όταν δεν διακλαδίζεται στην επέκταση M/K

5. Αποδείξτε το ανάλογο αντικαθιστώντας το «δεν διακλαδίζεται» με το «αναλύεται πλήρως».
6. Έστω d1,d2 ακέραιοι, ελεύθεροι τετραγώνου διαφορετικοί μεταξύ τους και

di ≡ 1 mod 3, i = 1, 2

Θεωρούμε το σώμα K = Q(
√
d1,
√
d2). Να αποδείξετε ότι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρι-

κών του K δεν είναι μονογενής. Για παράδειγμα K = Q(
√

7,
√

10).
7. Έστω L/K μια επιλύσιμη επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, βαθμού δύναμης πρώτου

αριθμού, [L ∶ K] = pℓ. Αν ένα πρώτο ιδεώδες P, δεν διακλαδίζεται στο L και στην ανάλυση
του PRL σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών, εμφανίζονται δύο πρώτα ιδεώδη του L, Q1,Q2 με
f(Q1/P) = f(Q2/P) = 1, τότε το P αναλύεται πλήρως στο σώμα L.
Υπόδειξη: Θεώρημα της Θεωρίας Ομάδων. Αν G είναι μια μεταβατική επιλύσιμη ομάδα
μεταθέσεων τάξεως δύναμης πρώτου αριθμού p, τότε δεν υπάρχει μετάθεση σ ∈ G, σ ≠ 1 η
οποία να κρατάει σταθερά δύο διαφορετικά ψηφία.
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8. Έστω L/K Galois επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών G = Gal(L/K) και P πρώτο ιδεώδες
του K.
(αʹ) Αν το P αδρανεί στην επέκταση L/K, τότε η ομάδα G είναι κυκλική.
(βʹ) Έστω ότι το P διακλαδίζεται πλήρως σε κάθε ενδιάμεσο σώμα K ⊊M ⊊ L αλλά όχι στο L.

Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει ενδιάμεσο σώμα και συνεπώς η ομάδα G είναι κυκλική
πεπερασμένης τάξης.

(γʹ) Υποθέτουμε ότι σε κάθε ενδιάμεσο σώμα υπάρχει ακριβώς ένα πρώτο ιδεώδες Q πρώτο
Q ∣ P, αλλά στο L αυτό δεν ισχύει. Να αποδειχθεί ότι η G είναι κυκλική πεπερασμένης
τάξης.

9. Αν K/Q επέκταση Galois και G = Gal(K/Q) να αποδειχθεί ότι η ομάδα G παράγεται από τις
ομάδες αδράνειας όλων των πρώτων ιδεωδών του σώματος K.
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VIII
Νόμοι Αντιστροφής

VIII.1 Εισαγωγή

Ο νόμος αντιστροφής του Gauss αποτελεί ένα από τα πιο σημαντικά θεωρήματα της Θεωρίας
Αριθμών. Η διαδρομή από τις πρώτες σχετικές διατυπώσεις του Euler, τα ενδιάμεσα αποτελέ-
σματα των Lagrange και Legendre μέχρι την πρώτη πλήρη απόδειξη του Gauss στις 8 Απριλίου
του 1796, κράτησε περίπου 60 χρόνια, [9].

Είναι το κλειδί της μελέτης της θεωρίας των τετραγωνικών υπολοίπων (ισοτιμιών δευτέρου
βαθμού). Στο έργο του “Disquisitiones Arithmeticae” μάλιστα ο Gauss γράφει (από μετάφραση
στην αγγλική):

“Since almost everything that can be said about quadratic residues depends on this
theorem, the term fundamental theorem which will use from now on should be acceptable”
[2].

Εντελώς φυσικό ήταν η εύρεση και ανάπτυξη αντίστοιχης θεωρίας ενός κυβικού, διτετραγω-
νικού κ.λπ. νόμου αντιστροφής.

Παράλληλα προς την προσπάθεια και τη διαδικασία της απόδειξης της εικασίας του Fermat,
η προσπάθεια εύρεσης, διατύπωσης και απόδειξης ενός γενικού νόμου αντιστροφής υπήρξε η
κινητήρια ώθηση της τεράστιας ανάπτυξης που γνώρισε η Θεωρία Αριθμών από τα τέλη του 18ου
αιώνα μέχρι σήμερα. Η έννοια έχει διάφορες όψεις. Μια από αυτές θα παρουσιάσουμε εδώ.

VIII.2 Ο τετραγωνικός νόμος αντιστροφής

Στην παράγραφο αυτή θα μετασχηματίσουμε τον τετραγωνικό νόμο αντιστροφής κατά τέτοιο
τρόπο που να ταιριάζει στην προσπάθεια γενίκευσής του στη συνέχεια.

Έστω K = Q(√q), όπου q πρώτος, f(x) = Irr(√q,Q) = x2 − q και p πρώτος αριθμός. Σύμφωνα
με τον νόμο ανάλυσης η «συμπεριφορά» του πολυωνύμου

fp(x) ≡ f(x) mod p

μας δίνει την ανάλυση του pRK σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών του K και αυτή πάλι με τη σειρά της
χαρακτηρίζεται μέσω του συμβόλου του Kronecker (DK

p
), όπου DK η διακρίνουσα του σώματος

K, δηλαδήDK = q ήDK = 4q. Αν p ∣DK έχουμε αμέσως (DK

p
) = 0 και pR =Q2. Πώς θα ξεχωρίσουμε

όμως πότε (DK

p
) = 1 και πότε (DK

p
) = −1;

Για p ∤DK, p ≠ 2 έχουμε
(DK

p
) = (q

p
)

137
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όπου το τελευταίο είναι το σύμβολο του Legendre. Το (q
p
) δεν είναι εύκολο να υπολογιστεί μέσω

του ορισμού του. Αλλά και εύκολο να ήταν, αν μας έδιναν έναν άλλο πρώτο, έστω p ′, για να
υπολογίσουμε το ( q

p ′ ) θα έπρεπε να ξαναεφαρμόσουμε την ίδια «διαδικασία» για το p ′ και μια
και υπάρχουν άπειροι πρώτοι για να βρούμε την ανάλυση όλων των πρώτων θα χρειαζόμασταν
άπειρo χρόνο.

Το ερώτημα λοιπόν είναι αν υπάρχει καλύτερη περιγραφή. Η απάντηση είναι προφανώς ναι
αν αντί του (q

p
) είχαμε (p

q
). Τότε, επειδή η τιμή του (p

q
) εξαρτάται όχι από το p αλλά από

την κλάση p mod q στην οποία το p ανήκει, θα χρειαζόμασταν λοιπόν πεπερασμένο πλήθος
υπολογισμών μόνο q − 1 σύμβολα του Legendre.

Γεννιέται λοιπόν φυσιολογικά το ερώτημα. Μήπως υπάρχει κάποια σχέση ανάμεσα στα (q
p
)

και (p
q
);

Η απάντηση είναι ναι και είναι προϊόν της ιδιοφυίας του Gauss και λέγεται τετραγωνικός
νόμος αντιστροφής.

(q
p
) = (−1)

p−1
2

q−1
2 (p

q
) , (−1

p
) = (−1)

p−1
2 , ( 2

p
) = (−1)

p2−1
8 ,

όπου p,q είναι περιττοί πρώτοι, p ≠ q.
Ο ίδιος ο Gauss, έδωσε κατά τη διάρκεια της ζωής του 7 αποδείξεις του τετραγωνικού νόμου

αντιστροφής ενώ σήμερα είναι πάνω από 2001.
Μια ισοδύναμη έκφραση του νόμου αντιστροφής είναι

1. Αν q ≡ 1 mod 4 τότε (q
p
) = (p

q
)

2. Αν q ≡ 3 mod 4 τότε (q
p
) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(p
q
) , αν p ≡ 1 mod 4

−(p
q
) αν p ≡ 3 mod 4

Έστω
Spl(f(x)) = {p ∈ P ∶ (q

p
) = 1}.

Αν για παράδειγμα q = 17 τότε

(17
p
) = ( p

17
) = 1 αν και μόνο αν p ≡ 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 mod 17

Δηλαδή p ∈ Spl(x2 − 17) αν και μόνο αν p ≡ 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 mod 17.
Έστω πάλι q = 11 ≡ 3 mod 4 συνεπώς (11

p
) = (−1)

p−1
2 ( p11).

Επομένως (11
p
) = 1 αν και μόνο αν p ≡ 1 mod 4 και ( p11) = 1 ή αν p ≡ 3 mod 4 και ( p11) = −1

οπότε το πρόσημο του (11
p
) εξαρτάται από την κλάση του p modulo 44. Έχουμε λοιπόν:

p ∈ Spl(x2 − 11) αν και μόνο αν p ≡ 1, 5, 7, 9, 19, 25, 35, 37, 39, 43 mod 44

Εντελώς όμοια αποδεικνύεται ότι οι παρατηρήσεις στα παραπάνω παραδείγματα ισχύουν γενικά.
Έχουμε δηλαδή το

Θεώρημα VIII.2.1 (Τετραγωνικός νόμος αντιστροφής). Έστω q περιττός πρώτος. Τότε το Spl(x2−q)
ορίζεται μέσω ισοτιμιών modulo q αν q ≡ 1 mod 4 και μέσω ισοτιμιών mod 4q αν q ≡ 3 mod 4.

Πριν προχωρήσουμε θα δώσουμε μια απόδειξη του τετραγωνικού νόμου αντιστροφής με
χρήση του κυκλοτομικού νόμου ανάλυσης της οποίας η αρχική ιδέα οφείλεται στον Kronecker.

1http://www.rzuser.uni‐heidelberg.de/~hb3/fchrono.html

http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/fchrono.html
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Ξαναθυμίζουμε ότι εξ ορισμού για a ∈ Z, p πρώτο, p ≠ 2

(a
p
) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1 όταν η x2 ≡ a mod p έχει λύση
−1 όταν η x2 ≡ a mod p δεν έχει λύση
0 όταν p ∣ a

ενώ

(a
2
) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(−1)
a2−1

8 , όταν 2 ∤ a
0, όταν 2 ∣ a

1. Επίσης το σύμβολο του Kronecker είναι πολλαπλασιαστικός χαρακτήρας: Για κάθε a,b ∈ Z
και p πρώτο, p ∤ ab έχουμε (ab

p
) = (a

p
)(b

p
)

2. To κριτήριο του Euler: για p ≠ 2, ap−1
2 ≡ (a

p
) mod p.

Λήμμα VIII.2.2. Έστω p πρώτος, p ≠ 2. Τότε το Q(ζp) έχει ακριβώς ένα τετραγωνικό υπόσωμα, το

K2 = Q(
√
p∗), με p∗ = (−1)

p−1
2 p.

Απόδειξη. Η ομάδα G = Gal(Q(ζp)/Q) ≅ F∗p είναι κυκλική τάξεως p − 1 ≡ 0 mod 2. Συνεπώς
υπάρχει ακριβώς μία υποομάδα της G τάξης p−1

2 , δηλαδή ένα υπόσωμα του Q(ζp), το K2 ώστε
[K2;Q] = 2.

Απομένει να δείξουμε ότι K2 = Q(
√
p∗). Αρκεί να δείξουμε ότι ο p είναι ο μοναδικός πρώτος

που διαιρεί τη διακρίνουσα του K2, διότι τότε

DK2 = ±p

και επειδή DK2 ≡ 0, 1 mod 4 έχουμε DK2 = (−1)
p−1

2 p έχουμε ότι K2 = Q(
√
DK2) = Q(

√
p∗).

Έστω λοιπόν q πρώτος, σύμφωνα με το θεώρημα της διακρίνουσας ο q ∣DK2 ο q διακλαδίζεται
στο σώμα K2 ⊂ Q(ζp), συνεπώς ο q διακλαδίζεται στο Q(ζp) και q ∣ p, συνεπώς q = p.

Λήμμα VIII.2.3. Έστω p,q πρώτοι αριθμοί, p ≠ q, p ≠ 2 (επιτρέπουμε στο q να είναι και 2). Έστω

qS =Q1⋯Qr

η ανάλυση του q στο Q(ζp). Τότε ισχύει (qp) = 1 αν και μόνο αν 2 ∣ r.

Λήμμα VIII.2.4. Έχουμε τις ίδιες ακριβώς υποθέσεις όπως και στο λήμμα VIII.2.3. Τότε

(p
∗

q
) = 1 αν και μόνο αν 2 ∣ r.

Απόδειξη. (του τετραγωνικού νόμου αντιστροφής) Από τα λήματα VIII.2.3 και VIII.2.4 προκύπτει
ότι

(q
p
) = 1 αν και μόνο αν (p

∗

q
) = 1

επομένως
(q
p
)(p

∗

q
) = 1

για όλους τους πρώτους αριθμούς p,q, p ≠ 2 ≠ q. Ισχύει

(p
∗

q
) =
⎛
⎝
(−1)

p−1
2 p

q

⎞
⎠
= (−1

q
)

p−1
2
(p
q
) = (−1)

q−1
2

p−1
2 (p

q
) ,
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δηλαδή
(q
p
)(p
q
) = (−1)

q−1
2

p−1
2 .

Σημείωση VIII.2.5. • Το ότι ο √p∗ ∈ Q(ζp) φαίνεται καλύτερα από τη γνωστή σχέση των
αθροισμάτων Gauss:

±
√
p∗ = ∑

x mod p

(x
p
)ζxp

• Όμοια αποδεικνύεται και το ( 2
p
) = (p2 ) = (−1)

p2−1
8 για πρώτο p ≠ 2.

Απόδειξη. (του λήμματος VIII.2.3) Έστω ότι F∗p = ⟨x0⟩, x0 ≡ x0 mod p και έστω Up η μοναδική
υποομάδα της κυκλικής ομάδας F∗p τάξεως p−1

2 η οποία είναι προφανώς η Up = ⟨x2
0⟩. Έχουμε

(q
p
) = 1⇔ x2 ≡ q mod p έχει λύση ⇔ q mod p ∈ Up⇔ ord(q mod p) ∣ p − 1

2
.

Η τάξη όμως της κλάσης q mod p είναι ο βαθμός αδράνειας του q στο Q(ζp), δηλαδή

(q
p
) = 1⇔ f ∣ p − 1

2

και επειδή fr = p − 1 το παραπάνω συμβαίνει αν και μόνο αν 2 ∣ r.

Απόδειξη. (Του λήμματος VIII.2.4) Έστω ότι (p∗
q
) = 1 συνεπώς το q αναλύεται πλήρως στο K2,

δηλαδή qS2 = PP ′ με P ≠ P ′.

Q(ζp) S Qi Q ′i

Q(
√
p∗) = K2 S2 P

AA
AA

AA
AA

P ′

}}
}}
}}
}}

Q Z qZ

Επειδή q ∤ p έχουμε e(Qi/P) = e(Q ′i/P) = 1 από τον νόμο ανάλυσης κυκλοτομικών σωμάτων,
δηλαδή PS =Q1Q2⋯Qk και P ′S =Q ′1Q ′2⋯Q ′k ′. Συνεπώς

qS = qS2S =Q1Q2⋯Qk ⋅Q ′1Q ′2⋯Q ′k ′ .

Θα δείξουμε ότι k = k ′ οπότε θα έχουμε το ζητούμενο, δηλαδή

r = 2k ≡ 0mod2⇒ 2 ∣ r.

Η επέκταση K2/Q είναι επέκταση του Galois, συνεπώς υπάρχει σ ∈ Gal(K2/Q) με σ(P) = P ′. Έστω
σ̂ ∈ Gal(Q(ζp)/Q) μια επέκταση του σ, σ̂(P) = P ′. Έχουμε

σ̂(Q1)⋯σ̂(Qk) = σ̂(Q1⋯Qk) = σ̂(PS) = P ′S =Q ′1⋯Q ′k ′ .

Το μονοσήμαντο της ανάλυσης σε πρώτα ιδεώδη στον S δίνει k = k ′.
Αντιστρόφως, υποθέτουμε ότι 2 ∣ r. Ισχυριζόμαστε ότι το q αναλύεται πλήρως στο K2, δηλαδή

ότι (p∗
q
) = 1. Την ανάλυση

qS =Q1⋯Qr
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τη γράφουμε ως

qS =
⎛
⎜⎜
⎝
∏
σ∈G

σ mod GZ

σ(Q)
⎞
⎟⎟
⎠

,

όπου Q = Q1 και G = Gal(Q(ζp)/Q) και GZ είναι η ομάδα ανάλυσης του Q. Θεωρούμε την
G2 = Gal(Q(ζp)/K2). Ισχύει [G ∶ G2] = [K2 ∶ Q] = 2. Λόγω της υπόθεσης 2 ∣ r έχουμε [G ∶ GZ] = r ≡ 0
mod 2 και κατά συνέπεια #GZ ∣ #G2 και αφού η G είναι κυκλική τάξης p − 1 έχει μοναδική
υποομάδα για κάθε διαιρέτη του p − 1 συνεπώς GZ ≤ G2.

Γράφουμε τώρα G = G2 ⊔ τG2 συνεπώς

qS =
⎛
⎜⎜
⎝
∏
σ∈G

σ mod GZ

σ(Q)
⎞
⎟⎟
⎠

=
⎛
⎜⎜
⎝
∏
σ∈G2

σ mod GZ

σ(Q)
⎞
⎟⎟
⎠
τ

⎛
⎜⎜
⎝
∏
σ∈G2

σ mod GZ

σ(Q)
⎞
⎟⎟
⎠

(VIII.1)

Έστω P =Q ∩K2,

PS =
⎛
⎜⎜⎜
⎝
∏
σ∈G2

σ mod G ′
Z

σ(Q)
⎞
⎟⎟⎟
⎠

e2

όπου
G ′Z = {σ ∈ G2 ∶ σ(Q) =Q}

η ομάδα ανάλυσης του Q στην επέκταση Q(ζp)/K2. Έχουμε e2 = 1, διότι q ∤ p και το q δεν
διακλαδίζεται και συνεπώς το ίδιο ισχύει για το P.

Προφανώς G ′Z = G2 ∩GZ = GZ διότι GZ ≤ G2, άρα

PS =
⎛
⎜⎜
⎝
∏
σ∈G2

σ mod GZ

σ(Q)
⎞
⎟⎟
⎠

. (VIII.2)

Από τις (VIII.1) και (VIII.2) έχουμε ότι το q δεν αδρανεί στο K2 διότι διαφορετικά qS2 = P συνεπώς
qS = PS, δηλαδή οι αναλύσεις στα (VIII.1) και (VIII.2) θα έπρεπε να είναι ίσες, άτοπο.

Το q ≠ p συνεπώς το q δεν διακλαδίζεται στο K2 και επομένως το q αναλύεται στο K2 και
(p

∗

q
) = 1.

Βέβαια η απόδειξη φαίνεται σαν να «ξύνουμε το αριστερό αυτί με το δεξί χέρι και μάλιστα
φέρνοντάς το πίσω από το κεφάλι!»,

It may be thought that this proof, pretty as it is, is much more complicated than the previous
proof and so does not add much. This is not the case, because the ideas involved provide the
key to studying higher reciprocity laws, [6, σελ. 200].

VIII.3 Διτετραγωνικός και κυβικός νόμος αντιστροφής

Ο Gauss προσπάθησε, μετά τον τετραγωνικό νόμο αντιστροφής, να αποδείξει τον διτετραγω-
νικό νόμο αντιστροφής. Διατύπωσε τον νόμο, αλλά δεν κατάφερε να τον αποδείξει. Διαπίστωσε
πάντως ότι ο κατάλληλος δακτύλιος στον οποίο πρέπει να εργαστεί δεν είναι πλέον ο δακτύλιος
των ακεραίων, αλλά ο δακτύλιος Z[i], ο δακτύλιος του Gauss, όπως ονομάζεται σήμερα.
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Στην αριθμητική του δακτυλίου Z[i] αναφερόμαστε στο Παράρτημα. Έστω π ένα ανάγωγο
(πρώτο) στοιχείο του Z[i] και α ∈ Z[i] τέτοιο ώστε π ∤ α. Τότε το θεώρημα του Fermat, για K = Q(i)
μας δίνει

αNK/Q(π)−1 ≡ 1 mod π.

Στη συνέχεια θα ορίσουμε το διτετραγωνικό σύμβολο του Legendre (a
π
)4 ή χπ(α).

Πρόταση VIII.3.1. Αν π ∤ α και ⟨π⟩ ≠ ⟨1 + i⟩ τότε υπάρχει ένας μοναδικός ακέραιος j, 0 ≤ j ≤ 3,
για τον οποίο ισχύει

α
NK/Q(π)−1

4 ≡ ij mod π

Απόδειξη. Λόγω της υπόθεσης ⟨π⟩ ≠ ⟨1+ i⟩ έπεται ότι οι αριθμοί 1,−1, i,−i ανήκουν σε διαφορετι-
κές κλάσεις modulo π. Όλες είναι λύσεις της ισοτιμίας x4 ≡ 1 mod π. Αλλά η κλάση υπολοίπων
του α

NK/Q(π)−1
4 είναι επίσης μια λύση της x4 ≡ 1 mod π.

Ορισμός VIII.3.2. Έστω π ανάγωγο στοιχείο του Z[i] NK/Q(π) ≠ 2. Για κάθε α ∈ Z[i], π ∤ α ο
διτετραγωνικός χαρακτήρας του α ορίζεται ως εξής:

χπ(α) = ij

όπου το j καθορίζεται από την προηγούμενη πρόταση. Αν π ∣ α, τότε χπ(α) = 0

Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες, [6, prop. 9.8.3]
1. Αν π ∤ α, τότε

χπ(α) = (
α

π
)

4
= 1⇔ η x2 ≡ α mod π είναι επιλύσιμη στον δακτύλιο Z[i]

2.
χπ(αβ) = χπ(α)χπ(β)

3. Αν α ≡ β mod π, τότε χπ(α) ≡ χπ(β)
Προκειμένου να ξεχωρίσουμε ένα στοιχείο από το συνεταιρικό του, ορίζουμε ένα ανάγωγο στοι-
χείο π του Z[i] να λέγεται primary όταν π ≡ 1 mod (2+ 2i). Αποδεικνύεται ότι αν π ανάγωγο του
Z[i] ώστε π /≅ (1+ i), τότε υπάρχει μοναδική μονάδα ϵ του Z[i] ώστε ϵπ να είναι primary, [6, σελ.
121, lemma 7].

O νόμος διτετραγωνικής αντιστροφής διατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα VIII.3.3. Αν π και θ δύο primary ανάγωγα (πρώτα) στοιχεία του Z[i], τότε

(θ
π
)

4
= (π
θ
)

4
(−1)

NK/Q(θ)−1
4

NK/Q(π)−1
4 .

Όπως, στον τετραγωνικό νόμο αντιστροφής έχουμε και τους συμπληρωματικούς νόμους

( i
π
)

4
= i−

(a−1)
2 και

(1 + i
π
)

4
= i(

a−b−1−b2)
4 .

δείτε [6, Παρ. 9.9 σελ. 123, Ασκήσεις 32-37, σελ. 176].
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Θεώρημα VIII.3.4.

(i) Αν π = a + bi ένα primary ανάγωγο στοιχείο του Z[i], τότε

( 2
π
)

4
= i

a⋅b
2

(ii) Αν p πρώτος αριθμός, τότε ο p = x2 + 64y2,x,y ∈ Z αν και μόνο αν p ≡ 1 mod 4 και το 2 είναι
διτετραγωνικό υπόλοιπο modulo p.

Απόδειξη. Σε πρώτο βήμα αποδεικνύουμε ότι (i)⇒(ii)
Έστω λοιπόν p πρώτος (ακέραιος) αριθμός και p ≡ 1 mod 4. Γράφουμε το p = a2 + b2 = ππ,

όπου π primary πρώτος του Z[i]. Ο π είναι primary, άρα π ≡ 1 mod (2 + 2i). Συνεπώς ο

π − 1
2 + 2i

∈ Z[i]⇒ [(a − 1) + bi]
2 + 2i

∈ Z[i]

που σημαίνει ότι
a − 1 + b

4
+ b − a + 1

4
i ∈ Z[i].

Επομένως a + b ≡ 1 mod 4 και a − b ≡ 1 mod 4, συνεπώς 2a ≡ 2 mod 4 από όπου έχουμε

a ≡ 1 mod 2 και 2b ≡ 0 mod 4, δηλαδή b ≡ 0 mod 2.

Επειδή Z/pZ ≅ Z[i]/πZ[i] η (i) μας δίνει ότι ο 2 είναι διτετραγωνικό υπόλοιπο modulo p αν
και μόνο αν ia⋅b2 = 1 αν και μόνο αν 8 ∣ b.

Τώρα p ≡ 1 mod 4 αν και μόνο αν p = a2 + b2, a,b ∈ Z, (p ≠ 2) και 8 ∣ b αν και μόνο αν
p = x2 + 64y2, x,y ∈ Z. Αποδείξαμε το (ii), υπό την προϋπόθεση ότι ισχύει το (i). Την απόδειξή του
(i) την αφήνουμε ως άσκηση.

Ανάλογα εργαζόμαστε και για την εύρεση και διατύπωση ενός κυβικού νόμου αντιστροφής.
Εδώ ο δακτύλιος στον οποίο εργαζόμαστε είναι ο Z[ω], όπου ω μια κυβική πρωταρχική 3-
ρίζα της μονάδας. Περιγράφουμε εν συντομία τη διαδικασία. Ο δακτύλιος Z[ω] είναι περιοχή
κυρίων ιδεωδών. Οι μονάδες του είναι E(Z[ω]) = {±1,±ω,±ω2}. Ο νόμος ανάλυσης στο K = Q(ω)
διατυπώνεται ως εξής: Έστω p ένας πρώτος αριθμός.

1. Αν p = 3, τότε το 1 −ω είναι ανάγωγο (πρώτο) στοιχείο του Z[ω] και ισχύει 3 = −ω2(1 −ω)2.
2. Αν p ≡ 1 mod 3, τότε υπάρχει μοναδικός πρώτος π ∈ Z[ω], ώστε p = ππ και π /≅ π στον Z[ω].
3. Αν p ≡ 2 mod 3, τότε ο p παραμένει πρώτος στον δακτύλιο Z[ω] και συνεταιρικός προς έναν

από τους παραπάνω πρώτους.
Από το θεώρημα του Fermat προκύπτει ότι: Αν π πρώτος του Z[ω], α ∈ Z[ω] και π ∤ α, τότε

αNK/Q(π)−1 ≡ 1 mod π

Έστω τώρα ένας πρώτος που δεν διαιρεί το 3, δηλάδή π όχι συνεταιρικός του 1 −ω. Οι κλάσεις
του 1,ω,ω2 είναι διαφορετικές modulo π. Αφού {1,ω,ω2} κυκλική ομάδα έπεται ότι

3 ∣ ( Z[ω]
πZ[ω]

)
∗

=NK/Q(π) − 1.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι αν x ∶= α
NK/Q(π)−1

3 , τότε x3 ≡ 1 mod π. Αλλά

x3 − 1 ≡ (x − 1)(x −ω)(x −ω2) mod π,
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οπότε, αφού ο π είναι πρώτος έχουμε ότι ο π θα πρέπει να διαιρεί έναν από τους τρεις παράγοντες
του αριστερού μέλους. Επομένως,

α
NK/Q(π)−1

3 ≡ 1,ω,ω2 mod π

και επειδή τα 1,ω,ω2 δεν είναι μεταξύ τους ισότιμα modulo π μπορούμε να ορίσουμε το κυβικό
σύμβολο αντιστροφής (κυβικό χαρακτήρα).

Ορισμός VIII.3.5. Έστω π πρώτος του Z[ω], όχι συνεταιρικός προς τον 1 −ω και π ∤ α. Το
κυβικό σύμβολο αντιστροφής ορίζεται ως η μοναδική κυβική ρίζα της μονάδας για την οποία
ισχύει

α
NK/Q(π)−1

3 ≡ (α
π
)

3
mod π

Αν π ∣ α, τότε ορίζουμε (α
π
)3 = 0.

Ανάλογες προς το διτετραγωνικό σύμβολο αντιστροφής ισχύουν οι ιδιότητες, [6, Prop. 9.3.3]

1. Αν π ∤ α, τότε

χπ(α) = (
α

π
)

3
= 1⇔ ( όταν η ισοτιμία x3 ≡ α mod π είναι επιλύσιμη στον Z[ω]) ,

δηλαδή ακριβώς όταν το α είναι κυβικό υπόλοιπο modulo π.

2.

χπ(αβ) = (
αβ

π
)

3
= (α
π
)

3
(β
π
)

3
= χπ(α)χπ(β)

3. Αν α ≡ β mod π, τότε (α
π
)3 = (

β
π
)

3

Προκειμένου να διατυπώσουμε τον κυβικό νόμο αντιστροφής, χρειαζόμαστε και πάλι την έννοια
του primary πρώτου στοιχείου του Z[ω].

Ορισμός VIII.3.6. Ένα πρώτο στοιχείο π του Z[ω] θα λέγεται primary όταν π ≡ 2 mod 3. Αν το
π = q, ένας ρητός πρώτος, τότε γνωρίζουμε ότι q ≡ 2 mod 3. Συνεπώς δεν έχουμε κάτι καινούργιο.
Αν π = a + bω πρώτος (μιγαδικός) αριθμός, τότε π primary σημαίνει a ≡ 2 mod 3 και b ≡ 0
mod 3. Και εδώ ισχύει αυτό που θέλουμε, δηλαδή αν NK/Q(π) = p ≡ 1 mod 3, τότε από τους 6
συνεταιρικούς κάθε στοιχείου ακριβώς ένας είναι primary, [6, σελ. 113].

Ακολουθεί ο νόμος της κυβικής αντιστροφής:
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Θεώρημα VIII.3.7. Έστω π και θ δύο primary πρώτοι του Z[ω], όχι συνεταιρικοί ως προς τo
(1 −ω), δηλαδή NK/Q(π) ≠ 3 και NK/Q(θ) ≠ 3 και για τους οποίους ισχύει

NK/Q(π) ≠NK/Q(θ).

Ισχύει

χπ(θ) = (
θ

π
)

3
= (π
θ
)

3
= χθ(π).

Έχουμε και τους αντίστοιχους συμπληρωματικούς τύπους για το (ω
π
)3 και (

1−ω
π
)3. Έστω π πρώτος

όχι συνεταιρικός προς τον (1−ω). Αν π = q πρώτος ακέραιος, τότε q ≡ 2 mod 3. Τον γράφουμε στη
μορφή q = 3m − 1. Αν π = a + bω, primary (μιγαδικός) πρώτος, τότε γράφουμε a = 3m − 1. Υπό τις
παραπάνω προϋποθέσεις ισχύει

χπ(1 −ω) = (
1 −ω
π
)

3
=ω2m.

Αν γράψουμε τον π ≡ 2 mod 3 στη μορφή π = −1 + 3m + 3nω, τότε

χπ(ω) = (
ω

π
)

3
=ωm+n,

δείτε [6, Th. 1, 1’, σελ. 114].

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε την περίπτωση των κυβικών υπολοίπων ως προς πρώτους ακέ-
ραιους αριθμούς. Το πρόβλημα είναι το εξής: Αν p πρώτος αριθμός, πότε έχει η ισοτιμία x3 ≡ a
mod p, a ∈ Z μία ακέραια λύση; Αν p = 3, αυτό ισχύει πάντοτε, αφού για κάθε ακέραιο a ισχύει
a3 ≡ a mod 3. Αν p ≡ 2 mod 3, η συνάρτηση

ϕ ∶ ( Z
pZ
)
∗
∋ a mod pz→ a3 mod p ∈ ( Z

pZ
)
∗

επάγει έναν αυτομορφισμό της ομάδας ( Z
pZ)

∗
, αφού 3 ∤ (p − 1). Συνεπώς, αν p ≡ 2 mod 3, και

πάλι η ισοτιμία έχει πάντοτε λύση. Έστω λοιπόν τώρα p ≡ 1 mod 3, οπότε

p = ππ, π,π πρώτοι του Z[ω].

Επομένως f(π/p) = 1, δηλαδή
Z[ω]
πZ[ω]

≅ Z
pZ

.

Αν τώρα p ∤ a έχουμε

(x3 ≡ a mod π είναι επιλύσιμη στο Z)⇔ (x3 ≡ a mod π) είναι επιλύσιμη στο Z[ω])⇔ (a
π
)

3
= 1.

Παρατήρηση VIII.3.8. Η ομάδα (Z/pZ)∗ διασπάται σε τρία μέρη ίσου πλήθους εκ των οποίων
το ένα είναι τα κυβικά υπόλοιπα και τα άλλα δύο μη-κυβικά υπόλοιπα.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε το

Θεώρημα VIII.3.9. Έστω p ένας πρώτος αριθμός. Ο p = x2 +27y2, x,y ∈ Z τότε και μόνο τότε όταν
p ≡ 1 mod 3 και το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο modulo p.
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Απόδειξη. Έστω p = x2 + 27y2. Αυτό αμέσως συνεπάγεται ότι p ≡ x2 ≡ 1 mod 3. Αρκεί λοιπόν να
αποδείξουμε ότι το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο modulo p. Το

p = x2 + 27y2 = (x + 3
√
−3y)(x − 3

√
−3y) = ππ,

όπου π = x + 3
√
−3y. Αυτή είναι η ανάλυση του p σε γινόμενο πρώτων στον Z[ω].

Επομένως, από τα παραπάνω έχουμε ότι το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο modulo p, τότε και μόνο
τότε όταν ( 2

π
)3 = 1. Αλλά το π είναι primary (γιατί;) καθώς επίσης και το 2. Επομένως ο κυβικός

νόμος αντιστροφής μας δίνει
( 2
π
)

3
= (π

2
)

3
.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι (π2 )3 = 1. Αλλά NK/Q(2) − 1 = 4 − 1 = 3, οπότε η ισοτιμία

α
NK/Q(π)

3 ≡ (α
π
)

3
mod π

γράφεται (π2 )3 ≡ π mod 2. Θα πρέπει λοιπόν να αποδείξουμε ότι π ≡ 1 mod 2. Το π = x + 3
√
−3y.

Το
√
−3 = 1 + 2ω. Συνεπώς π = x + 3y + 6yω συνεπώς π = x + 3y ≡ x + y mod 2. Αλλά τα x και y

πρέπει να είναι ετερότυποι, αφού p = x2 + 27y2 οπότε x + y ≡ 1 mod 2.
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι p ≡ 1 mod 3 και ότι το 2 είναι κυβικό υπόλοιπο modulo p. Γρά-

φουμε το p = π ⋅π, και χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι π είναι ένας primary πρώτος.
Αυτό σημαίνει ότι π = a + 3bω και a ≡ 2 mod 3. Επομένως,

4p = 4ππ = 4(a + 3bω)(a + 3bω2) = 4(a2 − 4ab + 9b2) = (2a − 3b)2 + 27b2.

Τώρα θα πρέπει να αποδείξουμε ότι το b είναι άρτιος. Θα χρησιμοποιήσουμε τη δεύτερη υπόθεση
ότι το 2 είναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p. Και πάλι από την ισοδυναμία πριν τη διατύπωση
του θεωρήματος, έχουμε ( 2

π
)3 = 1 και από τον κυβικό νόμο αντιστροφής έχουμε (π2 )3 = 1. Από

την ισοτιμία (π2 )3 ≡ π mod 2 έπεται ότι π ≡ 1 mod 2 συνεπώς a + 3bω ≡ 1 mod 2 άρα 3bω = 2λω
οπότε 2 ∣ 3b και καταλήγουμε στο 2 ∣ b.

Παρατήρηση VIII.3.10. Τα δύο τελευταία θεωρήματα των δύο υποπαραγράφων ήταν εικασίες
του Euler, από το 1748-1750.
Παρατήρηση VIII.3.11. Όπως ήδη παρατηρήσατε, για λόγους οικονομίας χρόνου χρησιμοποι-
ήσαμε δύο εξαιρετικά βιβλία. Αμφότερα περιέχουν και εκτεταμένες ιστορικές αναφορές, [1, παρ.
4 C, σελ. 83-89] και [6, κεφ. 9ο, σελ. 133-134]. Θεωρούμε χρέος μας να σας συστήσουμε να τα
μελετήσετε.
Παρατήρηση VIII.3.12. Φυσικά είναι δυνατό να ορίσουμε το n-στό σύμβολο του Legendre, για
κάθε φυσικό αριθμό n. Παρατηρούμε ότι το διτετραγωνικό σύμβολο ορίστηκε στον δακτύλιο των
ακεραίων αλγεβρικών Z[i] του σώματος Q(i), ο οποίος περιέχει τις 4-ρίζες της μονάδας. Επίσης
το κυβικό σύμβολο ορίστηκε στον δακτύλιο ακεραίων αλγεβρικών Z[ω] του K = Q(ω), ο οποίος
περιέχει τις 3-ρίζες της μονάδας.

Για το n-στό σύμβολο θα πρέπει να το ορίσουμε ως προς κάποιο αλγεβρικό σώμα αριθμών του
οποίου ο δακτύλιος περιέχει μια πρωταρχική, και συνεπώς όλες, τις n-στες ρίζες της μονάδας
και φυσικά έχουμε αντίστοιχο νόμο αντιστροφής.

VIII.4 Το σύμβολο του Frobenius

Προτού προχωρήσουμε, παρατηρούμε ότι ο νόμος ανάλυσης των κυκλοτομικών πολυωνύμων
δίνει αμέσως:

Spl(Φn(x)) = {p ∈ P ∶ p ≡ 1 mod n},
τον οποίο και θα ονομάζουμε και κυκλοτομικό νόμο αντιστροφής. Αυτό που παρατηρούμε είναι
ότι και ο κυκλοτομικός νόμος αντιστροφής ορίζεται μέσω ισοτιμιών.
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VIII.4.1 Το 9ο πρόβλημα του Hilbert

Το 9ο πρόβλημα του Hilbert (πρόκειται για μια σειρά προβλημάτων που έθεσε ο Hilbert, σαν
τα βασικά προβλήματα των Μαθηματικών που μπαίνουν άλυτα στο κατώφλι του 20ού αιώνα. Η
διάλεξη δόθηκε στο Παγκόσμιο Συνέδριο των Μαθηματικών στα 1900, στο Παρίσι) ασχολείται με
την εύρεση του «πιο» γενικού νόμου αντιστροφής σε κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών. Η λύση του
προβλήματος προέκυψε μέσω της class field theory για όλες τις αβελιανές επεκτάσεις τόσο από-
λυτες L/Q) όσο και σχετικές (L/K, K αλγεβρικό σώμα αριθμών) από τον Artin. Για μη αβελιανές
επεκτάσεις Galois το γενικό πρόβλημα είναι ανοιχτό. Υπάρχουν σχετικές εικασίες (πρόγραμμα
Langlands).

Όπως ακριβώς αποδεικνύεται ότι η επέκταση F/Fp πεπερασμένων σωμάτων είναι κυκλική
επέκταση του Galois και παράγεται από τον αυτομορφισμό σ ∶ F ∋ x ↦ xp ∈ F, εντελώς όμοια
αποδεικνύεται ότι και η επέκταση Fqn/Fq, με q = ps, p πρώτος είναι κυκλική επέκταση του
Galois και παράγεται από τον αυτομορφισμό

σ ∶ Fqn ∋ x↦ xq ∈ Fqn

καλούμενο και αυτομορφισμό του Frobenius.
Έστω λοιπόν L/K επέκταση του Galois αλγεβρικών σωμάτων αριθμών P πρώτο ιδεώδες του R

και Q πρώτο ιδεώδες του S P ∣Q.
L S Q

K R P

Η ομάδα G = Gal(S/Q
R/P ) είναι κυκλική τάξεως f = [S/Q ∶ R/P] και παράγεται από τον αυτομορφισμό

του Frobenius:
σ ∶ S/Q ∋ s = s +Q↦ sNK/Q(P) = sNK/Q(P) +Q ∈ S/Q.

Επειδή GZ(Q/P)/GT (Q/P) ≅ G (Θεώρημα VII.2.8 σελ. 128) υπάρχει σ ∈ GZ(Q/P) ώστε

σ(s) = sNK/Q(P) mod Q για κάθε s ∈ S (VIII.3)

Αν ο Q δεν διακλαδίζεται στην L/K ή, όπερ το αυτό, μιας και η επέκταση είναι επέκταση του
Galois, αν το πρώτο ιδεώδες P δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L/K, τότε ως γνωστό GT (Q/P) =
{1} συνεπώςGZ(Q/P) ≅ G, δηλαδή υπάρχει ακριβώς ένας K-αυτομορφισμός του L με την ιδιότητα
(VIII.3) o ο οποίος θα λέγεται σύμβολο του Frobenius και θα συμβολίζεται με [L/K

P
].

Παράδειγμα VIII.4.1. Έστω L = Q(ζn), K = Q, p πρώτος, p ∤ n και Q πρώτο ιδεώδες του L με
Q ∣ pZ. Τότε

[L/K
Q
] = σp ∶ ζn ↦ ζpn.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι
σp(α) ≡ αp mod Q για κάθε α ∈ S.

Ισχυριζόμαστε ότι για M = nϕ(n) ισχύει M ⋅ S ⊂ Z[ζn]. Αν ισχύει αυτό έχουμε τελειώσει διότι για
κάθε s ∈ S γράφουμε

Ms =∑
i

xiζ
i, xi ∈ Z

και συνεπώς

σp(Ms) = ∑
i

xiζ
ip
n ≡∑

i

x
p
i
ζipn mod pS

≡ (∑
i

xiζ
i
n)

p

mod pS

≡ (Ms)p mod Q.
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Επίσης, M ∈ N και p ∤ n συνεπώς Mp ≡ M mod Q και M(σp(s) − sp) ≡ 0 mod Q. Αφού p ∤ n
έχουμε M /∈Q οπότε σp(s) ≡ sp mod Q.

Απομένει η απόδειξη του ισχυρισμού. Έχουμε ήδη δείξει πιο μπροστά ότι
1

DL/Q(ζn)
Z[ζn] ⊃ S ⊃ Z[ζn]

και ότι DL/Q(ζn) ∣ nϕ(n), συνεπώς
1
M

Z[ζn] ⊃
1

DL/Q(ζn)
Z[ζn] ⊃ S

οπότε MS ⊂ Z[ζn].

Πρόταση VIII.4.2. Αν L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, P ένα πρώτο ιδεώδες του R,
Q ένα πρώτο ιδεώδες του S, P ∣ Q και το P δεν διακλαδίζεται στην L/K, τότε για κάθε σ ∈ Gal(L/K)
ισχύει

[ L/K
σ(Q)

] = σ [L/K
Q
]σ−1.

Απόδειξη. Κάθε στοιχείο s ∈ S μπορεί να γραφεί ως σ−1(s ′) με s ′ ∈ S, οπότε

[L/K
Q
]σ−1(s ′) = [L/K

Q
] s ≡ (σ−1(s ′))NK/Q(P) ≡ σ−1 ((s ′)NK/Q(P)) mod Q

Συνεπώς
σ [L/K

Q
]σ−1(s ′) = (s ′)NK/Q(P) mod σ(Q), για κάθε s ′ ∈ S

Η μοναδικότητα του συμβόλου του Frobenius μας δίνει την ζητούμενη της πρότασης ισότητα.

Θεωρούμε τώρα την ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα περίπτωση L/K αβελιανή επέκταση. Αν P πρώτο
ιδεώδες του K μη διακλαδιζόμενο στην επέκταση L/K, τότε για όλα τα πρώτα ιδεώδη του Q του
L με Q ∣ P, λόγω της πρότασης VIII.4.2 τα σύμβολα του Frobenius συμπίπτουν. Σ’ αυτή την
περίπτωση το σύμβολο του Frobenius εξαρτάται μόνο από το P, λέγεται σύμβολο του Artin και
συμβολίζεται (L/K

P
). Οι πιο πολλές από τις παρακάτω ιδιότητες ισχύουν και για το σύμβολο του

Frobenius, αλλά εμείς περιοριζόμαστε πλεον μόνο στην περίπτωση του συμβόλου του Artin.
Σημείωση VIII.4.3. Το σύμβολο του Artin στα κυκλοτομικά σώματα αριθμών επεκτείνεται πολ-
λαπλασιαστικά για κάθε a ∈ Z (a,n) = 1 μέσω της ζn ↦ ζan.

Επειδή το σύμβολο του Artin (L/K
P
) παράγει την ομάδα ανάλυσης, έπεται ότι η τάξη του είναι

f = f(Q/P). Ιδιαίτερα:

(L/K
P
) = 1⇔ GZ(Q/P) = {IdL}⇔ P αναλύεται πλήρως στο L.

Έστω M/K αβελιανή και P μη διακλαδιζόμενο στην M/K. Θεωρούμε μια ενδιάμεση επέκταση
K ⊂ L ⊂ M. H M/L είναι πάντα επέκταση του Galois, αβελιανή και το πρώτο ιδεώδες Q = U ∩ S
είναι μη-διακλαδιζόμενο στην M/L.

M T U

L S Q

K R P
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Πρόταση VIII.4.4. Τα δύο σύμβολα του Artin, ως προς τις δύο επεκτάσεις συνδέονται μεταξύ
τους

(M/K
P
)
f(Q/P)

= (M/L
Q
)

Απόδειξη. Προφανώς NL/Q(Q) = NK/Q(P)f(Q/P), διότι #S/Q = (#R/P)f(Q/P). Επίσης, εξ ορισμού
του συμβόλου του Artin, έχουμε

(M/K
Q
)x ≡ xNK/Q(P) mod U για κάθε x ∈ T

και
(M/L
Q
)x ≡ xNL/Q(Q) mod U για κάθε x ∈ T

Δηλαδή
(M/L
Q
)x ≡ xNK/Q(P)f(Q/P) mod U για κάθε x ∈ T

ή
(M/K
P
)x ≡ (xNK/Q(P) mod U)

f(Q/P)
για κάθε x ∈ T

και συνεπώς

(M/L
Q
) = (M/K

P
)
f(Q/P)

.

Έχουμε ήδη υποθέσει ότι M/K είναι αβελιανή, επομένως και η επέκταση L/K είναι αβελιανή.
Άρα αν το πρώτο ιδεώδες P του K δεν διακλαδίζεται στο M, τότε δεν θα διακλαδίζεται και στο

L, οπότε ορίζονται τα σύμβολα του Artin (M/K
P
) και (L/K

P
). Το ερώτημα είναι ποια σχέση έχουν

μεταξύ τους.

Πρόταση VIII.4.5. Ισχύει το παρακάτω

restL (
M/K
P
) = (L/K

P
) .

Απόδειξη. Αν σ ∈ G = Gal(M/K) και σ ′ = resLσ ο περιορισμός του σ στο L, τότε αφού L/K επέκταση
του Galois σ ′ ∈ Gal(L/K).

Αν τώρα σ ∈ GZ(Q/P) ισοδύναμα σ(Q) = Q, οπότε σ ′(Q) ∩ σ ′(S) = Q ∩ S = QS, δηλαδή σ ′ =
restLσ ∈ GZ(QS/P).

M T Q

L S QS =Q ∩ S

K R P

Τέλος από τη σχέση
σ(x) ≡ xNK/Q(P) mod Q για κάθε x ∈ T

έπεται ότι
σ ′(x) ≡ xNK/Q(P) mod Q για κάθε x ∈ S
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και επειδή σ ′(x) − xNK/Q(P) ∈ S συνεπάγεται σ ′(x) − xNK/Q(P) ∈ S ∩Q =QS έχουμε και

σ ′(x) ≡ xNK/Q(P) mod QS.

Αποδείξαμε λοιπόν ότι αν σ = (M/K
P
), τότε σ ′ = restLσ = (L/KP ), δηλαδή

restL (
M/K
P
) = (L/K

P
) .

Αν τώρα θυμηθούμε από την άλγεβρα ότι

Gal(L/K) = G/H, όπου G = Gal(M/K),H = Gal(M/L)

έχουμε ότι

Πόρισμα VIII.4.6.

(P αναλύεται πλήρως στο L)⇔ (L/K
P
) ∈ H

Έστω τώρα Li/K, i = 1, 2 αβελιανές επεκτάσεις του K και P πρώτο ιδεώδες του K το οποίο δεν δια-
κλαδίζεται στις επεκτάσεις Li/K (τα Li θεωρούνται υποσώματα κάποιου σώματος). Σχηματίζουμε
τη σύνθεση των σωμάτων L1 και L2, L1L2.

L = L1L2

HH
HH

HH
HH

H

vv
vv
vv
vv
v

Q

AA
AA

AA
AA

}}
}}
}}
}}

L1 L2 Q1 Q2

L1 ∩ L2

vvvvvvvvv

HHHHHHHHH

P ′

}}}}}}}}

AAAAAAAA

K P

Είναι γνωστό ότι και η επέκταση L/K είναι αβελιανή και μάλιστα η απεικόνιση

Gal(L/K) ∋ σ↦ (σ1,σ2) ∈ Gal(L1/K) ×Gal(L2/K)

είναι μονομορφισμός ομάδων. Στο παραπάνω έχουμε σ1 = restL1σ, σ2 = restL2σ. Επιπλέον αν
L1 ∩ L2 = K, τότε είναι ισομορφισμός.

Ταυτίζουμε πρότυπα και εικόνες και έτσι θεωρούμε την Gal(L/K) ως υποομάδα του ευθέως
γινομένου Gal(L1/K) × Gal(L2/K). Έστω Q πρώτο ιδεώδες του L Q ∣ P και Qi = Q ∩ Li. Επειδή
το P δεν διακλαδίζεται στο Li, i = 1, 2 έχουμε ότι Li ⊂ KT (Q/P) και L = L1L2 ⊂ KT (Q/P), δηλαδή
L = KT (Q/P) δηλαδή το P δεν διακλαδίζεται στην L/K και επομένως ορίζεται στο σύμβολο του
Artin (L/K

P
).

Σημείωση VIII.4.7. Το αντίστροφο είναι προφανές. Έστω σ = (L/K
P
) = (σ1,σ2). Έχουμε ήδη

αποδείξει ότι
σ1 = restL1σ = (

L1/K
P
) ,σ2 = restL1σ = (

L2/K
P
) ,

οπότε προκύπτει αμέσως ότι
(L/K
P
) = ((L1/K

P
) ,(L2/K

P
))

Άμεσο συμπέρασμα της παραπάνω σχέσης είναι
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Πρόταση VIII.4.8.

(P αναλύεται πλήρως στο L = L1L2)⇔ (P αναλύεται πλήρως στο L1 και στο L2)

VIII.5 Ο νόμος αντιστροφής του Artin

Στην παράγραφο αυτή θα διατυπώσουμε τον νόμο αντιστροφής του Artin για αβελιανές επε-
κτάσεις του Q.

Θα χρειαστούμε ένα πολύ σημαντικό

Θεώρημα VIII.5.1 (Kronecker-Weber). Αν L ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών, αβελιανή επέκταση
του Q, τότε αυτό είναι υπόσωμα κάποιου κυκλοτομικού σώματος, δηλαδή υπάρχει ένας φυσικός
αριθμός m ώστε L ⊂ Q(ζm), όπου ζm μία πρωταρχική m-ρίζα της μονάδας.

Το θεώρημα αυτό θα το αποδείξουμε σε επόμενο κεφάλαιο. Κάθε τέτοιοm θα λέγεται ένα modul
ορισμού του L (defining modulus).

Ορισμός VIII.5.2. Oδηγός (conductor, Führer) του L λέγεται ο ελάχιστος φυσικός fL για τον
οποίο ισχύει L ⊂ Q(ζfL).

Υπάρχει πράγματι έλαχιστος, αφού ισχύει (άσκηση)

Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q(ζ(m,n)).

Επομένως
L ⊂ Q(ζm)⇔ fL ∣m.

Παράδειγμα VIII.5.3. Έστω K = Q(
√
m), το m ελεύθερο τετραγώνου, ένα τετραγωνικό σώμα

αριθμών. Τότε [7, σελ. 198]

fK =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∣m∣ αν m ≡ 1 mod 4
4∣m∣ αν m ≡ 2, 3 mod 4

Έχουμε ήδη αποδείξει ότι G = Gal(Q(ζm)/Q) ≅ (Z/mZ)∗. Έστω HL,m η υποομάδα της G που
αντιστοιχεί στο σώμα L.

Q(ζm) {1}

L H = HL,m

Q G = Gal(Q(ζm)/Q)

Για κάθε a ∈ Z, (a,m) = 1 το σύμβολο του Artin για την κυκλοτομική επέκταση Q(ζm)/Q θα
συμβολίζεται με σa:

(Q(ζm)/Q
aZ

) = σa ∶ ζm ↦ ζam.

Από την άλλη
HL,m = {a mod m ∶ (a,m) = 1, restLσa = IdL}.

Έχουμε ήδη δείξει ότι το σύμβολο του Artin για κάθε μη-διακλαδιζόμενο πρώτο p στο Q(ζm),
δηλαδή p ∤m για την επέκταση L/Q δίνεται από τη σχέση:

(L/Q
pZ
) = restL (

Q(ζm)/Q
pZ

) = restL(ζm ↦ ζpm).
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VIII.5.1 Νόμος Αντιστροφής του Artin

Για κάθε πρώτο p, p ∤m, η παρακάτω ακολουθία είναι ακριβής:

1→ HL,m ↪ (
Z
mZ
)
∗ (L/Q

pZ )Ð→ Gal(L/Q)→ 1

Δηλαδή το σύμβολο του Artin επάγει έναν ισομορφισμό

(Z/mZ)∗

HL,m
≅ Gal(L/Q).

Ο νόμος ανάλυσης παίρνει τώρα τη μορφή:

Θεώρημα VIII.5.4 (Νόμος ανάλυσης σε αβελιανές επεκτάσεις του Q). Έστω L/Q αβελιανή επέ-
κταση, αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και m κάποιο defining modulus του σώματος L. Για κάθε
p ∤m η τάξη του συμπλόκου pH στην G/H είναι ίση με τον βαθμό f του p στο L. Με p συμβολίζουμε
την κλάση p mod m.

Απόδειξη. Αφού L/Q είναι επέκταση του Galois έχουμε

pS =Q1⋯Qr = ∏
σ mod GZ(Q1/pZ)

σ(Q1)

συνεπώς
r = [Gal(L/Q) ∶ GZ(Q1/pZ)]

και, αφού e = 1 έχουμε rf = [L ∶ Q] = ∣Gal(L/Q)∣. Άρα

f =#GZ(Q1/pZ).

Επίσης, αφού δεν έχουμε διακλάδωση, GT (Q1/pZ) = {IdL}, οπότε

GZ(Q1/pZ) ≅ Gal(S/Q1
Z/pZ

)

και συνεπώς η GZ(Q1/pZ) παράγεται από το σύμβολο του Artin (L/Q
pZ ),

GZ(Q1/pZ) = ⟨(
L/Q
pZ
)⟩ .

Δηλαδή το f είναι η τάξη του συμβόλου του Artin.
Αν τώρα Q πρώτο ιδεώδες του Q(ζm) ώστε Q ∣Q1 ∣ p, τότε έχουμε ήδη δείξει ότι

(L/Q
pZ
) = restLσp,

οπότε το f είναι η τάξη του restLσp. Αλλά

(restLσp)ℓ = IdL⇔ restL(σℓp) = IdL⇔ restL(σpℓ) = IdL⇔ pℓ mod m ∈ H⇔ pℓH = H.

Και τελικά έχουμε ότι f είναι η τάξη pH στην G/H.
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Έστω τώρα m = fL, L/Q αβελιανή, p ∤m και

Spl(L/Q) ∶= {p πρώτος ∶ pZ αναλύεται πλήρως στο L}.

Λόγω της γνωστής ήδη σχέσεως
e ⋅ f ⋅ g = [L ∶ Q],

έχουμε ότι
p ∈ Spl(L/Q)⇔ (e = 1 και f = 1)⇔ (p ∤ fL και p ∈ H).

Στην τελευταία σχέση χρησιμοποιήσαμε το θεώρημα οδηγού διακλαδώσεως το οποίο αναφέρει
ότι

(p ∣ fL)⇔ (p διακλαδίζεται στο L).
Έστω ότι η H περιέχει τις κλάσεις

H = {a1, . . . ,as}, ai ∈ Z,ai ≡ ai mod fL, (ai, fL) = 1.

Το σύμβολο του Artin για ai είναι
(L/Q
aiZ
) ∶ ζfL ↦ ζ

ai

fL
.

Επομένως
(p ∤ fL και p ∈ H)⇔ (p = aiγια κάποιο i).

Ώστε
(p ∈ Spl(L/Q))⇔ (p ≡ ai mod fL για κάποια ai),

δηλαδή και πάλι το σύνολο Spl(L/Q) χαρακτηρίζεται μέσω ισοτιμιών.

Παράδειγμα VIII.5.5. Έστω L = Q(
√

5,
√
−3). Έχουμε K1 = Q(

√
5), 5 ≡ 1 mod 4 άρα fK1 = 5 και

Q(ζ5) ⊃ Q(
√

5). Επίσης K2 = Q(
√
−3), −3 ≡ 1 mod 4 και fK2 = 3 και Q(ζ3) ⊃ Q(

√
−3).

Q(ζ15)

2
RRR

RRR
RRR

RRR
RR

mmm
mmm

mmm
mmm

mm

Q(ζ5)

2

L = Q(
√

5,
√
−3)

2mmm
mmm

mmm
mmm 2

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

Q
Q(ζ3)

1

K1 = Q(
√

5)
2

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q

Q(
√
−3) = K2

2
lll

lll
lll

lll
lll

l

Q

Έχουμε Gal(Q(ζ5)/Q) ≅ (Z/5Z)∗ = {1, 2, 3, 4} = ⟨3⟩. Επίσης Gal(Q(ζ3)/Q) ≅ (Z/3Z)∗ = {1, 2} = ⟨2⟩.
Επειδή [Q(ζ3) ∶ Q] = 2 έχουμε ότι Q(ζ3) = K2 και Gal(Q(ζ3)/Q(

√
3)) = ⟨1⟩.

Γνωρίζουμε ότι

Gal(Q(ζ15)/Q) ≅ Gal(Q(ζ5)/Q) ×Gal(Q(ζ3)/Q) = ⟨3 mod 5⟩ × ⟨2 mod 3⟩.

Επίσης [Q(ζ5) ∶ Q(
√

5)] = 2 συνεπώς Gal(Q(ζ5)/Q(
√

5)) = ⟨4⟩. Έστω H = Gal(Q(ζ15)/L). Η απει-
κόνιση

H ∋ σ↦ restQ(ζ5)σ ∈ Gal(Q(ζ5)/Q)

είναι ισομορφισμός. Άρα

Gal(Q(ζ15)/L) ≅ ⟨4 mod 5⟩ × ⟨1 mod 3⟩.
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Επομένως
H = Gal(Q(ζ15)/L) = ⟨4 mod 15⟩ = {4 mod 15, 1 mod 15}.

Συμπέρασμα:
p ∈ Spl(L/Q)⇔ (p ≡ 1, 4 mod 15).

Σημείωση VIII.5.6. Ισχύουν fL = 3 ⋅ 5 και ∣DL/Q∣ = 32 ⋅ 52.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι το σύμβολο του Artin αποτελεί γενίκευση του συμβόλου
του Legendre. Έστω L = Q(√m), G = {1,σ} ≅ {±1}, μέσω της 1↦ 1 και σ↦ −1.

Έστω p περιττός πρώτος, p ∤ fL. Ο τετραγωνικός νόμος αντιστροφής δίνει

(m
p
) = 1⇔ p ∈ Spl(L/Q).

Από την άλλη μεριά:

p ∈ Spl(L/Q)⇔ (e = 1 και f = 1)⇔ (p ∤ fL και pH = H)⇔ p ∈ H⇔ (L/Q
pZ
) = 1

Δηλαδή
(m
p
) = 1⇔ (L/Q

pZ
) = 1.

Θα αποδείξουμε ακόμη ότι ο τετραγωνικός νόμος αντιστροφής είναι συνέπεια του νόμου αντι-
στροφής του Artin. Ο τετραγωνικός νόμος αντιστροφής σε μία από τις ισοδύναμες μορφές του
(βλ. πχ. H. Hasse, Vorlesungen über Zahlentheorie, Springer [3]) είναι:

Έστω p,q περιττοί πρώτοι, a ∈ Z,p ∤ a,q ∤ a και p ≡ q mod 4a. Τότε

(x2 ≡ a mod p έχει λύση )⇔ (x2 ≡ a mod q έχει λύση).

Πράγματι οι παρακάτω σχέσεις είναι ισοδύναμες:

x2 ≡ a mod p έχει λύση,

x2 ≡m mod p έχει λύση, όπου a = r2 ⋅m, r ∤m και ελευθερο τετραγώνου

(d
p
) = 1

p ∈ Spl(Q(
√
m)/Q)

(L/Q
pZ
) = 1

αφού p ≡ q mod 4a συνεπώς p ≡ q mod 4m ισοδύναμα p ≡ q mod fL

(L/Q
qZ
) = 1

(a
q
) = 1

x2 ≡ a mod q έχει λύση.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι και ο κυβικός νόμος αντιστροφής είναι ειδική περίπτωση του
νόμου αντιστροφής του Artin.
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Έστω τώρα K = Q(
√
−3) και L = K( 3√2). Ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του K είναι ο

RK = Z[ω], ο οποίος είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Συνεπώς κάθε πρώτο ιδεώδες αυτού είναι
της μορφής P = πZ[ω], όπου π είναι κάποιο πρώτο στοιχείο του Z[ω]. Η επέκταση L/K είναι μια
Kummer επέκταση.

Συνεπώς αν ο π ∤ 6 = 2 ⋅ 3, τότε ο π δεν διακλαδίζεται στο L. Η ομάδα Gal(L/K) ≅ Z/3Z, είναι
αβελιανή (μάλιστα κυκλική), συνεπώς ορίζεται το σύμβολο του Artin για το π. Για να καθορί-
σουμε ποιος αυτομορφισμός είναι θα πρέπει να υπολογίσουμε τη δράση του στην 3√2. Πράγματι,
θα αποδείξουμε ότι

(L/K
π
)( 3√2) = ( 2

π
)

3

3√2.

Επομένως θα έχουμε ότι το σύμβολο του Artin γενικεύει και το κυβικό σύμβολο υπολοίπων.
Έστω λοιπόν τώρα, Q ένα πρώτο ιδεώδες του L, Q ∣ ⟨π⟩. Επομένως,

(L/K
π
)( 3√2) ≡ ( 3√2)

NK/Q(π) ≡ 2
NK/Q(π)−1

3
3√2 mod Q.

Όμως, γνωρίζουμε ότι
2

NK/Q(π)−1
3 ≡ ( 2

π
)

3
mod π.

Αλλά το Q ∣ ⟨π⟩, δηλαδή το π ∈Q. Μπορούμε επομένως να γράψουμε ότι

2
NK/Q(π)−1

3 ≡ ( 2
π
)

3
mod Q.

Συνεπώς έχουμε
(L/K
π
)( 3√2) ≡ ( 2

π
)

3
mod Q.

Αλλά το (L/K
π
) ( 3√2) είναι ίσο με το γινόμενο της 3√2 επί μια κυβική ρίζα της μονάδας. Οι κυβι-

κές ρίζες της μονάδας ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις modulo Q (όπως ακριβώς κάναμε στα
κυκλοτομικά σώματα). Το ίδιο κάνει και το κυβικό σύμβολο. Επομένως,

(L/K
π
) = ( 2

π
)

3
.

Παρατήρηση VIII.5.7. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι το σύμβολο του Artin γενικεύει και το n-στό
σύμβολο του Legendre.

Παρατήρηση VIII.5.8. Το σύμβολο του Artin, ορίστηκε μόνο για μη-διακλαδιζόμενα πρώτα
ιδεώδη.

Παρατήρηση VIII.5.9. Ο ορισμός του συμβόλου του Artin για τη σχετική επέκταση L/K είναι
ακριβώς ο ίδιος.

VIII.6 Νόμος αντιστροφής σε μη-αβελιανές επεκτάσεις του Q

Για να έχουμε τώρα μια πλήρη θεωρία και στην περίπτωση που το βασικό μας σώμα είναι
ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών K ≠ Q θα πρέπει να λύσουμε τα επί μέρους προβλήματα:

1. Το m θα πρέπει να αντικατασταθεί με κάτι γενικότερο
2. Θα πρέπει να γενικεύσουμε την έννοια της ισοτιμίας
3. Η ομάδα (Z/mZ)∗ θα πρέπει να παραχωρήσει τη θέση της σε κάτι γενικότερο
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4. Θα πρέπει να βρούμε έννοιες ανάλογες με τον «οδηγό» και του «defining modulus» ενός
σώματος L/K

5. Θα πρέπει να αντικατασταθεί το Q(ζm) με κάτι γενικότερο
Το δυσκολότερο από όλα είναι ίσως το τελευταίο μιας και το θεώρημα των Kronecker-Weber

δεν ισχύει για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K. Απάντηση σε όλα τα προηγούμενα προβλήματα
όταν η L/K είναι αβελιανή επέκταση, έδωσε η θεωρία κλάσεων σωμάτων (class field theory).

Τι γίνεται όμως από εκεί και πέρα;
Ο νόμος αντιστροφής του Artin σε επεκτάσεις L/K μπορεί να πάρει και τη μορφή

Spl(L/K) χαρακτηρίζεται μέσω ισοδυναμιών ⇔ η επέκταση L/K είναι αβελιανή.

Αλλά αν η επέκταση L/K είναι Galois αλλά όχι αβελιανή;
Όπως μόλις έχουμε αναφέρει υπάρχουν γενικές εικασίες, στις οποίες δεν επιθυμούμε να

επεκταθούμε. Απλά ας αναφέρουμε το παράδειγμα της επέκτασης L/Q, όπου L = Q( 3√2,ω). Η
επέκταση είναι Galois με ομάδα Galois ισόμορφη προς την S3, η οποία δεν είναι αβελιανή. Πώς
θα μπορούσαμε να χαρακτηρίσουμε το σύνολο Spl(L/Q);

Το έχουμε ήδη κάνει:

Spl(L/Q) = {p ∈ P ∶ p ≡ 1 mod 3,p = x2 + 27y2,x,y ∈ Z}

= {p ∈ P ∶ p ≡ 1 mod 3,( 2
π
)

3
= 1, για p = ππ}.

Παρατηρούμε ότι ο χαρακτηρισμός δεν δίνεται μέσω ισοτιμιών πλέον.
Υπάρχει και άλλος χαρακτηρισμός του συνόλου Spl(L/Q). Αυτός είναι

Spl(L/Q) = {p ∈ P ∶ p ≡ 1 mod 3 και a(p) = 2},

όπου a(p) είναι ο p-στός συντελεστής του αναπτύγματος

η(6z)η(18z) =∑a(n)qn,q = e2πiz, Im(z) > 0

και η(z) είναι η συνάρτηση του Dedekind η οποία ορίζεται ως:

η(z) = q
1

24
∞
∏
n=1
(1 − qn), ,q = e2πiz, Im(z) > 0.

Το τι σχέση έχει η αριθμητική της επέκτασης L/Q με τη συνάρτηση η(z) είναι μια άλλη ιστορία,
δείτε [5].

Το πρόβλημα λοιπόν είναι να χαρακτηριστούν οι επεκτάσεις του Galois L/K. Χρήσιμα εργα-
λεία για την ανάπτυξη αυτού του κλάδου της Θεωρίας των Αριθμών αποδείχτηκαν η θεωρία των
modular Μορφών (συναρτήσεων με μεγάλη αριθμητική σημασία) και η θεωρία των L-σειρών και
θεωρία αναπαραστάσεων ομάδων (η «Φιλοσοφία του Langlands»).

VIII.6.1 Νόμος ανάλυσης σε μη-Galois επεκτάσεις

Θα κλείσουμε την παράγραφο με έναν νόμο ανάλυσης σε μη Galois επεκτάσεις. Ο λόγος που
αναφέρεται στο παρόν κεφάλαιο και όχι στο προηγούμενο είναι η χρήση του αυτομορφισμού
του Frobenius.

Έστω L/K μια Galois επέκταση G = Gal(L/K) και E ενδιάμεσο σώμα K ⊂ E ⊂ L. Η επέκταση
E/K δεν είναι κατ’ ανάγκη Galois. Έστω H = Gal(L/E) και έστω

G = Hσ1⊍Hσ2⊍⋯⊍Hσk
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η ανάλυση της G σε σύμπλοκα ως προς την H. Αν σ ∈ G, τότε το σ όταν δράσει από τα δεξιά στα
σύμπλοκα τα μεταθέτει

σ ∶ {Hσ1,Hσ2, . . . ,Hσk}→ {Hσ1σ,Hσ2σ, . . . ,Hσkσ} = {Hσ1,Hσ2, . . . ,Hσk}.

Ως ένας κύκλος μήκους t ορίζεται η ακολουθία Hσi,Hσiσ, . . . ,Hσiσt−1 από διακεκριμένα με-
ταξύ τους σύμπλοκα και Hσiσi = Hσi. Πρόκειται για τη συνηθισμένη έννοια του κύκλου στις
μεταθέσεις.

Το σύνολο λοιπόν όλων των συμπλόκων της G ως προς H διαμερίζεται σε ξένους μεταξύ τους
κύκλους της σ.

Θεώρημα VIII.6.1. Έστω τα αλγεβρικά σώματα αριθμών K ⊂ E ⊂ L με L/K Galois, Q ένα πρώτο
ιδεώδες του L και P = K ∩ Q. Υποθέτουμε ότι το Q δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L/K. Έστω
σ ∶= [L/K

Q
]. Υποθέτουμε ότι το σ δρα στο σύνολο των δεξιών συμπλόκων της G = Gal(L/K) ως προς

την υποομάδα H = Gal(L/E) και αναλύεται σε κύκλους μήκους t1, t2, . . . , ts.
Τότε το pRE αναλύεται σε γινόμενο s διαφορετικών μεταξύ τους πρώτων ιδεωδών του E με

βαθμούς αδρανείας t1, t2, . . . , ts αντίστοιχα.

Απόδειξη. Έστω ότι το σύμπλοκο Hτ ανήκει σε έναν κύκλο του σ μήκους t. Έστω P0 = τ(Q)∩E.
Προφανώς το P0 είναι ένα πρώτο ιδεώδες του E, P0 ∣ P. Ο βαθμός αδρανείας f(P0/P) = f του P0
μπορεί να υπολογιστεί ως εξής: Ο βαθμός αδρανείας f(τ(Q)/P0) είναι ίσος προς την τάξη της
ομάδας αναλύσεως:

GZ(τ(Q)/P0) = H ∩GZ(τ(Q)/P) = H ∩ τGZ(Q/P)τ−1.

Ο αυτομορφισμός του Frobenius σ = [L/K
Q
] είναι γεννήτορας της ομάδας αναλύσεωςGZ(τ(Q)/P) =

⟨σ⟩.
Αν t ο ελάχιστος θετικός ακέραιος για τον οποίο ισχύει Hτ = Hτσt, τότε έχουμε (άσκηση)

H ∩ ⟨τστ−1⟩ = ⟨τσtτ−1⟩.

Αυτό σημαίνει ότι
GZ(τ(Q)/P0) = ⟨τσtτ−1⟩.

Επομένως,
f(P0/P) =

f(Q/P)
f(Q/P0)

= ∣GZ(Q/P)∣
∣GZ(τ(Q)/P0)

= ∣⟨σ⟩∣
∣⟨τσtτ−1⟩∣

= t.

Έτσι, ένας κύκλος μήκους t αντιστοιχεί σε ένα πρώτο ιδεώδες P0 του E, P0 ∣ P με βαθμό αδρανείας
f(P0/P) = t. Θα αποδείξουμε ότι η απεικόνιση αυτή είναι ένα προς ένα. Έστω λοιπόν Hτ και Hρ
δύο σύμπλοκα της G ως προς την H για τα οποία ισχύει

P0 = E ∩ τ(Q) = E ∩ ρ(Q).

Τα τ(Q) και ρ(Q) είναι πρώτα ιδεώδη του L, τ(Q) ∣ P0 και ρ(Q) ∣ P0. Αφού η ομάδα Galois
H = Gal(L/E) δρα μεταβατικά στα πρώτα ιδεώδη του L που εμφανίζονται στην ανάλυση του P0RL
θα υπάρχει ένα ϕ ∈ H για το οποίο θα ισχύει ϕ(ρ(Q)) = τ(Q). Αυτό σημαίνει ότι τ−1ϕρ(Q) = Q,
δηλαδή τ−1ϕρ ∈ GZ(Q/P) = ⟨σ⟩, οπότε ϕρ = τσi για κάποιο i. Επομένως, Hτσi = Hϕρ = Hρ, αφού
ϕ ∈ H. Άρα τα Hτ και Hρ είναι δύο σύμπλοκα της G στην H τα οποία ανήκουν στον ίδιο κύκλο
του σ.

Αρκεί, τέλος να αποδείξουμε ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι και επί, δηλαδή ότι κάθε
πρώτο ιδεώδες PE του E προκύπτει σύμφωνα με την παραπάνω διαδικασία. Κάθε ένας από τους
s κύκλους αντιστοιχεί σε κάποιο πρώτο ιδεώδες Pi του E με βαθμό αδρανείας f(Pi/P) = ti. Αλλά
το άθροισμα ∑ ti = [G ∶ H] = [E ∶ K]. Το άθροισμα ∑ f(Pi/P) = ∑ ti = [E ∶ K], αυτό σημαίνει ότι όλα
τα πρώτα ιδεώδη P του E έχουν μετρήσει, δηλαδή το PE = Pi, για κάποιο i.
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Πόρισμα VIII.6.2. Το πλήθος των πρώτων ιδεωδών Pi του E για τα οποία ισχύει f(Pi/P) = 1 είναι
ίσο προς το πλήθος των συμπλόκων Hσi για τα οποία ισχύει σiGZ(Q/P)σ−1

i ⊂ H.

Σημείωση VIII.6.3. Το θεώρημα είναι το 2.7 του Janusz [7] και χρησιμοποιείται στην απόδειξη
του θεωρήματος πυκνότητας πρώτων του Frobenius.

VIII.7 Ασκήσεις

1. Έστω α = a + ib ∈ Z[i],α /∈ E(Z[i]). Το α θα λέγεται primary, αν α ≡ 1 mod (1 + i)3. Να
αποδειχθεί ότι αν το α είναι primary, τότε

a ≡ 1 mod 4 και b = 0 mod 4
ή a ≡ 3 mod 4 και b ≡ 2 mod 4

2. Έστω α ∈ Z[i],α /∈ E(Z[i]) και (1 + i) ∤ α. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει μοναδική μονάδα
ϵ ∈ E(Z[i]) ώστε το ϵα να είναι primary.

3. Κάθε primary στοιχείο του Z[i] μπορεί να γραφεί ως γινόμενο από πρώτα primary στοιχεία.
4. Αν π = a + bi είναι ένα πρώτο primary στοιχείο του Z[i], να αποδειχθεί ότι

( 2
π
)

4
= ia⋅b/2.

5. Αν m,n ∈ N, να αποδειχθεί ότι

Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q(ζ(n,m)).

Αν L/Q αβελιανή, τότε υπάρχει ένας ελάχιστος φυσικός ώστε L ⊂ Q(ζfL). Επίσης να αποδει-
χτεί ότι L ⊂ Q(ζm)⇔ fL ∣m.

6. Να βρεθούν τα τετραγωνικά υποσώματα που περιέχονται στο σώμα Q(ζ8).
7. Να αποδειχθεί ότι ο οδηγός ενός τετραγωνικού σώματος αριθμών K = Q(

√
DK) είναι fK =

∣Dk∣.
8. Ποιος είναι ο οδηγός ένος κυκλοτομικού σώματος αριθμών; Ποιος είναι ο οδηγός του μέ-

γιστου πραγματικού υποσώματος αυτού;
9. Έστω f και g δύο ανάγωγα πολυώνυμα του δακτυλίου Z[x] και Kf,Kg τα αντίστοιχα σώματα

ανάλυσης των πολυωνύμων αυτών. Αν Kf ⊂ Kg να αποδειχθεί ότι

Spl(Kg/Q)
∗⊂ Spl(Kf/Q),

όπου το ∗ σημαίνει «εκτός από πεπερασμένο πλήθος πρώτων».
Σημείωση: Ισχύει και το αντίστροφο αλλά χρειαζόμαστε αποτελέσματα που δεν έχουμε
διδαχτεί. Άρα

Kf = Kg⇔ Spl(Kg/Q)
∗= Spl(Kf/Q),

δηλαδή το σύνολο Spl(K/Q) μιας επέκτασης Galois καθορίζει πλήρως το σώμα.
10. Έστω K = Q( 4√m), m ∈ Z ελεύθερος τετραγώνου και L = Q( 4√m, i) η κανονική θήκη της K/Q.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι ο βαθμός της επέκτασης K/Q είναι 4.
(βʹ) Θέτουμε α = 4√m, οπότε οι ρίζες του πολυωνύμου είναι α, iα,−α,−iα και τις συμβολί-

ζουμε με 1, 2, 3, 4. Επομένως η ομάδα Galois Gal(L/Q) μπορεί να παρασταθεί με μετα-
θέσεις του {}1, 2, 3, 4}. Να αποδειχθεί ότι

Gal(L/K) = {1,τ,σ,τσ,σ2,τσ2,σ3,τσ3},

όπου σ = (1, 2, 3, 4) και τ = (2, 4).
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(γʹ) Αν p περιττός πρώτος, p ∤m, τότε ο p δεν διακλαδίζεται στο L.
(δʹ) Για p όπως στο 10γʹ, έστω Q πρώτο ιδεώδες του L, Q ∣ pZ. Υποθέτουμε ότι [L/Q

Q
] = τ. Να

αποδειχθεί ότι το pZ αναλύεται σε γινόμενο τριών πρώτων ιδεωδών του K.
(εʹ) Να καθοριστεί πώς αναλύεται το pZ στο K, για κάθε δυνατότητα του [L/Q

Q
].
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IX
Το θεώρημα Minkowski και το Θεώρημα μονάδων του Dirichlet

IX.1 Το θεώρημα Minkowski και εφαρμογές

IX.1.1 Εισαγωγή

Το πεπερασμένο του αριθμού κλάσεων ιδεωδών αποδείχθηκε από τον L. Kronecker στη δε-
καετία του 1880. Προς το τέλος του δεκάτου ενάτου αιώνα ο H. Minkowski είχε την επαναστατική
για την εποχή ιδέα να εισαγάγει γεωμετρικές μεθόδους στη θεωρία Αριθμών. Η μέθοδος αυτή
ονομάζεται «γεωμετρία των αριθμών». Έτσι προέκυψε η σταθερά Minkowski Mk η οποία είναι
πολύ καλύτερη από τη σταθέρα C του Kronecker που είδαμε στο κεφάλαιο V. Η θεώρηση του
Minkowski είχε και άλλες, εξαιρετικές εφαρμογές, όπως θα δούμε παρακάτω, στη θεωρία αριθ-
μών. Στην εποχή μας η γεωμετρία των αριθμών αποτελεί έναν ξεχωριστό κλάδο της αριθμητικής,
[4].

IX.1.2 Διακριτές υποομάδες του Rn

Ορισμός IX.1.1. Μια υποομάδα H του Rn θα λέγεται διακριτή όταν για κάθε συμπαγές (κλειστό
και φραγμένο) υποσύνολο K ⊂ Rn η τομή H ∩K είναι πεπερασμένο σύνολο.

Πρόταση IX.1.2. Έστω H διακριτή υποομάδα του Rn. Υπάρχουν α1,α2, . . . ,αr ∈ H τα οποία πα-
ράγουν την H υπεράνω του Z και είναι γραμμικά ανεξάρτητα υπέρ το R.

Παρατήρηση IX.1.3. Η H είναι ελεύθερο Z-module βαθμού r ≤ n, αλλά με γραμμικά ανεξάρ-
τητα υπέρ το R στοιχεία της βάσης.

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο {α1,α2, . . . ,αr} ⊂ H το οποίο είναι R-γραμμικά ανεξάρτητο για r
το μέγιστο δυνατό. Ορίζουμε το σύνολο

P = {
r

∑
i=1
ℓiαi ∶ 0 ≤ ℓi ≤ 1} .

Αφού η H είναι διακριτή ομάδα και το P είναι συμπαγές έπεται ότι η τομή H ∩ P είναι πεπερα-
σμένη. θα αποδείξουμε ότι

1. Κάθε x ∈ H γράφεται στη μορφή

x =
r

∑
i=1
ℓiαi, με ℓi ∈ Q

2. Η H παράγεται πάνω από το Z από το πεπερασμένο σύνολο H ∩ P.

161
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Έστω x ∈ H. Το σύνολο {α1,α2, . . . ,αr,x} είναι R-γραμμικά εξαρτημένο, αφού το r είναι μέγιστο.
Επομένως,

x =
r

∑
i=1
ℓiαi, ℓi ∈ R

Ορίζουμε
xj ∶= jx −

r

∑
i=1
[jℓi]αi, j ∈ Z.

Για κάθε j ∈ Z, το xj ∈ H∩P το οποίο όπως είπαμε, είναι πεπερασμένο, ενώ τα j είναι άπειρα. Άρα
υπάρχουν j,k ∈ Z, j ≠ k ώστε xj = xk. Συνεπώς

r

∑
i=1
(jℓi − [jℓi])αi =

r

∑
i=1
(kℓi − [kℓi])αi

οπότε για κάθε i = 1, 2, . . . , r ισχύει

jℓi − [jℓi] = kℓi − [κℓi]⇒ ℓi =
1
j − κ
([jℓi] − [κℓi]) ∈ Q.

Αποδείξαμε ότι το Z-module H παράγεται από πεπερασμένο σύνολο και είναι γραμμικοί συν-
δυασμοί των στοιχείων αi με συντελεστές ρητούς αριθμούς, δηλαδή το (1).

Για το (2). Το x1 = x − ∑r
i=1[ℓi]αi συνεπώς x = x1 + ∑r

i=1[ℓi]αi. Το x1 ∈ H ∩ P. To αi ∈ H, αλλά
και στο P (για ℓi = 1 και ℓj = 0, για κάθε i ≠ j). Επομένως, κάθε x ∈ H γράφεται ως γραμμικός
συνδυασμός στοιχείων του H ∩ P με συντελεστές ακέραιους. Επειδή το H ∩ P είναι πεπερασμένο
έπεται ότι το H είναι ένα Z-module πεπερασμένα παραγόμενο, δηλαδή ισχύει και το (2).

Έστω d το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών των ℓi. Προφανώς dH ⊂ ∑r
i=1 Zαi.

Σύμφωνα με το θεώρημα IV.3.5 υπάρχει μια βάση {ω1,ω2, . . . ,ωr} του Z-module ∑r
i=1 Zαi και

ακέραιοι αριθμοί ε1, ε2, . . . , εr ώστε το διατεταγμένο σύνολο (ε1ω1, ε2ω2, . . . , εrωr) να παράγει το
Z-module dH.

Έστω
εiωi = dhi,hi ∈ H

Για κάθε x ∈ H έχουμε
dx =

r

∑
i=1
miεiωi =

r

∑
i=1
midhi,

Δηλαδή
x =

r

∑
i=1
mihi με mi ∈ Z για i = 1, 2, . . . , r

Μένει να δείξουμε ότι το σύνολο {hi}ri=1 είναι βάση του ∑r
i=1 Zαi. Σύμφωνα με το θεώρημα IV.3.4

υπάρχει unimodular πίνακας A ∈Mr(Z) με det(A) = ±1 ώστε να ισχύει

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ω1
ω2
⋮
ωr

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α1
α2
⋮
αr

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Επομένως, το {ω1,ω2, . . . ,ωr} είναι ένα R-γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο και συνεπώς το σύνολο
{h1,h2, . . . ,hr} είναι R-γραμμικά ανεξάρτητο.

To Z-module dH έχει τον ίδιο βαθμό με το H. Επειδή H ⊃ ∑r
i=1 Zαi, έπεται ότι ο βαθμός του

dH μεγαλύτερος ή ίσος. Επομένως ο βαθμός του dH = r και συνεπώς όλα τα εi, i = 1, 2, . . . , r είναι
εi ≠ 0, δηλαδή το {ε1ω1, ε2ω2, . . . , εrωr} είναι μια βάση του Z-module dH και το σύνολο είναι
R-γραμμικά ανεξάρτητο.
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Ορισμός IX.1.4. Αν L διακριτή υποομάδα του Rn με βαθμό r = n, τότε αυτή λέγεται δικτυωτό
(lattice) του Rn.
Σημείωση IX.1.5. Μερικοί συγγραφείς ταυτίζουν την έννοια της διακριτής υποομάδας του Rn

με την έννοια του δικτυωτού. Τότε στην περίπτωση του ορισμού μας, όπου επιπλέον έχουμε
r = n, το δικτυωτό λέγεται πλήρες [15, σελ. 73].
Ορισμός IX.1.6. Έστω L ένα δικτυωτό του Rn και B = {α1,α2, . . . ,αn} μια Z-βάση αυτού. Το
σύνολο

PB = {x ∈ Rn ∶ x =
n

∑
i=1
βiαi, 0 ≤ βi < 1, i = 1, 2, . . . , r}

λέγεται θεμελιώδες παραλληλεπίπεδο του L.
Είναι φανερό ότι για κάθε x ∈ Rn υπάρχει μοναδικό y ∈ PB τέτοιο ώστε x − y ∈ L. Πράγματι,

αν x = ∑n
i=1βiαi και y ∶= ∑n

i=1(βi − [βi])αi, τότε y ∈ PB και x − y = ∑n
i=1[βi]αi ∈ L. Αν υπήρχε και

y1 = ∑n
i=1 γiαi ∈ PB ώστε x − y1 ∈ L, τότε θα είχαμε y − y1 = ∑n

i=1(βi − [βi] − γi)αi ∈ L, δηλαδή ότι
βi−[βi]−γi ∈ Z, βi−[βi] ∈ [0, 1), γi ∈ [0, 1), οπότε γi = βi−[βi]. Αυτό μπορούμε να το εκφράσουμε
και ως εξής:

Rn = ⊔
x∈L
(x + PB).

Ορισμός IX.1.7. Έστω S ένα υποσύνολο του Rn. To S θα λέγεται κυρτό όταν για οποιαδή-
ποτε x,y ∈ S, όλα τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος που συνδέει τα x,y ανήκουν στο S.
Ισοδύναμα, αν x,y ∈ S, τότε για κάθε λ ∈ R λ ∈ [0, 1] και το λx + (1 − λ)y ∈ S.

Επίσης το σύνολο S θα λέγεται συμμετρικό όταν είναι συμμετρικό ως προς την αρχή των
αξόνων. Ισοδύναμα το S είναι συμμετρικό αν για κάθε x ∈ S και το −x ∈ S.

Θα χρειαστούμε μερικές ιδιότητες του όγκου (μέτρου) των κυρτών συνόλων. Για τον δικό μας
σκοπό αυτό που πρέπει να γνωρίζουμε είναι ότι κάθε κυρτό σύνολο είναι μετρήσιμο, δηλαδή
έχει έναν καλά ορισμένο όγκο1. Απλά αναφέρουμε μερικές χρήσιμες ιδιότητες. Υπάρχει μια
μεγάλη κλάση M φραγμένων συνόλων του Rn τα οποία λέγονται Lebesgue μετρήσιμα, στα
οποία περιέχονται όλα τα κυρτά σύνολα ώστε:

- Αν A ∈M, τότε ο όγκος Vol(A) είναι καλά ορισμένος.
- Αν το A είναι κυρτό, τότε ο όγκος του συμπίπτει με τον όγκο, όπως ορίζεται στο ολοκλήρωμα

του Riemann.
- Αν το A είναι πεπερασμένη ή πιο γενικά αριθμήσιμη, ξένη ένωση μετρήσιμων συνόλων Ai,

τότε και το A είναι μετρήσιμο και μάλιστα ισχύει
Vol(A) =∑Vol(Ai).

- Αν A,B είναι μετρήσιμα και A ⊂ B, τότε Vol(A) ≤ Vol(B).
- Αν A ⊂ Rn μετρήσιμο και x ∈ Rn, τότε και το x +A είναι μετρήσιμο και Vol(A) = Vol(x +A).
- Έστω S ⊂ Rn, α ∈ R, α > 0 αS = {αx ∶ x ∈ S} και S μετρήσιμο, τότε και το αS είναι μετρήσιμο

και Vol(αS) = αnVol(S).
Έστω S ⊂ Rn ένα φραγμένο μετρήσιμο σύνολο. Η απεικόνιση

T ∶ SÐ→ Rn

θα λέγεται τμηματικά διατηρούσα τον όγκο (piecewise volume preserving) αν το S μπορεί να
γραφεί ως μια πεπερασμένη ξένη ένωση μετρήσιμων υποσυνόλων Si για τα οποία ισχύει

Vol(T(Si)) = Vol(Si) για κάθε i.

1https://math.stackexchange.com/questions/207609/the‐measurability‐of‐convex‐sets

https://math.stackexchange.com/questions/207609/the-measurability-of-convex-sets
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Παρατήρηση IX.1.8. Έστω S ⊂ Rn ένα φραγμένο μετρήσιμο σύνολο και T μια τμηματικά δια-
τηρούσα τον όγκο συνάρτηση. Αν Vol(S) > Vol(T(S)), τότε η T δεν είναι 1-1 (injective).

Πράγματι, αν η T ήταν 1-1 και
T(S) =⊍T(Si),

τότε
Vol(T(S)) =∑Vol(T(Si)) =∑Vol(Si) = Vol(S),

άτοπο. Η παρατήρηση είναι το γεωμετρικό ανάλογο του αξιώματος του Dirichlet.

Πρόταση IX.1.9. Ο όγκος του θεμελιώδους παραλληλεπιπέδου PB, δεν εξαρτάται από τη βάση.

Απόδειξη. Έστω B = {α1,α2, . . . ,αn}. Ο όγκος
Vol(PB) = ∣det(α1,α2, . . . ,αn)∣.

Έστω B ′ = {α ′1,α ′2, . . . ,α ′n} μια άλλη βάση, έχουμε
Vol(PB ′) = ∣det(α ′1,α ′2, . . . ,α ′n)∣.

Όμως οι δύο βάσεις συνδέονται

⎛
⎜⎜⎜
⎝

α ′1
α ′2
⋮
α ′n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= A
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α1
α2
⋮
αn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, A ∈Mn(Z), και det(A) = ±1.

Επομένως, Vol(PB ′) = ∣det(A)∣ ⋅ (PB) = Vol(PB).

Ορισμός IX.1.10. Θα συμβολίζουμε με Vol(L) των όγκο του θεμελιώδους παραλληλεπιπέδου
οποιασδήποτε βάσης του L.

IX.1.3 Το θεώρημα του Minkowski

Θεώρημα IX.1.11. Έστω L ένα δικτυωτό, L ⊂ Rn και S ⊂ Rn μετρήσιμο με Vol(S) > Vol(L). Υπάρ-
χουν x,y ∈ S, x ≠ y με x − y ∈ L.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν ℓ, ℓ ′ ∈ L, ℓ ≠ ℓ ′ ώστε (ℓ + S) ∩ (ℓ ′ + S) ≠ ∅. Πράγματι,
έστω z ∈ (ℓ + S) ∩ (ℓ ′ + S) δηλαδή z = ℓ + x = ℓ ′ + y, x,y ∈ S ⇒ ℓ ′ − ℓ = x − y ∈ L και x ≠ y. Έστω
B = {α1,α2, . . . ,αn} μια βάση του L και PB το αντίστοιχο θεμελιώδες παραλληλεπίπεδο του L.
Αφού Rn = ⊔x∈L(x + PB), το S γράφεται ως ξένη ένωση υποσυνόλων του τύπου

Sx ∶= S ∩ (x + PB), S = ⊍
x∈L
Sx.

Άρα, Vol(S) = ∑x∈L Vol(Sx). Ο όγκος όμως διατηρείται κατά τη μεταφορα. Επομένως
Vol(S ∩ (x + PB)) = Vol((−x + S) ∩B).

Τα σύνολα όμως {(−x+ s)∩PB ∶ x ∈ L} δεν μπορούν όλα να είναι ανά δύο ξένα μεταξύ τους αφού
αλλιώς

Vol(PB) ≥ ∑
x∈PB

Vol((x + S) ∩ PB)

= ∑
x∈PB

Vol(S ∩ (−x + PB))

= Vol( ⊔ (S ∩ (−x + PB)))
= Vol(S),

άτοπο.
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Πόρισμα IX.1.12. Έστω L δικτυωτό στον Rn και S υποσύνολο του Rn, συμμετρικό και κυρτό.
Υποθέτουμε ότι

(a) Vol(S) > 2nVol(L) ή

(b) Vol(S) ≥ 2nVol(L) και S συμπαγές

Τότε S ∩ (L/{0}) ≠ ∅.

Απόδειξη. (a) Έστω S ′ = 1
2S = {

1
2s ∶ s ∈ S}. Ο όγκος του S ′,

Vol(S ′) = 1
2n

Vol(S) > Vol(L).

Eπομένως από το θεώρημα έπεται ότι υπάρχουν x,y ∈ S, x ≠ y και z ∶= 1
2x −

1
2y ∈ L. Τώρα,

y ∈ S και αφού S συμμετρικό και −y ∈ S και αφού το S κυρτό έχουμε z = x−y
2 ∈ S. Τελικά το

z ∈ S ∩ L.
(b) Το S είναι συμπαγές άρα κλειστό και φραγμένο. θα χρησιμοποιήσουμε την κλειστότητα.

Θεωρούμε τα σύνολα:
(1 + ε)S ∶ 0 < ε < 1.

Το (1 + ε)S ⊃ S, αφού το S κυρτό. Αφού ε > 0,

Vol((1 + ε)S) = (1 + ε)nVol(S) > 2nVol(L).

Αφού το S είναι κυρτό έπεται ότι και το (1+ε)S κυρτό και αφού το S συμμετρικό συνεπάγεται
ότι και το (1+ε)S συμμετρικό. Τα σύνολα αυτά είναι όλα συμπαγή, για κάθε ε > 0. Συνεπώς
από το (a) που μόλις αποδείξαμε έχουμε

(L/{0}) ∩ (1 + ε)S ≠ ∅,

και αυτό για κάθε ε > 0. Στην πραγματικότητα είναι πεπερασμένα αφού είναι και διακριτά
λόγω του εγκλεισμού τους στο L. Αν πάρουμε ε = 1

κ
, κ ∈ N, τότε η

Cκ = (L/{0}) ∩ (1 +
1
κ
)S

είναι φθίνουσα ακολουθία συμπαγών συνόλων και συνεπώς

∞
⋂
κ=1
Cκ ≠ ∅.

Έστω x ∈ ⋂∞κ=1Cκ, τότε το x = (1+1/κ)sκ, sκ ∈ S. Από τη συμπάγεια του S έπεται ότι x ∈ S (εδώ
έχουμε x ∈ (1 + ε)S,∀ε > 0). To x ∈ L/{0}. Συνεπώς S ∩ (L/{0}) ≠ ∅.

Παρατήρηση IX.1.13. Η υπόθεση ότι το S στο (b) είναι συμπαγές είναι ουσιαστική. Αντιπαρά-
δειγμα: Έστω L = Zn και

S = {
n

∑
i=1
ℓiei ∶ −1 < ℓi < 1} ,

και ei η συνηθισμένη βάση του Rn. Έχουμε Vol(S) = 2n = 2nVol(Zn). Το S δεν είναι συμπαγές,
είναι κυρτό, είναι συμμετρικό αλλά δεν έχει μη μηδενικό σημείο με ακέραιες συντεταγμένες.
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IX.1.4 Η κανονική εμφύτευση ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών

Είναι καιρός να θεωρήσουμε όλες τις εμφυτεύσεις ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών K στο
C και να προσπαθήσουμε να εξαγάγουμε συμπεράσματα σχετικά με την αριθμητική του K.

Έστω λοιπόν ότι [K ∶ Q] = n = r1 + 2r2, με ταυτότητα [r1, r2]. Αν σ1,σ2, . . . ,σr1 είναι οι πραγμα-
τικές εμφυτεύσεις του K και σj,σj είναι τα ζευγάρια των μιγαδικών εμφυτεύσεων για r1 + 1 ≤ j ≤
r1 + r2, τότε η απεικόνιση

σK ∶ K↪ Rr1 ×Cr2

x↦ σK(x) = (σ1(x),σ2(x), . . . ,σr1(x),σr1+1(x),σr1+2(x), . . . ,σr1+r2(x))

θα λέγεται κανονική εμφύτευση του K στο Rr1 ×Cr2. Η απεικόνιση σK είναι ένας μονομορφισμός
δακτυλίων. Ταυτίζουμε το C με το R⊕ iR ≅ R2 και έτσι έχουμε την κανονική εμφύτευση του K

σK ∶ K↪ Rn

x↦ σ(x) = (σ1(x), . . . ,σr1(x), Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . , Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x)))

Πρόταση IX.1.14. ΈστωM ένα ελεύθερο Z-module του K βαθμού n = [K ∶ Q] και έστω μια βάση
αυτού {xi ∶ i = 1, 2, . . . ,n}. Η εικόνα σK(M) είναι ένα δικτυωτό του Rn και ο όγκος του είναι

Vol(σK(M)) =
1

2r2
∣det (σj(xi))1≤i,j≤n∣ .

Απόδειξη. Κάθε βάση του Z-module M είναι κατ’ ανάγκη μία Q-βάση του K. Αφού τα xi, i =
1, 2, . . . ,n παράγουν το M ta σ(xi) παράγουν το σK(M). Θα αποδείξουμε ότι το σK(M) είναι
ένα δικτυωτό του Rn, δηλαδή ότι τα {σκ(xi)}1≤i≤n είναι R-γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο του Rn.
Αρκεί, ως γνωστό, να δείξουμε ότι ο πίνακας

M =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

σκ(x1)
σκ(x2)
⋮

σκ(xn)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

έχει ορίζουσα διάφορη του μηδενός. Αυτό θα το πετύχουμε εργαζόμενοι με πράξεις στηλών. Θα
υπολογίσουμε την ∣det(M)∣. Θεωρούμε τον πίνακα M ως έναν n × n πίνακα με στοιχεία στο C.
Αυτό επειδή είναι ανάγκη να κάνουμε πράξεις στηλών με μιγαδικούς αριθμούς. Ο πίνακάς μας
είναι

M =
⎛
⎜
⎝

σ1(x1) . . . σr1(x1) Reσr1+1(x1) Imσr1+1(x1) . . . Reσr1+r2(x1) Imσr1+r2(x1)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

σ1(xn) . . . σr1(xn) Reσr1+1(xn) Imσr1+1(xn) . . . Reσr1+r2(xn) Imσr1+r2(xn)

⎞
⎟
⎠

Θεωρούμε τα ζευγάρια των 2r2-στηλών στα δεξιά του πίνακα Reσj και Imσj (r1 + 1 ≤ j ≤ r1 + r2).
Πολλαπλασιάζουμε τις στήλες Imσj με −i και τις αφαιρούμε από τις αντίστοιχες Reσj. Αυτό
προφανώς δεν αλλάζει την τιμή ∣det(M)∣. Στη συνέχεια τις στήλες −iImσj τις πολλαπλασιάζουμε
με 2. Αυτό σημαίνει ότι η ορίζουσα του M πολλαπλασιάζεται με το 2r2. Προσθέτουμε τώρα την j
στήλη ή οποία έχει ήδη γίνει σj στη στήλη −2iImσj. Συνεπώς ο πίνακας M έχει γίνει

M ′ =
⎛
⎜
⎝

σ1(x1) . . . σr1(x1) σr1+1(x1) σr1+1(x1) . . . σr1+r2(x1) σr1+r2(x1)
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

σ1(xn) . . . σr1(xn) σr1+1(xn) σr1+1(xn) . . . σr1+r2(xn) σr1+r2(xn)

⎞
⎟
⎠

δηλαδή ο πίνακας είναι ο (σ(xi))σ,1≤i≤n όπου το i = 1, 2, . . . ,n και το σ διατρέχει όλες τις εμφυτεύ-
σεις του K. Αφού τα {xi ∶ 1 ≤ i ≤ n} είναι μια Q-βάση του K έπεται ότι det(M ′) = det(σ(xi))σ,1≤i≤n ≠
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0. Συνεπώς και ∣det(M)∣ = 1
2r2 ∣det(M ′)∣ ≠ 0. Αυτό σημαίνει ότι το σK(M) είναι ένα δικτυωτό του

Rn και ο όγκος του είναι

Vol(σK(M)) = ∣det(M)∣ = 1
2r2
∣detσj(xi)∣1≤i,j≤n.

Πρόταση IX.1.15. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, RK ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών
αριθμών και A ένα ακέραιο ιδεώδες του K. Το σK(RK) και σK(A) είναι δικτυωτά. Επιπλέον ισχύει

Vol(σK(RK)) =
1

2r2
∣DK/Q∣1/2

Vol(σK(A)) =
1

2r2
∣DK/Q∣1/2NK/Q(A)

Απόδειξη. Και ο δακτύλιος RK και το ιδεώδες A είναι Z-modules βαθμού n συνεπώς (πρόταση
IX.1.14) τα σK(RK) και σK(A) είναι δικτυωτά του Rn, όπου [K ∶ Q] = n.

Έστω {ω1,ω1, . . . ,ωn} μια βάση ακεραιότητας του K.

Vol(σK(RK)) =
1

2r2
∣det(σj(ωi))1≤i,j≤n∣ =

1
2r2
∣DK/Q∣1/2.

Ως γνωστό, υπάρχουν εi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,n ώστε το σύνολο {εiωi ∶ i = 1, 2, . . . ,n} να είναι Z-βάση
του ιδεώδους A. Σύμφωνα και πάλι με την πρόταση IX.1.14 ισχύει

Vol(σK(A)) =
1

2r2
∣det(σj(εiωi))1≤i,j≤n∣

= 1
2r2
∣det(σj(ωi))1≤i,j≤n∣ ⋅ ∣ε1ε2⋯εn∣

= 1
2r2
∣DK/Q∣1/2NK/Q(A).

IX.1.5 Εφαρμογές στη διακρίνουσα

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών [K ∶ Q] = n = r1+2r2 με ταυτότητα [r1, r2]. Στην προηγούμενη
παράγραφο αναφερθήκαμε στη συνάρτηση

σK ∶ K↪ Rr1 ×Cr2 .

Μπορούμε να ορίσουμε την έννοια της norm στοιχείων του Rr1 ×Cr2 ≅ Rr1+2r2:

N(a1,a2, . . . ,ar1 ,x1,y1,x2,y2, . . . ,xr2 ,yr2) = a1a1⋯ar1(x
2
1 + y2

1)(x2
2 + y2

2)⋯(x2
r2 + y

2
r2).

Ο ορισμός είναι συμβατός με την norm στοιχείου αλγεβρικού σώματος αριθμών. Πράγματι, αν
α ∈ K, τότε

NK/Q(α) =N(σK(α)).
Επίσης

NK/Q(αβ) =N(σK(α))N(σK(β)).
Έτσι μπορούμε να μεταφέρουμε την norm του δακτυλίου RK και των ακέραιων ιδεωδών στην
norm των αντίστοιχων δικτυωτών.

Για την εφαρμογή του θεωρήματος του Minkowski στα ιδεώδη του K, θα πρέπει να βρούμε ένα
συμμετρικό, κυρτό και συμπαγές σύνολο S το οποίο να περιέχεται στο σύνολο {x ∈ Rn ∶N(x) ≤ 1}.
Αν το βρούμε αυτό μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα Minkowski στην ομογενή επέκταση
του S, {tS ∶ t > 0}.
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Πρόταση IX.1.16. Έστω S ένα σύνολο, όπως παραπάνω. Για κάθε ιδεώδες A του K υπάρχει ένα
στοιχείο α ∈ A (α ≠ 0), ώστε

∣NK/Q(α)∣ ≤
2n2−r2

√
∣DK/Q∣

Vol(S)
NK/Q(A).

Απόδειξη. Το σύνολο tS για t > 0 είναι φραγμένο, συμμετρικό κυρτό με όγκο tnVol(S) και, από
τη σχέση

N(tx) = tnN(x), έπεται ότι tS ⊂ {x ∈ Rn ∶N(x) ≤ tn}.
Επιλέγουμε τώρα το t ώστε

tnVol(S) = 2n ⋅Vol(σK(A)).
Σύμφωνα με το θεώρημα του Minkowski το tS περιέχει ένα μη-μηδενικό στοιχείο στο δικτυωτό
σK(A). Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα στοιχείο α ∈ A ώστε N(σK(α)) ≤ tn. Επειδή ο όγκος του
σK(A) είναι

Vol(σK(A)) =
1
2r
∣DK/Q∣1/2NK/Q(A)

αυτό μας δίνει το επιθυμητό άνω φράγμα του ∣NK/Q(α)∣.

Είναι πάρα πολύ ωραίο ότι υπάρχει ένα τέτοιο S. Ας πάρουμε για S να είναι μια αρκετά
μικρή μπάλα με κέντρο την αρχή των αξόνων στο Rn. Αυτό μας δίνει μια νέα απόδειξη του
πεπερασμένου του αριθμού κλάσεων ιδεωδών.

Αλλά για τις εφαρμογές θα επιθυμούσαμε να έχουμε ένα σύνολο S με όγκο όσο πιο πολύ
μεγάλο γίνεται.

Ως πρώτο υποψήφιο σύνολο θα ήταν ίσως το

H = {x = (a1,a2, . . . ,ar1 ,x1,y1, . . . ,xr2 ,yr2) ∈ R
n ∶ ∣a1a2⋯ar1(x

2
1 + y2

1)⋯(x2
r2 + y

2
r2)∣ ≤ 1}.

Δυστυχώς όμως αυτό το σύνολο δεν είναι, εν γένει, ούτε φραγμένο ούτε κυρτό. Ας πάρουμε για
παράδειγμα r1 = 2, r2 = 0 και

H = {(a,b) ∈ R2 ∶ ∣ab∣ ≤ 1}.
Αυτή είναι η περιοχή που φράσσεται από τις υπερβολές xy = 1 και xy = −1 και δεν είναι ούτε
φραγμένο ούτε κυρτό σύνολο. Όμως στο H περιέχεται το σύνολο

B ∶= {(a,b) ∈ R2 ∶ ∣a∣ + ∣b∣ ≤ 2}

το οποίο είναι και φραγμένο και κυρτό! Το B ⊂ H. Πράγματι, ο γεωμετρικός μέσος δύο πραγμα-
τικών αριθμών είναι μικρότερος ή ίσος του αριθμητικού μέσου. Συνεπώς για (a,b) ∈ B ισχύει

∣ab∣ ≤ (∣a∣ + ∣b∣)
2

4
≤ 4

4
= 1.

Μπορούμε να γενικεύσουμε την ιδέα και να ορίσουμε στον χώρο V = Rr1 ×Cr2 για το

x = (x1,x2, . . . ,xr1 , zr1+1, zr2+2, . . . , zr1+r2)

την norm
∣∣x∣∣ =

r1

∑
i=1
∣xi∣ + 2

r1+r2

∑
i=r1+1

∣zi∣

Για κάθε t θετικό πραγματικό αριθμό ορίζουμε το σύνολο

S(t) = {x ∈ V ∶ ∣∣x∣∣ ≤ t}. (IX.1)

Προφανώς το S(t) είναι συμμετρικό και συμπαγές. Είναι επίσης κυρτό σύνολο (άσκηση). Θα
αποδείξουμε ότι

Vol(S(t)) = 2r1 (π
2
)
r2 tn

n!
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Απόδειξη. Το S(t) είναι συμμετρικό ως προς τον πραγματικό άξονα. Επομένως

Vol(S(t)) = 2r1Vol(S1(t)),

όπου
S1(t) = {x ∈ V ∶ ∣∣x∣∣ ≤ t και x1,x2, . . . ,xr1 ≥ 0}.

Αντικαθιστούμε τις μιγαδικές μεταβλητές με πολικές συντεταγμένες:

zj = xj + iyj =
1
2
ρj(cosθj + i sinθj), j = r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2.

Αν το z = U(ρ,θ) + iV(ρ,θ) = 1
2ρ( cos(θ) + i sin(θ)), τότε η Ιακωβιανή είναι

J ∶= det(
∂U
∂ρ

∂V
∂ρ

∂U
∂θ

∂V
∂θ

)

Επομένως η Ιακωβιανή για κάθε μεταβλητή zr1+1, . . . , zr1+r2 είναι ρj/4, j = r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2.
Αν λοιπόν ολοκληρώσουμε ως προς τα θj, 0 ≤ θj ≤ 2π έχουμε

Vol(S(t)) = 2r14−r2(2π)r2 ∫
T(t)

dx1dx2dxr1ρr1+1ρr2+2⋯ρr1+r2dρr1+1dρr2+2⋯dρr1+r2

και
T(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(x,ρ) ∈ Rr1+r2 ∶ xi ≥ 0,ρi ≥ 0 και

r1

∑
i=1
xi +

r1+r2

∑
i=r1+1

ρi < t
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

.

Αν στο επόμενο λήμμα, θέσουμε m = r1+r2, ai = 0 για 1 ≤ i ≤ r1 και a1 = 1, r1+1 ≤ i ≤m προκύπτει

Vol(S(t)) = 2r1 (2π)
r2

4r2

tn

n!
.

Λήμμα IX.1.17. Για ai > 0, ai ∈ R, i = 1, 2, . . . ,m έστω το ολοκλήρωμα

I(a1,a2, . . . ,am, t) = ∫
T(t)

xa1
1 x

a2
2 ⋯x

am
m dx1dx2⋯dxm

όπου

T(t) = {x ∈ Rm∣xi ≥ 0,
m

∑
i=1
xi < t}.

Τότε

I(a1,a2, . . . ,am, t) = t∑
m
i=1 ai+m Γ(a1 + 1)Γ(a2 + 1)⋯Γ(am + 1)

G(a1 + a2 +⋯ + am +m + 1)

Σημείωση IX.1.18. Η Γ-συνάρτηση ορίζεται ως

Γ(x) = ∫
∞

0+
e−ttx−1dt, για κάθε x > 0.

Μάλιστα, αν n μη-αρνητικός ακέραιος, τότε

Γ(n) = (n − 1)!

Επίσης ισχύει

∫
1

0
xm−1(1 − x)n−1dx = B(m,n) = Γ(m)Γ(n)

Γ(n +m)
.
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Απόδειξη. (του λήμματος) Αν κάνουμε αλλαγή μεταβλητής x ′i = txi στο I έχουμε

I(a1,a2, . . . ,am; t) = t∑
r1
i=1 ai+mI(a1,a2, . . . ,am, 1).

Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε τον τύπο για t = 1. Θα εφαρμόσουμε επαγωγή ως προς m. Για
m = 1,

I(a1, 1) = ∫
1

0
xa1

1 dx1 =
1

a1 + 1
= Γ(a1 + 1)
Γ(a2 + 1)

.

Έστω
T ′(xm) ∶= {x ∈ Rm−1 ∶ xi ≥ 0 και

m−1
∑
i=1

xi ≤ 1 − xm}

Επομένως,

I(a1,a2, . . . ,am, 1) = ∫
T(t)

xa1
1 x

a2
2 ⋯x

am
m dx1dx2⋯dxm

= ∫
1

0
xam
m (∫

T ′(x)
xa1

1 ⋯x
am−1
m−1 dx1dx2⋯dxm−1)dxm

= ∫
1

0
xam
m I(a1,a2, . . . ,am−1; 1 − xm)dxm

= I(a1,a2, . . . ,am−1; 1)Γ(am + 1)Γ(a1 + a2 +⋯ + am−1 +m)
Γ(α1 +α2 +⋯ + am +m + 1)

.

Επομένως για t = n έχουμε το

Λήμμα IX.1.19. Ο όγκος του συνόλου S(n) είναι

Vol(S(n)) = n
n

n!
2r1 (π

2
)
r2

.

Σημείωση IX.1.20. Η απόδειξη αυτή είναι του E. Artin. Μπορείτε να δείτε και τις σημειώσεις
του Milne. Όλες οι αποδείξεις χρησιμοποιούν επαγωγή. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παρα-
πέμπεται στο [20].

Θεώρημα IX.1.21. Έστω K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών [K ∶ Q] = n. Για κάθε κλάση ιδεωδών
του K υπάρχει ένα τουλάχιστο ιδεώδες με norm μικρότερη της σταθεράς Minkowski

MK ∶= (
4
π
)
r2 n!
nn

√
∣DK/Q∣.

Απόδειξη. Υπολογίζουμε τη σταθερά της προηγούμενης πρότασης αντικαθιστώντας το Vol(S) με
το λήμμα και έχουμε

2n2−r2
√
∣DK/Q∣

nn

n! 2r1 (π2 )
= ( 4
π
)
r2 n!
nn

√
∣DK/Q∣.

Έστω A ′ ένα ιδεώδες της δοσμένης κλάσης. Αν το πολλαπλασιάσουμε με κατάλληλο κύριο ιδε-
ώδες, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το A = (A ′)−1 είναι ένα ακέραιο ιδεώδες. Έστω α ∈ A(α ≠ 0)
για το οποίο ισχύει η πρόταση IX.1.16. Έχουμε

∣NK/Q(α)∣NK/Q((A ′)−1)∣ ≤MK.

Αλλά NK/Q(α) =NK/Q(⟨α⟩), οπότε έχουμε

NK/Q(⟨a⟩A) ≤MK.

Το ιδεώδες ⟨α⟩A είναι ένα ακέραιο ιδεώδες που ανήκει στην ίδια κλάση με το A ′.
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Παρατήρηση IX.1.22. Έχουμε εφαρμόσει το θεώρημα σε προηγούμενο κεφάλαιο και έχουμε
δει ότι το φράγμα του Minkowski είναι πολύ καλύτερο του φράγματος του Kronecker. Ας το
υπενθυμίσουμε με ένα απλό παράδειγμα: για K = Q(

√
−5) έπρεπε να ελέγξουμε τους πρώτους

2, 3, 5, 7, ενώ με το φράγμα του Minkowski μόνο του 2.

Το Θεώρημα του Minkowski έχει και εξαιρετικές εφαρμογές πέρα από τον υπολογισμό των
κλάσεων.

Πόρισμα IX.1.23. Αν K αλγεβρικό σώμα αριθμών [K ∶ Q] = n ≥ 2, τότε

∣DK/Q∣ ≥
π

3
(3π

4
)
n−1

.

Επίσης η ποσότητα n/ log ∣DK/Q∣ φράσσεται από μία σταθερά ανεξάρτητη του K.

Απόδειξη. Αφού, εξ ορισμού, η norm κάθε ιδεώδους του A είναι NK/Q(A) ≥ 1, από το θεώρημα
προκύπτει ότι

1 ≤ ( 4
π
)
r2 n!
nn
∣DK/Q∣1/2.

Επομένως ∣DK/Q∣ ≥ (π4 )
2r2 n2n

(n!)2 . Αλλά π/4 < 1 και 2r2 ≤ n. Επομένως

∣DK/Q∣ ≥ (
π

4
)
n n2n

(n!)2
=∶ an.

Για n = 2 a2 = π2/4 και

an+1
an

= π
4
(1 + 1

n
)

2n
= π

4
(1 + 2 + θετικούς όρους )

Επομένως
an+1
an

≥ 3π
4

,

οπότε για n ≥ 2,
an ≥ (

3π
4
)
n−2
⋅ a2 = (

3π
4
)
n−2 π4

4
= (3π

4
)
n−1 π

3
.

Έτσι έχουμε το ακόλουθο κάτω φράγμα της διακρίνουσας του K

∣DK/Q∣ ≥
π

3
(3π

4
)
n−1

.

Λογαριθμίζοντας έχουμε

log ∣DK/Q∣ ≥ log π
3
+ (n − 1) log 3π

4
≥ (n − 1) log(3π

4
)

και
log ∣DK/Q∣

n
≥ n − 1

n
log 3π

4
n≥2
≥ 1

2
log 3π

4
.

Τελικά
n

log ∣DK/Q∣
≤ 2

log 3π/4
= C,

σταθερά ανεξάρτητη του σώματος

Άμεση συνέπεια του πορίσματος είναι το
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Θεώρημα IX.1.24 (Hermite-Minkowski). Για κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K ≠ Q, ισχύει
∣DK/Q∣ > 1.

Απόδειξη. Προφανώς 3π
4 > 1 και π/3 > 1 Άρα

∣DK/Q∣ > 1.

Το θεώρημα αυτό συνδυαζόμενο με το θεώρημα της διακρίνουσας, το οποίο θα αποδείξουμε στο
επόμενο κεφάλαιο: «Οι πρώτοι αριθμοί που διακλαδίζονται στο K είναι αυτοί που διαιρούν τη
διακρίνουσα» μας δίνει

Πόρισμα IX.1.25. Σε κάθε επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών K/Q, K ≠ Q υπάρχει ένας
τουλάχιστον διακλαδιζόμενος πρώτος.

Άλλη μια σημαντική συνέπεια του Θεωρήματος του Minkowski είναι το

Θεώρημα IX.1.26 (Hermite). Για κάθε ακέραιο d υπάρχουν το πολύ πεπερασμένου πλήθους
αλγεβρικά σώματα αριθμών K με διακρίνουσα DK/Q = d.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι αν K αλγεβρικό σώμα αριθμών με DK/Q = d, τότε αν K = Q(α),
το α έχει πεπερασμένου πλήθους δυνατότητες. Από το πόρισμα IX.1.23 έχουμε ότι n/ log(∣d∣) ≤
C, δηλαδή το n είναι φραγμένο. Συνεπώς, αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχουν πεπερασμένου
πλήθους αλγεβρικά σώματα αριθμών K με διακρίνουσα DK/Q και σταθερό βαθμό επέκτασης
[K ∶ Q] = n = r1 + 2r2. Θεωρούμε το σύνολο S ορισμένο με δύο τρόπους:
(a)-τρόπος Αν r1 > 0, τότε

S = {a1,a2, . . . ,ar1 , z1, z2, . . . ,Zr2 ∈ R
r1 ×Cr2 ∶ ∣a1∣ ≤ 2n (π2 )

−r2 ∣d∣1/2,
∣ai∣ ≤ 1/2, 2 ≤ i ≤ r1, και ∣zj∣ ≤ 1/2, 1 ≤ j ≤ r2. }

(b)-τρόπος Αν r1 = 0, τότε

S = {(z1, z2, . . . , zr2) ∈ C ∶ ∣z1 − z2∣ ≤ 2n (π
2
)

1−r2
∣d∣1/2, ∣z1 + z1∣ ≤ 1/2, ∣zj∣ ≤ 1/2, 2 ≤ j ≤ r2}

Το σύνολο S είναι συμπαγές κυρτό και συμμετρικό ως προς την αρχή των συντεταγμένων και
έχει όγκο (άσκηση, πρόκειται για γινόμενο μήκους διαστημάτων, κυκλικών δίσκων και ενός
τετραγώνου)

Vol(S) = 2n−r2 ∣d∣1/2 = 2n ( 1
2r2
∣DK∣1/2) = 2nVol(RK).

Από το θεώρημα του Minkowski, προκύπτει ότι υπάρχει α ∈ RK/{0} ώστε σK(x) ∈ S. Θα αποδεί-
ξουμε ότι K = Q(α).

Στην (a)-περίπτωση, α ∈ RK συνεπώς

∣NK/Q(α)∣ =
n

∏
i=1
∣σi(α)∣ ∈ N

και για κάθε i = 2, 3, . . . ,n ∣σi(α)∣ ≤ 1/2. Κατ΄ ανάγκη λοιπόν ∣σ1(α)∣ ≥ 1. Αυτό σημαίνει ότι
σ1(α) ≠ σi(α), για i = 2, 3, . . . ,n. Οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του α είναι σi(α),
i = 1, 2, . . . ,n και το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του α είναι ως γνωστό μια δύναμη του αναγώ-
γου. Επειδή η ρίζα σ1(α) είναι απλή έπεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο συμπίπτει με το
Irr(α,Q), συνεπώς K = Q(α).

Ανάλογα, στην περίπτωση (b) από το ίδιο επιχείρημα έχουμε ∣σ1(α)∣ = ∣σ1(α) ≥ 1 και για όλα
τα σj, j ≠ 1 και σj ≠ σ1 και σj ≠ σ1. Τώρα από την ∣z1 + z1∣ ≤ 1/2 αν σ1(α) = σ1(a) και σ1(α) ∈ R
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θα είχαμε ∣σ1(α)∣ ≤ 1/4, άτοπο αφού ∣σ1(α)∣ ≥ 1. Επομένως και σ1(α) ≠ σ1(α) και όπως και στην
περίπτωση (a) είναι γεννήτορας του K, K = Q(α). Από τον ορισμό του S έπεται ότι όλες οι τιμές
σi(α) είναι φραγμένες. Το ίδιο και οι συντελεστές του ανάγωγου πολυωνύμου Irr(α,Q) ως συμ-
μετρικά πολυώνυμα των σi(α). Αλλά το Irr(α,Q) είναι μονικό με συντελεστές στο Z. Ο βαθμός του
ανάγωγου πολυωνύμου και οι συντελεστές του είναι φραγμένοι, άρα υπάρχουν πεπερασμένου
πλήθους δυνατότητες για το ανάγωγο πολυώνυμο Irr(α,Q) και συνεπώς πεπερασμένου πλήθους
δυνατότητες για το α ∈ C. Αφού K = Q(α) υπάρχουν και πεπερασμένου πλήθους σώματα K.

Παρατήρηση IX.1.27. Αν χρησιμοποιήσουμε τον τύπο του Stirling

n! =
√

2πn(n
e
)
e

eθ/12n, 0 < θ < 1,

τότε παίρνουμε το φράγμα

∣DK/Q∣ ≥ (
π

4
)

2r2 1
2πn

e2n− 1
6n

Παρατήρηση IX.1.28. Για πάρα πολύ καιρό το φράγμα του Minkowski ήταν το καλύτερο γνω-
στό σχετικό φράγμα. Στα μέσα της δεκαετίας του ′70 ο Stark ανακάλυψε μια νέα αναλυτική
μέθοδο η οποία αναπτύχθηκε περαιτέρω από τους Odlyzko, Serre, Poitou και άλλους.

Αν αντί να φράξουμε τη διακρίνουσα αλλά τους πρώτους παράγοντες αυτής καθώς και τον
βαθμό των σωμάτων, μπορούμε να έχουμε ένα γενικότερο αποτέλεσμα από αυτό του Hermite.

Θεώρημα IX.1.29. Έστω K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών και S = {p1,p2, . . . ,pn} ένα πεπερασμένο
σύνολο πρώτων ιδεωδών αυτού. Το σύνολο των επεκτάσεων L/K βαθμού [L/K] ≤ n στο οποίο
διακλαδίζονται πρώτα ιδεώδη το πολύ από αυτά που ανήκουν στο S είναι πεπερασμένο.

Η ιδέα της απόδειξης είναι να χρησιμοποιήσουμε το n και το σύνολο S και να βρούμε ένα
φράγμα της διακρίνουσας DK/Q. Στη συνέχεια εφαρμόζουμε το θεώρημα Hermite, [18, Th. 2.13.
Ch. III], [17].

IX.1.6 Το παράδειγμα του Artin

Το παράδειγμα αυτό δίνει μια αδιακλάδιστη επέκταση της οποίας η ομάδα Galois είναι η
εικοσαεδρική ομάδα A5. Όπως ο ίδιος ο Artin έχει σημειώσει για μια δεδομένη Galois επέ-
κταση L/K με ομάδα G, υπάρχουν άπειρες το πλήθος επεκτάσεις E/K ώστε L ∩ E = K και LE να
είναι αδιακλάδιστη υπεράνω της E. Για να πάρουμε μια τέτοια αρκεί να κατασκευάσουμε μια
επέκταση η οποία απορροφά τοπικά όλη τη διακλάδωση της L και πρέπει να εξασφαλίσουμε
ότι E ∩ L = K. Για να γίνει αυτό χρειαζόμαστε θεωρήματα πυκνότητας από τη θεωρία κλάσεων
σωμάτων.

Θεωρούμε το πολυώνυμο f(x) = x5 − x − 1. Έστω α μια ρίζα του πολυωνύμου και K = Q(α).
Το πολυώνυμο είναι ανάγωγο υπεράνω του Q, αφού εύκολα διαπιστώνουμε ότι είναι ανάγωγο
στο F3[x]. Επομένως [K ∶ Q] = 5. Η διακρίνουσα του πολυωνύμου x5 + ax + b είναι 55b4 + 28a5.
Επομένως D(f(x)) = 2869 = 19 ⋅151. Αφού η διακρίνουσα είναι ελεύθερη τετραγώνου, DK/Q = 2869
και έχουμε RK = Z[α]. Η DK/Q > 0, επομένως πρέπει (−1)r2 = 1. Αφού 2r2 ≤ 5, r2 ≠ 0 ή r2 = 2. Αυτό
σημαίνει ότι r1 = 5 ή r1 = 1. Η παράγωγος f ′(x) = 5x4 − 1, έχει δύο πραγματικές ρίζες. Επομένως
r1 = 1 και r2 = 2. Υπολογίζουμε τη σταθερά Minkowski MK = 3, 334. Από κάθε κλάση υπάρχει
ένα τουλάχιστο ακέραιο ιδεώδες A με NK/Q(A) = 2 ή 3.

Επειδή 2 και 3 πρώτοι αριθμοί, έπεται ότι τοA = P πρώτο ιδεώδες με P ∣ 2 ή P ∣ 3 με f(P/pZ) = 1.
Αλλά f(0) = f(1) = f(−1) = 1, συνεπώς το πολυώνυμο f(x) δεν έχει ρίζα ούτε στον F2[x] ούτε

στον F3[x]. Συνεπώς από τον νόμο ανάλυσης δεν μπορεί ούτε το f(P/pZ) = 1. Επομένως δεν
υπάρχουν ιδεώδη A του K με A ≠ RK και NK/Q(A) = 2 ή 3. Συνεπώς hK = 1.
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Θεωρούμε τώρα το σώμα ανάλυσης του f(x) υπεράνω του Q, έστω E. Στον E[x], το f(x) γρά-
φεται

f(x) =
5
∏
i=1
(x −αi).

Η ομάδα Galois Gal(E/Q) = Gal(f(x)) μπορεί να θεωρηθεί ως ομάδα μεταθέσεων των ριζών του
f(x), α1,α2, . . . ,α5.

Έστω Q ένα πρώτο ιδεώδες του E, Q ∣ 2. Αν θεωρήσουμε το f(x) modulo 2, έχουμε

f(x) ≡ (x2 + x + 1)(x3 + x2 + 1) mod 2

Επομένως η ομάδα Galois περιέχει τη μετάθεση (ik)(lmn), ως προς κάποια αρίθμηση των δει-
κτών. Επειδή f(x) modulo 3 είναι ανάγωγο, η ομάδα Galois περιέχει τον κύκλο (12345). Επίσης
περιέχει και ((ik)(lmn))3 = (ik). Η ομάδα Gal(E/Q) είναι μια υποομάδα της S5 που περιέχει
έναν κύκλο μήκους 5 και μια αντιμετάθεση. Συνεπώς Gal(E/Q) ≅ S5.

Η S5 περιέχει μοναδική υποομάδα δείκτη 2, την A5. Επομένως υπάρχει μοναδικό υπόσωμα
το Q(

√
DK/Q) που περιέχεται στο E, και Gal(E/Q(

√
2869)) ≅ A5, τη λεγόμενη και εικοσαεδρική,

για γεωμετρικούς λόγους, ομάδα. Είναι η μοναδική απλή ομάδα τάξης 60.
Η παρατήρηση τώρα είναι η εξής: Ενώ το Q δεν επιτρέπει καμία επέκταση του L/Q στην οποία

όλα τα πρώτα ιδεώδη pZ να μην διακλαδίζονται, όπως θα δείξουμε στο θεώρημα της διακρίνου-
σας, στην επέκταση E/Q(

√
2869) δεν διακλαδίζεται κανένα πρώτο ιδεώδες του Q(

√
2869).

Στο K διακλαδίζονται τα πρώτα ιδεώδη P ∣ p όπου p ∣DK/Q δηλαδή τα p = 19 και p = 151. Συνε-
πώς και τα πρώτα ιδεώδη Q του E που διαιρούν το p για p = 19 και p = 151 επίσης διακλαδίζονται
λόγω της πολλαπλασιαστικότητας του βαθμού διακλάδωσης.

Επίσης, αν ο πρώτος p δεν διακλαδίζεται στο K, δεν διακλαδίζεται και στο E. Οι μοναδικοί
πρώτοι αριθμοί που διακλαδίζονται είναι p = 19 και p = 151. Έστω λοιπόν Q πρώτο ιδεώδες
Q ∩ Z = pZ για p = 19 και p = 151. Αφού το Q διακλαδίζεται υπεράνω του p, το πολυώνυμο
f(x) ≡ f(x) mod Q έχει μια πολλαπλή ρίζα. Επειδή f(α) = 0 ⇒ f ′(α) = 5α4 − 1 = 0. (α5 − α − 1 =
0, 5α4 − 1 = 0⇒ 4α = 5). Επομένως α = 6 στο F19 και α = 39 στο F151. Για p = 19, στο F19[x],

(x − 6)2 = x2 + 7x − 2⇒ x5 − x + 1 = (x2 − 7x − 2)(x3 − 7x2 − 6x + 9).

Θέτουμε g(x) = x3 − 7x2 − 6x + 9, g(α) = g(6) ≠ 0. Συνεπώς το f(x) ∈ F19[x] και επομένως και στο
RE/Q έχει την ανάλυση:

f(x) = (x −α1)2(x −α3)(x −α4)(x −α5)

με διαφορετικές ανά δύο ρίζες α1,α3,α4,α5.
Αν σ ∈ GT (Q/pZ), τότε σα3 = α3,σα4 = α4 και σα5 = α5. Συνεπώς σ = IdE ή σ = (α1,α2).

Συνεπώς
∣GT (Q/pZ)∣ ≤ 2⇒ e(Q/19) ≤ 2.

Άλλα e(P/19) = 2 συνεπώς e(Q/P) = 1. Για p = 151, στο F151[x]

(x − 39)2 = x2 − 78x + 11,x5 − x + 1 = (x2 − 7x − 2)(x3 + 7x2 − 6x + 9).

Εντελώς ανάλογα αν g(x) = x3 + 78x2 + 33x + 55, πάλι g(α) = g(39) ≠ 0 και όπως παραπάνω
e(Q/P) = 1.

Πρόκειται κατά τον Lang για ένα παράδειγμα “of which Artin was very fond”, [11, σελ. 121]
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IX.2 Το θεώρημα των μονάδων του Dirichlet

IX.2.1 Εισαγωγή

Μία ακόμα σημαντική εφαρμογή του Θεωρήματος του Minkowski, είναι η χρήση του στην
απόδειξη του θεωρήματος μονάδων του Dirichlet.

Βέβαια το θεώρημα αποδείχτηκε το 1846, 18 χρόνια πριν γεννηθεί ο Minkowski. Ο Dirichlet
χρησιμοποιεί στην απόδειξη την αρχή του περιστερώνα. Στην αρχή είχε αποδείξει το θεώρημα σε
μερικές ειδικές περιπτώσεις, όπως για κυβικά σώματα αριθμών. Το γενικό θεώρημα ισχυρίζεται ο
ίδιος, ότι το εμπνεύστηκε καθώς παρακολουθούσε το Ορατόριο του Πάσχα στην Καπέλα Σιστίνα
(Sistine Chapel) στη Ρώμη.

Θεώρημα IX.2.1 (Μονάδων του Dirichlet). Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών,

[K ∶ Q] = n = r1 + 2r2,

ταυτότητας [r1, r2] και διακρίνουσας DK/Q. Η ομάδα των μονάδων του σώματος K είναι πεπερα-
σμένα παραγόμενη αβελιανή ομάδα βαθμού r = r1 + r2 −1. Αναλυτικά, RK περιέχει πολλαπλασια-
στικά ανεξάρτητες μονάδες ε1, ε2, . . . ,er άπειρης τάξης ώστε

E(RK) ≅ E(RK)torsion ⊗ ⟨ε1⟩⊗ ⟨ε2⟩⊗⋯⊗ ⟨εr⟩.

Το σύνολο E(RK)torsion είναι το σύνολο των ριζών της μονάδας που ανήκουν στο K και είναι κυκλική
ομάδα τάξης διαιρέτη του 2∣DK/Q∣.

Σημείωση IX.2.2. Πολλαπλασιαστικά ανεξάρτητες σημαίνει ότι αν

εm1
1 εm2

2 ⋯e
mr
r = 1

με mi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , r, τότε m1 =m2 = ⋯ =mr = 0. Ένα σύνολο {ε1, ε2, . . . , εr} πολλαπλασιαστικά
ανεξάρτητων μονάδων θα λέγεται ένα θεμελιώδες σύστημα μονάδων.
Προτού συνεχίσουμε με την απόδειξη του θεωρήματος, θα μελετήσουμε μερικά ειδικά παρα-
δείγματα.
Παράδειγμα IX.2.3. Υποθέτουμε ότι το K έχει ταυτότητα [r1, r2] και ότι r = r1 + r2 − 1 = 0. Αυτό
σημαίνει αμέσως ότι η E(RK) είναι πεπερασμένης τάξης, περιέχει μόνο ρίζες της μονάδας. Αλλά
για να ισχύει r1 + r2 −1 = 0 πρέπει [r1, r2] = [1, 0] ή [r1, r2] = [0, 1], δηλαδή n = r1 +2r2 = 1, συνεπώς
K = Q με E(Z) = {±1} ή n = r1 + 2r2 = 2, και το σώμα K = Q(

√
∣DK/Q∣), DK/Q < 0 (είναι τετραγωνικό

μιγαδικό). Έχουμε ήδη δει στην παράγραφο II.3 ότι E(RK) = {±1} εκτός από το K = Q(i), για το
οποίο ισχύει E(RK) = {±1,±i} και μάλιστα η ομάδα είναι κυκλική τάξης 4 ∣ 2∣DK/Q∣ = 8 και εκτός
από το K = Q(

√
−3) για το οποίο ισχύει E(RK) = {±1,±ω,±ω2} (όπου ω πρωταρχική 3-ρίζα της

μονάδας) και η ομάδα είναι κυκλική τάξης 6 = 2∣DK/Q∣.
Παράδειγμα IX.2.4. Έστω ότι το K έχει ταυτότητα [r1, r2] με r = r1 + r2 − 1 = 1. Αυτό συμβαίνει
τότε και μόνο τότε όταν [r1, r2] = [2, 0] ή [1, 1] ή [0, 2]. Αν [r1, r2] = [2, 0], τότε το n = 2 και το
σώμα K είναι τετραγωνικό πραγματικό σώμα αριθμών K = Q(

√
DK/Q), DK/Q > 0. Επειδή K ⊂ R,

E(RK)torsion = {±1}, αλλά εδώ ο βαθμός είναι r = 1. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει μία θεμελιώδης
μονάδα ε1 τέτοια ώστε κάθε ε ∈ E(RK) να γράφεται μονοσήμαντα ε = ±εn1 , n ∈ Z. Είναι φανερό
ότι αν ε1, τότε −ε1, 1

ε1
,− 1

ε1
είναι επίσης θεμελιώδης. Γι’ αυτό κανονικοποιούμε την επιλογή μας,

επιλέγοντας για ε1, αυτήν τη μονάδα για την οποία ισχύει ε1 > 1. Για τον υπολογισμό των μονάδων
στα πραγματικά τετραγωνικά σώματα αριθμών παραπέμπουμε στο [26].

Αν τώρα [r1, r2] = [1, 1], τότε n = r1+2r2 = 1+2 = 3 το σώμα μας είναι κυβικό με μία πραγματική
και δύο μιγαδικές ρίζες, για παράδειγμα K = Q( 3√2). Αργότερα θα δείξουμε ότι

E(RK) = {±εn∣n ∈ Z, ε = 1 + 3√2 + 3√4} = ⟨±1⟩⊗ ⟨ε⟩.
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Αν τώρα [r1, r2] = [0, 2], τότε το σώμα K είναι βαθμού [K ∶ Q] = 4, πλήρως μιγαδικό για παράδειγμα
K = Q(ζ5). Αποδεικνύεται ότι

E(RK) = ⟨ζ10⟩⊗ ⟨
1 +
√

5
2
⟩.

Από την απόδειξη του θεωρήματος δεν προκύπτει μέθοδος υπολογισμού ενός συστήματος
θεμελιωδών μονάδων. Για τον υπολογισμό της ομάδας των μονάδων σε συγκεκριμένα παρα-
δείγματα χρειαζόμαστε πιο βελτιωμένες υπολογιστικές μεθόδους, τεχνικές αναγωγής δικτυωτών,
δηλαδή μεθόδους εύρεσης μικρού μήκους διανυσμάτων σε δικτυωτά για παράδειγμα LLL.

IX.2.2 Απόδειξη του Θεωρήματος μονάδων

Έστω λοιπόν K αλγεβρικό σώμα αριθμών [K ∶ Q] = n, ταυτότητας [r1, r2]. Θα εμφυτεύσουμε
την ομάδα K∗ στον Rr1 × Cr2. Υπενθυμίζουμε ότι, στην προηγούμενη παράγραφο είχαμε την
κανονική εμφύτευση

σ ∶ KÐ→ Rr1 ×Cr2

σ(x) = (σ1(x),σ2(x), . . . ,σr1(x),σr1+1(x),σr1+2(x), . . . ,σr1+r2(x)).

Επειδή η ομάδα των μονάδων είναι πολλαπλασιαστική ενώ τα δικτυωτά προσθετικά, θα ορίσουμε
την ακόλουθη λογαριθμική εμφύτευση της ομάδας K∗:

L ∶ E(RK) ⊂ K∗
σÐ→ (R∗)r1 × (C∗)r2 ℓÐ→ Rr1+r2 .

όπου αν
x = (x1,x2, . . . ,xr1 , zr1+1, zr1+2, . . . , zr1+r2)

η ℓ ορίζεται ως

ℓ(x) = (log ∣x1∣, log ∣x2∣, . . . , log ∣xr1 ∣, log ∣zr1+1∣2, log ∣zr1+2∣2, . . . , log ∣zr1+r2 ∣
2).)

Ας ονομάσουμε

ℓk =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

log ∣xk∣, για k = 1, 2, . . . , r1
log ∣zk∣2, για k = r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2

επομένως
ℓ(x) = (ℓ1(x), . . . , ℓr1(x), ℓr1+1(x), . . . , ℓr1+r2(x)).

Η προσθετική ιδιότητα των λογαρίθμων μας δίνει ότι η

ℓ ∶ (R∗)r1 × (C∗)r2 Ð→ Rr1+r2

είναι ομομορφισμός ομάδων. Προφανώς ισχύει

log ∣N(x)∣ =
r1+r2

∑
k=1

ℓk(x).

Συνολικά η απεικόνιση

K∗
LÐ→ Rr1+r2

αz→ ℓ(σ(α))

είναι ομομορφισμός ομάδων της πολλαπλασιαστικής K∗ στην προσθετική Rr1+r2. Πράγματι

L(αβ) = ℓ(σ(αβ)) = ℓ(σ(α)σ(β)) = ℓ(σ(α)) + ℓ(σ(β)) = L(α) + L(β).
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Αν α ∈ K,
r1+r2

∑
i=1

ℓ(σ(α)) = log ∣N(σ(α))∣ = log(∣σ1(α)∣, . . . , ∣σr1(α)∣, ∣σr1+1(α)∣2⋯∣σr1+r2(α)∣
2)

και επειδή ∣σk(α)∣2 = σk(α)σ(α), έχουμε

r1+r2

∑
i=1

ℓ(σ(α)) = log ∣NK/Q(α)∣.

Επομένως, αν ε ∈ E(RK), τότε NK/Q(ε) = ±1, τότε ∑r1+r2
i=1 ℓ(σ(ε)) = 0, δηλαδή το ε ανήκει στο

υπερεπίπεδο του Rr1+r2

H ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(x1,x2, . . . ,xr1 , z1, z2, . . . , zr2 ∶

r1

∑
i=1
xi + 2

r2

∑
j=1
zj = 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

διάστασης dimH = r1 + r2 − 1.

Λήμμα IX.2.5. Έστω B ένα συμπαγές υποσύνολο του Rr1+r2. Το σύνολο

B ′ = {ε ∈ E(RK) ∶ L(ε) ∈ B} = L(E(RK)) ∩B

είναι πεπερασμένο.

Απόδειξη. Αφού το B είναι συμπαγές, είναι φραγμένο. Συνεπώς, για κάθε ε ∈ B ′ υπάρχει r ∈ R
ώστε ∣∣L(ε)∣∣ < r, όπου ∣∣ ⋅ ∣∣ είναι η συνηθισμένη μετρική στον Rr1+r2. Επομένως

∣ℓk(σ(ε))∣ ≤ ∣∣L(ε)∣∣ < r για κάθε k = 1, 2, . . . , r1 + r1,

δηλαδή ∣ log ∣σk(ε)∣∣ < r, για k = 1, 2, . . . , r1 + r2.
Για k = 1, 2, . . . , r1, έχουμε −r < log ∣σk(ε)∣ < r, δηλαδή e−r < ∣σk(ε)∣ < er.
Για k = r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2, έχουμε ∣ log ∣σk(ε)∣∣ < r, δηλαδή

∣ log ∣σk(ε)2∣ < r⇒ e−r < ∣σk(ε)∣2 < er.

Επομένως, υπάρχει α ∈ R με α > 1 τέτοιο ώστε για κάθε ε ∈ B ′ να ισχύει

α−1 < ∣σk(ε)∣ < α,k = 1, 2, . . . ,n.

Συνεπώς και όλες οι συμμετρικές συνάρτησεις των σk(ε) είναι κατ’ απόλυτη τιμή φραγμένες.
Το ε ∈ RK, το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι

fε(x) =
n

∏
k=1
(x − σk(ε)).

Αυτό είναι δύναμη του ανάγωγου f(x) ∶= Irr(ε,Q) ∈ Z[x]. Επομένως fε(x) ∈ Z[x], δηλαδή οι
συμμετρικές συναρτήσεις των σk(ε) ανήκουν στο Z. Επομένως το σύνολο τιμών των συμμετρι-
κών συναρτήσεων είναι πεπερασμένο. Για τα στοιχεία ε ∈ B ′ υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους
χαρακτηριστικά πολυώνυμα. Τελικά το σύνολο B ′ είναι πεπερασμένο.

Λήμμα IX.2.6. Η L ∶ E(RK)
σÐ→ (R∗)r1 × (R∗)r2 ℓ→ Rr1+r2 , έχει πυρήνα το σύνολο των ριζών της

μονάδας που ανήκουν στην E(RK). Η ομάδα αυτή είναι πεπερασμένη κυκλική άρτιας τάξης.
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Απόδειξη. Ο πυρήνας
kerL = {ε ∈ E(RK) ∶ L(ε) = (0, 0, . . . , 0)}

Το σύνολο B ∶= {(0, 0, . . . , 0)} είναι συμπαγές και

kerL = {ε ∈ E(RK) ∶ ℓ(σk(α) ∈ B} = L(E(RK)) ∩B.

Επομένως, από το λήμμα IX.2.5, έπεται ότι ο πυρήνας είναι πεπερασμένος. Αλλά τότε η kerL
είναι πεπερασμένη υποομάδα της K∗. Συνεπώς είναι κυκλική. Τώρα,

ε ∈ kerL⇔ L(ε) = ℓ(σ(ε)) = (0, 0, . . . , 0)⇔ ∣σk(ε)∣ = 1 για k = 1, 2, . . . ,n.

Επίσης αν ε ∈ kerL, τότε και εm ∈ kerL για κάθε m ∈ N, αφού ∣σk(εm)∣ = ∣σk(ε)∣m = 1. Όμως ο
πυρήνας kerL είναι πεπερασμένος. Συνεπώς, υπάρχουν m1,m2 ∈ N, m1 > m2 τέτοια ώστε εm1 =
em2 ⇒ εm1−m2 = 1, δηλαδή το ε είναι ρίζα της μονάδας. Αποδείξαμε ότι όλα τα στοιχεία του kerL
είναι ρίζες της μονάδας.

Ισχύει και το αντίστροφο. Αν x ∈ E(RK) είναι ρίζα της μονάδας, xm = 1 για m ∈ N οπότε και

∣σk(x)∣m = ∣σk(xm)∣ = ∣σk(1)∣ = 1 για κάθε k = 1, 2, . . . ,n

δηλαδή x ∈ kerL.
Πάντοτε η ομάδα kerL, περιέχει την υποομάδα {±1}. Συνεπώς η τάξη της kerL είναι άρτιος

αριθμός.

Παρατήρηση IX.2.7. Η ομάδα των ριζών της μονάδας ενός αλγεβρικού σώματος αριθμών K
είναι κυκλική και η τάξη της διαιρεί το 2∣DK/Q∣ [16, σελ. 99, prop. 3.4].

Ας περάσουμε τώρα στην εικόνα

L(E(RK)) ⊂ Rr1+r2 .

Σύμφωνα με το λήμμα IX.2.5, η εικόνα είναι μια διακριτή υποομάδα του Rr1+r2, οπότε λόγω της
πρότασης IX.1.2 είναι ένα ελεύθερο Z-module βαθμού r ≤ r1 + r2.

Επειδή kerL πεπερασμένη και L(E(RK)) πεπερασμένα παραγόμενη, έπεται ότι και η E(RK)
είναι πεπερασμένα παραγόμενη αβελιανή ομάδα (πεπερασμένα παραγόμενο Z-module). Σύμ-
φωνα με το θεώρημα XIII.6.42 του παραρτήματος,

E(RK) = kerL ×Zr

και μάλιστα kerL είναι το E(RK)torsion αυτής.
Θα αποδείξουμε ότι ο βαθμός της εικόνας L(E(RK)) είναι ακριβώς r = r1 + r2 − 1. Έχουμε

αποδείξει ήδη, ότι L(E(RK)) ⊂ H,

H ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(x1,x2, . . . ,xr1 , z1, z2, . . . , zr2) ∈ R

r1+r2 ∶
r1

∑
i=1
+2

r2

∑
j=1
zj = 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

με διάσταση dimH = r1 + r2 − 1. Επειδή το L(E(RK)) είναι διακριτή (discrete) υποομάδα του H
έπεται ότι έχει βαθμό

r ≤ r1 + r2 − 1.

Αυτό ήταν η εύκολη κατεύθυνση της απόδειξης. θα αποδείξουμε και το αντίθετο, δηλαδή ότι

r ≥ r1 + r2 − 1,

ισοδύναμα ότι το L(E(RK)) περιέχει r = r1+r2−1, R-γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα. Εδώ είναι
που θα χρειαστούμε το θεώρημα του Minkowski.



IX.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ ΜΟΝΑΔΩΝ ΤΟΥ DIRICHLET 179

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε γραμμική μορφή

f ∶ HÐ→ R

υπάρχει ε ∈ E(RK) ώστε f(L(ε)) ≠ 0. Υπενθυμίζουμε από τη γραμμική άλγεβρα ότι και ο χώρος
των γραμμικών μορφών

H∗ = {f ∶ HÐ→ R ∶ f γραμμική }
έχει και αυτός διάσταση r1 + r2 − 1 και ότι αν {w1,w2, . . . ,wr} μια βάση του H, τότε υπάρχει μια
βάση {f1, f2, . . . , fr} του H∗ ώστε για κάθε i = 1, 2, . . . ,n fi(wi) = 1 και fi(wj) = 0 για κάθε j ≠ i,
j ∈ {1, 2, . . . ,n}.

Ας υποθέσουμε ότι ο L(E(RK)) δεν έχει διάσταση r = r1+r2−1. Θα περιέχει ένα γνήσιο κομμάτι
της βάσης. Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω

{w1,w2, . . . ,wr−1} ⊂ L(E(RK))

και wr /∈ L(E(RK)). Αυτό σημαίνει ότι για κάθε ε ∈ E(RK) ισχύει

L(ε) ∈ ⟨w1,w2, . . . ,wr−1⟩

δηλαδή ότι όλα τα στοιχεία ε ∈ E(RK), γράφονται ως γραμμικός συνδυασμός στοιχείων της βάσης
{w1,w2, . . . ,wr−1} και πάντοτε, δηλαδή για κάθε ε ∈ E(RK) ο συντελεστής του wr είναι μηδέν.
Αυτό όμως είναι αδύνατο αφού για f ∶= fr υπάρχει ε ∈ E(RK) ώστε αν

L(ε) = λ1w1 + λ2w2 +⋯ + λrwr,

τότε
fr(L(ε)) = λr ≠ 0.

Επειδή τώρα η συνάρτηση

ψ ∶ H ∋ y = (y1,y2, . . . ,yr+1)z→ (y1,y2, . . . ,yr) ∈ Rr

είναι ένας ισομορφισμός R-διανυσματικών χώρων μπορούμε να γράψουμε τη γραμμική μορφή

f(y) = c1y1 + c2y2 +⋯ + cryr ∶ ci ∈ R.

Θα εφαρμόσουμε το θεώρημα του Minkοwski. Χρειαζόμαστε ένα «καλό» σύνολο το οποίο να έχει
μεταξύ άλλων και αρκετά μεγάλο όγκο. Κρατούμε σταθερό έναν πραγματικό αριθμό

α ≥ 2n ( 1
2π
)
r2
∣DK/Q∣1/2.

Για κάθε r-άδα θετικών πραγματικών αριθμών λ = (λ1,λ2, . . . ,λr) επιλέγουμε ένα λr+1 > 0 ώστε
r1

∏
i=1
λi

r1+r2

∏
j=r1+1

λ2
j = α.

Ορίζουμε το σύνολο:

B = {(x1,x2, . . . ,xr1 , z1, z2, . . . , zr2) ∶ xi ∈ R, zj ∈ C, και ∣xi∣ ≤ λi, ∣zj∣ ≤ λj+r1}.

Το B είναι συμπαγές, κυρτό και συμμετρικό ως προς την αρχή των αξόνων (άσκηση). Έχει όγκο

Vol(B) =
r1

∏
i=1

2λi
r1+r2

∏
j=r1+1

πλ2
j = 2r1πr2α ≥ 2r1πr22n ( 1

2π
)
r2
∣DK/Q∣1/2 ≥ 2n−r2 ∣DK/Q∣1/2.
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Θεωρούμε το δικτυωτό σ(RK) του δακτυλίου των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του K. Από το
πόρισμα IX.1.15 έχουμε

Vol(σ(RK)) = 2−r2 ∣DK/Q∣1/2

και εφαρμόζουμε το θεώρημα του Minkοwski, αφού Vol(B) ≥ 2nVol(σ(RK)). Υπάρχει xλ ∈ RK/{0}
ώστε σ(xλ) ∈ B. Αυτό σημαίνει ότι ∣σi(xλ)∣ ≤ λi για κάθε i = 1, 2, . . . ,n. (Έχουμε θέσει λj+r2 ∶= λj
για j = r1 + 1, . . . , r1 + r2 για τις συζυγείς εμφυτεύσεις σj.) Τώρα xλ ∈ RK. Επομένως NK/Q(xλ) ∈ Z,
οπότε

1 ≤ ∣NK/Q(xλ)∣ = ∣N(σ(xλ))∣ =
n

∏
i=1
∣σi(xλ)∣ ≤

r1

∏
i=1
λi

r1+r2

∏
j=r1+1

λ2
j = α

Από την άλλη μεριά όμως για κάθε i

∣σi(xλ)∣ = ∣N(xλ)∣ ⋅∏
j≠i
∣σj(xλ)∣−1 ≥∏

j≠i
λ−1
j = λiα

−1.

Αποδείξαμε ότι για κάθε i = 1, 2, . . . , r ισχύει

λiα
−1 ≤ ∣σi(xλ)∣ ≤ λi ⇒ 0 ≤ logλi − log ∣σi(xλ)∣ ≤ logα.

Επομένως

∣f(L(xλ)) −
r

∑
i=1
ci logλi∣ = ∣

r

∑
i=1
ci log ∣σi(xλ) −

r

∑
i=1
ci logλi∣

≤
r

∑
i=1
∣ci∣(log ∣σi(xλ)∣ − logλi) ≤

r

∑
i=1
∣ci∣ logα.

Έστω τώρα β μια σταθερά
β >

r

∑
i=1
∣ci∣ logα.

Για κάθε φυσικό αριθμό h διαλέγουμε r πραγματικούς αριθμούς λi,h i = 1, 2, . . . , r ώστε
r

∑
i=1
ci logλi,h = 2βh.

Στη συνέχεια παίρνουμε
λ(h) = (λ1,h,λ2,h, . . . ,λr,h)

και εφαρμόζουμε τα παραπάνω για κάθε φυσικό αριθμό h ∈ N.
Από το θεώρημα Minkowski για κάθε h ∈ N υπάρχει xh ∶= xλ(h) ∈ RK/{0} ώστε

∣f(L(xh)) − 2βh∣ ≤ β.

Συνεπώς, για κάθε φυσικό αριθμό h ∈N

(2h − 1) < f(L(xh)) < (2h + 1)β.

Για h = 1, β < f(L(x1)) < 3β
Για h = 2, 3β < f(L(x2)) < 5β

⋯⋯

Άρα για κάθε φυσικό αριθμό h ∈ N οι τιμές είναι διαφορετικές μεταξύ τους. Από την άλλη
μεριά, επειδή NK/Q(xh) ≤ α, υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος ιδεώδη με norm ≤ α, δηλαδή
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υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους κύρια ιδεώδη με norm ≤ α. Επειδή τα xh είναι άπειρα το
πλήθος υπάρχουν (h,k) ∈ N ×N ώστε

RKxh = RKhk,

δηλαδή υπάρχει μία μονάδα ε ∈ E(RK) ώστε

xh = εxk.

Επομένως
L(ε) = L(xk) − L(xh)⇒ f(L(ε)) = f(L(xk)) − f(L(xh)) ≠ 0,

αφού τα f(L(xk)) και f(L(xh)) είναι διαφορετικά μεταξύ τους.

Παρατήρηση IX.2.8. Το θεώρημα Dirichlet έχει γενικευθεί και για την περίπτωση των λεγόμε-
νων S-μονάδων. Στη γενική έκφραση φέρει τον τίτλο Θεώρημα Dirichlet-Chevalley-Hasse.

IX.2.3 Εφαρμογές του Θεωρήματος Dirichlet

Πρόταση IX.2.9. Έστω K ⊂ L, K ≠ L αλγεβρικά σώματα αριθμών, E(RK),E(RL) οι ομάδες των
μονάδων και µ(RK),µ(RL) οι ομάδες των ριζών της μονάδας των K και L αντίστοιχα. Οι ομάδες
E(RK)/µ(RK) και E(RL)/µ(RL) είναι μεταξύ τους ισόμορφες τότε και μόνο τότε όταν το σώμα K είναι
πλήρως πραγματικό, το σώμα L πλήρως μιγαδικό και [L ∶ K] = 2.

Απόδειξη. Έστω N = [L ∶ K]. Υποθέτουμε, κατ’ αρχήν την ισομορφία των ομάδων. Επομένως οι
ομάδες θα έχουν τον ίδιο βαθμό δηλαδή

r1(K) + r2(K) = r1(L) + r2(L).

Επίσης
r1(L) + 2r2(L) = [L ∶ Q] =N[K ∶ Q] =Nr1(K) +N2r2(K),

από την οποία προκύπτει ότι

r2(L) = (N − 1)r1(K) + (2N − 1)r2(K)

και
r1(L) = r1(K) + r2(K) − r2(L) = (2 −N)r1(K) + (2 − 2N)r2(K).

Το r1(L) ≥ 0. Επομένως N ≤ 2. Επειδή K ≠ L έπεται ότι N = 2. Συνεπώς r1(L) = −2r2(K). Αυτό όμως
ισχύει μόνο όταν

r1(L) = r2(K) = 0,

δηλαδή το L πλήρως μιγαδικό και το K πλήρως πραγματικό και [L ∶ K] =N = 2.
Αντίστροφα, αν το K είναι πλήρως πραγματικό και L πλήρως μιγαδικό και [L ∶ K] = 2, τότε

r2(K) = 0, r1(K) = [K ∶ Q], r1(L) = 0, r2(L) = 2 [K∶Q]2 = [K ∶ Q]. Επομένως r(K) = r(L) και συνεπώς
οι ομάδες E(RK)/µ(RK) και E(RL)/µ(RL) είναι δύο ελεύθερες ομάδες ίδιου βαθμού, άρα είναι
ισόμορφες.

Ορισμός IX.2.10. Ένα σώμα θα λέγεται σώμα μιγαδικού πολλαπλασιασμού (CM-field) όταν
είναι πλήρως μιγαδική τετραγωνική επέκταση ενός πλήρως πραγματικού σώματος αριθμών.

Παρατήρηση IX.2.11. Τα σώματα αυτά παίζουν ιδιαίτερο ρόλο στη θεωρία μιγαδικού πολλα-
πλασιασμού αβελιανών πολλαπλοτήτων.

Πόρισμα IX.2.12. Έστω K,L αλγεβρικά σώματα αριθμών K ⊂ L, K ≠ L. Η ομάδα πηλίκο
E(RL)/E(RK) είναι πεπερασμένη ακριβώς τότε όταν το σώμα L είναι CM-σώμα.
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Απόδειξη. Η ομάδα E(RL)/E(RK) είναι πεπερασμένη σημαίνει ότι η E(RK)/µ(RK) έχει πεπερα-
σμένο δείκτη στην E(RL)/µ(RL). Και οι δύο είναι αβελιανές ομάδες, οπότε θα πρέπει να συμπί-
πτουν οι βαθμοί, οπότε είναι ισόμορφες. Από την πρόταση IX.2.9 έπεται ότι το L είναι CM-σώμα.

Αντίστροφα, E(RK)/µ(RK) ⊂ E(RL)/µ(RL). Το L είναι CM-σώμα ως προς το K, συνεπώς r(K) =
r(L) Επομένως E(RL)/E(RK) είναι πεπερασμένη ομάδα.

Σημείωση IX.2.13. Κλασική περίπτωση CM-σώματων είναι τα κυκλοτομικά σώματα L = Q(ζn),
ζn = e2πi/n και K = L ∩ R το μέγιστο πραγματικό υπόσωμα του L. Συνήθως συμβολίζουμε το
Q(ζn) = K και K+ = K ∩R = Q(ζn + ζ−1

n ).

Παρατήρηση IX.2.14. Σε μία, κάπως διαφορετική απόδειξη του θεωρήματος του Dirichlet,
αποδεικνύεται ότι αν σε κάποιο αλγεβρικό σώμα K ισχύει r1 > 0, τότε υπάρχει μια μονάδα
ε ∈ E(RK), ε > 1 για την οποία τα συζυγή ∣σk(ε)∣ < 1, για κάθε k = 2, 3, . . . ,n. Αυτό σημαίνει ότι το
ε είναι πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης K/Q, δηλαδή K = Q(ε).

IX.2.4 Παραδείγματα

Στην αρχή θα αναφερθούμε εν συντομία στις ρίζες της μονάδας.
Μερικές ασκήσεις στοιχειώδους θεωρίας αριθμών που αφορούν στη συνάρτηση του Euler.

1. Να αποδειχθεί ότι για κάθε θετικό ακέραιο n ισχύει φ(n) ≥
√
n/2.

2. Έστω n κάποιος φυσικός ακέραιος. Αν φ(k) ≤ n να αποδειχθεί ότι k ≤ 2n2.
3. Να αποδειχθεί ότι ισχύει φ(k) = 1 αν και μόνο αν k = 1, 2.
4. Να αποδειχθεί ότι φ(k) = 2 αν και μόνο αν k = 3, 4, 6.
5. Να αποδειχθεί ότι φ(k) = 4 αν και μόνο αν k = 5, 8, 10, 12.
6. Αν n ≥ 3, τότε η τιμή φ(n) είναι άρτιος.

Κάνοντας χρήση των παραπάνω αποτελεσμάτων μπορούμε να δώσουμε εκ νέου, μια απόδειξη
στην

Πρόταση IX.2.15. Αν K αλγεβρικό σώμα αριθμών, τότε ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών
αριθμών περιέχει πεπερασμένου πλήθους ρίζες της μονάδας.

Απόδειξη. Έστω [K ∶ Q] = n και ζk μια πρωταρχική k-ρίζα της μονάδας, ζk ∈ RK. Επομένως
Q(ζk) ⊂ K, [Q(ζk) ∶ Q] ≤ [K ∶ Q] = n και φ(k) ≤ n. Συνεπώς k ∈ {1, 2, . . . , 2n2} δηλαδή το σύνολο
των ριζών της μονάδας είναι πεπερασμένο.

Πρόταση IX.2.16. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών με [K ∶ Q] = n ≡ 1 mod 2. Το σύνολο των
ριζών της μονάδας στο K, µ(K) = {±1}.

Απόδειξη. Έστω ζk μια πρωταρχική k-ρίζα της μονάδας του RK. Επομένως θα έχουμε Q(ζk) ⊂ K,
[Q(ζk) ∶ Q] ∣ [K ∶ Q] και επομένως φ(k) ∣ n. Ο n είναι περιττός. Επομένως και ο φ(k) είναι
περιττός. Αλλά σύμφωνα με την άσκηση 6 για k ≥ 3 ο φ(k) είναι άρτιος, δηλαδή k ≤ 2. Για k = 1,
ζ1 = 1 και για k = 2,ζ2 = −1, δηλαδή µ(K) = {±1}.

Πόρισμα IX.2.17. Οι μοναδικές ρίζες της μονάδας που ανήκουν σε ένα κυβικό σώμα αριθμών
είναι οι ±1.

Πρόταση IX.2.18. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = 4. Οι μόνες δυνατές ρίζες της
μονάδας ≠ ±1 που θα μπορούσαν να ανήκουν στον RK είναι οι ζ3,ζ4,ζ5,ζ6,ζ8,ζ10,ζ12.

Απόδειξη. Όπως παραπάνω, αν ζk πρωταρχική ρίζα της μονάδας, ζk ∈ RK, τότε φ(k) ∣ 4, δηλαδή
φ(k) = 1, 2 ή 4. Από τις ασκήσεις προκύπτει ότι k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12.
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Ας περάσουμε τώρα σε αλγεβρικά σώματα αριθμών με βαθμό της ομάδας των μονάδων > 0.
Η πιο απλή περίπτωση είναι αυτή των πραγματικών τετραγωνικών σωμάτων αριθμών. Επειδή

r1 = 1 και 2r2 = 2 η ομάδα των μονάδων E(RK) είναι αβελιανή ομάδα βαθμού 1, δηλαδή

E(RK) = E(RK)torsion ⊗ ⟨ε0⟩.

Για να προσδιορίσουμε τη μονάδα ε0 χρειαζόμαστε τη θεωρία των συνεχών κλασμάτων και τη
θεωρία των εξισώσεων του Pell. Για την περιγραφή ενός αλγορίθμου παραπέμπουμε στο [26].

Κυβικά σώματα αριθμών
Το αμέσως επόμενο βήμα είναι η μελέτη κυβικών σωμάτων αριθμών με μια θεμελιώδη μο-

νάδα. Κάθε κυβικό σώμα αριθμών έχει μία ή τρεις πραγματικές εμφυτεύσεις. Η ομάδα των
μονάδων έχει βαθμό 1 ακριβώς τότε όταν έχει μια πραγματική και δύο μιγαδικές εμφυτεύσεις.
Αφού έχει δύο μιγαδικές εμφυτεύσεις, το θεώρημα του Stickelberger μας δίνει

sign(DK/Q) = (−1)1 = −1

δηλαδή DK/Q < 0. Η επέκταση K/Q είναι Galois αν και μόνο αν η διακρίνουσα DK/Q είναι τέλειο
τετράγωνο. Στην περίπτωσή μας η Galois θήκη του K, έστω N, είναι μια επέκταση N/Q με ομάδα
Galois ισόμορφη με την S3 η οποία περιέχει και την τετραγωνική επέκταση Q(

√
∣DK/Q∣).

Η ομάδα των μονάδων είναι
E(RK) = ⟨±1⟩⊗ ⟨ε0⟩,

όπου ε0, όπως και στα πραγματικά τετραγωνικά σώματα αριθμών είναι η ελάχιστη πραγματική
μονάδα με ε0 > 1.

Στο [2, κεφάλαιο 13], ο E. Artin φράσσει τη θεμελιώδη μονάδα ε0 μέσω της τιμής ∣DK/Q∣ από
κάτω. Συγκεκριμένα ισχύει

Θεώρημα IX.2.19 (Artin). Ισχύει
∣DK/Q∣ < 4ε3

0 + 24.

Παρατήρηση IX.2.20. O Keith Conrad [5] επεξεργάστηκε αναλυτικά την ιδέα του Artin. Το
θεώρημα υπάρχει και στα [6]. Η απόδειξη ακολουθεί στην επόμενη σελίδα.

Άμεση και ιδιαίτερα χρήσιμη συνέπεια του θεωρήματος είναι το ακόλουθο:

Πόρισμα IX.2.21. Έστω ε ∈ E(RK), ε > 1. Αν 4ε3/2+24 < ∣DK/Q∣, τότε το ε είναι η θεμελιώδης μονάδα
ε = ε0 του K.

Απόδειξη. (του πορίσματος) Επιλέγουμε μια εμφύτευση του N στο C η οποία επεκτείνει την
πραγματική εμφύτευση του K στο R και την κρατούμε σταθερή. Έτσι ταυτίζουμε το N με την
εικόνα του στους μιγαδικούς αριθμούς. Από τη σχέση E(RK) = ⟨±1⟩ ⊗ ⟨ε0⟩, έπεται ότι το ε = εn0 ,
για κάποιο θετικό ακέραιο n. Αν το n ≥ 2, τότε θα είχαμε

∣DK/Q∣ ≤ 4ε3
0 + 24 = 4ε3/n + 24

n≥2
≤ 4ε3/2 + 24,

άτοπο, λόγω της υπόθεσης. Συνεπώς n = 1 και ε = ε0.

Παράδειγμα IX.2.22. Έστω K = Q( 3√2). Γνωρίζουμε από τα προηγούμενα ότι RK = Z[ 3√2] και
DK/Q = −108. Έχουμε

1 = ( 3√2)3 − 1 = ( 3√2 − 1)(1 + 3√2 + 3√4) .

Συνεπώς το ε = 1 + 3√2 + 3√4 ∈ E(RK). Υπολογίζουμε ότι ε ≈ 3, 847 και ότι 4e3/2 + 24 ≈ 54, 185 < 108.
Επομένως το ε = ε0 είναι η θεμελιώδης μονάδα του K = Q( 3√2).



184 ΚΕΦΑΛΑΙΟ IX. ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ MINKOWSKI ΚΑΙ DIRICHLET

Παρατήρηση IX.2.23. Η πολυπλοκότητα των θεμελιωδών μονάδων καθαρών κυβικών σωμάτων
αυξάνεται πάρα πολύ γρήγορα. Για παράδειγμα, η θεμελιώδης μονάδα του σώματος Q( 3√23)
είναι:

2166673601 + 761875860 3√23 + 267901370 3√529.

Συχνά προσπαθούμε να βρούμε στοιχεία με την ίδια norm στο σώμα και στη συνέχεια να
ελέγξουμε αν αυτά είναι συνεταιρικά. Αν αυτό συμβαίνει, το πηλίκο τους είναι μονάδα του RK.

Απόδειξη. (Θεωρήματος του Artin) Έστω ε μια πραγματική μονάδα του K, ε > 1, οπότε ε ≠ ±1.
Αυτό σημαίνει ότι ε /∈ Q, οπότε το K = Q(ε). Το σύνολο Z[ε] είναι μια τάξη του RK. Από τη σχέση
Z[ε] ⊂ RK, προκύπτει ότι

Disc(Z[ε]) = [RK ∶ Z[ε]]2 ⋅DK/Q.

Συνεπώς
∣DK/Q∣ ≤ ∣Disc(Z[ε])∣.

Θα αποδείξουμε ότι
∣Disc(Z[ε])∣ < 4ε3 + 24.

Έστω σ ∶ K↪ C μια μη-πραγματική εμφύτευση του K. Η άλλη είναι η συζυγής της σ. ΗNK/Q(ε) =
ε ⋅ σ(ε) ⋅ σ(ε) = ε∣σ(ε)∣2 > 0. Επομένως NK/Q(ε) = 1. Θέτουμε u = √ε και έχουμε 1 = u2∣σ(ε)∣2.
Αυτό σημαίνει ότι ∣σ(ε)∣ = 1

u
και σε πολικές συντεταγμένες σ(ε) = u−1eiθ, για κάποιο θ ∈ R.

Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα της Z[ε]

DiscZ[ε] = ((σ(ε) − ε)(σ(ε) − ε)(σ(ε) − σ(ε))2

= ((u−1eiθ − u2)(u−1e−iθ − u2)(u−1eiθ − u−1e−iθ))2

= ((u−2 + u4 − 2u cosθ)(2iu−1 sinθ))2

= −4 sin2 θ(u3 + u−3 − 2 cosθ)2

Το ε = u2 > 1. Συνεπώς και u > 1, οπότε u3 + u−3 > 2 από όπου έχουμε ότι a ∶= u3+u−3

2 > 1. Η
απόλυτη τιμή

∣DiscK/Q(Z[ε])∣ = 4 sin2 θ(2a − 2 cosθ)2 = 16(1 − cos2 θ)(a − cosθ)2.

Θέτουμε y = cosθ. Το y ∈ [−1, 1] και θα μελετήσουμε τη συνάρτηση

f(y) = 16(1 − y2)(a − y)2.

Επιθυμούμε να υπολογίσουμε τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης αυτής. Έστω ότι αυτό συμβαίνει
για την τιμή y0. Η f(y) ≥ 0 για κάθε τιμή του διαστήματος [−1, 1], ενώ ισχύουν f(1) = f(−1) = 0
και f(0) = 16a2 > 0. Επομένως y0 ∈ (−1, 1) και f ′(y0) = 0. Υπολογίζουμε την παράγωγο

f ′(y) = 32(a − y)(2y2 − ay − 1).

Η ρίζα της παραγώγου του πρωτοβάθμιου παράγοντα είναι a > 1. Επομένως

ay0 = 2y2
0 − 1. (IX.2)

Έτσι έχουμε
∣Disc(Z[ε])∣ = f(cosθ) < f(y0) = 16(1 − y0)(a − y0)2.

Χρησιμοποιούμε δύο φορές την (IX.2) και υπολογίζουμε ότι

16(1 − y2
0)(a − y0)2 = 16(a2 + 1 − y4

0 − y2
0).
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Αντικαθιστούμε το a με u3+u−3

2 και βρίσκουμε

f(y0) = 16(u
6

4
+ 3

2
+ (u

−6

4
− y4

0 − y2
0)) .

Αν αποδείξουμε ότι u−6

4 < y
2
0, το δεξί μέλος της f(y0) γίνεται μικρότερο από το

16(u
6

4
+ 3

2
) = 4u6 + 24 = 4ε3 + 24,

δηλαδή
∣Disc(Z[ε])∣ < 4ε3 + 24

και τελειώσαμε.
Θεωρούμε λοιπόν τον τετραγωνικό παράγοντα της παραγώγου f ′(y),

ϕ(y) = 2y2 − ay − 1.

Επομένωςϕ(y0) = 0. Οι ρίζες τουϕ(y) έχουν γινόμενο −1/2, επομένως αντίθετα πρόσημα. Επίσης
ϕ(1) = 1 − a < 0 ενώ για αρκετά μεγάλο y, ϕ(y) > 0. Αυτό σημαίνει ότι η ϕ(y) έχει μια ρίζα στο
(1,∞). Αλλά το y = cosϕ ∈ (−1, 1). Επομένως −1 < y0 < 0. Τώρα το u > 1, οπότε η ανισότητα u−6

4 < y
2
0

είναι ισοδύναμη προς y0 < −1
2u3 . Από το γράφημα της ϕ(y), προκύπτει ότι το να αποδείξουμε ότι

y0 < −1
2u3 είναι αρκετό, αφού το y0 είναι η μικρότερη ρίζα του ϕ(y), να αποδείξουμε ότι ϕ( −1

2u3 ) < 0.
Πράγματι,

ϕ( −1
2u3) =

2
4u6 +

a

2u3 − 1 = 1
2u6 +

1
2u3

u3 + u−3

2
− 1 = 3

4
( 1
u6 − 1) < 0,

αφού u > 1 είναι μεταξύ τους συνεταιρικά. Επομένως το ε = a−1
a+1 είναι μονάδα του K.

Παράδειγμα IX.2.24. Έστω α η πραγματική ρίζα του πολυωνύμου f(x) = x3−x+2 και K = Q(α).
Το K είναι ένα κυβικό σώμα αριθμών με βαθμό 1. Έχουμε ήδη δει ότι DK/Q = −104 και ότι
RK = Z[α]. Το

f(x) = x3 − x + 1 ≡ x(x + 1)2 mod 2

Από τον νόμο ανάλυσης του Dedekind

2RK = P2Q,P ≠Q.

Αφού το α είναι ρίζα του f(x), έχουμε

α(α − 1)(α + 1) = −2

και (α,α − 1) = (α,α + 1) = 1. Η norm του α, NK/Q(α) = −2. Επομένως P = ⟨2,α + 1⟩ = ⟨2,α − 1⟩ και
Q = ⟨2,α⟩. Επειδή NK/Q(α + 1) = −2 ∈ ⟨α + 1⟩. Ανάλογα NK/Q(α − 1) = −2 ∈ ⟨α − 1⟩.

Έχουμε P = ⟨α+1⟩ = ⟨α−1⟩. Αυτό σημαίνει ότι τα α+1 και α−1 είναι μεταξύ τους συνεταιρικά.
Επομένως, το ε = α−1

α+1 είναι μονάδα του K. Το α ≈ −1, 521, οπότε ε ≈ 4, 839 και 4ε3/2+24 ≤ 4⋅53/4+24 ≈
4 ⋅ 11, 118+ 24 < 104. Άρα το ε = ε0 είναι η κανονικοποιημένη (δηλαδή > 1) θεμελιώδης ρίζα του K.

Θεώρημα IX.2.25 (Ishida). Έστω ℓ ∈ Z, ℓ ≥ 2 έχει την ιδιότητα το 4ℓ3 + 27 να είναι ελεύθερο
τετραγώνου. Αν α είναι μια μοναδική πραγματική ρίζα του x3 + ℓx − 1, τότε το α−1 = ε0 είναι η
θεμελιώδης μονάδα του σώματος K = Q(α).
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Απόδειξη. Θεωρούμε το πολυώνυμο

f(x) = x3 + ℓx − 1.

Η παράγωγος df/df = 3x2 + ℓ είναι θετικά ορισμένη συνεπώς το πολυώνυμο έχει μοναδική πραγ-
ματική ρίζα το α. Θεωρούμε το σώμα K = Q(α). Το πολυώνυμο f(x) έχει διακρίνουσα DK/Q(α) =
−(4ℓ3 + 27) < 0 και είναι ελεύθερη τετραγώνου. Επομένως, RK = Z[α] και DK/Q = −(4ℓ3 + 27). Το α
είναι ρίζα του f(x). Άρα α3 + ℓα − 1 = 0 ⇒ α(ℓ + α2) = 1 και α−1 = ℓ + α2. Είναι φανερό ότι α−1 > 1
Επομένως το α−1 = εn0 για κάποιο φυσικό αριθμό n ≥ 1. Θα αποδέιξουμε ότι n = 1. Έστω ότι
n ≥ 2. Από το θεώρημα του Artin, έπεται ότι ισχύει

4ℓ3 + 27 = ∣DK/Q∣ < 4ε3
0 + 24.

Συνεπώς ℓ < ε0 και
ℓ2 < ε2

0 < εn0 = α−1 − ℓ +α2 < ℓ + 1,

το οποίο για ℓ ≥ 2, είναι άτοπο. Επομένως, α−1 = ε0 η θεμελιώδης μονάδα του Q(α).

Συχνά, προσπαθούμε να συσχετίσουμε την ομάδα μονάδων του K με την υποομάδα που παρά-
γεται από ένα σύστημα υποομάδων ενός (ή περισσότερων) υποσωμάτων αυτού.

Έστω K ένα CM-σώμα, και K+ το μέγιστο πραγματικό υπόσωμά του. Η επέκταση [K ∶ Q] = 2n
και [K ∶ K+] = 2. To K έχει 2n μιγαδικές εμφυτεύσεις, ενώ το K+ έχει n-πραγματικές εμφυτεύσεις.
Επομένως

rankE(RK) = n − 1 = rankE(RK+).

Αυτό σημαίνει ότι ο δείκτης Q = [E(RK) ∶ E(RK+)] είναι πεπερασμένος. Μάλιστα ισχύει

Πρόταση IX.2.26. O δείκτης δK ∶= [E(RK) ∶ µ(K)E(RK+)] είναι 1 ή 2.

Απόδειξη. Πρώτα απ’ όλα θα αποδείξουμε ότι η μιγαδική συζυγία στο C επάγει έναν αυτομορ-
φισμό στο σώμα K ο οποίος είναι ανεξάρτητος της εμφύτευσης του K στο C. Πράγματι, έστω

σi ∶ K = Q(θ)↪ Q(θ(i)) ⊂ C

και
σj ∶ K = Q(θ)↪ Q(θ(j)) ⊂ C

δύο εμφυτεύσεις του K. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει:

σ−1
i (σi(α)) = σ

−1
j (σj(α)), για κάθε α ∈ K.

Προφανώς η επέκταση σi(K)/σi(K+) είναι βαθμού 2, επομένως είναι Galois και η μιγαδική συζυ-
γία αφήνει σταθερά τα στοιχεία του K+. Επομένως σi(K) = σi(K). Συνεπώς ορίζεται και η σ−1

i (σj).
Ανάλογα ορίζεται και η σ−1

j (σj). Και οι δύο είναι αυτομορφισμοί του K που αφήνουν τα στοι-
χεία του K+ σταθερά, αφού το K+ είναι πλήρως πραγματικά. Αφού το K είναι πλήρως μιγαδικό,
έπεται ότι κανείς από τους παραπάνω αυτομορφισμούς δεν είναι ο ταυτοτικός αυτομορφισμός
του K. Επειδή η ομάδα Gal(K/K+) έχει τάξη 2, έπεται ότι αυτοί συμπίπτουν. Επομένως, όταν
εργαζόμαστε σε CM σώμα η έννοια του μιγαδικού συζυγούς α,α ∈ K είναι καλά ορισμένη.

Προφανώς για κάθε ομορφισμό ρ ∶ K → C ισχύει ρ(α) = ρ(α). Ιδιαίτερα, για α ∈ E(RK), όλοι
οι συζυγείς του ϵ/ϵ έχουν απόλυτη τιμή ίση με 1. Θα αποδείξουμε στο λήμμα XI.3.5 ότι είναι
ρίζες της μονάδας συνεπώς ϵ/ϵ ∈ µ(K).

Η συνάρτηση
ϕ ∶ E(RK) ∋ ϵz→ [

ϵ

ϵ
] ∈ µ(K)
µ(K)2



IX.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ ΜΟΝΑΔΩΝ ΤΟΥ DIRICHLET 187

είναι ομομορφισμός ομάδων.
Αν ϵ ∈ kerϕ, τότε υπάρχει ζ ∈ µ(K) για το οποίο ισχύει ϵ/ϵ = ζ2. Η σχέση αυτή γράφεται και

ως ϵζ/ϵζ = 1 (1/ζ = ζ), δηλαδή ϵζ/(ϵζ) = 1, το οποίο σημαίνει ότι ϵζ ∈ K+, ϵ ∈ µ(K) ⋅ E(RK+).
Αντίστροφα, αν ϵ = ζ ⋅ ϵ+ ∈ µ(K)E(RK+). Τότε

ϵ

ϵ
= ζϵ

+

ζϵ+
= ζ2 ∈ kerϕ.

Άρα kerϕ = µ(K)E(RK+). Τελικά έχουμε ότι

[E(RK) ∶ kerϕ] ≤ [µ(K) ∶ µ(K)2] ≤ 2.

Το ερώτημα είναι, πότε ο δείκτης δK είναι 1 και πότε 2;
Αν το K είναι ένα μιγαδικό διτετραγωνικό σώμα αριθμών, περιέχει ακριβώς πραγματικό τε-

τραγωνικό σώμα αριθμών, έστω K+ και το K είναι ένα CM-σώμα. Έστω ϵ0 μια θεμελιώδης μονάδα
του K και ϵ+ μια θεμελιώδης μονάδα του K+.

Πρόταση IX.2.27. Ισχύουν:

1. δK = 1 αν και μόνο αν η ϵ+ είναι θεμελιώδης μονάδα του K.

2. δK = 2 αν και μόνο αν ϵ2
0 = ζ ⋅ ϵ+ για ζ ∈ µ(K), [6, Th. 42, σελ. 195].

Αν τώρα K κυκλοτομικό σώμα, K = Q(ζn), τότε αυτό είναι επίσης ένα CM-σώμα ως προς το
μέγιστο πραγματικό υπόσωμα αυτού K+ = Q(ζ+n + ζ−1

n ).

Πρόταση IX.2.28. Έστω K = Q(ζn).

(δK = 1)⇔ (O n είναι δύναμη πρώτου αριθμού.)

και φυσικά
(δK = 2)⇔ (O n δεν είναι δύναμη πρώτου αριθμού.)

Απόδειξη. [25, Πορ. 4.13 σελ. 39].

Η γενική περίπτωση χαρακτηρισμού CM-σωμάτων με dK = 1 ή dK = 2 περιέχεται αναλυτικά στο
[7, σελ. 46-78].

Έστω τώρα το K/Q πραγματική δικυκλική διτετραγωνική επέκταση. Το σώμα K περιέχει
τρία πραγματικά τετραγωνικά υποσώματα, έστω K1,K2,K3 και ϵ1,ϵ2,ϵ3 αντίστοιχα οι θεμελιώ-
δεις μονάδες αυτών. Ο βαθμός (rank) του K είναι 3. Ένα σύστημα θεμελιωδών μονάδων του K,
αποτελείται από μία από τις παρακάτω δυνατότητες:

1. ϵ1,ϵ2,ϵ3

2. √ϵ1,ϵ2,ϵ3 και αναγκαστικά NK/Q(ϵ1) = +1
3. √ϵ1,√ϵ2,ϵ3 και αναγκαστικά NK/Q(ϵ1) =NK/Q(ϵ2) = 1
4. √ϵ1ϵ2,ϵ2,ϵ2 και αναγκαστικά NK/Q(ϵ1) =NK/Q(ϵ2) =NK/Q(ϵ3) = 1
5. √ϵ1ϵ2,√ϵ3,ϵ2 και αναγκαστικά NK/Q(ϵ1) =NK/Q(ϵ2) =NK/Q(ϵ3) = 1
6. √ϵ1ϵ2,√ϵ2ϵ3,√ϵ3ϵ1 και αναγκαστικά NK/Q(ϵ1) =NK/Q(ϵ2) =NK/Q(ϵ3) = 1
7. √ϵ1ϵ2ϵ3,ϵ2,ϵ3 και αναγκαστικά NK/Q(ϵ1) =NK/Q(ϵ2) =NK/Q(ϵ3) = 1
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[10]. O S. Kuroda δίνει και παραδείγματα για την κάθε δυνατότητα, για παράδειγμα για το
σώμα K = Q(

√
2.
√

3), οι θεμελιώδεις μονάδες των Q(
√

2),Q(
√

3) και Q(
√

6) είναι οι ϵ1 = 1 +
√

2,
ϵ2 = 2+

√
3 και e3 = 5+2

√
6 και ένα πλήρες σύστημα θεμελιωδών μονάδων του K είναι ϵ1,√ϵ2,√ϵ3.

Ότι υπάρχουν άπειρα σώματα για κάθε μία από τις επτά παραπάνω δυνατότητες αποδείχθηκε
από τον T. Kubota, [9]. Εδώ ο δείκτης [E(RK) ∶ ⟨ϵ1,ϵ2,ϵ3⟩] ≤ 8.

Σχετικά με το θεώρημα του Dirichlet θα θέλαμε ακόμα να αναφέρουμε τα άρθρα: [3], [13],
[23].

Για τον υπολογισμό ενός συστήματος θεμελιωδών μονάδων με χρήση προγραμμάτων και
ηλεκτρονικού υπολογιστή παραπέμπουμε στα [19], [24].

Για παράδειγμα:

Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, [K ∶ Q] = n με ταυτότητα [r1, r2] και έστω {ε1, ε2, . . . , εr} ένα
σύστημα θεμελιωδών μονάδων του K, r = r1 + r2 − 1.

Ορισμός IX.2.29. Ο ομαλοποιητής (regulator) του K είναι ο

RegK ∶= ∣det(log ∣σi(εj)∣)i,j=1,2,...,r∣ .

Αποδεικνύεται ότι είναι ανεξάρτητος της επιλογής του συστήματος των θεμελιωδών μονάδων.
Αν για παράδειγμα K = Q(

√
DK/Q), τετραγωνικό πραγματικό και ε0 η θεμελιώδης μονάδα του,

τότε RegK = log ε0. Ο κανονικοποιητής παίζει ρόλο για την ομάδα των μονάδων, αντίστοιχου
αυτού που παίζει η διακρίνουσα για το RK.

Το θεώρημα του Dirichlet είναι ιδιαίτερα χρήσιμο στην επίλυση διοφαντικών εξισώσεων με
την p-αδική μέθοδο του Skolem καθώς και στον υπολογισμό του αριθμού κλάσεων hK ενός αλ-
γεβρικού σώματος αριθμών, αφού ο ομαλοποιητής συμμετέχει στον αναλυτικό τύπο του αριθμού
κλάσεων.
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IX.3 Aσκήσεις

1. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ανάγωγο μονικό πολυώνυμο f(x) ∈ Z[x], deg f(x) > 1 το οποίο
να έχει διακρίνουσα ίση με ±1.

2. Έστω m ∈ Z, m ≡ 1 mod 4 και d ∈ Z, (m,d) = 1. Υποθέτουμε ότι m,d είναι ελεύθεροι τετρα-
γώνου. Έστω ωm = 1+

√
m

2 και

ωd =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

√
d, αν d ≡ 2, 3 mod 4

1+
√
d

2 , αν d ≡ 1 mod 4

Να υπολογισθεί μια βάση ακεραιότητας του σώματος M = Q(
√
m,
√
d) και η διακρίνουσα

DM/Q.
3. Έστω K = Q(

√
−5) και L = K(

√
5). Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει πρώτο ιδεώδες του K το

οποίο να διακλαδίζεται στην επέκταση L/K. (Στην πραγματικότητα το L είναι το σώμα Hilbert
του K).

4. Να αποδειχθεί ότι το S(t) της εξίσωσης (IX.1) είναι κυρτό.
5. (αʹ) Αν K τετραγωνικό σώμα αριθμών K = Q(√m) και α ∈ RK να αποδειχθεί ότι

NK/Q(α) ≡ z2 mod m

για κάποιο z ∈ Z.
(βʹ) Αν K πραγματικό τετραγωνικό σώμα διακρίνουσας DK/Q και ε0 η θεμελιώδης μονάδα

αυτού να αποδειχθεί ότι NK/Q(ε0) = 1.
6. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό αριθμό n ισχύει φ(n) ≥

√
n/2.

(βʹ) Αν n ∈ N και φ(k) ≤ n, τότε k ≤ 2n2.
(γʹ) φ(κ) = 1⇔ k = 1, 2

7. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι
φ(k) = 2⇔ k = 3, 4, 6.

(βʹ) Να αποδειχθεί
φ(k) = 4⇔ k = 5, 8, 10, 12.

(γʹ) Αν n ≥ 3, τότε φ(n) είναι άρτιος.
8. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών με [K ∶ Q] = n και n περιττός. Να αποδειχθεί ότι

E(RK) = {±1}.

9. Αν [K ∶ Q] = 4, ποιες είναι οι δυνατές ρίζες της μονάδας που ανήκουν στον K; Μπορείτε να
χαρακτηρίσετε τα σώματα στα οποία ανήκουν;

10. Έστω K = Q(α), α = 3√2. Να υπολογισθεί η διακρίνουσα του σώματος και μία βάση ακεραιό-
τητας αυτού. Να αποδειχθεί ότι το στοιχείο

ε = 4 + 3α + 2α2

είναι μονάδα του K και μάλιστα η θεμελιώδης μονάδα αυτού.
11. Έστω K = Q(α), α η πραγματική ρίζα του πολυωνύμου

x3 + 10x + 1.

Να υπολογισθεί η διακρίνουσα και μια βάση ακεραιότητας αυτού. Να υπολογισθεί η θεμε-
λιώδης μονάδα ε0 του K.

12. Να αποδειχθεί ότι η θεμελιώδης μονάδα του σώματος K = Q( 3√7) είναι η

ε0 = 4 + 3 3√3 + 2( 3
√
[3])2
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X
Διακρίνουσα, Διαφορίζουσα και το Θεώρημα των Kronecker‐Weber

X.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τρία ακόμα σημαντικά θεωρήματα, το θεώρημα της δια-
κρίνουσας, το θεώρημα της διαφορίζουσας και το θεώρημα των Kronecker-Weber.

Έστω L/K μια επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών. Η διακρίνουσα χαρακτηρίζει τα πρώτα
ιδεώδη P του K τα οποία διακλαδίζονται στο L. Η διαφορίζουσα χαρακτηρίζει τα πρώτα ιδεώδη
Q του L τα οποία διακλαδίζονται στην επέκταση L/K ως προς πρώτο ιδεώδες P ∶= Q ∩ K. Επίσης
απαντά εν μέρει και στο ποιoς είναι ο δείκτης διακλάδωσης e(Q/P).

Το θεώρημα των Kronecker-Weber το έχουμε ήδη αναφέρει, VIII.5.1.

X.2 Διακρίνουσα

X.2.1 Βoηθητικές προτάσεις

Έστω L/K μία επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, R και S οι αντίστοιχοι δακτύλιοι των
ακεραίων αλγεβρικών αριθμών. Η διακρίνουσα θα πρέπει να γενικεύει την έννοια της διακρί-
νουσας στην (απόλυτη) περίπτωση που το σώμα K ταυτίζεται με το σώμα των ρητών αριθμών Q.
Στην απόλυτη περίπτωση, ορίσαμε ως διακρίνουσα του αλγεβρικού σώματος αριθμών την τιμή
της διακρίνουσας μιας βάσης ακεραιότητας αυτού. Αυτό ήταν δυνατό, επειδή ο δακτύλιος των
ακέραιων αλγεβρικών αριθμών του Q είναι το Z, το οποίο είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Το S
όμως δεν είναι, εν γένει, ελεύθερο R-module. Στις σχετικές επεκτάσεις L/K έχουμε ήδη ορίσει
τη σχετική διακρίνουσα μιας n-άδας στοιχείων του L όχι όμως και τη (σχετική) διακρίνουσα της
επέκτασης L/K.

Έστω λοιπόν L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, R και S οι αντίστοιχοι δακτύλιοι
ακεραίων αλγεβρικών αριθμών και θ ∈ S για το οποίο ισχύει L = K(θ). Αν P πρώτο ιδεώδες του R,
έχουμε ήδη αποδείξει ότι:

Αν p ∤DL/K(θ) τότε το P δεν διακλαδίζεται στο L.

Ο τελικός σκοπός της παραγράφου είναι ο χαρακτηρισμός των πρώτων ιδεωδών του R που δια-
κλαδίζονται στο L. Στην ειδική περίπτωση που K = Q και [L ∶ Q] = 2 έχουμε ήδη διαπιστώσει
ότι

(Το πρώτο ιδεώδες pZ,p ∈ P διακλαδίζεται στο σώμα L)⇔ (
DL/Q

p
) = 0⇔ p ∣DL/Q.

Ο κατάλληλος ορισμός τώρα είναι
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Ορισμός X.2.1. Η σχετική διακρίνουσα της επέκτασης L/K ορίζεται ως το ιδεώδες του R, το οποίο
παράγεται από όλες τις διακρίνουσες όλων των n-άδων στοιχείων του S. Θα το συμβολίζουμε

DL/K ∶= ⟨DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ∶ω1,ω2, . . . ,ωn ∈ S⟩R.

Παραδείγματα X.2.2. 1. Υποθέτουμε ότι το S είναι ελεύθερο R-module και {θ1,θ2, . . . ,θn} μια
R-βάση αυτού:

S = Rθ1 ⊕ Rθ2 ⊕⋯⊕ Rθn,

δηλαδή υπάρχει μια βάση ακεραιότητας του S. Τότε για κάθε n-άδα στοιχείων του S, έστω
ω1,ω2, . . . ,ωn ισχύει:

DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) = (detA)2DL/K(θ1,θ2, . . . ,θn).

Το A είναι ο πίνακας μετασχηματισμού και detA ∈ R. Επομένως,

DL/K = R ⋅DL/K(θ1,θ2, . . . ,θn) = ⟨DL/K(θ1,θ2, . . . ,θn)⟩,

είναι το ιδεώδες του R το οποίο παράγεται από τη (σχετική) διακρίνουσαDL/K(θ1,θ2, . . . ,θn).
2. Στην ειδική περίπτωση που K = Q, υπάρχει πάντοτε βάση ακεραιότητας και συνεπώς έχουμε

DL/Q = ZDL/Q = ⟨DL/Q⟩.

3. Έστω ότι ο S είναι μονογενικός ως προς τον R, δηλαδή υπάρχει θ ∈ S ∶ S = R[θ] με βάση
ακεραιότητας {1,θ,θ2, . . . ,θn−1}, κάτι που βέβαια δεν είναι σωστό ούτε για τις απόλυτες
επεκτάσεις όπως είδαμε με το αντιπαράδειγμα του Dedekind. Τότε

DL/K = R ⋅DL/K(θ).

Παρατήρηση X.2.3. Αν στο πρώτο παράδειγμα ήταν και το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} βάση ακε-
ραιότητας θα είχαμε ότι detA ∈ E(R) με detA2 = 1 η οποία όμως μονάδα θα μπορούσε να είναι
≠ 1.

Θεώρημα X.2.4 (Θεώρημα της Διακρίνουσας). Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθ-
μών με R,S οι αντίστοιχοι δακτύλιοι των ακέραιων αριθμών και P ένα πρώτο ιδεώδες του R. Ισχύει
η ισοδυναμία

(Το P διακλαδίζεται στο L)⇔ (P ∣ DL/K)

Παραδείγματα X.2.5. 1. Έστω [L ∶ Q] = 2 και P = pZ ιδεώδες του K

(Το P διακλαδίζεται στο σώμα L)⇔ (
DL/Q

p
) = 0⇔ pZ ∣ DL/Q.

2. Αν S = R[θ], τότε DL/K = R ⋅DL/K(θ) και έχουμε ήδη αποδείξει ότι

(P ∤DL/K(θ))⇒ P δεν διακλαδίζεται στο L.

Σημειώνουμε ότι σε αυτή την ειδική περίπτωση που ο οδηγός της επέκτασης

F = FS/R[θ] = S

είναι τετριμμένος η απόδειξη του αντιστρόφου είναι πολύ εύκολη, αλλά δεν θα την κάνουμε
εδώ μιας και θα αποδείξουμε το θεώρημα στην πλήρη γενικότητά του. Η απόδειξη της
ειδικής αυτής περίπτωσης θα τεθεί ως άσκηση.
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Θα ακολουθήσει μια σειρά λημμάτων.

Παρατήρηση X.2.6. Ο δακτύλιος πηλίκο S/PS γίνεται ένας R/P-διανυσματικός χώρος με πολ-
λαπλασιασμό

R/P × S/PSÐ→ S/PS
(r + P, s + PS)z→ (r + P)(s + PS) = rs + PS

Λήμμα X.2.7.
dimR/P S/PS = n = [L ∶ K]

Απόδειξη. Έστω PS =Qe1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r η μονοσήμαντη ανάλυση του PS σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών

του L. Αρκεί να δείξουμε ότι
#S/PS = (#R/P)n.

Πράγματι,

#S/PS =NL/K(Qe1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r )

=NL/K(Q1)e1NL/K(Q2)e2⋯NL/K(Qr)er

=NK/Q(P)e1f1⋯NK/Q(P)erfr

= (#R/P)∑
r
i=1 eifi = (#R/P)n.

Λήμμα X.2.8. Αν a,b ∈ S και a ≡ b mod PS, τότε

TrL/K(a) ≡ TrL/K(b) mod P

Το παραπάνω λήμμα είναι άμεση συνέπεια του επόμενου λήμματος:

Λήμμα X.2.9. Έστω PS =Qe1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r . Αν θ ∈ ∩ri=1Qi τότε TrL/K(θ) ∈ P.

Παρατήρηση X.2.10. Από το λήμμα X.2.9 έπεται το X.2.8. Έστω a ∈ PS δηλαδή a ≡ 0 mod PS.
Επειδή PS ⊂ ∩ri=1Qi έπεται ότι TrL/K(a) ∈ P. Επομένως, αν a ≡ b mod PS, τότε a − b ∈ P και
TrL/K(a − b) ∈ P οπότε TrL/K(a) −TrL/K(b) ∈ P δηλαδή

TrL/K(a) ≡ TrL/K(b) mod P.

Απόδειξη. (Του λήμματος X.2.9) Έστω K̃ η κανονική θήκη της επέκτασης L/K. Υπενθυμίζουμε
ότι αυτή είναι η ελάχιστη επέκταση Galois του K που περιέχει το L. Έστω σ1,σ2, . . . ,σn οι K-
μονομορφισμοί του L στο K̃ και σ̂1, σ̂2, . . . , σ̂n επεκτάσεις των σ1,σ2, . . . ,σn στο K̃. Αυτοί είναι
K-αυτομορφισμοί του σώματος K̃. Επομένως

TrL/K(θ) = σ1(θ) + σ2(θ) +⋯ + σn(θ) = σ̂1(θ) + σ̂2(θ) +⋯ + σ̂n(θ).

Έστω τώρα U πρώτο ιδεώδες του K̃, U ∣ P. Ισχυριζόμαστε ότι

σ̂i(θ) ∈ U για κάθε i = 1, 2, . . . ,n. (X.1)

Αν δεχτούμε την (X.1), έχουμε τελειώσει αφού

TrL/K(θ) ∈ U ∩K = P.



196 ΚΕΦΑΛΑΙΟ X. ΔΙΑΚΡΙΝΟΥΣΑ, ΔΙΑΦΟΡΙΖΟΥΣΑ, ΘΕΩΡ. KRONECKER-WEBER

Θα αποδείξουμε τώρα την (X.1). Τα σ̂−1
i (U) είναι πρώτα ιδεώδη του K̃. Επομένως τα

σ̂−1
i (U) ∩ L

είναι πρώτα ιδεώδη του S που περιέχουν το P. Συνεπώς υπάρχει για κάθε i ένα j ∈ {1, 2, . . . ,n}
ώστε

σ̂−1
i (U) ∩ L =Qj.

Το θ ∈ ∩rj=1Qj συνεπώς θ ∈ Qj άρα θ ∈ σ̂−1
i (U) ∩ L, αφού θ ∈ L. Καταλήγουμε ότι θ ∈ σ̂−1

i (U) και
τελικά σ̂i(θ) ∈ U, για κάθε i = 1, 2, . . . ,n.

Λήμμα X.2.11. Υποθέτουμε ότι τα ω1,ω2, . . . ,ωn και ω ′1,ω ′2, . . . ,ω ′n ∈ S και επιπλέον ισχύει

ωi ≡ω ′i mod PS.

Τότε ισχύει ότι
DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ≡DL/K(ω ′1,ω ′2, . . . ,ω ′n) mod P.

Απόδειξη. Λόγω της υπόθεσης έχουμε

ωiωj ≡ω ′iω
′
j mod PS για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . ,n}.

Από το λήμμα X.2.8 συνεπάγεται ότι

TrL/K(ωiωj) ≡ TrL/K(ω ′iω ′j) mod P

συνεπώς

det(TrL/K(ωiωj)) =DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ≡ det(TrL/K(ω ′iω ′j)) =DL/K(ω ′1,ω ′2, . . . ,ω ′n) mod P

Λήμμα X.2.12. Έστω ω1,ω2, . . . ,ωn ∈ S για τα οποία τα ωi =ωi + PS, i = 1, 2, . . . ,n είναι βάση του
R/P-διανυσματικού χώρου S/PS. Αν

DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ≡ 0 mod P τότε P ∣ DL/K.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι η υπόθεση συνεπάγεται ότι για κάθε n-άδα θ1,θ2, . . . ,θn ∈ S
ισχύει DL/K(θ1,θ2, . . . ,θn) ≡ 0 mod P. Τα {ωi ∶ i = 1, 2, . . . ,n} είναι βάση του R/P-διανυσματικού
χώρου S/PS. Επομένως

(θ1,θ2, . . . ,θn))T = A(ω1,ω2, . . . ,ωn)T με A = (αij) ∈Mn(R/P).

Συνεπώς υπάρχει A = (αij) ∈Mn(R) ώστε

(θ1,θ2, . . . ,θn)T ≡ A(ω1,ω2, . . . ,ωn)T mod PS.

Από το λήμμα X.2.11 προκύπτει ότι

DL/K(θ1,θ2, . . . ,θn) ≡DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn)AT) mod P.

Τέλος,
DL/K((ω1,ω2, . . . ,ωn)AT) = (detA)2 ⋅DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωm).

Η detA ∈ R και DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ≡ 0 mod P, δηλαδή για κάθε θ1,θ2, . . . ,θn ∈ S ισχύει

DL/K(θ1,θ2, . . . ,θn) ≡ 0 mod P.

Επομένως P ∣ DL/K.
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Λήμμα X.2.13. Έστω PS =Qe1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r , ω1,ω2, . . . ,ωn ∈ S και ω1 ∈ ∩ri=1Qi. Ισχύει

DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ≡ 0 mod P.

Απόδειξη. Το ω1 ∈ ∩ri=1Qi συνεπώς για κάθε j ∈ {1, 2, . . . , r} έχουμε ω1ωj ∈ ∩ri=1Qi. Από το λήμμα
X.2.9 έχουμε ότι TrL/K(ω1ωj) ∈ P. Επομένως

DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) = det(TrL/K(ωiωj)) ∈ P,

εξ ορισμού της ορίζουσας και επειδή η πρώτη γραμμή ή στήλη αποτελείται από στοιχεία που
ανήκουν στο P.

X.2.2 Τα πρώτα ιδεώδη του K που διακλαδίζονται στο L διαιρούν τη διακρί-
νουσα

Λόγω των λημμάτων X.2.12 και X.2.13 αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει μία βάση του R/P-
διανυσματικού χώρου S/PS ω1,ω2, . . . ,ωn, για την οποία ισχύει

ω1 ∈ ∩ri=1Qi.

Τα PS = Qe1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r . Υποθέτουμε ότι το P διακλαδίζεται στο L. Χωρίς βλάβη της γενικότητας

υποθέτουμε ότι e1 ≥ 2. Επομένως

S

PS
⊃
Qe1−1

1 Qe2
2 ⋯Q

er
r

PS
⊋ ⟨0⟩

Ισχύριζόμαστε ότι το Q
e1−1
1 Q

e2
2 ⋯Q

er
r

PS
είναι R/P-διανυσματικός υπόχωρος του S/PS.

Αν το δεχθούμε προς το παρόν έχουμε τελειώσει. Πράγματι, θεωρούμε μια βάσηω1,ω2, . . . ,ωt

του διανυσματικού υποχώρου και την επεκτείνουμε σε μία βάση

ω1,ω2, . . . ,ωt,ωt+1, . . . ,ωn του S/PS

Το e1 − 1 > 0, άρα ω1 ∈Qe1−1
1 Qe2

2 ⋯Q
er
r ⊂ ∩ri=1Qi. Από το λήμμα X.2.12 προκύπτει ότι

DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) ≡ 0 mod P

και από το λήμμα X.2.13 έπεται ότι P ∣ DL/K.
Θα αποδείξουμε τώρα τον ισχυρισμό ότι

Qe1−1
1 Q2 ⋅Qer

r

PS

είναι R/P-διανυσματικός χώρος. Πράγματι, είναι αβελιανή προσθετική ομάδα αφού αν α+PS,β+
PS ανήκουν στο ιδεώδες πηλίκο τότε και η διαφορά τους

(α + PS) − (β + PS)

επίσης ανήκει στο ιδεώδες Qe1−1
1 Qe2

2 ⋯Q
er
r . Αρκεί ακόμη να δείξουμε ότι

R/P ⋅
Qe1−1

1 Q2 ⋅Qer
r

PS
⊂
Qe1−1

1 Q2 ⋅Qer
r

PS
.

Αυτό όμως είναι προφανές διότι ο «αριθμητής» είναι ιδεώδες του S και R ⊂ S.
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X.2.3 Βοηθητικές προτάσεις για την απόδειξη του αντιστρόφου

θα αποδείξουμε μια σειρά από προτάσεις για την απόδειξη του ότι

(Αν P πρώτο ιδεώδες του K και το P δεν διακλαδίζεται στο L τότε (P ∤ DL/K)

Εδώ θα χρειαστούμε μια διαδικασία που λέγεται τοπικοποίηση (localization) ενός δακτυλίου.

Ορισμός X.2.14. Έστω R αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο 1 ∈ R. Ο R θα λέγεται τοπικός
δακτύλιος (local ring) ακριβώς τότε όταν έχει ακριβώς ένα μέγιστο ιδεώδες.

Παρατήρηση X.2.15. Αν ο R είναι τοπικός δακτύλιος, τότε το μοναδικό μέγιστο ιδεώδες αυτού
είναι το

P = R/E(R).

Αν πάλι R αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο και R/E(R) είναι ιδεώδες του R, τότε ο R είναι
τοπικός δακτύλιος (άσκηση).

Έστω τώρα R ακέραια περιοχή και P ≠ R ένα πρώτο ιδεώδες αυτής, το υποσύνολο

RP = {
a

b
∶ a ∈ R,b ∈ R/P}

του σώματος πηλίκων K = Quot(R) είναι τοπικός δακτύλιος. Το μοναδικό μέγιστο ιδεώδες αυτού
είναι το RP ⋅ P.
Προσοχή: Από εδώ και κάτω K αλγεβρικό σώμα αριθμών και R ο δακτύλιος των ακεραίων και
P ένα πρώτο ιδεώδες του R.

Λήμμα X.2.16. Έστω π ∈ P/P2, δηλαδή το π είναι πρώτο στοιχείο για το ιδεώδες P. Ισχύουν τα
ακόλουθα:

1. ⟨π⟩ = Rπ = P ⋅∆, ∆ ακέραιο ιδεώδες του R , P ∤ ∆.

2. Αν a ∈ K∗, τότε υπάρχει ακριβώς ένα ν ∈ Z και α,β ∈ R/P ώστε a = πνα
β
.

3. RP = {a = πνα
β
∶ α,β ∈ R/P,ν ≥ 0} ∪ {0}.

4. RPP = {a = πνα
β
∶ α,β ∈ R/P,ν ≥ 1} ∪ {0} = RPπ.

Απόδειξη. 1. Το π ∈ P συνεπώς P ∣ ⟨π⟩. Επομένως ⟨p⟩ = Pm∆, με P ∤ ∆. π /∈ P2 συνεπώς P2 ∤ ⟨π⟩.
Άρα m = 1.

2. Θα αποδείξουμε πρώτα την ύπαρξη. Το κύριο ιδεώδες του a γράφεται

⟨a⟩ = PνA
B

,

όπου ν ∈ Z και P ∤ A,B. Επομένως

⟨a/πν⟩ = A

∆νB
= AhK

∆νBAhk−1,

όπου hK είναι ο αριθμός κλάσεων ιδεωδών του K. Αλλά AhK είναι κύριο ιδεώδες, έστω
AhK = ⟨α⟩ οπότε και το ∆νBAhK−1 είναι κύριο ιδεώδες που παράγεται από το β, έστω ίσο με
⟨β⟩. Το

⟨ a
πν
⟩ = ⟨α⟩
⟨β⟩
⇒ a = πνϵα

β
,
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ϵ ∈ E(R). Το ϵα ∈ R/P, αφού ⟨ϵα⟩ = AhK και P ∤ A. Επίσης, β ∈ R/P, αφού ⟨β⟩ = ∆νBAhk−1 και
P ∤ ∆νBAhK−1.
Θα δείξουμε τώρα τη μοναδικότητα. Αρκεί να δείξουμε ότι αν πνα

β
= 1, α,β ∈ R/P, τότε ν = 0.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ν ≥ 0. Αν λοιπόν πνα
β
= 1 τότε

πνα = β ∈ R/P και πν /∈ P δηλαδή έχουμε π ∈ P και πν /∈ P συνεπώς ν = 0.
3. Το RP = {γδ ∶ γ ∈ R,δ ∈ R/P} επομένως η σχέση του περιέχεσθαι «⊃» είναι προφανής.

Έστω τώρα a ∈ RP συνεπώς a = α
β

, α ∈ R και β ∈ R/P. Άρα το a γράφεται

a = πνα
′

β ′
,α ′,β ′ ∈ R/P.

Αρκεί να δείξουμε ότι ν ≥ 0. Το α
β
= πνα ′

β ′ συνεπώς πνα ′β = αβ ′. Αν ήταν ν < 0, τότε π−ναβ ′ =
α ′β ∈ R/P ενώ π−ναβ ′ ∈ P, αφού −ν ≥ 0, άτοπο.

4. RPP = {αβ ∶ α ∈ P,β ∈ R/P} (άσκηση). Επομένως

RPP = {πν
α

β
∶ α,β ∈ R/P,ν ≥ 1} ∪ {0} = RPπ.

Επανερχόμαστε στις αρχικές μας υποθέσεις. L/K είναι επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών,
R και S οι αντίστοιχοι δακτύλιοι των ακέραιων αλγεβρικών αριθμών και P ένα πρώτο ιδεώδες του
R.

Λήμμα X.2.17. Έστω ω1,ω2, . . . ,ωn ∈ S, v ∶= (ω1,ω2, . . . ,ωn)T ώστε το ωi =ωi + PS, i = 1, 2, . . . ,n
να αποτελούν μια βάση του R/P-διανυσματικού χώρου S/PS και A ∈Mn(K). Αν

Av ∈ ×ni=1 = PS × PS ×⋯ × PS, τότε A ∈Mn(RP ⋅ P)

Απόδειξη. Από το (2) του λήμματος X.2.16 και τη μορφή των στοιχείων του RP στο (3) προκύπτει
ότι υπάρχει φυσικός αριθμός m ≥ 0 ώστε πmA ∈Mn(RP).

Ισχυριζόμαστε ότι m ≥ 0, πmA ∈ Mn(RP) και Av ∈ ×ni=1PS συνεπώς πm−1A ∈ Mn(RP). Άμεση
συνέπεια του ισχυρισμού είναι ότι, επαγωγικά, προκύπτει π−1A ∈ Mn(RP) και συνεπώς A ∈
Mn(RPπ) =Mn(RPP).

Τώρα θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό. Από πmA ∈ Mn(RP), έπεται ότι υπάρχει a ∈ R/P ώστε
πmaA ∈ Mn(R). Έστω A = (αij)n×n. Λόγω της υπόθεσης Av ∈ ×ni=1PS, έπεται ότι, για κάθε i =
1, 2, . . . ,n

n

∑
j=1
(πmaαij)ωj ∈ πmaPS ⊂ PS,

αφού m ≥ 0. Τα πmaαij ∈ R. Επομένως, για κάθε i = 1, 2, . . . ,n
n

∑
j=1
(πmaαij)ωj = 0.

Το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} είναι R/P-βάση του S/PS. Συνεπώς, για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . ,n} ισχύει

πmaαij = 0,

δηλαδή πmaαij ∈ PS. Όμως πmaαij ∈ R, άρα πmaαij ∈ PS ∩ R = P. Τελικά, έχουμε πmaA ∈Mn(P)
συνεπώς πmA ∈Mn(RPπ), το A R/P οπότε και πm−1A ∈Mn(RP).

Λήμμα X.2.18. Αν το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} είναι βάση του R/P-διανυσματικού χώρου S/PS,
τότε το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} είναι βάση της επέκτασης L/K.
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Απόδειξη. Αφού [L ∶ K] = n αρκεί να αποδείξουμε ότι τα ω1,ω2, . . . ,ωn είναι K-γραμμικά ανε-
ξάρτητα. Έστω

n

∑
i=1
riωi = 0 ∶ ri ∈ K, όχι όλα τα ri = 0.

Από το 2) του λήμματος X.2.16 έχουμε ri = πνi αi

βi
, νi ∈ Z, αi,βi ∈ R/P. Χωρίς βλάβη της γενικό-

τητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα βi = 1. Πολλαπλασιάζοντας, αν χρειαστεί, με κατάλληλη
δύναμη του π, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι για κάποιο από τα ri, ri ≠ 0 το νi = 0. Έστω r1 = α1
και ν1 = 0.

Από τη σχέση ∑n
i=1 riωi = 0 έπεται ότι ∑n

i=1 riωi = 0. Το σύνολο {ω1,ω2, . . . ,ωn} είναι βάση
του S/PS. Επομένως, για κάθε i = 1, 2, . . . ,n ισχύει ri = 0 οπότε, όπως παραπάνω, για κάθε
i = 1, 2, . . . ,n ισχύει ri ∈ P, συνεπώς και r1 = α1 ∈ P, άτοπο αφού α1 ∈ R/P.

X.2.4 Η απόδειξη του αντιστρόφου του δεύτερου μέρους του θεωρήματος της
διακρίνουσας

Θα αποδείξουμε ότι αν P δεν διακλαδίζεται στην L/K τότε P ∤ DL/K. Αρκεί να αποδείξουμε ότι
υπάρχει R/P-βάση ω1,ω2, . . . ,ωn ∈ S/SP με

DL/K(ω1,ω2, . . . ,ωn) /≡ 0 mod P.

Το P δεν διακλαδίζεται στο L, σημαίνει ότι

PS =Q1Q2⋯Qr,Qi ≠Qj για κάθε i ≠ j.

Επομένως η απεικόνιση

ϕ ∶ S
PS
Ð→ S

Q1
× S

Q2
×⋯ × S

Qr

s + PSz→ ϕ(s + PS) = (s +Q1, s +Q2, . . . , s +Qr)

είναι, σύμφωνα με το θεώρημα του Κινέζου, ένας R/P-ισομορφισμός διανυσματικών χώρων. Το
σύνολο των προτύπων μιας βάσης είναι επίσης βάση του S/PS. Επομένως υπάρχει μια βάση του
S/PS της μορφής ωi,µ = ωi,µ + PS, για i = 1, 2, . . . , r και µ = 1, 2, . . . , fi = f(Qi/P) είναι βάση του
S/Qi και επιπροσθέτως ωi,µ ≡ 0 mod Qj για i ≠ j.

Ισχυριζόμαστε ότι
DL/K({ωi,µ}) /≡ 0 mod P. (X.2)

Ως γνωστό DL/K({ωi,µ} = det(TrL/K(ωi,mωi,ν)). Από τη σχέση ωi,µ ≡ 0 mod Qj, για κάθε j ≠ i
προκύπτει ότι

ωi,µωj,ν ≡ 0 mod
r

⋂
ℓ=1
Qℓ για i ≠ j. (X.3)

Επομένως από το λήμμα X.2.8 έχουμε

TrL/K({ωi,µωj,ν}) ≡ 0 mod P, για κάθε i, j ∈ {1, 2, . . . ,n}, i ≠ j

οπότε και
DL/K({ωi,µ}) =

r

∏
i=1

det (TrL/K(ωi,µωi,ν)µ,ν=1,2,...,fi mod P.)

Για να αποδείξουμε λοιπόν τον ισχυρισμό, αρκεί να αποδείξουμε ότι:
Για κάθε i = 1, 2, . . . , r det TrL/K(ωi,µωi,ν)µ,ν=1,2,...,fi /≡ 0 mod P.
Λόγω της γνωστής σχέσης Qi ∩K = P αρκεί να αποδείξουμε ότι

Για κάθε i = 1, 2, . . . , rdet(TrL/K(ωi,µωi,ν))µ,ν=1,2,...,fi /≡ 0 mod Qi (X.4)
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Από το λήμμα X.2.18 το σύνολο {ωi,µ ∶ i = 1, 2, . . . , r,µ = 1, 2, . . . fi(Qj/P)} είναι βάση της επέκτα-
σης L/K. Έστω λοιπόν V η βάση

V = (v1,v2, . . .vr)T , όπου vi = (ωi1,ωi2, . . . ,ωifi)
T )

της επέκτασης L/K.
ωi,µωi,νV =Dωi,µωi,νV, με Dωi,µωi,ν ∈Mn(K)

συνεπώς
TrL/K(ωi,µωi,ν) = tr(Dωi,µωi,ν).

Τα ωi,µ =ωi,µ + PS αποτελούν βάση του S/PS και

ωi,µ(ωi,νωj,k) ≡ 0 mod
r

⋂
ℓ=1
Qℓ, για κάθε j ≠ i.

Η τομή
∩rℓ=1Qℓ =Q1Q2⋯Qr = PS.

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει A(i)µν ∈Mfi(R) ώστε

ωi,µωi,νV =
⎛
⎜⎜
⎝

0 ⋯ 0
⋮ A

(i)
µ,ν ⋮

0 ⋯ 0

⎞
⎟⎟
⎠
⋅ V mod PS (X.5)

δηλαδή
⎛
⎜⎜
⎝
Dωi,µωi,ν −

⎛
⎜⎜
⎝

0 ⋯ 0
⋮ A

(i)
µ,ν ⋮

0 ⋯ 0

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠
V ∈ PS.

Από το λήμμα X.2.17 προκύπτει ότι

Dωi,µωi,ν −
⎛
⎜⎜
⎝

0 ⋯ 0
⋮ A

(i)
µ,ν ⋮

0 ⋯ 0

⎞
⎟⎟
⎠
∈Mn(RP ⋅ P)

συνεπώς
TrL/K(ωi,µωi,ν) = tr(Dωi,µωi,ν) ≡ tr(A(i)µ,ν) mod RP ⋅ P

Επειδή TrL/K(ωi,µωi,ν) ∈ R και tr(A(i)µ,ν) ∈ R έχουμε

TrL/K(ωi,µωi,ν) − tr(A(i)µ,ν) ∈ RP ⋅ P ∩ R.

Αλλά RP ⋅ P ∩ R = P (άσκηση). Επομένως

TrL/K(ωi,µωi,ν) ≡ tr(A(i)µ,ν) mod P

Τέλος κάνουμε μια νέα θεώρηση του ίχνους του πίνακαA(i)µ,ν, µ,ν = 1, 2, . . . , fi. Κρατούμε σταθερό
το i. To

vi = (ωi1 +Qi,ωi2 +Qi, . . . ,ωifi +Qi)T

είναι μια βάση του R/P-διανυσματικού χώρου S/Qi συνεπώς το vi είναι μια βάση της επέκτασης
L/K, όπου L = S/Qi και K = (R +Qi)/Qi, η εμφύτευση του R/P στο L.

Η L/K είναι επέκταση πεπερασμένων σωμάτων άρα είναι αλγεβρική και διαχωρίσιμη. Η σχέση
(X.5) γράφεται

ωi,µωi,νV = A
(i)
µ,ν ⋅ V,
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όπου η παύλα ⋅, σημαίνει modulo Qi. Τελικά

Tr
L/K(ωi,µωi,ν) = tr(A(i)µ,ν).

Η προηγούμενη αποδειχθείσα σχέση

TrL/K(ωi,µωi,ν) ≡ tr(A(i)µ,ν) mod P

συνεπάγεται

det(TrL/K(ωi,µωi,ν)µ,ν) +Qi = det(A(i)µ,ν) +Qi = det(A(i)µ,ν)
= det(Tr

L/K(ωi,µωi,ν))

=D
L/K(ωi1,ωi2, . . . ,ωi,fi) ≠ 0 για κάθε i = 1, 2, . . . , r

επειδή τα ωi1,ωi2, . . . ,ωi,fi αποτελούν βάση της L/K αποδείξαμε την εξίσωση (X.4) και συνεπώς
το θεώρημα της διακρίνουσας.

X.3 Διαφορίζουσα

X.3.1 Εισαγωγικά στοιχεία

Στον πραγματικό διανυσματικό χώρο Rn έχουμε το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο μέσω
του οποίου ορίζεται η έννοια του ορθογωνίου συμπληρώματος. Έτσι αν V ⊂ Rn ένας διανυσμα-
τικός υπόχωρος του Rn τότε το ορθογώνιο συμπλήρωμα του V είναι

V� = {w ∈ Rn ∶ w�V} = {w ∈ Rn ∶ w ⋅ V = 0}.

Ας υπενθυμίσουμε, τις γνωστές άλλωστε, ιδιότητες

Rn = V ⊕ V�

(V�)� = V
V1 ⊂ V2⇔ V�2 ⊂ V

�
1 .

Ένα δικτυωτό L του Rn, όπως το έχουμε ήδη ορίσει, είναι η ελεύθερη αβελιανή ομάδα που
παράγεται από μια βάση {α1,α2, . . . ,αn} του Rn,

L = Zα1 +Zα2 +⋯ +Zαn.

Ανάλογα προς το ορθογώνιο συμπλήρωμα ορίζουμε

Ορισμός X.3.1. Έστω L ένα δικτυωτό του Rn. Το Z-δυϊκό του L, είναι το

L∗ = {w ∈ Rn ∶ w ⋅ L ⊂ Z}.

Παρατήρηση X.3.2. 1. Το L∗ δεν είναι ορθογώνιο συμπλήρωμα του L.
2. Αν L = ⊕ni=1Zαi, ένα δικτυωτό του Rn τότε το L∗ = ⊕ni=1Zα∗i , όπου {α∗1 ,α∗2 , . . . ,α∗n} η δυϊκή

βάση της {α1,α2, . . . ,αn} ως προς το εσωτερικό γινόμενο του Rn. Δηλαδή το L∗ είναι επίσης
δικτυωτό του Rn. Πράγματι, έστω w ∈ Rn. To γράφουμε ως γραμμικό συνδυασμό στοιχείων
της δυϊκής βάσης. Αν λοιπόν

w =
n

∑
i=1
βiα

∗
i τότε wαi = βi.

Επομένως w ∈ L∗⇔ βi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,n.
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3. Ισχύουν ιδιότητες ανάλογες προς το ορθογώνιο συμπλήρωμα:
(αʹ) Αν L δικτυωτό του Rn, τότε (L∗)∗ = L
(βʹ) Αν L1,L2 δικτυωτά του Rn, τότε L∗2 ⊂ L∗1
(γʹ) (L1 + L2)∗ = L∗1 ∩ L∗2
(δʹ) (L1 ∩ L2)∗ = L∗1 + L∗2.

Έστω τώρα K ένα, οποιοδήποτε, σώμα και V ένας K-διανυσματικός χώρος, διάστασης dimK V = n.
Μία διγραμμική μορφή επί του V είναι μία συνάρτηση

B ∶ V × V → K

η οποία είναι K-γραμμική ως προς κάθε μία από τις δύο μεταβλητές.
Κάθε K-διγραμμική μορφή του V απεικονίζει ένα γραμμικά εξαρτημένο σύνολο διανυσμάτων

u1,u2, . . . ,un ∈ V μέσω των τιμών B(ui,uj) σε κάποιον ιδιάζοντα (degenerate) πίνακα, δηλαδή
πίνακα ορίζουσας ίσης με μηδέν. Αυτό επειδή υπάρχει κάποιο διάνυσμα uk το οποίο είναι K-
γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων.

Η διγραμμική μορφή
B ∶ V × V → K

θα λέγεται μη-ιδιάζουσα (non-degenerate) όταν υπάρχει μια K-βάση v1,v2, . . . ,vn του V της
οποίας ο πίνακας ∆(v1,v2, . . . ,vn) = B(vi,vj) ∶ 1 ≤ i, j ≤ n είναι αντιστρέψιμος. Είναι φανερό
ότι αν αυτό ισχύει για κάποια βάση τότε ισχύει για οποιαδήποτε βάση.

Ορισμός X.3.3. Αν u1,u2, . . . ,un στοιχεία του V, τότε η ορίζουσα του πίνακα (B(ui,uj)), 1 ≤ i, j ≤
n θα λέγεται διακρίνουσα του {u1,u2, . . . ,un}.

Είναι φανερό ότι αν {v1,v2, . . . ,vn} βάση του V και w1,w2, . . . ,wn οποιαδήποτε στοιχεία του
V και

wi =
n

∑
j=1
aijvj ∶ aij,A = (aij)1≤i,j≤n,

τότε
∆(w1,w2, . . . ,wn) = (detA)2∆(v1,v2, . . . ,vn).

Επομένως, αν τα w1,w2, . . . ,wn είναι γραμμικά εξαρτημένα τότε ∆(w1,w2, . . . ,wn) = 0. Επίσης
ισχύει, ότι αν {v1,v2, . . . ,vn} είναι μια βάση του V τότε, η διγραμμική μορφή B ∶ V × V → K είναι
ιδιάζουσα αν και μόνο αν ∆(v1,v2, . . . ,vn) = 0.

Ορισμός X.3.4. Δύο βάσεις του V, {v1,v2, . . . ,vn} και {w1,w2, . . . ,wn} θα λέγονται δυϊκές ή
συμπληρωματικές (complementary) όταν

B(vi,wj) = δij,δij το σύμβολο του Kronecker.

Πρόταση X.3.5. Η διγραμμική μορφή B ∶ V × V → K είναι μη-ιδιάζουσα τότε και μόνο τότε όταν
κάθε βάση του V έχει μια (δυϊκή) συμπληρωματική βάση. Στην περίπτωση αυτή η συμπληρωματική
βάση είναι μοναδική.

Απόδειξη. “⇐” Αν η βάση {v1,v2, . . . ,vn} έχει μια συμπληρωματική βάση {w1,w2, . . . ,wn} οπότε
η

B(wi,wk) =
n

∑
j=1
aijB(vj,wk) = aik

συνεπώς ∆(w1,w2, . . . ,wn) = det(A) ≠ 0, συνεπώς η B μη-ιδιάζουσα.
“⇒” Έστω τώρα ότι η B είναι μη-ιδιάζουσα. Για κάθε v ∈ V, έστω Bv ∈ V∗, όπου ο V∗ είναι ο

δυϊκός χώρος του V η
Bv ∶ V → K,Bv(w) = B(v,w).
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Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση

V Ð→ V∗

vz→ Bv

είναι ένας ισομορφισμός K-διανυσματικών χώρων. Η δυϊκή (συμπληρωματική) βάση του V είναι
ουσιαστικά η δυϊκή βάση του V∗.

X.3.2 Η διγραμμική μορφή ίχνος

Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και [L ∶ K] = n. Η απεικόνιση

B ∶ L × LÐ→ L
(α,β)z→ B(α,β) = TrL/K(αβ)

είναι μια συμμετρική μορφή του L. Μάλιστα είναι μη-ιδιάζουσα, αφού αν L = K(θ) το σύνολο
{1,θ, . . . ,θn−1} είναι μια βάση της επέκτασης και

∆(1,θ, . . . ,θn−1) = (−1)
n(n−1)

2 ∏
i≠k
(σk(θ) − σi(θ))2 ≠ 0.

Παρατήρηση X.3.6. Στη θεωρία αριθμών η πεπερασμένη επέκταση L/K είναι πάντα διαχωρί-
σιμη. Αν επιθυμούσαμε να δούμε τα πράγματα γενικότερα, από την αλγεβρική σκοπιά, τότε
αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση ίχνος είναι μη-ιδιάζουσα (και συνεπώς και επί) ακριβώς τότε
όταν η L/K είναι διαχωρίσιμη, [3, Satz 7, σελ. 189].

Σε κάθε αλγεβρικό σώμα αριθμών K, [K ∶ Q] = n ένα δικτυωτό του K είναι μια ελεύθερη
αβελιανή ομάδα που παράγεται (ως Z-module) από μια Q-βάση του K. Τέτοια δικτυωτά είναι
ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών RK, τα (κλασματικά) ιδεώδη του K καθώς και οι τάξεις
αυτού.

Αντί λοιπόν να ενδιαφερόμαστε για διανύσματα με εσωτερικό γινόμενο στο Z, εξετάζουμε
αλγεβρικούς αριθμούς με σύζευξη ίχνους ακέραιους αριθμούς.

Ορισμός X.3.7. Αν L είναι ένα δικτυωτό του K, τότε το δυϊκό δικτυωτό του L είναι το

L∗ = {α ∈ K ∶ TrL/K(αL) ⊂ Z}.

Παρατήρηση X.3.8. Είναι φανερό ότι για να ελέγξουμε αν α ∈ K ανήκει στο L∗ αρκεί να διαπι-
στώσουμε ότι TrL/K(αvi) ∈ Z, όπου {v1,v2, . . . ,vn} μία K-βάση του L.

Παράδειγμα X.3.9. Έστω K = Q(i) και L = Z[i]. Έστω τώρα a + bi ∈ Q(i). To a + bi ∈ L∗ αν και
μόνο αν TrQ(i)/Q(a + bi) ∈ Z και TrQ(i)/Q = ((a + bi)i) ∈ Z το οποίο συμβαίνει όταν 2a ∈ Z και
−2b ∈ Z δηλαδή

L∗ = Z[i]∗ = 1
2
Z + 1

2
Zi = 1

2
Z[i].

Αν
L = (1 + 2i)Z[i] = Z(1 + 2i) +Z(−2 + i),

αποδεικνύεται ότι
L∗ = 1

2(1 + 2i)
Z[i] (άσκηση).

Παρατήρηση X.3.10. 1. Υπάρχει κάποια σχέση ανάμεσα στο δυϊκό δικτυωτό και στο αντί-
στροφο ιδεώδες. Αν θεωρήσουμε το L στο δεύτερο παράδειγμα ως το ιδεώδες ⟨1+ 2i⟩ τότε το
A∗ = 1

2A
−1.
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2. Ορίσαμε το L∗ ως το δυϊκό δικτυωτό του L. Θα πρέπει να αποδείξουμε ότι είναι δικτυωτό.

Πρόταση X.3.11. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών [K ∶ Q] = n, L ένα δικτυωτό του K και
{v1,v2, . . . ,vn} μια Z-βάση του L. Το

L∗ = ⊕ni=1Zv
∗
i ,

όπου {v∗1 ,v∗2 , . . . ,v∗n} είναι η δυϊκή βάση της {v1,v2, . . . ,vn} ως προς τη σύζευξη ίχνους.

Απόδειξη. Γράφουμε α ∈ K ως προς τη δυϊκή βάση

α =
n

∑
i=1
βiv

∗
i ,βi ∈ Q, i = 1, 2, . . . ,n.

α ∈ L∗⇔ TrL/K(αL) ∈ Z⇔ (TrL/K(αvi) ∈ Z για κάθε i = 1, 2, . . . ,n)
⇔ (βi ∈ Z για κάθε i = 1, 2, . . . ,n)

Άσκηση Αν L δικτυωτό του K και α ∈ K∗ να αποδειχθεί ότι

(αL)∗ = 1
α
L∗.

Το πιο σημαντικο δικτυωτό του K είναι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αυτού RK. Επο-
μένως

R∗K = {α ∈ K ∶ TrL/K(αRK) ⊂ Z}

Παρατήρηση X.3.12. To R∗K δεν είναι το σύνολο α ∈ K για τα οποία το ίχνος TrL/K(α) ∈ Z, αλλά
είναι ένα σύνολο μικρότερο από αυτό. Όμως επειδή όλα τα στοιχεία α ∈ RK έχουν TrK/Q(α) ∈ Z,
έπεται ότι RK ⊂ R∗K.

Πρόταση X.3.13. Αν A κλασματικό ιδεώδες του K, τότε και το A∗ είναι κλασματικό ιδεώδες του
K και μάλιστα ισχύει AA∗ = R∗K.

Απόδειξη. Εξ ορισμού το
A∗ = {α ∈ K ∶ TrK/Q(αA) ⊂ Z}.

Το A∗ είναι ένα κλασματικό ιδεώδες του RK. Έχουμε ήδη δει ότι είναι ένα πεπερασμένο παρα-
γόμενο Z-module, αφού είναι δικτυωτό. Αυτό που απομένει να αποδειχθεί είναι ότι αν α ∈ A∗
και r ∈ RK τότε και rα ∈ A∗. Πράγματι, για κάθε β ∈ A ισχύει

TrK/Q((rα)β) = TrK/Q(α(rβ)) ∈ Z,

αφού rβ ∈ A και α ∈ A∗. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι AA∗ = R∗K. Έστω α ∈ A∗. Για κάθε β ∈ A
έχουμε

TrK/Q(αβRK) ⊂ Z αφού βRK ⊂ A⇒ αβ ∈ R∗K.
Αφού ισχύει για κάθε β ∈ A έχουμε αA ⊂ R∗K και αυτό για κάθε α ∈ A∗. Συνεπώς A∗A ⊂ R∗K
(A∗ ⊂ A−1R∗K).

Αντίστροφα, τώρα, έστω α ∈ R∗K. Θεωρούμε το ίχνος

TrK/Q((αA−1)A) = TrK/Q(αRK) ⊂ Z.

Αυτό σημαίνει ότι αA−1 ⊂ A∗, για κάθε α ∈ R∗K δηλαδή R∗KA−1 ⊂ A∗ και τελικά έχουμε την ισότητα.
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Παρατήρηση X.3.14. Από την απόδειξη της πρότασης έχουμε ότι για κάθε ιδεώδες A του K το
αντίστροφο του A∗, (A∗)−1 είναι ένα ακέραιο ιδεώδες του K.

Ορισμός X.3.15. Ως διαφορίζουσα (different) του σώματος K ορίζεται το ακέραιο ιδεώδες του
K,

DiffK/Q = (R∗K)−1 = {α ∈ K,αR∗K ⊂ RK}. (X.6)

Παράδειγμα X.3.16. Για K = Q(i) το DiffK/Q = 2Z[i].

Πρόταση X.3.17. Το δυϊκό δικτυωτό R∗K είναι το μέγιστο κλασματικό ιδεώδες του K για το οποίο
όλα τα στοιχεία του έχουν ακέραιο ίχνος.

Απόδειξη. Έστω A ένα κλασματικό ιδεώδες του K. Το A = ARK επομένως TrK/Q(A) ∈ Z αν και
μόνο αν TrK/Q(ARK) ⊂ Z αν και μόνο αν A∗ ⊂ R∗K.

Η παρακάτω πρόταση σχετίζει τις έννοιες διακρίνουσα και διαφορίζουσα ενός αλγεβρικού σώ-
ματος αριθμών K.

Πρόταση X.3.18 (Το πρώτο θεώρημα του Dedekind). Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών, με
[K ∶ Q] = n. Ισχύει

∣NK/Q(DiffK/Q)∣ = ∣DK/Q∣.

Πρώτα θα αποδείξουμε το ακόλουθο:

Λήμμα X.3.19. Αν A,B ιδεώδη του K και B ⊂ RK, τότε NK/Q(B) = [A ∶ AB].

Απόδειξη. (του λήμματος) Από την υπόθεση B ⊂ RK έπεται ότι AB ⊂ A. Έστω m ένας φυσικός για
τον οποίο ισχύει mA ⊂ RK. Η απεικόνιση

AÐ→mA
αz→mα

είναι ένας ισομορφισμός αβελιανών ομάδων ο οποίος απεικονίζει το ιδεώδες AB στο mAB. Επο-
μένως,

[A ∶ AB] = [mA ∶mAB] = [RK ∶mAB]
[RK ∶mA]

=
NK/Q(mAB)
NK/Q(mA)

=NK/Q(B).

Απόδειξη. (της πρότασης)
[R∗K ∶ RK] = [R

∗
K ∶ (R

∗
KDiffK/Q)],

αφού R∗KDiffK/Q = RK και σύμφωνα με το λήμμα

[R∗K ∶ (R
∗
KDiffK/Q)] =NL/Q(DiffK/Q).

Θα υπολογίσουμε τον δείκτη [R∗K ∶ RK] και με άλλο τρόπο. Θυμόμαστε ότι αν έχουμε δύο πεπε-
ρασμένα παραγόμενα ελεύθερα Z-modules M2 ⊂M1 με τον ίδιο βαθμό, τότε

[M1 ∶M2] = ∣det(A)∣,

όπου A ο πίνακας που εκφράζει την Z-βάση του M2 μέσω της Z-βάσης του M1. Έστω λοιπόν
{ω1,ω2, . . . ,ωn} μια Z-βάση του RK, και Diff−1

K/Q = R∗K. To R∗K έχει ως Z-βάση τη δυϊκη ως προς
το TrK/Q {ω∗1 ,ω∗2 , . . . ,ω∗n}. Το M1 = R∗K και το M2 = RK. Γράφουμε τα ωi ως γραμμικούς συνδυα-
σμούς των ω∗i . Αν ωj = ∑n

i=1 aijω
∗
i . Ισχύει

TrK/Q(ωjωi) = TrK/Q(ωiωj) = aij.
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Συνεπώς
(TrK/Q(ωiωj))1≤i,j≤n = (aij)1≤i,j≤n.

Επομένως,
[R∗K ∶ RK] = ∣det(TrK/Q(ωiωj)1≤i,j≤n)∣ = ∣DK/Q∣.

Παρατήρηση X.3.20. 1. Έχουμε τρία δικτυωτά
DiffK/Q ⊂ RK ⊂ R∗K

με τον ίδιο δείκτη [R∗K ∶ RK] = [RK ∶ DiffK/Q] = ∣DK/Q∣. Το RK ⊊ R∗K ⇔ ∣DK/Q∣ > 1. Η τελευταία
σχέση ισχύει για όλα τα αλγεβρικά σώματα αριθμών K, K ≠ 0. Επομένως, για κάθε K ≠ Q
ισχύει RK ⊊ R∗K. Η διαφορίζουσα του σώματος K, ακριβέστερα η norm αυτής, μπορεί να
θεωρηθεί ως ένα μέτρο για το κατά πόσο απέχει το δικτυωτό RK από το να είναι αυτοδυϊκό.

2. Αν K = Q(
√
d), d ελεύθερο τετραγώνου, τότε

NK/Q(DiffK/Q) = ∣DK/Q∣ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

4∣d∣, αν d ≡ 2, 3 mod 4
∣d∣, αν d ≡ 1 mod 4

3. Σύμφωνα με το θεώρημα της διακρίνουσας και την παραπάνω πρόταση θα πρέπει να υπάρ-
χει κάποια σχέση ανάμεσα στη διαφορίζουσα και στους διακλαδιζόμενους πρώτους. Αυτό
θα το μελετήσουμε αναλυτικά στη συνέχεια. Πάντως, άμεση συνέπεια της πρότασης εί-
ναι ότι ένα ιδεώδες A του RK διαιρεί τη διαφορίζουσα, A ∣ DiffK/Q τότε και μόνο τότε
όταν TrK/Q(A−1) ∈ Z. Πράγματι, A ∣ DiffK/Q αν και μόνο αν DiffK/Q ⊂ A αν και μόνο αν
A−1 ⊂ R∗K = Diff−1

K/Q. Αλλά A−1 ⊂ R∗K⇔ TrK/Q(A−1) ∈ Z.
Στη συνέχεια θα προχωρήσουμε σε σχετικές επεκτάσεις L/K αλγεβρικών σωμάτων αριθμών.

Πρόταση X.3.21. Έστω RK,RL οι δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών και TrL/K το
σχετικό ίχνος. Το σύνολο

R∗L/K = {α ∈ L ∶ TrL/K(αRL) ⊂ RK}

είναι ένα δικτυωτό του L και μάλιστα κλασματικό ιδεώδες, του οποίου το αντίστροφο είναι ένα
ακέραιο ιδεώδες του RL, έστω DiffL/K. Επίσης το R∗L/K είναι το μεγαλύτερο κλασματικό ιδεώδες του
L του οποίου το ίχνος TrL/K(R∗L/K) ⊂ RK. Τέλος αν A ιδεώδες του K και Q ιδεώδες του L, τότε ισχύει

TrL/K(Q) ⊂ A⇔Q ⊂ ADiff−1
L/K.

Απόδειξη. Όπως και στην απόλυτη περίπτωση RL ⊂ R∗L/K. Τώρα αν α ∈ R∗
L/K, τότε TrL/K(αRL) ⊂ RK.

Επομένως
TrL/Q(α) = TrK/Q(TrL/K(α)) ⊂ TrK/Q(RK) ⊂ Z.

Αυτό σημαίνει ότι
RL ⊂ R∗L/K ⊂ R

∗
L = Diff−1

L/Q.
To R∗

L/K είναι κλασματικό ιδεώδες του L. Πράγματι, και πάλι το μόνο που χρειάζεται να αποδεί-
ξουμε είναι ότι α ∈ R∗

L/K, τότε και το αRL ⊂ R∗L/K, το οποίο προφανώς ισχύει.
Αφού τώρα R∗

L/K ιδεώδες που περιέχει το RL το αντίστροφό του είναι ένα κύριο ιδεώδες
το οποίο θα συμβολίζουμε ως DiffL/K, δηλαδή DiffL/K = (R∗L/K)

−1. Η συνάρτηση ίχνος είναι K-
γραμμική. Επομένως ισχύει

TrL/K(Q) ⊂ A⇔ A−1TrL/K(Q) ⊂ RK⇔ TrL/K(A−1Q) ⊂ RK.

Τέλος, όπως και στην απόλυτη περίπτωση το R∗
L/K είναι το μέγιστο κλασματικό ιδεώδες του RL

του οποίου τα στοιχεία έχουν σχετική norm στον δακτύλιο RK. Επομένως, αφού R∗
L/K = Diff−1

L/K,
ισχύει TrL/K(A−1Q) ⊂ RK⇔ A−1Q ⊂ Diff−1

L/K.
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Ορισμός X.3.22. Το ακέραιο ιδεώδες του L, DiffL/K λέγεται σχετική διαφορίζουσα της επέκτασης
L/K. (H NL/K(DiffL/K) = DL/K είναι η σχετική διακρίνουσα της επέκτασης).

Πρόταση X.3.23 (Μεταβατικότητα της διαφορίζουσας και τις διακρίνουσας). Αν L/K και M/L
επεκτάσεις αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, τότε

DiffM/K = DiffL/KDiffM/L και DM/K = (DL/K)[M∶L]NL/K(DM/L).

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι
Diff−1

M/L = DiffL/KDiff−1
M/K,

με εφαρμογή της προηγούμενης πρότασης στις επεκτάσεις M/L, L/K και M/K, ότι και τα δύο
μέλη της ισότητας περιέχουν ακριβώς τα ίδια κλασματικά ιδεώδη του L.

Το
Q ⊂ Diff−1

M/L⇔ TrM/L(Q) ⊂ RL⇔ TrM/L(Diff−1
L/KQ) ⊂ Diff−1

L/K.

Η τελευταία σχέση του περιέχεσθαι είναι ισοδύναμη με την TrM/K(Diff−1
L/KQ) ⊂ RK και αυτή

ισοδύναμη με την Diff−1
L/KQ ⊂ Diff−1

M/K, δηλαδήQ ⊂ DiffL/KDiff−1
M/K. Αποδείξαμε τη μεταβατικότητα

της διαφορίζουσας.
Τώρα

DM/K =NM/K(DiffM/K) =NM/K(DiffL/KDiffM/K) =NM/K(DiffL/K)NM/K(DiffM/L)

=NL/K(NM/K(DiffL/K))NL/K(NM/L(DiffM/L)) =NL/K(Diff[M∶L]
L/K )NL/K(DM/L)

= D[M∶L]
L/K NL/K(DM/L).

Παρατήρηση X.3.24. Σύμφωνα με τις πρότασεις X.3.18 και X.3.23, κάθε υπόσωμα K ενός
αλγεβρικού σώματος αριθμών L δηλώνει την παρουσία του μέσω ενός παράγοντα στην απόλυτη
διακρίνουσα DL/Q του L, συγκεκριμένα τον παράγοντα D[L∶K]

K/Q .

Παράδειγμα X.3.25. Το πολυώνυμο

f(x) = x4 − 2x3 + x2 + 1 ∈ Q[x]

είναι ανάγωγο υπεράνω του Q και έχει διακρίνουσα D(f(x)) = 272 = 24 ⋅ 17. Επομένως και η τάξη
Z[α] όπου α ρίζα του f(x) έχει διακρίνουσα ίση με 24 ⋅17. To f(x) = (x2−x−i)(x2−x+i). Επομένως
το σώμα L = Q(α), περιέχει και το α2 −α = i, δηλαδή το L περιέχει το τετραγωνικό σώμα K = Q(i)
το οποίο έχει διακρίνουσαDK = −4. Επομένως από τον τελευταίο τύπο το 42 ∣DL/Q. Αυτό σημαίνει
ότι η τάξη Z[α] έχει δείκτη 1 στον RL. Επομένως RL = Z[α], και DL/Q = 272.

Πρόταση X.3.26 (Μικρό θεώρημα της διαφορίζουσας). Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμά-
των αριθμών και RK,RL οι αντίστοιχοι δακτύλιοι των ακέραιων αλγεβρικών αριθμών. Έστω Q ένα
πρώτο ιδεώδες του L και P =Q ∩K. Τότε ισχύει το

Qe−1 ∣ DiffL/K, όπου e ∶= e(Q/P).

Απόδειξη. Σύμφωνα με την πρόταση X.3.21, αρκεί να δείξουμε ότι TrL/K(QA) ⊂ P. Πράγματι, η
σχέση αυτή είναι ισοδύναμη προς την QA ⊂ PDiff−1

L/K και από αυτή προκύπτει ότι

DiffL/K ⊂ PRLQ−1A−1 =Qe−1,

δηλαδή Qe−1 ∣ DiffL/K.
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Έστω K̃ η κανονική θήκη της επέκτασης L/K, R
K̃

ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών του
K̃ και σ1,σ2, . . . ,σn ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων των συμπλόκων σGal(K̃/L) της ομάδας
Gal(K̃/K). Το σχετικό ίχνος ενός στοιχείου α ∈ L είναι

TrL/K(α) =
n

∑
j=1
σj(α).

Έστω p ∈ P, pZ = P ∩Q. Για όλα τα β ∈ RL ισχύει η ισοτιμία

TrL/K(β)p ≡ TrL/K(βp) mod p.

Αυτό ισχύει επειδή η διαφορά τους ανήκει στο pR
K̃
∩K ⊂ P. Επαγωγικά ισχύει

TrL/K(α)p
N

≡ TrL/K(αpN

) mod P,

ειδικά και για όλα τα α ∈QA και N ∈ N. Τώρα, αν N ≥ e ισχύει

αpN

∈QpN

ApN

⊂QeA = PRL ⊂ PRK̃.

Επειδή η επέκταση K̃/K είναι Galois έχουμε σj(αpN) ∈ PR
K̃

, για κάθε j = 1, 2, . . . ,n. Επομένως
και το ίχνος

TrL/K(αpN

) = TrL/K(α)p
n

∈ PR
K̃
∩K = P.

Αλλά το P είναι πρώτο ιδεώδες. Συνεπώς TrL/K(α) ∈ P και αυτό για όλα τα α ∈ QA, δηλαδή
TrL/K(QA) ⊂ P.

X.3.3 H διαφορίζουσα μιας μονογενούς τάξης

Στη συνέχεια θα υπολογίζουμε τη δυϊκή βάση μιας μονογενούς τάξης RK[α] του L, όπου α
πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης L/K.

Πρόταση X.3.27. Έστω α ένα πρωταρχικό στοιχείο της διαχωρίσιμης επέκτασης L/K, [L ∶ K] = n
και f(x) = Irr(α,K). Η δυϊκή ως προς το ίχνος TrL/K βάση της βάσης {αk ∶ 0 ≤ k ≤ n − 1} είναι η
{ βi

f ′(α) ∶ 0 ≤ i ≤ n − 1}. Οι αριθμητές βi είναι οι συντελεστές του πολυωνύμου

f(x)
x −α

=
n−1
∑
i=0
βix

i.

Απόδειξη. Έστω M ένα σώμα ανάλυσης του πολυωνύμου f(x) ∈ K[x], το οποίο περιέχει το σώμα
L. Εξ ορισμού, όλες οι ρίζες του πολυωνύμου f(x), έστω α1,α2, . . . ,αn, ανήκουν στο M. Μια
όμορφη ταυτότητα του Euler είναι η

n

∑
j=1

1
f ′(αj)

f(x)
x −αj

= 1.

Και τα δύο μέλη της ισότητας είναι πολυώνυμα βαθμού < n και έχουν ίσες n τιμές, για α1,α2, . . . ,αn.
Ανάλογα, σύμφωνα με το ίδιο επιχείρημα ισχύουν

n

∑
j=1

αk
k

f ′(αj)
⋅ f(x)
x −αj

= xk, για κάθε k, 0 ≤ k ≤ n − 1.

Οι K-μονομορφισμοί του L στο M, σj, j = 1, 2, . . . ,n δίνουν σ(α) = αj. Επομένως,
n

∑
j=1

n−1
∑
i=0
σj(αk)σj (

βi

f ′(α)
)xi = xk, 0 ≤ k ≤ n − 1.



210 ΚΕΦΑΛΑΙΟ X. ΔΙΑΚΡΙΝΟΥΣΑ, ΔΙΑΦΟΡΙΖΟΥΣΑ, ΘΕΩΡ. KRONECKER-WEBER

Αν τώρα συγκρίνουμε τους συντελεστές του xi και στις δύο πλευρές, έχουμε
n

∑
j=1
σj (

αkβi

f ′(α)
) = TrM/K (

αkβi

f ′(α)
) = δik, 0 ≤ i,k ≤ n − 1.

Θεώρημα X.3.28. Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών [L ∶ K] = n και RK,RL οι
αντίστοιχοι δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών. Για κάθε πρωταρχικό ακέραιο στοιχείο
α της επέκτασης L/K έχουμε την τάξη RK[α] του L. To

RK[α]∗ ∶= f ′(α)−1RK[α],

όπου f(x) ∶= Irr(α,K). Επίσης το κύριο ιδεώδες

⟨f ′(α)⟩ = f ′(α)RL = DiffL/K ⋅ F,

όπου DiffL/K η σχετική διαφορίζουσα της L/K και F ο οδηγός (conductor, Führer) της τάξης RK[α]
στο RL.

Σημείωση X.3.29. Ο ορισμός του F είναι

F = FRK[α] = {α ∈ RL ∶ αRL ⊂ RK[α]}

και είναι το μεγαλύτερο ιδεώδες του RL που περιέχεται στο RK[α].

Απόδειξη. (του θεωρήματος) Το σύνολο {αi ∶ 0 ≤ i ≤ n − 1} είναι μια K-βάση του σώματος L.
Επομένως το RK[α] είναι ένα δικτυωτό του L. Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση

RK[α]∗ = f ′(α)−1
n−1
∑
i=0
βiRK.

Αρκεί επομένως να αποδείξουμε ότι

n−1
∑
i=0
βiRK = RK[α].

Αφού α ∈ RL, έπεται ότι f(x) ∈ RK[x], οπότε από την ταυτότητα

f(x) = (x −α)
n−1
∑
i=0
βix

i = βn−1x
n +

n−1
∑
m=1
(βm−1 −αβm)xm +αβ0

προκύπτει ότι, εκτός από το βn−1 = 1 και τα βm−1 −αβm ∈ RK για m = 1, . . . ,n− 1. Συνεπώς και το
Bm−1 ∈ RK για m = n,n − 1, . . . , 1, οπότε το

B ∶=
n−1
∑
i=0
βiRK ⊂ RK[α].

Επιπλέον το 1 ∈ βn−1RK και επαγωγικά

αj ∈
n−1
∑

i=n−j−1
βiRK, για j = 1, 2, . . . ,n − 1

δηλαδή RK[α] ⊂ B, συνεπώς και η ισότητα.
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Για το δεύτερο μέρος: Από τη σχέση RK[α] ⊂ RL έπεται ότι

Diff−1
L/K = R

∗
L/K ⊂ RK[α]

∗ = f ′(α)−1RK[α]

και
Diff−1

L/K ⊂ f
′(α)−1RL

δηλαδή
f ′(α)RL ⊂ DiffL/K ⇒ DiffL/K ∣ ⟨f ′(α)⟩.

Επομένως,
⟨f ′(α)⟩ = f ′(α)RL = DiffL/K ⋅ F,

όπου F είναι το ιδεώδες

F = Diff−1
L/Kf

′(α)RL = R∗L/Kf
′(α), (RL ⊂ R∗L/K)

και
F = R∗L/Kf

′(α) ⊂ f ′(α)RK[α]∗ = RK[a].

Αποδείξαμε ότι το F είναι ένα ιδεώδες του L που περιέχεται στην τάξη RK[α]. Για να αποδείξουμε
ότι είναι ο οδηγός αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι το μεγαλύτερο. Έστω λοιπόν A ένα ιδεώδες
του RL το οποίο περιέχεται στην τάξη RK[α].

A ⊂ RK[α]⇔ f ′(α)−1RK[α] = RK[a]∗ ⊂ A∗.

Το A είναι ιδεώδες του RL και περιέχεται στο RK[A]. Αν λοιπόν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο
μέλη της τελευταίας ισότητας με A, προκύπτει

f ′(α)RK[α]A = f ′(α)−1A ⊂ A∗A = Diff−1
L/K.

Σύμφωνα με την πρόταση X.3.27 A∗A = Diff−1
L/K. Επομένως A ⊂ f ′(α)Diff−1

L/K = F.

X.3.4 Το δεύτερο θεώρημα του Dedekind

Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και α ∈ L. Η διαφορίζουσα του στοιχείου
α ως προς το σώμα K ορίζεται μέσω του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του α, χα,L/K(x):

δ(α) = δL/K(α) = χ ′α,L/K(α).

Από τον ορισμό είναι φανερό ότι

δL/K(α) ≠ 0⇔ το α είναι πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης L/K,L = K[α].

Θεώρημα X.3.30 (2o Θεμελιώδες θεώρημα του Dedekind). Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών
σωμάτων αριθμών, R και S οι δακτύλιοι των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών των K και L αντίστοιχα.
Η διαφορίζουσα DiffL/K της επέκτασης L/K είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης όλων των ιδεωδών
που παράγεται από τις διαφορίζουσες όλων των στοιχείων α ∈ S

DiffL/K = ∑
α∈S

δL/K(α)S
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Απόδειξη. Αν a ∈ S και α πρωταρχικό στοιχείο της L/K, τότε αν f(x) = Irr(α,K) ισχύει

⟨f ′(α)⟩ = DiffL/K ⋅ FR[α].

Επειδή το α είναι πρωταρχικό της επέκτασης L/K, το πολυώνυμο f(x) ταυτίζεται με το χαρακτη-
ριστικό χα,L/K(x). Επομένως, ισχύει

⟨δL/K(α)⟩ = DiffL/K ⋅ FR[a].

Συνεπώς DiffL/K ∣ ⟨δL/K(α)⟩, για κάθε πρωταρχικό α, α ∈ S. Επομένως για να αποδείξουμε το
θεώρημα αρκεί να αποδείξουμε ότι:

Λήμμα X.3.31. Για κάθε πρώτο ιδεώδες Q του S υπάρχει ένα πρωταρχικό α ∈ S, για το οποίο
ισχύει Q ∤ FR[α].

Κατ’ αρχή θα αποδείξουμε το εξής: Αν A ένα ιδεώες του S, τότε σε κάθε κλάση a +A, a ∈ S
περιέχεται ένα τουλάχιστο πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης L/K. Προφανώς, το A ∩ R είναι
διάφορο του κενού. Επομένως, το A ∩ R είναι ένα ιδεώδες του R και έχει άπειρο πλήθος στοι-
χείων. Η επέκταση όμως L/K περιέχει πεπερασμένο πλήθος ενδιάμεσων σωμάτων. Για κάθε α
της κλάσης που θεωρήσαμε για την οποία ο βαθμός [K[α] ∶ K] είναι μέγιστος, έχουμε L = K(α).
Η απόδειξη είναι ανάλογη αυτής της θεωρίας σωμάτων.

Θεωρούμε ένα β ∈ S και το σώμα K(α+βa) με a ∈ A∩R. Υπάρχουν τουλάχιστο δύο a1,a2 ∈ A∩R,
a1 ≠ a2 για τα οποία ισχύουν

L1 = K(α +βa1) = K(α +βa2).

To στοιχείο (α + βa1) − (α + βa2) = β(a1 − a2) ∈ L1 και αφού a1 ≠ a2 έχουμε β ∈ L1 οπότε και το
α ∈ L1. Σύμφωνα με την επιλογή του α ισχύει L1 = K(α). Επομένως το β ∈ K(α), για κάθε β ∈ S,
δηλαδή τελικά L = K(α). Στη συνέχεια θα αποδείξουμε το λήμμα X.3.31. Έστω Q κάποιο πρώτο
ιδεώδες του S και p ∈ P, p ∈ Q. Επομένως pS = QeA, όπου A ιδεώδες Q ∤ A και e ≥ 1. Αν μας
δοθεί μια κλάση θ1 +Q2, όπου το θ1 είναι μια πρωταρχική ρίζα modulo Q, τότε υπάρχει ένα θ
στην κλάση για το οποίο ισχύει

θNL/Q(Q) − θ ∈Q/Q2.

Πράγματι, αν το θ1 είχε την ζητούμενη ιδιότητα, τελειώσαμε. Αν όχι, τότε θNL/Q(Q)
1 − θ1 ∈Q2. Για

κάθε α ∈Q/Q2 ισχύει

(θ1 +α)NL/Q(Q) ≡ θNL/Q(Q)
1 ≡ θ1 mod Q2 ≠ θ1 +α mod Q2.

Αν εφαρμόσουμε το κινέζικο θεώρημα υπολοίπων έχουμε στην κλάση θ +Q2, ένα στοιχείο θ0
με θ0 ≡ 0 mod A. Σύμφωνα με τα παραπάνω, υπάρχει ένα στοιχείο α ∈ θ0 +Q2A, το οποίο είναι
πρωταρχικό της επέκτασης L/K, δηλαδή L = K(α). Ο ισχυρισμός μας ότι FR[α] +Q = S, θα έχει
αποδειχθεί, αν αποδείξουμε ότι υπάρχει ένα y ∈ S, ώστε το ιδεώδες yS να είναι πρώτο προς το Q
και να ισχύει yS ∈ R[α]. Το σύνολο

ΣQ = {0,α,α2, . . . ,αNL/Q(Q)−1}

είναι πλήρες σύστημα αντιπροσώπων των κλάσεων υπολοίπων modulo Q και το στοιχείο

π ∶= αNL/Q(Q) −α ∈Q/Q2

και π ∈ R[α]. Τότε σύμφωνα με την πρόταση VII.3.4 για κάθε φυσικό αριθμό m το σύνολο των
αθροισμάτων

m−1
∑
i=0

γiπ
i ∶ γi ∈ ΣQ
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αποτελεί ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων των κλάσεων υπολοίπων modulo Qm. Επομένως
η τάξη R[α] περιέχει ένα πλήρες σύστημα υπολοίπων των κλάσεων του S modulo Qm για κάθε
φυσικό αριθμό m.

Παραγοντοποιούμε την norm N ∶=NL/Q(δ(α)) στη μορφή

N = pkb,k ∈ N,b ∈ Z/pZ

και θέτουμε y = αkb. Το α ∈ θ0 +Q2A και θ0 ∈ A, δηλαδή α ∈ A και επομένως είναι πρώτο προς
το Q. Απομένει ακόμη να δείξουμε ότι

yS ⊂ R[α].

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του δ(α) υπεράνω του Q χδ(α),L/Q(x) ∈ Z[x], έχει ρίζα του το
δ(α). Επομένως ο σταθερός όρος ο οποίος είναι ±N ανήκει στο ιδεώδες ⟨δ(α)⟩ = δ(α)S. Από το
προηγούμενο θεώρημα όμως ισχύει

⟨δ(α)⟩ = δ(α)S = DiffL/KFR[x] ⊂ R[α], (α ∈ S).

Επιλέγουμε ένα m, m ≥ ek. Για κάθε x ∈ S υπάρχει ένας αντιπρόσωπος β ∈ R[α] ώστε x−β ∈Qm.
Επομένως (x −β)y = (x −β)αkb. Το x −β ∈Qm ⊂Qek και το αk ∈ Ak. Άρα το

(x −β)y = (x −β)αkb ∈QekAkb = (QeA)kb = (pkb)S =NS.

Τέλος NS ⊂ R[α], αφού N ∈ ⟨δ(α)⟩ = δ(α)S και α ∈ S. Το β ∈ R[α], το y ∈ R[α] και xy − βy ∈ R[α].
Συνεπώς xy ∈ R[α] για όλα τα x ∈ S, δηλαδή yS ⊂ R[α].

Πόρισμα X.3.32. Υποθέτουμε ότι K1,K2 είναι πεπερασμένες επεκτάσεις ένος αλγεβρικού σώματος
αριθμών K και είναι υποσώματα ενός σώματος K. Αν L = K1K2 και P ένα πρώτο ιδεώδες του K, τότε

P ∣ DL/K⇔ P ∣ DK1/K είτε P ∣ DK2/K.

Απόδειξη. Από την πρόταση X.3.23 έπεται ότι DK1/K ∣ DL/K και DK2/K ∣ DL/K. Επομένως, αν P
διαιρεί τη διακρίνουσα DK1/K είτε τη διακρίνουσα DK2/K, τότε θα διαιρεί και την DL/K.

Αντίστροφα, έστω P ∣ DL/K και P ∤ DK1/K. Θα αποδείξουμε ότι τότε, κατ’ ανάγκη P ∣ DK2/K.
Από την υπόθεση P ∣ DL/K έπεται ότι υπάρχει ένα πρώτο ιδεώδες Q του L, Q ∩ K = P το οποίο
διαιρεί τη διαφορίζουσα DiffL/K. Το Q δεν διαιρεί το ιδεώδες DiffK1/KRL, αφού το P δεν διαιρεί
το NK1/K(DiffK1/K). Από την ισότητα

DiffL/K = DiffK1/KDiffK2/K

προκύπτει ότι Q ∣ DiffL/K1.
Έστω τώρα α ένα πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης K2/K. Το L = K1K2 = K1K(α) = K1(α),

δηλαδή το α είναι και πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης L/K1.
Έστω f(x) = Irr(α,K) και g(x) = Irr(α,K1) εξ ορισμού το α ∈ RL οπότε και οι συντελεστές

των πολυωνύμων f(x),g(x) ανήκουν στους δακτυλίους RK και RK1 αντίστοιχα. Το g(x) ∣RK1
f(x),

επομένως
f(x) = g(x)h(x), με h(x) ∈ RK1[x].

Συνεπώς f ′(α) = g ′(α)h(α) ∈ ⟨g ′(α)⟩ = g ′(α)L. Σύμφωνα με το θεώρημα X.3.30

g ′(α)L ⊂ DiffL/K1 και DiffL/K1 ⊂Q,

αφού Q ∣ DiffL/K1. Επομένως
δK2/K(α) = f

′(α) ∈Q ∩K2,



214 ΚΕΦΑΛΑΙΟ X. ΔΙΑΚΡΙΝΟΥΣΑ, ΔΙΑΦΟΡΙΖΟΥΣΑ, ΘΕΩΡ. KRONECKER-WEBER

για όλα τα πρωταρχικά στοιχεία α της K2/K. Από το θεώρημα X.3.30, έπεται ότι η διαφορίζουσα
DiffK2/K της επέκτασης K2/K διαιρείται από το πρώτο ιδεώδες Q∩K2, κάτι το οποίο συνεπάγεται
ότι η σχετική norm

NK2/K(DiffK2/K) = DK2/K

διαιρείται από το P.

Παρατήρηση X.3.33. Επειδή θα τα χρειαστούμε στην επόμενη παράγραφο, από την απόδειξη
έχουμε:

Για κάθε πρώτο ιδεώδες Q του L υπάρχει ένα πρωταρχικό στοιχείο α, α ∈ S της επέκτασης
L/K με τις ιδιότητες:

1. Ο οδηγός FR[α] είναι πρώτος προς το Q,
2. Το α ∈ A, όπου pS =QeA με Q ∩Q = pZ και Q ∤ A.
3. Για κάθε φυσικό αριθμό m η τάξη R[α] περιέχει ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων των

κλάσεων υπολοίπων του S modulo Qm.

X.3.5 Το τρίτο θεμελιώδες θεώρημα του Dedekind

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε τον εκθέτη των πρώτων ιδεωδών του L που εμφανίζο-
νται στην ανάλυση της (σχετικής) διακρίνουσας DL/K σε γινόμενο πρώτων ιδεωδών. Αυτό θα γίνει
σε πρώτο βήμα για επεκτάσεις Galois και στη συνέχεια στη γενική περίπτωση. Εδώ υπεισέρχεται
και η θεωρία διακλαδώσεων του Hilbert.

Ορισμός X.3.34. Για ένα ιδεώδες A του δακτυλίου RK του αλγεβρικού σώματος αριθμών K, και
Q ένα πρώτο ιδεώδες του RK ορίζουμε ως vQ(A) ∈ N τον εκθέτη του Q στη μονοσήμαντη ανάλυση
του A ως γινόμενο πρώτων ιδεώδων.

Θεώρημα X.3.35. Υποθέτουμε ότι η L/K είναι μια Galois επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθ-
μών, R και S οι δακτύλιοι των ακέραιων αλγεβρικών αριθμών αντίστοιχα, Q ένα πρώτο ιδεώδες
του S και P = Q ∩ R. Με G−1 θα συμβολίζουμε την ομάδα ανάλυσης GZ(Q/P) και Gn, n ≠ 0 οι
αντίστοιχες ομάδες διακλαδώσεων (G0 είναι η ομάδα αδράνειας), τότε:

vQ(DiffL/K) =
∞
∑
n=0
(n + 1)∣Gn/Gn+1∣ =

∞
∑
n=0
(∣Gn∣ − 1)

Απόδειξη. Έστω α όπως στην προηγούμενη παρατήρηση, L = K(α), PS = QeA, α ∈ A και Q ∤
FR[α]. Έστω

χα,L/K(x) = ∏
σ∈Gal(L/K)

(x − σ(α))

το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του α. Το διαφορικό του α είναι

δL/K(α) = χ ′α,L/K(α) = ∏
σ∈Gal(L/K)

σ≠IdL

(α − σ(α)).

Από τη σχέση ⟨δL/K(α)⟩ = DiffL/K ⋅ FR[α] και το γεγονός ότι Q ∤ FR[α], έπεται

vQ(DiffL/K) = vQ(δL/K(α)).

Συνεπώς θα πρέπει να μελετήσουμε τη συνεισφορά κάθε όρου α − σ(α) στις δυνάμεις του Q

ανάλογα με τα διάφορα στοιχεία της ομάδας Galois. Να σημειώσουμε όμως κατ΄αρχήν ότι τα
αθροίσματα είναι πεπερασμένα, αφού υπάρχει n φυσικός τέτοιος ώστε Gn = {IdL}.
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Για κάθε σ ∈ G/G−1 ισχύει σ−1(Q) ≠ Q. Το σ−1(Q) είναι ένα πρώτο ιδεώδες του S. Αφού το
α ∈ A, έπεται ότι σ(α) ∈Q, ενώ το α /∈Q.

Επομένως, για όλα τα στοιχεία σ ∈ Gal(L/K)/G−1 έχουμε α−σ(α) ∈ S/Q. Δηλαδή οι παράγοντες
αυτοί δεν συνεισφέρουν κάτι στις δυνάμεις του Q.

Έστω τώρα σ ∈ G−1/G0. Υπενθυμίζουμε ότι υπάρχει ένας ισομορφισμός

G−1/G0 ≅ Gal(S/Q
R/P
) ,

δηλαδή κάθε αυτομορφισμός σ ∈ G−1/G0 δρα, μη-τετριμμένα, στις κλάσεις της S/Q και έχοντας
υπ’ όψιν ότι για το συγκεκριμένο α που επιλέξαμε ότι η τάξη R[α] περιέχει ένα πλήρες σύστημα
αντιπροσώπων των κλάσεων γ +Q του Q στο S, έχουμε ότι αν σ ∈ G−1, μόνο όταν ισχύει σ(α) ≡ α
mod Q αν και μόνο αν σ ∈ G0. Και πάλι έχουμε:

Για όλα τα σ ∈ G−1/G0 ισχύει α − σ(α) ∈ S/Q.
Έστω τώρα n ≥ 1. Αν σ ∈ Gn/Gn+1, έχουμε

σ(α) ≡ α mod Qn+1 για κάθε α ∈ S.

Συνεπώς
inf{vQ(x − σ(x)) ∶ x ∈ S} = n + 1.

Γράφουμε το x = β + γ με β = ∑N−1
i=0 biα

i ∈ R[α] για γ ∈Qn+2. Επομένως ισχύει

x − σ(x) ≡ (β − σ(β)) mod Qn+2

Η διαφορά όμως β − σ(β), αν αντικαταστήσουμε το β με το ίσον του, παραγοντοποιείται στην
τάξη R[α] με έναν παράγοντα το α − σ(α). Επομένως

vQ(β − σ(β)) ≥ vQ(α − σ(α))

από την οποία προκύπτει ότι για όλα τα σ ∈ Gn/Gn+1, ισχύει

vQ(α − σ(α)) = n + 1.

Παρατήρηση X.3.36. 1. Ο H. Hasse [10, σελ. 49] χρησιμοποιεί τον ορισμό του Kronecker για
τη σχετική διαφορίζουσα DiffL/K, των επεκτάσεων Galois L/K για να αποφύγει τη διαδικασία
του Dedekind.

2. Στη θεωρία διακλαδώσεων του Hilbert γνωρίζουμε και τις τάξεις των ομάδωνGn n = −1, 0, 1, 2, . . .
Θα μπορούσαμε να τις αντικαταστήσουμε στον τύπο που διατυπώσαμε στο Θεώρημα.

Στο κεφάλαιο της Θεωρίας Διακλαδώσεων είχαμε χαρακτηρίσει το σώμα ανάλυσης και το
σώμα αδράνειας ως maximal ως προς κάποια ιδιότητα. Το ίδιο θα κάνουμε τώρα για τις ομάδες
διακλαδώσεως.

Πρόταση X.3.37. Έστω L/K μια επέκταση Galois αλγεβρικών σωμάτων αριθμών με ομάδα Galois
G = Gal(L/K). Έστω ακόμη Q ένα πρώτο ιδεώδες του K, Gm, m ≥ −1 η ακολουθία των υποομάδων
διακλάδωσης του Hilbert και Km το σώμα σταθερών στοιχείων της Gm. Για κάθε φυσικό αριθμό
n ≥ 0 και οποιοδήποτε ενδιάμεσο σώμα K ′ της L/K βαθμού [K ′ ∶ K] = [Kn ∶ K]. Ισχύει

vQ(DiffL/K ′) ≤ vQ(DiffL/Kn
).

Μάλιστα η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν K ′ = Kn.
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Απόδειξη. Έστω G ′ = Gal(L/K ′). Λόγω της υπόθεσης [K ′ ∶ K] = [Kn ∶ K] έπεται ότι ∣Gn∣ = ∣G ′∣. Η
m-στή ομάδα διακλάδωσης του Q στην επέκταση L/Kn είναι

Gm(L/Kn) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Gn, αν m ≤ n
Gm αν m > n

Επιπλέον ισχύει

∣Gm ∩G ′∣ ≤
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∣G ′∣ = ∣Gn∣, αν m ≤ n
∣Gm∣, αν m > n.

Εαν λοιπόν εφαρμόσουμε το προηγούμενο θεώρημα για τις επεκτάσεις Galois L/K ′ και L/Kn

,έχουμε
vQ(DiffL/K ′) ≤ vQ(DiffL/Kn

).
Η ισότητα ισχύει όταν στις παραπάνω εκτιμήσεις ισχύουν οι ισότητες. Όταν m = n

∣Gn ∩G ′∣ = ∣Gn∣

και επειδή ∣G ′∣ = ∣Gn∣ έχουμε Gn = G ′, οπότε Kn = K ′.

Θεώρημα X.3.38 (Τρίτο θεμελιώδες θεώρημα του Dedekind). Έστω K ′/K μια επέκταση αλγεβρι-
κών σωμάτων αριθμών με (σχετική διαφορίζουσα) DiffK ′/K και δακτυλίους των ακεραίων αλγεβρι-
κών αριθμών RK και RK ′. Για κάθε πρώτο ιδεώδες P ′ του RK ′ με P = K∩P ′ και δείκτη διακλαδώσεως
e = e(P ′/P) ισχύει:

vP ′(DiffK ′/K) = e − 1, όταν e /≡ 0 mod p
vP ′(DiffK ′/K) ≥ 2, όταν e ≡ 0 mod p

To pZ = P ∩Z. Ιδιαίτερα
(P ′ ∣ DiffL/K)⇔ (e(P ′/P) > 1)

Αν πάρουμε την norm έχουμε το θεώρημα της διακρίνουσας.

Απόδειξη. Επιλέγουμε μία επέκταση Galois L/K η οποία περιέχει το K ′ ως ενδιάμεσο σώμα. Η
επέκταση L/K ′ είναι επίσης Galois. Έστω G ∶= Gal(L/K) και G ′ ∶= Gal(L/K ′). Στον δακτύλιο των
ακεραίων αλγεβρικών αριθμών S του L θεωρούμε ένα πρώτο ιδεώδες Q για το οποίο Q∩RK ′ = P ′.
Όπως έχουμε δει, αν Gn η n-στή ομάδα διακλαδώσεως του Q ως προς το σώμα K ′ είναι η
G ′n = G ′ ∩Gn, n ∈ N από το θεώρημα X.3.35 αν vn = ∣Gn∣ και v ′n = ∣G ′n∣ έχουμε

vQ(DiffL/K) =
∞
∑
n=0
(vn − 1)

vQ(DiffL/K ′) =
∞
∑
n=0
(v ′n − 1).

Αλλά DiffL/K = DiffL/K ′DiffK ′/K. Συνεπώς

vQ(DiffK ′/KS) = vQ(DiffL/K) − vQ(DiffL/K ′) =
∞
∑
n=0
(vn − v ′n).

Από την πολλαπλασιαστικότητα των δεικτών διακλαδώσεων, αν e ′ = e(Q/P ′), τότε ee ′ = e(Q/P) =
v0 οπότε

vP ′(DiffK ′/K) =
1
e ′
vQ(DiffK ′/KS) =

1
e ′

∞
∑
n=0
(vn − v ′n) ≥

≥ 1
e ′
(v0 − v ′0) =

1
e ′
(ee ′ − e ′) = e − 1. (X.7)
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Στη συνέχεια, έχουμε
ee ′ = ∣G0∣ = [G0 ∶ G1]∣G1∣.

Το p ∤ [G0 ∶ G1]. Επομένως, η πιο μεγάλη δύναμη του p που διαιρεί το ee ′ δίνεται μέσω του
παράγοντα ∣G1∣. Ανάλογα

e ′ = ∣G ′0∣ = [G ′0 ∶ G ′1]∣G ′1∣,p ∤ [G ′0 ∶ G ′1].

Συνεπώς η πιο μεγάλη δύναμη του p που διαιρεί το e ′ δίνεται μέσω του παράγοντα ∣G ′1∣. Επο-
μένως p ∤ e αν και μόνο αν G1 = G ′1. Αλλά G ′n = Gn ∩G ′ και η ακολουθία {Gn} είναι φθίνουσα,
οπότε Gn = G ′n για κάθε n ≥ 1, δηλαδή vn = v ′n για όλα τα n ≥ 1, οπότε ισχύει στη θέση της
ανισότητας της σχέσης (X.7) η ισότητα

vP(DiffK ′/K) = e − 1.

Παρατήρηση X.3.39. Όταν το p ∣ e, τότε είναι δυνατόν vP ′(DiffK ′/K) να είναι μεγαλύτερη του e.
Έστω K = Q(

√
10). Εδώ διακλαδίζονται οι πρώτοι 2 και 5. Το ⟨2⟩P2

2 και το ⟨5⟩ = P2
5. H διαφορί-

ζουσα
DiffK/Q = ⟨2

√
d⟩ = ⟨2

√
10⟩ = P3

2P5.

Η πολλαπλότητα του P5 στην DiffK/Q είναι e(P5/5) − 1 = 1 και το 2 ∣ e(P2/2) = 2. Όμως η πολλα-
πλότητα του P2 στη διαφορίζουσα είναι 3 > e(P2/2) = 2.

Αφορμή για τη διαφοροποίηση αυτή αποτέλεσε ο ακόλουθος:

Ορισμός X.3.40. Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και R,S οι δακτύλιοι των
ακεραίων αλγεβρικών αντίστοιχα. Έστω Q ένα πρώτο ιδεώδες του L και

Q ∩K = P και P ∩Z = pZ,p ∈ Z

PS =QeA,Q ∤ A

Έστω e = e(Q/P) ο δείκτης διακλαδώσεως.

• Αν p ∤ e, τότε η διακλάδωση λέγεται ομαλή (tame).
• Αν p ∣ e, τότε η διακλάδωση λέγεται άγρια (wild).

Ορισμός X.3.41. Μία επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών L/K θα λέγεται ομαλά διακλα-
διζόμενη όταν κάθε πρώτο ιδεώδες Q του S είναι το πολύ ομαλά διακλαδιζόμενο, δηλαδή μη-
διακλαδιζόμενη ή ομαλά διακλαδιζόμενη ως προς το πρώτο ιδεώδες P =Q ∩K του R.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε την περίπτωση των πολυωνύμων Eisenstein.

Θεώρημα X.3.42. Υποθέτουμε ότι το πολυώνυμο

f(x) = xn +
n−1
∑
k=0

akx
k ∈ Z[x]

είναι πολυώνυμο Eisenstein ως προς κάποιο αριθμό p, δηλαδή ak ∈ pZ (0 ≤ k ≤ n − 1) και a0 /≡ 0
mod p2.

Αν α μια ρίζα του f(x), τότε ο δακτύλιος RK των ακεραίων αλγεβρικών του σώματος K = Q(α)
έχει ένα μοναδικό πρώτο ιδεώδες P, για τον οποίο p ∈ P. Ο βαθμός αδρανείας f(P/pZ) = 1.

Επομένως ισχύει pRK = Pn. Επιπλέον, ο οδηγός της τάξης Z[α], FZ[α] δεν διαιρείται από το P
και ιδιαίτερα το p ∤ [RK ∶ Z[α]].
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Απόδειξη. Το πολυώνυμο f(x) είναι ανάγωγο στον Q[x]. Επομένως [Q[α] ∶ Q] = n και η norm
NK/Q(α) = (−1)na0.

Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του K, P ∩ Z = pZ. Το p ∣ ak, 0 ≤ k ≤ n − 1 και ak ∈ Z. Άρα όλα τα
ak ∈ P (0 ≤ k ≤ n−1) οπότε και το αn ∈ P και, αφού το P πρώτο ιδεώδες, α ∈ P, δηλαδή P ∣ ⟨α⟩ = αRK.
Αυτό σημαίνει ότι

⟨α⟩ = P⋯A,A ακέραιο ιδεώδες του K.

Παίρνουμε την norm:

∣a0∣ = ∣NK/Q(A) =NK/Q(⟨α⟩) =NK/Q(P) ⋅NK/Q(A).

Αλλά p ∣∣ a0, (vP(a0) = 1). Επομένως, NK/Q(P) = p και NK/Q(A) = ∣a0∣/p ∈ Z/pZ.
Το συμπέρασμα είναι ότι f(P/pZ) = 1 και ότι δεν υπάρχει άλλο πρώτο ιδεώδες του K το οποίο

να περιέχει τον πρώτο αριθμό p, δηλαδή r = 1, όποτε pRK = pn.
Η τάξη Z[α] περιέχει το α και αν Σp ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων modulo p, Σp =

{0, 1, 2, . . . ,p − 1}, τότε σύμφωνα με VII.3.4 για κάθε φυσικό m ∈ N το σύνολο

a0 + a1α +⋯ + an−1α
n−1 ∶ ai ∈ Σp

αποτελεί ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων του RK modulo Pm. Η norm NK/Q(f ′(α)) = pk ⋅ b
με κατάλληλο k ∈ N και b ∈ Z/pZ. Θα αποδείξουμε ότι

bRK ⊂ Z[α].

Αυτό, όπως είδαμε και σε προηγούμενο θεώρημα, σημαίνει ότι

FZ[α] + P = RK.

Κάθε στοιχείο x ∈ RK έχει έναν αντιπρόσωπο β ∈ Z[α] τέτοιον ώστε x − β ∈ Pnk = ⟨pk⟩ = pkRK.
Επομένως,

b(x −β) ∈ pkbRK =NK/Q(f ′(α))RK ⊂ f ′(α)RK ⊂ FZ[α] ⊂ Z[α].

Όμως το bβ ∈ Z[α], άρα και το bx ∈ Z[α] για όλα τα x ∈ RK, δηλαδή ισχύει bRK ⊂ FZ[α] και
συνεπώς έχουμε

FZ[α] + P = RK ⇒ P ∤ FZ[α].

Από
[RK ∶ FZ[α]] =NK/Q(FZ[α]) = [RK ∶ Z[α]][Z[α] ∶ FZ[α]],

συμπεραίνουμε και ότι p ∤ [RK ∶ Z[α]].

Του προηγούμενου θεωρήματος ισχύει και το αντίστροφο

Θεώρημα X.3.43. Έστω K ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών [K ∶ Q] = n και RK ο δακτύλιος των ακε-
ραίων αλγεβρικών αριθμών αυτού. Υποθέτουμε ότι ένας πρώτος αριθμός p διακλαδίζεται πλήρως
στο K

pRK = Pn,

τότε κάθε στοιχείο α ∈ P/P2, είναι πρωταρχικό στοιχείο της επέκτασης K/Q, K = Q(α) και το f(x) =
Irr(α,K) είναι ένα πολυώνυμο Eisenstein ως προς το πρώτο p.

Απόδειξη. Αν πάρουμε norms

NK/Q(pRK) =NK/Q(P)n ⇒ pn = (NK/QP)n ⇒NK/Q(P) = p.

Έστω α ∈ P/P2. Επομένως ⟨α⟩ = αRK = PA με P ∤ A. Γνωρίζουμε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
του α χα(x) υπέρ του Q είναι μονικό, έχει βαθμό n = [K ∶ Q] και συντελεστές ακέραιους αριθμούς.
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θα αποδείξουμε ότι το πολυώνυμο χα(x) είναι Eisenstein ως προς το p. Αυτό συνεπάγεται ότι
είναι ανάγωγο στο Q[x], οπότε K = Q(α). Έστω λοιπόν ότι

χα(x) = xn + an−1x
n−1 +⋯ + a1x + a0,ai ∈ Z.

Η norm NK/Q(α) = ±a0. Θα αποδείξουμε ότι p ∣∣ a0. Η norm

∣a0∣ = ∣NK/Q(α)∣ =NK/Q(⟨α⟩) =NK/Q(P)NK/Q(A) = pNK/Q(A).

Επομένως, p ∣ a0. Αρκεί να δείξουμε ότι p ∤ NK/Q(A). Οι πρώτοι αριθμοί που διαιρούν την
NK/Q(A) είναι οι πρώτοι αριθμοί που προκύπτουν από τα πρώτα ιδεώδη της ανάλυσης του A,
όταν πάρουμε την τομή του με το Z. Αφού P ∤ A, έπεται ότι το P είναι το μοναδικό πρώτο ιδεώδες
του K που διαιρεί το p, δηλαδή p ∤NK/Q(A).

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι το p διαιρεί όλα τα ai. Υποθέτουμε ότι n ≥ 2 και ότι για κάποιο
i (1 ≤ i ≤ n − 1) έχουμε

a0,a1, . . . ,ai−1 ≡ 0 mod p

θα αποδείξουμε ότι και ai ≡ 0 mod p. Θεωρούμε την ισότητα

αn + an−1α
n−1 +⋯ + a1α + a0 = 0

και έχουμε
αn + an−1α

n−1 +⋯ + aiαi ≡ 0 mod pRK (X.8)
Από τη σχέση

⟨α⟩ = PA⇒ ⟨αn⟩ = PnAn = ⟨p⟩An ⊂ ⟨p⟩ = pRK

επομένως αn ∈ pRK. Πολλαπλασιάζουμε την (X.8) με αn−1−i και λαμβάνοντας υπόψη την αn ∈
pRK καταλήγουμε στην

aiα
n−1 ≡ 0 mod pRK ⇒ aiα

n−1 = pβ(β ∈ RK)⇒NK/Q(aiαn−1) =NK/Q(p)NK/Q(β)

συνεπώς
ani NK/Q(α)n−1 = pnNK/Q(β).

Το δεξί μέλος είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του pn. Το αριστερό είναι ani NK/Q(α)n−1 = ±ani a
n−1
0 .

To p ∣∣ a0 επομένως p ∣ ai.

Παρατήρηση X.3.44. Στο θεώρημα X.3.42 είδαμε ότι το P ∤ FZ[α]. Επομένως vP(DiffK/Q) =
vP(δK/Q(α)) και

δK/Q(α) =
n

∑
m=1

mamα
m−1.

Οι vP-τιμές των προσθετέων που είναι διάφορες του μηδενός ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις
υπολοίπων modulo n, αφού vP(α) ∈ nZ για κάθε a ∈ Z. Επομένως

vP(DiffK/Q) = min
1≤m≤n

(m − 1 +nvp(mam))

Παράδειγμα X.3.45. Έστω K = Q( 3√2). Η τάξη Z[ 3√2] ⊂ RK. Θα αποδείξουμε με άλλο τρόπο
από ότι έχουμε ήδη κάνει ότι RK = Z[ 3√2]. Η διακρίνουσα

DK/Q({1, 3√2, 3√4}) = [RK ∶ Z[
3√2]]2DK/Q = −108 = −4 ⋅ 27.

Οι μοναδικοί πρώτοι παράγοντες της διακρίνουσας είναι το 2 και το 3. Συνεπώς αυτοί είναι και
οι πρώτοι αριθμοί υποψήφιοι για πιθανή διακλάδωση. Το Irr( 3√2,Q) = x3 − 2 είναι πολυώνυμο
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Eisenstein για p = 2 και K = Q( 3√2). Επομένως ο p = 2 διακλαδίζεται πλήρως στο K, ⟨2⟩ = 2RK = P3
2.

Επίσης το στοιχείο α = 3√2 + 1 είναι ρίζα του πολυωνύμου

(x − 1)3 − 2 = x3 − 3x2 + 3x − 3,

το οποίο είναι Eisenstein για p = 3 και K = Q(α). Επομένως και το 3 διακλαδίζεται πλήρως στο
K, ⟨3⟩ = 3RK = P3

3. Σύμφωνα με το θεώρημα X.3.38 P3−1
2 = P2

2 και P3
3 διαιρούν τη διαφορίζουσα

DiffK/Q, οπότε και

P2
2P

3
3 ∣ DiffK/Q ⇒NK/Q(P2

2P
2
3) ∣NK/Q(DiffK/Q) =DK/Q ⇒ 108 ∣DK/Q.

Επομένως DK/Q = −108, RK = Z[ 3√2] και DiffK/Q = P2
2P

3
3.

Θα μπορούσαμε τη διαφορίζουσα να την υπολογίσουμε και από τον τελευταίο τύπο της πα-
ρατήρησης. Για το f(x) = x3 − 2, f ′( 3√2) = 3( 3√2)2 και vP2(DiffL/K) = (3 − 1 + 3v2(3)) = 2, ενώ

vP3(DiffL/K) = min
1≤m≤3

{(1 − 1 + 3v3(1 − 3), (2 − 1 + 3v3(2(−6))), (3 − 1 + 3v3(3 ⋅ 3)))} =min{3, 4, 8} = 3.

Παρατήρηση X.3.46. 1. Έστω L/K επέκταση αλγεβρικών σωμάτων αριθμών και R,S οι δα-
κτύλιοι των ακέραιων αλγεβρικών αριθμών αντίστοιχα. Έστω I ένα ιδεώδες του S. Μια απει-
κόνιση

D ∶ RL Ð→ RL/I

θα λέγεται I-derivation (I-παράγωγος) υπέρ το K, όταν

D(x + y) =D(x) +D(y)
D(xy) = xD(y) +D(x)y για όλα τα x,y ∈ S

καιD(x) = 0 για κάθε x ∈ R. Μια I-derivation υπεράνω του K θα λέγεται ουσιώδης (essential)
όταν η εικόνα της περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο το οποίο δεν είναι διαιρέτης του μηδε-
νός. Ο A. Weil [26], διατύπωσε, χωρίς απόδειξη, ότι ένα ιδεώδες I διαιρεί τη διαφορίζουσα
της L/K, DiffL/K αν και μόνο αν υπάρχει μια ουσιώδης I-derivation υπεράνω του K. Το θέμα
επεξεργάστηκαν στα τέλη της δεκαετίας του 60 οι J. Neukirch [22] και W. Narkiewicz [18].
Ο αναγνώστης μπορεί αν δει και το [19, σελ. 160-166].

2. Μετά την ανάπτυξη της θεωρίας των τοπικών σωμάτων, η πιο φυσιολογική προσέγγιση,
τόσο της παραγράφου της διαφορίζουσας όσο και του θεωρήματος των Kronecker-Weber
που θα αναπτύξουμε στην επόμενη παράγραφο, είναι πρώτα για τοπικά σώματα και μετά
για αλγεβρικά σώματα αριθμών.
Προτιμήσαμε εδώ την κλασική προσέγγιση. Ίσως επανέλθουμε στο θέμα σε κάποια άλλη
ευκαιρία.

3. Με χρήση του τρίτου θεμελιώδους θεωρήματος του Dedekind X.3.38 ο E. Artin [1] επανέρ-
χεται στο παράδειγμα του Dedekind K = Q(θ), θ ρίζα του πολυωνύμου x3 + x2 − 2x + 8 και
αποδεικνύει, χωρίς τη χρήση υπολογιστή,

f(x) ≡ (x − 149)2(x + 299) mod 503

από το οποίο προκύπτει ότι 503 = P2Q.

X.4 Το θεώρημα των Kronecker-Weber

Στην παράγραφο αυτή θα αποδείξουμε το σημαντικό θεώρημα:

Θεώρημα X.4.1. Κάθε αβελιανή επέκταση του Q περιέχεται σε κάποιο κυκλοτομικό σώμα αριθ-
μών.
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X.4.1 Προκαταρκτικά

Για λόγους ευκολίας στην έκφραση θα ονομάζουμε κυκλοσώματα όχι μόνο τα κυκλοτομικά
σώματα Q(ζm) αλλά και τα υποσώματά τους. Αυτό ισχύει μόνο για την παρούσα παράγραφο.
Στη διαδικασία της απόδειξης επιλέγουμε έναν πρώτο αριθμό ℓ και θεωρούμε την κλάση όλων
των αβελιανών αλγεβρικών σωμάτων αριθμών K στα οποία διακλαδίζεται ο πρώτος αριθμός ℓ και
μόνο αυτός.
Παρατήρηση X.4.2. Αν K1 και K2 είναι δύο σώματα της κλάσης, τότε και η σύνθεσή τους
L = K1K2 ανήκει στην κλάση αφού, όπως γνωρίζουμε, και η επέκταση L/Q είναι αβελιανή και
μάλιστα διακλαδίζεται μόνο στο ℓ. Αυτό είναι άμεση συνέπεια του θεωρήματος της μεταφοράς
της Θεωρίας Galois καθώς και του πορίσματος X.3.32. Επίσης είναι φανερό ότι αν ένα σώμα L
ανήκει στην κλάση, τότε ανήκουν και τα υποσώματά του.

Έστω λοιπόν L ένα σώμα της κλάσης, G = Gal(L/Q) και L ένα πρώτο ιδεώδες του L, L ∣ ℓ,
S ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών αυτού. Επειδή η ομάδα G είναι αβελιανή,
η ακολουθία των υποομάδων του Hilbert εξαρτάται αποκλειστικά από το ℓ και όχι από την
επιλογή του ιδεώδους L. Για λόγους ομοιομορφίας θα συμβολίζουμε επίσης με G−1 και G0 τις
ομάδες αναλύσης και αδράνειας. Η επέκταση K0/Q όπου K0 το σώμα αδράνειας, δηλαδή το
σώμα σταθερών στοιχείων της G0(L/ℓ), είναι μη διακλαδιζόμενη. Σύμφωνα με το θεώρημα του
Minkowski το K = Q. Αυτό σημαίνει ότι G = G0 και ότι το ℓ αναλύεται πλήρως στην επέκταση
L/Q. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι όλα τα τετραγωνικά σώματα αριθμών είναι κυκλοσώματα.
Πράγματι αν ℓ ≠ 2, τότε υπάρχει μοναδικό τετραγωνικό σώμα αριθμών στο οποίο ο μοναδικός
διακλαδιζόμενος πρώτος είναι ο ℓ. Αυτό είναι το Q(

√
ℓ∗), ℓ∗ = (−1) ℓ−1

2 ℓ. Επίσης υπάρχουν ακριβώς
τρία τετραγωνικά σώματα αριθμών στα οποία διακλαδίζεται ο πρώτος ℓ = 2 και αυτά είναι τα
Q(
√
−2), Q(

√
−1), Q(

√
2), με διακρίνουσες, αντίστοιχα −8,−4, 8. Και τα τρία είναι υποσώματα του

Q(ζ8), αφού
√
−1 = ζ2

8,
√

2 = ζ8+ζ−1
8 , και ζ8 = 1

2(
√

2+
√
−2), δηλαδή και τα τρία είναι κυκλοσώματα.

Σε προηγούμενο κεφάλαιο έχουμε ήδη αποδείξει ότι το

Q(
√
ℓ∗) ⊂ Q(ζℓ).

Επίσης είναι γνωστό ότι η σύνθεση δύο σωμάτων

Q(ζn)Q(ζm) = Q(ζk),

όπου k είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των m,n. Επομένως όλα τα τετραγωνικό σώματα
αριθμών είναι κυκλοσώματα.

Πρόταση X.4.3. Για κάθε πρώτο ℓ, ℓ ≠ 2, υπάρχει ακριβώς ένα αβελιανό σώμα αριθμών K βαθμού
[K ∶Q] = ℓ, στο οποίο ο μοναδικός διακλαδιζόμενος πρώτος αριθμός είναι ο ℓ. Μάλιστα το σώμα αυτό
είναι το μοναδικό υπόσωμα βαθμού ℓ, K(ℓ, ℓ) το οποίο περιέχεται στο κυκλοτομικό σώμα Q(ζℓ2).

Απόδειξη. Βήμα 1 Σε πρώτο βήμα αποδεικνύουμε γενικά ότι αν K αβελιανό αλγεβρικό σώμα
αριθμών βαθμού επέκτασης πρώτου αριθμού ℓ, ℓ ≠ 2 στο οποίο σώμα ο πρώτος ℓ διακλαδίζεται,
τότε έχει διακρίνουσα DK/Q με εκθέτη του ℓ

vℓ(DK/Q) = 2(ℓ − 1).

Έστω λοιπόν L ένα πρώτο ιδεώδες του K, L ∣ ℓ. Αφού K/Q Galois, βαθμού επέκτασης πρώτου
αριθμού έπεται ότι η ομάδα Galois, έστω H = Gal(K/Q), είναι κυκλική τάξης πρώτου αριθμού ℓ.
Αυτή έχει ακριβώς δύο υποομάδες, τον εαυτό της και την {IdK}. Επειδή ο ℓ διακλαδίζεται στο K,
έπεται ότι η ομάδα αδράνειας H0 = H0(L/ℓ) ≠ {IdL}. Κατ’ ανάγκη λοιπόν H = H0. Επίσης από το
θεώρημα VII.3.5 έπεται ότι e0 = 1, δηλαδή H = H0 = H1. Αυτό σημαίνει ότι βαθμός διακλάδωσης
είναι ℓ και συνεπώς το L διακλαδίζεται πλήρως στο K,

ℓS = Lℓ,



222 ΚΕΦΑΛΑΙΟ X. ΔΙΑΚΡΙΝΟΥΣΑ, ΔΙΑΦΟΡΙΖΟΥΣΑ, ΘΕΩΡ. KRONECKER-WEBER

οπότε f(L/ℓZ) = 1, δηλαδή NK/Q(L) = ℓ.
Έστω τώρα r ο ελάχιστος φυσικός αριθμός για τον οποίο Hr = {IdK}. Επομένως r > 1 και

Hr−1 = H. Από το τρίτο θεμελιώδες θεώρημα του Dedekind X.3.38, προκύπτει ότι

vL(DiffK/Q) = r(ℓ − 1).

Όμως από την παρατήρηση X.3.44 αν

f(x) = xm + am−1x
m−1 +⋯ + a0,

τότε
vL(DiffK/Q) = min

1≤m<n
(m − 1 −nvp(mam)).

Επομένως, αν π ∈ L/L2

vL(DiffK/Q) ≤ vℓ(ℓπℓ) = ℓ − 1 + ℓvℓ(ℓ) = 2ℓ − 1.

Επειδή ℓ > 2, έπεται ότι r = 2, δηλαδή

vℓ(DK/Q) = 2(ℓ − 1).

Βήμα 2 Το σώμα K = K(ℓ, ℓ) που θεωρήσαμε στη διατύπωση της πρότασης, είναι υπόσωμα του
Q(ζm),m = ℓ2 στο οποίο ως γνωστό, ο πρώτος ℓ διακλαδίζεται πλήρως. Η επέκταση Q(ζm)/Q είναι
κυκλική βαθμού φ(ℓ2) = ℓ(ℓ − 1). Συνεπώς ως υπόσωμα του Q(ζm), είναι το μοναδικό υπόσωμα
με βαθμό επέκτασης ℓ στο οποίο ο μοναδικός πρώτος που διακλαδίζεται και μάλιστα πλήρως
είναι ο ℓ.

Έστω τώρα ότι υπάρχει και κάποιο άλλο σώμα K ′ με αυτές τις ιδιότητες. Η σύνθεση L = K ⋅K ′
είναι επίσης αβελιανή επέκταση του Q στην οποία ο μοναδικός πρώτος που διακλαδίζεται είναι
ο ℓ. Έστω L ένα πρώτο ιδεώδες του L, L ∣ ℓ και G = Gal(L/Q).

Σύμφωνα με το θεώρημα της μεταφοράς της θεωρίας Galois, ο βαθμός [L ∶ Q] ∣ ℓ2. Από τη
θεωρία διακλάδωσης του Hilbert έπεται ότι ισχύει G = G0 = G1. Έστω s ο δείκτης για τον οποίο
ισχύει

G = G0 = G1 = ⋯ = Gs−1 ≠ Gs.

Τότε το s > 1 και η ομάδα G/Gs = Gs−1/Gs είναι ισόμορφη προς μια υποομάδα της προσθετικής
ομάδας S/L ≅ Z/ℓZ. Επομένως [G ∶ Gs] = ℓ.

Βήμα 3 Όλα τα υποσώματα K ′′ του L, βαθμού [K ′′ ∶ Q] = ℓ αντιστοιχούν σε υποομάδες της
G, έστω G ′′ με δείκτη [G ∶ G ′′] = ℓ, και σε όλα ο μοναδικός διακλαδιζόμενος πρώτος είναι ο ℓ.
Σύμφωνα με το βήμα (1) της απόδειξης όλα έχουν τη διακρίνουσα

DK ′′/Q = ℓ2(ℓ−1)Z.

Συνεπώς η διακρίνουσαDL/K ′′ είναι ανεξάρτητη του K ′′. Ξεχωριστό από όλα αυτά τα σώματα είναι
το σώμα Ks που αντιστοιχεί στην ομάδα Gs του βήματος (2). Ο λόγος είναι ότι η διαφορίζουσα
DiffL/Ks

περιέχει μέγιστη L-δύναμη, από όλα τα άλλα

vL(DiffL/K ′′) ≤ vL(DiffL/Ks
).

Επειδή έχουν τον ίδιο βαθμό [K ′′ ∶ Q] = [Ks ∶ Q] = ℓ από την πρόταση X.3.37, προκύπτει ότι
K ′′ = Ks, το μοναδικό ενδιάμεσο σώμα βαθμού ℓ και G ′′ = Gs η μοναδική υποομάδα της G
δείκτου ℓ. Αυτό σημαίνει ότι η ομάδα G είναι κυκλική, αφού μη-κυκλικές αβελιανές ομάδες
τάξης δύναμης ενός πρώτου αριθμού περιέχουν τουλάχιστο δύο υποομάδες δείκτου ℓ. Συνεπώς
K = K ′.



X.4. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ KRONECKER-WEBER 223

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τα κυκλικά κυκλοσώματα. Έστω q > 1 μια δύναμη του πρώ-
του αριθμού ℓ. Συμβολίζουμε με K(ℓ,q)το μοναδικό ενδιάμεσο σώμα της κυκλικής επέκτασης
Q(ζℓ⋅q), βαθμού [K(ℓ,q) ∶ Q] = q, όταν ℓ ≠ 2. Συμβολίζουμε με K(2,q) το μέγιστο πραγματικό
υπόσωμα του κυκλοτομικού σώματος Q(ζ4⋅q) βαθμού [K(2,q) ∶ Q] = q, όταν ℓ = 2. Για κάποιο
πρώτο p, p ≡ 1 mod q, έστω K(p,q) το μοναδικό υπόσωμα του κυκλοτομικού σώματος Q(ζp)
βαθμού [K(p,q) ∶ Q] = q.

Στη συνέχεια ισχυριζόμαστε ότι για όλους τους πρώτους p̃, p̃ ≡ 1 mod q καθώς και p̃ = ℓ, το
σώμα K(p̃,q) βαθμού [K(p̃,q) ∶ Q] = q διακλαδίζεται μόνο στο p̃ και η επέκταση K(p̃,q)/Q έχει
Galois ομάδα κυκλική.

Αν το p̃ ≠ 2, αυτό είναι προφανές, αφού είναι γνωστό ότι η ομάδα (Z/p̃nZ)∗ των πρώτων
κλάσεων υπολοίπων modulo p̃n είναι, για κάθε n, κυκλική. Αν τώρα το p̃ = 2 και το ℓ = 2, τότε η
ομάδα Galois

G = Gal(Q(ζ4q)/Q)

είναι ισόμορφη προς την ομάδα (Z/4qZ)∗ η οποία δεν είναι κυκλική αλλά ευθύ γινόμενο δύο
κυκλικών υποομάδων παραγόμενων από τα στοιχεία (−1+4qZ) και (5+4qZ). Ο αυτομορφισμός
του σώματος Q(ζ4q), ο οποίος αντιστοιχεί στη μιγαδική συζυγία σ ∶ ζ4q ↦ ζ−1

4q αντιστοιχεί στο
στοιχείο −1 + 4qZ της ομάδας (Z/4qZ)∗. Επομένως η ομάδα πηλίκο G/⟨σ⟩ είναι κυκλική και
αντιστοιχεί στο μέγιστο πραγματικό υπόσωμα του Q(ζ4q), δηλαδή είναι η K(2,q).

Πρόταση X.4.4. Έστω ℓ ένας πρώτος αριθμός και q > 1 μια δύναμη του ℓ. Έστω K/Q μια κυκλική
επέκταση, βαθμού [K ∶ Q] = q η οποία περιέχει το σώμα K(ℓ, ℓ). Θεωρούμε τη σύνθεση

L ∶= K ⋅K(ℓ,q).

Το σώμα L μπορεί να παρασταθεί και ως σύνθεση

L ∶= K ′ ⋅K(ℓ,q),

αλλά με ένα σώμα K ′ που έχει βαθμό q ′, με q ′ δύναμη του ℓ και q ′ < q.

Απόδειξη. Η επέκταση L/Q = K ⋅ K(ℓ,q)/Q είναι αβελιανή ως σύνθεση δύο αβελιανών επεκτά-
σεων. Η ομάδα Galois G̃ ∶= Gal(L/Q) εμφυτεύτεαι ως μια υποομάδα του ευθέως γινομένου δύο
κυκλικών ομάδων των

G = Gal(K/Q) και G ′ = Gal(K(ℓ,q)/Q).
Αφού οι τάξεις των ομάδων G και G ′ είναι q, έπεται ότι η τάξη κάθε στοιχείου της ομάδας G̃
διαιρεί το q. Το K(ℓ, ℓ) ⊂ K, εξ υποθέσεως και το K(ℓ, ℓ) ⊂ K(ℓ,q). Άρα

K(ℓ, ℓ) ⊂ K ∩K(ℓ,q).

Επομένως
∣G̃∣ = qq ′ < ∣G∣ ⋅ ∣G ′∣ = q2 ⇒ q ′ < q.

Για κάθε αυτομορφισμό σ της G̃ θεωρούμε τον περιορισμό του σ, resσ, στο υπόσωμα K(ℓ,q) του
L. Η απεικόνιση

ρ ∶ G̃Ð→ G ′

σz→ resσ

είναι επιμορφισμός ομάδων. Επομένως, υπάρχει σ ∈ G̃ ώστε

⟨ρ(σ)⟩ = Gal(K(ℓ,q)/Q).

Το ⟨σ⟩ είναι μια κυκλική υποομάδα της ομάδας G̃ τάξης q και ο πυρήνας kerρ του επιμορφισμού
έχει τάξη q ′. Επιπλέον ισχύει kerρ ∩ ⟨σ⟩ = {1

G̃
}.
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Επομένως, G̃ = kerρ × ⟨σ⟩. Η αβελιανή ομάδα G̃ έχει ελάχιστο αριθμό γεννητόρων ≤ 2, έπεται
ότι κατ΄ ανάγκη και ο πυρήνας kerρ είναι κυκλική ομάδα. Επομένως το σώμα K ′ των σταθερών
στοιχείων του σ στο L έχει μια ομάδα Galois ισόμορφη προς την κυκλική ομάδα kerρ, δηλαδή
L = K ′ ⋅K(ℓ,q).

X.5 Απόδειξη του θεωρήματoς Kronecker-Weber

(1) Κάθε πεπερασμένη αβελιανή ομάδα ≠ {Id} περιέχει μια κυκλική ομάδα τάξης δύναμης
πρώτου αριθμού q > 1, ως ευθύ προσθετέο. Επομένως αβελιανές επεκτάσεις του Q είναι συνθέσεις
πεπερασμένου πλήθους σωμάτων, κυκλικών επεκτάσεων του Q και κάθε ένα από τα σώματα
αυτά έχει βαθμό επέκτασης υπεράνω του Q δύναμη πρώτου αριθμού.

Επίσης η σύνθεση από πεπερασμένα το πλήθος κυκλοσώματα είναι επίσης ένα κυκλόσωμα,
οπότε αρκεί να αποδείξουμε το θεώρημα για κυκλικές επεκτάσεις του Q, K/Q βαθμού [K ∶ Q]
δύναμη πρώτου αριθμού q = ℓm, ℓ ∈ P. Αυτό επιτυγχάνεται επαγωγικά ως προς τον εκθέτηm. Την
περίπτωση ℓ = 2 και m = 1, δηλαδή για τετραγωνικά σώματα αριθμών την έχουμε ήδη μελετήσει.

2 Έστω τώρα ℓ > 2 ή m > 1. Υποθέτουμε ότι ισχύει ο ισχυρισμός για ℓ-δυνάμεις q ′ < q.
Θεωρούμε την ακολουθία των υποομάδων της κυκλικής ομάδας G

G = Gℓ0
≥ Gℓ ≥ Gℓ2

≥ ⋯ ≥ Gq = {IdK},

όπου Gℓν = {σℓν ∶ σ ∈ G} για ν = 0, . . . ,q. Στη συνέχεια θεωρούμε τα αντίστοιχα σώματα σταθερών
στοιχείων Ki = FixGℓν:

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ ⋯ ⊂ Km = K.

Εστιάζουμε στο σώμα K1. Η απόδειξη του επαγωγικού βήματος για το m επιτυγχάνεται μέσω της
επαγωγής ως προς το πλήθος r των διαφορετικών μεταξύ τους πρώτων αριθμών p, p ≠ ℓ οι οποίοι
διακλαδίζονται στο σώμα K.

2a Έστω r = 0. Αυτό σημαίνει ότι στο σώμα K1 διακλαδίζεται το πολύ στο ℓ. Αν ℓ > 2, τότε
σύμφωνα με την πρόταση X.4.3

K1 = K(ℓ, ℓ).

Αν ℓ = 2, επειδή υποθέτουμε ότι m > 1, έχουμε

K1 = Q(
√

2).

Πράγματι, το σώμα K, περιέχει το σώμα σταθερών στοιχείων του Q-αυτομορφισμού του K ο
οποίος δίνεται μέσω της μιγαδικής συζυγίας. (Η επέκταση K/Q είναι αβελιανή). Επομένως, αν
το K είναι πραγματικό, τότε το σώμα αυτό είναι το K = Km, ενώ αν το K δεν είναι πραγματικό,
τότε το σώμα αυτό είναι το Km−1. Σε κάθε περίπτωση το σώμα K1 περιέχεται στο Km−1 (m > 1),
δηλαδή το K1 είναι πραγματικό τετραγωνικό σώμα αριθμών. Άρα, είναι το K1 = Q(

√
2) = K(2, 2)

το οποίο περιέχεται στο K. Αυτό μας επιτρέπει να εφαρμόσουμε την πρόταση X.4.4.
Η σύνθεση σωμάτων L ∶= K ⋅K(ℓ,q) έχει και μια παράσταση L = K ′ ⋅K(ℓ,q) με κάποιο κυκλικό

σώμα K ′ βαθμού [K ′ ∶ Q] = q ′, q ′ είναι δύναμη του ℓ και q ′ < q. Σύμφωνα με την υπόθεση της
μαθηματικής επαγωγής, το K ′ είναι κυκλόσωμα και συνεπώς και το K αφού είναι υπόσωμα της
σύνθεσης L = K ′ ⋅K(ℓ,q).

2b Έστω τώρα r > 0. Υποθέτουμε ότι κάθε κυκλικό σώμα K βαθμού επέκτασης

[K ∶ Q] = q ∶= ℓm, ℓ ∈ P

με λιγότερους από r και διαφορετικούς του ℓ διακλαδιζόμενους πρώτους είναι κυκλόσωμα.
Σύμφωνα με την απόδειξη του βήματος (2a) μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει ένας

πρώτος p, p ≠ ℓ ο οποίος διακλαδίζεται στο K1. Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του K, P ∩Q = pZ. Το
K1 είναι ένα ενδιάμεσο σώμα. Έστω P ′ = P ∩ K. Επειδή e(P/P ′) ≠ e(P/pZ), αφού p διακλαδίζεται
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στο K1, έχουμε ότι το σώμα K1 δεν περιέχεται στο σώμα αδρανείας του P. Επομένως G−1(P/pZ) =
G0(P/pZ) = G.

Επίσης επειδή q = ℓm, ℓ ∈ P και p ≠ ℓ, έχουμε (p,q) = 1. Συνεπώς G1(P/pZ) = {IdK}. Από τα
παραπάνω συνάγουμε ότι η ομάδα

G = G0(P/pZ)
G1(P/pZ)

.

Αλλά η ομάδα πηλίκο G0/G1 είναι ισόμορφη προς μια υποομάδα της F∗p, οπότε

p =NK/Q(P) ≡ 1 mod q.

Επομένως, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το K(p,q).
2c Στη συνέχεια θεωρούμε το σώμα K(p,q), βαθμού [K(p,q) ∶ Q] = q καθώς και την κυκλική

ομάδα Galois της επέκτασης K(p,q)/Q. Θα μελετήσουμε και πάλι τη σύνθεση

L = K ⋅K(p,q).

Είναι όπως και πριν, η επέκταση L/Q μια αβελιανή επέκταση με ομάδα Galois

G̃ = Gal(L/Q),

ισόμορφη προς κάποια υποομάδα του ευθέως γινομένου δύο κυκλικών ομάδων τάξεως q. Συ-
νεπώς

∣G̃∣ = q ′q με q ′ ∣ q.
Όπως και στην πρόταση X.4.4, η G̃ είναι το ευθύ γινόμενο δύο κυκλικών ομάδων, μιας τάξης q
και της άλλης τάξης q ′. Έστω P ένα πρώτο ιδεώδες του L, P∩Q = pZ. Η πρώτη ομάδα διακλάδωσης
G̃1(P/p) έχει τάξη δύναμη του p. Στην περίπτωσή μας, η τάξη αυτή θα πρέπει να διαιρεί το qq ′.
Συνεπώς, G̃1(P/pZ) = {IdL}, αφού p ≠ ℓ. Ως γνωστό η ομάδα πηλίκο G̃0(P/pZ)/G̃1(P/pZ) είναι
κυκλική. Άρα η G̃0(P/pZ) είναι κυκλική και η τάξη της είναι δύναμη του ℓ ≤ q. Η τάξη της όμως
συγχρόνως διαιρείται και από το e(P/pZ) = q. Επομένως, η G̃0(P/pZ) έχει τάξη q.

Η G̃ έχει τάξη qq ′, η G̃0 έχει τάξη q. Άρα το σώμα αδρανείας του P, έστω K ′ έχει βαθμό
[K ′ ∶ Q] = q ′. Στο σώμα K ′ διακλαδίζονται το πολύ οι πρώτοι p1,p2, . . . ,pr. Στο σώμα K(p,q)
διακλαδίζεται (πλήρως) μόνο το ℓ και είναι ℓ ≠ pi i = 1, 2, . . . , r. Επομένως, στην τομή K ′ ∩K(p,q)
δεν διακλαδίζεται κανένας πρώτος. Σύμφωνα με το θεώρημα του Minkwoski

K ′ ∩K(p,q) = Q.

Επομένως ο βαθμός επέκτασης

[K ′ ⋅K(p,q) ∶ Q] = [K(p,q) ∶ Q][K ′ ∶ Q] = qq ′ = [L ∶ Q].

Αυτό σημαίνει ότι το L = K ′ ⋅ K(p,q). Λόγω της γνωστής δομής της G̃, όπως και στην πρόταση
X.4.4, το σώμα K ′ έχει κυκλική ομάδα Galois τάξης q ′.

Το K ′ είναι το σώμα αδρανείας του p. Επομένως, αφού ο p, σίγουρα δεν διακλαδίζεται στο
K ′, έπεται ότι το πλήθος των πρώτων αριθμών που διακλαδίζονται στο K και είναι διάφοροι του
ℓ είναι μικρότερο αυτών που διακλαδίζονται στο K.

Σύμφωνα με την υπόθεση της μαθηματικής επαγωγής, το K ′ είναι κυκλόσωμα. Επομένως
και η σύνθεση δύο κυκλοσωμάτων L = K ′ ⋅ K(p,q) είναι κυκλόσωμα και το K ως υπόσωμα του
κυκλοσώματος L είναι επίσης κυκλόσωμα. ◻
Παρατήρηση X.5.1. Από την απόδειξη του Θεωρήματος των Kronecker-Weber προκύπτουν τα
εξής:

1. Αν K είναι μία αβελιανή επέκταση του Q βάθμου [K ∶ Q] = 2m, για κάποιο θετικό ακέραιο
m και ισχύει ότι στο K ο μοναδικός διακλαδιζόμενος πρώτος είναι το 2, τότε

K ⊂ Q(ζ2m+2).
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2. Αν K είναι μια αβελιανή επέκταση του Q βαθμού [K ∶ Q] = ℓm, όπου ℓ ∈ P, m κάποιος θετικός
ακέραιος και ο μοναδικός πρώτος που διακλαδίζεται στο K είναι ο ℓ, τότε

K ⊂ Q(ζℓm+1).

Στην πραγματικότητα είναι το μοναδικό υπόσωμα του Q(ζℓm+1), αφού κάθε ℓ-ομάδα τάξης
ℓm, ℓ ∈ P, m ≥ 1 έχει μοναδική υποομάδα τάξης m − 1.

3. Έστω K μια αβελιανή επέκταση του Q βαθμού [K ∶ Q] = ℓm, ℓ ∈ P, m ≥ 1 και p ∈ P, p ≠ ℓ ο
οποίος διακλαδίζεται στο K, δηλαδή r ≥ 1. Υπάρχει ένα σώμα K ′ με τις ακόλουθες ιδιότητες:
(i) Ο p δεν διακλαδίζεται στο K ′ και κάθε πρώτος αριθμός ο οποίος δεν διακλαδίζεται στο
K δεν διακλαδίζεται ούτε στο K ′.

(ii) Ο βαθμός του K ′, [K ′ ∶ Q] = ℓk = q ′ < q = ℓm.
(iii) Αν K ⊂ Q(ζd) και p ∤ d, τότε το K ⊂ Q(ζdp)

Με βάση τα παραπάνω θα αποδείξουμε την

Πρόταση X.5.2. Έστω K μια αβελιανή επέκταση του Q βαθμού [K ∶ Q] = ℓm, ℓ ∈ P, m ≥ 1. Αν
p1,p2, . . . ,pr πρώτοι, διαφορετικοί του ℓ, είναι οι διακλαδιζόμενοι πρώτοι στο σώμα K, και αν ο ℓ
δεν διακλαδίζεται στο K, τότε

K ⊂ Q(ζp1p2⋯pr).

Αν ℓ = 2 και διακλαδίζεται στο K, τότε

K ⊂ Q(ζ2m+2p1p2⋯pr
).

Αν ℓ ≠ 2 και διακλαδίζεται στο K, τότε

K ⊂ Q(ζℓm+1p1p2⋯pr
)

Απόδειξη. Επαγωγικά, ως προς r, το πλήθος των διακλαδιζόμενων πρώτων διαφορετικών του ℓ.
Αν λοιπόν r = 0, τότε, λόγω του θεωρήματος του Minkowski, o ℓ διακλαδίζεται στο K και

αφού r = 0 είναι ο μοναδικός διακλαδιζόμενος πρώτος. Αν ℓ = 2, τότε ισχύει η πρώτη από τις
παρατηρήσεις, ενώ αν ℓ ≠ 2, τότε ισχύει η δεύτερη, δηλαδή για r = 0 η πρόταση είναι αληθής.

Υποθέτουμε ότι η πρόταση είναι αληθής για 0 ≤ k < r. Επειδή r ≥ 1 ιδιότητα 3(i) από τις
παρατηρήσεις μας δίνει την ύπαρξη του K ′ με πλήθος πρώτων αριθμών διάφορων του ℓ οι οποίοι
διακλαδίζονται στο K ′, r ′ < r.

Υποθέτουμε, κατ’ αρχήν ότι ο ℓ δεν διακλαδίζεται στο K. Τότε δεν διακλαδίζεται ούτε στο K ′,
3(i). Πιθανόν κάποιο γνήσιο υποσύνολο του συνόλου {p1,p2, . . . ,pr−1} να διακλαδίζεται στο K ′.
Λόγω της υπόθεσης της μαθηματικής επαγωγής το

K ′ ⊂ Q(ζp1p2⋯pr−1).

Αν d = p1p2⋯pr−1, K ′ ⊂ Q(ζd), οπότε η 3(iii) μας δίνει το επιθυμητό αποτέλεσμα. Στη συνέχεια
υποθέτουμε ότι ο ℓ διακλαδίζεται στο K. Ανεξάρτητα από το αν ο ℓ διακλαδίζεται στο K ′ ή όχι
έχουμε

K ′ ⊂ Q(ζ2k+2p1p2⋯pr−1), όταν ℓ = 2

και από την 3(ii)
K ′ ⊂ Q(ζℓk+1p1p2⋯pr−1), όταν ℓ ≠ 2.

Από την 2(ii) έχουμε ότι
K ′ ⊂ Q(ζ2m+2p1p2⋯pr−1), αν ℓ = 2

και
K ′ ⊂ Q(ζℓm+1p1p2⋯pr−1), αν ℓ ≠ 2.
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Θέτουμε

d ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2m+2p1p2⋯pr−1, αν ℓ = 2
ℓm+1p1p2⋯pr−1, αν ℓ ≠ 2

και έχουμε για το K το ζητούμενο
K ⊂ Q(ζdpr

).

Παρατήρηση X.5.3. Εάν λάβουμε υπόψη ότι:
1. Κάθε αβελιανή επέκταση K/Q είναι σύνθεση αβελιανών επεκτάσεων βαθμού δυνάμεων πρώ-

των αριθμών
2. Κάθε πρώτος αριθμός ο οποίος διακλαδίζεται στο K κατ’ ανάγκη διακλαδίζεται σε ένα του-

λάχιστον από τα σώματα των οποίων η σύνθεση μας δίνει το K και
3. Εφαρμόζουμε την προηγούμενη πρόταση και έχουμε:

Θεώρημα X.5.4. Έστω K μια αβελιανή επέκταση του Q, βαθμού [K ∶ Q] = n και n =
pα1

1 pα2
2 ⋯p

αs
s q

β1
1 q

β2
2 ⋯q

βt

t η ανάλυση του n σε γινόμενο πρώτων παραγόντων. Υποθέτουμε ότι οι
πρώτοι p1,p2, . . . ,ps διακλαδίζονται στο K ενώ οι q1,q2, . . . ,qt όχι. Έστω n ′ ∶= pα1

1 pα2
2 ⋯p

αs
s και r το

γινόμενο όλων των πρώτων αριθμών που διακλαδίζονται στο K με επιπλέον τον παράγοντα 2 όταν
το 2 διακλαδίζεται στο K και 2 ∣ n. Τότε

K ⊂ Q(ζn⋅r).

Παράδειγμα X.5.5. Έστω f(x) = x3 − 3x + 1 ∈ Q[x] και g(x) = x3 − 7x + 7 και K,L τα σώματα
ανάλυσης των f(x) και g(x) αντίστοιχα. Η διακρίνουσα του f(x) είναι Disc(f(x)) = 34 και είναι
τέλειο τετράγωνο. Η διακρίνουσα του g(x) είναι Discg(x)) = 72 και είναι επίσης τέλειο τετράγωνο.
Επομένως έχουμε δύο κυκλικές επεκτάσεις του Q βαθμού 3, K = Q(α) και L = Q(β), όπου α,β
ρίζες των αναγώγων υπεράνω του Q πολυωνύμων f(x) και g(x).

Έστω M = KL = Q(α,β), η σύνθεση αυτών των δύο σωμάτων. Επειδή K ∩ L = Q, έπεται ότι η
επέκταση M/Q είναι μια αβελιανή επέκταση με Gal(M/Q) ≅ Z3 × Z3. Ο μόνος πρώτος που θα
μπορούσε να διακλαδίζεται στο K είναι ο 3. Πράγματι, σύμφωνα με το θεώρημα του Minkowski
o 3 διακλαδίζεται στο K. Επίσης, ο 7 διακλαδίζεται στο L. Επομένως οι 3 και 7 διακλαδίζονται στο
M = KL. Δεν υπάρχουν άλλοι διακλαδιζόμενοι στο M, αφού αν ένας πρώτος p δεν διακλαδίζεται
στα K και L, τότε δεν διακλαδίζεται ούτε στο M. Για το K έχουμε n ′ = 3 και r = 3. Επομένως
K ⊂ Q(ζ9). Στο L έχουμε n ′ = 1 και r = 7, επομένως L ⊂ Q(ζ7). Τελικά M ⊂ Q(ζ63).

Επειδή το [Q(ζ3) ∶ Q] = 2 το K /⊂ Q(ζ3). Συνεπώς το m = 63 είναι ο οδηγός της επέκτασης M/Q.

Ιστορικά στοιχεία Επειδή πρόκειται για ένα εξαιρετικά σημαντικό θεώρημα καλό είναι
νομίζουμε να κλείσουμε με μερικά ιστορικά στοιχεία.

Η πρώτη αναφορά στο θεώρημα γίνεται από τον Kronecker το 1853: Über die algebraischen
auflösbaren Gleichungern, Monatsberichte Preuss. Akad. Wiss. 1853 365-374.

Η διατύπωση ήταν: «Αν ένα πολυώνυμο με ρητούς συντελεστές έχει αβελιανή Galois ομάδα,
τότε οι ρίζες του μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικός συνδυασμός των ριζών της μονάδας με
ρητούς συντελεστές».

Επανέρχεται το 1877 με πιο μοντέρνα μαθηματική έκφραση:
«Κάθε επέκταση Galois των ρητών αριθμών με αβελιανή ομάδα Galois είναι υπόσωμα ενός

κυκλοτομικού σώματος » Über Abelsche Gleichungen, Monatsberichte Preuss. Akad. Wiss.
(1877) 845-851.

Η πρώτη απόδειξη δόθηκε από τον H. Weber (Theorie der Abelschen Zahlkörper Acta Mathematica
9 193-263 (1886) ) και 9 105-130 (1887). Ο Η. Weber έχει περιλάβει την απόδειξή του στο σημα-
ντικό, όχι μόνο για την εποχή του αλλά και μέχρι σήμερα, τρίτομο έργο Lehrbuch der Algebra
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2. Auflage Vieweg, Braunschwieg 1898,1899,1908. Το θεώρημα αποτελεί το περιεχόμενο των
παραγράφων 23 και 24 του 2ου τόμου. Αργότερα διαπιστώθηκε ότι η απόδειξή του δεν ήταν
πλήρως σωστή.

Το 1896 ο D. Hilbert έδωσε τελικά την πρώτη, γεινκά αποδεκτή, σωστή απόδειξη Ein neuer
Beweis der Kroneckerscchen Fundamentalsatzes über Abelsche Zahlkörper, Nachr. Ges.
Wiss Göttingen 1896 29-39). Η εργασία περιέχεται και στο Zahlbericht του Hilbert το οποίο
δημοσιεύθηκε το 1897. Η παρούσα παρουσίαση στηρίζεται στις ιδέες του Hilbert.

Αργότερα όταν εμφανίστηκε η θεωρία των p-αδικών αριθμών και των τοπικών σωμάτων, θε-
ωρήθηκε πιο φυσιολογική η απόδειξη του θεωρήματος πρώτα στα p-αδικά σώματα και στη
συνέχεια στο Q. Η πρώτη γνωστή σε μας απόδειξη προς αυτή την κατεύθυνση είναι το I. R.
Shafarevich: A new proof of the Kronecker-Weber theorem, [24]. Ανάλογη διαδικασία ισχύει
και για τη διακρίνουσα και για τη διαφορίζουσα.

Έτσι συνήθως σήμερα στα περισσότερα βιβλία ακολουθείται αυτή η διαδικασία στα πλαίσια
του τοπικού-γενικού αξιώματος. Παραδείγματος χάρη στα βιβλία των W. Narciewicz [19], J.
Neukirch [21], [20], L. Washington [25], J.W.S Cassels [5], Fröhlich-Taylor [8] και άλλων.

Εμείς δεν επιθυμούσαμε να επιβαρύνουμε περισσότερο την ύλη του παρόντος βιβλίου. Έτσι
ακολουθήσαμε την κλασική μέθοδο. Η ίδια βασική ιδέα, αλλά διαφορετική επιμέρους διαδικα-
σία, αποτελεί και το περιεχόμενο της πτυχιακής εργασίας της κυρίας Κωνστάντιας Μανούσου-
Σωτηροπούλου [27]. Ότι το θέμα συνεχίζει να ενδιαφέρει αποδεικνύεται ότι και σε άλλα μέρη του
κόσμου πτυχιακές εργασίες ασχολούνται με το ίδιο θέμα [4], [2]. Προφανώς και παραλείπουμε
τα ονόματα άλλων Μαθηματικών που έχουν αποδείξει το θεώρημα. Η πιο πρόσφατη γνωστή σε
μας απόδειξη είναι του F. Lemmermeyer, [14]. Φυσικά στη θεωρία κλάσεων σωμάτων το θεώ-
ρημα των Kronecker-Weber είναι πόρισμα.
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X.6 Ασκήσεις

1. Aν K αλγεβρικό σώμα αριθμών και RK = Z[θ], να αποδείξετε το θεώρημα της διακρίνουσας.
2. Αν L = (1 + 2i)Z[i], να αποδείξετε ότι L∗ = 1

2(1+2i)Z[i].
3. Αν L δικτυωτό του K και α ∈ K∗, να αποδείξετε ότι (aL)∗ = 1

α
L∗.

4. Αν K = Q(
√
d), τετραγωνικό σώμα αριθμών, α ∈ Z, ελεύθερο τετραγώνου, τότε να αποδείξετε

ότι
DiffK/Q =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⟨2
√
d⟩, όταν d /≡ 1 mod 4

⟨
√
d⟩, όταν d ≡ 1 mod 4

5. Έστω α μια ρίζα του πολυωνύμου

f(x) = x3 + x − 1 ∈ Q[x],

K = Q(α) και L σώμα ανάλυσης του f(x) υπεράνω του Q περιέχει το K.
(αʹ) Να αποδείξετε ότι RK = Z[α]
(βʹ) Να υπολογίσετε τον αριθμό κλάσεων του K
(γʹ) Υπάρχει τετραγωνικό σώμα αριθμών που περιέχεται στο L; Αν ναι, ποιο είναι αυτό;
(δʹ) Να αποδείξετε ότι μόνο ο πρώτος 31 μπορεί να διακλαδίζεται στο L.
(εʹ) Να αποδείξετε ότι το 31 στο K αναλύεται στη μορφή 31 = π1π

2
2, όπου π1,π2 ανάγωγα

στοιχεία του RK.
(στʹ) Να αποδείξετε ότι μόνο ο p = 31 διακλαδίζεται στην επέκταση L/Q.
(ζʹ) Να αποδείξετε ότι κανένα πρώτο ιδεώδες του K δεν διακλαδίζεται στην επέκταση L/K.
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XI
Εικασία Fermat, η κλασική προσέγγιση

XI.1 Ιστορική εισαγωγή

Fermat (1601-1665)

1637 H διοφαντική εξίσωση Xn + Yn = Zn, n ∈ N,n ≥ 3 δεν έχει μη τετριμμένη XYZ ≠ 0 ακέραια
λύση. Ο Fermat απέδειξε την εργασία του για n = 4.

1670 Ο γιός του, Samuel de Fermat δημοσίευσε τις σημειώσεις του πατέρα του στο βιβλίο του
Bachet, ο οποίος είχε εκδώσει το έργο του Διόφαντου στα λατινικά. Ο τίτλος ήταν «Παρα-
τηρήσεις στον Διόφαντο».

1770 Ο Euler απέδειξε την εικασία για n = 3.
1816 Ο Gauss δεν έδειξε ενδιαφέρον για την εικασία. Στις 21-3-1816 έγραψε στον Olbers ότι

«είναι ένα μεμονωμένο αποτέλεσμα και με ενδιαφέρει πολύ λίγο».
1825 Ο Dirichlet απέδειξε την περίπτωση για n = 5. Η απόδειξή του δεν ήταν πλήρης. Αυτό το

παρατήρησε ο Legendre, ο οποίος έδωσε στη συνέχεια ανεξάρτητη και πλήρη λύση της
περίπτωσης αυτής.

1828 Ο Dirichlet συμπλήρωσε τη δική του απόδειξη.
1832 O Dirichlet προσπάθησε την περίπτωση n = 7. Κατά τη διαδικασία διεπίστωσε ότι η μέθοδός

του βολεύει καλύτερα την περίπτωση n = 14 την οποία και έλυσε.
1839 Ο Lamé απέδειξε την περίπτωση n = 7. Στο μεταξύ ο Legendre παρουσίασε το θεώρημα της

Sophie Germain.
1823 Αν p πρώτος, p ≠ 2 και 2p + 1 επίσης πρώτος τότε ισχύει η πρώτη περίπτωση της εικασίας

Fermat για τον πρώτο αυτόν p.
1847 Την 1η Μαρτίου του 1847 ο Lamé υπέβαλε μια εργασία του στην Ακαδημία Επιστημών

των Παρισίων με την «απόδειξη» της εικασίας. Το ότι η απόδειξη δεν ήταν εντελώς σωστή το
διεπίστωσε ο Liouville.
Ο Lamé θεώρησε το n περιττό, εισήγαγε τις μιγαδικές ρίζες της μονάδας ζn = e

2πi
n και

παραγοντοποίησε την εξίσωση xn + yn = zn σε γινόμενο γραμμικών παραγόντων ως εξής:

xn + yn = (x + y)(x + ζny)⋯(x + ζn−1
n y). (XI.1)

Θεώρησε το xn−yn σαν πολυώνυμο του x με συντελεστή στο C[y]. Αυτό είναι ίσο με μηδέν,
όταν xn = yn, δηλαδή όταν x = ζkny για 0 ≤ k ≤ n−1. Συνεπώς το πολυώνυμο xn−yn διαιρείται
από τα x − ζkny για 0 ≤ k ≤ n − 1. Επομένως το γινόμενο

(x − y)(x − ζny)⋯(x − ζn−1
n y)

231
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διαιρεί το xn −yn. Όμως το γινόμενο είναι και αυτό πολυώνυμο βαθμού n και επειδή είναι
και τα δύο μονικά προκύπτει η ισότητα

xn − yn = (x − y)(x − ζny)⋯(x − ζn−1
n y).

Αντικαθιστούμε το y με το −y θυμούμαστε ότι n περιττός. Συνεπώς έχουμε τη σχέση (XI.1).
Το «επιχείρημα» στη συνέχεια ήταν ότι οι γραμμικοί παράγοντες του γινομένου ήταν ανά
δύο πρώτοι μεταξύ τους, συνεπώς από τη σχέση zn = xn + yn ο καθένας τους ήταν n-στή
δύναμη μιγαδικού αριθμού και έτσι κατέληξε στο συμπέρασμα-απόδειξη της εικασίας.
Για πλήρη απόδειξη, στην περίπτωση μονοσήμαντης ανάλυσης δες Borevich-Shafarevich
[2, p.173-182].
Ο Liouville ήταν ο πρώτος που παρατήρησε ότι το τελευταίο επιχείρημα εξαρτάται από
τη μοναδικότητα της παραγοντοποίησης. Υποψιάστηκε ότι δεν ισχύει. Εστράφη λοιπόν το
ενδιαφέρον στην ύπαρξη ή μη της μονοσήμαντης ανάλυσης.

1847 O Wanzel απέδειξε το μονοσήμαντο της ανάλυσης για n = 2, 3, 4 και διαπίστωσε ότι η
μέθοδός του δεν καλύπτει την περίπτωση n = 23. Την ύπαρξη του προβλήματος της μη-
μονοσήμαντης ανάλυσης την είχε διαπιστώσει ήδη τρία χρόνια νωρίτερα ο Κummer.

1844 Ο Kummer έστειλε γράμμα στον Liouville, καθ’ υπόδειξη του Dirichlet και τον ενημέρωσε
σχετικά. Τον ενημέρωσε επίσης ότι έχει αναπτύξει μια μέθοδο, εισάγοντας μια καινούργια
έννοια, αυτή των «ιδεωδών αριθμών».

1850 Έτσι στα 1850, δημοσίευσε μια εργασία στην οποία αποδείκνυε την εικασία του Fermat
για μια μεγάλη κατηγορία εκθετών πρώτων αριθμών. Χαρακτηριστικά αναφέρουμε ότι η
απόδειξη ισχύει για κάθε p < 100 εκτός από τρεις εξαιρέσεις p = 37, 59, 67. Τελικά αργότερα
κατάφερε να αποδείξει την εικασία και για τους p = 37, 59 και 67, [12].
Σημαντική ήταν και η συνεισφορά του H.S. Vandiver στη δεκαετία του 1920. Αλλά η διαδι-
κασία ήταν βήμα-βήμα για συγκεκριμένους μικρούς πρώτους αριθμούς και με τη βοήθεια
του υπολογιστή. Έτσι στα 1976 ο S. Wagstaff [14] απέδειξε ότι η εικασία του Fermat είναι
αληθής για όλους τους πρώτους p, p < 125000 και οι J. Buhler, R. Crandall, R. Ernvall και
T. Metsänylä [4] μελέτησαν τους irregular πρώτους μέχρι τα 12 εκατομμύρια, ενώ το 2017
W. Hart, D. Harvey και W. Ong έφτασαν στα 2 δισεκατομμύρια. [7].
O στόχος μας είναι να παρουσιάσουμε τα αποτελέσματα του Kummer φυσικά με τη ση-
μερινή ορολογία. Χρησιμοποιούμε το βιβλίο του P. Ribenboim “13 Lectures on Fermat’s
Last Theorem” [10] και το βιβλίο των I. Stewart και F. Tall “Algebraic Number Theory and
Fermat’s Last Theorem” [13], όπως και τον Borevich-Shafarevich [2] και L. Washington
[15].

XI.2 Εισαγωγή

Xn + Yn = Zn (XI.2)

Παρατήρηση XI.2.1. Αν (x,y, z) μη-τετριμμένη λύση της (XI.2) και d = ΜΚΔ(x,y, z), τότε προ-
φανώς και (x/d,y/d, z/d) επίσης λύση. Επομένως αρκεί να ελέγξουμε την ύπαρξη μόνο των
λεγόμενων πρωταρχικών λύσεων, δηλαδή λύσεων με d = 1.

Παρατήρηση XI.2.2. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, η έννοια της πρωταρχικής λύσης ταυτίζεται
με αυτή της έννοιας των πρώτων μεταξύ τους ανά δύο αφού αν d = ΜΚΔ(x,y) > 1, τότε υπάρχει
πρώτος q με q ∣ x και q ∣ y οπότε και q ∣ zn = xn + yn συνεπώς και q ∣ΜΚΔ(x,y, z) = 1. Επομένως
θα ψάξουμε για την ύπαρξη λύσεων (x,y, z), όπου τα x,y, z, είναι ανά δύο πρώτα μεταξύ τους.
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Παρατήρηση XI.2.3. Αν η (XI.2) δεν έχει μη-τετριμμένη λύση για κάποιο n, τότε δεν έχει μη-
τετριμμένη λύση και κάθε πολλαπλάσιο του n. Πράγματι αν η

Xnm + Ynm = Znm

είχε λύση (x,y, z), τότε και η (XI.2) θα είχε λύση την (xm,ym, zm).

Παρατήρηση XI.2.4. Κάθε ακέραιος ≥ 3 διαιρείται είτε από το 4 είτε από κάποιον περιττό πρώτο
p. Συνεπώς αρκεί να αποδείξουμε την εικασία για n = 4 και n περιττό πρωτο p. Η περίπτωση
n = 4 θα εξεταστεί στις ασκήσεις.

Από εδώ και κάτω θα θεωρήσουμε την περίπτωση n = p περιττός πρώτος και θα επεκταθούμε
στην αριθμητική του σώματος K = Q(ζp), ζ = e

2πi
p . Θα γράφουμε για συντομία ζ αντί για ζp.

XI.3 Κυκλοτομικά σώματα K = Q(ζp), p ∈ P

Υπενθυμίζουμε ότι ο δακτύλιος των ακεραίων αλγεβρικών είναι ο R = Z[ζ], η διακρίνουσα
του K = Q(ζ) είναι η DK = (−1)

p−1
2 pp−2. Ο νόμος ανάλυσης στο K = Q(ζ) δίνεται ως εξής: Αν

Q = ⟨1 − ζ⟩, τότε pR = Qp−1, και NK(Q) = p. Για κάθε άλλο πρώτο q, q ≠ p ισχύει ότι e = 1 και f
είναι ο ελάχιστος φυσικός ώστε

qf ≡ 1 mod p

και r = p−1
f

. Το μέγιστο πραγματικό υπόσωμα του K = Q(ζ) είναι το σώμα K0 = Q(ζ + ζ−1).

XI.3.1 Οι μονάδες του K = Q(ζp)

Ο στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδείξουμε το ακόλουθο:

Θεώρημα XI.3.1 (1o Λήμμα του Kummer). Κάθε μονάδα ϵ ∈ E(RK) του κυκλοτομικού σώματος
K = Q(ζ) έχει τη μορφή

ϵ = ηζs,

όπου η η πραγματική μονάδα του K, δηλαδή η ∈ E(R0), R0 = Z[ζ + ζ−1] και s ∈ Z.

Η απόδειξη θα πραγματωθεί σε μια σειρά λημμάτων.

Λήμμα XI.3.2 (Βήμα 1). Οι μόνες ρίζες της μονάδας που ανήκουν στο κυκλοτομικό σώμα αριθμών
K = Q(ζ) είναι οι ±ζs, s ∈ Z

Απόδειξη. Πρώτα από όλα θα αποδείξουμε ότι i /∈ Q(ζ). Πράγματι, αν i ∈ Q(ζ) επειδή 2 = i(1− i)2
έπεται ότι ⟨2⟩ = ⟨(1 − i)⟩2 = P2. Αυτό σημαίνει ότι το ιδεώδες ⟨2⟩ διακλαδίζεται στο σώμα K. Αυτό
όμως είναι άτοπο, διότι ο μόνος πρώτος που διακλαδίζεται στο K είναι ο περιττός πρώτος p.

Έστω τώρα q πρώτος q ≠ 2 και q ≠ p. Ισχυριζόμαστε ότι ζq /∈ Q(ζ). Αν ίσχυε ζq ∈ Q(ζ), θα
είχαμε Q(ζq) ⊂ Q(ζ). Στο σώμα Q(ζq) ισχύει η ανάλυση του ιδεώδους ⟨q⟩ = ⟨(1 − ζq)⟩q−1. Αυτό
σημαίνει ότι το q διακλαδίζεται στο Q(ζq) και συνεπώς και στο Q(ζ), άτοπο. Άρα ζq /∈ Q(ζ) για
κάθε περιττό q, q ≠ p.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι e
2πi
p2 /∈ Q(ζp). Το e

2πi
p2 είναι ρίζα του πολυωνύμου xp2−1 αλλά

όχι του xp − 1, είναι πρωταρχική p2-ρίζα του 1. Επομένως είναι ρίζα του πολυωνύμου

f(x) = x
p2 − 1
xp − 1

=
p−1
∑
t=0
xtp.
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To f(x) είναι ανάγωγο στο Q[x], αφού το f(x+1) είναι ανάγωγο στο Q[x], σύμφωνα με το κριτήριο
του Eisenstein εφαρμοσμένο για τον πρώτο p. Δηλαδή f(x) = Irr(e

2πi
p2 ,Q). Συνεπώς

[Q(e
2πi
p2 ) ∶ Q] = deg f(x) = p(p − 1) > p − 1.

Επομένως δεν ισχύει ότι e
2πi
p2 ∈ Q(ζ), διότι τότε

[Q(e
2πi
p2 ) ∶ Q] ≤ p − 1,

άτοπο. Άρα e
2πi
p2 /∈ Q(ζ).

Αν τώρα υποθέσουμε ότι μια ρίζα της μονάδας (για κάποιο φυσικό m) ζm = e
2πi
m ∈ Q(ζ),

σύμφωνα με τα παραπάνω ισχύουν 4 ∤ m, q ∤ m, για κάθε q ≠ p, 2 και p2 ∤ m, συνεπώς κατ’
ανάγκηm ∣ 2p. Το τελευταίο μας λέει ότι το σώμα K περιέχει το πολύ τις 2p-ρίζες της μονάδας.

Λήμμα XI.3.3 (Βήμα 2). Για κάθε ακέραιο αλγεβρικό α ∈ Q(ζ) ισχύει ότι υπάρχει ακέραιος b ∈ Z
ώστε

α ≡ b mod Q,Q = ⟨1 − ζ⟩.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι NK(Q) = p. Άρα ο δακτύλιος RK/Q έχει p-στοιχεία. Οι ακέραιοι αριθ-
μοί 0, 1, 2, . . . ,p−1 ανήκουν σε διαφορετικά στοιχεία του RK/Q ανά δύο, δηλαδή σε διαφορετικές
κλάσεις modulo Q. Πράγματι, αν r, s ∈ {0, 1, 2, . . . ,p − 1}, και r ≡ s mod Q, τότε r − s ∈ Q. Όμως
r − s ∈ Z συνεπώς r − s ∈Q ∩Z = pZ, συνεπώς r ≡ s mod p⇒ p ∣ ∣r − s∣. Επειδή ∣r − s∣ < p⇒ ∣r − s∣ = 0
και r = s. Άρα για κάθε α ∈ RK υπάρχει b ∈ Z b ∈ {0, 1, 2, . . . ,p−1} ώστε να ισχύει a ≡ b mod Q.

Πόρισμα XI.3.4. Για κάθε α ∈ RK υπάρχει a ∈ Z ώστε να ισχύει

αp ≡ a mod Qp

Απόδειξη. Από το XI.3.3 έχουμε ότι για κάθε α ∈ RK υπάρχει b ∈ Z ώστε α ≡ b mod Q συνεπώς

αp − bp =
p−1
∏
j=0
(α − ζjb).

Το Q = ⟨1 − ζ⟩ συνεπώς ζ ≡ 1 mod Q. Επομένως, κάθε παράγοντας του γινομένου ειναι ισότιμος
προς α − b mod Q. Συνεπώς αp − bp ≡ 0 mod Qp, δηλαδή το πόρισμα ισχύει για a = bp.

Λήμμα XI.3.5 (Βήμα 3ο). Αν α ακέραιος αλγεβρικός αριθμός α ∈ Z̃ του οποίου όλοι οι συζυγείς
αριθμοί (όλες οι ρίζες του αναγώγου πολυωνύμου f(x) = Irr(α,Q) ∈ Z[x]) έχουν απόλυτη τιμή 1,
τότε ο α είναι ρίζα της μονάδας.

Απόδειξη. Έστω αi, i = 1, 2, . . . ,n οι συζυγείς του α,

f(x) = (x −α1)(x −α2)⋯(x −αn).

Για κάθε ακέραιο ℓ > 0 θεωρούμε το πολυώνυμο

fℓ(x) = (x −αℓ
1)(x −αℓ

2)⋯(x −αℓ
n).

Από το βασικό θεώρημα των συμμετρικών πολυωνύμων, έπεται ότι fℓ(x) ∈ Z[x] για κάθε ℓ ∈ Z, ℓ >
0. Αν fℓ(x) = xn + an−1x

n−1 +⋯ + a0, τότε για κάθε 0, 1, 2, . . . ,n − 1 ισχύει ∣aj∣ ≤ (nj).
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Αυτό προκύπτει άμεσα από τις σχέσεις ριζών-συντελεστών και του γενονότος ότι όλες οι ρίζες
των πολυωνύμων fℓ(x) έχουν απόλυτη τιμή 1. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχουν πεπερασμένου πλή-
θους πολυώνυμα, με συντελεστές ακεραίους, των οποίων οι συντελεστές πληρούν την παραπάνω
ανισότητα. Συνεπώς υπάρχουν τουλάχιστον δύο ακέραιοι ℓ,m, ℓ ≠m ώστε

fℓ(x) = fm(x).

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει μια μετάθεση π του συνόλου {1, 2, . . . ,n} για την οποία ισχύει αℓ
j =

αm
π(j), για j = 1, 2, . . . ,m. Επαγωγικά, έπεται ότι

αℓr

j = α
mr

πr(j).

Επειδή, πn!(j) = j, έχουμε
αℓn!
j = α

mn!
j ⇒ α

(ℓn!−mn!)
j

= 1,

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι ℓn! −mn! > 0. O εκθέτης είναι ≠ 0, αφού ℓn! ≠ mn!

συνεπώς αj είναι ρίζα της μονάδας για κάθε j = 1, 2, . . . ,n − 1.

Απόδειξη. (Θεωρήματος XI.3.1-1ου λήμματος του Kummer) Έστω ϵ μια μονάδα του K = Q(ζ).
Μία βάση ακεραιότητας του RK είναι η B = {1,ζ,ζ2, . . . ,ζp−2}. Αφού ϵ ∈ RK υπάρχει f(x) ∈ Z[x],
deg f(x) < p − 1 ώστε ϵ = f(ζ). Οι συζυγείς του ϵ είναι οι ϵ(i) = f(ζi), i = 1, 2, . . . ,p − 1 και

NK(ϵ) = ϵ(1)ϵ(2)⋯ϵ(p−1) = ±1,

αφού ϵ ∈ E(RK).
Συνεπώς και όλα τα συζυγή της ϵ είναι επίσης μονάδες του K. Προφανώς,

ϵ(p−i) = f(ζp−i) = f(ζ−i) = f(ζi) = f(ζi) = ϵi,

όπου α συμβολίζει τον μιγαδικό συζυγή του α. Επομένως

ϵ(p−i)ϵ(i) = ϵ(i)ϵ(i) = ∣ϵ(i)∣2 > 0.

Άρα
NK(ϵ) = (ϵ(1)ϵ(p−1))(ϵ(2)ϵ(p−2))⋯ > 0

Το συμπέρασμα λοιπόν είναι NK(ϵ) = 1. Τώρα, τα πηλίκα ϵ(i)/ϵ(p−i) είναι μονάδες του K και για
κάθε i = 1, 2, . . .

∣ϵ(i)/ϵ(p−i)∣ = ∣ϵ(i)/ϵ(i)∣ = ∣ϵ(i)∣/∣ϵ(i)∣ = 1.

Από το λήμμα XI.3.5 έχουμε ότι τα πηλίκα αυτά είναι ρίζες της μονάδας. Σύμφωνα με το λήμμα
XI.3.2 θα είναι της μορφής ϵ/ϵ(p−1) = ±ζt, t ∈ Z. Επειδή ζt = ζp+t και ένας από τους t και p + t
είναι άρτιος μπορούμε να γράψουμε

ϵ/ϵ(p−1) = ±ζ2s, s > 0.

Θα πρέπει να βρούμε το σωστό πρόσημο. θα αποδείξουμε ότι αυτό είναι το «συν». Θεωρούμε τον
ακέραιο αλγεβρικό του K, ζ−sϵ ∈ RK. Σύμφωνα με το λήμμα XI.3.3 υπάρχει a ∈ Z ώστε

ζ−sϵ = a mod Q

Παίρνουμε τα μιγαδικά συζυγή
ζ
−s
ϵ ≡ a mod Q,

δηλαδή
ζsϵ(p−1) ≡ a mod Q.
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Το Q = ⟨1 − ζ⟩ συνεπώς Q = ⟨1 − ζ⟩ = ⟨1 − ζp−1⟩. Από τον νόμο ανάλυσης ⟨1 − ζp−1⟩ = Q. Από τα
παραπάνω προκύπτει η ισοτιμία

ζ−sϵ ≡ ζsϵ(p−1) mod Q

συνεπώς
ϵ/ϵ(p−1) ≡ ζ2s mod Q.

Αν στη σχέση ϵ/ϵ(p−1) = ±ζ2s είχαμε το πλήν θα είχαμε

ζ2s ≡ −ζ2s mod Q

συνεπώς Q ∣ 2ζ2s άρα NK(Q) ∣ NK(2)NK(ζ)2s. Καταλήγουμε στο ότι p ∣ 2p−1, άτοπο αφού p

περιττός. Επομένως ισχύει
ϵ/ϵ(p−1) = ζ2s,

δηλαδή
ζ−sϵ = ζsϵ(p−1),

οπότε
ζ−sϵ = ζ−sϵ = ζsϵ(p−1) = ζ−sϵ

συνεπώς ο ζ−sϵ ∈ R. Αν ζ−sϵ ∶= η ∈ R, τότε ϵ = ζsη.

Παρατήρηση XI.3.6. Δείτε και το λήμμα 3.37 σελ. 74 των σημείωσεων [16].
Αυτό μας εξασφαλίζει ότι ϵ είναι ρίζα της μονάδας επί μονάδα πραγματική αλλά φυσικά όχι

ότι η ρίζα της μονάδας είναι της μορφής ζs.

XI.4 Τα θεωρήματα του Kummer

Ο πιο μικρός p για τον οποίο το σώμα K = Q(ζp) δεν έχει μονοσήμαντη ανάλυση είναι ο
p = 23.

Πρόταση XI.4.1. hQ(ζ23) > 1.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι Q(
√
−23) ⊂ Q(ζ23). Από τον νόμο ανάλυσης στα τετραγωνικά σώματα

αριθμών, έχουμε (−23
2 ) = 1, αφού −23 ≡ 1 mod 8. Επομένως 2RQ(√−23) = PP, όπου P = ⟨2, 1+

√
−23

2 ⟩.
Έστω Q πρώτο ιδεώδες του K ώστε να ισχύει Q ∩ RQ(√−23) = P. Η N

K/Q(
√
−23)(Q) = P

f. Επίσης
[K ∶ Q] = ϕ(23) = 23 − 1 = 22, [Q(

√
−23) ∶ Q] = 2 άρα [Q(ζ23) ∶ Q(

√
−23)] = 11. Επειδή f διαιρεί

τον βαθμό της επέκτασης, ισχύει f = 1 ή f = 11. To Q(
√
−23) έχει αριθμό κλάσεων ιδεωδών

hQ(
√
−23) = 3. Επομένως έχουμε ότι το P δεν είναι κύριο ιδεώδες του K ενώ το P3 είναι. Συνεπώς

ούτε το P11 είναι κύριο, αλλιώς P3 κύριο και P2 κύριο συνεπώς και το P είναι κύριο, άτοπο.
Τελικά καταλήγουμε ότι το Pf (f = 1 είτε f = 11) δεν είναι κύριο. Αλλά ούτε το Q είναι κύριο,

αφού αν το Q ήταν κύριο θα ήταν και η norm N
K/Q(

√
−23)(Q) = P

f κύριο, άτοπο.

Σημείωση XI.4.2. Μια στοιχειώδη απόδειξη μπορεί να βρει κανείς στο βιβλίο του Marcus, [9].
Εκεί αποδεικνύεται ότι μια συγκεκριμένη ανάλυση δεν είναι μονοσήμαντη.
Σημείωση XI.4.3. Το ότι το P δεν είναι κύριο φαίνεται και από τη θεωρία των τετραγωνικών μορ-
φών, δεν αντιστοιχεί στην κύρια κλάση. Πράγματι, η κλάση που αντιστοιχεί στο P = ⟨2, 1+

√
−23

2 ⟩ =
⟨a, −b+

√
∆

2 ⟩ είναι η ax2 + bxy + cy2, c = b2−∆
4a , δηλαδή 2x2 − xy + 3y2.

Παρατήρηση XI.4.4. Οι Montgomery και απέδειξαν, ανεξάρτητα ο ένας του άλλου, ότι ο αριθ-
μός κλάσεων του κυκλοτομικού σώματος αριθμών K = Q(ζp) είναι hK = 1 αν και μόνο αν p ≤ 19,
[15].
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Είναι σαφές ότι ο Kummer χρειάστηκε να αποδείξει ότι αν A ⊲ RQ(ζp) ώστε Ak κύριο ιδεώδες και
Μ.Κ.Δ(k,hK) = 1, τότε κατ’ ανάγκη το A κύριο, στην περίπτωση που το k ήταν το p της εξίσωσης
του Fermat.

Αναγκαστικά λοιπόν, θεώρησε πρώτους p, ώστε p ∤ hQ(ζp). Αυτούς τους πρώτους τους ονό-
μασε ομαλούς (regular). Τώρα, αν η εξίσωση του Fermat

xp + yp = zp

έχει λύση (x,y, z) με Μ.Κ.Δ.(x,y, z) = 1, τότε το p έχει δύο δυνατότητες
I Το p ∤ x, p ∤ y, p ∤ z.

II Το p διαιρεί ακριβώς έναν από τους x,y, z.
Αυτές θα λέγονται πρώτη και δεύτερη περίπτωση της εικασίας Fermat. Θα μελετηθούν ξεχωρι-
στά. Όλα βέβαια, για regular πρώτους.

XI.4.1 Πρώτη περίπτωση της εικασίας

Θεώρημα XI.4.5 (Πρώτη περίπτωση της εικασίας Fermat για ομαλούς πρώτους). Αν p περιττός
πρώτος, ο οποίος είναι ομαλός η εξίσωση του Fermat

xp + yp = zp

δεν έχει λύση (x,y, z) ∈ Z3 για την οποία p ∤ xyz.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με απαγωγή στο άτοπο. Υποθέτουμε ότι η εξίσωση έχει μια ακέ-
ραια λύση x,y, z με p ∤ xyz. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι x,y, z
είναι ανά δύο πρώτοι μεταξύ τους.

Παραγοντοποιούμε το αριστερό μέρος της εξίσωσης στο RK = Z[ζ] και έχουμε
p−1
∏
i=0
(x + ζiy) = zp.

Από τη σχέση αυτή έπεται ότι
p−1
∏
i=0
⟨x + ζiy⟩ = ⟨z⟩p.

Λήμμα XI.4.6 (Βήμα 1o). Θα αποδείξουμε ότι τα ιδεώδη ⟨x + ζiy⟩ είναι ανά-δύο πρώτα μεταξύ
τους.

Πράγματι, αν P πρώτο ιδεώδες του K και

P ∣ ⟨x + ζky⟩ και P ∣ ⟨x + ζℓy⟩

για 0 ≤ k < ℓ < p − 1, τότε x + ζky ∈ P και x + ζℓy ∈ P, επομένως

(x + ζky) − (x + ζℓy) = ζky − ζℓy = yζk(1 − ζℓ−k) ∈ P.

Γνωστό, ότι
⟨1 − ζℓ−k⟩ = ⟨1 − ζ⟩ =Q

και ζk μονάδα του RK. Επομένως

y(1 − ζ) ∈ P⇒ y ∈ P είτε (1 − ζ) ∈ P.

Αν y ∈ P, τότε από την αρχική σχέση, P ∣ ⟨z⟩p ⇒ P ∣ ⟨z⟩⇒ z ∈ P. Επειδή Μ.Κ.Δ((y, z) = 1 υπάρχουν
a,b ∈ Z ώστε ay + bz = 1 και επομένως 1 ∈ P, άτοπο.
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Αν (1− ζ) ∈ P, τότε P ∣ ⟨1− ζ⟩ =Q. Όμως Q πρώτο ιδεώδες του RK συνεπώς P =Q. Εδώ η σχέση
z ∈ Q = P δίνει Q ∣ ⟨z⟩ συνεπώς NK(Q) ∣ NK(z) συνεπώς p ∣ zp−1 και τελικά p ∣ z, άτοπο αφού
έχουμε υποθέσει ότι p ∤ xyz.

O RK είναι περιοχή Dedekind, άρα έχουμε μονοσήμαντη ανάλυση σε γινόμενο πρώτων ιδε-
ωδών. Από αυτό προκύπτει ότι λόγω του λήμματος XI.4.6

⟨x + ζy⟩ = Ap, όπου A ⊲ RK.

Εδώ χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι ο πρώτος p είναι ομαλός. Συνεπώς υπάρχει α ∈ RK ώστε
A = ⟨α⟩. Από τη σχέση ⟨x+ζy⟩ = ⟨αp⟩ οπότε υπάρχει ϵ ∈ E(RK) ώστε x+ζy = ϵαp. Από το 1ο λήμμα
του Kummer, έχουμε ότι ϵ = ζsη, η ∈ R. Άρα, x + ζy = ηζsαp. Από το πόρισμα του λήμματος
XI.3.3 έπεται ότι υπάρχει a ∈ Z ώστε

αp ≡ a mod Qp

Επομένως
x + ζy ≡ ηaζs mod Qp

Επειδή
⟨p⟩ =Qp−1 ⇒ ⟨p⟩ ∣Qp

συνεπώς x + ζy ≡ ηaζs mod ⟨p⟩. Το ζ−s είναι μονάδα του RK. Πολλαπλασιάζουμε με αυτή την
μονάδα

ζ−s(x + ζy) ≡ ηa mod ⟨p⟩
Παίρνουμε τα μιγαδικά συζυγή

ζs(x + ζ−1y) ≡ ηa mod ⟨p⟩

Επομένως,
xζ−s + yζ1−s − xζs − yζs−1 ≡ 0 mod ⟨p⟩ (XI.3)

Το 1 + ζ είναι μονάδα του RK. (Στην

f(x) = xp−1 + xp−2 +⋯ + x + 1 = (x − ζ)(x − ζ2)⋯(x − ζp−1),

θέτουμε x = −1. Το γινόμενο (−1−ζ)(−1−ζi)⋯ = 1.) Στην τελευταία ισοτιμία, μελετούμε τις δυνατές
τιμές τους. Έστω ότι s ≡ 0 mod p. Τότε ζs = 1 και η ισοτιμία (XI.3) γίνεται

y(ζ − ζ−1) ≡ 0 mod ⟨p⟩

συνεπώς
y(1 + ζ)(1 − ζ) ≡ 0 mod ⟨p⟩

Το (1 + ζ) είναι μονάδα επομένως

y(1 − ζ) ≡ 0 mod ⟨p⟩

To ⟨p⟩ =Qp−1 = ⟨1 − ζ⟩p−1 και p − 1 ≥ 2. Αυτό σημαίνει ότι y ≡ 0 mod ⟨1 − ζ⟩ άρα y ∈ ⟨1 − ζ⟩ δηλαδή
(1 − ζ) ∣ y⇒NK(⟨1 − ζ⟩) = p ∣ NK(y) = yp−1 ⇒ p ∣ y, το οποίο είναι αντίθετο στην υπόθεση p ∤ xyz.
Άρα s /≡ 0 mod p.

Ομοίως και το s /≡ 1 mod p (άσκηση).
Η τελευταία ισοδυναμία (XI.3) γράφεται

υπάρχει α ∈ RK = Z[ζ] ώστε αp = xζ−s + yζ1−s − xζs − yζs−1.

Σύμφωνα με αυτά που αποδείξαμε κανένας από τους εκθέτες −s, 1− s, s, s−1 δεν διαιρείται με p.

α = x
p
ζ−s + y

p
ζ1−s − x

p
ζs − y

p
ζs−1. (XI.4)
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To α είναι ακέραιος αλγεβρικός. Μια βάση του RK = Z[ζ] είναι το σύνολο B = {1,ζ,ζ2, . . . ,ζp−2}.
Αν και οι τέσσερις εκθέτες είναι μεταξύ τους μη-ισοδύναμοι modulo p, τότε για να είναι ο α ∈ RK
πρέπει x

p
∈ Z, συνεπώς p ∣ x, άτοπο. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει κάποιο ζευγάρι εκθετών που είναι

ισοδύναμοι modulo p. Όμως επειδή s /≡ 0, 1 mod p η μοναδική δυνατότητα που απομένει είναι

1 − s ≡ s mod p δηλαδή 2s ≡ 1 mod p

αλλά τότε η (XI.4) γράφεται

αpζs = x + yζ − xζ2s − yζ2s−1 = x + yζ − xζ − y = (x − y)(1 − ζ).

Παίρνουμε norm και των δύο μελών

NK(α)NK(p)NK(ζs) =NK(x − y)NK(1 − ζ)⇒NK(α)pp−1(±1) =NK(x − y)NK(1 − ζ)

⇒ p ∣ (x − y)p−1 ⇒ p ∣ (x − y)⇒ x ≡ y mod p

Για λόγους συμμετρίας της xp+yp = zp (εδώ φαίνεται γιατί τη γράφουμε συχνά και ως xp+yp+zp =
0) έχουμε και y ≡ z mod p. Συνεπώς

0 = xp + yp + zp ≡ 3xp mod p

Επειδή p ∤ x έχουμε p = 3. Αυτή την περίπτωση θα την εξετάσουμε τώρα ξεχωριστά. Παρατηρούμε
ότι αν a ∈ Z, 3 ∤ a, a3 ≡ ±1 mod 9. Επομένως η x3 + y3 + z3 = 0 για x,y, z με 3 ∤ xyz δίνει

±1 ± 1 ± 1 ≡ 0 mod 9

η οποία είναι αδύνατη. Συνεπώς και για p = 3 η εξίσωση δεν έχει λύση και η απόδειξη τελείωσε.

Παρατήρηση XI.4.7. Το 1985 οι Adleman, Heath-Brown και Fourry, [1], [6] απέδειξαν ότι
υπάρχει ένα άπειρο σύνολο S πρώτων αριθμών για το οποίο η πρώτη περίπτωση της εικασίας
του Fermat ισχύει για κάθε πρώτο αριθμό p ∈ S.

Το θεώρημα αντιπροσώπευε ένα σημαντικό βήμα στην εποχή του. Για πρώτη φορά απο-
δεικνυόταν ότι η πρώτη περίπτωση της εικασίας του Fermat ίσχυε για άπειρο πλήθος πρώτων
αριθμών. Επειδή όμως το σύνολο S δεν είναι effectively ορισμένο, δεν ήταν δυνατόν με τη μέθοδο
της απόδειξης να αποδειχτεί ότι η πρώτη περίπτωση της εικασίας ισχύει για κάθε πρώτο αριθμό.

XI.5 H δευτερη περίπτωση της εικασίας του Fermat (για ομαλούς
πρώτους)

Θεώρημα XI.5.1. Για κάθε ομαλό πρώτο p η εξίσωση του Fermat

xp + yp = zp (XI.5)

δεν έχει ακέραια λύση x,y, z με xyz ≠ 0, p ∤ xy, p ∣ z.

Απόδειξη. Η μέθοδος που θα εφαρμόσουμε εδώ είναι η γνωστή μέθοδος της καθόδου του Fermat.
Πρώτα απ΄όλα, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι υπάρχει λύση σύμφωνα με τη δια-
τύπωση του θεωρήματος και τον επιπλέον περιορισμό ότι M.K.Δ.(x,y, z) = 1 ή ισοδύναμα οι x,y, z
είναι ανά δύο πρώτοι μεταξύ τους.

Επίσης παρατηρούμε ότι η υπόθεση ότι p ∤ xy και p ∣ z, σημαίνει ότι ακριβώς ένας από τους
ακεραίους x,y, z διαιρείται με p. Αν για παράδειγμα p ∣ y, τότε γράφουμε την εξίσωση στη μορφή

xp + (−z)p = (−y)p.
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Από τον γνωστό νόμο ανάλυσης
⟨p⟩ = ⟨1 − ζ⟩p−1

συνεπώς υπάρχει ϵ ∈ E(RK) ώστε p = (1 − ζ)p−1ϵ. Ο z γράφεται στη μορφή

z = pkz0,p ∤ z0, και k ≥ 1.

Επομένως η εξίσωση παίρνει τη μορφή

xp + yp = ϵ(1 − ζ)pmzp0 (XI.6)

όπου m = k(p− 1). Εδώ το ϵ είναι διαφορετική μονάδα από την προηγούμενη. Αρκεί να αποδεί-
ξουμε ότι η εξίσωση (XI.6), δεν έχει λύση.

Θα αποδείξουμε μάλιστα κάτι πιο ισχυρό. Όχι μόνο ότι δεν έχει λύση (x,y, z0) ∈ Z3 με p ∤
xyz0, αλλά ότι δεν είναι επιλύσιμη ούτε σε x,y, z0 ∈ R = Z[ζ] τα οποία να είναι πρώτοι προς τον
1 − ζ.

Υποθέτουμε λοιπόν ότι η (XI.6) έχει λύσεις σύμφωνα με τις παραπάνω προϋποθέσεις και
επιλέγουμε εκείνη η οποία αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιμή του m ≥ 1. Θα καταλήξουμε σε άτοπο
κατασκευάζοντας μια λύση της (XI.6) η οποία θα έχει στη θέση τουm, φυσικό αριθμό <m. Έστω
λοιπόν (x,y, z0) αυτή η λύση με τον ελάχιστο φυσικό m, ώστε τα x,y, z0 να είναι πρώτα προς το
1 − ζ. To ϵ ∈ E(RK). Εδώ εννοούμε ότι τα κύρια ιδεώδη έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη RK.

Όπως κάναμε και στην πρώτη περίπτωση της εικασίας του Fermat, παραγοντοποιούμε και
περνούμε στην ισότητα των αντίστοιχων ιδεωδών

p−1
∏
k=0
⟨x + ζky⟩ =QpmAp, (XI.7)

όπου Q = ⟨1 − ζ⟩ ∤ A και A = ⟨z0⟩. Επειδή pm ≥ p > 0 στο δεξιό μέλος υπάρχει το Q, άρα
το Q διαιρεί κάποιον παράγοντα του αριστερού μέλους, δηλαδή υπάρχει i, 0 ≤ i ≤ p − 1 ώστε
Q ∣ ⟨x + ζiy⟩. Γράφουμε το x + ζiy ως εξής:

x + ζiy = (x + ζky) − ζk(1 − ζi−k)y για κάθε k = 0, 1, 2, . . . ,p − 1.

Το Q ∣ ⟨1 − ζi−k⟩ = ⟨1 − ζ⟩ =Q και Q ∣ ⟨x + ζiy⟩ συνεπώς

Q ∣ ⟨x + ζky⟩, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . ,p − 1 (XI.8)

Θα αποδείξουμε όμως ότι τα ιδεώδη ⟨x+ ζky⟩ είναι ανά δύο διαφορετικά modulo Q2. Πράγματι,
αν για κάποια k, i 0 ≤ κ < i ≤ p − 1 ίσχυε

x + ζky ≡ x + ζiy mod Q2

θα είχαμε ζky(1 − ζi−k) ≡ 0 mod Q2 το οποίο όμως είναι αδύνατο αφού Q = ⟨1 − ζi−k⟩ και το
⟨ζky⟩ = ⟨y⟩ είναι πρώτο ως προς το Q εξ υποθέσεως του y.

Συνεπώς, τα πηλίκα
x + ζky

1 − ζ
∶ k = 0, 1, 2, . . . ,p − 1 (XI.9)

είναι ανά δύο, μη ισοδύναμα modulo Q, αλλιώς θα είχαμε δύο της μορφής x + ζky και x + ζℓy,
k ≠ ℓ ισοδύναμα moduloQ2. Είναι γνωστό ότιNK(Q) = p, δηλαδή #R/Q = p. Επομένως τα πηλίκα
αυτά απαρτίζουν ένα πλήρες σύστημα υπολοίπων modulo Q. Συνεπώς, ένα ακριβώς από αυτά
αντιπροσωπεύει τη μηδενική κλάση 0 mod Q, δηλαδή το κύριο ιδεώδες κάποιου (ακριβώς ενός)
πηλίκου της εξίσωσης (XI.9) θα διαιρείται από το Q. Συνεπώς, ακριβώς ένα από τα ιδεώδη της
εξίσωσης (XI.8), δηλαδή ⟨x + ζky⟩ θα διαιρείται από το Q2. (Αν

x + ζky
1 − ζ

≡ 0 mod Q2 ⇒ ⟨x + ζky⟩ ≡ 0 mod Q2,
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αφούQ = ⟨1−ζ⟩). Επειδή στη σχέση (XI.6), το y μπορεί να αντικατασταθεί από έναν, οποιονδήποτε
από τους αριθμούς ζky (σημείωση: yp = (ζky)p για κάθε k = 0, 1, 2, . . . ,p − 1 και το ζky συνεχίζει
να είναι πρώτο προς το Q). Χωρίς βλάβη της γενικότητας λοιπόν μπορούμε να υποθέσουμε ότι

Q2 ∣ (x + y). (XI.10)

Επομένως, όλοι οι υπόλοιποι παράγοντες της (XI.7)

x + ζky ∶ k = 1, 2, . . . ,p − 1

διαιρούνται με Q, αλλά όχι με το Q2. Το αριστερό μέλος της (XI.7) διαιρείται τουλάχιστο με
Q2Qp−1 = Qp+1 συνεπώς στη σχέση (XI.7) το m > 1. Έστω m =M.K.Δ.(⟨x⟩, ⟨y⟩). Εξ υποθέσεως των
x,y τα ⟨x⟩, ⟨y⟩ δεν διαιρούνται από το Q, δηλαδή

Q ∤ m. (XI.11)

Τώρα m ∣ ⟨x⟩ και m ∣ ⟨y⟩ συνεπώς x + ζy ∈ m και

m ∣ ⟨x + ζy⟩. (XI.12)

Το Q ∣ ⟨x + ζy⟩, οπότε λόγω της (XI.11) έχουμε

Qm ∣ ⟨x + ζy⟩. (XI.13)

Ανάλογα το
m ∣ ⟨x + y⟩ (XI.14)

και επειδή Q ∣∣ ⟨x + ζky για κάθε k = 1, 2, . . . ,p − 1, έπεται ότι Qp−1 ∣∣ ∏p−1
k=1⟨x + ζ

ky⟩ ενώ από τη
σχέση (XI.7)

Qpm ∣∣
p−1
∏
k=0
x + ζky⟩.

Αυτό σημαίνει ότι
Qpm−(p−1) =Qp(m−1)+1 ∣∣ ⟨x + y⟩. (XI.15)

Από τις (XI.11), (XI.14), (XI.15) έχουμε

Qp(m−1)+1m ∣ ⟨x + y⟩⇒ ⟨x + y⟩ =Qp(m−1)+1mB0 (XI.16)

και από την (XI.13)
⟨x + ζky⟩ =QmBK για k = 1, 2, . . . ,p − 1. (XI.17)

Στο επόμενο βήμα θα αποδείξουμε ότι τα Bk, k = 0, 1, 2, . . . ,p − 1 είναι ανά δύο πρώτα μεταξύ
τους. Πράγματι, έστω ότι για δύο Bi,Bk 0 ≤ i < k ≤ p−1 υπάρχει πρώτο ιδεώδες P1 το οποίο P1 ∣ Bi

και P1 ∣ Bk. Επομένως θα έχουμε

QmP1 ∣ ⟨x + ζiy⟩ και QmP1 ∣ ⟨x + ζky⟩ (XI.18)

Ξαναθυμίζουμε τη σχέση
x + ζky = x + ζiy − ζiy(1 − ζk−i)

άρα
QmP1 ∣ ζiy(1 − ζk−i). (XI.19)

Επίσης γράφουμε
x + ζky = x(1 − ζk−i) + ζk−i(x + ζiy)

άρα και
QmP1 ∣ x(1 − ζk−i). (XI.20)
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Από τις (XI.19) και (XI.20) έχουμε ότι mP1 ∣ ⟨y⟩ και mP1 ∣ ⟨x⟩. Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού
m =Μ.Δ.Κ.(⟨x⟩, ⟨y⟩).

H σχέση (XI.7) τώρα γράφεται

mpQpmB0B1⋯Bp−1 =QpmAp ⇒ mpB0B1⋯Bp−1 = Ap.

Επειδή τα Bi είναι ανά δύο πρώτα μεταξύ τους, έπεται ότι υπάρχουν Ci ⊲ RK για τα οποία ισχύει
Bi = Cp

i
, i = 0, 1, 2, . . . ,p − 1. Επομένως

⟨x + y⟩ =Qp(m−1)+1mCp
0 (XI.21)

⟨x + ζky⟩ =Qp(m−1)+1mCp
k

,k = 1, 2, . . . ,p − 1 (XI.22)

Πολλαπλασιάζουμε τις (XI.21) και (XI.22 «χιαστί» και έχουμε

⟨x + ζky⟩Qp(m−1) = ⟨x + y⟩(CkC
−1
0 )p. (XI.23)

Το Q = ⟨1 − ζ⟩ είναι κύριο ιδεώδες συνεπώς και το (CkC
−1
0 )p κύριο ιδεώδες.

Εδώ χρησιμοποιούμε την υπόθεση ότι το p είναι ομαλός, δηλαδή p ∤ hQ(ζ) και καταλήγουμε
στο ότι και CkC

−1
0 είναι επίσης κύριο ιδεώδες για κάθε k = 1, 2, . . . ,p − 1. Έστω

CkC
−1
0 = ⟨αk/βk⟩, 1 ≤ k ≤ p − 1 αk,βk ∈ R = Z[ζ]. (XI.24)

Τα ιδεώδη Ck 1 ≤ k ≤ p − 1 και C0 είναι πρώτα ως προς Q, αφού τα Bi είναι πρώτα προς το Q.
Επομένως αk /∈ Q, βk /∈ Q⇒Q ∤ ⟨αk⟩ και Q ∤ ⟨βk⟩. Tώρα, ισότητα δύο κυρίων ιδεωδών σημαίνει
ότι οι γεννήτορες είναι συνεταιρικοί. Επομένως

(x + ζky)(1 − ζ)p(m−1) = (x + y) (αk

βk

)
p

ϵk, για 1 ≤ k ≤ p − 1 (XI.25)

Τα ϵk ∈ E(R). H ακόλουθη ισότητα είναι προφανής:

(x + ζy)(1 + ζ) − (x + ζ2y) = ζ(x + y). (XI.26)

Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (XI.26) με (1 − ζ)p(m−1) και έχουμε

(x + ζy)(1 + ζ)(1 − ζ)p(m−1) − (x + ζ2y)(1 − ζ)p(m−1) = ζ(1 − ζ)p(m−1)(x + y). (XI.27)

Γράφουμε την (XI.25), για k = 1 και k = 2

(x + zy)(1 − ζ)p(m−1) = (x + y) (α1
β1
)
p

ϵ1 (XI.28)

(x + ζ2y)(1 − ζ)p(m−1) = (x + y) (α2
β2
)
p

ϵ2 (XI.29)

Επομένως,
(x + ζy)(1 − ζ)p(m−1)(1 + ζ) (XI.28)= (x + y) (α1

β1
)
p

(1 + ζ)ϵ1.

Αφαιρούμε την (XI.29)

(x + ζy)(1 − ζ)p(m−1)(1 + ζ) − (x + ζ2y)(1 − ζ)p(m−1) = (XI.30)

= (x + y) (α1
β2
)
p

(1 + ζ)ϵ1 − (x + y) (
α2
β2
)
p

ϵ2.

Το πρώτο μέλος της (XI.30) ταυτίζεται με το πρώτο μέλος της (XI.27). Επομένως,

(x + y) (α1
β1
)
p

(1 + ζ)ϵ1 − (x + y) (
α2
β2
)
p

ϵ2 = ζ(1 − ζ)p(m−1)(x + y). (XI.31)
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Απλοποιούμε με (x + y) και διαιρούμε με ϵ1(1 + ζ), συγχρόνως πολλαπλασιάζουμε με (β1β2)p:

(α1β2)p −
ϵ2

ϵ1(1 + ζ)
(α2β1)p =

ζ

ϵ1(1 + ζ)
(1 − ζ)p(m−1)(β1β2)p. (XI.32)

Επομένως, καταλήξαμε σε μία εξίσωση της μορφής:

αp + ϵ0β
p = ϵ ′(1 − ζ)p(m−1)γp (XI.33)

όπου τα α,β,γ ∈ RK = Z[ζ] είναι πρώτα προς το Q και ϵ0,ϵ ′ ∈ E(RK).
Θέλουμε να τη μετασχηματίσουμε στη μορφή (XI.6). Mόνο στη θέση του m θα έχουμε τώρα

το m − 1 και έτσι θα έχουμε τώρα το m − 1 και έτσι θα έχουμε καταλήξει σε άτοπο. Έχουμε ήδη
δείξει ότι m > 1 συνεπώς m − 1 ≥ 1 συνεπώς p(m − 1) ≥ p. H (XI.33) επομένως γράφεται

αp + ϵ0β
p ≡ 0 mod Qp (XI.34)

Το β πρώτο προς το Q συνεπώς υπάρχει β ′ ∈ RK ώστε

ββ ′ ≡ 1 mod Qp

Πολλαπλασιάζουμε την (XI.34) με το (β ′)p και έχουμε

ϵ0 ≡ δp mod Qp,

όπου δ = (−αβ ′)p, δ ∈ R = Z[ζ]. Από το Βήμα 2 (λήμμα XI.3.3) και το πόρισμα XI.3.4 έχουμε

δ ≡ a mod Q, για κάποιο a ∈ Z

και δp ≡ ap mod Qp. Επομένως έχουμε ϵ0 ≡ ap mod Qp, a ∈ Z.
Εδώ χρειαζόμαστε το ακόλουθο:

Θεώρημα XI.5.2 (2o Λήμμα του Kummer). Έστω p κάποιος ομαλός πρώτος και ϵ ∈ E(R) όπου
R = Z[ζ]. Υποθέτουμε ότι ϵ ≡ a mod p. To συμπέρασμα είναι ότι υπάρχει μονάδα η ∈ E(R) για την
οποία ισχύει ϵ = ηp.

Σημείωση XI.5.3. Qp =Qp−1Q = ⟨p⟩Q.
Άρα η ισοτιμία

δp ≡ ap mod Qp

γράφεται
δp ≡ b mod p

b = ap ∈ Z και συνεπώς το λήμμα εφαρμόζεται. Η εξίσωσή μας τελικά παίρνει τη μορφή

αp + (ηβ)p = ϵ ′(1 − ζ)p(m−1)γp,

δηλαδή όπως η (XI.6) αλλά με εκθέτη m− 1 στη θέση του m, άτοπο, αφού ο m ήταν ο ελάχιστος
μ’ αυτή την ιδιότητα. Συνεπώς, η (XI.6) δεν έχει λύση (x,y, z) με p ∣ z και p ∤ xy και το Θεώρημα
έχει αποδειχθεί.

Το θεώρημα XI.5.2 για την απόδειξή του χρειάζεται τη χρήση των p-αδικών αριθμών και πα-
ραλείπεται. Για μια απόδειξη δείτε το [2, σελ. 402] και [15, σελ. 79]. Στο τελευταίο δίνεται μια
απόδειξη με p-αδικές L-συναρτήσεις και θεωρία κλάσεων σωμάτων.
Παρατήρηση XI.5.4. Με βάση τους πίνακες που έχουν υπολογιστεί, αν μετρήσουμε τους ομα-
λούς πρώτους, ας πούμε μέσα σε κάποιο διάστημα (0,x), τότε οι ομαλοί πρώτοι είναι περισ-
σότεροι από τους ανώμαλους. Για παράδειγμα μέχρι το 100 οι ανώμαλοι πρώτοι είναι μόνο 3,
οι 37, 59, 67, ενώ όλοι οι πρώτοι είναι 23. Τη δεκαετία του ′60 ο Siegel εκτίμησε προσεγγιστικά
1 − e−1/2 ≈ 39% των πρώτων είναι ανώμαλοι και το e−1/2 ≈ 61% είναι ομαλοί. Όλοι οι ανώμαλοι
πρώτοι μέχρι το 125000 έχουν υπολογιστεί από τον Wagstaff [14].
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XI.6 Η αναλυτική θεωρία

Θα μείνουμε όμως, για λίγο στην κλασική θεωρία. Κατ’ αναλογία προς την ζήτα συνάρτηση
Riemann, o Dedekind όρισε την ζήτα συνάρτηση αλγεβρικού σώματος αριθμών.
Ορισμός XI.6.1. Έστω K αλγεβρικό σώμα αριθμών

ζK(s) ∶= ∑
A⊲R

1
NK(A)s

, s ∈ C, Re(s) > 1.

Αποδεικνύεται ότι η ζK(x) συγκλίνει απόλυτα, για Re(s) > 1 και παριστά στο ημιεπίπεδο αυτό
μια ολόμορφη συνάρτηση.

Ερώτημα: Αναλυτική επέκταση;
Απάντηση: Έστω n = [K ∶ Q]. H ζK(s) επεκτείνεται μερόμορφα στο ημιεπίπεδο Re(s) > 1 − 1

n

με μοναδικό απλό πόλο για s = 1.
Ερώτηση: Ποιο είναι το υπόλοιπο (residuum) για s = 1; Έχει αριθμητική σημασία;
Απάντηση: Ναι!

Res=1(ζK(s)) = lim
s→1
(s − 1)ζK(s) =

2r1(2π)r2RegK
w
√
∣DK∣

hk.

Εδώ τα r1, r2,w,
√
∣DK∣ μας είναι ήδη γνωστά. Ο RegK είναι μια πολύπλοκη ποσότητα (πιο δύ-

σκολα υπολογίσιμη από τον hK) και συνεπώς ο τύπος δεν έχει πρακτική σημασία για τον υπο-
λογισμό του hK.

Αν f(A) = 1
NK(A)s για κάθε A ⊲ R, τότε

f(A ⋅ B) = 1
NK(AB)s

= 1
NK(A)sNK(B)s

= f(A)f(B)

πλήρως πολλαπλασιαστική. Συνεπώς,

ζK(s) = ∏
P∈P(K)

1
1 −NK(P)−s

.

Παράδειγμα XI.6.2. Η ζ-συνάρτηση του τετραγωνικού σώματος αριθμών K = Q(
√
D), όπου D

η διακρίνουσα του K. Υπενθυμίζουμε τον νόμο ανάλυσης στο K.

⟨p⟩ = pR =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PP ′,NK(P) =NK(P ′) = p, αν (D
p
) = 1

P,NK(P) = p2, αν (D
p
) = −1

P2,NK(P) = p, αν (D
p
) = 0

Επομένως η ζήτα συνάρτηση γράφεται

ζK(s) =∏
P∈P

1
1 −NK(P)−s

= ∏
P∈P
(Dp )=1

1
(1 − p−s)2 ∏

P∈P
(Dp )=−1

1
1 − p−2s ∏

P∈P
(Dp )=0

1
1 − p−s

=∏
P∈P

1
1 − p−s ∏P∈P

(Dp )=1

1
1 − p−s ∏

P∈P
(Dp )=−1

1
1 + p−s ∏P∈P

(Dp )=0

1
1 − 0 ⋅ p−s

= ζQ(s)∏
P∈P

1
1 − (D

p
)p−s

= ζQ(s)L(s,χ), με χ(p) = (D
p
) .
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Έστω τώρα K = Q(ζp), p ≠ 2. Πότε είναι ο p ομαλός; Αποδεικνύεται ότι

hK = h1h2,h1,h2 ∈ N,

όπου h1,h2 ο πρώτος και δεύτερος παράγοντας του αριθμού κλάσεων, h1 είναι ο αριθμός κλα-
σεων του μέγιστου πραγματικού υποσώματος K0 = Q(ζp + ζ−1

p ) και h2 = [E ∶ E0], όπου E είναι η
υποομάδα όλων των πραγματικών μονάδων της E(RK) και E0 η υποομάδα αυτής που παράγεται
από τις κυκλοτομικές μονάδες, δηλαδή των μονάδων της μορφής

Θk =
ζk − ζ−k

ζ − ζ−1 , για k = 2, 3, . . . , p − 1
2

.

XI.6.1 Συνθήκες υπό τις οποίες ισχύει p ∣ h1

Θα ορίσουμε τους αριθμούς Bernoulli

z

ez − 1
=
∞
∑
k=0

Bk

k!
zk, ∣z∣ < 1

Ισχύει: Bk = 0 για k περιττό k ≠ 1 ενώ

B1 = −
1
2

,B2 =
1
6

,B4 = −
1
30

,B6 =
1
42

,B8 = −
1
30

,B10 =
5
66

,B12 = −
691
2730

, . . .

Θεώρημα XI.6.3. Για p ∈ P, p ≠ 2 το p ∣ h1 αν και μόνο αν υπάρχει άρτιος k από τους 2, 4, . . . ,p−3
ώστε ο p να διαιρεί τον αριθμητή του Bk.

Θεώρημα XI.6.4. Αν p ∤ h1, τότε p ∤ h2, συνεπώς και p ∤ h.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

Θεώρημα XI.6.5. O p ≥ 3 είναι ομαλός αν και μόνο αν ο p δεν διαιρεί τους αριθμητές των αριθμών
Bernoulli B2,B4, . . . ,Bp−3.

Εικασία Vandiver και Kummer Ισχύει πάντοτε p ∤ h2.
To 2011 η εικασία αποδείχθηκε [3] για όλους τους πρώτους < 163 ⋅ 106 αποτέλεσμα που επε-

κτάθηκε για όλους τους πρώτους μικρότερους από 2 δισεκατομύρια το 2017, [7]. Η εικασία του
Vandiver είναι μέχρι σήμερα ανοιχτή.

Τέλος, η ειρωνεία της τύχης!
Εικασία Υπάρχουν άπειροι, ομαλοί πρώτοι.
Η εικασία είναι μέχρι σήμερα ανοιχτή ενώ

Θεώρημα XI.6.6. Υπάρχουν άπειροι ανώμαλοι πρώτοι.

Για την απόδειξη χρειαζόμαστε ιδιότητες των αριθμών Bernoulli, για την απόδειξη των ιδιο-
τήτων αυτών παραπέμπουμε στο [2, κεφ. V, σελ. 408-414]

1. Για τους αριθμούς Bernoulli B2k ισχύει:

∣B2k∣
2k
→∞,

όταν k→∞.
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2. Θεώρημα του Staudt: Έστω p ένας πρώτος αριθμός και m κάποιος άρτιος ακέραιος. Αν
(p − 1) ∤ m, τότε ο αριθμός Bernoulli Bm είναι p-ακέραιος, δηλαδή ο p δεν διαιρεί τον
παρονομαστή του Bm.
Αν (p − 1) ∣m, τότε ο pBm είναι p-ακέραιος και επιπλέον ισχύει

pBm ≡ −1 mod p

3. Ισοτιμίες του Kummer. Αν p ένας πρώτος αριθμός για τον οποίο ισχύει (p−1) ∤m, όπου m
άρτιος, θετικός ακέραιος αριθμός, τότε ο Bm/m είναι p-ακέραιος και ισχύει η ισοτιμία

Bm+p−1
m + p − 1

≡ Bm

m
mod p2

Απόδειξη. (Του θεωρήματος) Όπως και στην απόδειξη ύπαρξης άπειρων πρώτων του Ευκλείδη,
υποθέτουμε ότι οι ανώμαλοι πρώτοι είναι πεπερασμένου πλήθους έστω p1,p2, . . . ,ps. Αρκεί να
βρούμε έναν ακόμη ανώμαλο πρώτο διαφορετικό των pi, i = 1, 2, . . . , s.

Θεωρούμε τον φυσικό αριθμό

n = r(p1 − 1)(p2 − 1)⋯(ps − 1).

Από την 1. συνεπάγεται ότι για αρκετά μεγάλο r ο ρητός αριθμός Bn/n είναι μεγαλύτερος του
1. Έστω p ένας πρώτος ο οποίος διαιρεί τον αριθμητή του Bn (Εννοείται, αφού γράψουμε τον
αριθμό πρώτα σε ανάγωγα κλάσματα).

Αν (p−1) ∣ n, τότε από την 2., έπεται ότι ο p θα διαιρούσε τον παρονομαστή του Bn. Αυτό όμως
είναι αδύνατο λόγω της συγκεκριμένης επιλογής του p. Επομένως (p − 1) ∤ n. Αλλά (pi − 1) ∣ n
για κάθε i = 1, 2, . . . ,n. Αυτό σημαίνει ότι ο p είναι διαφορετικός των p1,p2, . . . ,ps αλλά και του
2, αφού 2 − 1 = 1 ∣ n.

Στη συνέχεια διαιρούμε τον n με τον p− 1 και έστω m το υπόλοιπο της διαίρεσης του n με το
p − 1, n =m + a(p − 1). Ισχύει 2 ∣m και 2 ≤m ≤ p − 3. Αφού (p − 1) ∤ n, έπεται ότι και (p − 1) ∤m.
Σύμφωνα με την 3., στον δακτύλιο των p-ακεραίων ισχύει

Bm

m
≡ Bn

n
mod p

Αλλά Bn

n
≡ 0 mod p. Συνεπώς και Bm

m
≡ 0 mod p, οπότε και Bm ≡ 0 mod p. Ο m είναι ένας άρτιος

m ∈ {2, 4, 6, . . . ,p − 3} και για αυτόν ισχύει Bm ≡ 0 mod p. Από το θεώρημα XI.6.5 έπεται ότι ο p
είναι ανώμαλος.

XI.7 Aσκήσεις

1. Να αποδειχθεί ότι στο θεώρημα (πρώτη περίπτωση της εικασίας Fermat) ισχύει s /≡ 1 mod p
2. Να αποδειχτεί η εικασία του Fermat για n = 4.
3. Να αποδειχθεί ότι ο δακτύλιος των ακέραιων αλγεβρικών του σώματος K0 = Q(ζp+ζ−1

p ) είναι
R0 = Z[ζp + ζ−1

p ].
4. Εντελώς ανάλογα να αποδειχτεί ότι για το K0 = Q(ζn + ζ−1

n ) ισχύει R0 = Z[ζn + ζ−1
n ].

5. Ο αριθμός α = 4
5 +

3
5 i έχει μέτρο 1, και ο συζυγής του το ίδιο. Είναι ο α ρίζα της μονάδας;

6. Να αποδειχθεί ότι όλα τα κυκλοτομικά σώματα K = Q(ζm), γιαm = 3, 4, 5, 6, 7, 8 έχουν αριθμό
κλάσεων ιδεωδών 1.
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XII
Εικασία Fermat, Η μοντέρνα προσέγγιση

XII.1 Εισαγωγή

Ενώ οι προσπάθειες για την απόδειξη της εικασίας του Fermat συνεχίζονταν και η θεωρία
των κυκλοτομικών σωμάτων επεκτεινόταν προς διάφορες κατευθύνσεις, δύο άλλοι κλάδοι της
Θεωρίας Αριθμών γνώριζαν τεράστια ανάπτυξη.

Ο ένας είναι η αριθμητική των ελλειπτικών καμπυλών. Η μέθοδος της προσέγγισης αυτής
της προβληματικής είναι κυρίως γεωμετρική και αλγεβρική. Ο άλλος κλάδος είναι η θεωρία των
modular μορφών. Εδώ η μέθοδος είναι κυρίως αναλυτική. Από τη φύση της προβληματικής τους
λοιπόν οι δύο κλάδοι θεωρήθηκαν για αρκετό χρονικό διάστημα ότι δεν έχουν κάποια σχέση
μεταξύ τους.

Αυτό βέβαια αποδείχθηκε τελικά ότι ήταν λάθος. Στο παρόν κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με
βασικές έννοιες των δύο αυτών κλάδων.

Γενικά για τη θεωρία των αλγεβρικών καμπυλών παραπέμπουμε στο [11] για τη θεωρία των
ελλειπτικών καμπυλών στο [24], για τη θεωρία των modular συναρτήσεων στο [16].

XII.2 Βασικές έννοιες ελλειπτικών καμπυλών

Οι ελλειπτικές καμπύλες είναι μια συγκεκριμένη κλάση αλγεβρικών καμπυλών. Φυσικό είναι
να εξετάσουμε εν συντομία τις αλγεβρικές καμπύλες.

XII.2.1 Αφινικές αλγεβρικές καμπύλες

Έστω K ένα σώμα και K μια (ως γνωστό μοναδική κατά προσέγγιση ισομορφίας) αλγεβρική
θήκη του K. To αφινικό επίπεδο υπεράνω του K, A2

K ορίζεται ως το σύνολο

A2
K(K) = {P = (x,y) ∶ x,y ∈ K}

και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες
1. Για κάθε επέκταση L ⊃ K το σύνολο των L-ρητών σημείων του A2

K είναι το

A2
K(L) = {(x,y) ∶ x,y ∈ L} = L × L.

2. Μια ομαλή συνάρτηση επί του A2
K δίνεται μέσω ενός πολυωνύμου f(x,y) ∈ K[x,y]. Για κάθε

επέκταση L ⊂ K το πολυώνυμο f ορίζει μια συνάρτηση

fL ∶ A2
K(L)Ð→ L
(x,y)z→ fL(x,y) ∶= f(x,y)

249
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3. Μία ρητή συνάρτηση επί του A2
K δινεται μέσω ενός στοιχείου

f = g
h
∈ K(x,y), όπου K(x,y) είναι το σώμα πηλίκων του K[x,y].

Η ρητή συνάρτηση f θα λέγεται ομαλή στο P = (x,y) ∈ A2
K(L), όταν h(x,y) ≠ 0. Η f ορίζει τότε

για κάθε L ⊃ K μία συνάρτηση

fL ∶ {P ∈ A2
K(L) ∶ f ομαλή στο P}Ð→ L.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι ομαλές συναρτήσεις είναι οι ρητές συναρτήσεις οι οποίες
είναι ομαλές παντού, δηλαδή για όλα τα σημεία του A2

K(L) και για όλα τα σώματα L ⊃ K.
Τέλος, το σώμα των ρητών συναρτήσεων του αφινικού επιπέδου A2

K, K(x,y) λέγεται το σώμα
συναρτήσεων του A2

K.
Μια αφινική (επίπεδη) καμπύλη C υπεράνω του K ορίζεται μέσω ενός πολυωνύμου f ∈ K[x,y]

με deg(f) ≥ 1. Θα γράφουμε
C ∶ f(x,y) = 0

1. Για κάθε επέκταση L ⊃ K το σύνολο των L-ρητών σημείων της καμπύλης

C(L) ∶= {P ∈ A2
K(L) ∶ fL(P) = 0} = {(x,y) ∈ L × L ∶ f(x,y) = 0}.

2. Οι ομαλές (regular) συναρτήσεις επί της C είναι κλάσεις ισοδυναμίας πολυωνύμων του
K[x,y]. (Δύο πολυώνυμα g και h του K[x,y] είναι ισοδύναμα όταν f ∣ (g−h)). Κάθε αντιπρό-
σωπος, έστω g, μιας κλάσης ισοδυναμίας ορίζει μια συνάρτηση

gL ∶ C(L) ∋ (x,y)z→ g(x,y) ∈ L

η οποία εξαρτάται αποκλειστικά από την κλάση ισοδυναμίας. Το σύνολο των ομαλών συ-
ναρτήσεων επί της C ορίζει έναν δακτύλιο, τον αφινικό δακτύλιο συντεταγμένων της C,

K[C] ≅ K[X,Y]
⟨f(x,y)⟩

3. Μια ρητή συνάρτηση επί της C είναι μια κλάση ισοδυναμίας ρητών συναρτήσεων

g/h ∈ K(x,y),

όπου f και h δεν έχουν κοινό διαιρέτη, διάφορο σταθεράς. Το g1/h1 είναι ισοδύναμο προς
το g2/h2, όταν

f∣(g1h2 − g2h1).

Μια ρητή συνάρτηση ϕ θα λέγεται ομαλή στο σημείο P ∈ C(L), όταν υπάρχει κάποιος αντι-
πρόσωπος της g/h με hL(P) ≠ 0. Έτσι για κάθε L ⊃ K ορίζει η ϕ μια συνάρτηση

ϕL ∶ {P ∈ C(L) ∶ g/h ομαλή στο P}Ð→ L.

4. Η C λέγεται ανάγωγη όταν το πολυώνυμο f(x,y) ∈ K[x,y] είναι ανάγωγο. Η C λέγεται γεωμε-
τρικά ανάγωγη όταν το πολυώνυμο f(x,y) είναι απολύτως ανάγωγο, δηλαδή είναι ανάγωγο
στον δακτύλιο K[x,y].
Αν ηC είναι ανάγωγη, τότε το πολυώνυμο f(x,y) είναι ανάγωγο, συνεπώς το ιδεώδες ⟨f(x,y)⟩ =
K[x,y]f(x,y) είναι πρώτο, δηλαδή ο δακτύλιος συντεταγμένων K[C] είναι ακέραια περιοχή.
Οι ρητές συναρτήσεις επί της C τότε αποτελούν το σώμα πηλίκων του K[C], το σώμα συναρ-
τήσεων K(C) της C.
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Παραδείγματα XII.2.1. 1. Έστω η αφινική καμπύλη «ο άξoνας των x» C ∶ Y = 0. Επομένως
f(x,y) = y. Τα L-ρητά σημεία αυτής είναι C(L) = L × {0}. Ο δακτύλιος συντεταγμένων είναι

K[C] = K[x,y]
⟨f(x,y)⟩

= K[x,y]
y

≅ K[x]

και το σώμα συναρτήσεων
K(C) ≅ K(x).

2. Έστω C ∶ x2 + y2 = 1, επομένως f(x,y) = x2 + y2 − 1. Για κάθε σώμα L, L ⊃ Q έχουμε τα ρητά
σημεία (0,±1) και (±1, 0). Μπορεί να αποδείξει κανείς (άσκηση) ότι

C(L) = {( 2t
1 + t2

, 1 − t2
1 + t2

) ∶ t ∈ L, t2 ≠ −1} ∪ {(0,−1}.

Έστω g(x,y) = y−1
x

μια ρητή συνάρτηση της C. Θα εξετάσουμε πού είναι ομαλή. Είναι σί-
γουρα ομαλή στα σημεία που η x-συνιστώσα δεν μηδενίζεται. Επομένως απομένουν προς
έλεγχο τα σημεία (0,±1). Στο (0,−1) η ρητή συνάρτηση g(x,y) μηδενίζεται στον παρανομα-
στή, αλλά ο αριθμητής έχει την τιμή −2. Αυτό σημαίνει ότι η g(x,y) δεν είναι ομαλή στο
(0,−1).
Στο (0, 1) μηδενίζονται τόσο ο αριθμητής όσο και ο παρονομαστής. Μπορούμε όμως να
γράψουμε

y − 1
x
= (y − 1)(y + 1)

x
= y2 − 1
x(y + 1)

=∼ −x2

x(y + 1)
= − x

y + 1
.

Αυτό σημαίνει ότι στο (0, 1) η συνάρτηση ορίζεται και έχει τιμή ίση με το μηδέν.
3. Κάθε καμπύλη της μορφής

C ∶ y2 = x3 + ax + b

είναι γεωμετρικά ανάγωγη αφού κάθε παραγοντοποίησή της θα πρέπει να είναι της μορφής

f(x,y) = y2 − x3 − ax − b = (y − g(x))(y − h(x)) = y2 − (g(x) + h(x))y + g(x)h(x),

δηλαδή θα είχαμε h(x) = −g(x) και

x3 + ax + b = g(x)2,

το οποίο είναι αδύνατο, αφού το αριστερό πολυώνυμο είναι βαθμού 3 και το δεξιό είναι
άρτιου βαθμού.

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι η καμπύλη C ∶ f(x,y) = 0 είναι γεωμετρικά ανάγωγη. Αν το
σημείο P = (0, 0) είναι σημείο της καμπύλης, τότε το ανάπτυγμα Taylor της καμπύλης στο P έχει
τη μορφή:

0 = f(x,y) = f1(x,y) + f2(x,y) +⋯

όπου fm(x,y) ομογενές πολυώνυμο βαθμού m. Αν d είναι ο ελάχιστος ακέραιος για τον οποίο
το (εδώ όχι κατ’ ανάγκη ανάγωγο) πολυώνυμο fd(x,y) ≠ 0, τότε η καμπύλη fd(x,y) = 0 είναι μια
προσέγγιση της C σε μία αρκετά μικρή περιοχή του σημείου (0, 0).

Ορισμός XII.2.2. Η καμπύλη θα λέγεται ομαλή ή μη-ιδιάζουσα στο P όταν ισχύει f1(x,y) ≠ 0,
δηλαδή όταν η καμπύλη προσεγγίζεται στο σημείο P από μία ευθεία γραμμή.

Η f1(x,y) έχει τη μορφή

f1(x,y) = Ax +By με A = ∂f
∂x
∣
P=(0,0)

και B = ∂f
∂y
∣
P=(0,0)

.
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Συνεπώς η καμπύλη θα είναι ομαλή στο P(0, 0) όταν μία τουλάχιστον από τις δύο παραγώγους
στο P είναι διάφορη του μηδενός.

Αν το P είναι ιδιάζον και d είναι ο ελάχιστος ακέραιος για τον οποίο το πολυώνυμο fd(x,y)
είναι διάφορο του μηδενός, τότε αυτό αναλύεται σε γραμμικούς παράγοντες (σε μία αλγεβρική
θήκη του σώματος ορισμού K)

fd(x,y) =
d

∏
i=1
(αix +βiy)

και οι d ευθείες αix + βiy λέγονται εφαπτόμενες της καμπύλης στο P (προσέχοντας, φυσικά την
πολλαπλότητα αν κάποιοι παράγοντες επαναλαμβάνονται).

Αν το P ≠ (0, 0) τότε κάνουμε επιτρεπτή αλλαγή συντεταγμένων η οποία να στέλνει το P στο
(0, 0) (ή ισοδύναμα υπολογίζουμε το ανάπτυγμα Taylor στο P).

Αλλά ποιες είναι οι επιτρεπτές αλλαγές συνεταγμένων; Στο αφινικό επίπεδο είναι μη-ιδιάζοντες
γραμμικοί μετασχηματισμοί ακολουθούμενοι από μία μεταφορά,

v↦Mv +w,M ∈ GL2(K),w ∈ A2(K).

Αν L είναι μια ευθεία του επιπέδου και C μία αφινική καμπύλη οι οποίες τέμνονται στο σημείο
P = (x0,y0), για να υπολογίσουμε την πολλαπλότητα τομής αντικαθιστούμε τη μία μεταβλητή
(αφού λύσουμε τη γραμμική εξίσωση της ευθείας ως προς την άλλη) στην καμπύλη και λύνουμε
μια εξίσωση μίας μεταβλητής.

Παραδείγματα XII.2.3. 1. Αν L ∶ x + y + 1 = 0 και C ∶ y = x2 + x, βρίσκουμε x2 + 2x + 1 = 0 το
οποίο σημαίνει ότι η ευθεία τέμνει την καμπύλη με πολλαπλότητα 2 στο σημείο P = (−1, 0).

2. Αν L ∶ y − x = 0 και C ∶ x2 + y2 = 1, τότε η ευθεία τέμνει την καμπύλη σε δύο σημεία
P1 = (

√
2/2,
√

2/2) και P2 = (−
√

2/2,−
√

2/2) με πολλαπλότητα ένα στο καθένα. Τα σημεία
αυτά είναι Q(

√
2)-ρητά αλλά όχι Q-ρητά.

Παρατήρηση XII.2.4. Αν η καμπύλη C δεν είναι ανάγωγη, τότε η έννοια της πολλαπλότητας
τομής ευθείας και καμπύλης έχει και πάλι νόημα εκτός αν η ευθεία είναι μια συνιστώσα της
καμπύλης.

Μία ρητή συνάρτηση ορίζεται σε όλα (σχεδόν) τα σημεία της καμπύλης εκτός από το πολύ
πεπερασμένου πλήθους. Η διαπίστωση αυτή είναι άμεση συνέπεια του ακόλουθου λήμματος:

Λήμμα XII.2.5. Έστω G,H ∈ K[x,y] πρώτα μεταξύ τους. Το σύνολο

M = {(ξ,η) ∈ K2 ∶ G(ξ,η) = H(ξ,η) = 0}

είναι πεπερασμένο και περιέχεται στο K ×K.

Απόδειξη. Τα πολυώνυμα είναι πρώτα μεταξύ τους και στον K(x)[y] υπάρχουν a(x),b(x) ∈ K(x)
τέτοια ώστε

a(x)G(x,y) + b(x)H(x,y) = 1.

Αν κάνουμε τα a(x),b(x) ομώνυμα και πολλαπλασιάσουμε με τον κοινό παρονομαστή, τότε
έχουμε

A(x)G(x,y) +B(x)H(x,y) =Q(x),A(x),B(x),Q(x) ∈ K[x] και Q(x) ≠ 0.

Συνεπώς για κάθε (ξ,η) ∈M(G,H) έχουμε G(ξ,η) = H(ξ,η) = 0 και επομένως Q(ξ) = 0.
Ανάλογα, αν εργαστούμε στον K(y)[x], έχουμε ότι υπάρχει R(y) ∈ K[y], R(y) ≠ 0 τέτοιο ώστε

R(η) = 0 για κάθε (ξ,η) ∈M(G,H). Τα Q και R όμως έχουν πεπερασμένο πλήθος ριζών, συνεπώς
υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους (ξ,η) ∈M(G,H).

Προφανώς, αφού ξ,η είναι ρίζες πολυωνύμων (των Q και R αντίστοιχα) με συντελεστές από
το K τα (ξ,η) ∈M(G,H), (ξ,η) ∈ K ×K.
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Πόρισμα XII.2.6. Αν ϕ ∈ K(C), τότε η ϕ δεν ορίζεται σε πεπερασμένο το πολύ πλήθος σημείων.

Απόδειξη. Η ϕ θα έχει τη μορφή ϕ = G(x,y)/H(x,y) με G,H ∈ K[x,y] και x = x+ I, y = y+ I, όπου
I = ⟨F⟩ το ιδεώδες ορισμού της C και F το πολυώνυμο που ορίζει την C. H ϕ δεν είναι ορισμένη στο
(ξ,η) το πολύ για τα σημεία (ξ,η) για τα οποία να ισχύει H(ξ,η) = 0. Τα σημεία αυτά ανήκουν
όλα στο σύνολο M(F,H). Το σύνολο είναι πεπερασμένο, αφού F και H είναι πρώτα μεταξύ τους.
(Αν δεν ήταν πρώτα μεταξύ τους, επειδη το F είναι ανάγωγο, θα είχαμε F ∣ H, οπότε για κάθε
(x,y) ∈ C θα ίσχυε H(x,y) = 0 και η ϕ δεν θα υπήρχε, αφού δεν θα ήταν πουθενά ορισμένη).

XII.2.2 Το προβολικό επίπεδο και προβολικές καμπύλες

Έστω K ένα σώμα και K μια αλγεβρική θήκη του K. Στον αφινικό χώρο
A3
K/{(0, 0, 0)} = {(x,y, z) ∈ K, (x,y, z) ≠ (0, 0, 0)}

ορίζουμε μια σχέση ισοδυναμίας:
(x1,y1, z1) ∼ (x2,y2, z2) όταν υπάρχει λ ∈ K∗ τέτοιο ώστε x2 = λx1,y2 = λy1, z2 = λz1.

Η επαλήθευση ότι πρόκειται για μια σχέση ισοδυναμίας αφήνεται ως άσκηση. Το σύνολο των
στοιχείων μιας κλάσης ισοδυναμίας

{λ(x1,y1.z1) ∶ λ ∈ K
∗}

θα το συμβολίζουμε με [x1 ∶ y1 ∶ z1]. Το προβολικό επίπεδο P2
K υπεράνω του σώματος K ορίζεται

ως το σύνολο
P2
K = {[x ∶ y ∶ z] ∶ x,y, z ∈ K}.

Για κάθε επέκταση L ⊃ K το σύνολο των L-ρητών σημείων του P2
K ορίζεται ως εξής:

P2
K(L) = {[x ∶ y ∶ z] ∈ P

2
K ∶ x,y, z ∈ L}.

Οι ρητές συναρτήσεις του P2
K, ορίζονται ως πηλίκα ομογενών πολυωνύμων F(x,y, z),G(x,y, z) ∈

K[x,y, z], ίδιου βαθμού. Η ρητή συνάρτηση F/G θα λέγεται ομαλή στο σημείο P = [x ∶ y ∶ z] ∈ P2
K(L),

όταν G(x,y, z) ≠ 0. (Αφού το G είναι ομογενές, η σχέση G(x,y, z) ≠ 0 είναι καλά ορισμένη).
Η ρητή συνάρτηση F/G επάγει μια συνάρτηση

(F/G)L ∶ {P ∈ P2
K(L) ∶ F/G ομαλή στο P}z→ F(x,y, z)

G(x,y, z)
∈ L.

Προφανώς η συνάρτηση είναι καλά ορισμένη.
Παρατήρηση XII.2.7. Δεν υπάρχουν ομαλές, διάφορες της σταθεράς συναρτήσης, σε όλο το
προβολικό επίπεδο, αφού ένα πολυώνυμο δεν μας δίνει μια καλά ορισμένη συνάρτηση (εκτός
αν είναι σταθερή) και το πηλίκο F/G έχει πάντοτε σημεία στον P2

K = P
2
K(K) στα οποία μηδενίζεται

η G.
Παρατήρηση XII.2.8. Ανάλογα ορίζεται η έννοια του n-διάστατου προβολικού χώρου Pn

K για
κάθε n ∈ N. Για n = 1 ο χώρος P1

K, ονομάζεται προβολική ευθεία.
Μπορούμε να εμφυτεύσουμε το

A2
K(L)↪ P2

K(L)
(x,y)↦ [x ∶ y ∶ 1]

Αντίστροφα, σε κάθε σημείο [x ∶ y ∶ z] ∈ P2
K(L) με z ≠ 0 μπορούμε να αντιστοιχίσουμε το σημείο

του αφινικού επιπέδου (x/z,y/z) ∈ A2
K(L).

Μπορούμε επομένως να θεωρήσουμε ότι το P2
K προκύπτει από το αφινικό επίπεδο A2

K με την
προσθήκη όλων των σημείων της μορφής [x ∶ y ∶ 0]. Το σύνολο όλων αυτών των σημείων θα το
αποκαλούμε «επ’ άπειρο ευθεία».
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Ορισμός XII.2.9. Μια προβολική καμπύλη C βαθμού d υπεράνω του σώματος K, ορίζεται μέσω
ενός ομογενούς πολυωνύμου F(x,y, z) ∈ K βαθμού d, ως εξής:

C ∶= C(F) = {[x ∶ y ∶ z] ∈ P2
K ∶ F(x,y, z) = 0}.

1. Για κάθε επέκταση L ⊃ K ορίζεται το σύνολο των L-ρητών σημείων της C

C(L) = {[x ∶ y ∶ z] ∈ P2
K(L) ∶ F(x,y, z) = 0}.

2. Μια ρητή συνάρτηση επί της C είναι μια κλάση ισοδυναμίας ρητών συναρτήσεωνG/H του P2
K

των οποίων ο παρονομαστής δεν έχει κανέναν κοινό διαιρέτη με το F, εκτός ίσως από κάποια
σταθερά. Οι ρητές συναρτήσεις G1/H1 και G2/H2 είναι ισοδύναμες όταν F ∣ (G1H2 −G2H1).
Μια ρητή συνάρτηση ϕ θα λέγεται ομαλή στο σημείο P ∈ C(L), όταν έχει έναν αντιπρόσωπο
G/H, για τον οποίο ισχύει H(P) ≠ 0. Η ϕ ορίζει μια συνάρτηση

ϕL ∶ {P ∈ C(L) ∶ ϕ ομαλή στο P}Ð→ L

P = [x ∶ y ∶ z]z→ G(x,y, z)
H(x,y, z)

3. Η C λέγεται ανάγωγη όταν το πολυώνυμο F(x,y, z) ∈ K[x,y, z] είναι ανάγωγο πολυώνυμο. H
C λέγεται γεωμετρικά ανάγωγη όταν το πολυώνυμο F(x,y, z) είναι απόλυτα ανάγωγο. Αν C
είναι ανάγωγη, τότε το σύνολο των ρητών συναρτήσεων επί της C είναι ένα σώμα, το σώμα
συναρτήσεων της C, K(C).

Παραδείγματα XII.2.10. 1. Έστω η αφινική ευθεία ax+by = c. Η αντίστοιχη προβολική ευθεία
(λέγεται και προβολική θήκη) είναι η ax+by−cz = 0. Αυτή έχει μοναδικό σημείο στο άπειρο
το [−b ∶ a ∶ 0] = 0. Όλες οι προβολικές ευθείες προκύπτουν κατά τον ίδιο τρόπο, εκτός από
την «επ’ άπειρο ευθεία», Z = 0 (αποτελείται από το σύνολο των «επ’ άπειρο σημείων»)

2. Η προβολική θήκη της x2 + y2 = 1 είναι x2 + y2 − z2 = 0. Έχει τα «επ’ άπειρο» L-ρητά σημεία
[1 ∶ ±1 ∶ 0], όταν το −1 είναι τέλειο τετράγωνο στο L, i2 = −1. Αν η χαρακτηριστική του K είναι
δύο, έχει μοναδικό επ’ άπειρο σημείο το [1 ∶ 1 ∶ 0].

3. Η προβολική θήκη της καμπύλης y2 = x3+ax+b είναι η y2z−x3−ax2z−bz3 = 0. Έχει ακριβώς
ένα (πάντοτε ρητό) σημείο το [0, 1, 0] στο άπειρο.

XII.2.3 Σημεία τομής καμπύλης με ευθεία

Έστω G ∶ ax + by + cz = 0, μια προβολική ευθεία και C ∶ F(x,y, z) = 0 μια προβολική καμπύλη
ορισμένες υπεράνω του σώματος K και P = (α,β,γ) ∈ P2

K(L). Υποθέτουμε ότι η ευθεία G δεν είναι
συνιστώσα της C. Με i(G,C;P) θα συμβολίζουμε την πολλαπλότητα τομής ευθείας και καμπύλης
στο P, έννοια την οποία ορίζουμε ως εξής:

• Αν P /∈ C(L) ∩G(L), τότε i(G,C;P) = 0.
• Αν P ∈ C(L) ∩G(L), τότε λύνουμε την εξίσωση ως προς μία μεταβλητή, για παράδειγμα

z = −a
c
x − b

c
y, αν c ≠ 0

και την τιμή αυτή αντικαθιστούμε στην F(x,y, z). Προκύπτει ομογενές πολυώνυμο H(x,y)
δύο μεταβλητών το οποίο διαιρείται από το αy−βx. Η πολλαπλότητα του παράγοντα αυτού
στο πολυώνυμο H(x,y) ορίζεται ως η πολλαπλότητα τομής i(G,C;P).

Παράδειγμα XII.2.11. Θεωρούμε την καμπύλη

C ∶ y2z − x3 + xz2 = 0
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Αν G ∶ y = 0, τότε H(x, z) = −x3 + xz2 = x(x + z)(−x + z). Επομένως τα σημεία τομής είναι τα
[0 ∶ 0 ∶ 1], [1 ∶ 0 ∶ −1] και [1 ∶ 0 ∶ 1] και έχουν όλα πολλαπλότητα ένα.

Έστω τώρα G ∶ x−z = 0, επομένως H(x,y) = xy2 και η πολλαπλότητα τομής στο [0 ∶ −1 ∶ 0] είναι
1, ενώ η πολλαπλότητα τομής στο [1 ∶ 0 ∶ 1] είναι 2.

Έστω τέλος G ∶ z = 0, επομένως H(x,y) = −x3 συνεπώς το σημείο τομής είναι το [0 ∶ 1 ∶ 0] και
έχει πολλαπλότητα τομής 3.

Παρατηρούμε ότι μία προβολική ευθεία και μια κυβική καμπύλη έχουν, μετρώντας πολλα-
πλότητες, τρία σημεία τομής.

Θεώρημα XII.2.12. Έστω C ∶ F(x,y, z) = 0 μια προβολική καμπύλη υπεράνω του K βαθμού d και
μία προβολική ευθεία G ∶ ax+by+cz = 0 υπεράνω του K η οποία δεν είναι συνιστώσα της C. Ισχύει

∑
P∈C(K)∩G(K)

i(G,C;P) = d.

Αν L επέκταση του K, για την οποία ισχύει

∑
P∈C(L)∩G(L)

i(G,C;P) ≥ d − 1,

τότε
∑

P∈C(L)∩G(L)
i(G,C;P) = d.

Παρατήρηση XII.2.13. Το τελευταίο μέρος του παραπάνω θεωρήματος εξασφαλίζει ότι το τε-
λευταίο σημείο τομής είναι L-ρητό αν όλα τα προηγούμενα είναι L-ρητά.
Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι c ≠ 0. Θέτουμε a ′ = −a/c, b ′ = −b/c. Η
εξίσωση της ευθείας γίνεται z = a ′x + b ′y. Αντικαθιστούμε το z στο F(x,y, z) και έχουμε

H(x,y) = F(x,y,a ′x + b ′y).

To H(x,y) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού d στον δακτύλιο K[x,y]. Στον δακτύλιο K[x,y] αναλύεται
σε γινόμενο γραμμικών παραγόντων

H(x,y) = α(β1x −α1y)d1(β2x −α2y)d2⋯(βkx −αky)dk .

Το σημείο P = [x ∶ y ∶ z] ∈ C(K) ∩ G(K) τότε και μόνο τότε όταν H(x,y) = 0 και z = a ′x + b ′y.
Επομένως τα σημεία τομής είναι τα Pi = [αi ∶ βi ∶ a ′αi + b ′βi], i = 1, 2, . . . ,k και το καθένα εξ
ορισμού έχει πολλαπλότητα d1,d2, . . . ,dk αντίστοιχα. Αλλά d1 + d2 +⋯+ dk = d και αποδείχθηκε
το πρώτο μέρος.

Για το δεύτερο μέρος, παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο H(x,y) γράφεται ως γινόμενο d γραμ-
μικών παραγόντων, εκ των οποίων οι d − 1 έχουν συντελεστές στο L. Επομένως και αυτός που
απέμεινε έχει συντελεστές στο L.

Παρατηρούμε ότι ο βαθμός της ευθείας είναι 1 και ο βαθμός της καμπύλης είναι d και d ⋅ 1 = d.
Κάπως πιο ντελικάτη είναι η έννοια της πολλαπλότητας τομής προβολικών καμπυλών. Ισχύει

η γενίκευση της προηγούμενης πρότασης:

Θεώρημα XII.2.14 (Του Bezout). Αν C1 ∶ F(x,y, z) = 0 και C2 ∶ F2(x,y, z) = 0 δύο προβολικές
(επίπεδες) καμπύλες υπεράνω του σώματος K, βαθμών m και n αντίστοιχα, οι οποίες δεν έχουν
κοινή συνιστώσα, τότε ισχύει:

∑
P∈C1(K)∩C2(K)

i(C1,C2;P) =m ⋅n.

Απόδειξη. [11, σελ. 112], [13, σελ. 182].
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XII.2.4 Ιδιάζοντα σημεία προβολικών αλγεβρικών καμπυλών

Έστω ότι μια προβολική καμπύλη δίδεται μέσω του ομογενούς πολυωνύμου

F(x,y, z) ∈ K[x,y, z],

το σημείο P ∈ P2
K(K) θα λέγεται ιδιάζον (singular) σημείο της καμπύλης αν και μόνο αν F(P) = 0

και οι τρεις μερικές παράγωγοι στο P μηδενίζονται, δηλαδή

Fx(P) = Fy(P) = Fz(P) = 0.

Παραδείγματα XII.2.15.

1. Έστω f(x,y) = y2 − x3 ∈ K[x,y], η αφινική καμπύλη

Vf(K) = {(x,y) ∈ K ×K ∶ y2 = x3}.

Το ομογενές πολυώνυμο της προβολικής θήκης είναι το

F(x,y, z) = y2z − x3,

το οποίο έχει μερικές παραγώγους

Fx = −3x2,Fy = 2yz,Fz = y2.

Το P = [x ∶ y ∶ z] είναι ιδιάζον (εδώ η χαρακτηριστική του σώματος πρέπει να είναι διάφορη
του 2, 3) αν και μόνο αν

y2z = x3,x = 0,yz = 0,y = 0⇔ x = 0,y = 0 και z ∈ K∗⇔ P = [0 ∶ 0 ∶ 1].

Το αντίστοιχο αφινικό σημείο είναι το (0, 0). Εδώ η καμπύλη έχει κορυφή (cusp) στο (0, 0).
Το γράφημά της έχει τη μορφή

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

2. Έστω f(x,y) = y2 − x3 − x2 ∈ K[x,y]. Επομένως η προβολική θήκη ορίζεται από το ομογενές
πολυώνυμο F(x,y, z) = y2z−x3−x2z. Η αντίστοιχη προβολική καμπύλη έχει επίσης το σημείο
P = [0 ∶ 0 ∶ 1] σαν μοναδικό ιδιάζον σημείο. Το αντίστοιχο αφινικό σημείο είναι το (0, 0). Η
γραφική παράσταση αυτής είναι:
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η οποία είναι κόμβος (node).
Παρατήρηση: Περνούμε πάντοτε στον προβολικό χώρο, διότι είναι δυνατόν η καμπύλη να
έχει ιδιομορφία στα επ’ άπειρον σημεία της.

3. Της κυβικής καμπύλης που ορίζεται από το ομογενές πολυώνυμο

F(x,y, z) = y2z − x3 − axz2 − bz3

το επ’ άπειρο σημείο P = [0 ∶ 1 ∶ 0] δεν είναι ποτέ ιδιάζον:

Fx(x,y, z) = −3x2 − az2

Fy(x,y, z) = 2yz
Fz(x,y, z) = y2 − 2axz − 3bz2.

Για P = [0 ∶ 1 ∶ 0], πάντοτε Fz(P) = 1 ≠ 0, δηλαδή P όχι ιδιάζον. Συνεπώς τα ιδιάζοντα (singular)
σημεία κυβικής καμπύλης της μορφής f(x,y) = y2 −x3 −ax−b είναι έκεινα τα P(x,y) για τα
οποία f(P) = fx(P) = fy(P) = 0.

4. Μια κυβική καμπύλη δεν μπορεί να έχει περισσότερα από ένα ιδιάζοντα σημεία και αυτά
θα είναι κορυφή ή κόμβος [11, σελ. 115].

Παρατήρηση XII.2.16. Όταν η πολλαπλότητα τομής της εφαπτομένης σε κάποιο μη-ιδιάζον
σημείο P μιας επίπεδης προβολικής καμπύλης είναι ≥ 3, τότε το σημείο λέγεται σημείο καμπής
(point of inflection ή flex point) της C.

Φυσικά αν η καμπύλη είναι κυβική, τότε τα σημεία καμπής είναι ακριβώς τα μη-ιδιάζοντα
σημεία της καμπύλης στα οποία η εφαπτομένη έχει πολλαπλότητα ακριβώς 3.

XII.2.5 Ελλειπτικές καμπύλες

Ορισμός XII.2.17. Μια ελλειπτική καμπύλη υπεράνω του σώματος K είναι μια ομαλή προβο-
λική καμπύλη E η οποία δίνεται μέσω μιας εξίσωσης της μορφής:

E∣K ∶ y2z + a1xyz + a3yz
2 = x3 + a2x

2z + a4xz
2 + a6z

3, (XII.1)

με συντελεστές a1,a2,a3,a4,a6 ∈ K

Παρατήρηση XII.2.18. Συχνά χρησιμοποιούμε το αφινικό μέρος αυτής

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

η οποία λέγεται γενική εξίσωση του Weierstrass. Ως μη-ιδιάζουσα προβολική καμπύλη βαθμού
3, έχει γένος g(EK) = 1.
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Παρατήρηση XII.2.19. Αν C είναι μια, μη-ιδιάζουσα (non-singular) προβολική καμπύλη ορι-
σμένη από το F(X,Y,Z) ∈ K[X,Y,Z] το γένος της καμπύλης είναι μια τοπολογική αναλλοίωτος
g = g(C). Στη συγκέκριμένη περίπτωση το γένος της καμπύλης δίνεται από τον τύπο

g(C) = (n − 1)(n − 2)
2

,

όπου n = degF.

Επίσης έχουμε ήδη δει ότι η καμπύλη έχει μοναδικό «επ’ άπειρο» σημείο το [0 ∶ 1 ∶ 0] το οποίο
είναι και K-ρητό σημείο της καμπύλης. Για z = 0, έχουμε x3 = 0. Συνεπώς, ως σημείο τομής της
ελλειπτικής καμπύλης με την «επ’ άπειρο» ευθεία έχει πολλαπλότητα 3, δηλαδή είναι σημείο
καμπής. (Η πολλαπλότητα τομής είναι ≥ 2 και το «επ’ άπειρο» σημείο [0 ∶ 1 ∶ 0] είναι ομαλό
σημείο της καμπύλης. Επομένως, η «επ’ άπειρο» ευθεία είναι εφαπτομένη ευθεία της καμπύλης
E στο σημείο [0 ∶ 1 ∶ 0].)

Μάλιστα μπορεί να αποδειχθεί ότι μια προβολική κυβική καμπύλη C είναι της μορφής (XII.1)
ακριβώς τότε όταν το επ’ άπειρο σημείο [0 ∶ 1 ∶ 0] της C είναι ομαλό σημείο αυτής, είναι σημείο
καμπής και έχει την ευθεία z = 0 ως εφαπτομένη της C στο σημείο [0 ∶ 1 ∶ 0].

Στη συνέχεια, επειδή θα ασχοληθούμε με ελλειπτικές καμπύλες υπεράνω του Q, (όταν η
χαρακτηριστική του σώματος K είναι διαφορετική του 2, 3 αποδεικνύεται ότι η E∣K είναι ισόμορφη
προς την ελλειπτική καμπύλη

y2z = x3 + axz2 + bz3,a,b ∈ K

της οποίας το αφινικό μέρος ορίζεται από την (μικρή) εξίσωση του Weierstrass

y2 = x3 + ax + b,a,b ∈ K).

Αλλά πότε μια καμπύλη αυτής της μορφής είναι ελλειπτική, δηλαδή μη-ιδιάζουσα; Έστω

f(x) = x3 + ax + b ∈ Q[x].

Το σημείο [0 ∶ a ∶ 1] είναι μη-ιδιάζον σημείο της καμπύλης ακριβώς τότε όταν το a είναι απλή ρίζα
του f(x). Πράγματι αν το σημείο [x ∶ y ∶ z] είναι ιδιάζον, τότε και το [x ∶ −y ∶ z] είναι ιδιάζον. Όμως
μια ανάγωγη κυβική καμπύλη έχει το πολύ ένα ιδιάζον σημείο. Επομένως πρέπει y = 0, δηλαδή
το σημείο θα είναι κατ’ ανάγκη της μορφής [x ∶ 0 ∶ z]. Το επ’ άπειρο σημείο της καμπύλης δεν
είναι ιδιάζον. Επομένως ελέγχουμε το P = [x ∶ 0 ∶ 1]. Αυτό είναι ιδιάζον, τότε και μόνο τότε όταν

∂F

∂x
∣
P
= 0 και ∂F

∂y
∣
P

= 0

όπου F(x,y) = y2 − x3 −ax−b. Πάντοτε ισχύει ∂F
∂y
∣
P
= 0. Επομένως το P = [x ∶ 0 ∶ 1] είναι ιδιάζον αν

και μόνο αν ∂F
∂x
∣
P
= 0, αν και μόνο αν το x είναι πολλαπλή ρίζα του f(x) = x3 + ax + b και αν και

μόνο αν D(f) = 4a3 + 27b2 ≠ 0.

XII.2.6 Ρητά σημεία ελλειπτικών καμπυλών

Έστω τώρα K ένα σώμα χαρακτηριστικής ch(K) ≠ 2, 3 και E∣K μια ελλειπτική καμπύλη που
ορίζεται υπεράνω του K από την εξίσωση

y2 = x3 + ax + b,a,b ∈ K

Για κάθε σώμα L ⊃ K το σύνολο

E(L) = {(x,y) ∈ L × L ∶ y2 = x3 + ax + b} ∪ {[0 ∶ 1 ∶ 0]}
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θα εφοδιαστεί με μια πράξη πρόσθεσης των στοιχείων του με την οποία γίνεται προσθετική
αβελιανή ομάδα με ουδέτερο στοιχείο το επ’ άπειρο σημείο O = [0 ∶ 1 ∶ 0]. Η παρουσίαση θα γίνει
γεωμετρικά.

Αν το f(x) = x3 + ax + b, έχει ακριβώς μια πραγματική ρίζα, τότε το γράφημα της καμπύλης
έχει μια συνεκτική συνιστώσα. Αν έχει τρεις πραγματικές ρίζες, το γράφημα έχει δύο συνεκτικές
συνιστώσες.
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Ορίζουμε την πρόσθεση δύο σημείων της ελλειπτικής καμπύλης ως εξής: Έστω τα σημεία P =
(x1,y1) και Q = (x2,y2) επί της ελλειπτικής καμπύλης. Σχηματίζουμε την ευθεία L που ενώνει
τα δύο αυτά σημεία. Η ευθεία τέμνει την ελλειπτική καμπύλη σε ένα τρίτο σημείο PQ. Από
το σημείο PQ φέρνουμε την κάθετη ευθεία στον άξονα των x, η οποία τέμνει την ελλειπτική
καμπύλη στο σημείο P ⊕Q. Το σημείο αυτό το ορίζουμε να είναι άθροισμα των σημείων P,Q.
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Στην περίπτωση που θέλουμε να υπολογίσουμε το σημείο P ⊕ P, αντί να θεωρήσουμε τη χορδή
όπως στην προηγούμενη περίπτωση, θεωρούμε την εφαπτομένη στο σημείο αυτό.

Στην περίπτωση που ένας προσθετέος είναι το σημείο στο άπειρο, ισχύει P ⊕O = P, δηλαδή
το σημείο στο άπειρο είναι το ουδέτερο της πράξης.

Επίσης ισχύει, ότι τα τρία συνευθειακά σημεία έχουν άθροισμα O.
Ας υποθέσουμε ότι P1 = (x1,y1) και P2 = (x2,y2). Οι παραπάνω κανόνες πρόσθεσης μπορούν

να εκφραστούν με τον εξής απλό τρόπο:
Ας υποθέσουμε ότι P1,P2 ≠ O.

• Αν x1 = x2 και y1 = −y2, τότε P1 + P2 = O. Δηλαδή συμμετρικά σημεία ως προς τον άξονα των
x έχουν άθροισμα O.

• Διαφορετικά έχουμε
λ = (3x1 + a)/(2y1) αν P1 = P2

λ = (y1 − y2)/(x1 − x2) αν P1 ≠ P2
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Το σημείο P1 ⊕ P2 έχει συντεταγμένες (x3,y3) που δίνονται από τους τύπους:

(x3,y3) = (λ2 − x1 − x2,−λx3 − y1 + λx1)

Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες της πρόσθεσης σημείων όπως ορίστηκαν παραπάνω:
(i) P ⊕Q =Q⊕ P
(ii) P ⊕O = P
(iii) Για κάθε P υπάρχει ένα σημείο R τέτοιο ώστε P ⊕ R = O
(iv) P1 ⊕ (P2 ⊕ P3) = (P1 ⊕ P2)⊕ P3

Από τα παραπάνω τα (i) − (iii) είναι προφανή από τον γεωμετρικό ορισμό, ενώ το δύσκολο
κομμάτι είναι η απόδειξη της προσεταιριστικής ιδιότητας, δηλαδή το (iv).

Για την απόδειξη χρησιμοποιείται το θεώρημα Bezout, ότι δύο προβολικές κυβικές καμπύλες,
χωρίς κοινή συνιστώσα τέμνονται σε ακριβώς 9 σημεία και το

Θεώρημα XII.2.20. Δύο προβολικές καμπύλες βαθμού n τέμνονται κατά Bezout σε ακριβώς n2

σημεία. Αν ακριβώςmn από αυτά βρίσκονται σε μια ανάγωγη καμπύλη, τότε τα υπόλοιπα n(n−m)
βρίσκονται σε μία καμπύλη βαθμού n −m, [30].

Ας περιοριστούμε τώρα σε ελλειπτικές καμπύλες E ορισμένες υπεράνω του Q. Ότι το σύνολο
των ρητών σημείων E(Q) αποτελεί ομάδα το παρατήρησε ο Poincare το 1901. Το ερώτημά του
ήταν, αν συνεχίσουμε με τη μέθοδο της χορδής και της εφαπτομένης θα πάρουμε όλα τα ρητά
σημεία;

Στα 1922 ο Mordell απέδειξε το

Θεώρημα XII.2.21. H αβελιανή ομάδα E(Q) μιάς ελλειπτικής καμπύλης E∣Q ∶ y2 = x3 + ax + b,
a,b ∈ Z είναι πεπερασμένα παραγόμενη

E(Q) ≅ E(Q)tor ⊕Zr,

όπου E(Q)tor είναι η ομάδα των ρητών σημείων πεπερασμένης τάξης και r ∈ N.

Απόδειξη. Η ιδέα της απόδειξης βασίζεται και αυτή στη μέθοδο της καθόδου. Θα πρέπει να
ορίσουμε ένα «μέτρο» για να μετρούμε τους ρητούς αριθμούς. Εδώ εισάγουμε την έννοια του
«ύψους».
Ορισμός XII.2.22. Αν Q = (x,y) ∈ Q2 και x =m/n, m,n ∈ Z με Μ.Κ.Δ(m,n) = 1, τότε το ύψος του
Q ορίζεται ως

h(Q) =max(∣m∣, ∣n∣).

Ξεκινούμε, λοιπόν από ένα ρητό σημείο Q και στη συνέχεια κατεβαίνουμε τα «σκαλιά» του
ύψους, βρίσκοντας στη συνέχεια σημεία μικρότερου ύψους και τελικά πεπερασμένου πλήθους
σημείων P1,P2, . . . ,Pr των οποίων γραμμικός συνδυασμός με ακέραιους συντελεστές μας δίνει το
τυχαίο αρχικό σημείο Q.

Κάπως πιο αναλυτικά η ιδέα απόδειξης του θεωρήματος;
1. Ισχύει E(Q)/2E(Q) είναι πεπερασμένη ομάδα.
2. (i) Για κάθε M ∈ R το σύνολο {P ∈ E(Q) ∶ h(P) ≤M} είναι πεπερασμένο.

(ii) Έστω P0 ένα σταθερό σημείο της E(Q) υπάρχει σταθερά k0 = k0(a,b) τέτοια ώστε

h(P + P0) ≤ 2h(P) + k0, για κάθε P ∈ E(Q).

(iii) Υπάρχει μια σταθερά k = k(a,b) τέτοια ώστε

h(2P) ≥ 4h(P) − k, για κάθε P ∈ E(Q).



XII.2. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 261

Τώρα, έστω Q1,Q2, . . . ,Qn ένα πλήρες σύστημα αντιπροσώπων των κλάσεων E(Q)/2E(Q). Για
κάθε P ∈ E(Q) υπάρχει i1 ∈ {1, 2, . . . ,n} τέτοιο ώστε P −Qi1 ∈ 2E(Q) συνεπώς υπάρχει P1 ∈ E(Q)
ώστε P −Qi1 = 2P1 και ομοίως

P −Qi1 = 2P1

P1 −Qi2 = 2P2

P2 −Qi3 = 2P3

⋯
Pm −Qim = 2Pm

Επομένως το P γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός

P =Qi1 + 2Qi2 + 4Qi3 +⋯ + 2m−1Qim + 2mPm.

Τα ύψη των Pi συνεχώς μικραίνουν λόγω των (2ii) και (2iii). Για αρκετά μεγάλοm το Pm έχει ύψος
φραγμένο από κάποιοM ∈ R, δηλαδή το σύνολο των Pm έχει πεπερασμένο πλήθος δυνατοτήτων.

Ωραία! Αλλά τα ερωτήματα παραμένουν.
1. Δίδεται η E ∶ y2 = x3 + ax + b. Ποια είναι η ομάδα E(Q)tor.
2. Δίδεται η E. Πόσο είναι το r;

To 1. είναι εύκολο. Το 2. είναι πάρα πολύ δύσκολο.

Θεώρημα XII.2.23 (Lutz,Nagell). Έστω E∣Q ∶ y2 = x3 + ax + b, a,b ∈ Z. Αν το P = (x,y) ∈ E(Q)tor,
τότε

1. x,y ∈ Z

2. y = 0 ή y2 ∣ ∆ = 4a3 + 27b2.

Προσοχή! Δεν ισχύει το αντίστροφο. Αν (x,y) ∈ Z2 δεν ισχύει, κατ’ ανάγκη, ότι (x,y) είναι σημείο
στρέψης (torsion) της καμπύλης.

Παράδειγμα XII.2.24. Αν y2 = x3 + x, a = 1,b = 0 συνεπώς ∆ = 4 ⋅ 13 + 27 ⋅ 02 = 4. Αν y ≠ 0, τότε
y ∈ {±1,±2}. Καμμία από αυτές τις τιμές δεν δίνει ακέραιο x. Για παράδειγμα x3 + x = 1, θέτουμε
f(x) = x3 + x − 1, f(±1) ≠ 0.

Επομένως, E(Q) = {O, (0, 0)} ≅ Z/2Z.

Σημείωση XII.2.25. Τα σημεία τάξης 2 είναι ακριβώς αυτά για τα οποία το y = 0. Πράγματι, για
P = (x, 0) η εφαπτομένη του P τέμνει την ελλειπτική καμπύλη στο O, και συνεπώς 2P+O = O και
2P = O.

Θεώρημα XII.2.26 (Mazur). Έστω E∣Q ελλειπτική καμπύλη. Η ομάδα των ρητών σημείων πεπε-
ρασμένης τάξης της E∣Q, έχει τις παρακάτω δυνατότητες:

E(Q)tor ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Z/nZ 1 ≤ n ≤ 10 ή n = 12
Z/2Z⊕Z/2nZ 1 ≤ n ≤ 4

Σχετικά με το ερώτημα του προσδιορισμού του βαθμου (rank) r. Η ιδέα ότι αν μια ελλειπτική
καμπύλη έχει πολλά ρητά σημεία θα έχει και πολλά σημεία modulo p αναγωγή της

EFp
∶ y2 = x3 + ax + b mod p
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για πολλούς πρώτους p, δηλαδή ένα είδος local-global-principle.
Θεωρούμε ένα πρώτο p, την εξίσωση της ελλειπτικής καμπύλης

E∣Q ∶ y2 = x3 + ax + b,a,b ∈ Z

και στη συνέχεια την καμπύλη

E∣Fp
∶ y2 = x3 + ax + b,a = a mod p,b = b mod p.

Για τους πρώτους p ∣ 2∆ η καμπύλη αυτή είναι κυβική αλλά ιδιάζουσα.
Για όλους τους υπόλοιπους πρώτους είναι μια ελλειπτική καμπύλη. Για την αναγωγή των

ρητών της σημείων θα πρέπει να δουλέψουμε στο σώμα των p-αδικών Qp ⊃ Q, το οποίο έχει
δακτύλιο ακέραιων του Zp και περιέχει τα στοιχεία

Zp ∋ a = a0 + a1p + a2p
2 +⋯

ai ∈ Z, 0 ≤ ai < p. Η συνάρτηση αναγωγής Zp ∋ a ↦ a = a0 ∈ Fp, η οποία είναι συμβατή με την
πρόσθεση των στοιχείων της E(Qp), δείτε την παράγραφο XIII.7.

To
E(Fp) = {(x,y) ∈ Fp × Fp ∶ y2 = x3 + ax + b} ∪ {O}

είναι μια πεπερασμένη αβελιανή ομάδα. Πόσα στοιχεία περιέχει; Έστω N (p) =#E(Fp).

Παράδειγμα XII.2.27. Το πλήθος των σημείων της

y2 = x3 + 3x στο F5

είναι N (5) = 10, αφού τα σημεία της εν λόγω καμπύλης είναι τα

(0, 0), (1,±2), (2,±2), (3,±1), (4,±1),O

Γενικά στην y2 = x3 + ax + b, a,b ∈ Fp το x έχει p-δυνατότητες (από 0, 1, 2, . . . ,p − 1) και για
κάθε τιμή του x αντιστοιχούν το πολύ 2-τιμές του y. Συνεπώς πάντοτε ισχύει (δεν ξεχνούμε και
το σημείο στο άπειρο O)

1 ≤N (p) ≤ 2p + 1

Μπορούμε να γράψουμε την ανισότητα ως εξής:

∣p + 1 −N (P)∣ ≤ p.

Βέβαια, δεν είναι για όλες τις τιμές του x, το πολυώνυμο x3+ax+b τετραγωνικό υπόλοιπο modulo
p. Αν δεχθούμε ότι η κατανομή σε τετραγωνικά υπόλοιπα και μη, είναι τυχαία, δηλαδή οι μισές
τιμές του x δίνουν τετραγωνικά υπόλοιπα και οι άλλες μισές όχι, καταλήγουμε στο συμπέρασμα
ότι N (P) ∼ p + 1. Πράγματι, ισχύει το θεώρημα του Hasse,

Θεώρημα XII.2.28.
∣N (p) − (p + 1)∣ ≤ 2√p.

Παρατήρηση XII.2.29. 1. Το φράγμα είναι best-possible, όταν αναφερόμαστε γενικά στις
καμπύλες E∣Fp

. Μπορούμε φυσικά να θεωρήσουμε ειδικές κλάσεις, οπότε παίρνουμε για
αυτές καλύτερα φράγματα.

2. Το θεώρημα γενικεύεται και για μη ελλειπτικές καμπύλες και έχει εφαρμογές στην κωδι-
κοποίηση, [25].

3. Για κάθε ελλειπτική καμπύλη μπορεί να ορίσει κανείς την ζ-συνάρτηση αυτής. Μάλιστα
υπάρχει έκφραση για την εικασία του Riemann της ζE(s). Στην περίπτωση αυτή η εικασία
του Riemann έχει αποδειχθεί, δείτε και την εργασία του Μάριου Μαγιολαδίτη [32].
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4. Για να μην εξαρτάται η τιμή του N (P) από το μοντέλο που έχουμε επιλέξει δεχόμαστε ότι
το μοντέλο μας είναι (global) minimal model (με ό,τι και αν αυτό σημαίνει).
Επομένως οι αριθμοί

a(p) ∶= p + 1 −N (p)
εξαρτώνται από την ελλειπτική καμπύλη και μόνο και όχι από την επιλογή της εξίσωσης
του Weierstrass.

XII.2.7 Minimal διακρίνουσα

Έστω E∣Q η ελλειπτική καμπύλη

y2 +α1xy +α3y = x3 +α2x
2 +α4x + a6 ∶ αi ∈ Q

Η εξίσωση δεν καθορίζει μονοσήμαντα την καμπύλη. Αποδεικνύεται ότι η E είναι ισομορφική
με κάποια άλλη εξίσωση του Weierstrass μέσω μιας αμφίρρητης απεικόνισης υπεράνω του Q
τότε και μόνο τότε όταν υπάρχει μια αμφίρρητη απεικόνιση ανάμεσά τους της μορφής

x = u2x ′ + r
y = u3y ′ + su2x ′ + t

u, r, s, t ∈ Q, u ≠ 0, [24, Θεώρ. 3.1, σελ. 63]. Θέτουμε

b2 = α2
1 + 4α2

b4 = 2α4 +α1α3

b6 = α2
3 + 4α6

b8 = α2
1α6 + 4α2α6 −α1α3α4 +α2α

2
3 −α2

4

c4 = b3
2 − 24b4

c6 = b3
2 + 36b2b4 − 216b6

Ορισμός XII.2.30. Διακρίνουσα της E∣Q ορίζεται η ποσότητα

∆(E) = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b3
6 + 9b2b4b6 =

c3
4 − c

2
6

1728
.

Παρατήρηση XII.2.31. H διακρίνουσα της

E∣Q ∶ y2 = x3 + a4x + a6

είναι ∆(E) = −16(4a3
4 + 27a2

6).
Με την αλλαγή των συντεταγμένων προκύπτει ότι

c4 = u4c ′4, c6 = u6c ′6,∆(E) = u12∆ ′(E).

Αυτό σημαίνει, ότι είναι δυνατό δύο ελλειπτικές καμπύλες να είναι ισόμορφες και να έχουν
διαφορετικές διακρίνουσες, οι όποιες διαφέρουν κατά δωδεκάτη δύναμη ενός u ∈ Q∗.
Παράδειγμα XII.2.32. Η E∣Q ∶ y2 = x3+1, έχει διακρίνουσα ∆(E) = −24 ⋅33. Μέσω της αμφίρρητης,
υπεράνω του Q, απεικόνισης

x = x ′/52,y = y ′/53

προκύπτει η ισόμορφη ελλειπτική καμπύλη

E ′∣Q ∶ (y ′)2 = (x ′)3 + 56

με διακρίνουσα ∆(E ′) = −24 ⋅ 33 ⋅ 52.
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Ορισμός XII.2.33. Η j-αναλλοίωτη της E∣Q ορίζεται

j(E) =
c3

4
∆(E)

.

Εδώ αποδεικνύεται ότι αν
E ≅ E ′, τότε j(E) = j(E ′).

Αν η καμπύλη ορίζεται σε αλγεβρικά κλειστό σώμα, για παράδειγμα στο C, τότε ισχύει και
το αντίστροφο. Υπάρχει ταξινόμηση ισόμορφων ελλειπτικών καμπυλών σε οποιοδήποτε σώμα
χαρακτηριστικής chk ≠ 2, 3.

Κάθε ελλειπτική καμπύλη E∣Q είναι ισόμορφη προς ελλειπτική καμπύλη με ακέραιους συ-
ντελεστές ai. Από όλες τις εξισώσεις με ακέραιους συντελεστές της E μία έχει την ελάχιστη δυνατή
δύναμη του p ως διαιρέτη της διακρίνουσας και θα λέγεται ελάχιστο μοντέλο της E στο p.

Συχνά εργαζόμαστε με τέτοια μοντέλα όταν εργαζόμαστε με την αναγωγή ελλειπτικών κα-
μπυλών. Δείτε και την επόμενη υποπαράγραφο.

Αποδεικνύεται ότι για E∣Q υπάρχει ένα μοντέλο που είναι minimal για όλους τους πρώτους p,
κάτι που δεν ισχύει για ελλειπτικές καμπύλες ορισμένες πάνω από αλγεβρικά σώματα αριθμών.

To minimal μοντέλο για όλους τους πρώτους λέγεται global minimal μοντέλο. Είναι μοναδικό
όταν α1 ∈ {0, 1} και α2 ∈ {0, 1, 2}

Θεώρημα XII.2.34. Έστω ch(K) ≠ 2, 3, j ∈ K και

E∣K ∶ y2 = x3 + ax + b,a,b, ∈ K

μία ελλειπτική καμπύλη υπεράνω του σώματος K με j(E) = j.

1. Αν j ≠ 0, 1728, τότε οι K-κλάσεις ισομορφίας ελλειπτικών καμπυλών E ′ με j(E ′) = j ταξινο-
μούνται μέσω της ομάδας K∗/(K∗)2. Όταν d ∈ K∗ είναι ένας αντιπρόσωπος της κλάσης, τότε
η αντίστοιχη ελλειπτική καμπύλη ορίζεται από την εξίσωση

y2 = x3 + d2ax + d3b.

2. Αν j = 0, τότε a = 0. Οι K-κλάσεις ισομορφίας με j = 0 ταξινομούνται μέσω των στοιχείων της
K∗/(K∗)6. Αν d ∈ K∗ είναι ένας αντιπρόσωπος της κλάσης, η αντίστοιχη ελλειπτική καμπύλη
είναι η

y2 = x3 + db.

3. Αν j = 1728, τότε a = b. Οι K-κλάσεις ισομορφίας με j = 1728 ταξινομούνται μέσω της K∗/(K∗)4.
Αν d ∈ K∗ αντιπρόσωπος μιας κλάσης, τότε η αντίστοιχη καμπύλης είναι

y2 = x3 + dax.

XII.2.8 Ταξινόμηση της αναγωγής

Έστω E∣Q με συντελεστές και p είναι ένας πρώτος αριθμός. Υποθέτουμε ότι η E ορίζεται μέσω
μιας ειδικής εξίσωσης που έχει minimal διακρίνουσα ως προς τον πρώτο p. Για p > 3 ένα ακέραιο
μοντέλο είναι minimal ως προς τον πρώτο p, όταν η διακρίνουσα ∆(E) δεν διαιρείται από το p12.

Αν P = [x ∶ y ∶ z] ∈ P2(Q), πολλαπλασιάζουμε με κατάλληλο ακέραιο και έχουμε το σημείο P
με ακέραιες συντεταγμένες, μία από τις οποίες δεν διαιρείται με p.

Η απεικόνιση

P2(Q)Ð→ P2(Fp)
[x ∶ y ∶ z]z→ [x ∶ y ∶ z]
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x ≡ x mod p, y ≡ y mod p, z ≡ z mod p είναι καλά ορισμένη και λέγεται απεικόνιση αναγωγής
modulo p.

Αν λοιπόν E∣Q είναι μια ελλειπτική καμπύλη στη μορφή Weierstrass, τότε θεωρούμε την
καμπύλη E∣Fp

υπεράνω της Fp η οποία θα λέγεται αναγωγή της E modulo p.
Αν p ∤ ∆(E), τότε ∆(E) ≠ 0, συνεπώς η E είναι μια ελλειπτική καμπύλη υπεράνω του Fp. Αν

p ∣ ∆(E), τότε η E∣Fp
, είναι μια ιδιάζουσα καμπύλη η οποία έχει μοναδικό ιδιάζον σημείο. Έστω

Ens το σύνολο των Fp-ρητών σημείων στα οποία η καμπύλη είναι μη-ιδιάζουσα. Όπως και για τα
σημεία E(Q), έτσι και για τα σημεία Ens ορίζεται πράξη πρόσθεσης με τη μέθοδο της χορδής και
εφαπτομένης και το σύνολο Ens έχει επίσης τη δομή πεπερασμένης αβελιανής ομάδας.

Θεώρημα XII.2.35. Έστω E∣Q μια ελλειπτική καμπύλη ορισμένη μέσω εξίσωσης του Weierstrass
η οποία είναι minimal ως προς το p.

1. Έστω ότι p ∤ ∆(E). Τότε η E∣Fp
είναι μια ελλειπτική καμπύλη. Θα λέμε ότι η E έχει καλή

αναγωγή στο p. (Σ’ αυτή την περίπτωση η ελλειπτική καμπύλη E είναι ανεξάρτητη κατά
προσέγγιση ισομορφίας από την εκλογή της minimal εξίσωσης του Weierstrass της οποίας
υπολογίσαμε την αναγωγή).

2. H E είναι ιδιάζουσα και το μοναδικό ιδιάζον σημείο είναι κορυφή (cusp). Σ’ αυτή την περί-
πτωση η Ens είναι ισόμορφη προς την προσθετική ομάδα του σώματος Fp κάτι το οποίο ση-
μαίνει ότι είναι κυκλική τάξης p. Σε αυτή την περίπτωση θα λέγεται ότι η E έχει προσθετική
αναγωγή στο p ή μη ευσταθή αναγωγή.

3. H E είναι ιδιάζουσα και έχει μοναδικό ιδιάζον σημείο κόμβο (node) του οποίου οι δύο εφα-
πτομένες είναι ορισμένες υπεράνω του Fp. Σε αυτή την περίπτωση η Ens είναι ισόμορφη με
την πολλαπλασιαστική υποομάδα του σώματος Fp. Αυτό σημαίνει ότι είναι κυκλική τάξης
p − 1. Σε αυτή την περίπτωση θα λέγεται ότι η E έχει split πολλαπλασιαστική ή ημι-ευσταθή
αναγωγή στο p.

4. Η E είναι ιδιάζουσα και έχει μοναδικό ιδιάζον σημείο κόμβο (node) στο οποίο οι δύο εφαπτο-
μένες δεν ορίζονται υπεράνω του Fp. Όταν αυτό συμβαίνει η Ens, είναι κυκλική τάξης p+1. Σε
αυτή την περίπτωση λέγεται ότι η E έχει non-split πολλαπλασιαστική ή non-split ημιευσταθή
αναγωγή στο p.

XII.2.9 Σημεία πεπερασμένης τάξης

Έστω E∣Q μια ελλειπτική καμπύλη
y2 = x3 + ax + b,a,b ∈ Z.

Το σύνολο των σημείων
E(Q) = {(x,y) ∶ y2 = x3 + ax + b} ∪ {O = [0 ∶ 1 ∶ 0]},

αποτελεί αβελιανή ομάδα. Για κάθε N ∈ N
E[N] ∶= {P ∈ E(Q) ∶NP = O}.

To E[N] ως αβελιανή ομάδα είναι ισόμορφη

E[N] ≅ Z
NZ
× Z
NZ

.

Η ομάδα Gal(Q/Q), είναι μια τοπολογική ομάδα, ως προς την τοπολογία του Krull, XIII.8.2 Είναι
το αντίστροφο όριο όλων των ομάδων Galois

Gal(Q/Q) = lim
←

K,[K∶Q]<∞
K/Q Galois

Gal(K/Q).
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Χοντρικά μιλώντας αυτό σημαίνει ότι η κατανόηση της ομάδας Gal(Q/Q) αυτής είναι ισοδύναμη
με την πλήρη κατανόηση όλων των ομάδων πηλίκων με τις πεπερασμένες υποομάδες Galois
Gal(K/Q).

Τις ομάδες τις κατανοούμε μέσω των αναπαραστάσεών τους. Μια n-διάσταση αναπαράσταση
της ομάδας Gal(Q/Q) είναι ένας συνεχής ομομορφισμός ομάδων

ρ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GLn(K),

όπου K ένα τοπολογικό σώμα, συνήθως K = C ή K = Qℓ, ℓ ∈ P. To σώμα Qℓ αποτελεί την πλήρωση
του Q ως προς την ℓ-αδική εκτίμηση εντελώς ανάλογα όπως το R αποτελεί την πλήρωση του Q
ως προς την απόλυτη τιμή.

Ένα στοιχείο της ομάδας Gal(Q/Q) είναι η μιγαδική συζυγία η οποία μαζί με την ταυτότητα
είναι το μοναδικό στοιχείο της μυστήριας αυτής ομάδας που μπορούμε να γράψουμε επακριβώς.

Με Z θα συμβολίζουμε τον δακτύλιο των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών. Έστω τώρα p ∈ P και
P ένα μέγιστο ιδεώδες του Z, P ∣ p. Ανάλογα προς τις πεπερασμένες ομάδες επεκτάσεων Galois
αλγεβρικών σωμάτων αριθμών, ορίζονται και στην Gal(Q/Q) οι υποομάδες ανάλυσης, αδράνειας
και διακλάδωσης και φυσικά και ο Frobenius Frobp. Μάλιστα για κάθε πεπερασμένη Galois
επέκταση K/Q ισχύει

FrobP ∣K = FrobPK
, όπου PK = P ∩K.

Μονοδιάστατες αναπαραστάσεις της Gal(Q/Q)

Πρόκειται για την πιο κατανοητή περίπτωση. Μία μονοδιάστατη αναπαράσταση είναι της
μορφής

ρ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ C∗ = GL1(C).

Μία τέτοια αναπαράσταση αντιστοιχεί σε έναν χαρακτήρα Dirichlet, δηλαδή έναν ομομορφισμό
ομάδων

χ ∶ ( Z
NZ
)
∗
Ð→ C∗.

Αυτό επιτυγχάνεται μέσω της ταύτισης της ομάδας Galois Gal(Q(ζN)/Q) με την ομάδα ( Z
NZ)

∗.
Θεωρούμε το ακόλουθο διάγραμμα:

Gal(Q/Q)

πN

��
Gal(Q(ζN)/Q) ≅ //

ρχ,N
& &MM

MMM
MMM

MMM
M

( Z
NZ)

∗

χ
||yy
yy
yy
yy

C∗

(XII.2)

Η απεικόνιση πN είναι ο ομομορφισμός περιορισμού των στοιχείων της Gal(Q/Q) στην ομάδα
Gal(Q(ζN)/Q). Ο οριζόντιος ισομορφισμός είναι ο γνωστός, ενώ ο ομομορφισμός ρχ,N ορίζεται
ώστε το διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό:

ρχ,N ○ πN(σ) = χ(res∣Q(ζN)σ).

Από το διάγραμμα γίνεται αμέσως φανερό ότι ο χαρακτήρας χ ορίζει έναν ομομορφισμό

ρχ ∶= ρχ,N ○ πN ∶ Gal(Q/Q)Ð→ C∗.

Ιδιαίτερα, για σ = conj τη μιγαδική συζυγία έχουμε

πN(σ)(ζN) = σ∣Q(ζN) = ζ
−1
N .
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Επομένως ρχ(conj) = χ(−1). Επίσης για p ∈ P, p ∤N ισχύει

Gal(Q(ζN)/Q)
≅Ð→ ( Z

NZ
)
∗

Frobp z→ p mod N

και μαζί με το αντιμεταθετικό διάγραμμα έχουμε:
Αν P ένα απόλυτο στοιχείο Frobenius της Gal(Q/Q) ώστε P ∣ p, p ∈ P,p ∤N, τότε

ρχ(FrobP) = ρχ,N(FrobPQ(ζN)
) = χ(p).

Μάλιστα ο ομομορφισμός ρχ είναι συνεχής συνάρτηση.
Αντίστροφα κάθε συνεχής ομομορφισμός

ρ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ C∗

έχει πεπερασμένη εικόνα, αφού παραγοντοποιείται μέσω ενός ομομορφισμού

Gal(K/Q)Ð→ C∗

για κάποια αβελιανή επέκταση K/Q. To θεώρημα των Kronecker-Weber μας επιτρέπει να θε-
ωρήσουμε το K = Q(ζN) για κάποιο N. Συνεπώς η ρ = ρχ για κάποιο χαρακτήρα Dirichlet χρ.
Επιλέγουμε το ελάχιστο τέτοιο N. Για αυτό το N, ο χαρακτήρας είναι πρωταρχικός.

Επομένως, οι χαρακτήρες Dirichlet μας δίνουν την αναπαράσταση της Gal(Q/Q) συγκεκρι-
μένου τύπου και όλοι αυτοί οι ομομορφισμοί (όλες αυτές οι αναπαραστάσεις) προκύπτουν από
χαρακτήρες Dirichlet.

Παρατήρηση XII.2.36. Γενικότερα ισχύει το εξής; Κάθε συνεχής ομομορφισμός

ρ ∶ Gal(Q/Q)→ GLd(C),

έχει πεπερασμένη εικόνα. Αυτό σημαίνει ότι η πληροφορία που προσφέρει καλύπτει ένα πεπε-
ρασμένο μέρος της δομής της Gal(Q/Q).

Ωστόσο, η εικόνα ένος χαρακτήρα Dirichlet χ περιέχεται σε ένα αλγεβρικό σώμα αριθμών
έστω K. Επομένως, περιέχεται και σε κάποιο τοπικό σώμα αριθμών KL όπου L κάποιο πρώτο
ιδεώδες του K, L ∣ ℓ, ℓ ∈ P. Συνεπώς μπορούμε να αντικαταστήσουμε το C∗ με το K∗L στο προη-
γούμενο διάγραμμα. Και σε αυτή την περίπτωση η αναπαράσταση που αντιστοιχεί στον χ

ρχ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ K∗L

είναι συνεχής.

Ορισμός XII.2.37. Έστω d θετικός ακέραιος και ℓ πρώτος. Μια ℓ-αδική Galois αναπαράσταση
διάστασης d, είναι ένας συνεχής ομομορφισμός

ρ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GLd(L),

όπου L πεπερασμένη επέκταση του Qℓ. Αν

ρ ′ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GLd(L),

κάποια άλλη αναπαράσταση και υπάρχει ένας πίνακας M ∈ GLd(L) τέτοιος ώστε

ρ ′(σ) =M−1ρ(σ)M,

για όλα τα σ ∈ Gal(Q/Q), τότε οι ρ και ρ ′ θα λέγονται ισοδύναμες και αυτό θα συμβολίζεται με
ρ ∼ ρ ′.
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Συνήθως, στο θέμα που μας απασχολεί θα έχουμε L = Qℓ, το σώμα των ℓ-αδικών αριθμών.
Για μια εισαγωγή στους ℓ-αδικούς δείτε το παράρτημα XIII.7.

Για κάθε πρώτο ℓ υπάρχει μια κανονική εμφύτευση του Q στην πλήρωση Qℓ. Όταν όμως
περάσουμε από την αλγεβρική θήκη Q του Q στην αλγεβρική θήκη Qℓ του Qℓ υπάρχουν αρκετές,
διαφορετικές μεταξύ τους εμφυτεύσεις του Q στο Qℓ. (Αυτό ισοδύναμα θα το λέγαμε ότι υπάρχουν
διαφορετικοί τρόποι επέκτασης της ℓ-αδικής εκτίμησης του Q στο Qℓ). Αν επιλέξουμε μία από
όλες, τότε έχουμε και μία εμφύτευση της ομάδας Galois

Gal(Qℓ/Qℓ)↪ Gal(Q/Q).

Αν αλλάξουμε την εμφύτευση του Q στο Qℓ αλλάζει και η εμφύτευση των ομάδων Galois, μέσω
μιας συζυγίας.

Στην απόλυτη ομάδα Galois, Gal(Q/Q) η μέγιστη αβελιανή ομάδα πηλίκο είναι η

Galab(Q/Q) ≅ Gal(Q(µ)/Q),

όπου µ είναι η ομάδα όλων των ριζών της μονάδας στο Q. Αν περιοριστούμε στην ομάδα όλων
των ριζών της μονάδας τάξεως δύναμης του ℓ, τότε ορίζεται ο ℓ-αδικός κυκλοτομικός χαρακτήρας
της Gal(Q/Q), χℓ, ο οποίος ορίζεται

χℓ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ Q∗ℓ
σz→ (m1,m2,m3, . . .)

Με µσℓn = µmn

ℓn
, για κάθε n. O παραπάνω χαρακτήρας είναι μια Galois αναπαράσταση της

Gal(Q/Q) και ισχύει χℓ(conj) = −1 και χℓ(Frobp) = p για κάθε p ≠ ℓ και μάλιστα είναι ανεξάρτητος
της επιλογής των P και Frobp.

Αυτός ο τύπος δείχνει ότι ο κυκλοτομικός χαρακτήρας έχει άπειρη εικόνα και αυτό απο-
τελεί ένδειξη ότι οι ℓ-αδικές αναπαραστάσεις έχουν περισσότερο πλούσια δομή από αυτή των
μιγαδικών.

Ορισμός XII.2.38. Έστω ρ μία Galois αναπαράσταση και p ένας πρώτος αριθμός. H ρ θα λέγεται
μη-διακαδιζόμενη στο p αν και μόνο αν

Ip = GT (P/p) ⊂ kerρ

για κάθε μέγιστο ιδεώδες P ⊂ Z, P ∣ p.

Παράδειγμα XII.2.39. Έστω χ ∶ (Z/NZ)∗ → C∗ ένας πρωταρχικός χαρακτήρας Dirichlet p
πρώτος, p ∤ N και P ένα μέγιστο ιδεώδες του Z, P ∣ p. Από το διαγραμμα (XII.2) έπεται ότι
πN(Ip) = IPN

, όπου PN = P ∩ Q(ζN). Αλλά IPN
= {1}, αφού ο p δεν διακλαδίζεται στο Q(ζN).

Επομένως, IP ⊂ kerρχ, δηλαδή η ρχ είναι μη-διακλαδιζόμενη στο p.

XII.2.10 Galois αναπαραστάσεις και ελλειπτικές καμπύλες

Έστω E∣Q μια ελλειπτική καμπύλη και N ∈ N, N > 1. Για τα σημεία E(Q) που έχουν τάξη N,
έχουμε ήδη δει ότι

E[N] ≅ Z
NZ
× Z
NZ

.

Επιλέγουμε μια βάση (P1,P2) της E[N]. Αν σ ∈ Gal(Q/Q), o αυτομορφισμός σ δρα στην E[N],
αφού αν [N] ⋅ P = O = [0 ∶ 1 ∶ 0], τότε και

[N] ⋅ σ(P) = σ([N] ⋅ P) = σ(O) = O

Στην παραπάνω δράση αν P = (x,y), τότε σ(P) = (σ(x),σ(y)) ενώ το επ’ άπειρο σημείο O παρα-
μένει αναλλοίωτο.
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Αν

σ(P1) = aσP1 ⊕ cσP2

σ(P2) = bσP1 ⊕ dσP2,

τότε ορίζεται μια δισδιάστατη αναπαράσταση

ρE[N] ∶ Gal(Q/Q)→ Aut(E[N]) ≅ GL2(Z/NZ).

Ο ισομορφισμός δεξιά εξαρτάται από την επιλογή της βάσης του E[N].
Επειδή στην πρόσθεση σημείων ελλειπτικής καμπύλης οι συντεταγμένες δίνονται μέσω ρητών

συναρτήσεων με συντελεστές ρητούς, έπεται ότι αν θεωρήσουμε το σώμα KN υπεράνω του Q το
οποίο παράγεται από όλες τις συνιστώσες όλων των σημείων της E[N], η επέκταση KN/Q είναι
Galois και η αναπαράσταση ρE[N] παραγοντοποιείται μέσω της ομάδας Galois Gal(KN/Q):

ρE[N] ∶ Gal(Q/Q)→ Gal(KN/Q)↪ GL2(Z/NZ).

Σύμφωνα με ένα πραγματικά δύσκολο θεώρημα του Serre [22], αυτή η Galois αναπαράσταση
στα σημεία της E[N] είναι συνήθως πολύ μεγάλη για όλα τα N τα οποία δεν διαιρούνται από ένα
συγκεκριμένο σύνολο πεπερασμένου πλήθους πρώτων.

Θα γίνουμε σαφέστεροι. Η απεικόνιση «πολλαπλασιασμός με N» είναι ένας ενδομορφισμός
της ελλειπτικής καμπύλης E. Επομένως, Z ⊂ End(E). Αν Z ⊊ End(E), τότε η καμπύλη λέγεται ότι
έχει μιγαδικό πολλαπλασιασμό (complex multiplication). Παρά το ότι οι ελλειπτικές καμπύλες
με μιγαδικό πολλαπλασιασμό είναι αρκετά ειδικές, η θεωρία των ελλειπτικών καμπυλών με
μιγαδικό πολλαπλασιασμό αποτελεί πλούσια πηγή ιδεών και μάλιστα είναι αρκετά χρήσιμη
στη θεωρία κλάσεων σωμάτων των τετραγωνικών, μιγαδικών σωμάτων αριθμών.

Θεώρημα XII.2.40 (Serre). Αν η ελλειπτική καμπύλη E∣Q δεν έχει μιγαδικό πολλαπλασιασμό,
τότε υπάρχει ένας ακέραιοςM ώστε αν (M,N) = 1 η εικόνα της ρE[N] είναι επιμορφισμός.

Επειδή υπάρχει μια μη-ιδιάζουσα συμπλεκτική δομή στην E[N], η οποία είναι συμβατή προς
τη δράση της ομάδας Gal(Q/Q), πρόκειται για τη σύζευξη του Weil (Weil-pairing), η οποία παίρ-
νει τιμές στην ομάδα των N-ριζών της μονάδας, έπεται ότι το σώμα KN περιέχει το κυκλοτομικό
σώμα Q(ζN) και η ομάδα Gal(KN/Q(ζN)) είναι υποομάδα της SL2(Z/NZ).

Από τα παραπάνω, γίνεται φανερό το πόσο μεγάλο είναι το ενδιαφέρον για την εύρεση ελ-
λειπτικών καμπυλών για τις οποίες το σώμα Kp για κάποιο πρώτο αριθμό p είναι μικρό, για
παράδειγμα αν Kp = Q(ζp).

Ξεχωριστά για κάθε N αυτές οι αναπαραστάσεις δεν είναι εντελώς ικανοποιητικές. Αυτό
επειδή είναι πολύ πιο εύκολο να ασχολούμαστε με αναπαραστάσεις των οποίων οι πίνακες
έχουν στοιχεία δακτυλίου χαρακτηριστικής μηδέν. Θα κάνουμε το ίδιο που κάναμε και στις
αναπαραστάσεις βαθμού ένα.

Ενοποιούμε τις αναπαραστάσεις για μεταβλητό N, ώστε να καταφέρουμε να έχουμε το επι-
θυμητό αποτέλεσμα. Το πρότυπο παράδειγμά μας είναι ο δακτύλιος των ℓ-αδικών ακεραίων Zℓ,
XIII.7. Θεωρούμε γνωστό το ότι

Zℓ = lim
←
n

Z/ℓnZ.

Ορισμός XII.2.41. Έστω E∣Q ελλειπτική καμπύλη και ℓ ∈ P. Το ℓ-αδικό module του Tate ορίζεται
ως

Tℓ(E) ∶= lim
←
n

E[ℓn].
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Η συνάρτηση συμβατότητας είναι

E[ℓn+1]
[ℓ]
Ð→ E[ℓn].

Αφού κάθε E[ℓn] είναι ένα Z/ℓnZ-module το Tℓ(E) αποκτά, φυσική δομή, ως ένα Zℓ-module.
Ισχύει ότι

Tℓ(E) ≅ Zℓ ×Zℓ.
Η ομάδα Gal(Q/Q) δρα στην Tℓ(E) και η δράση είναι συνεχής. Επιλέγουμε βάση (Pn,Qn) της
E[ℓn], για κάθε n ∈ N με την ιδιότητα της συμβατότητος

[ℓ]Pn+1 = Pn και [ℓ]Qn+1 =Qn για κάθε n ∈ N.
Κάθε βάση ορίζει έναν ισομορφισμό

E[ℓn] ≅ Z
ℓnZ

× Z
ℓnZ

Επομένως αν περάσουμε στο προβολικό (αντίστροφο) όριο, έχουμε Tℓ(E) ≅ Zℓ × Zℓ. Και πάλι,
όπως και πριν, η απεικόνιση

Gal(Q/Q)Ð→ Gal(Q(E[ℓn])/Q)
σz→ σ∣Q(E[ℓn])

είναι επιμορφισμός και η
Gal(Q(E[ℓn])/Q)↪ Aut(E[ℓn])

είναι μονομορφισμός. Συνεπώς το διάγραμμα

Gal(Q/Q)

wwppp
ppp

ppp
ppp

''OO
OOO

OOO
OOO

O

Aut(E[ℓn]) Aut(E[ℓn+1])oo

είναι αντιμεταθετικό και το Tℓ(E) γίνεται ένα Gal(Q/Q)-module.
Κάθε βάση (Pn,Qn) ορίζει έναν ισομορφισμό

Aut(E[ℓn]) ≅Ð→ GL2(Z/ℓnZ).
Περνούμε στο προβολικο (αντίστροφο) όριο και έχουμε

Aut(Tℓ(E)) ≅ GL2(Zℓ).
Αφού η Gal(Q/Q) δρα στο module του Tate Tℓ(E) έχουμε έναν ομομορφισμό:

ρE,ℓ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL2(Zℓ) ⊂ GL2(Qℓ)
ο οποίος αποδεικνύεται ότι είναι και συνεχής απεικόνιση. Τελικά η ρE,ℓ είναι μια δισδιάστατη
Galois αναπαράσταση της Gal(Q/Q) που αντιστοιχεί στην E/Q.

Επιπλέον ισχύουν:
Έστω E∣Q ελλειπτική καμπύλη με οδηγό N, ℓ ∈ P

1. Η ρE,ℓ είναι μη-διακλαδιζόμενη για κάθε p ∤ ℓN.
2. Για κάθε p ∤ ℓN, έστω P ∈ P(Z), ένα maximal ιδεώδες του Z ώστε P ∣ p. Η χαρακτηριστική

εξίσωση του ρE,ℓ(FrobP) είναι η
x2 − ap(E)x + p = 0

3. Η Galois αναπαράσταση ρE,ℓ είναι ανάγωγη.
4. Η ομάδα αδράνειας IP ⊂ kerρE,ℓ, συνεπώς η ρE,ℓ είναι μη διακλαδιζόμενη στο p για κάθε
p ∤ ℓN.

5. detρE,ℓ(σ) = χℓ(σ) όπου χℓ ο κυκλοτομικός χαρακτήρας.
6. detρE,ℓ(Frobp) = p
7. TrρE,ℓ(Frobp)) = ap(E).
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XII.2.11 Η L-σειρά ελλειπτικής καμπύλης

Η E∣Q ελλειπτική καμπύλη. Ορίζουμε τον παράγοντα Euler για κάθε p ∈ P

Lp(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1
1−a(p)t+pt2 , όταν p ∤ ∆

1
1−a(p)t , όταν p ∣ ∆

Ο ορισμός αυτός σχετίζεται με τον ορισμό της ζE, για p ∤ ∆ είναι το αντίστροφο του αριθμητή
της ζE. Άμεση συνέπεια του Θεωρήματος του Hasse είναι το

Θεώρημα XII.2.42. Η L-σειρά της E∣Q

L(E, s) ∶=∏
p∈P
Lp(p−s) =∏

p∣∆

1
1 − a(p)p−s ∏p∤∆

1
1 − a(p)p−s + p1−2s

συγκλίνει απόλυτα για κάθε s ∈ C με Re(s) > 3/2.

Κατ’ αναλογία προς τις ζήτα συναρτήσεις των Riemann, Dedekind, Artin, ο Hasse διατύπωσε
την ακόλουθη εικασία:

Εικασία XII.2.43 (Hasse). Έστω E∣Q. Η L-σειρά της L(E, s) επεκτείνεται αναλυτικά σε όλο το
μιγαδικό επίπεδο και πληροί την ακόλουθη συναρτησιακή εξίσωση για κατάλληλο N ∈ N

Λ(E, s) =Ns/2(2π)−sΓ(s)L(E, s)

Λ(E, s − 2) = ±Λ(E, s).

Ο άξονας συμμετρίας είναι ο s = 1.

Ορισμός XII.2.44. Ο αριθμός N λέγεται αναλυτικός οδηγός της E και είναι γινόμενο πρώτων
που διαιρούν τη διακρίνουσα ∆(E).

Στη δεκατετία του ′60 οι Birch και Swinnerton-Dyer υπολόγισαν τιμές της L(E, s) και δια-
τύπωσαν την εικασία

Εικασία XII.2.45. Δεχόμαστε την αλήθεια της εικασίας του Hasse.

r = rank(E(Q))⇔ Η L(E, s) έχει στο s = 1 ρίζα πολλαπλότητας r.

Προβλήματα:

1. Πώς θα αποδείξουμε την εικασία του Hasse;
2. Πώς θα αποδείξουμε την εικασία των Birch-Swinnerton-Dyer;

XII.3 Modular συναρτήσεις και μορφές και η «ευτυχής συγκυρία»

Ας θεωρήσουμε την ελλειπτική καμπύλη

E∣Q ∶ y2 + y = x3 − x2

με ∆(E) = −11. Στη μορφή του Weierstrass η καμπύλη γράφεται

y2 = x3 − 4x2 + 16

Υπολογίζουμε τα a(p) = p + 1 −N (p)
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p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 ⋯
m −1 1 −2 1 4 −2 0 −1 0 7 ⋯

Κανείς δεν μπορεί «με το μάτι» να παρατηρήσει κάποια κανονικότητα στους συντελεστές.
Ο Martin Eichler παρατήρησε ότι οι συντελεστές αυτοί συμπίπτουν, για δυνάμεις πρώτου

αριθμού, με τους συντελεστές της συνάρτησης

f(q) = q
∞
∏
n=1
(1 − qn)2(1 − q11n)2

= q − 2q2 − q3 + 2q4 + q5 − 2q7 − 2q9 − 2q10 + q11

− 2q12 + 4q13 + 4q14 − q15 − 4q15 − 4q16 − 2q17 + 4q18 + 2q20 +⋯

Θεώρημα XII.3.1 (Eichler). Ισχύει ότι τα a(p) της ελλειπτικής καμπύλης είναι ίσα με τα ap της
συνάρτησης f(q) για κάθε p ≥ 3.

Γράφουμε q = e2πiz, z ∈ C και Imz > 0, συνεπώς ∣q∣ < 1. Σαν συνάρτηση του z αποδεικνύεται ότι
ισχύει

f(az + b
cz + d

) = (cz + d)2f(z),

για κάθε
(a b

c d
) ∈M2(Z) με ad − bc = 1 και 11 ∣ c

Η f λέγεται modular μορφή βάρους 2 και level N = 11.

Παρατήρηση XII.3.2. Στην modular συνάρτηση του παραδείγματός μας το επίπεδο (level) της
f είναι N, δηλαδή συμπίπτει με τον οδηγό (conductor) της E∣Q
Ορισμός XII.3.3. Μια ελλειπτική καμπύλη E∣Q με οδηγό N ∈ N θα λέγεται modular, όταν
υπάρχει modular μορφή f(z) βάρους 2 και επιπέδου N τέτοια ώστε

L(E, s) = L(f, s)

Εδώ αν το ανάπτυγμα Fourier της f είναι

f(q) =
∞
∑
n=0

anq
n

η L-σειρά αυτής ορίζεται η
L(f, s) ∶=

∞
∑
n=1

an

ns

Αλλά για τις modular μορφές η αναλυτική επέκταση και η συναρτησιακή εξίσωση της L(f, s)
ήταν ήδη γνωστή. Η παραπάνω σχέση μεταφέρει αυτές τις όμορφες ιδιότητες και στην L-σειρά
της αντίστοιχής ελλειπτικής καμπύλης.

Μετά το αποτέλεσμα του Eichler (1954) διατυπώθηκε η εικασία Shimura-Taniyama ότι κάθε
ελλειπτική καμπύλη E∣Q είναι modular.
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XII.4 Ελλειπτικές καμπύλες και η Εικασία του Fermat

Μια σύντομη παράσταση σε τέσσερις πράξεις.

XII.4.1 Το θεώρημα του Frey

Η ιδέα είναι να μεταφερθεί το πρόβλημα στο «πλούσιο λιβάδι» της θεωρίας των ελλειπτικών
καμπυλών.

Υποθέτουμε ότι η εξίσωση του Fermat για κάποιο πρώτο p, p ≥ 5, έχει μια πρωταρχική λύση
(a,b, c) ∈ Z3 με abc ≠ 0 και (a,b, c) = 1. Θα μελετήσουμε την ελλειπτική καμπύλη

E
(p)
a,b,c ∶ y

2 = x(x − ap)(y − cp) = x3 − (ap + cp)x2 + apcpx.

Τελικά θα αποδείξουμε ότι η Ea,b,c έχει πολλές και εξαιρετικές ιδιότητες που στην πραγματικό-
τητα δεν υπάρχει.
Σημείωση XII.4.1. Όταν η ελλειπτική καμπύλη έχει τη μορφή

E ∶ y2 = x3 +Ax2 +Bx +C,

τότε η διακρίνουσα είναι
∆(E) = −4A3C +A2B2 + 18ABC − 4B3 − 27C2

[1, σελ. 39, ασκ. 15]. Στην περίπτωσή μας
A = −(ap + cp)
B = apcp

C = 0

Επομένως ∆(E(p)
a,b,c) = B

2(A2 − 4B) = (abc)2p. Αποδεικνύεται ότι ο οδηγός της E(p)
a,b,c είναι

N ∶= ∏
p∈P

p∣abc

p

Από τη σχέση ap + bp = cp, έπεται ότι ένας το πολύ από τους a,b, c είναι άρτιος.
• Αν είναι ο a γράφουμε bp + (−c)p = (−a)p.
• Αν είναι ο b γράφουμε ap + (−cp) = (−b)p
• Αν δεν είναι ούτε ο a ούτε ο b, τότε αναγκαστικά είναι ο c

Επομένως χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι c άρτιος. Επειδή p ≥ 5, έχουμε ότι
cp ≡ 0 mod 32.

Το ap + bp ≡ 0 mod 4 δίνει ότι bp ≡ −ap mod 4. Επομένως ένας από τους δύο ap και bp είναι
ισότιμος προς το 1 mod 4. Λόγω συμμετρίας των ap και bp μπορούμε να υποθέσουμε ότι ap ≡ 1
mod 4. Επομένως a ≡ 1 mod 4 και b ≡ 3 mod 4. Μέσω του αφινικού μετασχηματισμού x = 4ϕ και
y = 4ϕ + 8ω η αρχική εξίσωση μετασχηματίζεται στην ισόμορφή της:

ω2 +ϕω = ϕ3 + 1
4
(1 − ap − cp)ϕ2 + 1

16
apcpϕ.

Λόγω των υποθέσεων για τα ap και cp προκύπτει ότι η εξίσωση
Y2 + YX = X3 +AX2 +BX,

με A = 1
4(1 − a

p − cp), B = 1
16a

pcp έχει ακέραιους συντελεστές και διακρίνουσα (abc)2p
28 .

Η παραπάνω εξίσωση αποτελεί ένα γενικό ελαχιστικό μοντέλο (global minimal model) υπε-
ράνω του Q, αφού ο οδηγός της είναι ελεύθερος τετραγώνου.

Αν q ∈ P, q ∣ abc, τότε



274 ΚΕΦΑΛΑΙΟ XII. ΕΙΚΑΣΙΑ FERMAT, Η ΜΟΝΤΕΡΝΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

• Αν q ∣ ac η
E
(p)
a,b,c∣Fq

∶ Y2 = X3 − apX2 ή E(p)
a,b,c∣Fq

∶ Y2 = X3 − cpX2

και έχει κόμβο στο (0, 0).
• Αν q ∣ b, τότε

E
(p)
a,b,c∣Fq

∶ Y2 = X3 − (ap + cp)X2 + apcpX = X3 − 2apX2 + a2pi

X,

αφού cp ≡ ap mod q. Το σημείο (ap, 0) είναι σημείο της καμπύλης a3p − 2apa2p +a2pap = 0
και η καμπύλη έχει επίσης κόμβο στο (ap, 0).

Τέλος η ισόμορφη καμπύλη είναι επίσης global minimal model και για q = 2 γίνεται

E∣F2Y
2 + YX =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

X3, αν 8 ∣ (1 − ap − cp)
X3 +X2, διαφορετικά

Στην περίπτωση αυτή το ιδιάζον σημείο είναι το (0, 0) και είναι κόμβος. Επομένως:
1. Η ελλειπτική καμπύλη E(p)

a,b,c είναι ημιευσταθής (semi-stable) για όλους τους πρώτους αριθ-
μούς q. Έστω Kp το σώμα που προκύπτει με επισύναψη των συντεταγμένων των σημείων
τάξης p της ελλειπτικής καμπύλης E(p)

a,b,c υπεράνω του Q. Ο G. Frey απέδειξε ότι η επέκταση
Kp/Q έχει ελάχιστη διακλάδωση.

2. Συγκεκριμένα, η επέκταση Kp/Q είναι μη-διακλαδιζόμενη για όλα τα πρώτα ιδεώδη P του
Kp, P ∤ 2p.

3. Το Kp διακλαδίζεται ελαφρά στα πρώτα ιδεώδη P, P ∣ p. Αυτό σημαίνει ότι η πλήρωση
του K, ως προς το P προκύπτει ως ομαλά διακλαδιζόμενη επέκταση του Qp στην οποία
ακολουθεί επέκταση του Kummer βαθμού p και όπου τα ριζικά της επέκτασης Kummer
είναι P-μονάδες.

4. Η ομάδα Galois Gal(Kp/Q) είναι ισόμορφη προς την GL(2,Z/pZ).
Επομένως, η ύπαρξη μιας λύσης της εξίσωσης του Fermat συνεπάγεται την ύπαρξη μιας σχεδόν
μη-διακλαδιζομένης επέκτασης του Q με ομάδα Galois GL(2,Z/pZ) η οποία περιέχει τις p-ρίζες
της μονάδας.

Για να αποδείξουμε λοιπόν την εικασία του Fermat, αρκεί να αποδείξουμε ότι δεν υπάρχουν
τέτοιες επεκτάσεις. Αναλυτικά παραπέμπουμε στη μεταπτυχιακή του εργασία του Α. Κοντογε-
ώργη [31].

XII.4.2 Η εικασία του Serre

Ο Serre μελέτησε αναπαραστάσεις της ομάδας Gal(Q/Q) ως προς πεπερασμένα σώματα.
Αν ℓ ∈ P μας ενδιαφέρουν κυρίως δισδιάστατες αναπαραστάσεις. Εξ ορισμού ως αναπαραστάσεις
μιας ομάδας ως προς ένα σώμα με θετική χαρακτηριστική είναι «modular». Είναι όμως modular
και με εντελώς διαφορετικό και πολύ πιο βαθύ τρόπο. Προκύπτει από μία modular μορφή!

Αν η ελλειπτική καμπύλη είναι modular με οδηγό NE, τότε υπάρχει μια modular μορφή
(νέα μορφή, με ό,τι και αν σημαίνει αυτό)

f(q) =
∞
∑
n=0

cpq
n,q = e2πiz

βάρους 2 ως προς την Γ0(N) και την ιδιότητα

ap(E) = cp(E),
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για όλους τους πρώτους p, p ∤ NE. Η αντίστοιχη αναπαράσταση ρℓ συνδέεται με την modular
μορφή, μέσω της σχέσης

Tr(ρℓ(Frobp)) ≡ cp mod ℓ

για όλους τους πρώτους p εκτός από πεπερασμένο πλήθος.
Η εικασία του Serre αφορά αναπαραστάσεις της μορφής

ρ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL2(Fℓ),

όπου Fℓ η αλγεβρική θήκη του πεπερασμένου σώματος Fℓ. Οι αναπαραστάσεις αυτές όπως και οι
προηγούμενες είναι και συνεχείς συναρτήσεις ως προς την τοπολογία του Krull και τη διακριτή
τοπολογία αντίστοιχα. Αυτό σημαίνει ότι kerρ είναι ανοιχτό σύνολο. Επομένως αντιστοιχεί σε μια
πεπερασμένη επέκταση Galois K/Q. Συνεπώς ο περιορισμός της ρ στην Gal(K/Q) απεικονίζεται
στην GL2(Fℓ). Επειδή K/Q πεπερασμένη, έπεται ότι η εικόνα Imρ(Gal(K/Q)) περιέχεται σε μια
ομάδα GL2(F), όπου F κάποιο πεπερασμένο σώμα F.

Gal(Q/Q)
ρ

&&MM
MMM

MMM
MM

����
Gal(K/Q) �

� / / GL2(Fℓ)

Η εικασία του Serre δηλώνει ότι κάθε συνεχής ανάγωγη αναπαράσταση,

ρ ∶ Gal(Q/Q)→ GL2(Fℓ)

για την οποία ισχύει μία επιπλέον συνθήκη, προκύπτει από μια κατάλληλη modular μορφή
modulo ℓ.

Παράδειγμα XII.4.2. Προκειται για το πρώτο παράδειγμα που μελέτησε ο Serre. H

∆(z) ∶=
∞
∑
n=1

τ(n)qn = q
∞
∏
n=1
(1 − qn)24,q = e2πiz, Im(z) > 0

συνάρτηση είναι γνωστό ότι είναι η μοναδική κανονικοποιημένη μορφή κορυφών (cusp form),
δηλαδή τ(0) = 0 και τ(1) = 1 βάρους 12 ως προς την ομάδα SL2(Z). Ο Serre διατύπωσε την εικασία
ότι υπάρχει μια οικογένεια «αυστηρά συμβατών» ℓ-αδικών αναπαραστάσεων της Gal(Q/Q) των
οποίων η αντίστοιχη L-σειρά συμπίπτει με την L-σειρά της ∆(z) η οποία είναι

L(∆, s) =
∞
∑
n=1

τ(n)n−s =∏
p

(1 − τ(p)p−s + p11−2s)−1 .

Το p διατρέχει όλους τους πρώτους αριθμούς. Πολύ σύντομα, μετά τη διατύπωση της εικασίας,
ο Deligne κατασκεύασε για κάθε πρώτο ℓ, μια αναπαράσταση ρℓ∞

ρℓ∞ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL2(Zℓ)

μη-διακλαδιζόμενη έξω από το ℓ, τέτοια ώστε για όλους τους πρώτους p ≠ ℓ να ισχύει

tr(ρℓ∞(Frobp)) = τ(p) και det(ρℓ∞(Frobp)) = p11.

Επομένως, αν αναλύσουμε την ρℓ∞ mod ℓ έχουμε μία αναπαράσταση

ρℓ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL2(Fℓ)

με ανάλογες ιδιότητες. Εδώ οι παραπάνω ισότητες αντικαθίστανται από ισοτιμίες modulo ℓ,
δηλαδή η αναπαράσταση ρℓ είναι για τη διακρίνουσα ∆(z) ακριβώς ότι η ρℓ για μια ελλειπτική
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καμπύλη E. Η μόνη διαφορά είναι ότι οι ακέραιοι ap(E) αντικαθίστανται από τις αντίστοιχες τιμές
της συνάρτησης του Ramanujan τ(p). Η ορίζουσα της ρℓ είναι η 11η δύναμη του κυκλοτομικού
χαρακτήρα χ ∶ Gal(Q/Q) → F∗ℓ modulo ℓ. Πρόκειται για τον χαρακτήρα που μας δίνει τη δράση
της ομάδας Gal(Q/Q) στις ℓ-στές ρίζες της μονάδας στο Q.

Γενικότερα, αν θεωρήσουμε κάποιο βάρος modular μορφών k ≥ 2 και υποθέσουμε ότι η
f = ∑∞n=1 cnqn είναι μια, μη-μηδενική, μορφή κορυφών (cusp-form), βάρους k ως προς την
ομάδα SL2(Z) η οποία είναι Hecke ιδιομορφή, δηλαδή f∣Tn = cnf για όλους τους τελεστές του
Hecke. Τότε οι κατ΄αρχήν μιγαδικοί αριθμοί cn, αποδεικνύεται ότι είναι ακέραιοι αλγεβρικοί και
παράγουν μια πεπερασμένη επέκταση E υπεράνω τoυ Q. Το σώμα E είναι πλήρως πραγματικό.
Επομένως οι συντελεστές cn ανήκουν στον δακτύλιο των ακεραίων αλγεβρικών RE του σώματος
E. Για κάθε ομομορφισμό δακτυλίων

ϕ ∶ RE Ð→ Fℓ

μπορεί κανείς να ορίσει μία αναπαράσταση

ρϕ ∶ Gal(Q/Q)z→ GL2(Fℓ)

η οποία δεν διακλαδίζεται για κανέναν πρώτο, διάφορο του ℓ, έτσι ώστε

tr(ρ(Frobp)) = ϕ(cp), det(ρ(Frobp)) = pk−1

για κάθε πρώτο p ≠ ℓ. Ισχύει detρ = χk−1. Επειδή δε ο k είναι άρτιος, δεν υπάρχουν modular
μορφές περιττού βάρους ως προς την ομάδα SL2(Z), έπεται ότι η ορίζουσα είναι μια περιττή
δύναμη του κυκλοτομικού χαρακτήρα χ. Επομένως η ορίζουσα

detρ ∶ Gal(Q/Q)→ F∗ℓ ,

δεν διακλαδίζεται για πρώτους p, p ≠ ℓ και παίρνει την τιμή −1 ∈ Fℓ για τον μιγαδικό συζυγή
αυτομορφισμό conj ∈ Gal(Q/Q). Η αναπαράσταση λέγεται περιττή.
Εικασία XII.4.3 (Serre).

1. Ασθενής εικασία. Έστω
ρ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL2(Fℓ).

Η ρ είναι modular. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχουν ακέραιοιN και k έτσι ώστε η ρ να προκύπτει
από μία μορφή κορυφών f ∈ Sk(Γ1(N)). (H ομάδα Γ1(N) ορίζεται ως εξής:

Γ1(N) ∶= {(
a b

c d
) ∈ SL2(Z) ∶ (

a b

c d
) ≡ (1 ∗

0 1) mod N}).

2. Ισχυρή εικασία. Εδώ μας δίνεται η «συνταγή» για τους ακέραιους N =N(ρ) και k = k(ρ) και
η αναπαράσταση ρ προκύπτει από κάποια μορφή κορυφών f ∈ Sk(ρ)(Γ1(N(ρ))). Ο Serre
μάλιστα περιέγραψε μια συνταγή για την εύρεση του ελάχιστου level N(ρ).

Ήταν ήδη σαφές στον Frey ότι η ύπαρξη μιας τέτοιας καμπύλης, όπως αυτή προέκυψε από
την υπόθεση της ύπαρξης ακέραιας λύσης της εικασίας του Fermat ερχόταν σε αντίφαση με την
εικασία Shimura-Taniyama, αλλά δεν τα κατάφερε να δώσει μια πλήρη απόδειξη.

Αυτό έδωσε αφορμή στον Serre, ο οποίος ασχολήθηκε με το θέμα, παρουσίασε τις ιδέες του
σε μια επιστολή του στον J.F. Mestre (1987) [21], επέστρεψε στα σημαντικά αποτελέσματα του
έτους 1972 και δημοσίευσε την επίσης εξαιρετική εργασία Sur les représentations modulaires
de degré 2 de Gal(Q/Q) [23] στην οποία διατύπωσε τη σχετική εικασία.

Η εικασία του Serre, αποδείχθηκε τελικά από τους K. Chandrashekhar και J. P. Wintenberger,
[14], [15]. Αλλά αφού η πλήρης απόδειξη της εικασίας του Serre δόθηκε το 2009, ποιος είναι ο
ρόλος που έπαιξε η εικασία του Serre στην απόδειξη της εικασίας του Fermat ώστε να θεωρείται
ένας από τους τέσσερις σημαντικούς πυλώνες της απόδειξης;

Αλλά νομίζουμε ότι είναι καιρός να προχωρήσουμε στην τρίτη πράξη.



XII.4. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΚΑΙ Η ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ FERMAT 277

XII.4.3 Το θεώρημα του Ribet

Το θεώρημα αναφέρεται στη βελτιστοποίηση του βάρους των modular μορφών.

Θεώρημα XII.4.4. Υποθέτουμε ότι η E∣Q είναι μια modular ελλειπτική καμπύλη με εξίσωση η
οποία είναι ένα minimal global μοντέλο, διακρίνουσα ∆(E) και οδηγό N(E). Το ότι η E∣Q είναι
modular, έπεται ότι υπάρχει μια modular μορφή f(z) ∈ S2(Γ0(N)) τέτοια ώστε

L(E, s) = L(E, f).

Για κάθε πρώτο ℓ, ℓ ∣N(E) υπάρχει f1(z) ∈ S2(Γ0(N1)) N1 =N/ℓ για την οποία ισχύει

L(E, s) = L(E, f1)

και μάλιστα αν

f(z) =
∞
∑
n=1

cnq
n, c1 = 1, cn ∈ Z

και

f1(z) =
∞
∑
n=1

dnq
n,d1 = 1,dn ∈ Z

ισχύει cn ≡ dn mod ℓ, για 1 ≤ n <∞.

Το θεώρημα του Ribet δεν είχε την αναλυτική έκφραση, όπως το αναφέραμε, αλλά αποδεί-
χθηκε μέσω της ισοδύναμης μορφής της modularity των Galois αναπαραστάσεων της ομάδας
Gal(Q/Q). Κατά την προσέγγιση αυτή απέδειξε και μέρος της εικασίας του Serre. Συγκεκριμένα:

Θεώρημα XII.4.5 (Ribet). Έστω ℓ ∈ P, ℓ ≥ 3 και έστω

ρℓ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL2(Fℓ)

ανάγωγη ℓ-αδική αναπαράσταση της Gal(Q/Q). Υποθέτουμε ότι η ρℓ είναι modular επιπέδου N ∶=
N(ρℓ) ελευθέρου τετραγώνου και ότι υπάρχει ένας πρώτος q, q ∣ N, q ≠ ℓ, για τον οποίο η ρℓ δεν
είναι πεπερασμένη. Έστω τώρα p ∈ P, p ∣ N για τον οποίο η ρℓ είναι πεπερασμένη. Τότε η ρℓ είναι
modular με level N/p.

Πόρισμα XII.4.6. Η ελλειπτική καμπύλη του Frey E(ℓ)
a,b,c∣Q δεν είναι modular, για ℓ ≥ 5.

Απόδειξη. Ότι η εικασία του Fermat είναι αληθής για τον ℓ = 3 είναι γνωστό. Ας υποθέσουμε
λοιπόν ότι ℓ ≥ 5. Αν ήταν modular, τότε η αντίστοιχη αναπαράσταση ρℓ θα ήταν modular με level
έστω N.

Η Ea,b,c είναι ημι-ευσταθής (semi-stable). Επομένως ο οδηγός της N = ∏p∣abc p είναι ελεύ-
θερος τετραγώνου. Η διακρίνουσα ∆(E(ℓ)

a,b,c) =
(abc)2ℓ

28 είναι minimal διακρίνουσα της E(ℓ)
a,b,c. Η

αναπαράσταση ρℓ είναι ανάγωγη για κάθε ℓ ≥ 5 [23]. Αυτό προέκυψε ως πόρισμα του θεωρήμα-
τος του Mazur. Αν p ≠ ℓ και η ρℓ είναι μη-διακλαδιζόμενη στο p, τότε λέγεται πεπερασμένη στο
p.

Αλλά, αν E/Q ελλειπτική καμπύλη, ∆(E)minimal διακρίνουσα της E, ℓ και p πρώτοι αριθμοί
(δεν αποκλείεται η ισότητα p = ℓ), τότε η αναπαράσταση

ρℓ ∶ Gal(Q/Q)Ð→ GL(E[ℓ])

είναι άπειρη στο p αν και μόνο αν vp(∆(E)) ≡ 0 mod ℓ, όπου vp είναι η p-αδική εκτίμηση, [23].
Η minimal διακρίνουσα της ελλειπτικής καμπύλης του Frey E(ℓ)

a,b,c∣Q είναι ∆(E(ℓ)
a,b,c) =

(abc)2ℓ
28 .
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Επομένως

vp(∆(E(ℓ)a,b,c)) ≡ 0 mod ℓ, για p ≠ 2

v2(∆(E(ℓ)a,b,c)) /≡ 0 mod ℓ.

Συνεπώς η ρℓ είναι πεπερασμένη σε όλους τους περιττούς πρώτους, αλλά όχι στο q = 2. Άρα
μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Ribet για q = 2.

Αυτό μας επιτρέπει να «σκοτώσουμε» διαδοχικά όλους τους περιττούς πρώτους του N. Έτσι
καταλήγουμε στο συμπέρασμα η ρℓ είναι modular επιπέδου 2, δηλαδή υπάρχει μια κανονικο-
ποιημένη μορφή κορυφής f ∈ S2(Γ0(2)) της οποίας η αντίστοιχη αναπαράσταση είναι ισοδύναμη
προς την ρ̃ℓ. Αυτό όμως είναι αδύνατο, αφού

dimC S2(Γ0(N)) = 0.

Ακολουθεί η «κάθαρση» της παράστασής μας!

XII.4.4 Το θεώρημα του Wiles

Εικασία XII.4.7 (Shimura-Taniyama). Κάθε ελλειπτική καμπύλη E∣Q είναι modular.

Θεώρημα XII.4.8 (Wiles 1994). Κάθε ημι-ευσταθής ελλειπτική καμπύλη E∣Q είναι modular

Πόρισμα XII.4.9. Η εικασία του Fermat είναι αληθής.

Απόδειξη. Έστω ℓ ∈ P, ℓ ≥ 5. Αν η εξίσωση του Fermat έχει κάποια ακέραια, μη-τετριμμένη λύση
για κάποιο ℓ, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει η ελλειπτική καμπύλη του Frey E(ℓ)

a,b,c. Είναι ημιευστα-
θής, αλλά αποδείξαμε ότι δεν είναι modular, κάτι που έρχεται σε αντίφαση προς το θεώρημα
του Wiles. Συνεπώς, δεν υπάρχουν ακέραιες, μη τετριμμένες λύσεις της εξίσωσης Fermat.

XII.4.5 Η στρατηγική της απόδειξης του Wiles

Υπάρχουν διάφοροι, ισοδύναμοι μεταξύ τους, χαρακτηρισμοί των modular ελλειπτικών κα-
μπυλών E∣Q, δείτε για παράδειγμα [10], [9].

Και ο A. Wiles, ακολουθεί τον ισοδύναμο χαρακτηρισμό μέσω της θεωρίας των Galois ανα-
παραστάσεων της ομάδας Gal(Q/Q). Η ομάδα αυτή δρα φυσιολογικά, μέσω μεταθέσεων στις
ρίζες των πολυωνύμων με ρητούς συντελεστές. Αν μας δοθεί ένα πεπερασμένο σύνολο S πρώτων
αριθμών, μπορούμε να θεωρήσουμε μόνο τα μονικά πολυώνυμα με ακέραιους συντελεστές των
οποίων η διακρίνουσα διαιρείται μόνο από πρώτους ℓ ∈ S. Η ομάδα Gal(Q/Q) δρα στις ρίζες
τέτοιων πολυωνύμων μέσω ένας πηλίκου και συγκεκριμένα της ομάδας GalS(Q/Q) των αυτο-
μορφισμών της maximal αλγεβρικής επέκτασης του Q η οποία είναι μη-διακλαδιζόμενη για
όλους τους πρώτους που δεν ανήκουν στο S.

Επιπρόσθετα, έχουμε ήδη δει (γραμμικές) αναπαραστάσεις της Gal(Q/Q) στην ομάδα GLn(L),
όπου L είναι το C ή το πεπερασμένο σώμα Fℓr ή κάποια πεπερασμένη επέκταση του σώματος
Qℓ των ℓ-αδικών αριθμών. Ανάλογα ισχύουν και για τις αναπαραστάσεις της ομάδας GalS(Q/Q).

Αν μας δοθεί τώρα μια Galois αναπαράσταση

ρ ∶ GalS(Q/Q)Ð→ GLn(Zℓ),

όπου Zℓ είναι ο δακτύλιος των ακεραίων ℓ-αδικών αριθμών, μπορούμε να θεωρήσουμε την αντί-
στοιχη modulo ℓ αναπαράσταση

ρ ∶ GalS(Q/Q)Ð→ GLn(Fℓ).
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Σε πρώτο και σημαντικό βήμα ο Wiles απέδειξε το περίφημο θεώρημα της ανόδου της modularity
σύμφωνα με το οποίο αν

ρ ∶ Gals(Q/Q)Ð→ GL2(Zℓ)

ανάγωγη αναπαράσταση, τότε κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες, στις οποίες δεν θα αναφερ-
θούμε εδώ, αν η ρ είναι modular και ανάγωγη, τότε είναι και η ρ.

Αν λοιπόν E∣Q μια ελλειπτική καμπύλη, θεωρούμε τις ομάδες

E[3n] = {P ∈ E(Q) ∶ 3nP = O}

και
T3[E] = lim

←
n

E[3n]

και τις αναπαραστάσεις Galois

ρ̃E,3 ∶ GalS(Q/Q)Ð→ Aut(E[3]) ≅ GL2(F3)

και
ρE,3 ∶ GalS(Q/Q)Ð→ GL2(Z3).

Η εικασία του Artin, αφορά στην modularity όλων των περιττών 2-διάστατων Galois αναπαρα-
στάσεων

ρ ∶ GalS(Q/Q)Ð→ GL2(C).

Η εικασία διατυπώθηκε το 1923. Η εικόνα της ρ modulo scalar πίνακες είναι ισόμορφη προς
μία διεδρική ομάδα ή την A4 ή την S4 ή την A5. Η περίπτωση που η εικόνα είναι διεδρική απο-
δείχθηκε από τον Hecke. Για την περίπτωση που η εικόνα είναι A4 ή S4 δηλαδή μια επιλύσιμη
ομάδα αποδείχθηκε από τους Langlands [17] και Tunnell [27].

Όταν λοιπόν η E∣Q είναι ημι-ευσταθής, ο Wiles κατάφερε να ελέγξει τις προϋποθέσεις του
Modularity lifting θεωρήματος για τις αναπαραστάσεις ρE,3 και ρE,3, υπό την προϋπόθεση ότι η
ρE,3 είναι ανάγωγη και κατέληξε στο συμπέρασμα ότι η ρE,3 είναι modular, κάτι από το οποίο
συνεπάγεται ότι και η E∣Q είναι modular.

Στη συνέχεια, στην περίπτωση που η ρE,3 δεν είναι ανάγωγη, εργάστηκε με τον πρώτο ℓ = 5. Η
Galois αναπαράσταση ρE,5 είναι πάντοτε ανάγωγη, αφού σύμφωνα με το θεώρημα του Mazur,
δεν υπάρχει ελλειπτική καμπύλη E∣Q να έχει υποομάδα ρητών σημείων τάξεως 15.

Όμως η Galois αναπαράσταση της E[5] δεν ήταν εκ των προτέρων γνωστή. Για να το πετύχει
αυτό ο Wiles θεώρησε μια βοηθητική ημιευσταθή ελλειπτική καμπύλη E ′ για την οποία ισχύουν
ότι ρ̃E ′,5 = ρ̃E,5 και ρ̃E ′,3 είναι ανάγωγη. Από το προηγούμενο επιχείρημα του Wiles για ℓ = 3,
έπεται ότι η E ′ είναι modular, οπότε και η E ′[5] = E[5] είναι επίσης modular και με εφαρμογή του
lifting modularity θεωρήματος απέδειξε ότι και η ημι-ευσταθής E∣Q είναι modular. Το τέχνασμα
της απόδειξης του Wiles ονομάστηκε «3-5-switch».

Ο Henry Darmon στο [6] αναφέρει:
«It is a dramatic illustration for the unity and historical continuity of mathematics that the
solution in radicals of the general quartic equation, one of the great feats of the algebraists
of the Italian Renaissance, is precisely what allowed Langlands, Tunnell, and Wiles to
prove their modularity results more than five centuries later.»

Η modularity όλων των ελλειπτικών καμπυλών E∣Q, όχι μόνο των ημι-ευσταθών, ολοκληρώ-
θηκε το 2001 από τους C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond, και R. Taylor, [3].

Στον A. Wiles, δεν ήταν δυνατόν να απονεμηθεί το Fields Medall, αφού όταν έγινε το Πα-
γκόσμιο Συνέδριο Μαθηματικών το 1998 στο Βερολίνο είχε ήδη κλείσει την ηλικία των 40 ετών.
Του απονεμήθηκε ένα έξτρα τιμητικό δίπλωμα στο εν λόγω συνέδριο. Του απονεμήθηκε όμως
το βραβείο Abel το 2016 1.

1Στο link που ακολουθεί μπορεί κανείς να παρακολουθήσει την διάλεξη του Wiles κατά την απονομή του βραβείου
Abel https://www.youtube.com/watch?v=WNVq4nK3ir0

https://www.youtube.com/watch?v=WNVq4nK3ir0
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XIII
Παράρτημα ‐ Δακτύλιοι και modules

Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρονται βασικές έννοιες και αποτελέσματα θεωρίας δακτυλίων και
modules (προτύπων) χρήσιμα για την κατανόηση της ύλης του βιβλίου.

XIII.1 Ακέραιες περιοχές

Ορισμός XIII.1.1. Μια ακέραια περιοχή είναι ένας αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο
στοιχείο χωρίς διαιρέτες του μηδενός.

Παράδειγμα XIII.1.2. Οι παρακάτω δακτύλιοι είναι ακέραιες περιοχές:
• Z
• Z[i] = {a + bi ∶ a,b ∈ Z}
• Z[ω] = {a + bω ∶ a,b ∈ Z} όπου ω μια πρωταρχικη 3-ρίζα της μονάδας.
• Z[

√
m] = {a + b

√
m ∶ a,b ∈ Z}, όπου m ακέραιος, θετικός ή αρνητικός όχι τέλειο τετράγωνο.

• Z[X] ο δακτύλιος των πολυωνύμων μιας μεταβλητής με συντελεστές ακεραίους.
• Z[θ] = {a + bθ + cθ2 ∶ a,b,v ∈ Z}, όπου θ μια ρίζα της κυβικής εξίσωσης X3 +X + 1 = 0.
• Ο δακτύλιος Zm των κλάσεων υπολοίπων modulom ∈ N,m ≥ 2. Ο Zm είναι ακέραια περιοχή

(στην προκειμένη περίπτωση σώμα) αν και μόνο αν ο m είναι πρώτος αριθμός.

Σε μία ακέραια περιοχή ορίζεται η έννοια της διαιρετότητας των στοιχείων αυτής.

Ορισμός XIII.1.3. Έστω R μια ακέραια περιοχή και a,b ∈ R. Το a διαιρεί το b (συμβολισμός
a ∣ b) όταν υπάρχει c ∈ R, ώστε b = ac.

Παράδειγμα XIII.1.4. • Στην ακέραια περιοχή Z[i] το 1 + i ∣ 2 αφού 2 = (1 + i)(1 − i).
• Στην ακέραια περιοχή Z[ω] το (1 −ω)2 ∣ 3 αφού 3 = (1 −ω)2(1 +ω)
• Στην ακέραια περιοχή Z[θ] το (1 + θ − θ2) ∣ (−θ − 2θ2) αφού −θ − 2θ2 = (1 + θ − θ2)(1 − θ).
• Στην ακέραια περιοχή Z[

√
2] το (2 +

√
2) ∤ 5 αφού 5

2+
√

2 = 5 − 5
2
√

2 και 5
2 /∈ Z.

Ορισμός XIII.1.5. Ένα στοιχείο a ∈ R, R ακεραία περιοχή θα λέγεται μονάδα του R όταν a ∣ 1

Πρόταση XIII.1.6. Το σύνολο των μονάδων E(R) ή R∗ της ακέραιας περιοχής R. αποτελεί αβε-
λιανή πολλαπλασιαστική ομάδα (άσκηση).

Ορισμός XIII.1.7. Δύο στοιχεία a,b μιας ακεραίας περιοχής R θα λέγονται συνεταιρικά όταν
a ∣ b και b ∣ a. Συμβολισμός a ∼ b.
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Παράδειγμα XIII.1.8. Στην ακέραια περιοχή Z[
√

2] τα 1 + 3
√

2 και 5 − 2
√

2 είναι συνεταιρικά
αφού

1 + 3
√

2
5 − 2
√

2
= 1 +

√
2 ∈ E(Z[

√
2]).

Είναι γνωστό ότι στο Z ένας ακέραιος ≥ 2 λέγεται πρώτος όταν οι μοναδικοί θετικοί διαιρέτες
αυτού είναι το 1 και ο εαυτός του. Επίσης γνωρίζουμε ότι για κάθε πρώτο ακέραιο p ισχύουν οι
ακόλουθες δύο ιδιότητες:

1. Αν p = ab, a,b ∈ Z⇒ a ή b = ±1.
2. Αν p ∣ ab, a,b ∈ Z⇒ p ∣ a είτε p ∣ b.

Κατ’ αναλογία προς το Z μπορούμε να ορίσουμε
Ορισμός XIII.1.9. Έστω R μια ακέραια περιοχή.

1. Ένα στοιχείο a ∈ R, a ≠ 0, a /∈ E(R) θα λέγεται ανάγωγο στοιχείο της R όταν

Αν a = bc,b, c ∈ R⇒ b ή c ∈ E(R).

2. Το στοιχείο p ∈ R, p ≠ 0, p /∈ E(R) θα λέγεται πρώτο στοιχείο του R όταν

Αν p ∣ ab,a,b ∈ R⇒ p ∣ a είτε p ∣ b.

Παράδειγμα XIII.1.10. • Το 2 είναι ανάγωγο στην ακέραια περιοχή Z[
√
−5].

• Το 7+
√
−5 δεν είναι ανάγωγο στην ακέραια περιοχή Z[

√
−5] αφού 7+

√
−5 = (1+

√
−5)(2−

√
−5)

• Το 2 είναι πρώτο στοιχείο της Z
• Το 2 δεν είναι πρώτο στοιχείο της Z[

√
−5] αφού το 2 ∣ (1 +

√
−5)(1 −

√
−5) ενώ 2 ∤ 1 ±

√
−5.

Πρόταση XIII.1.11. Αν R ακέραια περιοχή, τότε κάθε πρώτο στοιχείο αυτής είναι ανάγωγο
(άσκηση).

XIII.2 Ευκλείδειες περιοχές

Η πρώτη σημαντική ιδιότητα του Z είναι η ύπαρξη ευκλείδειας διαίρεσης. Γενικεύουμε αυτή
την έννοια.
Ορισμός XIII.2.1. Έστω R μια ακέραια περιοχή. Μια συνάρτηση ϕ ∶ R→ Z θα λέγεται ευκλείδεια
συνάρτηση όταν

1. Για όλα τα a,b ∈ R, b ≠ 0, ισχύει ϕ(ab) ≥ ϕ(a) και
2. Αν a,b ∈ R, b ≠ 0 υπάρχουν π,υ ∈ R ώστε a = bπ + υ και ϕ(υ) < ϕ(b).

Ορισμός XIII.2.2. Αν R είναι μία ακέραια περιοχή εφοδιασμένη με μία ευκλείδεια συνάρτηση
ϕ, τότε η R λέγεται ευκλείδεια περιοχή ως προς την ϕ.
Παράδειγμα XIII.2.3. 1. (Z,ϕ), όπου ϕ(a) = ∣a∣ για κάθε a ∈ Z

2. (Z[i],ϕ), όπου ϕ(a + bi) = a2 + b2

3. (Z[
√
−2]), όπου ϕ(a + b

√
−2) = a2 + 2b2

4. (Z[
√

2]), όπου ϕ(a + b
√

2) = ∣a2 − 2b2∣
5. (K[X],ϕ), όπου K σώμα και

ϕ(f(X)) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

deg f(x), αν f(x) ≠ 0
−1, αν f(x) = 0

(Άσκηση)
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Έστω τώρα m ακέραιος ελεύθερος τετραγώνου. Ορίζουμε τη συνάρτηση, απόλυτη τιμή της
norm στοιχείων του σώματος K

ϕm ∶ Q(
√
m)Ð→ Z

(κ + λ
√
m)z→ ∣κ2 − λ2m∣

Το ερώτημα είναι για ποια m ≡ 2, 3 mod 4 η ακέραια περιοχή Z[
√
m] και για ποια m ≡ 1 mod 4

η ακέραια περιοχή Z[1+
√
m

2 ] είναι ως προς την ϕm ευκλείδεια περιοχή ή όπως αλλιώς λέγονται
norm ευκλείδεια περιοχή.

Αποδεικνύεται ότι για m = 2, 3 mod 4, m < 0 η ακέραια περιοχή Z[m] είναι norm ευκλείδεια
αν και μόνο αν m = −1,−2. Επίσης στην περίπτωση που m ≡ 1 mod 4, m < 0 αποδεικνύεται ότι η
Z[1+

√
m

2 ] είναι norm ευκλείδεια αν και μόνο αν m = −3,−7,−11.
Εντελώς φυσιολογικά εγείρεται το ερώτημα τι γίνεται με αυθαίρετες ευκλείδειες συναρτήσεις

όχι κατ’ ανάγκη norm-ευκλείδειες. Αν K = Q(√m) μιγαδικό (m < 0) τετραγωνικό σώμα αριθμών
και η περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών αυτού

RK =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Z[
√
m] αν m ≡ 2, 3 mod 4

Z[1+
√
m

2 ] αν 1 mod 4

είναι ευκλείδεια ως προς κάποια ευκλείδεια συνάρτηση, τότε είναι και norm ευκλείδεια, [12].
Αν τώρα K = Q(√m) πραγματικό (m > 0) τετραγωνικό σώμα αριθμών, τότε γνωρίζουμε ότι η

ακέραια περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών του σώματος K είναι norm-ευκλείδειες αν
και μόνο αν m = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 29, 37, 41, 57, 73, [4].

Αλλά τι γίνεται αν επιτρέψουμε οποιαδήποτε ευκλείδεια συνάρτηση; Το 1994 ο D.A. Clark
απέδειξε ότι η ακέραια περιοχή των ακεραίων αλγεβρικών αριθμών RK = Z[1+

√
69

2 ] του σώματος
K = Q(

√
69) είναι ευκλείδεια περιοχή αλλά όχι norm-ευκλείδεια, [5]. Η συνάρτηση του Clark

είναι η

ϕ(a + b1 +
√

69
2

) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∣a2 + ab − 17b2∣ όταν (a,b) ≠ (10, 3)
26 όταν (a,b) = (10, 3)

Σημείωση XIII.2.4. Αφού το 26 μπορεί να αντικατασταθεί από οποιονδήποτε ακέραιο > 25
υπάρχουν άπειρες ϕ ώστε η (Z[1+

√
69

2 ],ϕ) να είναι ευκλείδεια.

Ο Samuel [15] εικάζει ότι ίσως η ακέραια περιοχή Z[
√

14] είναι ευκλείδεια αλλά όχι norm
ευκλείδεια. Αυτό αποδείχθηκε από τον H.Harper [8], [9].

Τέλος αξίζει νομίζουμε να αναφέρουμε και το αποτέλεσμα του W. Narkiewicz [13] ότι υπάρ-
χουν το πολύ δύο πραγματικά τετραγωνικά σώματα αριθμών K = Q(√m) για τα οποία η ακέραια
περιοχή των ακέραιων αλγεβρικών αριθμών RK είναι περιοχή μοναδικής (μονοσήμαντης) ανά-
λυσης αλλά όχι ευκλείδεια περιοχή.

XIII.3 Περιοχές κυρίων ιδεωδών

Στην αρχή θα ορίσουμε την έννοια του ιδεώδους μιας ακέραιας περιοχής και θα περιγρά-
ψουμε βασικές ιδιότητες αυτών.

Ορισμός XIII.3.1. Ένα μη-κενό σύνολο A ακέραιας περιοχής R λέγεται ιδεώδες όταν:
1. Αν a ∈ A,b ∈ A⇒ a + b ∈ A
2. Αν a ∈ A και r ∈ R⇒ ra ∈ A
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Αν {a1,a2, . . . ,an} είναι ένα σύνολο στοιχείων της R, τότε το σύνολο όλων των πεπερασμένων
γραμμικών συνδυασμών των a1, . . . ,an

A = {r1a1 + r2a2 +⋯ + rnan ∶ ri ∈ R, i = 1, 2, . . . ,n}

είναι ιδεώδες της R. Λέγεται το ιδεώδες που παράγεται από το σύνολο {a1,a2, . . . ,an} και συμ-
βολίζεται με ⟨a1,a2, . . . ,an⟩. Ειδικότερα, ένα ιδεώδες A της R θα λέγεται κύριο όταν παράγεται
από ένα στοιχείο, A = ⟨a⟩ = Ra.
Ορισμός XIII.3.2. Μια ακέραια περιοχή R θα λέγεται περιοχή κυρίων ιδεωδών (ΠΚΙ) όταν όλα
της τα ιδεώδη είναι κύρια.
Παράδειγμα XIII.3.3. Οι δακτύλιοι Z,K[X] είναι ΠΚΙ, όπου K σώμα.

Στα ιδεώδη μπορούμε να ορίσουμε πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού. Έτσι έχουμε:

Ορισμός XIII.3.4. Έστω A,B ιδεώδη της ακέραιας περιοχής R. Το άθροισμα των A,B ορίζεται
ως το σύνολο

A +B = {a + b ∶ a ∈ A,b ∈ B}.
To παραπάνω σύνολο είναι ιδεώδες του R και μάλιστα είναι το ελάχιστο ιδεώδες του R που
περιέχει τα A και B.

Το γινόμενο A ⋅ B είναι το σύνολο όλων των πεπερασμένων αθροισμάτων της μορφής
A ⋅ B = {a1b1 +⋯ + anbn ∶ για κάποιο φυσικό n,ai ∈ A,bi ∈ B}.

Και το γινόμενο είναι ιδεώδες της R και περιέχεται στην τομή A ∩B.
Μπορούμε ακόμη να ορίσουμε διαιρετότητα ιδεωδών.

Ορισμός XIII.3.5. Έστω A και B ιδεώδη της ακέραιας περιοχής R. Θα λέμε ότι το A διαιρεί το
B (συμβολισμός A ∣ B) όταν B ⊂ A.

Πρόταση XIII.3.6. Αν R ακεραία περιοχή, ϵ ∈ E(R) και A ένα ιδεώδες αυτής, τότε ισχύουν
(άσκηση)

1. ⟨ϵ⟩ = R

2. ⟨a⟩ ∣ ⟨b⟩⇔ a ∣ b

3. ⟨a⟩ = ⟨b⟩⇔ a/b ∈ E(R)

Πρόταση XIII.3.7. Αν R είναι περιοχή κυριών ιδεωδών, τότε κάθε ανάγωγο στοιχείο αυτής είναι
και πρώτο.

Παρατήρηση XIII.3.8. Απο τις προτάσεις XIII.1.11 και XIII.3.6 έπεται ότι σε περιοχές κυρίων
ιδεωδών οι έννοιες ανάγωγο και πρώτο στοιχείο συμπίπτουν.
Ορισμός XIII.3.9. Ένα γνήσιο ιδεώδεςM (M ≠ ⟨0⟩, ⟨1⟩ = R) μιας ακέραιας περιοχής R θα λέγεται
maximal (μέγιστο), όταν για οποιοδήποτε ιδεώδεςA της R,M ⊂ A ⊂ R έπεται ότι κατ’ ανάγκηA =M
ή A = R.

Πρόταση XIII.3.10. Έστω R ακέραια περιοχή και

a ∈ R,a ≠ 0,a /∈ E(R).

Αν το ιδεώδες ⟨a⟩ είναι maximal ιδεώδες της R, τότε το a είναι ανάγωγο στοιχείο της R. Ιδιαίτερα,
αν η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και a ∈ R,a ≠ 0,a /∈ E(R), τότε

⟨a⟩ maximal ⇔ a πρώτο στοιχείο της R
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Απόδειξη. Άσκηση

Ορισμός XIII.3.11. Ένα ιδεώδες P,P ≠ R μίας ακέραιας περιοχής R θα λέγεται πρώτο, όταν

a,b ∈ R,ab ∈ P⇒ a ∈ P είτε b ∈ P.

Σημείωση XIII.3.12. Είναι γνωστό ότι αν R ακέραια περιοχή, τότε το ⟨0⟩ είναι πρώτο. Στην
αλγεβρική θεωρία αριθμών όμως το ⟨0⟩ δεν το θεωρούμε ως ιδεώδες. Πρόκειται για έναν τεχνικό
περιορισμό.

Πρόταση XIII.3.13. Έστω R ακέραια περιοχή

1. Αν a ∈ R,a ≠ 0,a /∈ E(R), τότε

(⟨a⟩ πρώτο ιδεώδες της R)⇔ (a πρώτο στοιχείο της R)

2. ΑνM maximal ιδεώδες της R, τότε τοM πρώτο ιδεώδες αυτής.

3. Αν η R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και A ένα γνήσιο ( A ≠ ⟨0⟩, ⟨1⟩ = R) ιδεώδες της R, τότε

A maximal ⇔ A πρώτο

4. Αν P ≠ R, ιδεώδες της ακέραιας περιοχής R, τότε

(P πρώτο ιδεώδες της R)⇔ ( αν P ∣ AB⇒ P ∣ A είτε P ∣ B)

Πρόταση XIII.3.14. Κάθε ευκλείδεια περιοχή είναι και περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Απόδειξη. Άσκηση

Παρατήρηση XIII.3.15. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Η ακέραια περιοχή Z[1+
√
−19

2 ] είναι περιοχή
κυρίων ιδεωδών αλλά δεν είναι ευκλείδεια περιοχή.

XIII.4 Περιοχές μονοσήμαντης ανάλυσης

Είναι γνωστό ότι κάθε ακέραιος a ∈ Z, a ≠ 0,a ≠ ±1 αναλύεται σε γινόμενο αναγώγων (πρώτων)
παραγόντων και μάλιστα η ανάλυση αυτή είναι μοναδική. Τις δύο αυτές ιδιότητες θα μελετή-
σουμε τώρα σε ακέραιες περιοχές.

Ορισμός XIII.4.1. Έστω R ακέραια περιοχή και a ∈ R,a ≠ 0,a /∈ E(R). Μια παραγοντοποίηση του
a είναι ένα πεπερασμένο σύνολο πi, i = 1, 2, . . . ,n αναγώγων στοιχείων του R για το οποίο ισχύει

a =
n

∏
i=1
πi

O R θα λέγεται περιοχή ανάλυσης, όταν κάθε a ∈ R,a ≠ 0,a /∈ E(R) έχει μία τουλάχιστον παραγο-
ντοποίηση.

Το ερώτημα είναι, πότε μια ακέραια περιοχή είναι περιοχή ανάλυσης; Μια ικανή συνθήκη
είναι η ακόλουθη:

Πρόταση XIII.4.2. Αν δεν υπάρχει άπειρη ακολουθία (ai)i∈N στοιχέιων της R για την οποία το
ai+1 να είναι γνήσιος διαιρέτης του ai για κάθε φυσικό i, τότε ο R είναι περιοχή ανάλυσης.
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Πόρισμα XIII.4.3. Έστω R ακέραια περιοχή. Αν κάθε αύξουσα ακολουθία κυρίων ιδεωδών της
R γίνεται τελικά σταθερή, τότε η R είναι περιοχή ανάλυσης.

Ένα εξαιρετικά σημαντικό αποτέλεσμα είναι το

Θεώρημα XIII.4.4. Έστω R ακέραια περιοχή. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι μεταξύ τους ισοδύ-
ναμες:

Κάθε αύξουσα ακολουθία ιδεωδών της R

A0 ≤ A1 ≤ A2 ≤ ⋯

γίνεται τελικά σταθερή, δηλαδή υπάρχει φυσικός n για τον οποίο An = An+1 = An+2 = ⋯
Κάθε διάφορο του κενού σύνολο ιδεωδών του R έχει maximal στοιχείο

Κάθε ιδεώδες A της R είναι πεπερασμένα παραγόμενο, δηλαδή υπάρχουν α1,α2, . . . ,αn ∈ A για τα
οποία ισχύει

A = Rα1 + Rα2 +⋯ + Rαn = ⟨α1,α2, . . . ,αn⟩.

Απόδειξη. Αποδεικνύεται αμέσως μετά τον ορισμό III.2.2.

Παρατήρηση XIII.4.5. Το θεώρημα ισχύει γενικότερα για αντιμεταθετικούς δακτυλίους, αλλά
εμείς το χρειαζόμαστε εδώ ειδικά για ακέραιες περιοχές.

Ορισμός XIII.4.6. Μία ακέραια περιοχή στην οποία ισχύει μια οποιαδήποτε από τις τρεις
παραπάνω προτάσεις (και συνεπώς και οι τρεις) του θεωρήματος, λέγεται περιοχή της Noether.

Παρατήρηση XIII.4.7. Κάθε περιοχή της Noether είναι και περιοχή ανάλυσης.

Άμεση συνέπεια του θεωρήματος είναι τα ακόλουθα πορίσματα:

Πόρισμα XIII.4.8. Κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι περιοχή της Noether.

Πόρισμα XIII.4.9. Κάθε ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή της Noether. Ειδικά, οι ακέραιες πε-
ριοχές Z και K[X] είναι περιοχές της Noether.

Θεώρημα XIII.4.10 (Θεώρημα βάσης του Hilbert). Αν R είναι περιοχή της Noether, τότε και ο
δακτύλιος των πολυωνύμων R[x] είναι επίσης περιοχή της Noether.

Απόδειξη. Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether και έστω
ένα ιδεώδες A ⊲ R[x]. Aς υποθέσουμε ότι δεν είναι πεπερασμένα παραγόμενο, συνεπώς υπάρχει
ακολουθία στοιχείων

{f0, f1, . . . , fm . . .},

όπου Bn = ⟨f0, . . . , fn−1 και fn ∈ a/Bn, την οποία μπορούμε να την επιλέξουμε με τέτοιο τρόπο
ώστε το στοιχείο fn να είναι ελάχιστου βαθμού στο σύνολο A/Bn. Είναι σαφές ότι για κάθε n ∈ N

deg fn ≤ deg fn+1.

Θεωρούμε τους leading terms an = Lead(fn) των πολυωνύμων fn ∈ R[x], και σχηματίζουμε την
ακολουθία ιδεωδών του δακτυλίου R

⟨a0⟩ ⊂ ⟨a0,a1⟩ ⊂ ⋯ ⊂ ⟨a0,a1, . . . ,as⟩ ⊂
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η οποία είναι τελικά σταθερή, αφού ο R είναι δακτύλιος της Noether. Θεωρούμε το σταθερό
ιδεώδες της ακολουθίας B = ⟨a0,a1, . . . ,aN−1⟩ και έχουμε ότι aN ∈ B, δηλαδή

aN = ∑
i<N

uiai,ui ∈ R.

Θεωρούμε το στοιχείο
g = ∑

i<N
uix

degfN−degfifi,

το οποίο έχει leading term ίσο με αυτό του fN. Προφανώς g ∈ BN, fN /∈ BN συνεπώς fN − g /∈ BN.
Όμως deg(fN − g) < deg fN, άτοπο από τον τρόπο επιλογής του fN.

Παρατήρηση XIII.4.11. Αφού Z περιοχή της Noether και η ακέραια περιοχή Z[x] είναι επίσης
περιοχή της Noether.

Πρόταση XIII.4.12. H ομομορφική εικόνα μίας περιοχής Noether είναι επίσης περιοχή Noether.

Παράδειγμα XIII.4.13. H απεικόνιση ϕ ∶ Z[x] → Z[
√
−5] είναι επιμορφισμός δατυλίων. Αφού

Z[x] περιοχή της Noether και η Z[
√
−5] είναι περιοχή της Noether και συνεπώς περιοχή ανά-

λυσης.

Πολύ πιο σπουδαίο είναι να έχουμε μονοσήμαντη (μονότροπη) ανάλυση.

Ορισμός XIII.4.14. Μια ακέραια περιοχή R λέγεται περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης, όταν
1. Κάθε a ∈ R,a ≠ 0,a ∈ E(R) αναλύεται σε γινόμενο αναγώγων στοιχείων και
2. Η ανάλυση αυτή είναι μονοσήμαντη (μονότροπη). Αυτό θα πει ότι δύο αναλύσεις της μορφής

a =
n

∏
i=1
pi =

n

∏
i=1
(ϵipi)

με ϵi ∈ E(R),∏n
i=1 ϵi = 1 δεν θεωρούνται διαφορετικές, καθώς και ότι η σειρά των αναγώγων

παραγόντων δεν λαμβάνεται υπόψη.

Αλλά πότε μια ακέραια περιοχή είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης;

Θεώρημα XIII.4.15. Υποθέτουμε ότι η ακέραια περιοχή είναι περιοχή ανάλυσης. Ισχύει η ισο-
δυναμία:

( Η R είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης )⇔ ( Κάθε ανάγωγο στοιχείο του R είναι και πρώτο)

Στο κύριο μέρος του βιβλίου θα αποδείξουμε ότι το σώμα K = Q(
√
−5) έχει ως δακτύλιο των ακε-

ραίων αλγεβρικών την ακεραία περιοχή Z[
√
−5] και έχει αριθμό κλάσεων 2. Συνεπώς η Z[

√
−5]

είναι περιοχή ανάλυσης - αλλά όχι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης.

Παρατήρηση XIII.4.16. Έχουμε αποδείξει ότι

(Z Π.Κ.Ι) +3 (Z Π.Μ.Α. ) Θ. Βάσης Hilbert +3 (Z[x] Π. Μ. Α.)

Όμως δεν ισχύει, αν R περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε και ο R[X] περιοχή κυριών ιδεώδων. Πράγ-
ματι, στον Z[x] το ιδεώδες A = ⟨2,x⟩ δεν είναι κύριο ιδεώδες.
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XIII.5 Η αριθμητική της περιοχής του Gauss

Αν α = x+iy οποιοσδήποτε μιγαδικός, ο συζυγής του θα είναι ο α ′ = x−iy. Ορίζουμε την norm
του α, N(α) = α⋅α ′.

Ισχύουν:
(i) Η N(α) είναι μη-αρνητικός πραγματικός αριθμός.
(ii) N(α) = 0, τότε και μόνο τότε όταν α = 0.
(iii) Ισχύει N(αβ) =N(α)N(β), για κάθε α,β ∈ Z[i].
(iv) Αν α ∈ Z[i], τότε N(α) ∈ Z.
(v) Αν α ∈ Z[i], τότε ο α είναι μονάδα του Z[i], αν και μόνο αν N(α) = 1.
(vi) Η ομάδα των μονάδων του Z[i] είναι E(Z[i]) = {±1,±i} (άσκηση).
Θα προσπαθήσουμε τώρα να κατασκευάσουμε μία θεωρία διαιρετότητας και μονοσήμαντης ανά-
λυσης στην περιοχή του Gauss εντελώς ανάλογης μ’ εκείνη των ακεραίων.

Έστω α,β ∈ Z[i]. Θα λέμε ότι ο α διαιρεί τον β (α∣β) αν και μόνο αν υπάρχει γ ∈ Z[i] τέτοιος
ώστε β = αγ, αλλιώς θα λέμε ότι ο α δεν διαιρεί τον β (α ∤ β) π.χ. 2 + i∣7 + i.

Το μέγεθος ενός ακεραίου του Gauss μετριέται μέσω της norm του. Το ανάλογο του αλγό-
ριθμου της διαίρεσης με υπόλοιπο θα είναι:

Έστω α,β ∈ Z[i], β ≠ 0. Υπάρχουν γ,δ ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε

α = βγ + δ, και 0 ≤N(δ) <N(β).

Απόδειξη: Έχουμε α = a + bi, β = c + di, όπου a,b, c,d ∈ Z.

α

β
= a + bi
c + di

⋅ c − di
c − di

= ac + bd
c2 + d2 +

bc − ad
c2 + d2 i = e + fi

όπου e, f ∈ Q
e = ac + bd

c2 + d2 , f = bc − ad
c2 + d2 .

Υπάρχουν g,h ∈ Z τέτοια ώστε ∣g − e∣ ≤ 1
2 , ∣h − f∣ ≤ 1

2 . Θέτουμε γ = g + hi και βρίσκουμε
α

β
= γ + (e − g) + (f − h)iÔ⇒ α = βγ + {(e − g) + (f − h)i}β.

Έστω δ ∶= {(e − g) + (f − h)i}β. Τότε α = βγ + δ. Επειδή γ ∈ Z[i], έχουμε δ = α −βγ ∈ Z[i]. Τώρα:

N(δ) =N((e − g) + (f − h)i)N(β) =N(β) ⋅ {(e − g)2 + (f − h)2}

≤N(β{1
4
+ 1

4
} = 1

2
N(β) <N(β)

διότι N(β) ≠ 0 καθ’ όσον β ≠ 0.
Ορίζουμε τώρα, εντελώς ανάλογα, τον μέγιστο κοινό διαιρέτη των ακεραίων του Gauss α και

β ως εξής: γ = (α,β) αν και μόνο αν
• γ∣α και γ∣β
• Αν δ ∈ Z[i], και δ∣α, δ∣β, τότε δ∣γ.
Η διαφορά με τον μέγιστο κοινό διαιρέτη των ακεραίων είναι ότι ζητούμε ο μέγιστος κοινός

διαιρέτης στο Z να είναι θετικός. Αυτό δεν μπορούμε να το κάνουμε στο Z[i] και αυτό έχει ως
συνέπεια ο μέγιστος κοινός διαιρέτης στο Z[i] να μην είναι μοναδικός.

Δύο ακέραιοι του Gauss α,β, θα λέγονται συνεταιρικοί, αν και μόνο εάν υπάρχει ε ∈ E(Z[i])
έτσι ώστε α = εβ, δηλαδή ο α και β είναι συνεταιρικοί, συνεπώς αν και μόνο αν ο α είναι κάποιος
από τους β,−β, iβ,−iβ.
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Αν πάλι α,β ∈ Z[i], αβ ≠ 0, τότε οποιοιδήποτε μέγιστοι κοινοί διαιρέτες των α,β είναι
μεταξύ τους συνεταιρικοί.

Απόδειξη: Έστω α ≠ 0 και γ1,γ2 δύο μέγιστοι κοινοί διαιρέτες των α και β. Εξ ορισμού του
μέγιστου κοινού διαιρέτη έχουμε

γ1∣α, γ1∣β, γ2∣α, γ2∣β

καθώς και γ1∣γ2, γ2∣γ1. Επειδή α ≠ 0, έχουμε

γ1 ≠ 0, γ2 = hγ1, γ1 = λγ2, h,λ ∈ Z[i].

Συνεπώς γ1 = hλγ1, δηλαδή hλ = 1⇒ λ = 1
h
∈ Z[i]. Επομένως λ,h, ∈ E(Z[i]), δηλαδή τα γ1,γ2 είναι

συνεταιρικά.
Στη συνέχεια θα αποδείξουμε την ύπαρξη του μέγιστου κοινού διαιρέτη.
Έστω α,β ∈ Z[i], α,β ≠ 0 και

S = {αλ +βh ∣ λ,h ∈ Z[i]}.

Επειδή α = α ⋅ 1 + β ⋅ 0 και β = α ⋅ 0 + β ⋅ 1 ∈ S, έπεται ότι το S περιέχει μη-μηδενικούς αριθμούς.
Διαλέγουμε γ ∈ S τέτοιο ώστε N(γ) να είναι ο ελάχιστος φυσικός (γιατί μπορούμε να βρούμε τον
γ;). Ισχυρίζομαι ότι ο γ είναι ένας μέγιστος κοινός διαιρέτης των α και β.

Πράγματι, το γεγονός ότι γ ∈ S, συνεπάγεται ότι υπάρχουν λ0,ν0 ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε γ =
aλ0 +βν0.

Αν λοιπόν δ∣α και δ∣β, έχουμε α = δθ, β = γζ, οπότε γ = δ(θλ0 + ζν0), συνεπώς δ∣γ.
Θα δείξουμε τώρα ότι κάθε στοιχείο του S (και συνεπώς και τα α,β) είναι πολλαπλάσιο του

γ.
Κατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι αν ε,ρ ∈ S και θ ∈ Z[i], τότε ε − θρ ∈ S.

Πράγματι: Έστω ε = αλ1 +βν1, ρ = αλ2 +βν2. Τότε

ε − θρ = α(λ1 − θλ2) +β(ν1 − θν2) ∈ S.

Έστω τώρα ω τυχαίο στοιχείο του S. Γράφουμε ω = γζ + ρ, ζ,ρ ∈ Z[i], 0 ≤N(ρ) <N(γ). Επειδή ω
και γ ∈ S, έπεται ότι ω − γζ ∈ S, δηλαδή ρ ∈ S οπότε, λόγω της εκλογής του γ, N(ρ) = 0 συνεπώς
ρ = 0. Άρα ω = γζ, το οποίο σημαίνει (εξ ορισμού) ότι γ∣ω.

Άμεση συνέπεια των παραπάνω είναι ότι αν α,β ∈ Z[i], αβ ≠ 0 και γ ένας μέγιστος κοινός
διαιρέτης των α και β, υπάρχουν ν και λ ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε

γ = αν +βλ.

Στη συνέχεια θα ορίσουμε πρώτους αριθμούς στην περιοχή του Gauss. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε
ότι κάθε ακέραιος του Gauss γ διαιρείται από τις μονάδες ±1,±i και τους συνεταιρικούς του
±γ,±iγ.
● Ένας ακέραιος του Gauss π θα λέγεται πρώτος, αν και μόνο αν δεν είναι μονάδα και οι

μόνοι διαιρέτες του είναι οι μονάδες του δακτυλίου Z[i] και οι συνεταιρικοί του π.
● Έστω π ακέραιος του Gauss τέτοιος ώστε N(π) = p, όπου p πρώτος αριθμός. Εύκολα δια-

πιστώνεται ότι ο π είναι πρώτος.
Πράγματι, έστω δ∣π. Τότε π = δγ, όπου γ ∈ Z[i]. Συνεπώς

N(π) =N(δ)N(γ)Ô⇒ p =N(δ)N(γ)Ô⇒N(γ) = 1, ήN(δ) = 1.

Επομένως γ ή δ είναι μονάδα, δηλαδή δ = ±π,±iπ,±1,±i.
Τώρα θα δείξουμε ότι:
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Αν π πρώτος του Z[i] και α,β ακέραιοι του Gauss, τότε

(π∣αβ Ô⇒ π∣a είτε π∣β).

Πράγματι, έστω ότι π∣αβ, αλλά π ∤ β. Θα δείξουμε ότι π∣α. Οι μόνοι διαιρέτες του π είναι ±1,±i,±π
και ±iπ. Επειδή π ∤ β, έπεται ότι ένας μέγιστος κοινός διαιρέτης (π,β) είναι μία μονάδα του
Z[i], δηλαδή ένας μέγιστος κοινός διαιρέτης (π,β) = 1, οπότε υπάρχουν ν,λ ∈ Z[i] τέτοιοι ώστε
1 = πν +βλ, δηλαδή α = π(να) + (αβ)λ. Επειδή π∣αβ, έπεται ότι π∣α.

Ας προσπαθήσουμε τώρα να παραγοντοποιήσουμε ακεραίους του Gauss σε γινόμενο πρώ-
των. Όπως δεν παραγοντοποιούμε το 0,±1 στο Z, έτσι δεν παραγοντοποιούμε 0,±1,±i στον Z[i].
Θα αποδείξουμε ότι

Κάθε ακέραιος του Gauss γ ≠ 0,±1,±i αναλύεται σε γινόμενο πρώτων παραγόντων.
Πράγματι, θα το αποδείξουμε επαγωγικά ως προς την N(γ). Προφανώς N(γ) ≥ 2. Αν N(γ) = 2,
τότε (σύμφωνα με την προηγούμενη παρατήρηση) ο γ είναι πρώτος.

Υποθέτουμε τώρα ότι N(γ) > 2 και ότι κάθε ακέραιος του Gauss που έχει norm μικρότερη
της norm του γ, αναλύεται σε γινόμενο πρώτων παραγόντων. Αν ο γ είναι πρώτος, τελειώσαμε.
Έστω ότι ο γ δεν είναι πρώτος. Τότε υπάρχουν α,β ∈ Z[i] όχι μονάδες τέτοιοι ώστε γ = αβ. Τότε
1 <N(α), N(β) <N(γ) και, λόγω της υπόθεσης της μαθηματικής επαγωγής,

α = π1π2⋯πs, β = ν1ν2⋯νt

όπου πi,νj πρώτοι του Z[i]. Συνεπώς

γ = αβ = π1π2⋯πsν1ν2⋯πt.

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε αν η ανάλυση αυτή είναι μονοσήμαντη (μοναδική). Βέβαια,
αν έχουμε μία ανάλυση μπορούμε να βάλουμε μονάδες μέσα στο γινόμενο, αλλά αυτήν την
ανάλυση δεν θα τη θεωρούμε διαφορετική. Επίσης, δεν ζητούμε η σειρά των πρώτων παραγόντων
να είναι η ίδια. Θα αποδείξουμε λοιπόν ότι:

Έστω γ ακέραιος του Gauss διαφορετικός των 0,±1,±i.
Ο γ γράφεται ως γινόμενο πρώτων. Αν

γ = π1π2⋯πs = ν1ν2⋯νt

δύο αναλύσεις του γ σε γινόμενο πρώτων, τότε s = t και, αλλάζοντας ίσως τη σειρά των ν1,ν2,⋯,νs,
έχουμε π1,ν1 είναι συνεταιρικοί, π2,ν2 είναι συνεταιρικοί, ⋯, πs,νs είναι συνεταιρικοί.

Απόδειξη: Επαγωγή ως προς την N(γ). Έστω γ ≠ 0,±1,±i. Τότε N(γ) ≥ 2. Αν N(γ) = 2, τότε
ο γ είναι πρώτος, οπότε γ = π1 = ν1, ισχύει. Υποθέτουμε ότι N(γ) > 2 και ότι η πρόταση είναι
αληθής για όλους τους ακεραίους του Gauss με norm μικρότερη της N(γ). Χωρίς περιορισμό
της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι s > 1. Τότε π1∣π1π2⋯πs ⇒ π1∣ν1ν2⋯νt, δηλαδή
π1∣νj για κάποιο j. Ας το ονομάσουμε αυτό ν1, δηλαδή π1∣ν1. Επειδή ν1 πρώτος συνεπάγεται ότι
ν1 = π1ε, ε μονάδα του Z[i], δηλαδή π1,ν1 είναι συνεταιρικά. Η σχέση γ = π1π2⋯πs = ν1ν2⋯νt
γράφεται

π2π3⋯πs = (εν2)ν3⋯νt.
Επειδή N(π1) ≥ 2 και s > 1 έπεται

1 <N(π2π3⋯πs) <N(π1π2⋯πs) =N(γ).

Λόγω της υπόθεσης της μαθηματικής επαγωγής έχουμε s − 1 = t − 1 και, αλλάζοντας ίσως τη
θέση, (π2,ν2), . . . , (πs,νs) συνεταιρικά.

Θα δώσουμε τώρα μία καινούργια απόδειξη του προβλήματος, ποιοι φυσικοί μπορούν να
γραφούν ως άθροισμα δύο τετραγώνων ακεραίων αριθμών.

Έστω x2 + y2 = n. Τότε (x + iy)(x − iy) = n, οπότε το πρόβλημα γίνεται:
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Να βρεθούν όλοι οι ακέραιοι του Gauss με

N(x + iy) = x2 + y2 = n.

Για να λύσουμε αυτό το πρόβλημα θα πρέπει να περιγράψουμε επακριβώς όλους τους πρώτους
του Z[i]. Επειδή κάθε συνεταιρικός πρώτου είναι επίσης πρώτος, θα μελετήσουμε τους πρώτους
κατά προσέγγιση συνεταιρικών.

Έστω π πρώτος του Z[i]. Τότε υπάρχει ακριβώς ένας πρώτος του Z, p τέτοιος ώστε π∣p.

Απόδειξη: Έχουμε N(π) ∈ Z συνεπώς N(π) = p1p2⋯pt, pi ∈ Z, πρώτοι. Επειδή N(π) = ππ ′ έπεται
π∣p1p2⋯pt δηλαδή π∣pi για κάποιο i. Δεν μπορεί να διαιρεί κανέναν άλλο, διότι αν π∣p και π∣q
με p ≠ q, τότε 1 = px + qy συνεπώς π∣px + qy = 1 επομένως πν = 1 άρα ν = 1

π
είναι ακέραιος του

Gauss, που σημαίνει ότι ο π είναι μονάδα, άτοπο.
Αρκεί λοιπόν να παραγοντοποιήσουμε όλους τους ακεραίους στον Z[i]. Αν p = 2, τότε 2 =

−i(1 + i)2 και 1 + i είναι πρώτος του Z[i], διότι N(1 + i) = 2. Δηλαδή όλοι οι πρώτοι του Z[i], π∣2
είναι συνεταιρικοί του 1 + i.
Έστω τώρα p περιττός πρώτος και έστω π = x + iy∣p, δηλαδή ο p γράφεται p = πν, ν ∈ Z[i].
Επομένως

p2 =N(p) =N(π)N(ν)Ô⇒N(π) = p ή p2.

Επειδή x2 + y2 ≡ 0, 1, 2 (mod p), δεν μπορεί να ισχύει x2 + y2 = p όταν p ≡ 3 (mod 4). Σ’ αυτή την
περίπτωση θα πρέπει να ισχύει x2 + y2 = p2, επομένως

p2 =N(p) =N(π)N(ν) = p2N(ν)Ô⇒N(ν) = 1

δηλαδή ν μονάδα του Z[i]. Επομένως, αν p ≡ 3 (mod 4), τότε π και p είναι συνεταιρικά.
Έστω τώρα p ≡ 1 (mod 4). Η ισοδυναμία z2 ≡ −1 (mod p) (1) έχει λύση. Έστω z0 μία λύση της

(1). Τότε
p∣z2

0 + 1⇒ π∣z2
0 + 1⇒ π∣(z0 − i)(z0 + i)⇒ π∣z0 − i ή π∣z0 + i.

Σημειώνουμε τώρα ότι p ∤ z− i και p ∤ z+ i διότι 1
p
z± 1
p
i ∉ Z[i]. Αυτό σημαίνει ότι στην περίπτωση

p ≡ 1 (mod 4) οι π και p δεν είναι συνεταιρικοί. Επομένως N(π) ≠ N(p) = p2 δηλαδή N(π) = p
άρα ππ ′ = p και συνεπώς ο p διαιρείται από τους π και π ′. Για να προσδιορίσουμε πλήρως όλους
τους πρώτους του Z[i], θα πρέπει να δούμε πότε οι π και π ′ είναι συνεταιρικοί. Έστω λοιπόν
π = x + iy τέτοιος ώστε N(π) = x2 + y2 = p. Υποθέτουμε ότι π και π ′ είναι συνεταιρικά, δηλαδή
π = επ ′, ε = ±1,±i, π ′ = x − iy.

Αν ε = 1, τότε x+ iy = x− iy, δηλαδή y = 0 τότε x2 = p, άτοπο. Όμοια αν ε = −1, x = 0 και y2 = p,
άτοπο.
Αν ε = i, τότε x + iy = i(x − iy) = y + ix, δηλαδή x = y και p = x2 + x2 = 2x2, άτοπο. Αν ε = −i, τότε
x = −y οπότε 2x2 = p, άτοπο.

Αποδείξαμε λοιπόν το εξής:

Θεώρημα XIII.5.1. Έστω p πρώτος αριθμός. Η ανάλυση του p στην περιοχή του Gauss είναι:

• Αν p = 2, τότε p = −iπ2, όπου π πρώτος του Z[i] και N(π) = 2.
• Αν p ≡ 3 (mod 4), τότε p = π είναι πρώτος και N(π) = p2.

• Αν p ≡ 1 (mod 4), τότε p = ππ ′, όπου π και π ′ πρώτοι μη-συνεταιρικοί και N(π) =N(π ′) = p.

Ξαναγυρίζουμε τώρα στο πρόβλημα του καθορισμού των θετικών ακεραίων αριθμών που
είναι norm ακεραίων του δακτυλίου του Gauss. Έστω α ≠ 0,±1,±i. Αναλύουμε τον α σε γι-
νόμενο πρώτων στοιχείων του Z[i]. Έστω α = π1π2⋯πs, όπου πi πρώτοι του Z[i]. Τότε N(α) =
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N(π1)N(π2)⋯N(πs). Υποθέτουμε ότι πi∣pi, i = 1, 2,⋯, s, pi πρώτος ακέραιος. ΤότεN(α) = pa1
1 p

a2
2 ⋯p

as
s ,

όπου
{ ai = 2, αν pi ≡ 3 (mod 4)
ai = 1, αν pi = 2 ή pi ≡ 1 (mod 4) }

Βλέπουμε λοιπόν ότι N(α) = m2q1q2⋯qt, m ∈ Z και q1,q2,⋯,qt πρώτοι αριθμοί διακεκριμένοι
μεταξύ τους και ίσοι με 2 ή ισοδύναμοι με 1 (mod 4).

Ισχύει και το αντίστροφο, ότι δηλαδή κάθε τέτοιος φυσικός αριθμός γράφεται σαν άθροισμα
δυο τετραγώνων. Εκμεταλλευόμενοι την αριθμητική της περιοχής του Gauss, δώσαμε επομένως
μία απόδειξη του θεωρήματος:

Θεώρημα XIII.5.2. Ένας θετικός ακέραιος n μπορεί να παρασταθεί ως άθροισμα δύο τετραγώ-
νων αν και μόνο αν κάθε πρώτος παράγοντας p του n της μορφής p ≡ 3 mod 4 εμφανίζεται στην
ανάλυση του n σε γινόμενο πρώτων παραγόντων με άρτιο εκθέτη.

XIII.6 Modules

XIII.6.1 Ορισμός και βασικές ιδιότητες

Η έννοια του module γενικεύει αυτή του K-διανυσματικού χώρου, όταν το σύνολο των scalars
δεν είναι πλέον σώμα, αλλά ένας δακτύλιος R. Συμπεριλαμβάνει, όπως θα δούμε σε λίγο και τις
αβελιανές ομάδες ως Z-modules.

Όμως η έννοια εμφανίζεται για πρώτη φορά στην Αλγεβρική Θεωρία Αριθμών κατά τη με-
λέτη υποσυνόλων των δακτυλίων των αλγεβρικών αριθμών. Η σημασία της αναγνωρίστηκε στα
τέλη της δεκαετίας του 1920 κυρίως λόγω των ερευνητικών αποτελεσμάτων της Ε. Noether, η
οποία ήταν η πρώτη που αναγνώρισε τη σημασία της έννοιας ως γέφυρας σύνδεσης της θεωρίας
αναπαραστάσεων πεπερασμένων ομάδων και της θεωρίας δομής των αλγεβρών.

Θα περιοριστούμε κατ’ αρχή στην περίπτωση που ο δακτύλιος R είναι αντιμεταθετικός με
μοναδιαίο και αργότερα σε περιοχές κυρίων ιδεωδών. Έστω λοιπόν R αντιμεταθετικός δακτύλιος
με μοναδιαίο.

Ορισμός XIII.6.1. Ένα σύνολο M,M ≠ ∅ θα λέγεται R-module όταν
1. Το σύνολοM είναι εφοδιασμένο με μία πράξη (πρόσθεση) και (M,+) είναι αβελιανή ομάδα.
2. Ο R δρα στην ομάδα M,

R ×MÐ→M
(r,m)z→ r ⋅m

και ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
(αʹ) r(m1 +m2) = rm1 + rm2 για κάθε r ∈ R και κάθε m1,m2 ∈M
(βʹ) (r1 + r2)m = rm1 + rm2 για κάθε r1, r2 ∈ R και m ∈M
(γʹ) (r1r2)m = r1(r2m) για κάθε r1, r2 ∈ R και m ∈M
(δʹ) 1 ⋅m =m για κάθε m ∈M

Παράδειγμα XIII.6.2. 1. Κάθε K-διανυσματικός χώρος M είναι K-module.
2. Το σύνολο Rn (n ≥ 1) των n-άδων του R με πράξεις την πρόσθεση n-άδων και πολλαπλα-

σιασμό κατά συνιστώσες είναι επίσης ένα R-module.
3. Κάθε ιδεώδες A του R, είναι R-module με πράξη

R ×AÐ→ A
(r,a)z→ ra
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4. Αν A ιδεώδες του R, ο δακτύλιος πηλίκων R/A είναι επίσης ένα R-module με εξωτερική
πράξη

R × R/AÐ→ R/A
(r,a +A)z→ ra +A

5. Αν (M,+) αβελιανή ομάδα, η δράση του Z, m ∈M

n ⋅m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m +⋯ +m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−φορές

αν n > 0

0 αν n = 0
(−m) +⋯ + (−m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−φορές

αν n < 0

εφοδιάζει το M τη δομή ενός Z-module.
Ισχύει και το αντίστροφο. Αν M ένα Z-module, τότε αποδεικνύεται ότι η πράξη

Z ×MÐ→M
(n,x)z→mx

ταυτίζεται με τη δράση του Z στην ομάδα (M,+). Συνεπώς οι έννοιες Z-module και αβελιανή
ομάδα ταυτίζονται.

6. Ο R[x] είναι επίσης R-module με τις συνηθισμένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασια-
σμού με το R.

7. Έστω K-διανυσματικός χώρος V και T ∈ End(V). Ο V γίνεται ένα K[x]-module με τη δράση

K[x] × V Ð→ V
(f(x),v)z→ f(x)v = f(T)v

Η θεωρία των κανονικών μορφών Jordan προκύπτει από την ταξινόμηση των πρώτων ιδεω-
δών του δακτυλίου K[x].

Ορισμός XIII.6.3. ΈστωM ένα R-module. Ένας R-γραμμικός συνδυασμός των στοιχείωνm1, . . . ,mk

του M είναι ένα στοιχείο της μορφής

r1m1 + r2m2 +⋯ + rkmk ∶ ri ∈ R.

Αν κάθε στοιχείο του M είναι ένας γραμμικός συνδυσμός των m1,m2, . . . ,mk, τότε λέμε ότι το M
παράγεται από το σύνολο {m1, . . . ,mk} και το συμβολίζουμε με

M = ⟨m1,m2, . . . ,mk⟩.

Ένα πεπερασμένα παραγόμενο ιδεώδες του R είναι ένας R-γραμμικός συνδυασμός ενός πεπε-
ρασμένου συνόλου στοιχείων του R.
Παράδειγμα XIII.6.4. Το ιδεώδες A = ⟨1 + 2i⟩ του Z[i] είναι Z[i]-module και Z-module.

Ως Z[i]-module παράγεται από το στοιχείο 1 + 2i, A = Z[i](1 + 2i).
Ως Z-module, το A παράγεται από τα στοιχεία 1 + 2i και i(1 + 2i) = −2 + i, δηλαδή

A = ⟨1 + 2i,−2 + i⟩ = Z(1 + 2i) +Z(−2 + i).

Ορισμός XIII.6.5. Ένα παράγον σύνολο ή σύνολο γεννητόρων ενός R-module M είναι ένα
υποσύνολο {mi}i∈I του M ώστε κάθε m ∈ M είναι πεπερασμένος R-γραμμικός συνδυασμοός
στοιχείων του {mi}i∈I,

m =∑
i∈I
rimi,

και για όλα εκτός από πεπερασμένα ri, ri = 0.
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Παράδειγμα XIII.6.6. To R-module R[x] έχει ως σύνολο γεννητόρων το άπειρο σύνολο {1,x,x2,x3, . . .}.
Ως R[x]-module το R[x] παράγεται από το μοναδιαίο στοιχείο του R αφού:

f(x) = 1 ⋅ f(x) για κάθε f(x) ∈ R[x].

Ορισμός XIII.6.7. Όταν ένα R-module παράγεται μόνο από ένα στοιχείο λέγεται κυκλικό R-
module.

Ορισμός XIII.6.8. Έστω M και N R-modules. Μία συνάρτηση ϕ ∶ M → N θα λέγεται R-
γραμμικός μετασχηματισμός (από το M στο N), όταν

1. ϕ(m1 +m2) = ϕ(m1) +ϕ(m2) για όλα τα m1,m2 ∈ R και
2. ϕ(rm) = rϕ(m) για όλα τα r ∈ R και m ∈M.

Παράδειγμα XIII.6.9. Έστω α ∈ Z[
√

2]. Ορίζουμε

mα ∶ Z[
√

2]Ð→ Z[
√

2]
xz→mα(x) = αx

ο οποίος είναι ένας Z[
√

2]-γραμμικός μετασχηματισμός του Z[
√

2].

Ορισμός XIII.6.10. Ένας ισομορφισμός των R-modules M και N είναι μία αμφιμονοσήμαντη
R-γραμμική απεικόνιση ϕ ∶M → N. Αν υπάρχει μια τέτοια, τα M,N λέγονται ισόμορφα και το
συμβολίζουμε με M ≅N.

Παράδειγμα XIII.6.11. Έστω M = Z[i] και N = Z[
√

2]. Τα M,N έχουν και τη δομή δακτυλίου,
και τη δομή Z-module.

Ως δακτύλιοι δεν είναι ισόμορφοι, αφού δύο ισόμορφοι δακτύλιοι έχουν ισόμορφες ομάδες
μονάδων, ενώ

E(Z[i]) = {±1,±i} και E(Z[
√

2]) = ⟨±⟩ × ⟨1 +
√

2⟩ ≅ Z/2Z × άπειρη κυκλική ομάδα

Ως Z-modules όμως είναι και τα δύο ισόμορφα προς το Z2

Z2 Ð→ Z[i] Z2 Ð→ Z[
√

2]
(a,b)z→ a + bi (a,b)z→ a + b

√
2

Ορισμός XIII.6.12. Έστω ϕ ∶M→N, R-γραμμικός μετασχηματισμός των R-modules M,N.
• Ο πυρήνας της ϕ, kerϕ = {m ∈M ∶ ϕ(m) = 0} και
• Η εικόνα της ϕ, Imϕ = {n ∈N ∶ ∃m ∈M ∶ ϕ(m) = n}.

Ορισμός XIII.6.13. Έστω M ένα R-module και ∅ ≠ N ⊂M. Το N θα λέγεται R-υποmodule του
M όταν και το N είναι ένα R-module ως προς τους περιορισμούς των πράξεων του M. To N είναι
R-υποmodule ακριβώς τότε όταν

1. Αν n1,n2 ∈N⇒ n1 −n2 ∈N και
2. Αν r ∈ R και n ∈N⇒ rn ∈N.

Παράδειγμα XIII.6.14. Αν θεωρήσουμε τον R ως R-module, τότε τα R-υποmodule του R είναι
ακριβώς τα ιδεώδη αυτού.

Παράδειγμα XIII.6.15. O δακτύλιος Z[i] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, συνεπώς κάθε Z[i]-
υποmodule του είναι ένα ιδεώδες αυτού της μορφής Z[i]α, α ∈ Z[i]. Αλλά τα ιδεώδη του Z[i]
είναι και Z-υποmodules. Όμως υπάρχουν και άλλα Z-υποmodules πέραν των ιδεωδών. Για
παράδειγμα το Z[2i] είναι Z-υποmodule του Z[i] αλλά δεν είναι ιδεώδες του Z[i] αφού i(a+b2i) =
−2b + ia /∈ Z[2i] για a περιττό.
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Έστω τώρα ένα R-module M και ένα R-υποmodule αυτού N. Ως αβελιανές ομάδες ορίζουν
την ομάδα πηλίκου M/N. Η αβελιανή ομάδα M/N γίνεται ένα R-module με πράξη

R ×M/NÐ→M/N
(r,m +N)z→ rm +N

Αυτός είναι ο ορισμός του R-module πηλίκο τουM δια τουN. Ανάλογα αν B ⊂ A ⊂ R ιδεώδη του R,
τα οποία τα θεωρούμε ως R-modules, δηλαδή το A είναι R-module και το B είναι R-υποmodule
του A. Συνεπώς το A/B είναι R-module, το R-module πηλίκο του A δια του B. Αυτό είναι ένα
ιδεώδες του R/B.

Αν ϕ ∶M→N κάποιος R-γραμμικός μετασχηματισμός από R-modules, τότε ο πυρήνας kerϕ
είναι R-υποmodule του M και η εικόνα επίσης. Ισχύει

M

kerϕ
≅ Imϕ.

Ορισμός XIII.6.16. Έστω M1,M2 R-υποmodules του R-module M. Το R-module
M1 +M2 ∶= {m1 +m2 ∶m1 ∈M1,m2 ∈M2}

λέγεται άθροισμα των R-υποmodulesM1 καιM2. Προφανώς και η τομήM1∩M2 δύο R-υποmodules
είναι επίσης R-υποmodule του M.

Πρόταση XIII.6.17. ΈστωM1 καιM2 δύο R-υποmodules του R-moduleM. ΙσχύειM1 ∩M2 = {0}
αν και μόνο αν κάθε στοιχείο z ∈M1 +M2 γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή z =m1 +m2, mi ∈Mi

(άσκηση).

Ορισμός XIII.6.18. To άθροισμα M1 +M2 θα λέγεται ευθύ αν και μόνο αν κάθε στοιχείο z ∈
M1+M2 γράφεται μονοσήμαντα στη μορφή z =m1+m2,mi ∈Mi. Θα το συμβολίζουμε ωςM1⊕M2.
Ορισμός XIII.6.19. To R-υποmodule N του R-module M θα λέγεται ευθύς προσθετέος του M
αν και μόνο αν υπάρχει R-υποmoduleN ′ τουM για το οποίο ισχύειM =N⊕N ′. ToN ′ θα λέγεται
συμπλήρωμα του N.
Παρατήρηση XIII.6.20. Δεν είναι κάθε υποmodule ευθύς προσθετέος, αλλά και αν είναι ευθύς
προσθετέος, το συμπλήρωμα δεν είναι κατ’ ανάγκη μοναδικό.
Παράδειγμα XIII.6.21. 1. Το Z ως Z-module. Έστω m ∈ N. Το ⟨m⟩ = Zm είναι ένα ιδεώδες

του Z, επομένως είναι ένα Z-υποmodule του Z. To mZ δεν είναι ένας ευθύς προσθετέος,
αφού ένα συμπλήρωμά του θα ήταν κατ’ ανάγκη ένα ιδεώδες του Z, δηλαδή ένα Z-module
της μορφής ⟨n⟩ = Zn. Άλλα αν Zm ⊕A = Z, τότε A ≅ Z/mZ πεπερασμένο σύνολο και είναι
αδύνατο να είναι ισόμορφο με το ⟨n⟩ = Zn που είναι άπειρο σύνολο.

2. Έστω o R-διανυσματικός χώρος R2 και L μια ευθεία που περνάει από την αρχή των αξόνων.
Κάθε άλλη ευθεία που περνάει από την αρχή των αξόνων είναι ευθύ συμπλήρωμα της L.

XIII.6.2 Ελεύθερα modules

Έχουμε ήδη ορίσει την έννοια «παράγον σύνολο» ή σύνολο γεννητόρων ενός R-module. Στη
συνέχεια θα ορίσουμε και τη γραμμική ανεξαρτησία.
Ορισμός XIII.6.22. Έστω M ένα R-module. Ένα υποσύνολο B ⊂ M θα λέγεται R-γραμμικά
ανεξάρτητο αν και μόνο αν για κάθε πεπερασμένο υποσύνολο {b1,b2, . . . ,bk} του B η σχέση

k

∑
i=1
ribi = 0⇒ ri = 0 για i = 1, 2, . . . ,k.

Αλλιώς το σύνολο λέγεται γραμμικά εξαρτημένο.
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Ορισμός XIII.6.23. Ένα R-module θα λέγεται ελεύθερο όταν έχει μία βάση B, δηλαδή υπάρχει
ένα γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο B ⊂M το οποίο είναι παράγον σύνολο του M.
Παράδειγμα XIII.6.24. 1. Το R-module Rn είναι ελεύθερο. Μια βάση αυτού είναι το σύνολο

B = {e1,e2, . . . ,en}, ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) όπου η μονάδα είναι στην i-θέση.
2. Το R-module R[x] είναι ελεύθερο. Μια βάση αυτού είναι το σύνολο B = {xn ∶ n ∈ N}.
3. Το ευθύ άθροισμα από ελεύθερα R-modules είναι επίσης ελεύθερο.
4. Το ιδεώδες P = ⟨2, 1 +

√
−5⟩ του Z[

√
−5] μπορεί να θεωρηθεί ως Z[

√
−5]-module και ως Z-

module. To σύνολο {2, 1 +
√
−5} είναι γραμμικά εξαρτημένο ως προς τον Z[

√
−5], αφού

ισχύει
r12 + r2(1 +

√
−5) = 0

με r1 = 1 +
√
−5 και r2 = −2. Ως προς τον Z όμως είναι γραμμικά ανεξάρτητο και μάλιστα

ελεύθερο Z-module, αφού το παραπάνω σύνολο είναι και βάση του P.
Παρατήρηση XIII.6.25. Ενώ η έννοια του ελεύθερου R-module μοιάζει με αυτή του K-διανυσματικού
χώρου, χρειάζεται προσοχή γιατί υπάρχουν και σημαντικές διαφορές.

Από τη γραμμική άλγεβρα τα παρακάτω είναι γνωστά:
1. Κάθε K-διανυσμάτικός χώρος V είναι ένα ελεύθερο K-module.
2. Αν X ⊂ V, K-γραμμικά ανεξάρτητο, τότε αυτό επεκτείνεται σε μία βάση του V.
3. Αν X παράγον σύνολο του V, V = ⟨X⟩, τότε υπάρχει B ⊂ X το οποίο είναι βάση του V.

Οι ιδιότητες αυτές δεν ισχύουν για οποιοδήποτε R-module.
Αντιπαραδείγματα XIII.6.26. 1. Κάθε πεπερασμένη αβελιανή ομάδα δεν είναι ελεύθερο Z-

module. (Άσκηση)
2. Ελεύθερο R-module στο οποίο ένα γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο δεν επεκτείνεται σε

βάση.
Έστω το Z-module M = Z. Αυτό είναι ελεύθερο Z-module με βάση το {1}. Θεωρούμε το
σύνολο {2}. Είναι Z-γραμμικά ανεξάρτητο, αφού αν m2 = 0, τότε το m = 0. Το {2} δεν
παράγει το Z, αφού 2Z ⊊ Z. Αν υποθέσουμε ότι επεκτείνεται σε κάποια βάση, δηλαδή ότι
υπάρχει βάση B τέτοια ώστε 2 ∈ B, τότε το B θα περιέχει ένα τουλάχιστον ακόμη στοιχείο
b ∈ Z με b ≠ 2. Τότε όμως το {2,b} ⊂ B και είναι Z εξαρτημένο, αφού 2b − 2b = 0, άτοπο.

3. Ελεύθερο R-module M για το οποίο υπάρχει X ⊂ M, M = ⟨X⟩ αλλά δεν περιέχει βάση.
Θεωρούμε και πάλι το Z-module M = Z και X = {m,n} m ≠ ±1,n ≠ ±1 και (m,n) = 1
για παράδειγμα X = {2, 3}. Υπάρχουν a,b ∈ Z ώστε 1 = am + bn οπότε για κάθε x ∈ Z,
x = x1 = xam + xbn, συνεπώς

Z =mZ +nZ.
To X δεν είναι Z-γραμμικά ανεξάρτητο αφού mn − nm = 0. Συνεπώς δεν είναι Z-βάση του
M = Z. Είναι φανερό ότιmZ ⊊ Z και nZ ⊊ Z. Επομένως το X δεν περιέχει βάση του Z-module
Z.

Πρόταση XIII.6.27. Έστω M ένα ελεύθερο R-module, R ≠ {0}. Υποθέτουμε ότι το M έχει μια
πεπερασμένη βάση με n-στοιχεία. Τότε οποιαδήποτε άλλη βάση έχει επίσης n-στοιχεία.

Απόδειξη. Αφού R αντιμεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο στοιχείο περιέχει μέγιστα ιδεώδη [20,
Θεωρ. 9.7]. Έστω m ένα από αυτά. Έστω A ένα ιδεώδες του R. Το σύνολο AM είναι το υποmodule
του R-module M που παράγεται από το σύνολο {am∣a ∈ A,m ∈M}. Το module πηλίκο M/AM
γίνεται R/A-module με πράξη

R/A ×M/AMÐ→M/AM
(r +A,m +AM)z→ (r +A)(m +AM) = rm +AM.
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Επομένως το M/mM είνα ένα R/mR-module. To m είναι maximal, άρα το R/m είναι σώμα. Συ-
νεπώς το M/mM είναι ένας R/m-διανυσματικός χώρος.

Αν {α1,α2, . . . ,αn} μια βάση του M, τότε το σύνολο {α1 + mM,α2 + mM, . . . ,αn + mM} είναι
μια βάση του διανυσματικού χώρουM/mM (άσκηση). Όλες οι βάσεις ενός διανυσματικού χώρου
έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, συνεπώς το ίδιο ισχύει και για το M.

Είμαστε πλέον σε θέση να δώσουμε τον ακόλουθο:

Ορισμός XIII.6.28. Έστω M κάποιο ελεύθερο R-module R ≠ {0}. Ο πληθάριθμος μια πεπερα-
σμένης βάσης του λέγεται βαθμός (rank) του M.

Τώρα αν το M είναι ελεύθερο R-module και N ένα R-υποmodule αυτού, είναι και αυτό ελεύ-
θερο; Η απάντηση γενικά είναι όχι.

Παράδειγμα XIII.6.29. Το ιδεώδες A = ⟨x,y⟩ του δακτυλίου K[x,y], όπου K σώμα δεν είναι ως
K[X,Y]-module ελεύθερο (γιατί;).

Χάθηκε λοιπόν μια καταπληκτική ιδιότητα των διανυσματικών χώρων πεπερασμένης διά-
στασης. Μπορούμε να την ξανακερδίσουμε; Ναι, αν περιορίσουμε την κλάση των δακτυλίων
R.

Πρόταση XIII.6.30. Ένα R-module M είναι ελεύθερο R-module αν και μόνο αν M ≅ ⊕t∈I Rt,
όπου Rt = R για κάθε t ∈ I.

Απόδειξη. “⇒” Έστω {ei ∶ i ∈ I} μια βάση του M. H απεικόνιση

M ∋m =∑
i∈I
riei → (ri)i∈I ∈⊕

t∈I
Rt

είναι R-ισομορφισμός. Στο ∑i∈I riei όλα εκτός από πεπερασμένα ri είναι 0.
“⇐” Αν M ≅⊕t∈I Rt, το ⊕t∈I Rt ειναι ελεύθερο R-module συνεπώς και το M.

Πόρισμα XIII.6.31. Κάθε R-module είναι ομομορφική εικόνα ενός ελεύθερου R-module.

Απόδειξη. Αν I ένα σύνολο γεννητόρων του M, για παράδειγμα I =M, τότε η απεικόνιση

⊕
t∈I
Rt Ð→M

(rt)t∈I z→∑ rtt ∈M

είναι επιμορφισμός από R-modules.

XIII.6.3 R-modules με R περιοχή κυρίων ιδεωδών

Στην παράγραφο αυτή θα περιγράψουμε εν συντομία τα αποτελέσματα.

Ορισμός XIII.6.32. Έστω M ένα R-module (εδώ αρκεί ο R να είναι ακεραία περιοχή). Ένα
στοιχείο m ∈M για το οποίο υπάρχει r ∈ R, r ≠ 0 τέτοιο ώστε rm = 0 θα λέγεται στοιχείο στρέψης
του M.

Πρόταση XIII.6.33. ΈστωM ένα R-module, R ακέραια περιοχή. Το σύνολο

T = {m ∈M ∶m στοιχείο στρέψης τουM} αποτελεί ένα R − υποmodule τουM.

Σημείωση XIII.6.34. Η έννοια στρέψης (torsion) προέρχεται από την αλγεβρική τοπολογία.
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Αν T = {0}, τότε το M λέγεται ελεύθερο στρέψης (torsion free). Αν το T = M, τότε το M λέγεται
module στρέψης.

Για παράδειγμα είναι κάθε ελεύθερο R-module ελεύθερο στρέψης και κάθε πεπερασμένη
αβελιανή ομάδα είναι ως Z-module ένα module στρέψης.

Από εδώ και κάτω υποθέτουμε ότι ο R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Θεώρημα XIII.6.35. ΈστωM ένα ελεύθερο R-module βαθμού (rank) n. Κάθε R-υποmodule του
M είναι πεπερασμένα παραγόμενο R-module με το πολύ n-γεννήτορες.

Θεώρημα XIII.6.36. Κάθε υποmodule ενός ελεύθερου R-module M βαθμου n είναι ελεύθερο
R-module βαθμού ≤ n.

Παρατήρηση XIII.6.37. 1. Αν ο R δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε είτε δεν είναι ακέ-
ραια περιοχή είτε έχει μη-κύριο ιδεώδες. Αν δεν είναι ακέραια περιοχή, τότε έχουμε xy = 0
με x ∈ R/{0} και y ∈ R/{0}. Αυτό σημαίνει ότι το ιδεώδες Rx του R δεν είναι ελεύθερο R-
module.
Αν πάλι έχει ένα μη κύριο ιδεώδες, τότε αυτό δεν είναι ελεύθερο R-module.

2. Το θεώρημα ισχύει γενικότερα. Κάθε υποmodule ενός ελεύθερου R-module, όπου R πε-
ριοχή κυρίων ιδεωδών, είναι επίσης ελεύθερο.

3. Ο όρος «ελεύθερο» στο «ελεύθερο στρέψης» και «ελεύθερο» module έχει διαφορετική σημα-
σία. Ένα «ελεύθερο στρέψης» module σημαίνει ότι δεν έχει, μη-μηδενικά στοιχεία στρέψης,
ενώ «ελεύθερο module» σημαίνει ότι έχει μια βάση.

Από το θεώρημα XIII.6.36 προκύπτει το

Πόρισμα XIII.6.38. Κάθε πεπερασμένα παραγόμενο ελεύθερο στρέψης R-module με R περιοχή
κυρίων ιδεωδών είναι ένα ελεύθερο R-module πεπερασμένης τάξης.

Παρατήρηση XIII.6.39. Το πόρισμα είναι λάθος χωρίς την υπόθεση του πεπερασμένα παρα-
γόμενου. Πράγματι το σώμα των ρητών είναι μια αβελιανή ομάδα (Z-module), αλλά όχι πεπε-
ρασμένα παραγόμενο Z-module και δεν έχει βάση, δηλαδή δεν είναι ελεύθερο Z-module.

Πόρισμα XIII.6.40. Αν έχουμε ένα πύργο M3 ⊂ M2 ⊂ M1 από R-modules και M1 ≅ Rn και
M3 ≅ Rn, τότε καιM2 ≅ Rn.

Σημείωση XIII.6.41. Και αυτό δεν ισχύει, αν ο R δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Θεώρημα XIII.6.42. ΑνM πεπερασμένα παραγόμενο R-module, τότε

M =Mt ⊕Mf

όπου τοMt είναι το υποmodule στρέψεως τουM και τοMf είναι ένα ελεύθερο R-module πεπερα-
σμένου βαθμού.

Παρατήρηση XIII.6.43. Αν rankMf = r, τότε M =Mt ⊕ Rr. Ιδιαίτερα αν A πεπερασμένα παρα-
γόμενη αβελιανή ομάδα, τότε

A = At ⊕Zr.

Εννοείται ότι από το θεμελιώδες θεώρημα των πεπερασμένων (προσθετικών) ομάδων η At είναι
ένα ευθύ άθροισμα p-ομάδων.

Τέλος αναφέρουμε το θεώρημα των στοιχειωδών διαιρετών (Elementarteilersatz)
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Θεώρημα XIII.6.44. Έστω F ένα ελεύθερο R-module πεπερασμένου βαθμού n και ένα R-
υποmoduleM του F.

1. Τότε και τοM είναι ένα ελεύθερο R-module βαθμού d ≤ n.

2. Υπάρχουν στοιχεία x1,x2, . . . ,xd ∈M και ϵ1,ϵ2 . . . ,ϵd ∈ R/{0} τέτοια ώστε

(αʹ) Το συνολο {ϵ1x1,ϵ2x2, . . . ,ϵdxd} είναι βάση του R-moduleM.

(βʹ) ϵi ∣ ϵi+1 για 1 ≤ i < d.

Τα στοιχεία ϵ1,ϵ2, . . . ,ϵd είναι modulo συνεταιρικά μονοσήματα καθορισμένα από το M, ανεξάρ-
τητα της επιλογής των x1,x2, . . . ,xd και λέγονται στοιχειώδεις διαιρέτες τουM ⊂ F.

Παρατήρηση XIII.6.45. To Θεώρημα αυτό έχει αποδειχθεί εν μέρει στο κύριο μέρος του βι-
βλίου στη σελίδα 54.

XIII.7 Απόλυτες τιμές σε σώματα αριθμών

Ορισμός XIII.7.1. Μία απόλυτη τιμή ∣∣ ⋅ ∣∣K σε ένα σώμα K είναι μία συνάρτηση

K→ R+,
x↦ ∣∣x∣∣K

έτσι ώστε
1. ∣∣x∣∣K ≥ 0,
2. x = 0⇔ ∣∣x∣∣K = 0,
3. ∣∣x + y∣∣K ≤ ∣∣x∣∣K + ∣∣y∣∣K

Αν επιπλέον ισχύει ∣∣x ⋅ y∣∣K = ∣∣x∣∣K ⋅ ∣∣y∣∣K, τότε η απόλυτη τιμή λέγεται πολλαπλασιαστική.

Ορισμός XIII.7.2. Μία ακολουθία (an)n∈N θα λέγεται ακολουθία Cauchy, αν και μόνο αν

για κάθε ϵ > 0, υπάρχει n0 ∈ N, ώστε n,m ≥ n0 ⇒ ∣∣an − am∣∣K < ϵ.

Ορισμός XIII.7.3. Mία ακολουθία (an)n∈N θα λέγεται συγκλίνουσα στο K, αν υπάρχει ℓ ∈ K
ώστε

για κάθε ϵ > 0, υπάρχει n0 ∈ N, ώστε n ≥ n0 ⇒ ∣∣an − ℓ∣∣K < ϵ.

Όπως και στις ακολουθίες στο σώμα R, εφοδιασμένο με τη συνηθισμένη μετρική, μπορούμε
να αποδείξουμε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι Cauchy.

Το αντίστροφο δεν συμβαίνει πάντα, για παράδειγμα στο σώμα των ρητών αριθμών εφο-
διασμένο με τη συνηθισμένη μετρική, η ακολουθία των δεκαδικών προσεγγίσεων του

√
2 είναι

Cauchy χωρίς να είναι συγκλίνουσα.

Ορισμός XIII.7.4. Ένα σώμα K θα λέγεται πλήρες ως προς μία απόλυτη τιμή, αν και μόνο αν
κάθε ακολουθία Cauchy είναι συγκλίνουσα.

Παράδειγμα XIII.7.5. Το R εφοδιασμένο με τη συνηθισμένη απόλυτη τιμή είναι πλήρες. Το C
εφοδιασμένο με τη συνηθισμένη απόλυτη τιμή είναι πλήρες. Το Q εφοδιασμένο με τη συνηθι-
σμένη μετρική δεν είναι πλήρες.

Μπορούμε να αποδείξουμε ότι για κάθε σώμα K εφοδιασμένο με μία απόλυτη τιμή μπορεί
να οριστεί μια επέκταση του K̃ με μια απολυτή τιμή, η οποία είναι επέκταση της αρχικής, και
το K̃ να είναι πλήρες. Η κατασκευή η οποία έχει αρκετές τεχνικές λεπτομέρειες γίνεται ως εξής:
Θεωρούμε το σύνολο των ακολουθιών Cauchy του K το οποίο το μετατρέπουμε σε δακτύλιο
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με πράξεις τις συνηθισμένες πράξεις πρόσθεσης και πολλ/σμού ακολουθιών. Μπορούμε να
αποδείξουμε ότι οι ακολουθίες που συγκλίνουν στο μηδέν αποτελούν ένα μέγιστο ιδεώδες του
παραπάνω αυτού δακτυλίου, οπότε ορίζουμε ως πλήρωση του K ως προς τη μετρική ∣∣ ⋅ ∣∣ το σώμα

K̃ ∶= ακολουθίες Cauchy με στοιχεία από το K
ακολουθίες που συγκλίνουν στο 0

.

Για όλες τις τεχνικές λεπτομέρειες της κατασκευής αυτής παραπέμπουμε στις διδακτικές ση-
μειώσεις του προπτυχιακού μαθήματος [18].

Το σώμα K μπορούμε να το θεωρήσουμε ως υπόσωμα του K̃ με τη βοήθεια του μονομορφι-
σμού:

K↪ K̃
x↦ (an),an = x, σταθερή ακολουθία

Ορισμός XIII.7.6. Θα λέμε ότι δύο απόλυτες τιμές ∣∣ ⋅ ∣∣1,∣∣ ⋅ ∣∣2 του σώματος K είναι ισοδύναμες
αν και μόνο αν υπάρχουν θετικοί πραγματικοί αριθμοί c1, c2 ώστε για κάθε x ∈ K

c1∣∣x∣∣1 ≤ ∣∣x∣∣2 ≤ c2∣∣x∣∣2.

Είναι σαφές ότι ισοδύναμες μετρικές επάγουν την ίδια τοπολογία στο K.
Άσκηση: Αποδείξτε ότι αν οι μετρικές ∣∣ ⋅ ∣∣1, ∣∣ ⋅ ∣∣2 είναι ισοδύναμες και (an) είναι ακολουθία

στοιχείων του K, τότε an
∣∣⋅∣∣1Ð→ ℓ αν και μόνο αν an

∣∣⋅∣∣2Ð→ ℓ.
Παράδειγμα XIII.7.7. Θεωρούμε το σώμα των ρητών αριθμών Q. Tο σώμα αυτό είναι εφοδια-
σμένο με τη γνωστή απόλυτη τιμή ∣ ⋅ ∣ την οποία θα τη συμβολίζουμε με ∣∣ ⋅ ∣∣∞. Αν πληρώσουμε
το Q με την απόλυτη τιμή ∣∣ ⋅ ∣∣∞, τότε καταλήγουμε στο σώμα των πραγματικών αριθμών.

Μπορούμε όμως να ορίσουμε και άλλες απόλυτες τιμές στο σώμα των ρητών αριθμών τις p-
αδικές, όπου p-πρώτος. Είναι σαφές ότι κάθε ακέραιος αριθμός x μπορεί να γραφεί στη μορφή

x = pvp(x)a, (a,p) = 1

όπου το vp(x) ∈ Z είναι o μη αρνητικός αριθμός που εκφράζει τη δύναμη με την οποία βρίσκεται
ο πρώτος αριθμός p στην ανάλυση του x σε πρώτους παράγοντες.

Ορίζουμε λοιπόν ότι

∣∣x∣∣p = (
1
p
)
vp(x)

,

και έχουμε μία συνάρτηση από το Z→ R.
Τη συνάρτηση αυτή μπορούμε να την επεκτείνουμε σε μία συνάρτηση

∣∣ ⋅ ∣∣p ∶ Q→ R,

ορίζοντας ως
∣∣a
b
∣∣p =

∣∣a∣∣p
∣∣b∣∣p

.

Μπορούμε να δούμε ότι η παραπάνω συνάρτηση ορίζει όντως μια απόλυτη τιμή στο Q (άσκηση).
Είναι σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι αντί της τριγωνικής ανισότητας ισχύει η πιο ισχυρή
ανιστότητα

∣∣x + y∣∣p ≤max{∣∣x∣∣p, ∣∣y∣∣p}.
Μία μετρική που ικανοποιεί την παραπάνω ανισότητα θα λέγεται ultrametric.
Παρατήρηση XIII.7.8. Οι απόλυτες τιμές ∣∣ ⋅ ∣∣∞, ∣∣ ⋅ ∣∣p είναι μη ισοδύναμες, όπως και η ∣∣ ⋅ ∣∣p δεν
είναι ισοδύναμη με την ∣∣ ⋅ ∣∣q για p ≠ q. Πράγματι η ακολουθία pn έχει όριο

lim
n→∞

pn =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

+∞ στην ∣∣ ⋅ ∣∣∞
1 στην ∣∣ ⋅ ∣∣q, p ≠ q
0 στην ∣∣ ⋅ ∣∣p.
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Παρατήρηση XIII.7.9. Βασικό ρόλο στην ανάπτυξη της αριθμητικής αλγεβρικής γεωμετρίας
έπαιξαν οι αναλογίες ανάμεσα στα αλγεβρικά σώματα αριθμών και στα αλγεβρικά σώματα συ-
ναρτήσεων μιάς μεταβλητής. Τα πρώτα ορίζονται ως αλγεβρικές, πεπερασμένες επεκτάσεις του Q,
ενώ τα δεύτερα ως αλγεβρικές, πεπερασμένες επεκτάσεις του σώματος k(x). Το ανάλογο σώμα
του Q στα σώματα συναρτήσεων είναι το σώμα k(x) των ρητών συναρτήσεων. Αν k = C, τότε
το σώμα C(x) αποτελεί το σώμα των μερόμορφων συναρτήσεων της απλούστερης συμπαγούς
επιφάνειας Riemann, της προβολικής ευθείας P1(C). Τα σώματα συναρτήσεων επιπλέον, στην
περίπτωση που το k είναι το σώμα C των μιγαδικών αριθμών, είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία
με τα σώματα μερομόρφων συναρτήσεων από συμπαγείς επιφάνειες Riemann [21]. Η θεώρηση
αυτή μας έδωσε αρκετά γεωμετρικά και αναλυτικά εργαλεία για τη μελέτη τόσο των σωμάτων
συναρτήσεων όσο και των αλγεβρικών σωμάτων αριθμών.

Η αναλογία αυτή είναι αρκετά βαθιά και σχεδόν κάθε θεώρημα που αφορά σώματα συναρ-
τήσεων μπορεί να μεταφερθεί στην περίπτωση των σωμάτων αριθμών και αντιστρόφως. Στην
κατεύθυνση αυτή αξίζει να αναφέρουμε ότι η υπόθεση του Riemann σχετικά με τις ρίζες της
ζ-συνάρτησης του Riemann έχει αποδειχθεί [16] για σώματα συναρτήσεων, όταν K = Fpn, ενώ
μια απόδειξη για σώματα αριθμών δεν είναι ακόμα διαθέσιμη. Είναι χαρακτηριστικό ότι αρκετές
από τις προσπάθειες για την απόδειξη της εικασίας του Riemann για σώματα αριθμών κάνουν
χρήση της αναλογίας αυτής. [6]

Ας θεωρήσουμε ένα πεπερασμένο σημείο στην P1(C) το a ∈ C. Κάθε ρητή συνάρτηση f ∈ C(x)
μπορεί να γραφτεί ως

f(x) = (x − a)va(f)p(x),

όπου va(f) ∈ Z, p(x) ≠ 0, και p(x) είναι ρητή συνάρτηση καλά ορισμένη στο a, δηλαδή το a δεν
αποτελεί πόλο της p. Αν το va(f) ≥ 0, τότε το va(f) ονομάζεται τάξη της ρίζας της f στο a, ενώ αν
το va(f) < 0, τότε το va(f) ονομάζεται τάξη του πόλου της f στο a. Έστω 0 < c < 1. Τότε έχουμε ότι

∣∣ ⋅ ∣∣a,c(f) = cva(f) ∶ C(x)→ R+

είναι μία μετρική στο C(x).

Άσκηση: Αποδείξτε τον παραπάνω ισχυρισμό. Τι θα συμβεί αν θεωρήσουμε το σώμα k(x) των
ρητών συναρτήσεων υπεράνω ενός τυχαίου σώματος;

Άσκηση: Δείξτε ότι για 0 < c1, c2 < 1 οι μετρικές ∣∣ ⋅ ∣∣c1,a, ∣∣ ⋅ ∣∣c2,a είναι ισοδύναμες, ενώ για a ≠ b
οι μετρικές ∣∣ ⋅ ∣∣c,a, ∣∣ ⋅ ∣∣c ′,b δεν είναι ισοδύναμες.

Άσκηση: Έστω μια ρητή συνάρτηση f/g, όπου f(x),g(x) ∈ k(x). Δείξτε ότι για 0 < c < 1 η
συνάρτηση

∣∣ ⋅ ∣∣∞,c ∶ k(x)→ R+,

που ορίζεται ως
∣∣f/g∣∣∞,c = cdeg(f)−deg(g)

είναι μία μετρική. Δείξτε ότι διαφορετικά c οδηγούν σε ισοδύναμες μετρικές. Δείξτε ότι καμία
μετρική ∣∣ ⋅ ∣∣∞,c δεν είναι ισοδύναμη με την ∣∣ ⋅ ∣∣a,c ′.

Άσκηση: Δείξτε ότι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας μετρικών στο k(x) είναι σε ένα προς
ένα αντιστοιχία με τα σημεία του P1(k).

Παρατήρηση XIII.7.10. Ισχύει ότι για x ∈ Q

∣∣x∣∣∞ ⋅∏
p

∣∣x∣∣p = 1.

Ο τύπος αυτός αντιστοιχεί στο γνωστό θεώρημα για συμπαγείς επιφάνειες Riemann: μία μερό-
μορφη συνάρτηση σε συμπαγή επιφάνεια Riemann έχει, μετρημένης της πολλαπλότητας, τόσες
ρίζες όσες και πόλους.
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Παρατήρηση XIII.7.11. Το λεγόμενο θεώρημα του Ostrowski εξασφαλίζει ότι οι ∣∣ ⋅ ∣∣∞, ∣∣ ⋅ ∣∣p είναι
όλες οι δυνατές μή ισοδύναμες απόλυτες τιμές που μπορούμε να έχουμε στο σώμα των ρητών
αριθμών.

Τα σώματα Q και k(x) με τις παραπάνω μετρικές δεν είναι πλήρη. Μπορούμε να σχηματι-
σούμε τις πληρώσεις τους. Η πλήρωση του Q ως προς τη συνηθισμένη μετρική οδηγεί στο σώμα
των πραγματικών αριθμών R, το οποίο δεν είναι αλγεβρικά κλειστό. Η αλγεβρική κλειστότητα
του C είναι το σώμα των μιγαδικών αριθμών, το οποίο είναι αλγεβρικά κλειστό και πλήρες.

Αν θεωρήσουμε την πλήρωση του Q ως προς μία από τις μετρικές ∣∣ ⋅ ∣∣p σχηματίζουμε το
σώμα των p-αδικών αριθμών Qp, το οποίο είναι πλήρες αλλά όχι αλγεβρικά κλειστό. Η αλγεβρική
κλειστότητά του είναι αλγεβρικά κλειστό αλλά όχι πλήρες, σε αντίθεση με πριν. Αν σχηματίσουμε
την πλήρωση της αλγεβρικής κλειστότητας του Qp καταλήγουμε στο σώμα Cp, το οποίο είναι
και αλγεβρικά κλειστό και πλήρες.

Έστω a ∈ k. Αν θεωρήσουμε την πλήρωση του k(x) ως προς το ∣∣ ⋅ ∣∣a σχηματίζουμε τον χώρο
των τυπικών δυναμοσειρών k⟨x⟩, που περιέχει τυπικά αθροίσματα της μορφής ∑∞i=0 ai(x − a)i.

XIII.8 Κλειστές Μπάλες

Θεωρούμε έναν δακτύλιο R, εφοδιασμένο με μία απόλυτη τιμή ∣∣ ⋅ ∣∣, και έστω το σύνολο των
διατεταγμένων n-άδων Rn = {(a1, . . . ,an), ai ∈ R}, εφοδιασμένο με την απόλυτη τιμή

∣∣(a1, . . . ,ai)∣∣ =max
i
∣∣ai∣∣R.

Ορίζουμε την κλειστή μπάλα με κέντρο a και ακτίνα ϵ ∈ R+

BRn(a,ϵ) = {x ∈ Rn ∶ ∣∣x − a∣∣ ≤ ϵ}.

Παρατήρηση XIII.8.1. Μία από τις πολλές ιδιαιτερότητες των ultrametric μετρικών είναι ότι η
κλειστή μπάλα BRn(a,ϵ) είναι τοπολογικά ανοιχτή. Πράγματι, έστω y ∈ Rn που να ανήκει στο
σύνορο της BRn(a,ϵ), δηλαδή ∣∣y − a∣∣ = ϵ. Θα δείξουμε ότι υπάρχει ανοιχτή μπάλα κέντρου y
που να ανήκει εξολοκλήρου στην BRn(a,ϵ).

Θεωρούμε το σύνολο των σημείων b ∈ Rn, ώστε ∣∣y − b∣∣R < ϵ/2. Παρατηρούμε ότι

∣∣b − a∣∣ = ∣∣(y − b) + (a − y)∣∣ ≤max{∣∣y − b∣∣, ∣∣a − y∣∣} =max{ϵ/2,ϵ} = ϵ,

δηλαδή το ζητούμενο!

Ένα από τα πολλά προβλήματα που έχουν οι χώροι Rn είναι ότι απέχουν πολύ από το να
είναι συνεκτικοί.

Ορισμός XIII.8.2. Ένας τοπολογικός χώρος θα λέγεται πλήρως μη-συνεκτικός (totally disconnected)
αν και μόνο αν οι συνεκτικές συνιστώσες του είναι τα σημεία.

Οι χώροι Rn εφοδιασμένοι με την τοπολογία των ultrametric απόλυτων τιμών είναι πλήρως
μη-συνεκτικοί χώροι.

XIII.8.1 Δακτύλιοι Εκτίμησης

Ορισμός XIII.8.3. Θα λέμε ότι μία ακεραία περιοχή R είναι δακτύλιος εκτίμησης του σώματος
K =Quot(R), αν και μόνο αν για κάθε x ∈ K ισχύει x ∈ R ή x−1 ∈ R.
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Άσκηση Αποδείξτε ότι κάθε δακτύλιος εκτίμησης είναι τοπικός, δηλαδή έχει μοναδικό μέγι-
στο ιδεώδες.

Παρατηρούμε ότι σε ένα πλήρες ultametric σώμα η κλειστή μπάλα

R ∶= BK(0, 1) = {x ∈ K ∶ ∣∣x∣∣K ≤ 1}

αποτελεί δακτύλιο εκτίμησης, και ότι το μέγιστο ιδεώδες είναι το

pR ∶= {x ∈ K ∶ ∣∣x∣∣K < 1}.

XIII.8.2 Άπειρες επεκτάσεις Galois

Έστω K σώμα και N/K μια επέκταση του Galois, δηλαδή N/K αλγεβρική, κανονική και δια-
χωρίσιμη. Η ομάδα Galois της N/K

G ∶= Gal(N/K) = {σ ∈ Aut(N) ∶ σ∣K = IdK}.

Έστω {N ∶ K} ο σύνδεσμος των ενδιαμέσων σωμάτων L, K ⊂ L ⊂ N και {G ∶ 1} ο σύνδεσμος των
υποομάδων της G, H ≤ G.

Είναι σε όλους γνωστό ότι αν N/K είναι πεπερασμένη, ισχύει το

Θεώρημα XIII.8.4 (Θεμελιώδες θεώρημα της Θεωρίας του Galois).

1. [N ∶ K] =#Gal(N/K)

2. Οι απεικονίσεις

{N ∶ K} Φ // {G ∶ 1}
Ψ

oo

με

Φ(L) = {σ ∈ Gal(N/K) ∶ σ∣L = IdL} = Gal(N/L)
Ψ(H) = {x ∈N ∶ Hx = x} =NH,

όπου K ⊂ L ⊂N και H ≤ Gal(N/K), είναι ένας αντι-ισομορφισμός συνδέσμων.

3. Αν L ∈ {N ∶ K} και Φ(L) = Gal(N/L), τότε η L/K είναι Galois, αν και μόνο αν Gal(N/L) ⊲
Gal(N/K) = G και σε αυτή την περίπτωση ισχύει

Gal(L/K) ≅ Gal(N/K)
Gal(N/L)

.

Υποθέτουμε τώρα ότι η N/K δεν είναι πεπερασμένη. Οι Φ και Ψ ορίζονται όπως παραπάνω και
αποτελούν και πάλι αντι-μορφισμό συνδέσμων.

Ισχύει, ότι Ψ○Φ = IdN∶K, κάτι το οποίο σημαίνει ότι η Φ είναι 1-1 και η Ψ είναι επί. Όμως στις
άπειρες επεκτάσεις δεν είναι εν γένει αντι-ισομορφισμοί. Είναι δυνατόν διαφορετικές υποομάδες
της Gal(N/K) να έχουν το ίδιο σώμα σταθερών στοιχείων.
Αντιπαράδειγμα:

Έστω K = Fp, p πρώτος αριθμός και έστω ℓ ≠ 2, επίσης πρώτος αριθμός. Θεωρούμε τον πύργο
σωμάτων

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ ⋯

όπου Ki η μοναδική επέκταση του K βαθμού [Ki ∶ K] = ℓi και N = ∪∞i=1Ki. Το N είναι η αλγεβρική
θήκη του σώματος K. Είναι φανερό ότι

Ki = {x ∈N ∶ xp
ℓi

− x = 0}.
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Έστω G = Gal(N/K) και Frobp ο K αυτομορφισμός του Frobenious

Frobp ∶NÐ→N
xz→ xp για κάθε x ∈N.

Θεωρούμε την ομάδα
H = ⟨Frobp⟩ = {Frobn

p ∶ n ∈ Z} < G.

Αποδεικνύεται ότι οι H και G έχουν το ίδιο σώμα σταθερών στοιχείων, δηλαδή ψ(G) = ψ(H),
δηλαδή η ψ δεν είναι 1-1.

Το κενό αυτό κάλυψε ο Krull έναν αιώνα αργότερα (το 1928) από το θεώρημα του Galois
ορίζοντας μια τοπολογία στην ομάδα Gal(N/K).

Ορισμός XIII.8.5. (Τοπολογία του Krull) Έστω K ένα σώμα και K η διαχωρίσιμη θήκη του K,
G = Gal(K/K), των K-αυτομορφισμών του σώματος K και σ ∈ G. Μία βάση ανοιχτών περιοχών του
σ ορίζεται το σύνολο

Bσ = {σGal(K/L) ∶ όπου L διατρέχει τα ενδιάμεσα σώματα K ⊂ L ⊂ K
για τα οποία η L/K είναι πεπερασμένη και Galois. }

Παρατήρηση XIII.8.6. ΑνN/K είναι πεπερασμένη επέκταση Galois, τότε η τοπολογία του Krull
είναι η Διακεκριμένη (discrete) τοπολογία, δηλαδή όλα τα υποσύνολα της Gal(N/K) είναι ανοι-
χτά.

Η ομάδα Galois Gal(K/K) είναι μια τοπολογική ομάδα η οποία είναι Hausdorff, συμπαγής
και πλήρως μη συνεκτική.

Οι ανοιχτές υποομάδες της Gal(K/K) είναι ακριβώς οι υποομάδες Gal(K/L), όπου L/K πεπε-
ρασμένη υποεπέκταση της K/K. Οι κλειστές υποομάδες είναι τομές ανοιχτών υποομάδων.

Θεώρημα XIII.8.7 (του Krull). Έστω K ένα σώμα και K η διαχωρίσιμη θήκη αυτού. Έστω G ∶=
Gal(K/K) και {K ∶ K} ο σύνδεσμος των ενδιάμεσων σωμάτων K ⊂ L ⊂ K και {G ∶ 1} ο σύνδεσμος των
κλειστών υποομάδων της G. Για κάθε L ∈ {N ∶ K} ορίζουμε

Φ(L) = {σ ∈ G ∶ σ∣L = IdL} = Gal(K/K).

Η Φ είναι ένας αντι-ισομορφισμός των συνδέσμων {N ∶ K} και {G ∶ 1}. Επιπρόσθετα, L ∈ {N ∶ K}
είναι επέκταση Galois υπεράνω του K αν και μόνο αν Φ(L) ⊲ G και σε αυτή την περίπτωση

Gal(L/K) ≅ G

Φ(L)
.

Απόδειξη. [17, σελ. 10]

XIII.8.3 Προβολικό (αντίστροφο) όριο

Η έννοια του προβολικού ορίου γενικεύει την έννοια της τομής μιας οικογένειας συνόλων.
Αν (Xi)i∈I είναι μια οικογένεια υποσυνόλων ενός τοπολογικού X η οποία για οποιαδήποτε στοι-
χεία Xi,Xj της οικογένειας περιέχεται σ’ αυτήν και η τομή τους, τότε το προβολικό όριο της
οικογένειας ορίζεται ως

lim
←
i∈I

=⋂
i∈I
Xi.

Ορίζουμε i < j τότε και μόνο τότε, αν Xj ⊂ Xi. Τότε το σύνολο δεικτών I γίνεται κατευθυνόμενο
(directed). Αυτό σημαίνει ότι το I έχει μια σχέση μερικής διάταξης ≤ για την οποία ισχύει επι-
πλέον:
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• Αν i, j οποιαδήποτε στοιχεία του I, υπάρχει k ∈ I τέτοια ώστε i ≤ k και j ≤ k. Ο δείκτης k
αντιστοιχεί στο Xk = Xi ∩Xj. Αν i ≤ j θα συμβολίζουμε τη σχέση του περιέχεσθαι Xj ↪ Xi με
τη συνάρτηση ϕij.

Κατ’ αυτό τον τρόπο λαμβάνουμε ένα σύστημα {Xi,ϕij} συνόλων και απεικονίσεων.

Ορισμός XIII.8.8. Αν I είναι ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο δεικτών το οποίο είναι κατευθυ-
νόμενο. Ένα προβολικό σύστημα υπέρ το I είναι μια οικογένεια

{(Xi,ϕij) ∶ i, j ∈ I, i ≤ j}

τοπολογικών χώρων Xi και συνεχών συναρτήσεων ϕij ∶ Xj → Xi τέτοια ώστε
(i) Αν i = j η ϕii = IdXi

.
(ii) Αν i ≤ j ≤ k, τότε ϕik = ϕij ○ϕjk και το ακόλουθο διάγραμμα

Xk

ϕjk

~~}}
}}
}}
}} ϕik

  A
AA

AA
AA

A

Xj
ϕij

// Xi

είναι αντιμεταθετικό.

Ορισμός XIII.8.9. Το προβολικό όριο ενός προβολικού συστήματος {(Xi,ϕij) ∶ i, j ∈ I, i ≤ j}
ορίζεται ως το υποσύνολο του ευθέως γινομένου ∏i∈IXi:

lim
←
i∈I

Xi = {(xi)i∈I ∈∏
i∈I
Xi ∶ ϕij(xj) = xi για i ≤ j} .

Παρατήρηση XIII.8.10. Αν οι τοπολογικοί χώροι Xi είναι Hausdorff, ως γνωστό και το ευθύ
γινόμενο ∏i∈IXi είναι Hausdorff. Στην περίπτωση αυτή το προβολικό όριο lim

←
i∈I

Xi είναι κλειστός

υπόχωρος του ∏i∈IXi.

Τώρα, αν (Gi,ϕij) είναι ένα προβολικό σύστημα τοπολογικών ομάδων (ομάδων οι οποίες είναι
και τοπολογικοί χώροι στους οποίους η συνάρτηση πολλαπλασιασμού

G ×GÐ→ G
(x,y)Ð→ xy

και η συνάρτηση αντίστροφο στοιχείο

GÐ→ G
xz→ x−1

είναι συνεχείς), τότε και το προβολικό όριο G ∶= lim
←
i∈I

Gi είναι επίσης τοπολογική ομάδα.

Ορισμός XIII.8.11. Μια προπεπερασμένη ομάδα (profinite group) είναι μια τοπολογική ομάδα
η οποία είναι υλοποιήσιμη ως το προβολικό όριο πεπερασμένων τοπολογικών ομάδων.

Θεώρημα XIII.8.12. Αν G προπεπερασμένη ομάδα και το N διατρέχει όλες τις ανοιχτές, κανονι-
κές υποομάδες της G, τότε η

G ≅ lim
←
N

G/N

αλγεβρικά και τοπολογικά, [17].
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Στη συνέχεια θα αναφερθούμε σε μερικά παραδείγματα προπεπερασμένων ομάδων ιδιαίτερα
σημαντικών για τη Θεωρία Αριθμών.

Παράδειγμα XIII.8.13. Έστω K σώμα και K μια διαχωρίσιμη θήκη του K. Η απόλυτη ομάδα
Galois Gal(K/K), η οποία είναι τοπολογική ομάδα ως προς την τοπολογία του Krull, είναι μια
προπεπερασμένη ομάδα.

Όταν το L διατρέχει όλες τις πεπερασμένες κανονικές υποεπεκτάσεις της K/K, τότε οι ομάδες
Gal(K/L) διατρέχουν τις ανοιχτές, κανονικές υποομάδες της ομάδας Gal(K/K), σύμφωνα με τον
ορισμό της τοπολογίας του Krull.

Επομένως,
GK = lim

←
L

Gal(K/L),

όπου K ≤ L ≤ K και L/K πεπερασμένη Galois επέκταση.
Αφού Gal(K/L) ⊲ Gal(K/K), έπεται ότι η επέκταση L/K είναι πεπερασμένη Galois επέκταση

και
Gal(L/K) ≅ Gal(K/K)

Gal(K/L)
.

Σημείωση XIII.8.14. Ιδιαίτερα σημαντική είναι η περίπτωση K = Q και K = Q, η αλγεβρική
θήκη του Q.

Gal(Q/Q) ≅ lim
←
K

Gal(K/Q),

όπου Q ≤ K ≤Q και K/Q πεπερασμένη Galois επέκταση.

Παράδειγμα XIII.8.15. Έστω p ένας πρώτος αριθμός. Για κάθε φυσικό αριθμό n ορίζουμε
Gn ∶= Z/pnZ. Αν n ≥m, τότε pm ∣ pn και συνεπώς μπορούμε να ορίσουμε τις απεικονίσεις

ϕm,n ∶ Z/pnZÐ→ Z/pmZ
a mod pn z→ a mod pm

Η οικογένεια {(Gn,ϕm,n) ∶m ≤ n} αποτελεί ένα προβολικό όριο που ορίζεται

lim
←

n∈N

Z
pnZ

= Zp

όπου Zp είναι ο δακτύλιος των p-αδικών ακεραίων.

Παράδειγμα XIII.8.16. Οι δακτύλιοι Z/nZ, n ∈ N αποτελούν ένα προβολικό σύστημα ως προς
τις προβολές

ϕn,m ∶
Z
mZ
Ð→ Z

nZ
,

με n ∣ m, όπου η διάταξη στο N δίνεται μέσω της διαιρετότητας, δηλαδή n ≤ m ⇔ n ∣ m. Το
αντίστροφο όριο είναι ο λεγόμενος δακτύλιος του Prüfer.

Και αυτός είναι σημαντικός για τη θεωρία αριθμών. Αν n = ∏p∈P p
vp, όπου vp ≥ 0 και για

σχεδόν όλους τους πρώτους vp = 0. Απο το κινέζικο θεώρημα, έπεται ότι ισχύει ο ισομορφισμός
Z
nZ
≅∏

p∈P

Z
pvnZ

.

Επίσης γνωρίζουμε ότι το προβολικό όριο σέβεται το ευθύ γινόμενο. Επομένως,

lim
←

n∈N

Z/nZ ≅ lim
←
vp

⎛
⎝∏p∈P

Z
pvPZ

⎞
⎠
≅∏

p∈P

⎛
⎝

lim
←

vp∈N

Z
pvpZ

⎞
⎠
≅∏

p∈P
Zp,

το ευθύ γινόμενο όλων των δακτυλίων των p-αδικών ακεραίων, για κάθε πρώτο p.
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Παρατήρηση XIII.8.17. Η οικογένεια (Ri,ϕij), i, j ∈ I i ≤ j είναι ένα προβολικό σύστημα δακτυ-
λίων Ri με μοναδιαίο 1i και ϕij ομομορφισμούς δακτυλίων

ϕij ∶ Rj Ð→ Ri,

τέτοιοι ώστε ϕij(1j) = 1i. Τότε το προβολικό όριο

R ∶= lim
←
i∈I

Ri,

είναι επίσης δακτύλιος με μοναδιαίο. Ιδιαίτερα ισχύει

E(R) = lim
←
i∈I

E(Ri).

Παράδειγμα XIII.8.18. Αν Gn = E(Z/nZ), τότε

E(Ẑ) = lim
←

n∈Z

E(Z/nZ)

καθώς και
E(Zp) = lim

←
n∈N

E(Z/pnZ).

Επειδή η ομάδα E(Z/pnZ) είναι αβελιανή τάξης ϕ(pn) = pn−1(p − 1), έπεται ότι

E(Z/pnZ) ≅ Z/(p − 1)Z ×Z/pn−1Z.

Επομένως

Z∗p = lim
←

n∈N

(Z/(p − 1)Z ×Z/pn−1Z)

≅ lim
←

n∈N

Z/(p − 1)Z × lim
←

n∈N

Z/pn−1Z

≅ Z/(p − 1)Z ×Zp.

Παράδειγμα XIII.8.19. Έστω Fq το πεπερασμένο σώμα με q στοιχεία. Γνωρίζουμε ότι για κάθε
n ∈ N η επέκταση Fqn/Fq είναι κυκλική επέκταση Galois βαθμού n και ότι η κυκλική ομάδα
Galois παράγεται από τον αυτομορφισμό του Frobenius

Frobq ∶ Fqn Ð→ Fqn

xz→ xq

Επομένως

Gal(Fqn/Fq) ≅ Z/nZ
Frobq z→ 1 mod nZ

Συνεπώς
Gal(Fq/Fq) ≅ lim

←
n∈N

Gal(Fqn/Fq) ≅ lim
←

n∈N

Z/nZ ≅ Ẑ.

Ο ισομορφισμός
Gal(Fq/Fq) ≅ Ẑ

στέλνει τον αυτομορφισμό του Frobenius Frobq ∈ Gal(Fq/Fq) στο 1 ∈ Ẑ και την υποομάδα

⟨Frobq⟩ = {Frobn
q ∶ n ∈ Z} ≅ Z ≤ Ẑ

στην πυκνή αλλά όχι κλειστή υποομάδα Z της Ẑ. Μπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι υπάρχει
ψ ∈ Gal(Fq/Fq) τέτοιο ώστε ψ /∈ ⟨Frobq⟩ και ότι το θεμελιώδες θεώρημα της θεωρίας του Galois
δεν ισχύει για άπειρες επεκτάσεις, κάτι που το κάλυψε η τοπολογία του Krull, εκατό χρόνια
αργότερα (1928) από το θεώρημα του Galois.



310 ΚΕΦΑΛΑΙΟ XIII. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - ΔΑΚΤΥΛΙΟΙ ΚΑΙ MODULES

Παράδειγμα XIII.8.20. Θεωρούμε την επέκταση Qab/Q, όπου Qab η maximal αβελιανή επέ-
κταση του Q. Γνωρίζουμε από το θεώρημα των Kronecker-Weber ότι

Qab = Q({ζn∣n ∈ N}).

Το σώμα Q({ζn∣n ∈ N}) είναι το σώμα ανάλυσης όλων των διαχωρίσιμων πολυωνύμων

{xn − 1 ∶ n ∈ N}

υπεράνω του Q.
Συνεπώς η Q/Q είναι Galois. Για κάθε σ ∈ Gal(Qab/Q), αν γνωρίζουμε την τιμή σ(ζn) για

κάθε n, τότε ο σ καθορίζεται πλήρως από την Qab. Για σταθερό n ∈ N, γνωρίζουμε ότι

Gal(Q(ζn)/Q) ≅ E(Z/nZ).

Επομένως
Gal(Qab/Q) ≅ lim

←
n∈N

Gal(Q(ζn)/Q) ≅ lim
←

n∈N

E(Z/nZ) ≅ E(Ẑ).
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XIII.9 Ασκήσεις

1. Δείξτε ότι σε μία ακέραια περιόχη
(αʹ) Το x είναι μονάδα αν και μόνο αν x ∣ 1.
(βʹ) Θα λέμε ότι τα x,y είναι συνεταιρικά και θα το συμβολίζουμε με x ≅ y αν υπάρχει

μονάδα u, ώστε x = uy. Δείξτε ότι κάθε δύο μονάδες είναι συνεταιρικές και κάθε στοιχείο
συνεταιρικό με μονάδα είναι και αυτό μονάδα.

(γʹ) Δείξτε ότι x ≅ y αν και μόνο αν x ∣ y και y ∣ x.
(δʹ) Θα λέμε ότι το x είναι ανάγωγο αν x = ab, τότε a ή b είναι μονάδα. Δείξτε ότι κάθε

συνεταιρικό ανάγωγου είναι ανάγωγο.
2. Έστω R μια ακέραια περιοχή και x,y μη μηδενικά στοιχεία του R. Δείξτε ότι

(αʹ) x ∣ y αν και μόνο αν ⟨x⟩ ⊃ ⟨y⟩.
(βʹ) x ≅ y αν και μόνο αν ⟨x⟩ = ⟨y⟩.
(γʹ) x είναι μονάδα αν και μόνο αν ⟨x⟩ = R.
(δʹ) Το x είναι ανάγωγο αν και μόνο αν το x είναι μέγιστο ανάμεσα στα γνήσια κύρια ιδεώδη

του R.
3. Θα λέμε ότι μία ακέραια περιοχή R είναι ένας ευκλείδιος δακτύλιος αν υπάρχει συνάρτηση
ϕ ∶ R/{0}→ N ώστε

• Αν a,b ∈ R/{0} και a ∣ b, τότε ϕ(a) ≤ ϕ(b).
• Αν a,b ∈ R/{0}, τότε υπάρχουν q, r ∈ R με a = bq + r όπου r = 0 ή ϕ(r) < ϕ(b).

Δείξτε ότι σε κάθε ευκλείδειο δακτύλιο κάθε ιδεώδες είναι κύριο. Αναφέρετε τρία διαφορε-
τικά παραδείγματα ευκλείδειων δακτυλίων.

4. Αποδείξτε ότι σε κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών έχουμε μοναδική παραγοντοποίηση σε ανά-
γωγα, δηλαδή κάθε μη μηδενικό στοιχείο γράφεται ως

x = up1⋯pr,

όπου το u είναι μονάδα για κάθε άλλη παραγοντοποίηση του x = wp ′1⋯p ′s σε ανάγωγα ισχύει
r = s και κάθε pi σχετίζεται με ένα p ′

σ(i) για κατάλληλη μετάθεση σ.
5. Θέτουμε ω = e2πi/3 = −1

2 + i
√

32. Ορίζουμε την N ∶ Z[ω] → Z με N(a + bω) = a2 − ab + b2.
Δείξτε ότι αν a+bω γράφεται στη μορφή u+vi με u,v ∈ R, τότε N(a+bω) = u2+v2. Δείξτε ότι
για όλα τα z1, z2 ∈ Z[ω], N(z1z2) =N(z1)N(z2). Δείξτε αν z1 ∣ z2, τότε N(z1) ∣N(z2). Δείξτε ότι
z ∈ Z[ω] είναι μονάδα αν και μόνο αν N(z) = 1 και να βρεθούν όλες οι μονάδες του Z[ω].
Δείξτε ότι το 1−ω είναι ανάγωγο στο Z[ω] και ότι 3 = u(1−ω)2 για κάποια μονάδα u. Δείξτε
ότι το Z[ω] είναι περιοχή μονοσήμαντης ανάλυσης.
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Κατάλογος Συμβόλων

(Z/nZ)∗ Αντιστρέψιμα στοιχεία του δακτυλίου Z/nZ, σελ. 113
[x1 ∶ y1 ∶ z1] Ομογενείς συντεταγμένες σημείου, σελ. 255
Fℓ H αλγεβρική θήκη του πεπερασμένου σώματος Fℓ, σελ. 277
Ens Το σύνολο των μή-ιδιαζόντων σημείων ελλειπτικής καμπύλης, σελ. 267
χπ(α) Διτετραγωνικός χαρακτήρας, σελ. 144
χα,L/K(x) Χαρακτηριστικό πολυώνυμο ακέραιου αλγεβρικού α, σελ. 47
δij Σύμβολο του Kronecker, σελ. 205
Γ1(N) Congruenge ομάδα, σελ. 278
(α
π
)3 Kυβικό σύμβολο αντιστροφής, σελ. 146

(DK

p
) Σύμβολο Kronecker, σελ. 139

(L/K
P
) Σύμβολο του Artin, σελ. 150

[L/K
P
] Σύμβολο του Frobenius, σελ. 149

A2
K Αφινικό επίπεδο, σελ. 251

A2
K(L) L-ρητά σημεία του επιπέδου, σελ. 251

P2
K(L) L-ρητά σημεία του προβολικού επιπέδου, σελ. 255

P2
K Προβολικό επίπεδο υπεράνω του σώματος K, σελ. 255
DL/K Σχετική διακρίνουσα επέκτασης, σελ. 196
Aut(E[ℓn]) Αυτομορφισμοί της ομάδας των ℓn-σημείων στρέψης, σελ. 272
DiffK/Q Διαφορίζουσα του σώματος K, σελ. 208
DiffL/K Σχετική διαφορίζουσα της επέκτασης L/K, σελ. 210
Frobp Frobenius oμομορφισμός, σελ. 268
Gal(Q/Q) Απόλυτη ομάδα Galois, σελ. 268
Gal(Q/Q) Ομάδα Galois της επέκτασης που παράγεται από τα ℓn-σημεία στρέψης, σελ. 272
Gal(L/K) Ομάδα Galois της επέκτασης L/K, σελ. 125
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Ind(α) Δείκτης του στοιχείου α, σελ. 69
Spl(L/K) Το σύνολο των πρώτων ιδεωδών που αναλύονται πλήρως, σελ. 158
Φn Το n-στό κυκλοτομικό πολυώνυμο, σελ. 113
Q(ζn) Το n-οστό κυκλοτομικό σώμα, σελ. ii
Qab Maximal αβελιανή επέκταση του Q, σελ. 312
Qp Σώμα των p-αδικών αριθμών, σελ. 264
ρχ Αναπαράσταση του χαρακτήρα χ, σελ. 269
Zp Δακτύλιος των p-αδικών αριθμών, σελ. 264
Z∗p Μονάδες των p-αδικών ακέραιων, σελ. 311

ζp Η p-ρίζα της μονάδας, ζp = e
2πi
p , σελ. 8

C(F) Προβολική καμπύλη που ορίζεται από το ομογενές πολυώνυμο F, σελ. 256
C(L) L-ρητά σημεία της καμπύλης C, σελ. 252
DK Διακρίνουσα σώματος K, σελ. 19
E(Q) Ρητά σημεία ελλειπτικής καμπύλης E, σελ. 262
E(Q)tor Ομάδα στρέψης της E(Q), σελ. 262
e(Q/P) Δείκτης διακλάδωσης του Q υπεράνω του P, σελ. 96
E(RK) Ομάδα μονάδων του δακτυλίου RK, σελ. 20
E[ℓn] ℓn-σημεία στρέψης της E, σελ. 272

E
(p)
a,b,c Ελλειπτική καμπύλη του Frey, για τον πρώτο p, σελ. 275
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Είναι έγγαμος, πατέρας δύο παιδιών.

Αλγεβρική Θεωρία Αριθμών: Το βιβλίο αφορά τη μελέτη της αλγεβρικής θεωρίας αριθμών,  
η οποία αποτελεί έναν δυναμικό κλάδο των μαθηματικών, με πολλές διασυνδέσεις με σχεδόν 
όλα τα μαθηματικά, τη φυσική αλλά και τη σύγχρονη κρυπτογραφία. Η αλγεβρική θεωρία  
αριθμών ξεκίνησε από τη μελέτη των λύσεων διοφαντικών εξισώσεων, και ιδιαίτερα της εξίσωσης 
του Fermat. Ήταν δε, μαζί με την Αλγεβρική Γεωμετρία αλλά και τη θεωρία αναλλοίωτων, ένα 
από τα κίνητρα της ανάπτυξης της αντιμεταθετικής άλγεβρας, και γενικότερα της Άλγεβρας 
όπως τη γνωρίζουμε σήμερα. Είναι μια απαραίτητη γνώση για κάθε μαθηματικό, και ιδιαίτερα 
για τους μαθηματικούς που ενδιαφέρονται για τον κλάδο της Άλγεβρας. 
Οι συγγραφείς έχουν διδάξει το μάθημα τόσο σε προπτυχιακό όσο και σε μεταπτυχιακό επίπεδο 
πολλές φορές τα τελευταία 30 έτη, σε διαφορετικά πανεπιστήμια (Κρήτης, Αιγαίου, Αθηνών). 
Από την πολυετή αυτή διδασκαλία είχαν προκύψει διδακτικές σημειώσεις, οι οποίες εξελίχθη­
καν από την πρώτη τους έκδοση το 1984 σε ένα στοιχειοθετημένο κείμενο σε LaTeX με πολλές 
προσθήκες και βελτιώσεις. Το αντικείμενο του βιβλίου άλλωστε αφορά κομμάτι της έρευνας των 
συγγραφέων και των μαθητών τους.
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