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1.� Εισαγωγή�
�
Σε�αυτή� τη�σειρά�διαλέξεων�θα�µελετήσουµε� τη�µέθοδο�των�βάσεων�Gröbner�µε�
σκοπό�να�λύσουµε�προβλήµατα�σχετικά�µε�πολυωνυµικά�ιδεώδη�µε�αλγοριθµικό�ή�
υπολογιστικό�τρόπο.�Θα�επικεντρώσουµε�το�ενδιαφέρον�µας�σε�τέσσερα�προβλήµατα�
αυτού�του�είδους.�
�
Προβλήµατα�
�
a.� Το�πρόβληµα�της�περιγραφής�ενός�ιδεώδους.�Είναι�κάθε�ιδεώδες�Ι�του�Κ[X]�=�

K[X1,� X2,� …,� Xn]� πεπερασµένα� παραγόµενο;� Με� άλλα� λόγια� υπάρχουν�
πολυώνυµα�
f1,�f2,�…,�fs�του�Κ[Χ]�τέτοια�ώστε�Ι�=�<f1,�f2,�…,�fs>;�

b.� Το�πρόβληµα�των�στοιχείων�ενός�ιδεώδους.�Έστω�ένα�πολυώνυµο�f�του�Κ[X]�=�
K[X1,�X2,�…,�Xn]�και�ένα� ιδεώδες�Ι�=�<f1,�f2,�…,�fs>.�Να�εξεταστεί�αν�f�∈�I.�
Γεωµετρικά,� αυτό� το� πρόβληµα� είναι� ανάλογο� το� να� προσδιορίσουµε� αν� η�
πολλαπλότητα�V(f1,�f2,�…,�fs)�βρίσκεται�στην�πολλαπλότητα�V(f).�

c.� Το�πρόβληµα�της�λύσης�πολυωνυµικών�εξισώσεων.�Να�βρεθούν�οι�λύσεις�του�
συστήµατος�των�πολυωνυµικών�εξισώσεων�

�
f1(x1,�…,�xn)�=�…�=�fs(x1,�…,�xn)�=�0.�

�
d.� Το� πρόβληµα� του� προσδιορισµού� µιας� πολλαπλότητας.� Έστω� V� ένα�
υποσύνολο�του��Kn�το�οποίο�δίνεται�παραµετρικά�από�

�
x1�=�g1(t1,�…,�tm)�

M �
xn�=�gn(t1,�…,�tm)�

�
Αν�τα�g1,�…,�gn�είναι�πολυώνυµα�(ή�ρητές�συναρτήσεις)�των�µεταβλητών�t1,�…,�tm,�
τότε� V� θα� είναι� µια� αφινική� πολλαπλότητα� ή� θα� είναι� µέρος� µιας� αφινικής�
πολλαπλότητας..�Να�βρεθεί�ένα�σύστηµα�πολυωνυµικών�εξισώσεων�των�x1,�…,�xn�
που�να�καθορίζει�αυτή�την�πολλαπλότητα.�
�
�
Για� να� ξεκινήσουµε� την� µελέτη� των� βάσεων� Gröbner,� ας� δούµε� κάποιες� ειδικές�
περιπτώσεις� των� παραπάνω� προβληµάτων� και� πως� αντιµετωπίζονται� από�
αλγοριθµικές�τεχνικές.�
�
Παράδειγµα� 1� Έστω� Ι� =� <g>� ιδεώδες� του� K[X].� Για� να� εξετάσουµε� αν� ένα�
πολυώνυµο�f�∈�Κ[Χ],�διαιρούµε�το�f�µε�το�g�και�έχουµε:�
�



f�=�q�g�+�r�
�
για�κάποια�πολυώνυµα�q,� r�∈�Κ[Χ]�όπου� r�=�0�είτε�deg(r)�<�deg�(g).�Το� f�είναι�
στοιχείο�του�Ι�αν�και�µόνο�αν�r�=0.�Αυτός�είναι�ο�αλγοριθµικός�τρόπος�λύσης�του�
προβλήµατος�των�στοιχείων�ενός�ιδεώδους�για�n�=�1.�
�
Παράδειγµα�1�Έστω�το�γραµµικό�σύστηµα�
�

2x1�+�3x2�–�x3�=�0�
� � � � � ��x1�+���x2�–�1���=�0�
� � � � � ��x1�+���x3�–�3���=�0�
�
του� οποίο� αναζητάµε� το� σύνολο� των� λύσεων.� Χρησιµοποιούµε� την� µέθοδο� της�
απαλοιφής�του�Gauss.�Παίρνουµε�τον�αντίστοιχο�πίνακα�και�τον�µετατρέπουµε�σε�
ανοιγµένο�κλιµακωτό.�
�
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�
Η�µορφή�του�πίνακα�µας�δείχνει�ότι�το�x3�είναι�ελεύθερη�µεταβλητή�και�θέτουµε�
x3�=�t.�Τότε�έχουµε�
�

x1�=�–�t��+�3,�
x2�=�t�–�2,�
x3�=�t.�

�
Το�σύστηµα�των�εξισώσεων�παριστάνει�µια�αφινική�πολλαπλότητα.�
Η� παραπάνω� διαδικασία� µας� δείχνει� και� τον� γενικό� τρόπο� στην� περίπτωση� της�
επίλυσης�γραµµικού�συστήµατος.�
�
�
2.� Ταξινόµηση�µονωνύµων�στο�Κ[Χ1,�…,�Χn]�
�
Αν�εξετάσουµε�λεπτοµερώς�τον�αλγόριθµο�διαίρεσης�στο�Κ[Χ]�και�την�απαλοιφή�του�
Gauss�για�συστήµατα�γραµµικών�εξισώσεων,�βλέπουµε�ότι�χρειάζεται�να�ορίσουµε�
ένα�είδος�ταξινόµησης�των�µονωνυµικών�όρων�ενός�πολυωνύµου.�Για�παράδειγµα�
για�να�εκτελέσουµε�τη�διαίρεση�δυο�πολυωνύµων�στο�Κ[Χ]�πρέπει�να�γράψουµε�τους�
µονωνυµικούς�όρους�τους�σε�φθίνουσα�σειρά�µε�βάση�τη�δύναµη�του�Χ�που�περιέχει�
κάθε�όρος.�Αντίστοιχα�για�την�απαλοιφή�του�Gauss�πρέπει�να�τοποθετήσουµε�τους�
συντελεστές�των�αγνώστων�σε�ένα�πίνακα�εποµένως�χρειάζεται�να�γνωρίζουµε�ποιον�
όρο�θα�βάλουµε�πρώτο,�ποιόν�δεύτερο,�κλπ.�
�
Παρατηρούµε,� ότι� µπορούµε� να� αντιστοιχίσουµε� κάθε� µονώνυµο� του� Κ[Χ]� =�
Κ[Χ1,�…,�Χn]�µε�µοναδικό�τρόπο�σε�µια�διατεταγµένη�n-άδα�του�Ζ n

0≥ �ως�εξής:�
�

Χα�=�Χ 1
1
α �Χ 2

2
α …�Χ n

n
α �↔ �α�=�(α1,�α2,�…,�αn)�

�



Ορισµός�1�Μια�µονωνυµική�ταξινόµηση�του�Κ[Χ1,�…,�Χn]�είναι�µια�σχέση�>�στο�
Ζ n

0≥ ,�ή�ισοδύναµα�στο�σύνολο�των�µονωνύµων�Χα,�α�∈�Ζ n
0≥ �η�οποία�ικανοποιεί�τα�

εξής:�
(i)� Η�>�είναι�ολική�(ή�γραµµική)�ταξινόµηση�του�Ζ n

0≥ .�∆ηλαδή�αν�α,�β�∈�Ζ n
0≥ �

ισχύει�ακριβώς�ένα�από�τα�εξής�α�>�β�ή�β�>�α�ή�α�=β.�
(ii)� Αν�α�,�β,�γ�∈�Ζ n

0≥ �µε�α�>�β��τότε�α�+�γ�>�β�+�γ�
(iii)� Η�>�είναι�καλή�ταξινόµηση�δηλαδή�κάθε�µη-κενό�υποσύνολο�του�Ζ n

0≥ �έχει�
ελάχιστο�στοιχείο�ως�προς�την�>.�

�
Αναφέρουµε�το�παρακάτω�
�
Λήµµα� 2�Μια� σχέση� ταξινόµησης� >� είναι� καλή� αν� και� µόνο� αν� κάθε� γνησίως�
φθίνουσα�ακολουθία�του�Ζ n

0≥ �

�
α(1)�>�α(2)�>�α(3)�>�…�

�
τελικά�τερµατίζει.�
�
Στη�συνέχεια�θα�δώσουµε�κάποιους�ορισµούς�µονωνυµικών�ταξινοµήσεων�
�
Ορισµός�3�(Λεξικογραφική�ταξινόµηση)�Έστω�α�=�(α1,�…,�αn)�και�β�=�(β1,�…,�βn)�
στοιχεία�του�Ζ n

0≥ .�Θα�λέµε�ότι�α�>lex�β�αν�στο�διάνυσµα�α�–�β�∈�Ζn,�το�πρώτο�από�τα�
αριστερά�µη-µηδενικό�στοιχείο�είναι�θετικό.�Θα�γράφουµε�Xα�>lex�X

β�αν�α�>lex�β.�
�
Παραδείγµατα�
�
a.� (1,�2,�0)�>lex�(0,�3,�4)�αφού�(1,�2,�0)�–�(0,�3,�4)�=�(1,�–1,�–4).�
b.� (3,�2,�4)�>lex�(3,�2,�1)�αφού�(3,�2,�4)�–�(3,�2,�1)�=�(0,�0,�3).�
c.� Οι�µεταβλητές�X1,�X2,�…,�Xn�ταξινοµούνται�φυσιολογικά�µε�την�λεξικογραφική�
ταξινόµηση�

�
(1,�0,�…,�0)�>lex�(0,�1,�0,�…,�0)�>lex�…�>lex�(0,��…,�0,�1)�

�
εποµένως�X1�>lex�X2�>lex�…�>lex�Xn.�
�
Ορισµός� 4� (Βαθµωτή�Λεξικογραφική� ταξινόµηση)�Έστω� α� =� (α1,� …,� αn)� και�
β�=�(β1,�…,�βn)�στοιχεία�του�Ζ n

0≥ .�Θα�λέµε�ότι�α�>grlex�β�αν�|α|�>�|β|�είτε�|α|�=�|β|�και�

α�>lex�β.�Όπου�|α|�=�∑
=

n

1i
iα �και�|β|�=�∑

=

n

1i
iβ �

�
�
Παραδείγµατα�
�
a.� (1,�2,�3)�>lex�(3,�2,�0)�αφού�|(1,�2,�3)|�=�6�>�|(3,�2,�0)|�=�5.�
b.� (1,�2,�4)�>lex�(1,�1,�5)�αφού�|(1,�2,�4)|�=�7�=�|(1,�1,�5)|�και��(1,�2,�4)�>lex�(1,�1,�5).�
c.� �Οι� µεταβλητές� X1,� X2,� …,� Xn� ταξινοµούνται� µε� βάση� την� λεξικογραφική�
ταξινόµηση.�



�
Ορισµός� 6� (Βαθµωτή�Αντίστροφη�Λεξικογραφική� ταξινόµηση)�Έστω�α� και� β��
στοιχεία�του�Ζ n

0≥ .�Θα�λέµε�ότι�α�>grevlex�β�αν�|α|�>�|β|�είτε�|α|�=�|β|�και�στο�διάνυσµα�α�
–�β�∈�Ζn,�το�πρώτο�από�τα�δεξιά�µη-µηδενικό�στοιχείο�είναι�αρνητικό.�
��
Παραδείγµατα�
�
a.� (4,�7,�1)�>lex�(4,�2,�3)�αφού�|(4,�7,�1)|�>�|(4,�2,�3)|�=�9.�
b.� (1,�5,�2)�>lex�(4,�1,�3)�αφού�|(1,�5,�2)|�=�8�=�|(4,�1,�3)|�και��(1,�5,�2)�–�(4,�1,�3)�

=�(–3,�4,�–1).�
c.� Οι� µεταβλητές� X1,� X2,� …,� Xn� ταξινοµούνται� φυσιολογικά� όπως� και� στην�
λεξικογραφική�ταξινόµηση.��

�
Ας�πάρουµε�το�πολυώνυµο�f�=�4XY2Z�+�4Z2�–�5X3�+�7X2Z2�∈�K[X,�Y,�Z].�Θα�το�
ταξινοµήσουµε�µε�τους�τρεις�τρόπους�ταξινόµησης�που�αναφέραµε�παραπάνω.�Θα�
θεωρήσουµε�Χ�>�Υ�>Ζ.�
�
a.� Με�την�λεξικογραφική�ταξινόµηση�
�

f�=�–�5X3�+�7X2Z2�+�4XY2Z�+�4Z2�
�
b.� Με�την�βαθµωτή�λεξικογραφική�ταξινόµηση�
�

f�=�7X2Z2�+�4XY2Z�–�5X3�+�4Z2�
�
c.� Με�την�βαθµωτή�αντίστροφη�λεξικογραφική�ταξινόµηση�
�

f�=�4XY2Z�+�7X2Z2�–�5X3�+�4Z2�
�
�
Στη�συνέχεια�θα�χρησιµοποιήσουµε�την�παρακάτω�ορολογία�
�
Ορισµοί�7�Έστω�f�=�∑α

α
αλ x �ένα�µη-µηδενικό�πολυώνυµο�του�K[X1,�…,�Xn]�και�

έστω�>�µια�µονωνυµική�ταξινόµηση.�
�
(i)� Ο�πολυβαθµός�(multideg)�του�f�είναι�
�

multideg(f)�=�max{α∈�Ζ n
0≥ �:�λα�≠ 0}�

�
(ii)� Η�οδηγός�συντεταγµένη�(leading�coefficient)�του�f�είναι�
�

LC(f)�=�λmultideg(f)�∈�Κ�
�
(iii)� Το�οδηγό�µονώνυµο�(leading�monomial)�του�f�είναι�
�

LM(f)�=�X�multideg(f)�
�
(iv)� Ο�οδηγός�όρος�(leading�term)�του�f�είναι�
�



LT(f)�=�LC(f)LM(f)�
�
Για�παράδειγµα,�αν�f�=�4XY2Z�+�4Z2�–�5X3�+�7X2Z2�∈�K[X,�Y,�Z]�όπως�και�πριν�και�
µε�>�συµβολίσουµε�την�λεξικογραφική�ταξινόµηση�τότε��
�

multideg(f)�=�(3,�0,�0)�
LC(f)�=�–5�
LM(f)�=�X3�

LT(f)�=�–5�X3�
�
Ο�πολυβαθµός�του�f�έχει�τις�ακόλουθες�χρήσιµες�ιδιότητες�
�
Λήµµα�8�Έστω�f,�g�∈�K[X1,�…,�Xn]�δυο�µη-µηδενικά�πολυώνυµα.�Τότε:�
�
(i)� multideg(fg)�=�multideg(f)�+�multideg(g).�
(ii)� Αν� f� +� g� ≠ � 0� τότε� multideg(f� +� g)� ≤ � max{multideg(f),� multideg(f)}.�

Αν,�επιπλέον,�ισχύει�multideg(f)� ≠ �multideg(g)�τότε�στην�παραπάνω�σχέση�
ισχύει�η�ταυτότητα.�

�
�
3.�Ένας�αλγόριθµος�διαίρεσης�στο�Κ[Χ1,�…,�Χn]�
�
Στην�παράγραφο�1�είδαµε�πως�ο�αλγόριθµος�διαίρεσης�µπορεί�να�χρησιµοποιηθεί�για�
να�λυθεί�το�πρόβληµα�των�στοιχείων�ενός�ιδεώδους�για�πολυώνυµα�µιας�µεταβλητής.�
Για�να�µελετήσουµε�το�πρόβληµα�για�περισσότερες�µεταβλητές�θα�διαµορφώσουµε�
έναν�αλγόριθµο�διαίρεσης�για�πολυώνυµα�στο�Κ[Χ1,�…,�Χn]�ο�οποίος�γενικεύει�τον�
αλγόριθµο�διαίρεσης�στο�Κ[Χ].�Στη�γενική�περίπτωση,�ο�στόχος�είναι�να�διαιρέσουµε�
το�πολυώνυµο�f�∈�Κ[Χ1,�…,�Χn]�µε�κάποια�πολυώνυµα�f1,�…,�fs�∈�Κ[Χ1,�…,�Χn].�
Θέλουµε�δηλαδή�να�γράψουµε�το�f�στη�µορφή�
�

f�=�α1f2�+�…�+�αsfs�+�r,�
�
όπου�τα�«πηλίκα»�α1,�…,�αs�και�το�υπόλοιπο�r�είναι�στοιχεία�του�Κ[Χ1,�…,�Χn].�
�
Θα�δούµε�πως�δουλεύει�ο�αλγόριθµος�µέσα�από�κάποια�παραδείγµατα.�
�
Παράδειγµα�1�Αρχικά�θα�διαιρέσουµε�το�f�=�XY2�+�1�µε�τα�πολυώνυµα�f1�=�XY�+�1�
και�f2�=�Y�+1,�χρησιµοποιώντας�την�λεξικογραφική�ταξινόµηση�µε�Χ�>�Υ.�Για�να�
γνωρίζουµε�το�πηλίκο�για�κάθε�διαιρέτη�κατασκευάζουµε�µια�κάθετη�στήλη�µε�τα�
πηλίκα�αi�ως�εξής:�
�

α1:�Υ�
α2:�–1�

�
ΧΥ2�+�1� ΧΥ�+�1�

Υ�+�1�
–�ΧΥ2�–�Υ� �
�����������–�Υ�+�1��
�����������–�Υ�–�1�

�

���������������������2� �



Αρχικά�κάνουµε� τη�διαίρεση� του�ΧΥ2�+�1�µε�το�ΧΥ�+�1.�Μετά�ελέγχουµε�αν�ο�
LT(ΧΥ�+�1)�διαιρεί�τον�οδηγό�όρο�του�υπολοίπου.�Παρατηρούµε�ότι�δεν�τον�διαιρεί�
άρα�συνεχίζουµε�ελέγχοντας�το�ίδιο�µε�τον�LT(Y�+�1).�Τα�LT(ΧΥ�+�1)�και�LT(Υ�+�1)�
δεν�διαιρούν�το�2�άρα�το�υπόλοιπο�είναι�2�και�έχουµε�τελειώσει�έχοντας�γράψει�το�f�=�
XY2�+�1�στη�µορφή�
�

XY2�+�1�=�Υ(ΧΥ�+�1)�+�(–1)�(Υ�+�1)�+�2.�
�
Παράδειγµα� 2� Σε� αυτό� το� παράδειγµα� ας� θεωρούµε� τα� πολυώνυµα�
f�=�X2Y�+�XY2�+�Y2,�f1�=�XY�–�1�και�f2�=�Y2��–�1.�∆ιαιρούµε�το�f�µε�τα�f1�και�f2�όπως�
δείξαµε� στο� παράδειγµα� 1� και� παρατηρούµε� ότι� κατά� τη� διαίρεση� προκύπτει� το�
υπόλοιπο�Χ�+�Υ2�+�Υ�του�οποίου�ο�οδηγός�όρος�είναι�LT(Χ�+�Υ2�+�Υ)�=�X�και�ο�
οποίος�δεν�διαιρείται�από�τους�LT(f1)�=�XY�και�LT(f2)�=�X.�Ωστόσο�το�Χ�+�Υ2�+�Υ�
δεν� είναι� το� υπόλοιπο� της� διαίρεσης� αφού� ο� LT(f2)� διαιρεί� το� Υ2.� Για� να�
αντιµετωπίσουµε�το�πρόβληµα�δηµιουργούµε�µια�ακόµα�στήλη�r�όπου�θα�βάζουµε�
τους�όρους�που�προκύπτουν�κατά�τη�διαίρεση,�δεν�διαιρούνται�από�τα�LT(f1)�και�
LT(f2)�και�ανήκουν�στο�υπόλοιπο.�Όπου�γίνεται�µεταφορά�όρου�στο�υπόλοιπο�στην�
αποκάτω� γραµµή� ξαναγράφουµε� τους� όρους� που� αποµένουν.� Για� να� γίνει� πιο�
κατανοητή�η�µέθοδος�να�πως�γίνεται�η�διαίρεση�µε�αυτόν�τον�τρόπο:�
�

α1:�Χ�+�Υ�
α2:�–1�

�
X2Y�+�XY2�+�Y2� XY�–�1�

Υ2�+�1�
�

–�Χ2Υ�–�Χ� � r�
XY2�+�Χ�+�Υ2��
–�XY2�+�Υ��

� �

Χ�+�Υ2�+�Υ�
�������Υ2�+�Υ�
����–�Υ2�+�1�

→ � Χ�

����������������Υ�+�1�
�����������������������1�
�����������������������0�

→ �
→ �

Χ�+�Υ�
Χ�+�Υ�+�1�

�
Εποµένως,�το�υπόλοιπο�είναι�Χ�+�Υ�+�1�και�έχουµε�γράψει�το�f�στη�µορφή:�
�

X2Y�+�XY2�+�Y2�=�(Χ�+�Υ)(XY�–�1)�+�1�(Υ2�+�1)�+�Χ�+�Υ�+�1.�
�
Παρατηρήστε�ότι�το�υπόλοιπο�είναι�άθροισµα�µονωνύµων�τα�οποία�δεν�διαιρούνται�
από�τα�LT(f1)�και�LT(f2).�
�
Το� παραπάνω� παράδειγµα� µας� βοηθάει� να� διατυπώσουµε� το� ακόλουθο� γενικό�
θεώρηµα�για�τον�αλγόριθµο�διαίρεσης.�
�
Θεώρηµα� 3� (Αλγόριθµος� ∆ιαίρεσης� στο� Κ[Χ1,� …,� Χn]).� Σταθεροποιούµε� µια�
µονωµυνική� ταξινόµηση� >� στο� Ζ n

0≥ .� Έστω� F� =� (f1,� …,� fs)� διατεταγµένη� s-άδα�
πολυωνύµων� του�Κ[Χ1,�…,�Χn].�Κάθε�πολυώνυµο� f�∈�Κ[Χ1,�…,�Χn]�µπορεί�να�
γραφτεί�στη�µορφή:�
�



f�=�α1f2�+�…�+�αsfs�+�r,�
�
όπου�τα�«πηλίκα»�α1,�…,�αs�και�το�υπόλοιπο�r�είναι�στοιχεία�του�Κ[Χ1,�…,�Χn]�και�
r�=�0�ή� r�είναι�Κ-γραµµικός�συνδυασµός�µονωνύµων,�όπου�κανένα�από�αυτά�δεν�
διαιρείται�από�LT(f1),�…,�LT(fs).�Επίσης,�αν�αifi�≠ �0�τότε�ισχύει�
�

multideg(f)�≥ �multideg(αifi).�
�
Η�απόδειξη�παραλείπεται.�
�
�
4.�Μονωνυµικά�ιδεώδη�και�το�λήµµα�του�Dickson�
�
Σε�αυτή�την�ενότητα�θα�µελετήσουµε�το�πρόβληµα�της�περιγραφής�ενός�ιδεώδους�για�
µονωνυµικά�ιδεώδη.�Θα�ξεκινήσουµε�ορίζοντάς�τα�στο�Κ[Χ1,�…,�Χn].�
�
Ορισµός�1�Ένα� ιδεώδες� Ι�του�Κ[Χ1,�…,�Χn]�θα�λέγεται�µονωνυµικό�αν�υπάρχει�
υποσύνολο�Α�του�Ζ n

0≥ �(µπορεί�και�άπειρο)�τέτοιο�ώστε�το�Ι�να�αποτελείται�από�όλα�
τα� πολυώνυµα� τα� οποία� είναι� πεπερασµένα� αθροίσµατα� της� µορφής�
∑ Α∈

Χ
α

α
αh ,όπου�hα�∈�Κ[Χ1,�…,�Χn].�Τότε�γράφουµε�Ι�=�<Χα�:�α�∈�A>.�

�
Για�παράδειγµα�το�Ι�=�<Χ4Υ2,�Χ3Υ4,�Χ2Υ5>�είναι�µονωνυµικό�ιδεώδες�του�Κ[Χ,�Υ].�
�
Στη�συνέχεια� θα� χαρακτηρίσουµε� όλα� τα�µονώνυµα� τα� οποία� βρίσκονται�σε� ένα�
µονωνυµικό�ιδεώδες.�
�
Λήµµα�2�Έστω�Ι�=�<Χα�:�α�∈�A>�ένα�µονωνυµικό�ιδεώδες.�Το�µονώνυµο�Χβ�ανήκει�
στο�Ι�αν�και�µόνο�αν�το�Χβ�διαιρείται�από�το�Χα�για�κάποιο�α�∈�A.�
�
Από�αυτό�το�λήµµα�προκύπτει�και�το�επόµενο.�
�
Λήµµα�3�Έστω� Ι�ένα�µονωνυµικό� ιδεώδες�και�έστω� f�∈�Κ[Χ1,�…,�Χn].�Τότε�οι�
ακόλουθες�προτάσεις�είναι�ισοδύναµες:�
�
(i)� f�∈�I.�
(ii)� Κάθε�όρος�του�f�ανήκει�στο�Ι.�
(iii)� Το�f�είναι�Κ-γραµµικός�συνδυασµός�µονωνύµων�του�Ι.�
�
Σαν�άµεση�συνέπεια�του�(iii)�του�λήµµατος�2�είναι�το�γεγονός�ότι�κάθε�µονωνυµικό�
ιδεώδες�ορίζεται�µονοσήµαντα�από�τα�µονώνυµα�που�περιέχει.�Εποµένως,�προκύπτει�
η�ακόλουθη�πρόταση.�
�
Πρόταση�4�∆ύο�µονωνυµικά�ιδεώδη�ταυτίζονται�αν�και�µόνο�αν�περιέχουν�τα�ίδια�
µονώνυµα.�
�
Το�βασικό�αποτέλεσµα�αυτής�της�ενότητας�είναι�ότι�όλα�τα�µονωνυµικά�ιδεώδη�του�
Κ[Χ1,�…,�Χn]�είναι�πεπερασµένα�παραγόµενα.�
�



Θεώρηµα�5�(Λήµµα�του�Dickson)�Ένα�µονωνυµικό�ιδεώδες�Ι�=�<Χα�:�α�∈�A>�του�
Κ[Χ1,�…,�Χn]�µπορεί�να�γραφεί�στη�µορφή�
�

Ι�=�<Χα(1),�…,�Χα(s)>,�
�
όπου�α(1),�…,�α(s)�∈�A.�Πιο�συγκεκριµένα�το�Ι�έχει�πεπερασµένη�βάση.�
�
Η� απόδειξη� του� θεωρήµατος� γίνεται� µε� επαγωγή� ως� προς� τον� αριθµό� των�
µεταβλητών.� Μπορούµε� να� χρησιµοποιήσουµε� το� λήµµα� του� Dickson� για� να�
αποδείξουµε�την�παρακάτω�
�
Πρόταση�6�Έστω�>�µια�σχέση�στο�Ζ n

0≥ �η�οποία�ικανοποιεί�τις�παρακάτω�προτάσεις:�
(i)� Η�>�είναι�ολική�(ή�γραµµική)�ταξινόµηση�του�Ζ n

0≥ .�∆ηλαδή�αν�α,�β�∈�Ζ n
0≥ �

ισχύει�ακριβώς�ένα�από�τα�εξής�α�>�β�ή�β�>�α�ή�α�=β.�
(ii)� Αν�α�,�β,�γ�∈�Ζ n

0≥ �µε�α�>�β��τότε�α�+�γ�>�β�+�γ�
�
Τότε�η�>�είναι�καλή�ταξινόµηση�αν�και�µόνο�αν�α�≥ �0�για�κάθε�α�∈�Ζ n

0≥ .�

�
Άµεσο� αποτέλεσµα� της� πρότασης� 6� είναι� η� απλοποίηση� του� ορισµού� της�
µονωνυµικής� ταξινόµησης� µε� την� αντικατάσταση� της� συνθήκης� (iii)� µε� την�
ισοδύναµή�της.�Με�αυτό�τον�τρόπο�µπορούµε�να�εξετάζουµε�πολύ�πιο�εύκολα�αν�µια�
ταξινόµηση�είναι�µονωνυµική�ταξινόµηση.�
�
�
5.� Το�θεώρηµα�βάσης�Hilbert�και�βάσεις�Gröbner�
�
Σε�αυτή�την�ενότητα�θα�δώσουµε�µια�πλήρη�λύση�στο�πρόβληµα�της�περιγραφής�ενός�
ιδεώδους..�Θα�οδηγηθούµε�σε�βάσεις� ιδεωδών�µε� «καλές»� ιδιότητες�ως�προς� τον�
αλγόριθµο�διαίρεσης�όπως�τον�παρουσιάσαµε�στην�ενότητα�3.�Η�κεντρική� ιδέα�η�
οποία� θα� χρησιµοποιήσουµε� είναι� ότι� από� τη� στιγµή� που� έχουµε� ορίζει� µια�
µονωνυµική�ταξινόµηση�κάθε�πολυώνυµο�του�Κ[Χ1,�…,�Χn]�έχει�µοναδικό�οδηγό�
όρο.�Εποµένως,�για�κάθε�ιδεώδες�Ι,�µπορούµε�να�ορίσουµε�το�ιδεώδες�των�οδηγών�
όρων�του�ως�εξής:�
�
Ορισµός�1�Έστω�Ι�ένα�µη-µηδενικό�ιδεώδες�του�Κ[Χ1,�…,�Χn].�
�
(i)� Θα�συµβολίζουµε�µε�LT(I)�το�σύνολο�των�οδηγών�όρων�του�Ι.�Με�άλλα�λόγια�
�

LT(Ι)�=�{cXα�:�υπάρχει�f�∈�I�µε�LT(f)�=�cXα}�
�
(ii)� Θα�συµβολίζουµε�µε�<LT(I)>�το�ιδεώδες�που�παράγεται�από�τα�στοιχεία�του�

LT(I).��
�
Ας�πάρουµε�Ι�=�<f1,�f2,�…,�fs>.�Τότε�θα�θέλαµε�τα�ιδεώδη�<LT(f1),�LT(f2),�…,�LT(fs)>�
και�<LT(I)>�να� ταυτίζονται.�Από� τον�ορισµό� επειδή� f1,� f2,�…,� fs�∈� I�έχουµε�ότι�
LT(f1),� LT(f2),�…,� LT(fs)�∈� LT(I)� και� εποµένως� <LT(f1),� LT(f2),�…,� LT(fs)>� ⊆ �
<LT(I)>.�Ωστόσο�η� ισότητα�δεν� ισχύει�πάντοτε.�Αυτό�φαίνεται�από� το�ακόλουθο�
παράδειγµα.�



�
Παράδειγµα�2�Έστω�Ι�=�<f1,�f2>�όπου�f1�=�X3�–�2XY�και�f2�=�X2Y�–�2Y2�+�X.�Θα�
χρησιµοποιήσουµε�την�βαθµωτή�λεξικογραφική�ταξινόµηση�στο�Κ[Χ,�Υ].�Ισχύει�
�

Χ�(X2Y�–�2Y2�+�X)�–�Υ�(X3�–�2XY)�=�Χ2�
�
εποµένως�Χ2�∈�I.�Εποµένως�Χ2�=�LT(X2)�∈�LT(I).�Ωστόσο�το�Χ2�δεν�διαιρείται�ούτε�
από�το�LT(f1)�=�X3�ούτε�από�το�LT(f2)�=�X2Υ�εποµένως�δεν�ανήκει�στο�µονωνυµικό�
ιδεώδες�<LT(f1),�LT(f2)>.�(∆ες�λήµµα�2,�ενότητα�4)�
�
Πρόταση�3�Έστω�Ι�ιδεώδες�του�Κ[Χ1,�…,�Χn].�
�
(i)� Το�<LT(I)>�είναι�µονωνυµικό�ιδεώδες.�
(ii)� Υπάρχουν�g1,�…,�gt�∈�I�τέτοια�ώστε�<LT(I)>�=�<LT(g1),�…,�LT(gt)>.�
�
Απόδειξη�(i)�Το�οδηγά�µονώνυµα�LM(g)�των�πολυωνύµων�g�∈�I�–�{0}�παράγουν�το�
µονωνυµικό�ιδεώδες�<LM(g)�:�g�∈�I�–�{0}>.�Επειδή�τα�LM(g)�και�LT(g)�διαφέρουν�
µόνο�κατά�µη-µηδενική�σταθερά�έχουµε�ότι�
�

<LM(g)�:�g�∈�I�–�{0}>�=�<LΤ(g)�:�g�∈�I�–�{0}>.�
�
Αποδεικνύεται� ότι� <LΤ(g)� :� g� ∈� I� –� {0}>� =� <LT(Ι)>.� ∆ηλαδή,� <LT(I)>� =�
<LM(g)�:�g�∈�I�–�{0}>�και�εποµένως�το�<LT(I)>�είναι�µονωνυµικό�ιδεώδες.�
�
(ii)�Επειδή�<LT(I)>�παράγεται�από�τα�µονώνυµα�LM(g)�για�g�∈�I�–�{0}�το�λήµµα�του�
Dickson�µας�λεει�ότι�<LT(I)>�=�<LΜ(g1),�…,�LΜ(gt)>�για�πεπερασµένα�σε�πλήθος�
πολυώνυµα�g1,�…,�gt�∈�I.�Επειδή�τα�LM(gi)�διαφέρουν�από�τα�LT(gi)�κατά�µια�µη-
µηδενική�σταθερά�έπεται�ότι�<LT(I)>�=�<LT(g1),�…,�LT(gt)>�το�οποίο�ολοκληρώνει�
την�απόδειξη.�
�
Μπορούµε�τώρα�να�χρησιµοποιήσουµε�την�πρόταση�3�και�τον�αλγόριθµο�διαίρεσης�
για� να� αποδείξουµε� ότι� κάθε� πολυωνικό� ιδεώδες� είναι� πεπερασµένα� παραγόµενο,�
δίνοντας�έτσι�θετική�απάντηση�στο�πρόβληµα�της�περιγραφής�ενός�ιδεώδους.�Έστω�Ι�
ιδεώδες� του�Κ[Χ1,� …,�Χn]� και� ας� θεωρήσουµε� το� αντίστοιχο� ιδεώδες� <LT(I)>.�
Επιλέγουµε� µια� µονωνυµική� ταξινόµηση� την� οποία� θα� χρησιµοποιήσουµε� στον�
αλγόριθµο�διαίρεσης�και�στον�υπολογισµό�των�οδηγών�όρων.�
�
Θεώρηµα� 4� (Θεώρηµα�βάσης�Hilbert)�Κάθε� ιδεώδες� Ι� του�Κ[Χ1,�…,�Χn]�είναι��
πεπερασµένα�παραγόµενο.�∆ηλαδή,�υπάρχουν�πολυώνυµα�g1,�…,�gt�∈�I�τέτοια�ώστε�
I�=�<g1,�…,�gt>.�
�
Απόδειξη�Αν� Ι� =� {0}� το� θεώρηµα� ισχύει.�Αν� Ι� ≠ {0}� τότε� περιέχει� κάποιο�µη-
µηδενικό�πολυώνυµο.�Τότε�ένα�σύνολο�από�πολυώνυµα�του�I�που�να�το�παράγουν�
µπορεί�να�δηµιουργηθεί�ως�εξής:�Από�την�πρόταση�3�(ii)�υπάρχουν�g1,�…,�gt�∈�I�
τέτοια�ώστε�<LT(I)>�=�<LT(g1),�…,�LT(gt)>.�Ισχυριζόµαστε�ότι�Ι�=�<g1,�…,�gt>.�
�
Αρχικά�παρατηρούµε�ότι�<g1,�…,�gt>�⊆ �I,�αφού�g1,�…,�gt�∈�I.�Αρκεί�να�δείξουµε�ότι�
I�⊆ �<g1,�…,�gt>.�Έστω�ένα�πολυώνυµο�f�∈�I.�Εφαρµόζουµε�τον�αλγόριθµο�διαίρεσης�
διαιρώντας�το�f�µε�τα�g1,�…,�gt�και�παίρνουµε�µια�έκφραση�της�µορφής�
�



f�=�α1g1�+�…�+�αtgt�+�r�
�
όπου� κάθε� όρος� του� r� δεν� διαιρείται� µε� κανένα� από� τα� LT(g1),� …,� LT(gt).�Αν�
δείξουµε�ότι�r�=�0�θα�έχουµε�τελειώσει.�Παρατηρούµε�ότι�
�

r�=�f�–�α1g1�+�…�+�αtgt�∈�I.�
�
Αν� r� ≠ 0� τότε�LT(r)�∈�<LT(I)>�=�<LT(g1),�…,�LT(gt)>�και�από�το�λήµµα�2�της�
ενότητας� 4�αυτό� έπεται�ότι� το�LT(r)�διαιρείται�από�κάποιο�LT(gi)� το�οποίο�είναι�
άτοπο�από�τον�τρόπο�που�έχουµε�ορίσει�το�υπόλοιπο.�Εποµένως,�r�=�0.�Οπότε�
�

f�=�α1g1�+�…�+�αtgt�∈�<g1,�…,�gt>�
�
και�η�απόδειξη�ολοκληρώθηκε.�
�
Η�βάση�<g1,�…,�gt>�την�οποία�διαλέξαµε�στο�θεώρηµα�για�να�λύσουµε�το�πρόβληµα�
της� περιγραφής� ενός� ιδεώδους� Ι� είχε� την� παραπάνω� ιδιότητα� <LT(I)>� =�
<LT(g1),� …,� LT(gt)>.�Έχουµε� δει� ότι� αυτό� δεν� ισχύει� για� όλες� τις� βάσεις� ενός�
ιδεώδους.�Θα�δώσουµε�στις�βάσεις�που�ικανοποιούν�αυτή�την�συνθήκη�το�παρακάτω�
όνοµα.�
�
Ορισµός� 5� Σταθεροποιούµε� µια� µονωνυµική� ταξινόµηση.� Ένα� πεπερασµένο�
υποσύνολο�G�=�{g1,�…,�gt}�ενός�ιδεώδους�Ι�θα�λέγεται�βάση�Gröbner�(ή�κανονική�
βάση)�αν�ισχύει�
�

<LT(I)>�=�<LT(g1),�…,�LT(gt)>.�
�
Από�την�απόδειξη�του�θεωρήµατος�4�προκύπτει�το�ακόλουθο�αποτέλεσµα�
�
Πρόταση� 6� Σταθεροποιούµε� µια� µονωνυµική� ταξινόµηση.� Κάθε� µη-µηδενικό�
ιδεώδες�Ι�του�Κ[Χ1,�…,�Χn]�έχει�βάση�Gröbner.�Επιπλέον,�κάθε�βάση�Gröbner�ενός�
ιδεώδους�Ι�είναι�βάση�του�Ι.�
�
Απόδειξη�Έστω�Ι�ένα�µη-µηδενικό�ιδεώδες�του�Κ[Χ1,�…,�Χn].�Στην�απόδειξη�του�
θεωρήµατος� βάσης� Hilbert� δείξαµε� ότι� πάντα� µπορούµε� να� κατασκευάσουµε� ένα�
σύνολο�G�=�{g1,�…,�gt}�το�οποίο�είναι�βάση�Gröbner.�Για�το�δεύτερο�µέρος�της�
πρότασης�παρατηρήστε�ότι�στην�απόδειξη�του�θεωρήµατος�βάσης�Hilbert�δείξαµε�ότι�
αν�<LT(I)>�=�<LT(g1),�…,�LT(gt)>�τότε�Ι�=�<g1,�…,�gt>�και�εποµένως�το�G�είναι�
βάση�του�I.�
�
Ας�θεωρήσουµε�το�ιδεώδες�Ι�=�<f1,�f2>�του�δακτυλίου�Κ[Χ,�Υ]�όπου�f1�=�X3�–�2XY�
και�f2�=�X2Y�–�2Y2�+�X.�Το�σύνολο�{f1,�f2}�είναι�βάση�του�Ι�αλλά�δεν�είναι�βάση�
Gröbner�µε�βάση�την�βαθµωτή�λεξικογραφική�ταξινόµηση�αφού,�όπως�δείξαµε�και�
στο�παράδειγµα�2,�το�Χ2�δεν�ανήκει�στο�ιδεώδες�<LT(f1),�LT(f2)>.�
�
Στη� συνέχεια� ας� θεωρήσουµε� το� ιδεώδες� J� =� <g1,� g2>� =� <X� +� Z,� Y� –� Z>.�
Ισχυριζόµαστε�ότι�τα�g1,�g2�σχηµατίζουν�µια�βάση�Gröbner�του�J�αν�θεωρήσουµε�την�
λεξικογραφική�ταξινόµηση�στο�R[X,�Y,�Z].�Με�άλλα�λόγια�θα�δείξουµε�ότι�για�κάθε�
µη-µηδενικό�στοιχείο�f�του�J�το�LT(f)�βρίσκεται�στο�ιδεώδες�<LT(g1,�LT(g2)>�=�<X,�



Y>.�Από� το� λήµµα� 2� ενότητα� 4� µπορούµε� ισοδύναµα� να� δείξουµε� ότι� το� LT(f)�
διαιρείται�είτε�µε�Χ�είτε�µε�Υ.�
�
Έστω�λοιπόν,�ένα�µη-µηδενικό�πολυώνυµο�f�=�Ag1�+�Bg2�∈�J.�Υποθέτουµε�ότι�το�
LT(f)� δεν� διαιρείται� ούτε� από� το� Χ� ούτε� από� το� Υ.� Από� τον� ορισµό� της�
λεξικογραφικής� ταξινόµησης�αυτό�σηµαίνει�ότι� είναι�πολυώνυµο� του�Ζ.�Ωστόσο,�
επειδή�f�∈�J�το�f�µηδενίζεται�στο�γραµµικό�υπόχωρο�L�=�V(J)�=�V(X�+�Z,�Y�–�Z)⊂ �
R3.�Επειδή�οι�λύσεις�στον�L�παραµετρικοποιούνται�ως�εξής:�(x,�y,�z)�=�(–t�,�t,�t)�∈�L,�
για�κάθε�πραγµατικό�αριθµό�t�το�µόνο�πολυώνυµο�του�Ζ�το�οποίο�µηδενίζεται�στον�L�
είναι�το�µηδενικό�πολυώνυµο�και�καταλήξαµε�σε�άτοπο.�Εποµένως,�το�{g1,�g2}�είναι�
βάση�Gröbner�του�J.�
�
Οι�βάσεις�Gröbner�εισάχθηκαν�για�πρώτα�φορά�στα�µέσα�της�δεκαετίας�του�’60�από�
τον�H.�Hironaka,�ο�οποίος�της�αποκαλούσε�«κανονικές�βάσεις»�(standard�bases)�και�
ανεξάρτητα�λίγο�αργότερα�από�τον�B.�Buchberger�στη�διδακτορική�διατριβή�του.�Το�
όνοµα�«βάσεις�Gröbner»�δόθηκε�από�τον�Buchberger�προς�τιµήν�του�επιπλέποντα�
καθηγητή�και�δασκάλου�του�W.�Gröbner�(1899�–�1980).�
�
Θα�κλείσουµε�την�πρώτη�διάλεξη�µε�δύο�εφαρµογές�του�θεωρήµατος�βάσης�Hilbert.�
�
Μια�αύξουσα�αλυσίδα�ιδεωδών�του�Κ[Χ1,�Χ2,�…,�Χn]�είναι�µια�αύξουσα�ακολουθία�
�

Ι1�⊆ �Ι2�⊆ �Ι3�⊆ �…�
�
Για�παράδειγµα,�η�ακολουθία�
�

<X1>�⊆ �<Χ1,�Χ2>�⊆ �…�⊆ �<Χ1,�Χ2,�…,�Χn>�
�
σχηµατίζει�µια�(πεπερασµένη)�αύξουσα�αλυσίδα�ιδεωδών�του�Κ[Χ1,�Χ2,�…,�Χn].�Αν�
προσταθούσαµε� να� επεκτείνουµε� αυτή� την� αλυσίδα� ιδεωδών� προσθέτοντας� ένα�
ιδεώδες�µε�περισσότερους�γεννήτορες,�θα�είχαµε�δύο�περιπτώσεις.�Έστω�το�ιδεώδες�
<Χ1,�Χ2,�…,�Χn,�f>.�Στη�πρώτη�περίπτωση�αν�f�∈�<Χ1,�Χ2,�…,�Χn>�τότε�θα�είχαµε�ότι�
<Χ1,�Χ2,� …,�Χn,� f>� =� <Χ1,�Χ2,� …,�Χn>� και� τίποτα� δεν� θα� άλλαζε.�Στην� άλλη�
περίπτωση� αν� f�∉� <Χ1,�Χ2,� …,�Χn>� τότε� θα� είχαµε� ότι� <Χ1,�Χ2,�…,�Χn,� f>� =�
Κ[Χ1,�Χ2,�…,�Χn].�Εποµένως,�η�αλυσίδα� ιδεωδών�που�κατασκευάσαµε�µπορεί�να�
συνεχιστεί�µόνο�µε�δύο�τρόπους.�Είτε�µε�την�επανάληψη�του�τελευταίου�ιδεώδους�επ’�
άπειρο�είτε�προσθέτοντας�το�Κ[Χ1,�Χ2,�…,�Χn]�και�µε�την�επανάληψη�αυτού�επ’�
άπειρο.�Σε�κάθε�περίπτωση�µετά�από�πεπερασµένα�βήµατα�η�αλυσίδα�συνεχίζει�µε�
την�επανάληψη�του�τελευταίου�ιδεώδους�επ’�άπειρο.�
�
Θεώρηµα�7�(Συνθήκη�Αύξουσας�Αλυσίδας)�Έστω��
�

Ι1�⊆ �Ι2�⊆ �Ι3�⊆ �…�
�
µια�αύξουσα�ακολουθία� ιδεωδών�του�Κ[Χ1,�Χ2,�…,�Χn].�Υπάρχει�φυσικός�Ν� ≥ �1�
τέτοιος�ώστε�
�

ΙΝ�=�ΙΝ+1�=�Ι�Ν+2�=�…�
�



Απόδειξη� Έχοντας� τον� ακολουθία� Ι1� ⊆ � Ι2� ⊆ � Ι3� ⊆ � …� θεωρούµε� το� σύνολο�

I�=�U
∞

=1i iI .�Εύκολα�µπορούµε�να�δείξουµε�ότι�το�Ι�είναι�ιδεώδες.�Από�το�θεώρηµα�
βάσης� του� Hilbert� το� ιδεώδες� Ι� είναι� πεπερασµένα� παραγόµενο.� Έστω� ότι�
I�=�<f1,�…,�fs>�για�κάποια�f1,�…,�fs�∈�Κ[Χ1,�Χ2,�…,�Χn].�Αλλά�κάθε�ένα�τα�f1,�…,�fs�
ανήκει�σε�κάποια�Ij,�έστω�fi�∈�I

ij
,�i�=�1,�…,�s.�Έστω�Ν�είναι�το�µέγιστο�από�τα�ji.�

Τότε� από� τον� ορισµό� της� της� αύξουσας� αλυσίδας� ισχύει� ότι� fi� ∈� ΙΝ� για� κάθε�
i�=�1,�…,�s.�Οπότε�έχουµε�
�

Ι�=�<�f1,�…,�fs>�⊆ �ΙΝ�⊆ �ΙN+1�⊆ �…⊆ �I.�
�
Από�την�τελευταία�σχέση�φαίνεται�ότι�η�αύξουσα�αλυσίδα�σταθεροποιείται�στο�ΙN.�
Όλα�τα�υπακολουθιακά�ιδεώδη�στην�αλυσίδα�είναι�ίσα.�
�
Η�δεύτερη�συνέπεια�του�θεωρήµατος�βάσης�Hilbert�είναι�γεωµετρικοί.�
�
Ορισµός�8�Έστω�Ι�ιδεώδες�του�Κ[Χ1,�…,�Χn].�Θα�συµβολίζουµε�µε�V(I)�το�σύνολο�
�
V(I)�=�{(α1,�…,�αn)�∈�Κn�:�f(α1,�…,�αn)�=�0�για�κάθε�f�∈�I}.�
�
Μια� χρήσιµη� παρατήρηση� είναι� ότι� αν� και� κάθε� µη-µηδενικό� ιδεώδες� Ι� περιέχει�
άπειρα� στο� πλήθος� πολυώνυµα,� το� σύνολο� V(I)� µπορεί� να� ορισθεί� από� ένα�
πεπερασµένο�σύνολο�πολυωνυµικών�εξισώσεων.�
�
Πρόταση� 9� Το� V(I)� είναι� µια� αφινική� πολλαπλότητα.� Πιο� συγκεκριµένα,� αν�
Ι�=�<f1,�…,�fs>�τότε�V(I)�=�V(f1,�…,�fs).�
�
Απόδειξη�Έστω�Ι� ιδεώδες�του�K[Χ1,�Χ2,�…,�Χn].�Από�το�θεώρηµα�βάσης�Hilbert�
I�=�<f1,�…,�fs>�για�κάποια�f1,�…,�fs�∈�Ι.�Ισχυριζόµαστε�ότι�V(I)�=�V(f1,�…,�fs).�Κατ’�
αρχήν�επειδή�f1,�…,�fs�∈�Ι�αν�f(α1,�…,�αn)�=�0�για�κάθε�f�∈�I�τότε�ισχύει�και�για�τα�fi�
δηλαδή�fi(α1,�…,�αn)�=�0�για�κάθε�i�=�1,�…,�s.�Εποµένως,�V(I)�⊆ �V(f1,�…,�fs).�Από�
την�άλλη�έστω�(α1,�…,�αn)�∈�V(f1,�…,�fs)�και�έστω�f�∈�I.�Επειδή�I�=�<f1,�…,�fs>�
υπάρχουν�πολυώνυµα�h1,�…,�hs�του�K[Χ1,�Χ2,�…,�Χn]�τέτοια�ώστε�
�

f�=�h1f1�+�…�+�hsfs�
�

αλλά� τότε� f(α1,� …,� αn)� =� ∑
=

s

1i
n1in1i ),...,(f),...,(h αααα � =� ∑

=

⋅
s

1i
n1i 0),...,(h αα � =� 0.�

∆ηλαδή,�V(f1,�…,�fs)�⊆ �V(I)�και�εποµένως�ισχύει�η�ισότητα.�
�
Η�σηµαντικότερη�συνέπεια�αυτής�της�πρότασης�είναι�ότι�οι�πολλαπλότητες�ορίζονται�
από�ιδεώδη.�


