4. Κυκλικοί κώδικες

Πρόκειται για ειδικούς γραμμικούς κώδικες C 
[image: image1.wmf]£

 F
[image: image2.wmf]n

q

 για τους οποίους για κάθε κωδική λέξη (α0, α1, …, αn – 1) 
[image: image3.wmf]Î

 C έπεται ότι (αn – 1, α0, …, αn – 2) 
[image: image4.wmf]Î

 C . Δηλαδή, ο C είναι κυκλικός όταν για κάθε κωδική λέξη όλες οι λέξεις που προκύπτουν με  κυκλικές μεταθέσεις των δεικτών της είναι επίσης κωδικές λέξεις.

Η απεικόνιση Ζ : F
[image: image5.wmf]n

q



 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]®

 F
[image: image7.wmf]n

q

 με τύπο Ζ(α0, α1, …, αn – 1) = (αn – 1, α0, …, αn – 2) λέγεται κυκλική μετατόπιση (shift).

Θεωρούμε το δακτύλιο των πολυωνύμων μιας μεταβλητής με συντελεστές από το σώμα Fq, Fq[Χ]. Έστω Vn = {f(Χ) 
[image: image8.wmf]Î

 Fq[Χ] με deg f(Χ) 
[image: image9.wmf]£

 n – 1} =
{f(Χ) 
[image: image10.wmf]Î

 Fq[Χ] όπου f(Χ) = α0 + α1Χ + … + αn – 1Χn – 1}. Ταυτίζουμε (ισομορφία), το F
[image: image11.wmf]n

q

 = { (α0, α1, …, αn – 1) όπου αi 
[image: image12.wmf]Î

 Fq } με το χώρο Vn μέσω της απεικόνισης
(α0, α1, …, αn – 1) 
[image: image13.wmf]a

 α0 + α1Χ + … + αn – 1Χn – 1. Θεωρούμε επίσης τον χώρο
Wn = Fq[Χ] / <Χn – 1> των υπολοίπων όλων των πολυωνύμων του Fq[Χ] διαιρουμένων με το πολυώνυμο Χn – 1, δηλαδή έχουμε τρεις όψεις του ίδιου “νομίσματος”. 

Παράδειγμα κυκλικού κώδικα 4.1

Αν C 
[image: image14.wmf]£

 F
[image: image15.wmf]7
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 που ορίζεται από τον γεννήτορα πίνακα G = 
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. Ο κώδικας είναι κυκλικός. Οι κωδικές λέξεις του C είναι γραμμικοί συνδυασμοί, ως προς το σώμα F2, των γραμμών του C και ισχύει:


(C κυκλικός) 
[image: image18.wmf]Û

 ( Ζ(g(i)) 
[image: image19.wmf]Î

 C για κάθε i = 1, 2, 3 ).

Πράγματι : Z(g(1)) = g(2) 
[image: image20.wmf]Î

 C, Z(g(2)) = g(3) 
[image: image21.wmf]Î

 C, Z(g(3)) = g(1) + g(2) 
[image: image22.wmf]Î

 C. 

Χωρίς απόδειξη, αναφέρουμε :

(1) Ο υπόχωρος C 
[image: image23.wmf]£

 Wn είναι κυκλικός κώδικας αν και μόνο αν ο C είναι ιδεώδες του δακτυλίου Wn
(2) Αν C ένας κυκλικός κώδικας τότε υπάρχει ακριβώς ένα πολυώνυμο g 
[image: image24.wmf]Î

 Vn τέτοιο ώστε

i. Το g διαιρεί το Χn – 1 στο Fq[X]

ii. Ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου του g είναι 1

Ορισμός 4.2 Το πολυώνυμο g λέγεται πολυώνυμο γεννήτορας του κώδικα C. Τα στοιχεία του C λέγονται κωδικές λέξεις ή κωδικά πολυώνυμα ή κωδικά διανύσματα.

Από το (2) συμπεραίνουμε ότι γνωρίζουμε όλους τους κυκλικούς κώδικες μήκους n αν γνωρίζουμε όλα τα πολυώνυμα g 
[image: image25.wmf]Î

 Fq[X] τα οποία διαιρούν το Χn – 1.

Παρατήρηση 4.3 Αν το πολυώνυμο g = g0 + g1X + … + gmXm 
[image: image26.wmf]Î

 Vm διαιρεί το πολυώνυμο Χn – 1 και deg(g) = m < n τότε ο γραμμικός κώδικας C τύπου (n, k) που ορίζεται από τον γεννήτορα πίνακα

G = 
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είναι κυκλικός.

Κωδικοποίηση κυκλικών κωδίκων

Έστω C κυκλικός κώδικας που παράγεται από το πολυώνυμο g. Στέλνουμε το μήνυμα α0α1α2…αk – 1 με αi 
[image: image28.wmf]Î

 Fq.

(i) Το κάνουμε πολυώνυμο. Δηλαδή γίνεται α0 + α1Χ + … + αk – 1Χk – 1
(ii) Το πολλαπλασιάζουμε με το πολυώνυμο g
(iii) Αν χρειαστεί, το διαιρούμε με το Xn – 1 και παίρνουμε το υπόλοιπο της διαίρεσης.

Το πολυώνυμο που προκύπτει γίνεται διάνυσμα και στέλνεται στον παραλήπτη.

Παράδειγμα 4.4 Έστω n = 6, q = 2. Δηλαδή στο F2[X] θα πάρουμε πολυώνυμο g που να διαιρεί το X6 – 1. Ας πάρουμε g = Χ3 – 1 = Χ3 + 1. Επομένως το g παράγει κυκλικό κώδικα. Έχουμε ότι k = 3. Κωδικοποιούμε ως εξής:

000 
[image: image29.wmf]a

 (0 + 0Χ + 0Χ2)(1 + Χ3) 
= 0 + 0Χ + 0Χ2 + 0Χ3 + 0Χ4 + 0Χ5

[image: image30.wmf]a

 000000

100 
[image: image31.wmf]a

 (1 + 0Χ + 0Χ2)(1 + Χ3) 
= 1 + Χ3




[image: image32.wmf]a

 100100

010 
[image: image33.wmf]a

 Χ (1 + Χ3) 


= Χ +Χ4




[image: image34.wmf]a

 010010

110 
[image: image35.wmf]a

 (1 + Χ)(1 + Χ3) 

= 1 + Χ + Χ3 + Χ4
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 110110

001 
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 Χ2 (1 + Χ3) 


= Χ2 + Χ5
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 001001

101 
[image: image39.wmf]a

(1 + Χ2)(1 + Χ3)

= 1+ Χ2 + Χ3 + Χ5
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 101101

011 
[image: image41.wmf]a

(1 + Χ2)(1 + Χ3) 

= 1+ Χ2 + Χ3 + Χ5
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 101101

111
[image: image43.wmf]a

(1 + Χ + Χ2)(1 + Χ3) 

= 1+ Χ + Χ2 + Χ3 + Χ4 + Χ5


[image: image44.wmf]a

 111111

Ισχύει ότι αν q = pk και ο πρώτος p δεν διαιρεί το n τότε το πολυώνυμο
Xn – 1 
[image: image45.wmf]Î

 Fq[Χ] έχει απλές ρίζες.

Ορισμός 4.5 Έστω πρώτος p που δεν διαιρεί το n. Αν Xn – 1 = g1g2 … gt η ανάλυση του Χn – 1 στο Fq[X] σε γινόμενο αναγώγων πολυωνύμων gi τότε οι κώδικες
Ci = <gi> λέγονται maximal κυκλικοί κώδικες.

Έστω C = <g> κυκλικός κώδικας ως προς το σώμα Fq τύπου (n, k). Τότε g
[image: image46.wmf]Î

 Vn με degg = m = n – k τέτοιο ώστε το g να διαιρεί Xn – 1. Οπότε υπάρχει h(X) 
[image: image47.wmf]Î

 Fq[X] τέτοιο ώστε Xn – 1 = g(X)h(X), δηλαδή h(X) = 
[image: image48.wmf])
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Ορισμός 4.6 Το πολυώνυμο h(X) λέγεται πολυώνυμο ελέγχου (parity check) του κυκλικού κώδικα C = <g>.

Συμβολισμός 4.7 Πολλαπλασιάζουμε δύο πολυώνυμα f1, f2, διαιρούμε το Xn – 1 και παίρνουμε το υπόλοιπο. Αυτό θα το συμβολίζουμε f1*f2.
Πρόταση 4.8 Έστω κυκλικός κώδικας C = <g> 
[image: image49.wmf]£

 Vn, έστω h(X) = 
[image: image50.wmf])
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 και έστω κάποιο v 
[image: image51.wmf]Î

 Vn, τότε v 
[image: image52.wmf]Î

 C αν και μόνο αν v * h = 0.

Απόδειξη 

(
[image: image53.wmf]Þ

) Έστω v 
[image: image54.wmf]Î

 C τότε υπάρχει πολυώνυμο α τέτοιο ώστε v = α * g. Ισχύει ότι 
gh = Xn – 1, δηλαδή g*h = 0, οπότε v * h = (α * g) * h = α * 0 = 0.

(
[image: image55.wmf]Ü

) Έστω v * h = 0, τότε vh = (Xn – 1)k(X) για κάποιο πολυώνυμο k(X) 
[image: image56.wmf]Î

 Fq[X]. Ξανά, ισχύει Xn – 1 = gh. Επομένως, vh = k(X)gh = (k(X)g)h δηλαδή v = k(X)g = k(X) * g, οπότε V 
[image: image57.wmf]Î

 C.

Αποδεικνύεται ότι ο πίνακας ελέγχου ισοτιμίας του κυκλικού κώδικα C = <g> όπου
h = 
[image: image58.wmf]g
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 = h0 + h1X + … + hkXk είναι ο 

Η = 
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Αν C = <g> κυκλικός κώδικας (n, k) τότε και ο C
[image: image60.wmf]^

 είναι επίσης κυκλικός τύπου 
(n, n – k) με πολυώνυμο γεννήτορα h
[image: image61.wmf]^

 = Xdegh(h 
[image: image62.wmf]o

 X–1).

Επεξήγηση Αν h = h0 + h1X + … + hkXk τότε h 
[image: image63.wmf]o

 X–1 =
h0 + h1 
[image: image64.wmf]X

1

 + h2 
[image: image65.wmf]2

X

1

 + …+ hk 
[image: image66.wmf]k

X

1

 τότε h
[image: image67.wmf]^

 = Xk(h 
[image: image68.wmf]o

 X–1) = h0Xk + h1Xk – 1 + … + hk.

Παράδειγμα 4.9 Αν n = 7, q = 2 θεωρούμε το πολυώνυμο Χ7 – 1. Παίρνουμε το πολυώνυμο g(X) = X3 + X + 1 
[image: image69.wmf]Î

 F2[X]. Το g(X) διαιρεί το Χ7 – 1. Επομένως, το πολυώνυμο g(Χ) ορίζει κυκλικό κώδικα τύπου (n, k) = (n, n – m) = (7, 4).

 Έστω C = <g>. Έχουμε ότι G = 
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Ισχύει ότι h(Χ) = 
[image: image71.wmf])
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 = X4 + X2 + X + 1 οπότε h 
[image: image72.wmf]o

 X –1 = 
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 + 
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 + 
[image: image75.wmf]X
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 + 1 και επομένως h
[image: image76.wmf]^

 = X4(h 
[image: image77.wmf]o

 X –1) = 1 + X2 + X3 + X4. 

Ο πίνακας ελέγχου είναι H = 
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Ο H έχει όλες τις δυνατές μη-μηδενικές στήλες στοιχείων του F2 μήκους 3 και μάλιστα μια φορά την καθεμία, δηλαδή ο κυκλικός κώδικας C = <g(Χ)>, όπου
g(Χ) = 1 + X + X3 είναι ο (7, 4)-κώδικας Hamming.

Δίνονται το n και το πολυώνυμο g το οποίο διαιρεί το Xn – 1. Έστω degg = m. Ο κώδικας C = <g> είναι τύπου (n, k) όπου k = n – m. Θεωρούμε της δυνάμεις του Χ, Χj, j
[image: image79.wmf]Î

 N.

Διαιρούμε τα πολυώνυμα Χj με το g. Υπάρχουν μοναδικά πολυώνυμα α(j) και r(j) τέτοια ώστε Χj = α(j) g + r(j) όπου r(j) = 0 ή degr(j) < degg = m. Τότε, ισχύει ότι
Χj – r(j) = α(j) g 
[image: image80.wmf]Î

 C.

Ισχύει ότι τα k στο πλήθος πολυώνυμα g(i) : = Xk (Χj – r(j)) με m 
[image: image81.wmf]£

 j 
[image: image82.wmf]£

 n – 1 είναι
Fq – γραμμικά ανεξάρτητα, θεωρούμενα σαν στοιχεία του Wn, και μας δίνουν τις γραμμές του γεννήτορα πίνακα σε κανονική μορφή G = [Ik | – Ak x m]. Ο πίνακας ελέγχου ισοτιμίας Η προκύπτει αν σαν στήλες του θέσουμε τα υπόλοιπα της διαίρεσης των 1, Χ, Χ2, …, Χm, …, Xn – 1 με το g.

Παράδειγμα 4.9 Ας πάρουμε n = 7, q = 2, g = 1 + X + X3. Τότε:

X0 mod g 
[image: image83.wmf]º

 1
= r(0)
X1 mod g 
[image: image84.wmf]º

 X
= r(1)

X2 mod g 
[image: image85.wmf]º

 X2 = r(2)

X3 mod g 
[image: image86.wmf]º

 1 + X = r(3)

X4 mod g 
[image: image87.wmf]º

X + X2 = r(4)

X5 mod g 
[image: image88.wmf]º

 1 + X + X2 = r(5)
X6 mod g 
[image: image89.wmf]º

1 + X2 = r(6)

Άρα, ο πίνακας ισοτιμίας του κώδικα είναι ο H = 
[image: image90.wmf]ú
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Επίσης, έχουμε g(3) = X4(X3 – (1 + X)) = X7 + X5 + X4 
[image: image91.wmf]º

 1 + X4 + X5 
[image: image92.wmf]®

 1000110. Ομοίως, g(4) = X + X5 + X6 
[image: image93.wmf]®

 0100011, g(5) = X2 + X4 + X5 + X6 
[image: image94.wmf]®

 0010111,
g(6) = X3 + X4 + X6 
[image: image95.wmf]®

 0001101. Επομένως ο γεννήτορας πίνακας του κώδικα είναι

G = 
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Έστω v = (υ0, υ1, …, υn – 1) 
[image: image97.wmf]Î

 F
[image: image98.wmf]n

q

. Αν συμβολίσουμε υ = υ0 + υ1X + … + υn–1X n–1 
[image: image99.wmf]Î

 Vn τότε το σύνδρομο του v είναι S(v) 
[image: image100.wmf]º

 υ mod g. Αν λοιπόν, v = c + e για κάποια κωδική λέξη c 
[image: image101.wmf]Î

 C = <g> και κάποιο διάνυσμα λάθους e έχουμε ότι
S(v) = S(c) + S(e) = S(e) = e (το αντίστοιχο πολυώνυμο του διανύσματος e).

Αλγόριθμος αποκωδικοποίησης κυκλικών κωδικών

(Γνωρίζουμε ότι ο κώδικας διορθώνει t το πολύ λάθη)

Έστω C = <g> 
[image: image102.wmf]£

 Vn κυκλικός κώδικας όπου το g(Χ) διαιρεί το (Χn – 1) και
deg g = m τύπου (n, k) όπου k = n – m. Υποθέτουμε ότι είναι t-error correcting.

(1) Διαιρούμε το μήνυμα υ 
[image: image103.wmf]Î

 Vn που πήραμε με το πολυώνυμο γεννήτορα g και βρίσκουμε το υπόλοιπο της διαίρεσης r. Αν e το πολυώνυμο λάθους, τότε 
r = S(υ) = S(e).

(2) Για 0 
[image: image104.wmf]£

 i 
[image: image105.wmf]£

 n – 1, υπολογίζουμε, τα Si := Xi r(mod g). Υπολογίζουμε το βάρος του Sj μέχρι να βρούμε κάποιο j0 τέτοιο ώστε w(Sj
[image: image106.wmf]0

) 
[image: image107.wmf]£

 t. Τότε το 
Χn – j
[image: image108.wmf]0

Sj
[image: image109.wmf]0

mod (Xn – 1) είναι το πιο πιθανό λάθος.

Παρατήρηση Ο αλγόριθμος δουλεύει μόνο υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχει κάποιο j τέτοιο ώστε deg (Χj e) 
[image: image110.wmf]£

 deg g.

Παράδειγμα 4.10 Ας πάρουμε n = 15, q = 2. Θεωρούμε το πολυώνυμο

g(Χ) = (Χ4 + Χ + 1)(Χ4 + Χ3 + Χ2 + Χ + 1) =  X8 + X7 + X6 + X4 + 1 
[image: image111.wmf]Î

 F2[X].


Το g(X) διαιρεί το πολυώνυμο Χ15 – 1 επομένως παράγει κυκλικό (15, 7)-κώδικα C. Θα δούμε αργότερα, στην παράγραφο 6, ότι ο C έχει dmin(C) = 5. Άρα t = 
[image: image112.wmf]ú
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 = 2. Ο κώδικας C είναι 2-error correcting.

Υποθέτουμε ότι πήραμε το μήνυμα v = 1001110 το οποίο αντιστοιχεί στο πολυώνυμο υ = 1 + 0 Χ + 0 Χ2 + 1 Χ3 + 1 Χ4 + 1 Χ5 + 0 Χ6 = 1 + Χ3 + Χ4 + Χ5. Ισχύει ότι
deg υ = 5 < deg g = 8 συνεπώς r = S(υ) = υ και w(υ) = 4 > 2.

Υπολογίζουμε το S1 = X r = X υ = X (1 + Χ3 + Χ4 + Χ5) = X + X4 + X5 + X6. Επειδή, deg S1 < deg g το S1 ταυτίζεται με το υπόλοιπο της διαίρεσής τους με το g οπότε w(S1) = w(X υ) = 4 > 2. Αναγκαζόμαστε να συνεχίσουμε.

S2 = X2 υ = X2 + Χ5 + Χ6 + Χ7. Πάλι το βάρος είναι w(S2) = 4. Συνεχίζουμε:
S3 = X3 υ = X3 + Χ6 + Χ7 + Χ8. Επειδή g(Χ) = X8 + X7 + X6 + X4 + 1 έπεται ότι
Χ8 = Χ7 + X6 + X4 + 1 (mod g) οπότε S3 = X4 + X3 + 1 (mod g). Επομένως, το υπόλοιπο της διαίρεσης με το g έχει βάρος w(S3) = 3 > 2. Συνεχίζουμε:

S4 = X4 υ = X5 + X4 + Χ (mod g) άρα w(S4) = 3 > 2

S5 = X5 υ = X6 + X5 + Χ2 (mod g) άρα w(S5) = 3 > 2

S6 = X6 υ = X7 + X6 + Χ3 (mod g) άρα w(S6) = 3 > 2

S7 = X7 υ = X8 + X7 + Χ4 =  Χ6 + 1 (mod g) άρα w(S7) = 2 
[image: image113.wmf]£

 2 = t.

Άρα το πιο πιθανό λάθος είναι το πολυώνυμο Χ15 – 7 S7 = X8 (X6 + 1) = X14 + X8. Επομένως, αποκωδικοποιούμε στο πολυώνυμο:

υ + Χ8 + Χ14 = 1 + Χ3 + Χ4 + Χ5 + Χ8 + Χ14

Διαιρούμε αυτό το πολυώνυμο με το g και βρίσκουμε 1 + Χ3 + Χ5 + Χ6. Άρα το μήνυμα που στάλθηκε είναι το 1001011.

Τέλος, χωρίς απόδειξη αναφέρουμε την

Πρόταση 4.11 Κάθε δυαδικός κώδικας Hamming είναι κυκλικός
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