
Κωδικοποίηση 
 
1. Εισαγωγή και γενικότητες 
 
Ορισµός 1.1 
 
(i) Αλφάβητο ονοµάζεται το πεπερασµένο σύνολο των συµβόλων (πολλές φορές θα 

τα ονοµάζουµε γράµµατα) που χρησιµοποιούµε για να καταγράψουµε-
διατυπώσουµε ένα µήνυµα. Το αλφάβητό µας θα είναι το πεπερασµένο σώµα Fq 
όπου το q είναι δύναµη πρώτου αριθµού. 

(ii) Ένα k-µήνυµα αποτελείται από µια ακολουθία γραµµάτων των αλφαβήτου µας 
µήκους k. Είναι δηλαδή της µορφής: a1, a2 …, ak µε ai ∈  Fq. 

(iii) Η αντίστοιχη κωδική λέξη x ενός k-µηνύµατος είναι µια ακολουθία µήκους n. 
Είναι δηλαδή της µορφής x = x1, x2 …, xn µε xi ∈ Fq και n≥  k. Όπου (σχεδόν) 
πάντα θα ισχύει ότι x1 = a1, x2 = a2, …, xk = ak ενώ τα υπόλοιπα n – k σύµβολα 
(xk+1, xk+2, …, xn) θα τα λέµε σύµβολα ελέγχου (check symbols ή control 
symbols). 

 
Συµβολισµός 1.2 Οι κωδικές λέξεις θα γράφονται x ή x1, x2, …, xn ή (x1, x2, …,xn) ή 
x1x2…xn. 
 
Ορισµός 1.3 Θα ονοµάζουµε διάνυσµα λήψης (ή µήνυµα λήψης) το διάνυσµα y = 
y1, y2, …, yn που λαµβάνουµε. Το y εν γένει είναι διαφορετικό από το µήνυµα x που 
µας στέλνουνε. Το e : = y – x = e1e2…en θα λέγεται διάνυσµα λάθους (ή απλά 
λάθος). 
 
Ορισµός 1.4 Ένας n-κώδικας C είναι ένα υποσύνολο του F n

q . Ακριβέστερα ο 
κώδικας θα λέγεται (n, k)-κώδικας, όπου k το µήκος του µηνύµατος που 
κωδικοποιούµε. Αν ο κώδικας C είναι Fq-διανυσµατικός υπόχωρος του F n

q  τότε θα 
λέγεται (n, k)-γραµµικός κώδικας. Τα στοιχεία του C θα είναι οι κωδικές λέξεις. 
 
 
Όταν πάρουµε το y θα πρέπει να αποφασίσουµε ποια κωδική λέξη µας έχουν στείλει. 
Θα διαλέγουµε από το σύνολο C µια κωδική λέξη που διαφέρει λιγότερο από το y. 
Αυτό το αξίωµα ονοµάζεται αποκωδικοποίηση µέγιστης πιθανότητας. 
 
Ορισµός 1.5 Απόσταση Hamming d(x, y) δύο διανυσµάτων x, y στο F n

q , µε 
 

x = x1, x2 …, xn και y = y1, y2 …, yn, 
 
είναι το πλήθος των συντεταγµένων στις οποίες τα x και y διαφέρουν. ∆ηλαδή 
 

d(x, y) = #{ ∈i N, 1 }ii yxni ≠≤≤  
 
Ορισµός 1.6 Βάρος (weight) Hamming w(x) ενός διανύσµατος x = x1, x2 …, xn στο 
F n

q  είναι το πλήθος των µη-µηδενικών συντεταγµένων του x. ∆ηλαδή, 
 



w(x) = #{ ∈i N, 1 }0xni i ≠≤≤  
 
Προφανώς, w(x) = d(x, 0). 
Παράδειγµα 1.7 Έστω C ⊆  F 4

3 . 
Tο βάρος Hamming του 1201 είναι w(1201) = 3. 
Η απόσταση Hamming των 1201 και 2211 είναι d(1201, 2211) = 2. 
 
Παρατήρηση 1.8 Η απόσταση Hamming d(C) είναι µια µετρική στον F n

q και το βάρος 

Hamming w είναι µια νόρµα στον F n
2 . 

 
Ορισµός 1.9 Αν C ⊆  F n

q  ένας (n, k)-κώδικας, η ελάχιστη απόσταση dmin(C) του 
κώδικα είναι 
 

dmin(C) = 
vu

Cv,u
min
≠
∈

d(u, v) 

 
Άρα, όταν παίρνουµε το y πρέπει να ελέγχουµε τις qk κωδικές λέξεις για να βρούµε 
ποια έχει την µικρότερη απόσταση Hamming από το y. Προφανώς, αυτή η διαδικασία 
είναι αδύνατη για µεγάλα k και ένας από τους στόχους της θεωρίας κωδίκων είναι να 
βρει κώδικες µε γρηγορότερους αλγόριθµους αποκωδικοποίησης. 
 
Ορισµός 1.10 Το σύνολο Sr(x) : = { ∈y  F n

q  | d(x, y) }r≤  θα λέγεται η σφαίρα 

ακτίνας r ως προς το x ∈  F n
q . 

 
Παράδειγµα 1.11 Έστω C = F 3

2  τότε ο κύκλος µε ακτίνα 1 ως προς το 100 είναι  
 

S1(100) = {100, 000, 110, 101}. 
 
Στόχος Παίρνοντας σφαίρες κατάλληλης ακτίνας r κέντρου κωδικής λέξης θα πρέπει 
κατά το δυνατό να καλύπτει η ένωσή τους όλο το χώρο F n

q  ώστε να µπορούµε να 
αποκωδικοποιούµε όλα τα κωδικοποιηµένα µηνύµατα που λαµβάνουµε ενώ 
συγχρόνως η ακτίνα r θα πρέπει να είναι αρκετά µικρή ώστε οι σφαίρες να µην 
τέµνονται (ή εφάπτονται) και να µπορούµε να αποκωδικοποιούµε µονοσήµαντα. 
 

Πρέπει πάντως να ισχύει ότι r < 
2
1  dmin(C). 

 
Η σηµασία της ιδέας της ελάχιστης απόστασης δίνεται από την 
 
Πρόταση 1.12 Υποθέτουµε ότι ο C είναι γραµµικός κώδικας µε ελάχιστη απόσταση 
dmin(C) = d. Ο C ανιχνεύει την ύπαρξη d–1 ή λιγότερων λαθών και διορθώνει το 
πολύ e λάθη όπου e τέτοιο ώστε 2e + 1 ≤  d. 
 
Απόδειξη Έστω ότι λάβαµε το µήνυµα y µε απόσταση f από την κωδική λέξη x, όπου 
f ≤  d–1. Φανταζόµαστε ότι η x είναι η µεταδιδόµενη (αρχική) λέξη και y η λέξη που 
πήραµε τελικά. ∆ηλαδή έχουµε f λάθη κατά την µεταφορά. Επειδή d είναι η ελάχιστη 



απόσταση του C η λέξη y καταλαβαίνουµε αµέσως ότι δεν µπορεί να είναι κωδική 
λέξη. ∆ηλαδή, ο κώδικας C ανακαλύπτει d – 1 ή λιγότερα λάθη. 
Αν τώρα το µήνυµα y έχει απόσταση e από την κωδική λέξη x και 2e + 1 ≤  d τότε 
δεν υπάρχει άλλη κωδική λέξη πιο κοντά στη y, διότι αν d(y, x1) ≤  e για κάποια x1 
τότε θα ίσχυε 
 

d(x, x1) ≤  d(x, y) + d(y, x1) ≤  e + e < d 
 
άτοπο, διότι η ελάχιστη απόσταση του κώδικα C είναι d. Εποµένως, υπάρχει 
µοναδική κοντινότερη λέξη του y και συνεπώς ο C διορθώνει e λάθη σ’ αυτήν την 
περίπτωση. 
 
Ένα από τα βασικά προβλήµατα στη θεωρία κωδίκων είναι να ελαχιστοποιηθούν τα 

λάθη αλλά χωρίς να µειωθεί υποχρεωτικά η αναλογία της πληροφορίας 
n
k . 

Κεντρικό πρόβληµα της Θεωρίας Κωδίκων είναι το εξής: 
 
∆ίνονται d, n, q φυσικοί αριθµοί όπου q δύναµη πρώτου αριθµού. Να υπολογιστεί ο 
µέγιστος αριθµός διανυσµάτων, έστω Aq(n, d), του διανυσµατικού χώρου F n

q  τα οποία 
ανά δυο να έχουν απόσταση µεγαλύτερη ή ίση µε d. Φυσικά, αν είναι δυνατόν να 
βρεθούν τα διανύσµατα. 
 
Το πρόβληµα αυτό χαρακτηρίζεται και σαν discrete sphere packing problem (Conway 
& Sloan, 1988) 
 
Ο επόµενος πίνακας µας δίνει κάποιες τιµές του A2(n, d) για d = 3 
 

n 3 4 5 6 7 8 9 10 
A2(n, 3) 2 2 4 8 16 20 40 άγνωστος, µεταξύ 72 και 79 

 
Ορισµός 1.13 Ένας κώδικας C ο οποίος διορθώνει την ύπαρξη t λαθών θα λέγεται t-
κώδικας διόρθωσης λαθών (t-error-correcting code), ενώ ένας κώδικας C που 
ανιχνεύει e λάθη θα λέγεται e-κώδικας ανίχνευσης λαθών (e-error-detecting code). 
 
 
Έστω τώρα C κώδικας ως προς το Fq µήκους n µε πλήθος κωδικών λέξεων M. 

Υποθέτουµε ότι ο κώδικας είναι ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών. Υπάρχουν 
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διανύσµατα του F n
q  τα οποία να έχουν βάρος m στο Fq. Αν c ∈  C τότε µέσα στην 

σφαίρα St(c) υπάρχουν 1 + (q – 1)2c 
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Θεώρηµα 1.14 (Φράγµα του Hamming) Οι παράµετροι q, n, t, M ενός t-κώδικα 
διόρθωσης λαθών C ορισµένου στο σώµα Fq µήκους n µε Μ κωδικές λέξεις 
ικανοποιούν την ανισότητα 
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Αν όλα τα διανύσµατα του F n

q  είναι µέσα σε σφαίρες ακτίνας t κέντρου κωδικών 
λέξεων ενός (n, k)-γραµµικού κώδικα τότε παίρνουµε µια ειδική κατηγορία κωδίκων: 
 
Στην περίπτωση όπου ο κώδικας είναι F2 – διανυσµατικός υπόχωρος η ανισότητα 
γράφεται: 
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Ορισµός 1.15 Ένας t-κώδικας διόρθωσης λαθών ορισµένος στο σώµα Fq θα 
ονοµάζεται τέλειος αν στο θεώρηµα 1.16 ισχύει η ισότητα. 
 
Αν ο C είναι κώδικας όπως αυτός του θεωρήµατος 1.14 µε dmin(C) = d = 2t + 1, τότε 
αν διαγράψουµε τα τελευταία d – 1 σύµβολα πάλι έχουµε έναν κώδικα µε όλες τις 
κωδικές λέξεις διαφορετικές. Ο κώδικας που προκύπτει έχει µήκος n – d + 1, και 
παίρνουµε το 
 
Θεώρηµα 1.16 (Φράγµα του Singleton) Αν ένας κώδικας C ⊆  F n

q  έχει ελάχιστη 
απόσταση d, τότε |C| ≤  qn – d + 1 ή αλλιώς k ≤  n – d + 1. 
 
Ορισµός 1.17 Ένας κώδικας C θα λέγεται διαχωρίσιµος µέγιστης απόστασης 
(maximum distance separable) ή πιο απλά κώδικας MDS αν στο θεώρηµα 1.16 
ισχύει η ισότητα. 
 
Παράδειγµα 1.18 Έστω ο κώδικας 
 

C ={000000 , 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, }111000  ⊆  F 6
2  

 
όπου dmin(C) = 3. Έχουµε εποµένως, M = 8, q = 2, n = 6, d = 3, t = 1. Το φράγµα του 

Hamming δίνει την ανισότητα 8 ≤
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1
6

1  26, δηλαδή 56 < 64. Αυτό σηµαίνει ότι 

µόνο 64 – 56 = 8 λέξεις µήκους 6 στο F 6
2  βρίσκονται έξω από κάποια σφαίρα και δεν 

µπορούν να διορθωθούν σωστά (αυτό είναι προφανές και από το γεγονός ότι έχουµε 8 
µη τεµνόµενες σφαίρες µε 7 στοιχεία η κάθε µια). Ένα παράδειγµα µιας από τις 8 
λέξεις που δεν µπορούν να διορθωθούν σωστά είναι η 100100 η οποία έχει απόσταση 
µεγαλύτερη ή ίση του 2 από όλες τις κωδικές λέξεις. Το φράγµα του Singleton µας 
δίνει 8 ≤  24 = 16, άρα ο C δεν είναι MDS. 
 
Τα φράγµατα µας δείχνουν τα όρια µας. Μεγάλη έκπληξη αποτέλεσε το θεώρηµα 
του Shannon (1948) ότι υπάρχουν όσο καλοί κώδικες θέλουµε. 



2. Γραµµικοί κώδικες 
 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι τα σύµβολα ελέγχου µπορούν να προκύψουν από το k-
µήνυµα µε τέτοιο τρόπο ώστε οι κωδικές λέξεις x να ικανοποιούν το σύστηµα µε 
γραµµικές εξισώσεις 
 

HxT = 0, 
 
όπου Η είναι ένας δοσµένος (n – k) ×  n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα Fq. H 
κανονική µορφή για τον Η είναι [Α | Ιn – k] όπου Α ένας (n – k) ×  k πίνακας και Ιn–k ο 
(n – k) ×  (n – k) µοναδιαίος πίνακας. 
 
Προκύπτει ο παρακάτω 
 
Ορισµός 1.21 Έστω Η ένας (n – k) ×  n πίνακας µε βαθµό n – k και στοιχεία από το 
σώµα Fq. Το σύνολο όλων των n-διάστατων διανυσµάτων x που ικανοποιούν την 
εξίσωση HxT = 0 ονοµάζονται γραµµικός κώδικας C πάνω από το Fq µε µήκος n. Ο 
πίνακας Η είναι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας (parity-check matrix) του κώδικα C ο 
οποίος ονοµάζεται και γραµµικός (n, k)-κώδικας. Αν ο Η είναι στην µορφή [Α | Ιn – k] 
τότε τα πρώτα k σύµβολα από την κωδική λέξη x είναι το αρχικό k-µήνυµα, ενώ τα 
υπόλοιπα n – k σύµβολα του x είναι τα σύµβολα ελέγχου. Ο C ονοµάζεται επίσης 
συστηµατικός γραµµικός (n, k)-κώδικας και τότε θεωρούµε ότι ο Η είναι στην 
κανονική µορφή. Αν q = 2 τότε ο C ονοµάζεται δυαδικός κώδικας (binary code). 
 
Παρατήρηση 2.1 Το σύνολο C των λύσεων x της HxT = 0 (ή αλλιώς ο µηδενόχωρος 
του H) είναι ένας υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου F n

q  µε διάσταση k. Επειδή οι 
κωδικές λέξεις είναι προσθετική οµάδα, ο C ονοµάζεται επίσης κώδικας-οµάδα. 
 
Ιδιότητες γραµµικών κωδίκων 2.2 
 
1. x ∈  C ⇔  HxT = 0 
2. Ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας Η του κώδικα C γράφεται σε κανονική µορφή 

Η = [Α | Ιn – k] 
3. Ο πίνακας G = [Ik | –AT] ονοµάζεται (κανονικός) γεννήτορας πίνακας του 

κώδικα C µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H = [Α | Ιn – k] στην κανονική µορφή λόγω 
του ότι ισχύει x = uG οι κωδικές λέξεις είναι γραµµικοί συνδυασµοί των γραµµών 
του G. 

 
Ισχύει: GHT = HGT = 0. 
 
Παράδείγµα 2.3 
 
 

Αν H = 
















100110
010101
001011

 τότε G = 
















110100
101010
011001

. 

 



Από τις τρεις γραµµές του πίνακα παίρνουµε τον (3, 6)-κώδικα C ⊆  F 6
2  ο οποίος 

αποτελείται από 8 κωδικές λέξεις: 
 

000000, 100110, 010101, 001011, 110011, 011110, 101101, 111000 
 
Όπως και πριν κάθε κωδική λέξη x µπορεί να περιγραφεί σαν διανύσµα της µορφής 
x = uG, όπου u = u1u2u3 µε ui ∈  F2. 
 
Υπάρχουν τέσσερις κωδικές λέξεις βάρους 3, τρεις κωδικές λέξεις βάρους 4 και µια 
κωδική λέξη βάρους 0. Η ελάχιστη απόσταση του κώδικα είναι 3, εποµένως ανιχνεύει 
την ύπαρξη το πολύ δύο λαθών και διορθώνει το πολύ ένα λάθος. 
 
Θεώρηµα 2.4 Έστω G ο γεννήτορας πίνακας ενός γραµµικού κώδικα C. Τότε οι 
γραµµές του G σχηµατίζουν µια βάση του C. 
 
Απόδειξη Οι k γραµµές του πίνακα G είναι γραµµικώς ανεξάρτητες από τον ορισµό 
του γεννήτορα πίνακα ενός γραµµικού κώδικα. Αν r είναι ένα διάνυσµα-γραµµή του 
G τότε rHT = 0 άρα και ΗrT = 0 για κάθε r ∈  C. τώρα, dimC είναι η διάσταση του 
µηδενόχωρου του H, η οποία είναι n – rank(H) = k. Εποµένως, οι k γραµµές του G 
σχηµατίζουν µια βάση του C. 
 
Ένας κώδικας µπορεί να έχει πολλούς πίνακες ελέγχου ισοτιµίας και γεννήτορες 
πίνακες. Κάθε k ×  n πίνακας του οποίου ο χώρος γραµµών είναι ίσος µε τον C µπορεί 
να είναι επίσης ένας γεννήτορας πίνακας του C. 
 
Αν ο «γεννήτορας πίνακας» H δεν είναι στην κανονική µορφή µπορούµε να τον 
µετατρέψουµε σε ένα πίνακα της µορφής [Ik | – AT] χωρίς να αλλάξουµε τον 
µηδενόχωρο του Η, δηλαδή τον κώδικα C. Μετά µετατρέπουµε τις συντεταγµένες για 
να σχηµατίσουµε τον πίνακα H′  ο οπoίος να είναι σε κανονική µορφή. Οι 
συντεταγµένες του κώδικα C′  που αντιστοιχεί στον H′  είναι «ισοδύναµος» µε τον C 
µε την ακόλουθη έννοια: 
 
Ορισµός 2.5 ∆ύο κώδικες C και C′  ίδιου µήκους n θα λέγονται ισοδύναµοι αν 
υπάρχει µια µετάθεση π του συνόλου {1, 2, …, n} τέτοια ώστε 
 

(x1, …, xn) ∈  C ⇔  ( ) Cx,...,x )n()1( ′∈ππ  
 
Έτσι, σχηµατίζουµε τον γεννήτορα πίνακα G′  του πίνακα C′  και ύστερα 
εφαρµόζουµε την αντίστροφη µετάθεση π – 1 στις συντεταγµένες. 
 
Το επόµενο αποτέλεσµα µας δείχνει ότι για κάθε γραµµικό κώδικα, η ελάχιστη 
απόσταση µπορεί να υπολογισθεί από το βάρος Hamming των κωδικών λέξεων. 
 
Μια από τις πιο σηµαντικές ιδιότητες των γραµµικών κωδίκων είναι η παρακάτω 
 
Πρόταση 2.6 Έστω C ένας γραµµικός (n, k)-κώδικας. Η ελάχιστη απόσταση του C 
είναι ίση µε το ελάχιστο δυνατό βάρος που έχει κωδική λέξη διάφορη του µηδενικού 
στοιχείου. 
 



Απόδειξη Έστω w το ελάχιστο δυνατό βάρος Hamming κωδικής λέξης διάφορης του 
µηδενικού στοιχείου 0. Έστω x ∈  C µια κωδική λέξη βάρους Hamming w. Τότε 
ισχύει ότι d(x, 0) = w(x) = w. Εποµένως, ισχύει ότι w ≥  dmin(C). Τώρα έστω u και v 
ένα ζευγάρι κωδικών λέξεων του C µε απόσταση τέτοια ώστε d(u, v) = d min(C). Αφού 
C γραµµικός κώδικας έπεται ότι και η u – v είναι επίσης κωδική λέξη. Η u – v έχει 
βάρος dmin(C). Εποµένως, d min(C) ≥  w. ∆ηλαδή, d min(C) = w. 
 
Ορισµός 2.7 Ένα γραµµικός κώδικας C µήκους n, διάστασης k και ελάχιστης 
απόστασης d θα ονοµάζεται (n, k, d)-κώδικας. 
 
Έστω τώρα, u = u1, …, un και v = v1, …, vn δύο διανύσµατα του διανυσµατικού 
χώρου F n

q  και έστω ⋅u v = u1v1 + … + unvn να συµβολίζει το γινόµενο των u και v 

πάνω από τον F n
q . Αν ⋅u v = 0 τότε τα u και v θα λέγονται ορθογώνια. 

 
Ορισµός 2.8 Έστω C ένας γραµµικός (n, k)-κώδικας ορισµένος στο σώµα Fq. Ο 
ορθογώνιος κώδικας ⊥C  του κώδικα C ορίζεται να είναι ο 
 

⊥C  = {u  | uv = 0 για κάθε v }C∈  
 
Επειδή ο C είναι ένας k-διάστατος υπόχωρος του n-διάστατου διανυσµατικού χώρου 
F n

q  το ορθογώνιο συµπλήρωµα του C είναι διάστασης n – k και είναι ένας (n, n – k) 
κώδικας. Μπορεί να αποδειχτεί ότι αν ο κώδικας C έχει γεννήτορα τον πίνακα G και 
πίνακα ελέγχου ισοτιµίας Η τότε ο ⊥C  έχει γεννήτορα πίνακα τον Η και πίνακα 
ελέγχου ισοτιµίας του G. Η ορθογωνιότητα των δύο κωδίκων µπορεί να εκφραστεί 
από τη σχέση GHT = HGT = 0. Τώρα θα συνοψίσουµε κάποιες απλές ιδιότητες των 
γραµµικών κωδίκων. 
 
Παρατήρηση 2.9 Έστω mld(H) ο ελάχιστος αριθµός γραµµικά εξαρτηµένων στηλών 
του Η. Επειδή οποιεσδήποτε rank(H) + 1 το πλήθος στήλες του Η είναι γραµµικά 
εξαρτηµένες προφανώς ισχύει, mld(H) ≤  rank(H) + 1 για κάθε πίνακα H. 
 
Θεώρηµα 2.10 Έστω Η ένας πίνακας ελέγχου ισοδυναµίας ενός (n, k, d)-κώδικα C µε 
n > k. Τότε ισχύουν: 
 
(i) dimC = k = n – rank(H) 
(ii) d = mld(H) 
(iii) d ≤  n – k + 1. 
 
Απόδειξη Το (i) είναι προφανές ενώ το (iii) προκύπτει από το (ii) και την 
προηγούµενη παρατήρηση. Για να αποδείξουµε το (ii) ας υποθέσουµε ότι ο Η έχει 
στήλες s1, …, sn. Παίρνουµε µια κωδική λέξη c = (c1, …, cn) ∈  C µε βάρος w. Τότε 
επειδή 
 

ΗcT = c1s1 + … cnsn 
 
ισχύει ότι c1s1 + … cnsn = 0. Έχουµε επίσης ότι η c έχει µη-µηδενική συντεταγµένη σε 
w θέσεις εποµένως κάποιες w, και µάλιστα όχι λιγότερες, στο πλήθος στήλες του Η 
είναι γραµµικά εξαρτηµένες. ∆ηλαδή, mld(H) = w. Εφαρµόζοντας την πρόταση 2.6 



έχουµε ότι η ελάχιστη απόσταση d του κώδικα είναι ίση µε τo βάρος της c και 
συνεπώς το ζητούµενο. 
 
Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε την ύπαρξη γραµµικών (n, k)-κωδίκων µε ελάχιστη 
απόσταση d πάνω από το Fq αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει (n – k) ×  n πίνακας Η µε 
mld(H) = d. 
 
Αναφέρουµε δύο θεωρήµατα χωρίς απόδειξη 
 
Θεώρηµα 2.11 (Φράγµα των Gilbert – Varshamov) 
 
Αν 
 

qn – k > ∑
−

=







 −2d

0i i
1n

(q – 1)i 

 
τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν γραµµικό (n, k)-κώδικα ορισµένο στο σώµα 
Fq µε ελάχιστη απόσταση µεγαλύτερη ή ίση από d. 
 
Θεώρηµα 2.12 (Φράγµα του Plotkin) Αν υπάρχει ένας γραµµικός κώδικας µήκους n 
µε M κωδικές λέξεις και ελάχιστη απόσταση d πάνω από το Fq τότε 
 

d ≤  n 
q)1M(
)1q(M

−
−  



3. Κώδικες Hamming 
 
Πρόκειται για κώδικες που διορθώνουν ένα το πολύ λάθος και είναι εύκολοι στην 
κωδικοποίηση και στην αποκωδικοποίηση. 
 
Ορισµός 3.1 Έστω C (n, k)-γραµµικός κώδικας στο σώµα Fq. Έστω το διάνυσµα α 
του διανυσµατικού χώρου F n

q . Ορίζουµε coset (σύµπλοκο) του διανύσµατος α το 
σύνολο α + C = {α + x | x ∈  C }. 
 
Παρατηρήσεις 3.2 
 
(i) Κάθε διάνυσµα b του F n

q  ανήκει σε κάποιο coset. ∆ηλαδή υπάρχει y ∈  F n
q  

τέτοιο ώστε b = y + C ή αλλιώς y ∈  F n
q  τέτοιο ώστε b – y = x ∈  C. 

(ii) Έστω a, b ∈  F n
q . Τα a, b ανήκουν στο ίδιο coset αν και µόνο αν a – b ∈  C. 

(iii) Κάθε coset έχει qk στοιχεία 
 
Απόδειξη 
 
(i) Επειδή ο κώδικας C είναι γραµµικός το µηδενικό διάνυσµα ανήκει σ’ αυτόν 

εποµένως αν πάρουµε ένα διάνυσµα b του F n
q  αυτό θα ανήκει στο coset b + C. 

(ii) a, b ∈  F n
q ανήκουν στο ίδιο coset ⇔  a + C = b + C ⇔ υπάρχουν x, y ∈  C 

τέτοια ώστε a + x = b + y ⇔  a – b = y – x µε x, y ∈  C ⇔  a – b ∈  C. 
(iii) Ο κώδικας C έχει qk στοιχεία. Έστω x, y ∈  C τότε [a + x = a + y ⇔  x = y] 

εποµένως και κάθε coset έχει qk στοιχεία, όσα στοιχεία έχει και ο γραµµικός 
κώδικας C. 

 
Πρόταση 3.3 ∆υο οποιαδήποτε στοιχεία cosets είναι ξένα µεταξύ τους ή συµπίπτουν 
 
Απόδειξη 
 
Έστω a, b ∈  F n

q  και έστω a + C, b + C τα αντίστοιχα cosets. Αν είναι ξένα µεταξύ 
τους τελειώσαµε. Αλλιώς έστω γ ∈  (a + C) ∩  (b + C) τότε [γ ∈  (a + C) και 
γ ∈  (b + C)] ή αλλιώς [υπάρχουν x, y ∈  C τέτοια ώστε γ = a + x και γ = b + y]. 
Εποµένως, a + x = b + y. Οπότε a – b = y – x ∈  C, δηλαδή a + C = b + C. 
 
Ορισµός 3.4 Ένα διάνυσµα ελάχιστου βάρους ενός coset θα λέγεται οδηγός του coset 
 

Το πλήθος των coset είναι k

n

q
q  = qn – k, δηλαδή 

 
F n

q  = C ∪&  (α(1) + C) ∪&  … ∪&  (α(τ) + C), 
 
όπου τ = qn – k –1 και το ∪&  συµβολίζει ξένη ένωση. 
 



Αν πάρουµε το F n
q  και y∈  F n

q , αυτό θα είναι στοιχείο κάποιου coset α(i) + C. 
Υποθέτουµε ότι στάλθηκε η κωδική λέξη x∈C. Το λάθος είναι e = y – x, όπου 
y ∈  α(i) + C. Άρα y = α(i) + z, όπου z∈C. Εποµένως e = y – x = α(i) + (z – x), µε 
(z – x) ∈  C. Άρα e ∈  α(i) + C. 
 
Εποµένως, το διάνυσµα λάθους ανήκει στο ίδιο coset που ανήκει και το y. 
 
Αξίωµα 3.5 Το πιο πιθανό λάθος είναι ένα διάνυσµα του coset µε το µικρότερο 
δυνατό βάρος. 
 
Συνεπώς, αποκωδικοποιούµε στο x = y – e, όπου e ο οδηγός του coset. 
 
Παράδειγµα 3.6 Αν q = 2 και (n, k) = (4, 2) κώδικας µε γεννήτορα πίνακα 
 

G = 







1010
1101

. 

 
Σχηµατίζουµε τα cosets ως εξής: 
 
Από τα µηνύµατα και τον γεννήτορα πίνακα G βρίσκουµε τις κωδικές λέξεις. Στη 
συνέχεια επιλέγουµε ένα τυχαίο διάνυσµα µε ελάχιστο βάρος που δεν είναι κωδική 
λέξη. Σχηµατίζουµε το coset που του αντίστοιχεί προσθέτοντας το διάνυσµα σε όλες 
τις κωδικές λέξεις. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο διαλέγοντας κάθε φορά ένα 
διάνυσµα µε ελάχιστο βάρος που δεν ανήκει σε κανένα από τα cosets που έχουµε 
κατασκευάσει. 
 

Μηνύµατα 00 10 01 11 
Κωδικές λέξεις C 0000 1011 0101 1110 
Τυχαίο διάνυσµα µε ελάχιστο βάρος 0001    
coset 0001 0001 1010 0100 1111 
coset 0010 0010 1001 0111 1100 
coset 1000 1000 0011 1101 0110 
coset 0000 0000 1011 0101 1110 

 
Αν υποθέσουµε ότι πήραµε y = 1101, εποµένως αποκωδικοποιούµε στο x = y – e, 
όπου e ο οδηγός του coset έχουµε x = 1101 – 1000 = 0101. 
 
Για µεγάλους κώδικες είναι µη-πρακτικό, αδύνατο να κατασκευάσουµε τον πίνακα 
των cosets. Τα πράγµατα γίνονται πιο εύκολα αν παρατηρήσουµε ότι 
 

HwT = H (α +x)T = H (αΤ + xT) = HαΤ + ΗxT = HαΤ 
 
Ορισµός 3.7 Έστω C γραµµικός κώδικας τύπου (n, k) µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας Η. 
Αν y ∈  F n

q , σύνδροµο του y ορίζεται το S(y) : = HyT. 
 
Ιδιότητες 3.8  
 
(α) S(y) διάνυσµα µήκος (n – k) 



(β) S(y) = 0 ⇔  y∈  C 
(γ) S(y) = S(e), e ο οδηγός του coset στον οποίο ανήκει το y 
(δ) Για δυαδικό κώδικα αν e = 0010…10…0…1 
                                                     ↓     ↓           ↓  
                                             α-θέση  b-θέση  c-θέση 
Το σύνδροµο είναι S(e) = HeT = Hα + Hb + Hc, όπου Hi είναι η i-οστή στήλη του H.  
 
Εποµένως, 
 
Πρόταση3.9 Σε δυαδικό κώδικα το σύνδροµο είναι ίσο µε το άθροισµα των στηλών 
του πίνακα H στις οποίες εµφανίζεται λάθος. 
 
(ε) ∆ύο διανύσµατα ανήκουν στο ίδιο coset αν και µόνο αν έχουν το ίδιο σύνδροµο. 
 
Απόδειξη 
x, y ανήκουν στο ίδιο coset ⇔  S(x – y) = 0 ⇔  H(x – y)T = 0 ⇔  HxT – HyT = 0 ⇔  
HxT = HyT ⇔  S(x) = S(y) 
 
Αλγόριθµος Αποκωδικοποίησης 
Έστω ότι πήραµε κάποιο y ∈  F n

q . Υπολογίζουµε το σύνδροµο S(y). Βρίσκουµε τον 
οδηγό e για τον οποίο S(e) = S(y). Αποκωδικοποιούµε στο x = y – e. 
 
Από τα προηγούµενα, φαίνεται ότι χρειαζόµαστε µόνο τους οδηγούς των cosets αλλά 
και αυτών το πλήθος µπορεί να είναι µεγάλο. Για παράδειγµα αν (n, k) = (50, 20) στο 

F2 έχουµε 20

50

2
2  = 230 ~ 109 cosets. 

Επιθυµούµε να κατασκευάσουµε κώδικες που να διορθώνουν το πολύ ένα λάθος (1-
error correcting codes). Άρα, ο κώδικας θα ανιχνεύει την ύπαρξη τουλάχιστον ενός 
λάθους. Εποµένως, θα πρέπει όλες οι στήλες του πίνακα H να µην είναι µηδενικές, 
διότι αν η i-οστή στήλη είναι µηδενική δεν θα µπορούσαµε να ανιχνεύσουµε την 
ύπαρξη λάθους στην i-οστή θέση. Επίσης, θα πρέπει οι στήλες του πίνακα Η να είναι 
ανά δύο διαφορετικές µεταξύ τους, αλλιώς δεν θα µπορούσαµε να διαπιστώσουµε τη 
θέση του λάθους. 
 
Ορισµός 3.10 Έστω m ∈  Ν, m ≥  2. Ο κώδικας Cm τύπου (n, k), n = 2m – 1,  
k = 2m – 1 – m θα λέγεται δυαδικός κώδικας Hamming, όταν ο πίνακας ισοτιµίας 
H ∈  Mm x n(F2) έχει σαν στήλες όλες τις δυνατές, µη-µηδενικές, στήλες µήκους m που 
µπορούµε να κατασκευάσουµε. 
 
Παράδειγµα 3.11 Έστω m = 3, n = 23 – 1 = 7, k = n – m = 7 – 3 = 4. Ο κώδικας 
Hamming C3 είναι ένας (7, 4) – κώδικας (δυαδικός) µε πίνακα ελέγχου ισοτιµίας 
 

Η = 
















1010101
1100110
1111000

 

         1    2    3   4    5    6   7  (στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης) 
 



Υποθέτουµε ότι στην k-στή θέση της λέξης y = y1y2 …y7 που πήραµε υπάρχει 
µοναδικό λάθος. Τότε το σύνδροµο είναι S(y) = HyT = Hk, η k-στη στήλη του πίνακα 
Η. Το διάνυσµα Ηk που θα βρούµε θα το µεταφράσουµε στο δυαδικό σύστηµα 
αρίθµησης και θα βρούµε τη θέση λάθους την οποία και θα διορθώσουµε. Για 
παράδειγµα αν S(y) = (101)T τότε επειδή 1012 = 5 το λάθος είναι στην πέµπτη θέση. 
 
Επειδή τα διανύσµατα είναι ανά δύο γραµµικά ανεξάρτητα (βρισκόµαστε στο σώµα 
F2 οπότε οι έννοιες «γραµµικά ανεξάρτητα» και «διαφορετικά µεταξύ τους» 
διανύσµατα είναι ταυτόσηµες) αλλά όχι ανά τρία, αφού το άθροισµά τους είναι 
επίσης διάνυσµα-στήλη του Η, έπεται ότι mld(H) = 3. Τώρα, ισχύει d = dim(C) αν και 
µόνο αν οποιεσδήποτε s στήλες του Η, όπου s ≤  d – 1, είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 
Άρα d – 1 = 2 οπότε d = 3. 
 
Πρόταση 3.12 Οι δυαδικοί κώδικες Hamming είναι τέλειοι. 
 
Απόδειξη Επειδή d = 3 έπεται ότι ο (n, k)-κώδικας Hamming Cm είναι 1-error 
correcting οπότε ο σφαίρες κέντρου κωδικής λέξης και ακτίνας 1 είναι ξένες µεταξύ 

τους. Αν c ∈  Cm τότε S1(c) = 1 + 







1
n

 = n + 1 διανύσµατα ανήκουν σε κάθε σφαίρα 

και έχουµε 2k σφαίρες. Συνολικά όλες περιέχουν (n + 1)2k = (2m – 1 + 1)2n – m = 2n 
λέξεις. Άρα ο κώδικας είναι τέλειος. 
 
Παρατηρήσεις 3.13 
 
1. Οι δυαδικοί κώδικες Hamming είναι κυκλικοί (η έννοια θα οριστεί στην επόµενη 

παράγραφο). 
2. Οι δυαδικοί κώδικες Hamming είναι τέλειοι (µόλις το έχουµε αποδείξει). 
3. Γενικευµένοι κώδικες Hamming. 

Στο Fq θεωρούµε τον πίνακα H ∈  Mm x n(Fq) όπου n = 
1q
1q m

−
−  και δύο 

οποιεσδήποτε στήλες δεν είναι η µια πολλαπλάσιο της άλλης. Παίρνουµε τον 

κώδικα Hamming Cm τύπου 







−

−
−

−
− 3,m

1q
1q,

1q
1q mm

 

4. Οι κώδικες Hamming είναι 1-error correcting. Γενίκευσή τους αποτελούν οι 
BCH-κώδικες. (Μελέτη στην παράγραφο 6) 

5. Αν σε (n, k, d)-κώδικα C προσθέσουµε στο τέλος κάθε λέξης ένα στοιχείο, το 
αρνητικό άθροισµα των πρώτων n συµβόλων, κατασκευάζουµε ένα κώδικα C  
που λέγεται επεκτεταµένος 
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Για παράδειγµα ο C3 (7, 4, 3) κώδικας γίνεται (8, 4, 4) ο οποίος ανιχνεύει 3 λάθη 
το πολύ (κάτι παραπάνω από τον αρχικό) και διορθώνει 1 λάθος (ότι και ο 
αρχικός) 

6. Ο δυικός ενός δυαδικού κώδικα Hamming Cm (2m – 1, 2m – 1 – m, 3) είναι ο 
δυαδικός simplex κώδικας τύπου (2m – 1, m, 2m – 1) 

7. Ο δυικός του επεκτεταµένου ενός δυαδικού κώδικα Hamming Cm 
(2m – 1, 2m – 1 – m, 4) λέγεται κώδικας Reed-Muller πρώτης τάξης και είναι 
τύπου (2m, m + 1, 2m – 1). Για αποκωδικοποίηση χρησιµοποιείται η θεωρία του 
Fast Fourier Transforms. 
Η NASA (1969 – 1977) χρησιµοποίησε (n, k, d) = (32, 6, 16) Reed Muller 
κώδικες πρώτης τάξης στο πρόγραµµα Mariner για µεταφορά εικόνας από Σελήνη 
και Άρη στη Γη. 

 
Εκτός του ότι είναι και οι καλύτεροι κώδικες για δοσµένα n, d οι τέλειοι κώδικες 
είναι πολύ ενδιαφέροντες για Μαθηµατικούς, κυρίως για τα επισυναπτόµενα designs 
και την οµάδα αυτοµορφισµών τους. 
 
Πρόβληµα Να βρεθούν όλοι οι τέλειοι κώδικες 
 
Η προσπάθεια άρχισε µε τον M. Golay το 1949 και τελείωσε, εν µέρει, µε τους J. H. 
Lint και A. Tietäväinen. 
 
Κατ’ αρχήν, έχουµε µια κλάση τέλειων κωδίκων, τους κώδικες Hamming στο Fq, οι 

οποίοι είναι τύπου (n, M, d) = 







−
− − 3,q,
1q
1q rn

r

 όπου r ≥  2 και q δύναµη πρώτου. 

Ψάχνοντας για άλλους τέλειους κώδικες µια ιδέα είναι να ψάξουµε για ακέραιους q, 
M, n, t οι οποίοι να επαληθεύουν την ισότητα στο φράγµα του Hamming, δηλαδή  
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Ο Golay (1949) απέδειξε ότι υπάρχουν και τρεις άλλοι πιθανοί τύποι, εκτός των 
παραπάνω του Hamming. Οι (23, 212, 7) και (90, 278, 5) για q =2 και (11, 36, 5) για 
q = 3. Ο Golay ασχολήθηκε µόνο µε γραµµικούς κώδικες όµως απέδειξε ότι 
 
Θεώρηµα 3.14 ∆εν υπάρχει γραµµικός (90, 278, 5)-κώδικας αλλά υπάρχει γραµµικός 
(23, 212, 7)-κώδικας 
 
Ο Golay έδωσε τον γεννήτορα πίνακα του κώδικα, αργότερα δόθηκαν ισοδύναµοι 
πίνακες. Μειονέκτηµα αποτελεί το πως βρέθηκε ο πίνακας. 
 
Για d περιττό υπάρχει δυαδικός (n, M, d)-κώδικας C αν και µόνο αν υπάρχει δυαδικός 
(n + 1, M, d + 1)-κώδικας Ĉ . Μάλιστα αν ο C είναι γραµµικός τότε είναι και ο Ĉ . 
Εποµένως, η ύπαρξη ενός (23, 212, 7)-κώδικα είναι ισοδύναµη µε την ύπαρξη ενός 
(24, 212, 8)-κώδικα. Θα ορίσουµε κατ’ αρχήν τον Ĉ . 
 
Ο κώδικας G24 µε γεννήτορα πίνακα G = [ I12 | A] όπου 
 



Α = 













































100011101101
000111011011
001110110101
011101101001
111011010001
110110100011
101101000111
011010001111
110100011101
101000111011
010001110111
111111111110

 

 
είναι ένας (24, 212, 8)-κώδικας. Από τον G24 παίρνουµε τον G23 κώδικα ο οποίος είναι 
αυτοδυικός και τέλειος. 
 
Για τον τριαδικό (ternary) κώδικα Golay (11, 36, 5) δίνουµε γεννήτορα πίνακα του 
τριαδικού G12. Είναι ο G = [ I6 | A] όπου 
 

Α = 



























012211
101221
210121
221011
122101
111110

 

 
 Αυτός είναι ένας (12, 36, 6)-κώδικας punctured στον κώδικα Golay (12, 35, 5) 
 
Θεώρηµα 3.15 (Van Lint – Tietäväinen, 1967) Κάθε µη τετριµµένος τέλειος κώδικας, 
ως προς το σώµα Fq όπου q δύναµη πρώτου, έχει τύπο ίδιο µε κάποιο κώδικα 
Hamming ή κώδικα Golay. 



4. Κυκλικοί κώδικες 
 
Πρόκειται για ειδικούς γραµµικούς κώδικες C ≤  F n

q  για τους οποίους για κάθε 
κωδική λέξη (α0, α1, …, αn – 1) ∈  C έπεται ότι (αn – 1, α0, …, αn – 2) ∈  C . ∆ηλαδή, ο C 
είναι κυκλικός όταν για κάθε κωδική λέξη όλες οι λέξεις που προκύπτουν µε  
κυκλικές µεταθέσεις των δεικτών της είναι επίσης κωδικές λέξεις. 
 
Η απεικόνιση Ζ : F n

q →  F n
q  µε τύπο Ζ(α0, α1, …, αn – 1) = (αn – 1, α0, …, αn – 2) λέγεται 

κυκλική µετατόπιση (shift). 
 
Θεωρούµε το δακτύλιο των πολυωνύµων µιας µεταβλητής µε συντελεστές από το 
σώµα Fq, Fq[Χ]. Έστω Vn = {f(Χ) ∈  Fq[Χ] µε deg f(Χ) ≤  n – 1} = 
{f(Χ) ∈  Fq[Χ] όπου f(Χ) = α0 + α1Χ + … + αn – 1Χn – 1}. Ταυτίζουµε (ισοµορφία), το 
F n

q  = { (α0, α1, …, αn – 1) όπου αi ∈  Fq } µε το χώρο Vn µέσω της απεικόνισης 
(α0, α1, …, αn – 1) a  α0 + α1Χ + … + αn – 1Χn – 1. Θεωρούµε επίσης τον χώρο 
Wn = Fq[Χ] / <Χn – 1> των υπολοίπων όλων των πολυωνύµων του Fq[Χ] 
διαιρουµένων µε το πολυώνυµο Χn

 – 1, δηλαδή έχουµε τρεις όψεις του ίδιου 
“νοµίσµατος”.  
 
Παράδειγµα κυκλικού κώδικα 4.1 

Αν C ≤  F 7
2  που ορίζεται από τον γεννήτορα πίνακα G = 

















1011100
0101110
0010111
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g
g
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. Ο κώδικας είναι κυκλικός. Οι κωδικές λέξεις του C είναι γραµµικοί 

συνδυασµοί, ως προς το σώµα F2, των γραµµών του C και ισχύει: 
 

(C κυκλικός) ⇔  ( Ζ(g(i)) ∈  C για κάθε i = 1, 2, 3 ). 
 
Πράγµατι : Z(g(1)) = g(2) ∈  C, Z(g(2)) = g(3) ∈  C, Z(g(3)) = g(1) + g(2) ∈  C.  
 
Χωρίς απόδειξη, αναφέρουµε : 
 

(1) Ο υπόχωρος C ≤  Wn είναι κυκλικός κώδικας αν και µόνο αν ο C είναι ιδεώδες 
του δακτυλίου Wn 

(2) Αν C ένας κυκλικός κώδικας τότε υπάρχει ακριβώς ένα πολυώνυµο g ∈  Vn 
τέτοιο ώστε 

i. Το g διαιρεί το Χn – 1 στο Fq[X] 
ii. Ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g είναι 1 

 
Ορισµός 4.2 Το πολυώνυµο g λέγεται πολυώνυµο γεννήτορας του κώδικα C. Τα 
στοιχεία του C λέγονται κωδικές λέξεις ή κωδικά πολυώνυµα ή κωδικά διανύσµατα. 
 
Από το (2) συµπεραίνουµε ότι γνωρίζουµε όλους τους κυκλικούς κώδικες µήκους n 
αν γνωρίζουµε όλα τα πολυώνυµα g ∈  Fq[X] τα οποία διαιρούν το Χn – 1. 



 
Παρατήρηση 4.3 Αν το πολυώνυµο g = g0 + g1X + … + gmXm ∈  Vm διαιρεί το 
πολυώνυµο Χn – 1 και deg(g) = m < n τότε ο γραµµικός κώδικας C τύπου (n, k) που 
ορίζεται από τον γεννήτορα πίνακα 
 

G = 
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είναι κυκλικός. 
 
Κωδικοποίηση κυκλικών κωδίκων 
 
Έστω C κυκλικός κώδικας που παράγεται από το πολυώνυµο g. Στέλνουµε το 
µήνυµα α0α1α2…αk – 1 µε αi ∈  Fq. 
 
(i) Το κάνουµε πολυώνυµο. ∆ηλαδή γίνεται α0 + α1Χ + … + αk – 1Χk – 1 
(ii) Το πολλαπλασιάζουµε µε το πολυώνυµο g 
(iii) Αν χρειαστεί, το διαιρούµε µε το Xn – 1 και παίρνουµε το υπόλοιπο της 

διαίρεσης. 
 
Το πολυώνυµο που προκύπτει γίνεται διάνυσµα και στέλνεται στον παραλήπτη. 
 
Παράδειγµα 4.4 Έστω n = 6, q = 2. ∆ηλαδή στο F2[X] θα πάρουµε πολυώνυµο g που 
να διαιρεί το X6 – 1. Ας πάρουµε g = Χ3 – 1 = Χ3 + 1. Εποµένως το g παράγει 
κυκλικό κώδικα. Έχουµε ότι k = 3. Κωδικοποιούµε ως εξής: 
 
000 a  (0 + 0Χ + 0Χ2)(1 + Χ3)  = 0 + 0Χ + 0Χ2 + 0Χ3 + 0Χ4 + 0Χ5 a  000000 
100 a  (1 + 0Χ + 0Χ2)(1 + Χ3)  = 1 + Χ3    a  100100 
010 a  Χ (1 + Χ3)    = Χ +Χ4    a  010010 
110 a  (1 + Χ)(1 + Χ3)   = 1 + Χ + Χ3 + Χ4   a  110110 
001 a  Χ2 (1 + Χ3)    = Χ2 + Χ5    a  001001 
101 a (1 + Χ2)(1 + Χ3)  = 1+ Χ2 + Χ3 + Χ5   a  101101 
011 a (1 + Χ2)(1 + Χ3)   = 1+ Χ2 + Χ3 + Χ5   a  101101 
111a (1 + Χ + Χ2)(1 + Χ3)   = 1+ Χ + Χ2 + Χ3 + Χ4 + Χ5  a  111111 
 
Ισχύει ότι αν q = pk και ο πρώτος p δεν διαιρεί το n τότε το πολυώνυµο 
Xn – 1 ∈  Fq[Χ] έχει απλές ρίζες. 
 
Ορισµός 4.5 Έστω πρώτος p που δεν διαιρεί το n. Αν Xn – 1 = g1g2 … gt η ανάλυση 
του Χn – 1 στο Fq[X] σε γινόµενο αναγώγων πολυωνύµων gi τότε οι κώδικες 
Ci = <gi> λέγονται maximal κυκλικοί κώδικες. 
 
Έστω C = <g> κυκλικός κώδικας ως προς το σώµα Fq τύπου (n, k). Τότε g∈  Vn µε 
degg = m = n – k τέτοιο ώστε το g να διαιρεί Xn – 1. Οπότε υπάρχει h(X) ∈  Fq[X] 

τέτοιο ώστε Xn – 1 = g(X)h(X), δηλαδή h(X) = 
)X(g
1X n − . 



 
Ορισµός 4.6 Το πολυώνυµο h(X) λέγεται πολυώνυµο ελέγχου (parity check) του 
κυκλικού κώδικα C = <g>. 
 
Συµβολισµός 4.7 Πολλαπλασιάζουµε δύο πολυώνυµα f1, f2, διαιρούµε το Xn – 1 και 
παίρνουµε το υπόλοιπο. Αυτό θα το συµβολίζουµε f1*f2. 
 

Πρόταση 4.8 Έστω κυκλικός κώδικας C = <g> ≤  Vn, έστω h(X) = 
)X(g
1X n −  και έστω 

κάποιο v ∈  Vn, τότε v ∈  C αν και µόνο αν v * h = 0. 
 
Απόδειξη  
(⇒ ) Έστω v ∈  C τότε υπάρχει πολυώνυµο α τέτοιο ώστε v = α * g. Ισχύει ότι  
gh = Xn – 1, δηλαδή g*h = 0, οπότε v * h = (α * g) * h = α * 0 = 0. 
 
(⇐ ) Έστω v * h = 0, τότε vh = (Xn – 1)k(X) για κάποιο πολυώνυµο k(X) ∈  Fq[X]. 
Ξανά, ισχύει Xn – 1 = gh. Εποµένως, vh = k(X)gh = (k(X)g)h δηλαδή v = k(X)g = 
k(X) * g, οπότε V ∈  C. 
 
Αποδεικνύεται ότι ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας του κυκλικού κώδικα C = <g> όπου 

h = 
g

1X n −  = h0 + h1X + … + hkXk είναι ο  
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Αν C = <g> κυκλικός κώδικας (n, k) τότε και ο C ⊥  είναι επίσης κυκλικός τύπου  
(n, n – k) µε πολυώνυµο γεννήτορα h ⊥  = Xdegh(h o  X–1). 
 
Επεξήγηση Αν h = h0 + h1X + … + hkXk τότε h o  X–1 = 

h0 + h1 X
1  + h2 2X

1  + …+ hk kX
1  τότε h ⊥  = Xk(h o  X–1) = h0Xk + h1Xk – 1 + … + hk. 

 
Παράδειγµα 4.9 Αν n = 7, q = 2 θεωρούµε το πολυώνυµο Χ7 – 1. Παίρνουµε το 
πολυώνυµο g(X) = X3 + X + 1 ∈  F2[X]. Το g(X) διαιρεί το Χ7 – 1. Εποµένως, το 
πολυώνυµο g(Χ) ορίζει κυκλικό κώδικα τύπου (n, k) = (n, n – m) = (7, 4). 
 

 Έστω C = <g>. Έχουµε ότι G = 
















0011101
0111010
1110100

 

Ισχύει ότι h(Χ) = 
)X(g
1X7 −  = X4 + X2 + X + 1 οπότε h o  X –1 = 4X

1  + 2X
1  + 

X
1  + 1 

και εποµένως h ⊥  = X4(h o  X –1) = 1 + X2 + X3 + X4.  



 

Ο πίνακας ελέγχου είναι H = 
















0011101
0111010
1110100

. 

 
Ο H έχει όλες τις δυνατές µη-µηδενικές στήλες στοιχείων του F2 µήκους 3 και 
µάλιστα µια φορά την καθεµία, δηλαδή ο κυκλικός κώδικας C = <g(Χ)>, όπου 
g(Χ) = 1 + X + X3 είναι ο (7, 4)-κώδικας Hamming. 
 
 
∆ίνονται το n και το πολυώνυµο g το οποίο διαιρεί το Xn – 1. Έστω degg = m. Ο 
κώδικας C = <g> είναι τύπου (n, k) όπου k = n – m. Θεωρούµε της δυνάµεις του Χ, 
Χj, j∈  N. 
 
∆ιαιρούµε τα πολυώνυµα Χj µε το g. Υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα α(j) και r(j) 
τέτοια ώστε Χj = α(j) g + r(j) όπου r(j) = 0 ή degr(j) < degg = m. Τότε, ισχύει ότι 
Χj – r(j) = α(j) g ∈  C. 
 
Ισχύει ότι τα k στο πλήθος πολυώνυµα g(i) : = Xk (Χj – r(j)) µε m ≤  j ≤  n – 1 είναι 
Fq – γραµµικά ανεξάρτητα, θεωρούµενα σαν στοιχεία του Wn, και µας δίνουν τις 
γραµµές του γεννήτορα πίνακα σε κανονική µορφή G = [Ik | – Ak x m]. Ο πίνακας 
ελέγχου ισοτιµίας Η προκύπτει αν σαν στήλες του θέσουµε τα υπόλοιπα της 
διαίρεσης των 1, Χ, Χ2, …, Χm, …, Xn – 1 µε το g. 
 
Παράδειγµα 4.9 Ας πάρουµε n = 7, q = 2, g = 1 + X + X3. Τότε: 
 
X0 mod g ≡  1 = r(0) 
X1 mod g ≡  X = r(1) 

X2 mod g ≡  X2 = r(2) 

X3 mod g ≡  1 + X = r(3) 

X4 mod g ≡X + X2 = r(4) 

X5 mod g ≡  1 + X + X2 = r(5) 
X6 mod g ≡1 + X2 = r(6) 

 

Άρα, ο πίνακας ισοτιµίας του κώδικα είναι ο H = 
















1110
0111
1101

100
010
001

. 

 
Επίσης, έχουµε g(3) = X4(X3 – (1 + X)) = X7 + X5 + X4 ≡  1 + X4 + X5 →  1000110. 
Οµοίως, g(4) = X + X5 + X6 →  0100011, g(5) = X2 + X4 + X5 + X6 →  0010111, 
g(6) = X3 + X4 + X6 →  0001101. Εποµένως ο γεννήτορας πίνακας του κώδικα είναι 
 

G = 





















101
111
110
011

1000
0100
0010
0001

. 



 
Έστω v = (υ0, υ1, …, υn – 1) ∈  F n

q . Αν συµβολίσουµε υ = υ0 + υ1X + … + υn–1X 
n–1 ∈  

Vn τότε το σύνδροµο του v είναι S(v) ≡  υ mod g. Αν λοιπόν, v = c + e για κάποια 
κωδική λέξη c ∈  C = <g> και κάποιο διάνυσµα λάθους e έχουµε ότι 
S(v) = S(c) + S(e) = S(e) = e (το αντίστοιχο πολυώνυµο του διανύσµατος e). 
 
Αλγόριθµος αποκωδικοποίησης κυκλικών κωδικών 

 
(Γνωρίζουµε ότι ο κώδικας διορθώνει t το πολύ λάθη) 
 
Έστω C = <g> ≤  Vn κυκλικός κώδικας όπου το g(Χ) διαιρεί το (Χn – 1) και 
deg g = m τύπου (n, k) όπου k = n – m. Υποθέτουµε ότι είναι t-error correcting. 
 
(1) ∆ιαιρούµε το µήνυµα υ ∈  Vn που πήραµε µε το πολυώνυµο γεννήτορα g και 

βρίσκουµε το υπόλοιπο της διαίρεσης r. Αν e το πολυώνυµο λάθους, τότε  
r = S(υ) = S(e). 

 
(2) Για 0 ≤  i ≤  n – 1, υπολογίζουµε, τα Si := Xi r(mod g). Υπολογίζουµε το βάρος 

του Sj µέχρι να βρούµε κάποιο j0 τέτοιο ώστε w(Sj 0 ) ≤  t. Τότε το  
Χn – j 0 Sj 0 mod (Xn – 1) είναι το πιο πιθανό λάθος. 

 
 
Παρατήρηση Ο αλγόριθµος δουλεύει µόνο υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχει κάποιο j 
τέτοιο ώστε deg (Χj e) ≤  deg g. 
 
Παράδειγµα 4.10 Ας πάρουµε n = 15, q = 2. Θεωρούµε το πολυώνυµο 
 

g(Χ) = (Χ4 + Χ + 1)(Χ4 + Χ3 + Χ2 + Χ + 1) =  X8 + X7 + X6 + X4 + 1 ∈  F2[X]. 
 
Το g(X) διαιρεί το πολυώνυµο Χ15 – 1 εποµένως παράγει κυκλικό (15, 7)-κώδικα C. 

Θα δούµε αργότερα, στην παράγραφο 6, ότι ο C έχει dmin(C) = 5. Άρα t = 



 −

2
1d  = 2. 

Ο κώδικας C είναι 2-error correcting. 
 
Υποθέτουµε ότι πήραµε το µήνυµα v = 1001110 το οποίο αντιστοιχεί στο πολυώνυµο 
υ = 1 + 0 Χ + 0 Χ2 + 1 Χ3 + 1 Χ4 + 1 Χ5 + 0 Χ6 = 1 + Χ3 + Χ4 + Χ5. Ισχύει ότι 
deg υ = 5 < deg g = 8 συνεπώς r = S(υ) = υ και w(υ) = 4 > 2. 
 
Υπολογίζουµε το S1 = X r = X υ = X (1 + Χ3 + Χ4 + Χ5) = X + X4 + X5 + X6. Επειδή, 
deg S1 < deg g το S1 ταυτίζεται µε το υπόλοιπο της διαίρεσής τους µε το g οπότε 
w(S1) = w(X υ) = 4 > 2. Αναγκαζόµαστε να συνεχίσουµε. 
 
S2 = X2 υ = X2 + Χ5 + Χ6 + Χ7. Πάλι το βάρος είναι w(S2) = 4. Συνεχίζουµε: 
S3 = X3 υ = X3 + Χ6 + Χ7 + Χ8. Επειδή g(Χ) = X8 + X7 + X6 + X4 + 1 έπεται ότι 
Χ8 = Χ7 + X6 + X4 + 1 (mod g) οπότε S3 = X4 + X3 + 1 (mod g). Εποµένως, το 
υπόλοιπο της διαίρεσης µε το g έχει βάρος w(S3) = 3 > 2. Συνεχίζουµε: 
 
S4 = X4 υ = X5 + X4 + Χ (mod g) άρα w(S4) = 3 > 2 
S5 = X5 υ = X6 + X5 + Χ2 (mod g) άρα w(S5) = 3 > 2 



S6 = X6 υ = X7 + X6 + Χ3 (mod g) άρα w(S6) = 3 > 2 
S7 = X7 υ = X8 + X7 + Χ4 =  Χ6 + 1 (mod g) άρα w(S7) = 2 ≤  2 = t. 
 
Άρα το πιο πιθανό λάθος είναι το πολυώνυµο Χ15 – 7 S7 = X8 (X6 + 1) = X14 + X8. 
Εποµένως, αποκωδικοποιούµε στο πολυώνυµο: 
 

υ + Χ8 + Χ14 = 1 + Χ3 + Χ4 + Χ5 + Χ8 + Χ14 

 
∆ιαιρούµε αυτό το πολυώνυµο µε το g και βρίσκουµε 1 + Χ3 + Χ5 + Χ6. Άρα το 
µήνυµα που στάλθηκε είναι το 1001011. 
 
Τέλος, χωρίς απόδειξη αναφέρουµε την 
 
Πρόταση 4.11 Κάθε δυαδικός κώδικας Hamming είναι κυκλικός 



5. Κυκλικοί κώδικες (συνέχεια) 
 
Έστω C = <g> κυκλικός κώδικας όπου g πολυώνυµο του Fq[X] βαθµού deg g(X) = m 
το οποίο διαιρεί Χn – 1. Υπάρχει, εποµένως, κάποιο πολυώνυµο t(X) ∈  Fq[X] τέτοιο 
ώστε Χn – 1 = g(X)t(X). Αν α µια ρίζα του g(X) τότε από την τελευταία σχέση έχουµε 
αn – 1 = g(α)t(α) = 0 t(α) = 0. ∆ηλαδή η α είναι ρίζα του πολυωνύµου Xn – 1. Άρα, 
κάθε ρίζα του g(X) είναι µια n-ρίζα της µονάδας. Ας ονοµάσουµε α1, α2, …, αm τις 
ρίζες του g(X). 
 
Πρόταση 5.1 υ ∈  C = <g> αν και µόνο αν υ(α1) = υ(α2) = … = υ(αm) = 0. 
 
Απόδειξη υ ∈  C = <g> ⇔  υ(X) = g(X) t(X) για κάποιο πολυώνυµο t(X) ∈  Fq[X] 
⇔  υ(αi) = g(αi) t(αi)= 0 για κάθε i = 1, 2, …, m. 
 
Παρατήρηση 5.2 Αν C = <g> κυκλικός κώδικας τύπου (n, k) και α1, α2, …, αm, όπου 
m = n – k, οι ρίζες του πολυωνύµου g τότε το πολυώνυµο υ ∈  Vn είναι κωδικό 
πολυώνυµο. Έστω υ = υ0 + υ1X + … + υn–1X 

n–1 ∈  Vn. Το διάνυσµα των συντελεστών 
v = (υ0, υ1, …, υn – 1) ανήκει στο µηδενόχωρο του πίνακα 
 

H = 
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Απόδειξη [υ κωδική λέξη] ⇔  [υ ∈  C = <g>] ⇔  [υ(αi) = 0 για κάθε i = 1, 2, …, m] 
⇔ [(1, αi, …, α 1n

i
− )(υ0, υ1, …, υn – 1)T για κάθε i = 1, 2, …, m] ⇔ ΗυΤ = 0. 

 
Υπενθυµίζουµε: 
 
(1) Αν F πεπερασµένο σώµα µε q στοιχεία τότε υπάρχει πρώτος p και φυσικός 

αριθµός n τέτοιοι ώστε q = pn. 
(2) ∆υο πεπερασµένα σώµατα µε τον ίδιο αριθµό στοιχείων q είναι ισόµορφα. 

∆ηλαδή, για κάθε q = pn υπάρχει ακριβώς ένα σώµα µε q στοιχεία. 
 
 
Κατασκευή σώµατος µε 4 στοιχεία 
 
Επειδή το 4 είναι δύναµη του 2 θεωρούµε τον δακτύλιο των πολυωνύµων F2[X]. 
Επειδή 4 = 22 αναζητούµε ένα ανάγωγο πολυώνυµο f(X) στο F2[X] βαθµού 2. Για 
παράδειγµα το f(X) = Χ2 + Χ + 1 είναι ανάγωγο στο F2[X] διότι f(0) = 1 ≠  0 και 
f(1) = 1 ≠  0. Θεωρούµε το σύνολο όλων των δυνατών υπολοίπων της διαίρεσης των 
ενός πολυωνύµου του F2[X] µε το Χ2 + Χ + 1 δηλαδή το F2[X] / <Χ2 + Χ + 1> = 
{0, 1, Χ, Χ + 1}. Το σύνολο αυτό είναι αντιµεταθετική οµάδα ως προς την πρόσθεση 
και χωρίς το µηδέν είναι αντιµεταθετική οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό. 
∆ηλαδή είναι σώµα. 
 
Οι πίνακες πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού είναι οι εξής: 
 



+ 0 1 Χ Χ + 1  . 1 Χ Χ + 1 
0 0 1 Χ Χ + 1  1 1 Χ Χ + 1 
1 1 0 Χ + 1 Χ  Χ Χ Χ + 1 1 
Χ Χ Χ + 1 0 1  Χ + 1 Χ + 1 1 Χ 

Χ + 1 Χ + 1 Χ 1 0      
 
 
Έστω F πεπερασµένο σώµα µε q = pn στοιχεία. Το F είναι ταυτισµένο µε το σώµα 
Fq[X] / <f(X)> όπου f(X) ∈  Fp[X] ανάγωγο πολυώνυµο βαθµού n. 
 
Θα αναφέρουµε λίγα στοιχεία από την θεωρία των πεπερασµένων σωµάτων: 
 
Σε κάθε σώµα το F* = F \ {0} είναι πολλαπλασιαστική οµάδα τάξης q – 1. 
 

1. Αν α ∈  F* τότε η τάξη του t = ord(α) διαιρεί το q – 1. 
2. Αν το t δεν διαιρεί το q – 1 τότε δεν υπάρχει α ∈  F* τάξης t 
3. Αν το t διαιρεί το q – 1 τότε υπάρχουν πάντοτε α ∈  F* τάξης t. 

Το πλήθος τους είναι φ(t). 
4. Η πεπερασµένη πολλαπλασιαστική οµάδα F* τάξης q – 1 είναι κυκλική. ∆ηλαδή 

υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο ζ ∈  F* τάξης q – 1. 
5. Σε κάθε στοιχείο α ∈  F αντιστοιχεί µονοσήµαντα ένα µονικό πολυώνυµο 

p(X) ∈  Fq[X] όπου q = pn τέτοιο ώστε 
a. p(α) = 0 
b. deg p(X) ≤  n 
c. p(X) ανάγωγο στο Fq[X] 
d. Αν υπάρχει f(Χ) ∈  Fq[X] µε f(α) = 0 τότε το p(X) διαιρεί το f(X) 

To p(X) λέγεται το ελάχιστο πολυώνυµο του α 
6. Αν f(X) ∈  Fq[X] έχει ρίζα το α ∈  F τότε έχει ρίζες και τα 
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σταµατήσουµε στον εκθέτη d όπου d ο ελάχιστος φυσικός αριθµός τέτοιος ώστε 
qd ≡  1 mod t και όπου t = ord(α) 

 
Με βάση τα παραπάνω θα δώσουµε ένα παράδειγµα το οποίο θα µας οδηγήσει στον 
ορισµό µια πολύ ενδιαφέρουσας κλάσης κωδίκων, τους BCH κώδικες. 
 
Παράδειγµα 5.3 Ξεκινάµε από το σώµα F2. Θεωρούµε τον δακτύλιο F2[X]. Έστω 
f(X) = X4 + X + 1 ∈  F2[X]. Το f(X) είναι ανάγωγο στο F2[X]. Με αυτό το 
πολυώνυµο κατασκευάζουµε το σώµα F = F2[X] / < X4 + X + 1> µε 24 = 16 στοιχεία. 
Έστω ζ µια ρίζα αυτού του πολυωνύµου. ∆ηλαδή θα ισχύει ζ4 + ζ + 1 = 0 ή ζ4 = ζ + 1. 
Το F* έχει τάξη 15. Το ζ δεν έχει τάξη ούτε 1 ούτε 3 αλλά ούτε και 5 αφού 
ζ5 = ζ2 + ζ ≠  1 άρα έχει τάξη ord(ζ) = 15. Πιο αναλυτικά: 
 

ζ0 = 1 ζ8 = ζ2 + 1 
ζ1 = ζ ζ9 = ζ3 + ζ 
ζ2 = ζ2 ζ10 = ζ2 + ζ + 1 
ζ3 = ζ3 ζ11 = ζ3 + ζ2 + ζ 
ζ4 = ζ + 1 ζ12 = ζ3 + ζ2 + ζ + 1 
ζ5 = ζ2 + ζ ζ13 = ζ3 + ζ2 + 1 
ζ6 = ζ3 + ζ2 ζ14 = ζ3 + 1 
ζ7 = ζ3 + ζ + 1 ζ15 = 1 

 



Το ζ είναι ρίζα X4 + X + 1. Οι υπόλοιπες ρίζες του πολυωνύµου είναι τα 
1d2 222 ,...,,
−

ζζζ  όπου d ο ελάχιστος φυσικός αριθµός τέτοιος ώστε 2d ≡  1 mod t όπου 
t = ord(ζ) = 15. Οπότε d = 4 και εποµένως οι ρίζες του X4 + X + 1 είναι ζ, ζ2, ζ4, ζ8. 
 
Στη συνέχεια παίρνουµε µια δύναµη του ζ µε εκθέτη µικρό αλλά διαφορετικό από 
αυτό των ριζών. Το ζ3. 
 
Θυµίζουµε ότι αν G οµάδα τάξης n και α ∈  G τάξης t = ord(α) τότε η τάξη του 

στοιχείου αk είναι ord(αk) = 
)n,k(

t
µκδ

. Εποµένως, η τάξη του στοιχείου ζ3 είναι 

ord(ζ3) = 
)3,15(

t
µκδ

 = 
3

15  = 5. 

 
Το ελάχιστο πολυώνυµο του ζ3 θα έχει σαν ρίζες τα ζ3, (ζ3)2 = ζ6, (ζ3)4 = ζ12, (ζ3)8 = ζ9. 
 
Θα βρούµε το ελάχιστο πολυώνυµο του ζ3 µε δύο τρόπους. 
 
1. Έχουµε ότι ζ15 = 1 ή αλλιώς (ζ3)5 = 1. Εποµένως, το ζ3 είναι ρίζα του πολυωνύµου 

X5 – 1 = (X – 1)(X4 + X3 + X2 + X + 1). Ισχύει ότι ζ3 ≠  1 διότι τα 1, ζ, ζ2, ζ3 είναι 
F2 – γραµµικά ανεξάρτητα. Άρα το ζ3 είναι ρίζα του X4 + X3 + X2 + X + 1. Το 
ελάχιστο πολυώνυµο p(X) του ζ3 είναι βαθµού 4 αφού έχει ακριβώς 4 ρίζες. Το 
πολυώνυµο X4 + X3 + X2 + X + 1 έχει επίσης ρίζα το ζ3 άρα διαιρείται από το 
p(X) διαιρεί και έχουν τον ίδιο βαθµό. Άρα p(X) = X4 + X3 + X2 + X + 1. 

 
2. Το ελάχιστο πολυώνυµο του ζ3 είναι το f3(X) = (X – ζ3) (X – ζ6) (X – ζ9) (X – ζ12) 

το οποίο είναι βαθµού 4 άρα ισχύει ότι f3(X) = X4 + AX3 + BX2 +ΓΧ + ∆ για 
κάποια Α, Β, Γ, ∆ ∈  F2. Από τις σχέσεις ριζών-συντελεστών έχουµε: 

 
Α : = ζ3 + ζ6 + ζ9 + ζ12 = ζ3 + (ζ3 + ζ2) + (ζ3 + ζ) + (ζ3 + ζ2 + ζ + 1) = 1 
Β : = ζ3 ζ6 + ζ3 ζ9 + ζ3 ζ12 + ζ6 ζ9 + ζ6 ζ12 + ζ9 ζ12 = ζ9 + ζ12 + 1 + 1 + ζ3 + ζ6 = 1 
Γ : = ζ3 ζ6 ζ9 + ζ3 ζ6 ζ12 + ζ3 ζ9 ζ12 + ζ6 ζ9 ζ12 = ζ3ζ15 + ζ6ζ15 + ζ9ζ15 + ζ12ζ15 = 1 
∆ : = ζ3 ζ6 ζ9 ζ12 = ζ30 = 1 

 
Άρα και πάλι, το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το X4 + X3 + X2 + X + 1. 

 
Θεωρούµε το πολυώνυµο g(X) = (X4 + X + 1)( X4 + X3 + X2 + X + 1). Το g έχει ρίζες 
τα ζ, ζ2, ζ4, ζ8, ζ3, ζ6, ζ9, ζ12 και deg g = 8. Άρα το g(X) διαιρεί το X15 – 1. 
Κατασκευάζουµε τον κυκλικό κώδικα C = <g>. Ισχύει ότι n = 15 και k = 15 – 8 = 7 
άρα ο C είναι ένας (15, 7)-κώδικας. Ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας γράφεται: 
 

Η = 
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Θα αποδείξουµε στην επόµενη παράγραφο ότι dmin(C) ≥  5 δηλαδή ότι ο C είναι 2-
error correcting και 4-error detecting. 
 



Έχουµε ότι υ ∈  C αν και µόνο αν ισχύει S(υ) = ΗυΤ = 0. Έχουµε ότι S(υ) = (S1, S3) 

όπου S1 = ∑
=

14

0i
iυ ζi και S3 = ∑

=

14

0i
iυ ζ3i. Οπότε υ ∈  C αν και µόνο αν S1 = S3 = 0. 

Ουσιαστικά παραλείψαµε το S2 γιατί S2 = S 2
1 . Ο πίνακας H σε δυαδική µορφή  

γράφεται 
 

Η =

































111101111011110
101001010010100
110001100011000
100011000110001
111101011001000
011110101100100
001111010110010
111010110010001

  

 
Υποθέτουµε ότι πήραµε το διάνυσµα v = (υ0, υ1, …, υ14) το οποίο έχει 2 λάθη. 
Παίρνουµε το πολυώνυµο λάθους e = X 1α + X 2α  όπου 0 ≤≤ 21 ,αα  14. Ονοµάζουµε 
Χ1 = ζ 1

1
α  και Χ2 = ζ 2

2
α . Οπότε S1 = ζ 1α + ζ 2α = Χ1 + Χ2 και S3 = ζ3 1α + ζ3 2α = Χ 3

1  + Χ 3
2 . 

Και εποµένως, Χ 3
2  = (S1 + X1)3 = S 3

1  + S 2
1 X1 + S1X 2

1  + X 3
1  ή αλλιώς 

 
S1X 2

1  + S 2
1 X1 + (S 3

1  – S3) = 0  (1) 
 
- Αν εµφανίζονται δύο λάθη τότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις. 
- Αν εµφανίζεται ένα λάθος ισχύει S1 = X1 και S3 = X 3

1  και η εξίσωση γίνεται 
X1 + S1 = 0. 

- Αν δεν εµφανίζεται κανένα λάθος ισχύει S1 = 0 και S3 = 0. 
- Αν η εξίσωση δε λύνεται αυτό σηµαίνει ότι εµφανίζονται περισσότερα από δύο 

λάθη το οποία όµως δεν µπορούµε να διορθώσουµε 
 
Υποθέτουµε ότι πήραµε το υ = 100 111 000 000 000. Υπολογίζουµε το σύνδροµο 
S(υ) = (S1, S3). Έχουµε: 
 
S1 = 1 + ζ3 + ζ4 + ζ5 = 1 + ζ3 + 1 + ζ + ζ + ζ2 = ζ2 + ζ3 
και S3 = 1 + ζ9 + ζ12 + ζ15 = 1 + (ζ + ζ3) + (1 + ζ + ζ2 + ζ3) + 1 = 1 + ζ2. 
 
Τότε έχουµε ότι S 2

1  = (ζ2 + ζ3)2 = ζ4 + ζ6 = 1 + ζ + ζ2 + ζ3 και S 3
1  – S3 = 

(1 + ζ2 + ζ3 + ζ4)( ζ2 + ζ3) – (1 + ζ2) = ζ2 + ζ4 + ζ5 + ζ6 + ζ3 + ζ5 + ζ6 + ζ7 + 1 + ζ3 = 
ζ2 + (1 + ζ) + (ζ + ζ2) + (1 + ζ + ζ3) + 1 + ζ2 = 1 + ζ2 + ζ3 

 
Η εξίσωση (1) γράφεται (ζ2 + ζ3)Χ 2

1  + (1 + ζ + ζ2 + ζ3)X1 + (1 + ζ2 + ζ3) = 0. Με τη 
µέθοδο της δοκιµής και της επιτυχίας βρίσκουµε ότι το ζ8 είναι λύση της αφού αν 
θέσουµε όπου Χ1 το ζ8 έχουµε: 
 
(ζ2 + ζ3)ζ16 + (1 + ζ + ζ2 + ζ3)ζ8 + (1 + ζ2 + ζ3) = 
(ζ2 + ζ3)ζ + (ζ8 + ζ9 + ζ10 + ζ11 

)+ (1 + ζ2 + ζ3) = 



ζ3 + (ζ + 1) + (ζ2 + 1) + (ζ3 + ζ) + (ζ2 + ζ + 1) + (ζ3 + ζ2 + ζ) + 1 + ζ2 + ζ3 = 0 
 
Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε και την άλλη λύση της εξίσωσης. Το ζ14. Εποµένως, τα 
λάθη εµφανίζονται στις θέσεις 9 και 15. ∆ιορθώνουµε το υ σε αυτές τις θέσεις και 
παίρνουµε την κωδική λέξη w = 100 111 001 000 001 που στάλθηκε. Άρα, το µήνυµα 

που στάλθηκε ήταν 
g
w  = X6 + X5 + X3 + 1 δηλαδή το α = 1001011. 



6. BCH κώδικες 
 
∆ίνονται οι σταθερές c, d, n, q, φυσικοί αριθµοί,  όπου q δύναµη πρώτου, 2 ≤  d ≤  n 
και ΜΚ∆(n, q) = 1. 
Έστω m ο ελάχιστος φυσικός αριθµός ο οποίος διαιρεί το q m - 1. 
 
Έστω ζ µια n-ρίζα της µονάδας τάξης ακριβώς n. (Λέγεται πρωταρχική n-ρίζα της 
µονάδας) Έστω mζ i  το ελάχιστο πολυώνυµο που έχει σαν ρίζα του το ζi (1 ≤  i ≤  m). 
Τέλος έστω Ι = {c, c + 1, …, c + d – 2}. Ο BCH – κώδικας C ≤  Vn µε καθορισµένη 
(designed) απόσταση d είναι ένας κυκλικός κώδικας ο οποίος ικανοποιεί τις 
ακόλουθες συνθήκες: 
 
(i) υ ∈  C ⇔  υ(ζi) = 0 για κάθε i ∈  Ι 
(ii) Ο γεννήτορας g του κώδικα C, είναι το πολυώνυµο ΕΚΠ{mζ i όπου i ∈  Ι} 
(iii) O πίνακας ελέγχου ισοτιµίας είναι ο 
 

Η = 
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Παρατηρήσεις – ορισµοί 6.1 
 
(i) Αν c = 1 τότε ο κώδικας λέγεται BCH – κώδικας µε στενή σηµασία. 
(ii) Αν n = qm – 1 τότε ο κώδικας λέγεται πρωταρχικός BCH – κώδικας 
(iii) Η διάσταση του κώδικα είναι µεγαλύτερη ή ίση από n – m(d –1) 
 
Πρακτικό παράδειγµα Το European and Transatlantic information and 
communication’s system χρησιµοποίησε BCH-κώδικες. Το πολυώνυµο γεννήτορας 
ήταν 24ου βαθµού και το κωδικοποιηµένο µήνυµα είχε µήκος 28 –1 = 255. Ο κώδικας 

ανιχνεύει τουλάχιστον 6 λάθη και η πιθανότητα λάθους είναι 61016
1
⋅

. 

 
Ισχύει το 
 
Θεώρηµα 6.2 Η ελάχιστη απόσταση ενός BCH-κώδικα C µε δοσµένο d είναι 
µεγαλύτερη ή ίση από αυτό. 
 
Κώδικες Reed-Solomon Λέγονται πρωταρχικοί BCH-κώδικες µε στενή σηµασία, 
δηλαδή µε c = 1, δοσµένη απόσταση d και µήκος n = q – 1, δηλαδή µε m = 1. 
 

Το πολυώνυµο γεννήτορας του κώδικα είναι g(X) : = ∏
−

=

−
1d

1i

i )X( ζ  όπου ζ πρωταρχική 

n-ρίζα της µονάδας. 
 



Θεώρηµα 6.3 Η ελάχιστη απόσταση dmin(C) ενός Reed-Solomon κώδικα C µε 
δοσµένο d είναι dmin(C) = d. 
 
Απόδειξη Ο C είναι BCH-κώδικας άρα dmin(C) ≥  d. Από το φράγµα του Singleton 
ισχύει ότι dmin(C) ≤  n – k + 1 όπου k ≥  n – m(d – 1) = n – (d – 1) αφού m = 1. Άρα 
dmin(C) ≤  n – (n – m(d – 1)) + 1 = d –1 + 1 = d. Από τις δυο ανισότητες προκύπτει ότι 
dmin(C) = d. 
 
Παρατήρηση 6.4 Οι Reed-Solomon κώδικες χρησιµοποιούνται για την παραγωγή 
υψηλής ευκρίνειας ήχου στα CD. 
 
Παραδείγµατα BCH-κωδίκων 6.5 
 
i) Αν ζ πρωταρχική (2m – 1)-ρίζα της µονάδας, δηλαδή γεννήτορας της οµάδας F ∗

m2
, 

και mζ(Χ) ∈  F2[X] το ελάχιστο πολυώνυµο του ζ τότε deg mζ(Χ) = m. Αν πάρουµε 
n = 2m – 1, c = 2, d = 3 τότε Ι = {1, 2} και ο C = <mζ> είναι ένας BCH-κώδικας και 
αφού n = 2m – 1 είναι επίσης ένας δυαδικός κώδικας Hamming. 
 
ii) Έστω m = 4. Έστω ζ πρωταρχική ρίζα της n-µονάδας όπου n = 24 – 1 = 15 και µε 
ελάχιστο πολυώνυµο mζ(Χ) = Χ4 + Χ + 1 ∈  F2[X]. Έχουµε ότι k = 15 – 4 = 11. Ο 
κώδικας C =<mζ(Χ)> µπορεί να θεωρηθεί σαν BCH-κώδικας µε στενή σηµασία 
(c = 1). Φυσικά, είναι και δυαδικός κώδικας Hamming, άρα dmin(C) = 3. 
 
iii) Παίρνουµε q = 2, n = 15 και d = 4. Έστω ζ πρωταρχική 15-ρίζα της µονάδας µε 
ελάχιστο πολυώνυµο mζ(Χ) = Χ4 + Χ + 1 ∈  F2[X]. Τα ζ2 και ζ4 είναι επίσης ρίζες του 
mζ(Χ). Το ζ3 έχει σαν ελάχιστο πολυώνυµο το m 3ζ (Χ) = Χ4 + Χ3 + Χ2 + Χ + 1. Ισχύει 

ότι ΕΚΠ(mζ(Χ), m 3ζ
(Χ)) = mζ(Χ) m 3ζ

(Χ). Εποµένως, το πολυώνυµο g(X) = 

mζ(Χ) m 3ζ
(Χ) = (Χ4 + Χ + 1)(Χ4 + Χ3 + Χ2 + Χ + 1) παράγει τον κυκλικό BCH-

κώδικα µε στενή σηµασία (c = 1) όπου Ι = {1, 2, 3}. Ο C = <g> είναι επίσης ένας 
BCH-κώδικας µε δοσµένη απόσταση d = 5 διότι ισχύει ότι υ ∈  C αν και µόνο αν 
ισχύει υ(ζi) = 0 για κάθε i = 1, 2, 3, 4. Οπότε έχουµε ότι c + d – 2 = 4 ή d = 5. 
 
Παρατήρηση 6.6 Οι BCH-κώδικες είναι πάρα πολύ δυναµικοί αφού για κάθε φυσικό 
αριθµό d µπορεί να κατασκευαστεί BCH-κώδικας C µε dmin(C) ≥  d 
 
iv) Έστω q = 3. Το πολυώνυµο Χ2 + 2Χ + 2 ∈  F3[X] είναι ανάγωγο. Θεωρούµε το 
σώµα µε 9 στοιχεία F9 = F3[X] / <Χ2 + 2Χ + 2>. Αν ζ ρίζα του πολυωνύµου 
Χ2 + 2Χ + 2 τότε ζ8 = 1. Οι ρίζες του πολυωνύµου mζ(Χ)  = Χ2 + 2Χ + 2 είναι ζ και 
ζ3. Έχουµε ότι ζ2 + 2ζ + 2 = 0 ή ζ2 = ζ + 1. Το ελάχιστο πολυώνυµο του ζ2, το 
m 2ζ (Χ), έχει σαν ρίζες τα ζ2, (ζ2)3 = ζ6. Εποµένως, m 2ζ (Χ) = (Χ – ζ2)(Χ – ζ6) = 

Χ2 – (ζ2 + ζ6)Χ + ζ8 = Χ2 – (ζ2 + ζ6)Χ + 1. Έχουµε ότι ζ2 = ζ + 1 άρα ζ6 = (ζ2)3 = 
(ζ + 1)3 = ζ3 + 1 = ζ2 + ζ + 1 = 2ζ + 2. Οπότε, ζ2 + ζ6 = 2ζ + 2 + ζ + 1 = 0. Άρα 
Μ 2ζ

(Χ) = Χ2 – 0 Χ + 1 = Χ2 + 1. ∆ηλαδή ο BCH-κώδικας C = <g> όπου 

g = Mζ(Χ) Μ 2ζ
(Χ) = (Χ2 + 2Χ + 2)( Χ2 + 1). Έχει εποµένως dmin(C) ≥  4. 



Αποκωδικοποίηση των BCH-κωδίκων 
 
Έστω ότι στάλθηκε το διάνυσµα υ και πήραµε το w. Το λάθος είναι το διάνυσµα 
e = w – u. Για το σύνδροµο S(w) ισχύει ότι S(w) = HwT = (Sc, Sc+1, …, Sc + d – 2)T όπου 
Sj = w(ζj) για κάθε j τέτοιο ώστε c ≤  j ≤  c + d – 2. Επίσης, ισχύει ότι 
w(ζj) = e(ζj) + υ(ζj). Εξ ορισµού για έναν BCH-κώδικα ισχύει υ(ζj) = 0 για κάθε j 
τέτοιο ώστε c ≤  j ≤  c + d – 2. Εποµένως, w(ζj) = e(ζj). 
 

Έστω r 



 −

≤
2

1d . Υποθέτουµε ότι µπορούµε να διορθώσουµε r λάθη. Έστω ότι 

e = ∑
∈

Χ
Ji

i
ie  όπου J = {i1, i2, …, ir} όπου τα iλ µας δείχνουν τις θέσεις λάθους. 

Σχηµατίζουµε το ακόλουθο σύστηµα γραµµικών εξισώσεων Sj = ∑
∈Ji

ij
ie ζ  = 0 για j µε 

c ≤  j ≤  c + d – 2. Εδώ γνωστά είναι τα Sj και άγνωστοι οι δείκτες που ανήκουν στο J 
και τα ei, i ∈  J. 
 
Ορίζουµε το πολυώνυµο S : = S(X) = ∏

∈

−
Ji

i )X( ζ  = s0 + s1X + … + sr –1Xr – 1 + srXr. 

 
Προκύπτει το σύστηµα 
 
Sc s0 + Sc+1 s1 + … + Sc + r – 1 sr – 1 = – Sc+r 
Sc+1 s0 + Sc+2 s1 + … + Sc + r sr – 1 = – Sc+r+1 
… 
Sc+r –1 s0 + Sc+r s1 + … + Sc + 2r – 2 sr – 1 = – Sc + r + 1 
 
Ο πίνακας των συντελεστών είναι 
 

S = 
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Γράφουµε τον πίνακα στην µορφή S = VDVT όπου 
 

V = 
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 και  D = 
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Ο S είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν detS ≠  0 δηλαδή αν detV ≠  0. Ο πίνακας D 
είναι Vandermonde άρα detV ≠  0 αν και µόνο αν e1, e2, …, er είναι όλα διαφορετικά 
µεταξύ τους ανά δύο. 
 
Άµεση συνέπεια των παραπάνω είναι το ακόλουθο 
 



Λήµµα 6.7 Το παραπάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση αν και µόνο αν εµφανίζονται 
τουλάχιστον r λάθη. 
 
Ο µέγιστος αριθµός r τέτοιος ώστε το σύστηµα να λύνεται µονοσήµαντα είναι 
ακριβώς ο αριθµός των θέσεων που µπορεί να εµφανιστεί λάθος. Αν λύσουµε το 
σύστηµα βρίσκουµε ένα πολυώνυµο. Από αυτό βρίσκουµε τις θέσεις λάθους. 
 
Παρατήρηση 6.8 Στην περίπτωση τον δυαδικών BCH κωδίκων αν βρούµε µια θέση 
λάθους µπορούµε και να τη διορθώσουµε. 
 
Για να αποκωδικοποιήσουµε έναν BCH-κώδικα εφαρµόζουµε, σύµφωνα µε τα 
παραπάνω, τον ακόλουθο αλγόριθµο. 
 
Αλγόριθµος αποκωδικοποίησης BCH-κωδίκων 
 
Έστω ότι µπορούν να εµφανιστούν t το πολύ λάθη όπου d ≥  2t + 1. 
(Το d είναι του ορισµού του BCH-κώδικα). 
 
Υποθέτουµε ότι στείλαµε το διάνυσµα υ και πήραµε w. 
 
Βήµα 1 Υπολογίζουµε το σύνδροµο S(w) = (Sc, Sc+1, …, Sc+d–2) 
 
Βήµα 2 Ορίζουµε τον µέγιστο αριθµό r ≤  t εξισώσεων της µορφής 
 

Sj s0 + Sj+1 s1 + … + Sj + r – 1 sr – 1 + Sc+r = 0, όπου c ≤  j ≤  c + r – 1 
 
έτσι ώστε ο πίνακας των συντελεστών να είναι µη-ιδιάζων (non-singular). Έτσι 
βρίσκουµε τον αριθµό των λαθών r που εµφανίζονται. Λύνουµε το σύστηµα που 

σχηµατίσαµε και βρίσκουµε το πολυώνυµο λάθους s = ∑
=

r

0i

i
iXs  

 
Βήµα 3 Βρίσκουµε τις ρίζες του s δοκιµάζοντας τις τιµές ζ0 = 1, ζ1, ζ2, … 
 
Βήµα 4 Για δυαδικό κώδικα αν ζ 1i ,  ζ 2i , …, ζ ri είναι οι ρίζες του πολυωνύµου s, 
αυτές µας δίνουν το διάνυσµα (πολυώνυµο) λάθους. 
Αλλιώς τα ei θα τα πάρουµε από τις εξισώσεις ∑

∈Ji

ij
je ζ  = 0 για 

j ∈  {c, c + 1, …, c + d – 2}. 
 
Παρατήρηση 6.9 Το δύσκολο βήµα είναι το 2. Υπάρχουν σχετικοί αλγόριθµοι (για 
παράδειγµα Berlekamp και Massey). 
 
Παράδειγµα 6.10 Έστω c = 1, n = 15, q = 2. Θεωρούµε τον BCH κώδικα C = <g>, 
όπου g = 1 + X4 + X6 + X7 + X8, µε προκαθορισµένη ελάχιστη απόσταση 5. 
Υποθέτουµε ότι πήραµε το w = 100 100 110 000 100 που αντιστοιχεί στο πολυώνυµο 
w = 1 + X3 + X6 + X7 + X12. Για την αποκωδικοποίηση θα χρησιµοποιήσουµε τον 
παραπάνω αλγόριθµο. 
 
Υπολογίζουµε το σύνδροµο S1 = e(ζ1) = w(ζ1) = 1 + ζ3 + ζ6 + ζ7 + ζ12 = 
1 + ζ3 + (ζ3 + ζ2) + (ζ3 + ζ + 1) + (ζ3 + ζ2 + ζ + 1) = 1. 



Οµοίως, 
 
S2  = e(ζ2) = w(ζ2) = 1 + ζ6 + ζ12 + ζ14 + ζ9 = 

= 1 + (ζ3 + ζ2) + (ζ3 + ζ2 + ζ + 1) + (ζ3 + 1) + (ζ3 + ζ) 
= 1 

S3 = e(ζ3) = w(ζ3) = 1 + ζ9 + ζ3 + ζ6 + ζ6 = 1 + ζ3 + ζ + ζ3 = 1 + ζ = ζ4 
S4 = e(ζ3) = w(ζ3) = 1 + ζ12 + ζ9 + ζ13 + ζ3 = 1 
 

Έχουµε ότι t = 



 −

2
15  = 2 άρα r ≤  2. Το βήµα 2 µας δίνει το σύστηµα: 

 
S1 s0 + S2 s1 = S3 s0 + s1 = ζ4 
S2 s0 + S3 s1 = S4 

ή s0 + ζ4 s1 = 1 
 

Το σύστηµα έχει µοναδική λύση αφού 41
11
ζ

 = ζ4 + 1 = ζ ≠  0. Άρα υπάρχουν δύο 

λάθη (r = 2). Το σύστηµα έχει λύση s0 = ζ4 + 1 =  ζ και s1 = 1 άρα το πολυώνυµο s 
είναι το s = s0 + s1X + X2 = ζ + Χ + Χ2. Βρίσκουµε τις ρίζες του οι οποίες θα µας 
δώσουν τις θέσεις των λαθών. To s έχει στο F16 δύο ρίζες, τις ζ7 και ζ9. Άρα τα λάθη 
εµφανίζονται στις θέσεις 8 και 10. Το λάθος είναι το e = X7 + X9 και το πολυώνυµο υ 
το υ = w – e = 1 + X3 + X6 + X9 + X12. Άρα µας έχουν στείλει το πολυώνυµο υ mod g 
= 1 + X + X4, δηλαδή το µήνυµα 1100100. 



7. Reed-Muller κώδικες 
 
Για κάθε φυσικό αριθµό  m > 0 και ακέραιο αριθµό r µε 0 ≤  r ≤  m ορίζουµε τον 
Reed – Muller κώδικα τάξης r σαν τον δυαδικό γραµµικό κώδικα µε παραµέτρους 

n = 2m, Μ = 2k, d = 2m – r όπου k = 















++








+

r
m

...
1
m

1 . Αυτό τον κώδικα θα τον 

συµβολίζουµε µε R(r, m). 
 
Στη συνέχεια, θα περιοριστούµε στην περίπτωση όπου r = 1. ∆ηλαδή θα 
ασχοληθούµε µε τον Reed-Muller κώδικα R(m) : = R(1, m), ο οποίος είναι τύπου 
(n, M, d) = (2m, 2m + 1, 2m – 1). 
 
Σηµείωση 7.1 Ο R(5) χρησιµοποιήθηκε από τους αµερικάνους στο πρόγραµµα 
Mariner 9 το 1972 για να στείλει ασπρόµαυρες φωτογραφίες από τον Ερµή. 
 
Ορισµός 7.2 Οι Reed-Muller κώδικες R(m) είναι δυαδικοί γραµµικοί κώδικες οι 
οποίοι ορίζονται για κάθε φυσικό αριθµό m, m ≥  1 επαγωγικά ως εξής: 
 
(1) R(1) = F 2

2  = {00, 01, 10, 11} 
(2) Για m ≥  1 o R(m + 1) ορίζεται R(m + 1) = {uu | u ∈  R(m)} ∪  {uuc | u ∈  R(m)} 
 
Παρατήρηση 7.3 Ο R(1) είναι τύπου (2, 22, 20) δηλαδή η ελάχιστη απόσταση του 
κώδικα είναι 1 και αντιστοιχεί στο βάρος όλων των κωδικών λέξεων διαφορετικών 
των 11 και 00. 
 
Αυτό ισχύει γενικά. 
 
Θεώρηµα 7.4 Ο R(m), m ≥  1 είναι δυαδικός γραµµικός κώδικας τύπου 
(2m, 2m + 1, 2m – 1) όπου κάθε κωδική λέξη, εκτός των 00…0 και 11…1, έχει βάρος 
2m – 1. 
 
Παράδειγµα 7.5 Όλες οι κωδικές λέξεις του 
 

R(2) = {0000, 0101, 1010,  1111, 0011, 0110, 1001, 1100} 
 
εκτός των 0000, 1111 έχουν βάρος 2. 
 
Παρατήρηση 7.6 Ο κώδικας R(2) έχει γεννήτορα πίνακα 
 

R2 = 
















1111
1010
1100

. 

 
Γενικεύουµε επαγωγικά 
 
Θεώρηµα 7.7 
 



1. Ένας γεννήτορας πίνακας του R(1) είναι ο R1 = 







11
10

. 

2. Αν Rm γεννήτορας πίνακας του κώδικα R(m) τότε ένας γεννήτορας πίνακας του 
κώδικα R(m + 1) είναι ο 
 

Rm + 1 = 








mm RR
1...110...00

. 

 
Παράδειγµα 7.8 Ένας γεννήτορας πίνακας του R(3) είναι 
 

R3 = 



















1111
1010
1100

1111
1010
1100

11110000

 

 
Θεώρηµα 7.9 Ο πίνακας Rm µπορεί να περιγραφεί ως εξής: 
 

 Πρώτη γραµµή: 2m – 1 µηδενικά ακολουθούµενα από 2m – 1 µονάδες. 
 ∆εύτερη γραµµή: Εναλλαγή από µπλοκς µηδενικών και µονάδων µήκους 2m – 2 το 
καθένα 

… 
 i-στή γραµµή:  Εναλλαγή από µπλοκς µηδενικών και µονάδων µήκους 2m – i το 
καθένα 

… 
 m-στή γραµµή: Εναλλαγή από 0 και 1 
 (m + 1)-στή γραµµή: Μόνο µονάδες 

 
 
Αποκωδικοποίηση των Reed-Muller κωδίκων 
 
Ο Reed-Muller κώδικας R(m) έχει ελάχιστη απόσταση d = 2m – 1. Εποµένως, ο 

κώδικας διορθώνει το πολύ 



 −

2
1d  = 







 −−

2
12 1m

 = 2m – 2 – 1 λάθη. Τα διανύσµατα 

µήκους n στον F2 είναι 2n = 2
m2  άρα έχουµε 1m

2

2
2

m

+  = 2
m2 – m – 1 cosets. 

 
Για παράδειγµα αν θέλουµε ο κώδικας να διορθώνει 7 λάθη θα πρέπει m = 5. Έχουµε 
εποµένως, 2

52 – 5 – 1 = 226  = 67 108 864 cosets. Καταστροφή ακόµα και για µικρό m 
όπως αυτό του Mariner. Άρα πρέπει να ψάξουµε για άλλους τρόπους 
αποκωδικοποίησης. 
 
Reed – Muller αποκωδικοποίηση 
 
Πρόκειται για ειδικό τύπο του majority logic decoding (αποκωδικοποίηση της 
πλειοψηφίας). 
 



Ιδέα! Έστω C γραµµικός δυαδικός κώδικας µε βάση Β = {b1, b2, …, bk}. Υποθέτουµε 
ότι στείλαµε την κωδική λέξη c = c1c2…cn. Αφού το σύνολο Β είναι βάση υπάρχουν 
a1, a2, …, ak ∈  F2 τέτοια ώστε c = a1b1 + … + akbk. Υποθέτουµε ότι µπορούµε να 
βρούµε διαφορετικούς τρόπους να υπολογίσουµε το ai από το αντίστοιχο ci, για 
παράδειγµα µε τέσσερις διαφορετικούς µεταξύ τους, και ότι κάθε φορά 
χρησιµοποιούµε διαφορετικές συντεταγµένες. 
 
Παράδειγµα 7.10 Υποθέτουµε ότι n = 8 και ότι στάλθηκε η κωδική λέξη c = c1c2…c8. 
Υποθέτουµε ότι το a1 γράφεται στις µορφές: 
 
a1 = c1 + c5 
a1 = c2 + c6 
a1 = c3 + c7 
a1 = c4 + c8 
 
Στη συνέχεια φανταζόµαστε ότι πήραµε, αντί του c που στάλθηκε, το διάνυσµα 
x = x1x2…x8 και υποθέτουµε ότι έχει το πολύ ένα λάθος. 
 
Θα προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε το a1 χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες του 
διανύσµατος x: 
 
a1 = x1 + x5 
a1 = x2 + x6 
a1 = x3 + x7 
a1 = x4 + x8 
 
Επειδή στο x υποθέσαµε ότι υπάρχει το πολύ ένα λάθος έπεται ότι από τις 4 σχέσεις 
που µας δίνουν a1 το πολύ µια δεν είναι σωστή. Εδώ η πλειοψηφία (majority) είναι 
τουλάχιστον 3 και µας δίνει την σωστή τιµή για το a1. 
 
Κάνουµε το ίδιο για όλα τα ai για i = 1, 2, …, k και έτσι αποκωδικοποιούµε στην 
κωδική λέξη c = a1b1 + … + akbk. 
 
Αυτή η µέθοδος λέγεται majority logic decoding. 
 
Στη συνέχεια θα µελετήσουµε τον γεννήτορα πίνακα Rm. Συµβολίζουµε τις γραµµές 
του Rm µε b1, b 2, …, b m, …, b m + 1. Αυτές αποτελούν βάση του κώδικα R(m).  
 
Υποθέτουµε ότι στάλθηκε το c = c1c2…cn. Ισχύει ότι, 
 

c = a1b 1 + … + am b m + am+1b m+1. 
 
Επιθυµούµε να βρούµε όσο πιο πολλές εκφράσεις γίνεται των ai ∈  F2 συναρτήσει 
των ci για κάθε i = 1, …, k. 
 
Υποθέτουµε ότι ένα διάνυσµα xi είναι ορθογώνιο σε κάθε άλλη γραµµή πλην της bi 
ενώ ισχύει xibi = 1. Tότε xic = xi(a1b1 + … + am bm + am+1 bm+1) = ai(xibi) = ai. 
 
Ερώτηµα Πως θα βρούµε τέτοια διανύσµατα xi; 
 



Γράφουµε τις συνιστώσες του διανύσµατος bi. Έστω ότι bi = bi1bi2…,bin και έστω 
eλ = 0…010…0 το διάνυσµα που έχει 1 στην λ-στη θέση και 0 οπουδήποτε αλλού. 
Ισχύει ότι eλbi = biλ και (eλ + eµ)bi = biλ + biµ (mod 2). Για να είναι το διάνυσµα eλ + eµ 

κάποιο υποψήφιο xi θα πρέπει (eλ + eµ)bv = bvλ + bvµ (mod 2) = 




≠
=

iv0
iv1
. 

Επειδή 2 bits έχουν άθροισµα 1 αν και µόνο αν είναι διαφορετικά µεταξύ τους, έπεται 
ότι το παραπάνω θα συµβεί ακριβώς τότε όταν η λ-στη στήλη του Rm και η µ-στη 
στήλη διαφέρουν στην  i γραµµή και συµπίπτουν σε όλες τις άλλες θέσεις. 
 

Παράδειγµα 7.11 Ας θεωρήσουµε τον πίνακα R3 = 



















1111
1010
1100

1111
1010
1100

11110000

. 

 
Αν πάρουµε i = 1 και εξετάσουµε ποια ζευγάρια στηλών µας δίνουν το x1 θα δούµε 
ότι είναι τα (Σ1, Σ5), (Σ2, Σ6), (Σ3, Σ7), (Σ4, Σ8). 
 
 
Συνεπώς, για κάθε γραµµή i θέλουµε ένα ζευγάρι στηλών του Rm τα οποία 
ταυτίζονται σε όλες τις θέσει εκτός της i-στής γραµµής. Τέτοια ζευγάρια θα λέγονται 
καλά ζευγάρια για την i-στή γραµµή. Μπορούµε τώρα, σύµφωνα µε τα παραπάνω, 
να διατυπώσουµε το ακόλουθο 
 
Λήµµα 7.12 Αν (λ, µ) είναι η θέση δύο στηλών του Rm οι οποίες αποτελούν καλό 
ζευγάρι για την i-στή γραµµή του πίνακα Rm, τότε για κάθε κωδική λέξη 
c = a1b1 + … + am bm + am+1 bm+1 και για κάθε δείκτη i = 1, …, m έχουµε ότι 
ai = (eλ + eµ)c . 
 
Παρατήρηση 7.13 Επειδή η τελευταία γραµµή του πίνακα Rm έχει παντού µονάδες, 
οποιοδήποτε ζευγάρι στηλών του Rm έχει µονάδα στην (m +1)-στή θέση. ∆ηλαδή, η 
τελευταία γραµµή δεν έχει καλά ζευγάρια. 
 
Με την τελευταία γραµµή θα ασχοληθούµε λίγο παρακάτω. Ούτως ή άλλως η 
τελευταία γραµµή δεν µας δηµιουργεί κανένα πρόβληµα στην εύρεση καλών 
ζευγαριών για τις άλλες γραµµές και µπορούµε, συνεπώς, να την αγνοήσουµε. 
Πράγµατι, έστω mR ′  ο πίνακας που προκύπτει από τον Rm µε την αφαίρεση της 
τελευταίας του γραµµής. Ένα καλό ζευγάρι για την i-στή γραµµή έχει τη µορφή 
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Ονοµάζουµε αντίστοιχα τις στήλες το «0-µισό» του καλού ζευγαριού και το «1-µισό» 
του καλού ζευγαριού. Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα που διατυπώσαµε χωρίς 
απόδειξη οι στήλες του mR ′  αποτελούνται από τις δυαδικές παραστάσεις των 
αριθµών 0, 1, 2, 2m – 1 µε την κανονική σειρά. 
 
Εποµένως, για κάθε τιµή βi υπάρχουν πάντοτε δύο στήλες της παραπάνω µορφής. 
Επιπλέον, επειδή η στήλη «1-µισό» του ζευγαριού παριστά µεγαλύτερο δυαδικό 
αριθµό από αυτόν που παριστά η «0-µισό» έπεται ότι η στήλη «1-µισό» βρίσκεται 
δεξιότερα της στήλης «0-µισό». Το ερώτηµα είναι πόσο δεξιότερα. Ο αριθµός που 
παριστά η στήλη «1-µισό» είναι 2m – i µεγαλύτερος από τον αριθµό που παριστά η 
στήλη «0-µισό». Άρα η απόσταση του «1-µισό» από το «0-µισό» ως προς την i-
γραµµή είναι 2m – i. 
 
Συµπέρασµα Όλα τα καλά ζευγάρια για την i-στη γραµµή τα παίρνουµε ως εξής: 
Θεωρούµε όλες τις στήλες του Rm που έχουν 0 στην i-στη θέση. Αν «0-µισό» είναι η 
στήλη j τότε η αντίστοιχη «1-µισό» στήλη του καλού ζευγαριού για τη γραµµή i είναι 
η στήλη (j + 2m – i). 
 
Για παράδειγµα, στον R3 για να βρούµε τα καλά ζευγάρια για την πρώτη γραµµή 
βρίσκουµε τις στήλες που έχουν 0, δηλαδή τις 1, 2, 3 και 4, και στη συνέχεια από τον 
τύπο j + 2m – i βρίσκουµε το αντίστοιχο «1-µισό». Εποµένως, τα καλά ζευγάρια για 
την πρώτη γραµµή είναι τα (Σ1, Σ5), (Σ2, Σ6), (Σ3, Σ7), (Σ4, Σ8), για την δεύτερη 
γραµµή ισχύει j = 1, 2, 5, 6 άρα τα καλά ζευγάρια είναι τα (Σ1, Σ3), (Σ2, Σ4), (Σ5, 
Σ7), (Σ6, Σ8). Για την τρίτη γραµµή ισχύει j = 1, 3, 5, 7 άρα τα καλά ζευγάρια είναι 
τα (Σ1, Σ2), (Σ3, Σ4), (Σ5, Σ6), (Σ7, Σ8). Η τέταρτη, όπως προείπαµε, προς το παρόν 
δεν µας ενδιαφέρει. Εποµένως, οι µισές ακριβώς από τις στήλες του Rm µας δίνουν τα 
«0-µισά» των καλών ζευγαριών για οποιαδήποτε γραµµή i και οι άλλες µισές τα 
αντίστοιχα «1-µισά». 
 
Συµπέρασµα Για κάθε γραµµή i = 1, 2, …, m υπάρχουν 2m – 1 καλά ζευγάρια. 
 
Αλγόριθµος αποκωδικοποίησης Reed-Muller κωδίκων 
 
Υποθέτουµε ότι στάλθηκε η κωδική λέξη c = a1b1 + … + am bm + am+1 bm+1. Αν 
χρησιµοποιήσουµε τα 2m – 1 καλά ζευγάρια, για την i-στή γραµµή (i ≤  m) θα έχουµε 
2m – 1 εκφράσεις του συντελεστή ai µέσω διαφορετικών µεταξύ τους ζευγαριών 
συντεταγµένων του c. Για παράδειγµα, αν (Σλ, Σµ) καλό ζευγάρι για την i-στή 
γραµµή τότε ai = (eλ + eµ) c = cλ + cµ. Εποµένως, αν δεν έχουµε περισσότερα από 
2m – 1 – 1 λάθη τότε το πολύ 2m – 2 – 1 συνιστώσες του x = x1x2…xn που θα πάρουµε 
θα είναι λάθος. Συνεπώς, τουλάχιστον 2m – 1 – (2m – 2 – 1) = 2m – 2 – 1 εκφράσεις για το 
ai, δηλαδή η πλειοψηφία, είναι σωστές. Οπότε, υπολογίζουµε τις 2m – 1 εκφράσεις για 
το ai και αποκωδικοποιούµε στην πλειοψηφούσα τιµή. 
 
Τελικό βήµα Υπολογίζουµε τον συντελεστή am + 1. Αν τα λάθη κατά την µεταφορά 
είναι 2m – 1 – 1 και υποθέσουµε ότι πήραµε το διάνυσµα x τότε το λάθος είναι το 
διάνυσµα e  = x – c το οποίο έχει βάρος το πολύ 2m – 1 – 1. Αν θέσουµε 
δ = a1b1 + … + am bm έχουµε x – δ  = e + c – δ = e + am+1 bm+1 = am + 11 + e, όπου 
1 = 11…1. Υπάρχουν δύο δυνατότητες: 
(i) Αν am + 1 = 0 τότε e = x – δ. 
(ii) Αν am + 1 = 1 τότε e = (x – δ)c. 



 
Συµπέρασµα 
Αν w(x – δ) ≤  2m – 2 – 1 αποκωδικοποιούµε το am + 1 στο µηδέν. 
Αν w((x – δ)c) ≤  2m – 2 – 1 αποκωδικοποιούµε το am + 1 στο ένα. 
 
Παρατήρηση 7.14 Αποδείξαµε ότι µπορούµε να διορθώσουµε το πολύ 2m – 2 – 1 λάθη. 
Άρα ο κώδικας έχει ελάχιστη απόσταση d = 2m – 1. 
 
Παράδειγµα 7.15 Υποθέτουµε ότι η, άγνωστη σ’ εµάς, κωδική λέξη c = 11 00 11 00 
στάλθηκε µέσω ενός (8, 16, 4) Reed-Muller κώδικα R(3) αλλά εµείς πήραµε 
x = x1x2…x8 = 11 01 11 00. Εποµένως, αν c = c1c2…c8 = a1b1 + a2b2 + a3 b3 + a4 b4 
όπου b1, b2, b3, b4 οι γραµµές του πίνακα R3 τότε έχουµε ότι a1 = c1 + c5 = c2 + c6 = 
c3 + c7 = c4 + c8. 

 
Υπολογίζουµε το a1: 
 
a1 = x1 + x5 = 0 
a1 = x2 + x6 = 0 
a1 = x3 + x7 = 0 
a1 = x4 + x8 = 1 
 
Συνεπώς, αποκωδικοποιούµε στο a1 = 0. Οµοίως για το a2: 
 
a2 = x1 + x3 = 1 
a2 = x2 + x4 = 0 
a2 = x5 + x7 = 1 
a2 = x6 + x8 = 1 
 
Συνεπώς, αποκωδικοποιούµε στο a2 = 1. Οµοίως για το a3: 
 
a3 = x1 + x2 = 0 
a3 = x3 + x4 = 1 
a3 = x5 + x6 = 0 
a3 = x7 + x8 = 0 
 
Συνεπώς, αποκωδικοποιούµε στο a3 = 0. 
 
Στη συνέχεια, υπολογίζουµε το x – δ = x – a1b1 – a2b2 – a3 b3 = 11011100 – 00110011 
= 11 10 11 11. Άρα, w(x – δ) = 7 > 1 = 23 – 2 – 1, ενώ (x – δ)c = 00 01 00 00 και 
w((x – δ)c) = 1 ≤  1. Συνεπώς, αποκωδικοποιούµε a4 = 1. Τελικά, c = b2 + 1 = 
00 11 00 11 + 11 11 11 11 = 11 00 11 00. 



8. Κώδικες τετραγωνικού υπολοίπου 
 
Υποθέτουµε ότι n είναι ένας περιττός πρώτος αριθµός και q δύναµη πρώτου µε 
ΜΚ∆(n, q) = 1. Επιπλέον υποθέτουµε ότι ο q είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod n. 
 
Με U0 θα συµβολίζουµε το σύνολο όλων των τετραγωνικών υπολοίπων mod n. 
Το U0 είναι το σύνολο όλων των τετραγώνων της οµάδας Fq

*. 
 
Με U1 θα συµβολίζουµε το σύνολο όλων των µη-τετραγωνικών υπολοίπων mod n. 
To U1 είναι το σύνολο όλων στοιχείων της οµάδας Fq

* που δεν είναι τετράγωνα 
άλλων στοιχείων. 
 
Παράδειγµα Για n = 11 έχουµε ότι F *

11  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Βρίσκουµε τα 
τετραγωνικά υπόλοιπα mod n: 
 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
k2 1 4 9 5 3 3 5 9 4 1 

 
Οπότε, U0 = {1, 3, 4, 5, 9} και U1 = {2, 6, 7, 8, 10} 
 
Θεωρούµε το σώµα F 1nq − . Η οµάδα F *

q 1n−  έχει qn – 1 – 1 στοιχεία. Επειδή 

ΜΚ∆(n, q) = 1 ισχύει ότι qn – 1 ≡  1 mod n. Άρα το n διαιρεί το qn – 1 – 1. Εποµένως, 
υπάρχει ζ ∈  F *

q 1n−  τέτοιο ώστε ord(ζ) = n. Το ζ αυτό λέγεται πρωταρχική n-ρίζα της 

µονάδας. 
 
Στη συνέχεια ορίζουµε τα πολυώνυµα g0(X) = ∏

∈

−
0Ui

i )X( ζ  και g1(X) = ∏
∈

−
1Ui

i )X( ζ . 

Τα U0 και U1 αποτελούνται από κυκλικά cosets, δηλαδή είναι γινόµενα ανάγωγων 
πολυωνύµων µε συντελεστές από το σώµα Fq. Εποµένως, g0(X), g1(X) ∈  Fq[X]. 
 

Προφανώς, Χn – 1 = ∏
−

=

−
1n

0i

i )X( ζ  = (X – 1) g0(X) g1(X). 

 
Ορισµός 8.1 Οι κώδικες τετραγωνικού υπολοίπου (QR-κώδικες) C +

0 , C0, C +
1 , C1 

είναι κυκλικοί κώδικες µε πολυώνυµο γεννήτορα g0(X), (X – 1) g0(X), g1(X), (X – 1) 
g1(X) αντίστοιχα. 
 
Προφανώς, C +

0  ⊇  C0 και C +
1  ⊇  C1. 

 
Αν q = 2, στο σώµα F2 ο πολλαπλασιασµός µε Χ – 1 δίνει κώδικα όπου όλες οι λέξεις 
έχουν άρτιο βάρος. ∆ηλαδή ο C0 είναι υποκώδικας του C +

0  άρτιου βάρος. Οµοίως, ο 
C1 είναι υποκώδικας του C +

1  άρτιου βάρους. 
 
Παράδειγµα 8.2 Αν n = 7 και q = 2. Έστω ζ ένας γεννήτορας του σώµατος 
F8 = F2[X] / <X3 + X + 1>. Τότε ζ3 = ζ + 1 και ζ7 = 1. Έχουµε ότι U0 = {1, 2, 4} και 
U1 = {3, 5, 6}. Οπότε g0 = (X – ζ)(Χ – ζ2)( Χ – ζ4) = Χ3 + Χ + 1. Εποµένως, ο 



κώδικας C +
0  είναι ο C +

0  = <g0(X)>.Είναι ο γνωστός µας (7, 4, 3)-Hamming κώδικας. 
Ο C0 είναι ο υποκώδικας C0 = <(X+1)g0(X)> Αντίστοιχα, C +

1  = <Χ3 + Χ2 +1> και 
C1 = <(X + 1)(Χ3 + Χ2 +1)>. 
 
 
Ο Golay κώδικας G23 µπορεί να οριστεί και σαν ο κώδικας τετραγωνικού υπολοίπου 
C +

0  για q = 2 και n = 23. Επίσης, ο Golay κώδικας G11 µπορεί να οριστεί και σαν ο 
κώδικας τετραγωνικού υπολοίπου C +

0  για q = 3 και n = 11. Αυτοί οι κώδικες έχουν 
τύπο (23, 12, 7) και (11, 6, 5) αντίστοιχα. Θεωρούµε την γνωστή παραγοντοποίηση 
του Χ23 + 1 στο σώµα F2 : 
 

X23 + 1 = (X+1) (X11+X10+X6+X5+X4+X2+1)(X11 + X9 + X7 + X6 + X5 + X + 1) 
 
Σαν γεννήτορας του κώδικα G23 µπορεί να ληφθεί ένα από τα παραπάνω δύο 
πολυώνυµα βαθµού 11. 
 
Στο F3, έχουµε ότι X11 – 1 = (X – 1)(X5 + X4 – X3 + X2 – 1) (X5 – X3 + X2 – X – 1) 
και σαν γεννήτορα του κώδικα G11 µπορούµε να θεωρήσουµε οποιοδήποτε από τα 
παραπάνω δύο πολυώνυµα βαθµού 5. 
 
Σηµείωση Υπενθυµίζουµε ότι οι µόνοι γραµµικοί τέλειοι κώδικες είναι οι δυαδικοί 
κώδικες Hamming, ο G11 και ο G23. 
 
Το ερώτηµα για την ελάχιστη απόσταση ενός QR-κώδικα βρίσκει απάντηση στην 
ακόλουθη 
 
Πρόταση 8.3 Αν d : = dmin(C +

0 ) τότε ισχύει d2 ≥  n. Ανάλογη πρόταση ισχύει και για 
την dmin(C +

1 ). 
 
Αν, επιπλέον, n = 4k – 1 τότε µπορούµε να πάρουµε το, καλύτερο, αποτέλεσµα 
d2 – d + 1 ≥  n. 
 
Απόδειξη Έστω c µια κωδική λέξη στο C +

0  µε το ελάχιστο µη-µηδενικό βάρος d. Η c 
θα είναι ένα πολυώνυµο c(X) πολλαπλάσιο του g0(X). Έστω c(X)  = t1(X)g0(X). Αν λ 
ένας φυσικός αριθµός ο οποίος δεν είναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod n τότε το 
πολυώνυµο c (X) = c(Xλ) είναι µια κωδική λέξη ελάχιστου βάρος για C +

1 . Το 
πολυώνυµο c (X) είναι πολλαπλάσιο του g1(X). Έστω c (X) = t2(X)g1(X). Εδώ 
παρατηρούµε ότι η απεικόνιση όπου X a  Xλ εναλλάσσει τα στοιχεία των C +

0  και 
C +

1 . Επίσης, εναλλάσσει τα στοιχεία των C0 και C1. Αυτό σηµαίνει ότι τα δύο C +
0  και 

C +
1  έχουν διάσταση 

2
1 (n + 1) ενώ οι C0 και C1 έχουν και οι δύο διάσταση 

2
1 (n – 1). 

Συνεπώς, η κωδική λέξη c(X) c (X) = t1(X)g0(X) t2(X)g1(X) ανήκει στο ++ ∩ 10 CC . 
∆ηλαδή, είναι πολλαπλάσιο του πολυωνύµου 
 



g0(X)g1(X) = 
1X
1X n

−
−  = Xn – 1 + Xn – 2 + … + X2 + X + 1. 

 
Εποµένως, η κωδική λέξη c(X) c (X) έχει βάρος n. Αφού, υποθέσαµε ότι η c(X) έχει 
βάρος d έπεται ότι το µέγιστο πλήθος των µη-µηδενικών συντελεστών του c(X) c (X) 
είναι d2. Συνεπώς, d2 ≥  n. 
 
Παράδειγµα 8.4 Ο (7, 4, d)-κώδικας τετραγωνικού υπολοίπου ως προς το σώµα Fq 
έχει n = 7 οπότε d2 ≥  7 ή d ≥  3. Ειδικά αν q = 2 ο κώδικας µας είναι Hamming και η 
ελάχιστη απόσταση είναι d = 3. 
 
Παρατήρηση 8.5 Γενικά η ελάχιστη απόσταση ενός QR-κώδικα είναι µεγαλύτερη από 
το κάτω φράγµα της πρότασης 8.3. 
 
Τέλος, χωρίς απόδειξη αναφέρουµε την 
 
Πρόταση 8.6 
 
- Αν n = 4k – 1 τότε C +

0  = C ⊥
0  και C +

1  = C ⊥
1  

- Αν n = 4k + 1 τότε C +
0  = C ⊥

1  και C +
1  = C ⊥

0  
Και στις δύο περιπτώσεις ο C +

0  παράγεται από τον C0 και το 1 ενώ ο C +
1  παράγεται 

από τον C1 και το 1. 



9. MDS κώδικες 
 
Έστω C ένας γραµµικός (n, k, d)-κώδικας. Υπενθυµίζουµε το φράγµα του Singleton: 
k ≤  n – d + 1. Επίσης, είχαµε ορίσει ως MDS-κώδικα έναν γραµµικό κώδικα για τον 
οποίο ισχύει η ισότητα στο φράγµα του Singleton. ∆ηλαδή, k = n – d + 1 ή αλλιώς 
d = m + 1 όπου m = n – k. 
 
Συµβολισµός 9.1 V(m, q) = (Fq)n 
 
Ορισµός 9.2 Ένα (n, s)-σύνολο του V(m, q) είναι ένα σύνολο από n διανύσµατα του 
V(m, q) τέτοιο ώστε s οποιαδήποτε από αυτά να είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 
 
Έχουµε ήδη αναφέρει την 
 
Πρόταση 9.3 Υπάρχει κώδικας C τύπου (n, n – m, d) στο Fq ακριβώς τότε όταν 
υπάρχει ένα (n, d – 1) σύνολο του V(m, q). 
 
Συµβολισµός 9.4 Το maxs(m, q) θα συµβολίζει τη µέγιστη τιµή του n για την οποία  
υπάρχει ένα (n, s)-σύνολο του V(m, q). Ένα τέτοιο n θα λέγεται βέλτιστο. 
 
Άµεση συνέπεια της πρότασης 9.3 είναι το 
 
Πόρισµα 9.5 Αν µας δοθούν τα q, d και m τότε η µεγαλύτερη τιµή για το n έτσι ώστε 
να υπάρχει ένας (n, n – m, d) κώδικας στο Fq είναι max d – 1 (m, q). 
 
Αν έχουµε τώρα έναν MDS-κώδικα (n, n – m, d) στο Fq τότε το µέγιστο µήκος n του 
κώδικα σύµφωνα µε το πόρισµα 9.5 είναι maxm(m, q). ∆ηλαδή, το µέγιστο µήκος 
ενός (n, m)-συνόλου στο V(m, q). 
 
Γνωστά αποτελέσµατα υποβάλλουν την ανάγκη διατύπωσης της ακόλουθης εικασίας. 
 
Εικασία 9.6 Έστω m µε 2 ≤  m ≤  q, m≠ 3.  Ισχύει: maxm(m, q) = q + 1. 
 
Για m = 3 έχει αποδειχθεί ότι ισχύει max3(3, q) = q + 2. 
 
Θα αποδείξουµε την εικασία κατ’ αρχήν για m = 2. Θα αποδείξουµε δηλαδή ότι 
ισχύει: 
 

max2(2, q) = q + 1. (1) 
 
Γενικότερα ισχύει η 
 
Πρόταση 9.10 ∆ίδεται το m. Το µέγιστο µήκος n τέτοιο ώστε να υπάρχει 

(n, n – m, 3)-κώδικας ως προς το σώµα Fq είναι n = 
1q
1q m

−
− . 

 

Σηµείωση 9.11 Αυτό σηµαίνει ότι max2(m, q) = 
1q
1q m

−
− . 

 



Ειδικά για m = 2 έχουµε max2(2, q) = 
1q
1q 2

−
−  = q + 1 δηλαδή την (1). 

 
Απόδειξη Σύµφωνα µε το πόρισµα 9.5, αρκεί να αποδείξουµε ότι το n είναι η 
µεγαλύτερη τιµή ύπαρξης ενός (n, 2) – συνόλου στο V(m, g). 
 
Ένα σύνολο S διανυσµάτων του V(m, g) είναι ένα (n, 2) – σύνολο τότε και µόνο τότε  
όταν δεν υπάρχει διάνυσµα στο S το οποίο να είναι scalar πολλαπλάσιο οποιουδήποτε 
άλλου διανύσµατος του S. Τώρα θυµόµαστε, όταν γράφουµε τον τύπο … κωδίκων 
Hamming ότι εκεί τα (qm – 1) – µη µηδενικά διανύσµατα του V(m, q) διαµερίζονται 

σε 
1q
1q m

−
−  - κλάσεις, όπου κάθε κλάση περιέχει (q – 1) – διανύσµατα τα οποία είναι 

scalar πολλαπλάσια το ένα του άλλου. Εποµένως ένα (n, 2) – σύνολο µέγιστου 

µήκους – είναι ένα σύνολο 
1q
1q m

−
−  διανυσµάτων. Παίρνουµε ένα από κάθε κλάση. 

 
 
Ερώτηµα Γιατί ξεκινάµε από m = 2; 
 
Για m = 0 το V(n, q) είναι ένας (n, n – 1)-κώδικας για οποιοδήποτε n. 

Για m = 1 ο πίνακας 



















−

1

1
1

I 1n
M

 είναι γεννήτορας ενός (n, n – 1, 2)-κώδικα για 

οποιοδήποτε n. 
 
Εντελώς φυσικά προκύπτει και το επόµενο 
 
Ερώτηµα Τι γίνεται όταν m > q; 
 
Απάντηση σ’ αυτό το ερώτηµα δίνει η ακόλουθη 
 
Πρόταση 9.12 Αν m ≥  q τότε maxm(m, q) = m + 1 και κάθε MDS-κώδικας µε m ≥  q 
είναι ισοδύναµος µε κάποιον κώδικα επανάληψης µήκους m + 1. 
 
Απόδειξη Ο κώδικας επανάληψης µήκους (m + 1) είναι του τύπου (m + 1, 1, m + 1) 
και έχει πίνακα γεννήτορα τον [11…1]. Εποµένως, maxm(m, q) ≥  m + 1. Eπίσης είναι 
σαφές ότι κάθε (m + 1, 1, m + 1) – κώδικας είναι ισοδύναµος µε κάποιο κώδικα 
επανάληψης. Υποθέτουµε ότι m ≥  q και ότι maxm(m, q) ≥  m + 2. Τότε, σύµφωνα µε 
τα προηγούµενα υπάρχει ένας (m + 2, 2, m + 1) – κώδικας C ως προς το σώµα Fq. O 
κώδικας αυτός θα πρέπει να είναι ισοδύναµος µε έναν κώδικα µε γεννήτορα πίνακα 
της µορφής 
 

G = 








m21 a...aa10
1...1101

 

 



Για να έχει κάθε γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του πίνακα G βάρος 
τουλάχιστον (m + 1) θα πρέπει τα ai να είναι διαφορετικά του µηδενός και 
διαφορετικά µεταξύ τους ανά δύο, στοιχεία του Fq  από όπου έπεται ότι m ≤  q – 1, 
άτοπο. 
 
 
Άµεση συνέπεια της πρότασης 9.12 αλλά και άλλων στοιχείων στα οποία εµείς δεν 
αναφερθήκαµε είναι η ακόλουθη ταξινόµηση: 
 
Οι µοναδικοί δυαδικοί MDS-κώδικες είναι: 
 
- Ο V(n, 2) = (F2)n, δηλαδή όλος ο χώρος. 
- Ο κώδικας όλων των διανυσµάτων άρτιου βάρους του V(n, 2) 
- Οι κώδικες επανάληψης 
 
Χωρίς απόδειξη αναφέρουµε την 
 
Πρόταση 9.13 Έστω m µε 2 ≤  m ≤  q και F *

q = {α1, α2, …, αq – 1}. Ο πίνακας 
 

Η = 





















−
−

−−

−

10...

00...
011...11

1m
1q

1m
2

1m
1

1q21

ααα

ααα
MMMMMM

 

 
είναι πίνακας ελέγχου ισοτιµίας ενός MDS-κώδικα τύπου (q +1, q – 1 – m, m + 1) 
 
Πόρισµα 9.14 Για m µε 2 ≤  m ≤  q ισχύει maxm(m, q) ≤  q + 1. 
Τέλος ισχύουν, 
 
1. Ο δυικός MDS-κώδικα είναι επίσης MDS. 
2. Υπάρχει MDS κώδικας τύπου (n, n – m) ως προς το σώµα Fq ακριβώς τότε όταν 

υπάρχει MDS κώδικας τύπου (n, m). 
3. Αν q = 2t, t > 1 τότε υπάρχει (q + 2, 3, q)-κώδικας ως προς το σώµα Fq. 
 



10. Τροποποίηση κωδίκων 
 
Όταν έχουµε έναν καλό κώδικα, ως προς κάποια συµπεριφορά, επιθυµούµε και 
ελπίζουµε να παράγουµε άλλο κώδικα επίσης αρκετά καλό µε τροποποίηση του 
αρχικού. 
 
Κάθε κώδικας έχει τρεις θεµελιώδης παραµέτρους 
 
- το µήκος n 
- τη διάσταση k 
- το m = n – k 
 
Θα αναφερθούµε σε 6 + 1 τεχνικές τροποποίησης κωδίκων. Πάντοτε µια παράµετρος 
παραµένει σταθερή και αυξοµειώνονται οι άλλες δύο. 
 

Όνοµα Σταθερό Αυξάνεται Μειώνεται
augmenting n k m 
expurgating n m k 
extending k n, m - 
puncturing k - n, m 
lengthening m n, k - 
shortening m - n, k 

 
Augmenting θα πει ότι προσθέτουµε κωδικές λέξεις στον C. Αυτό µπορεί να 
προκαλέσει µείωση της ελάχιστης απόστασης. 
Expurgating θα πει ότι αφαιρούµε κωδικές λέξεις από τον C. Αυτό µπορεί να 
προκαλέσει αύξηση της ελάχιστης απόστασης. 
 
Σε γραµµικό κώδικα επιτυγχάνουµε το augmenting προσθέτοντας γραµµές στον 
γεννήτορα πίνακα. Συνήθως, προσθέτουµε µια γραµµή, την 1 = (1 1 … 1) όταν αυτή 
δεν υπάρχει. Το expurgating το επιτυγχάνουµε σβήνοντας γραµµές από τον 
γεννήτορα πίνακα. 
 
Extending επιτυγχάνουµε προσθέτοντας σύµβολα ελέγχου. Αν ο κώδικας είναι 
γραµµικός προσθέτουµε στήλες στον γεννήτορα πίνακα. 
 
Puncturing επιτυγχάνουµε αφαιρώντας σύµβολα ελέγχου. Αν ο κώδικας είναι 
γραµµικός αφαιρούµε στήλες από τον γεννήτορα πίνακα. 
 
Lengthening επιτυγχάνουµε αυξάνοντας το µήκος και προσθέτοντας και άλλες 
κωδικές λέξεις. Αν ο κώδικας είναι γραµµικός προσθέτουµε κάποιον αριθµό νέων 
γραµµών στον γεννήτορα πίνακα και τον ίδιο αριθµό στηλών. 
 
Shortening επιτυγχάνουµε διαγράφοντας συντεταγµένες και κωδικές λέξεις. 
 
Concatenation (περιπλοκή κωδίκων) 
 
Πρόκειται για κατασκευή πολύ συνηθισµένη στην πράξη. Π.χ. η NASA συχνά 
χρησιµοποιεί έναν κώδικα ο οποίος αποτελεί περιπλοκή ενός Reed – Solomon και 
ενός convolutional (non – block) κώδικα. Θεωρούµε µια k1k2 – άδα από το σώµα F2 



την οποία συµβολίζουµε µε α. Οµαδοποιούµε το α σε k1 – το πλήθος k2 – άδες αi 
όπου i = 0, 1, …, k1 – 1. ∆ηλαδή, έχουµε ότι α = α0 α1 … α 1k1−

 όπου φανταζόµαστε 
κάθε k2 – άδα σαν ένα στοιχείο του σώµατος F 2k2

. Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι 
έχουµε έναν (n1, k1, d1) – κώδικα c1 ως προς το σώµα F 2k2

. Θα τον ονοµάζουµε 
εσωτερικό κώδικα. Το α κωδικοποιείται µέσω του c1 στο c = c0c1…c 1n1−

 ως προς το 
σώµα F 2k2

. 
 
Στη συνέχεια σε κάθε µια από τις n1 στο πλήθος «συλλαβές» του F 2k2

 
κωδικοποιείται, χρησιµοποιώντας έναν (n2, k2, d2) – κώδικα c2, ο οποίος λέγεται 
εξωτερικός κώδικας. 
 
Η λέξη d που προέκυψε έχει µήκος n1n2. Η διαδικασία κωδικοποίησης των δύο 
βηµάτων λέγεται και υπερκωδικοποίηση. 
 
Ξεκινάµε µε µια k1k2 – άδα και καταλήγουµε σε µια n1n2 – άδα. Ο καινούριος 
κώδικας έχει τύπο (n, k, dmin) όπου n = n1n2, k = k1k2 και d = dmin(C) ≥  d1d2 (άσκηση) 
 


