GiĹnnh A. AntwniĹdh Tmăma Majhmatikÿn, Panepistămio Krăthc

JewrÐa Arijmÿn katĹ ton 17o kai 18o aiÿna

’Ekdosh EPEAEK fifiPROMHJEASflfl Panepistămio Krăthc HrĹkleio, 1999

i

Sto guiì mac to neìtero, ton KĹrolo.

ii JewrÐa Arijmÿn katĹ ton 17^o kai 18^o aiÿna

Perieqìmena

Eisagwgă iv

1 PrwtoðstorÐa 1

2 Pierre de Fermat 15

3 Leonhard Euler 41

4 Josef Louis Lagrange, Adrie-Marie Legendre 61

BibliografÐa 91

Eisagwgă

KÔrioc skopìc tou biblÐou eÐnai h melèth thc zwăc kai tou arijmojewrhtikoÔ èrgou twn Fermat, Euler, Lagrange kai Legendre. Ja meletăsoume dhladă thn istorÐa kai ta apotelèsmata thc JewrÐac Arijmÿn pou anakalÔfjhkan katĹ ton 17^o kai 18^o aiÿna. Se mÐa perÐodo ìpou Ĺlloi klĹdoi twn Majhmatikÿn anaptÔssontai ragdaÐa kai o antagwnismìc proteraiìthtac eÐnai polÔ megĹloc, h JewrÐa Arijmÿn exelÐssetai me bradeÐc rujmoÔc kai se erasiteqnikă bĹsh.

Stìqoc mac den eÐnai na dÿsoume komyèc apodeÐxeic, kĹti pou sunăjwc gÐnetai se kĹje eisagwgikì mĹjhma JewrÐac Arijmÿn, allĹ perissìtero na deÐxoume th diadikasÐa anĹptuxhc twn ideÿn kajÿc kai tic prospĹjeiec pou èginan mèqri th swstă diatÔpwsh kai apìdeixh twn apotelesmĹtwn. Apeujunìmaste se foithtèc Majhmatikÿn kai Ĺllwn sunafÿn proc ta MajhmatikĹ TmhmĹtwn kajÿc kai se majhtèc LukeÐou pou agapoÔn ta MajhmatikĹ kai eidikìtera thn JewrÐa Arijmÿn. ElpÐzoume h melèth tou perieqomènou tou biblÐou na dÿsei se polloÔc nèouc mac to ènausma thc epèktashc twn gnÿsewc touc se ènan apì touc arqaiìterouc kai elkustikìterouc klĹdouc twn Majhmatikÿn. To biblÐo ekdÐdetai mèsw tou progrĹmmatoc EPEAEK fifiPROMHJEASflfl tou PanepisthmÐou Krăthc. Jermèc euqaristÐec qrwstÿ ston upeÔjuno tou progrĹmmatoc An. Kajhthtă kÔrio Giÿrgo TzirÐta. Tèloc ja ăjela na euqaristăsw ton majhtă mou JanĹsh Bèssh kai ton David J. McClurkin gia thn hlektronikă epexergasÐa tou keimènou.

GiĹnnhc A. AntwniĹdhc, Kajhghtăc HrĹkleio, Oktÿbrioc 1999

KefĹlaio 1

PrwtoðstorÐa

SÔmfwna me ton Jacobi h jewrÐa twn elleiptikÿn sunartăsewn gennăjhke anĹmesa stic 23/12/1751 kai 27/1/1752. Thn prÿth hmeromhnÐa h AkadhmÐa twn Episthmÿn tou BerolÐnou parèdwse ston Euler to dÐtomo èrgo tou Fagnano, Produzioni Mathematiche to opoÐo eÐqe ekdojeÐ ădh apì to 1750. O Euler èprepe na exetĹsei to èrgo kai na grĹyei kai èna euqaristărio grĹmma ston Fagnano. Thn deÔterh hmeromhnÐa o Euler xekinÿntac apì thn ergasÐa tou Fagnano gia to lemniscate (LhmnÐsko) anakoÐnwse sthn AkadhmÐa Episthmÿn tou BerolÐnou ta apotelèsmata miĹc seirĹc ergasiÿn tou, ìpou apodeÐknue ta jewrămata thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ elleiptikÿn oloklhrwmĹtwn. An prospajăsei kaneÐc, ìpwc gia tic elleiptikèc sunartăseic, na brei pìte gennăjhke h JewrÐa twn Arijmÿn, ja diapistÿsei ìti, ìpwc kai o BĹkqoc, gennăjhke dÔo forèc. H prÿth gènnhsh ja prèpei na èqei sumbeÐ metaxÔ 1621 kai 1636. Sta 1621 dhmosieÔjhkan ta ArijmhtikĹ tou Diìfantou apì ton Bachet sto ellhnikì prwtìtupo, mazÐ me latinikă metĹfrash kai ektetamèna sqìlia. Pìte èpese sta qèria tou Fermat autì to biblÐo den mac eÐnai gnwstì. Apì thn allhlografÐa tou Fermat ìmwc bgaÐnei to sumpèrasma ìti mèqri to 1636 ìqi mìno to eÐqe meletăsei prosektikĹ allĹ eÐqe ădh anaptÔxei kai dikèc tou idèec pĹnw se èna swrì jèmata pou diapragmateÔontai ta ArijmhtikĹ tou Diìfantou.

O Fermat prospĹjhse na peÐsei merikoÔc fÐlouc tou, ìpwc o Huygens, o Pascal k.a., na asqolhjoÔn kai autoÐ me ton agaphmèno tou klĹdo, allĹ den ta katĹfere. O Fermat pèjane sta 1665. O guiìc tou Samuel exèdwse to biblÐo tou Bachet sta 1670 mazÐ me tic parathrăseic pou prosèjese o patèrac tou sto perijÿrio kai argìtera (1679) dhmosÐeuse kai mèroc thc allhlografÐac tou. Mèqri na ftĹsoume sto shmeÐo na èqoun oi ekdìseic autèc kĹpoia epÐdrash sta MajhmatikĹ thc epoqăc pèrase misìc aiÿnac kai sto diĹsthma autì fainìtan san na eÐqe pejĹnei h JewrÐa twn Arijmÿn. To pÿc xanagennăjhke h JewrÐa Arijmÿn to xèroume tÿra epakribÿc. Sta 1729 o Euler ătan mèloc thc AkadhmÐac thc AgÐac PetroÔpolhc. O fÐloc tou Goldbach ătan sthn Mìsqa. H allhlografÐa touc diathrăjhke prosektikĹ kai ekdìjhke sta 1843. Se èna apì ta grĹmmatĹ tou o Goldbach (erasitèqnhc majhmatikìc) diatÔpwse thn gnwstă sămera eikasÐa tou Goldbach (ja anaferjoÔme argìtera s’ autăn). Thn 1/12/1729 o Goldbach rÿthse ton Euler tÐ gnÿmh èqei sqetikĹ me thn eikasÐa tou Fermat ìti ìloi oi akèraioi arijmoÐ thc morfăc

2^{2n} + 1, n = 0, 1, 2, . . .

eÐnai prÿtoi. Sthn apĹnthsă tou o Euler exèfrase kĹpoiec amfibolÐec allĹ tÐpote to kainoÔrgio den emfanÐsthke mèqri thn 4^h IounÐou opìte o Euler anèfere ìti autìn ton kairì diabĹzei Fermat kai ìti eÐnai polÔ entupwsiasmènoc apì thn eikasÐa tou Fermat ìti kĹje akèraioc mporeÐ na grafeÐ san Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn. Apì aută thn hmèra arqÐzei mÐa polÔ gìnimh perÐodoc sth JewrÐa twn Arijmÿn apì ton Euler h opoÐa suneqÐsthke apì touc Lagrange, Legendre gia na fjĹsei, me ton Gauss, se polÔ uyhlì epÐpedo anĹptuxhc.

To ìti o Fermat ephreĹsthke apì èna ’Ellhna majhmatikì tou 3^{ou} metĹ Qristì aiÿna, ărje argìtera sto fwc. Oi gnÿseic mac gia ta majhmatikĹ twn arqaÐwn auxĹnontan mèra me th mèra. Oi gnÿseic mac p.q. gia to èrgo tou Arqimădh auxăjhkan polÔ me thn anakĹluyh thc pergamhnăc thc Kwnstantinoupìlewc sta 1906. ArqikĹ autì pou eÐqe epizăsei apì ton Diìfanto ătan 6 kefĹlaia (fifibiblÐaflfl) parĹ to ìti sthn eisagwgă anafèrontai 13. Sto metaxÔ prìsfata anakalÔfjhke èna akìma biblÐo tou. Skopìc mac bèbaia den eÐnai na gurÐsoume pÐsw sta MajhmatikĹ thc IndÐac, thc MesopotamÐac ă thc KÐnac. Den mporoÔme ìmwc na paraleÐyoume na anafèroume to gegonìc ìti o EukleÐdhc afièrwse trÐa kefĹlaia (fifibiblÐaflfl) apì ta StoiqeÐa tou sth JewrÐa twn Arijmÿn kai sugkekrimèna ta VII, VIII kai IX.

Oi ènnoiec tou prÿtou arijmoÔ, tou diairèth enìc akeraÐou kajÿc kai tou elaqÐstou koinoÔ pollaplasÐou prèpei na emfanÐsthkan arketĹ nwrÐc. O PlĹtwn stouc Nìmouc tou meletĹei ton arijmì 5040 kai brÐskei p.q. ìti èqei 59 diairètec ektìc tou eautoÔ tou. FaÐnetai ìti sthn AkadhmÐa tou PlĹtwna kĹti gnÿrizan oi majhmatikoÐ gia thn paragontopoÐhsh twn akeraÐwn allĹ eÐnai dÔskolo na diatupÿsoume akribÿc to eÔroc autăc thc gnÿshc.

Apì ton EukleÐdh, tÿra mporoÔme na anafèroume ton omÿnumo algìrijmì tou (Eukl. VII, 1-2) kajÿc kai thn prìtash ìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi (Eukl. IX, 20):

fifiOi prÿtoi arijmoÐ pleÐouc eisÐ pantìc tou protajèntoc plăjouc prÿtwn arijmÿn.flfl

To jemeliÿdec jeÿrhma thc arijmhtikăc gia mÐa megĹlh klĹsh arijmÿn (Eukl. IQ, 14). Magikèc kai mustikistikèc idiìthtec twn arijmÿn emfanÐzontai se polloÔc politismoÔc. ’Etsi orÐzontai oi tèleioi arijmoÐ, ekeÐnoi oi akèraioi poÔ eÐnai Ðsoi me to Ĺjroisma twn gnhsÐwn diairetÿn touc. To teleutaÐo jeÿrhma sto kefĹlaio IX (Eukl. IX, 36), Ðswc to pio spoudaÐo apì thn douleiĹ tou EukleÐdh, eÐnai h

Prìtash 1.1 O 2^n(2^{n+1} − 1) eÐnai tèleioc, ìtan o 2^{n+1} − 1 eÐnai prÿtoc.

Apìdeixh: ’Estw p o prÿtoc 2^{n+1} − 1. O 2^n(2^{n+1} − 1) tìte grĹfetai a = 2^np. Oi diairètec tou a eÐnai 1, 2, 2^2, · · · , 2^n, p, 2p, · · · , 2^np kai to ĹjroismĹ touc eÐnai 2^{n+1} − 1 2 − 1

· (p + 1) = 2a, dhladă o a eÐnai tèleioc. ⊓⊔ Aplèc diofantikèc exisÿseic prÿtou bajmoÔ, dhladă exisÿseic thc morfăc aX + bY = m, (a, b, m ∈ Z) twn opoÐwn zhtoÔntai oi akèraiec lÔseic x, y, emfanÐzontai sto Diìfanto, allĹ èqoun proðstorÐa. Ja xanagurÐsoume pÐsw s’ autèc ìtan anaferjoÔme sth mèjodo thc kajìdou tou Fermat.

’Ena Ĺllo prìblhma eÐnai h eÔresh twn legìmenwn pujagoreÐwn triĹdwn, dhladă akeraÐwn arijmÿn x, y, z tètoiwn ÿste x^2 + y^2 = z^2 (1.1) H pio fifiaplăflfl triĹda eÐnai (x, y, z) = (3, 4, 5). ’Enac pÐnakac pou perièqei 15 pujagìreiec triĹdec eÐnai o paliìc pÐnakac thc Babulÿnac Plimpton 332 pou ekdìjhke apì touc O. Neugebauer kai A. Sachs, Mathematical Cuneiform Texts, New Haven 1945, pp. 38-41 kai qronologeÐtai metaxÔ twn etÿn 1900 kai 1600 p.Q. Den eÐnai gnwstì pwc upologÐsthkan autèc oi triĹdec. H lÔsh pĹntwc tou problămatoc ătan gnwstă ston EukleÐdh (Eukl. Q28, Lămma 1).

EÔresh twn pujagoreÐwn triĹdwn

EÐnai profanèc ìti an (x, y, z) eÐnai lÔsh thc (1.1) kai λ ∈ Z tìte kai (λx, λy, λz) eÐnai lÔsh. ArkeÐ loipìn na broÔme to sÔnolo twn prwtarqikÿn (primitive) lÔsewn, dhladă ekeÐnwn gia tic opoÐec (x, y, z) = 1.

An (x, y, z) = 1 lÔsh thc (1.1) tìte eÔkola sumperaÐnei kaneÐc ìti (x, y) = (y, z) = (x, z) = 1, oi x kai y den mporoÔn sugqrìnwc na eÐnai Ĺrtioi (diìti tìte kai o z ja ătan Ĺrtioc, dhladă (x, y, z) > 1, Ĺtopo) oÔte kai oi dÔo perittoÐ diìti tìte ja eÐqame z^2 ≡ 2 (mod 4), Ĺtopo.

’Estw x ≡ 0 (mod 2) kai y ≡ 1 (mod 2) ⇒ z^2 ≡ 1 (mod 4) ⇒ z perittìc. GrĹfoume x^2 = z^2 − y^2 = (z − y)(z + y). ’Estw z + y = 2u, z − y = 2v ⇒ z = u + v, y = u − v.

(z + y, z − y) = 2(z, y) = 2 ⇒ (u, v) = 2. An u kai v sugqrìnwc perittoÐ tìte z, y Ĺrtioi, Ĺtopo. ’Ara, ènac apì touc u, v eÐnai Ĺrtioc kai o Ĺlloc perittìc. Tÿra h sqèsh (x 2 )_2 = z + y 2 · z − y 2 = uv kai (u, v) = 1 dÐnei u = S^2, v = T^2, (S, T ) = 1 ènac Ĺrtioc kai o Ĺlloc perittìc.

’Wste an (x, y, z) eÐnai mÐa prwtarqikă pujagìreia triĹda tìte ∃(S, T ) ∈ Z × Z me (S, T ) = 1 o ènac Ĺrtioc kai o Ĺlloc perittìc ètsi ÿste

x = 2ST, y = S^2 − T^2, z = S^2 + T^2.

Antistrìfwc: An (S, T ) ∈ Z × Z, ènac Ĺrtioc o Ĺlloc perittìc, tìte o x eÐnai Ĺrtioc

y, z eÐnai perittoÐ kai mĹlista (x, y) = (y, z) = (x, z) = 1, dhladă (x, y, z) = 1. Aplă epalăjeush mac dÐnei x^2 + y^2 = z^2.

Jeÿrhma 1.2 ’Olec oi pujagìreiec triĹdec dÐnontai apì

x = 2λST, y = λ(S^2 − T^2), z = λ(S^2 + T^2)

me λ ∈ Z, (S, T ) ∈ Z × Z, (S, T ) = 1 ènac Ĺrtioc kai o Ĺlloc perittìc.

To apotèlesma autì pernĹei apì ton EukleÐdh sto Diìfanto kai argìtera, sta 1572, emfanÐzetai sthn ’Algebra tou Bambelli (to trÐto biblÐo thc opoÐac sthrÐzetai sta ArijmhtikĹ tou Diìfantou) kajÿc kai sto èrgo tou Viéte.

An tÿra, antÐ na zhtoÔme pujagìreiec triĹdec, prospajăsoume na lÔsoume kĹpoio genikìtero prìblhma, dhladă poioÐ fusikoÐ arijmoÐ grĹfontai san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn, tìte polÔ qrăsimh eÐnai h tautìthta

(x^2 + y^2)(z^2 + t^2) = (xz ± yt)^2 + (xt ∓ yz)^2. (1.2)

Lìgw twn dÔo dunatotătwn pou èqoume wc proc ta prìshma sthn tautìthta (1.2), qrhsimopoieÐtai suqnĹ gia na kataskeuĹsoume arijmoÔc pou grĹfontai san Ĺjroisma tetragÿnwn katĹ dÔo diaforetikoÔc trìpouc. Gia z = t = 1 èqoume

2(x^2 + y^2) = (x + y)^2 + (x − y)^2 (1.3) h opoÐa ătan ădh gnwstă ston EukleÐdh (Eukl. II, 9-10).

H (1.2) ja prèpei na ătan gnwstă ston Diìfanto ìpwc faÐnetai apì thn parakĹtw paratărhsă tou (dec [11], selÐda 11):

fifiEÐnai sthn fÔsh tou arijmoÔ 65 ìti mporeÐ na grafeÐ san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn katĹ dÔo diaforetikoÔc trìpouc, 16 + 49 kai 64 + 1. Autì sumbaÐnei diìti o 65 eÐnai ginìmeno twn 13 kai 5 pou eÐnai Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn.flfl

UpĹrqei loipìn h eikasÐa ìti h (1.2) ătan kĹpoio apì ta qamèna porÐsmata tou Diìfantou. Apìdeixh pĹntwc thc tautìthtac (1.2) emfanÐzetai sto BiblÐo tou Fibonacci (Leonardo Pisano) Liber Quadratorum pou ekdìjhke to 1225. (Xanaekdìjhke sta 1987 apì ton ekdotikì oÐko Academic Press.) Se antÐjesh me to pio dhmofilèc (laðkì) èrgo tou Fibonacci Liber Abaci to Liber Quadratorum ătan xeqasmèno kai duseÔreto. Ekdìjhke, gia prÿth forĹ metĹ to 1225, apì ton Boncompagni sta 1856. ProtoÔ poÔme dÔo lèxeic gia to biblÐo tou Fibonacci, ac shmeiÿsoume edÿ ìti o Viéte qrhsimopoioÔse thn tautìthta (1.2) ètsi ÿste apì dosmèna orjogÿnia trÐgwna na parĹgei Ĺlla kai paratărhse th sqèsh thc tautìthtac (1.2) me touc tÔpouc ajroÐsmatoc kai diaforĹc twn trigwnometrikÿn sunartăsewn. O Viéte endiaferìtan pio polÔ gia thn Ĺlgebra kai thn trigwnometrÐa parĹ gia thn JewrÐa Arijmÿn. EĹn x = r cos a, y = r sin a, z = s cos b, t = s sin b, tìte xz ± yt = rs cos(a ∓ b), xt ∓ yz = rs sin(a ∓ b)). O Fibonacci taxÐdeye polÔ, ătan èmporoc, kai gnÿrise touc politismoÔc twn ArĹbwn, twn Ellănwn kai twn LatÐnwn kajÿc kai ta majhmatikĹ thc epoqăc tou. KĹpote tou zhtăjhke na breÐ trÐa tèleia tetrĹgwna san diadoqikoÔc ìrouc arijmhtikăc proìdou me lìgo 5, dhladă na lÔsei stouc rhtoÔc to sÔsthma

y^2 − x^2 = z^2 − y^2 = 5 ă, isodÔnama, na lÔsei stouc akeraÐouc to sÔsthma Y^2 − X^2 = Z^2 − Y^2 = 5T^2.

Autì eÐnai to antikeÐmeno to opoÐo diapragmateÔetai sto Liber Quadratorum. Problămata pou aforoÔsan tèleia tetrĹgwna se arijmhtikèc proìdouc eÐnai arketĹ paliĹ lìgw thc tautìthtac (1.3). To na breÐ kaneÐc tètoia tetrĹgwna eÐnai isodÔnamo me to na breÐ pujagìreiec triĹdec.

PrĹgmati, an X^2, Y^2, Z^2 brÐskontai se arijmhtikă prìodo tìte Y^2 = 1 2 (X^2 + Z^2) = U^2 + V^2, ìpou U = 1 2 (X + Z), V = 1 2 (Z − X) kai h diaforĹ (lìgoc) Y^2 − X^2 = Z^2 − Y^2 èqei timă 1 2 (Z^2 − X^2) = 2UV , dhladă, tetraplĹsia tou embadoÔ tou trigÿnou (U, V, Y ).

Den upĹrqei kanèna stoiqeÐo pou na mac deÐqnei ìti o Leonardo gnÿrize thn teleutaÐa paratărhsh allĹ se kĹpoio buzantinì qeirìgrafo tou 11^{ou} ă 12^{ou} aiÿna upĹrqei to prìblhma:

Na brejeÐ pujagìreia triĹda embadoÔ 5m^2.

EikĹzetai loipìn ìti o Fibonacci ja to eÐqe dei katĹ thn paramonă tou sthn KwnstantinoÔpolh. Autìc pou èjese to prìblhma eÐqe ădh apodeÐxei ìti mÐa arijmhtikă prìodoc ătan h 31^2, 41^2, 49^2. (ElpÐzoume s’ autì to prìblhma na mac dojeÐ h eukairÐa na epistrèyoume argìtera kai na doÔme ta apotelèsmata pou upĹrqoun mèqri sămera.) An tÿra genikeÔsoume to prìblhma kai zhtăsoume na doÔme poioÐ fusikoÐ arijmoÐ parÐstantai apì thn tetragwnikă morfă X^2 ∓ NY^2 ìpou N dosmènoc fusikìc arijmìc, tìte oi tautìthtec pou qreiazìmaste eÐnai (X^2 − NY^2)(Z^2 − NT^2) = (XZ ± NY T )^2 − (XT ± Y Z)^2 (1.4) (X^2 + NY^2)(Z^2 + NT^2) = (XZ ± NY T )^2 + N(XT ∓ Y Z)^2 (1.5)

Apì montèrna algebrikă skopiĹ den diafèroun apì tic tautìthtec (1.2), allĹ autì ègine antilhptì gia prÿth forĹ ton 18^o aiÿna.

O pio aplìc Ðswc trìpoc gia na tic apodeÐxoume eÐnai na grĹyoume (X + Y √ N)(Z ± T √ N) = (XZ ± NY T ) ± (XT ± Y Z) √ N kai thn Ðdia tautìthta me to √ −N kai na pollaplasiĹsoume me tic suzugeÐc parastĹseic, dhladă to √ ±N to antikajistoÔme me to − √ ±N. H apìdeixh aută emfanÐzetai gia prÿth forĹ sto biblÐo tou Euler, Algebra pou ekdìjhke sta 1770.

Mia kai o EukleÐdhc afierÿnei olìklhro to kefĹlaio X stic Ĺrrhtec posìthtec deutèrou bajmoÔ, mporeÐ na fantasteÐ kaneÐc ìti o EukleÐdhc ă oi fifidiĹdoqoÐflfl tou ja prèpei na eÐqan apodeÐxei anĹloga tic tautìthtec (1.4), (1.5) ă èstw eidikèc periptÿseic autÿn. SÐgouro eÐnai ìti o EukleÐdhc gnÿrize thn tautìthta ( √ r + √ s)( √ r − √ s) = r − s kai ìti h 1 √ r + √ s = √ r r − s − √ s r − s (1.6)

(Eukl. Q, 112).

Dustuqÿc to kÐnhtro tou EukleÐdh sto X biblÐo eÐnai h dhmiourgÐa jewrÐac gia thn kataskeuă kanonikÿn polugÿnwn kai poluèdrwn kai ìqi h algebrikă jewrÐa twn tetragwnikÿn swmĹtwn ìpwc ja èkanan oi montèrnoi majhmatikoÐ. Apomènei loipìn na upojèsoume ìti oÔte sthn arqaiìthta oÔte argìtera qrhsimopoiăjhkan tautìthtec me tetragwnikă rÐza gia skopoÔc thc arijmhtikăc. SÐgouro eÐnai ìti oi Euler kai Lagrange sta tèlh tou 18^{ou} aiÿna sugqaÐroun o ènac ton Ĺllo gia thn faeină idèa na qrhsimopoiăsoun migadikèc tetragwnikèc rÐzec sthn JewrÐa Arijmÿn.

Exisÿseic thc morfăc x^2 − Ny^2 = ±m, ìpou m, N dosmènoi fusikoÐ arijmoÐ, ja prèpei na eÐqan emfanisteÐ sta èrga arqaÐwn Ellănwn polÔ pijanì se sÔndesh me to prìblhma thc kalăc rhtăc prosèggishc tou Ĺrrhtou √ N. EÐnai profanèc ìti an x^2 − Ny^2 = ±m kai ta x, y eÐnai megĹla se sÔgkrish proc to m tìte o lìgoc x y mac dÐnei mÐa kală prosèggish thc √ N ìpwc faÐnetai apì thn tautìthta x y − √ N = 1 y · x^2 − Ny^2 x + y √ N h opoÐa eÐnai eidikă perÐptwsh thc (1.6) tou (Eukl. X, 112).

’Etsi ìtan o Eutìkioc sta sqìliĹ tou ston Arqimădh jèlei na epalhjeÔsei tic proseggÐseic tou Arqimădh 256/153 kai 1351/780 gia ton arijmì √ 3, grĹfei:

265^2 − 3 · 153^2 = −2, 1351^2 − 3 · 780^2 = 1.

H tautìthta (1.4) tÿra dÐnei mÐa eÔkolh mèjodo kataskeuăc miĹc lÔshc thc X^2 − NY^2 = ±m an kĹpoioc gnwrÐzei ădh mÐa Ĺllh lÔsh thc X^2 −NY^2 = ±m kai mÐa lÔsh thc μ^2 −Nν^2 = ±1 ă (merikèc forèc) thc μ^2 − Nν^2 = ±2. An pĹroume sthn (1.4) N = 3, Z = 5, T = 3 brÐskoume (5X + 9Y )^2 − 3(3X + 5Y )^2 = −2(X^2 − 3Y^2).

An tÿra X^2 − 3Y^2 = −2 tìte oi X kai Y prèpei na eÐnai kai oi dÔo perittoÐ, opìte 5X + 9Y kai 3X + 5Y ja eÐnai Ĺrtioi, dhladă ja èqoume ( 5X + 9Y 2 )_2 − 3 ( 3X + 5Y 2 )_2 = 1.

MÐa lÔsh thc X^2 − 3Y^2 = −2 eÐnai X = 5, Y = 3 opìte 5X + 9Y 2 = 26,

3X + 5Y 2 = 15 eÐnai lÔsh thc X^2 − 3Y^2 = 1. Apì thn parapĹnw tautìthta prokÔptei ìti (5X + 9Y )^2 − 3(3X + 5Y )^2 = −2 kai gia X = 26, Y = 15 brÐskoume ìti x = 5X + 9Y = 265, kai y = 3Q + 5U = 153 eÐnai lÔsh thc x^2 − 3y^2 = −2 opìte X = 5x + 9y 2 = 1351, kai Y =

3x + 5y 2 = 780 eÐnai lÔsh thc X^2 − 3Y^2 = 1. SuneqÐzoume ìmoia kai brÐskoume ìsec lÔseic jèloume. ’Ena Ĺllo parĹdeigma, me thn Ðdia mèjodo, Ðswc palaiìtero apì to prohgoÔmeno, to opoÐo emfanÐzetai ton deÔtero m.Q. aiÿna apì ton Jèwna ton SmurnaÐo, eÐnai h eÔresh diadoqikÿn lÔsewn thc X^2 − 2Y^2 = ±1.

XekinoÔme apì thn profană lÔsh x = y = 1 kai kĹnoume diadoqikĹ tic antikatastĹseic (x, y) → (x + 2y, x + y) H mèjodoc douleÔei edÿ lìgw thc tautìthtac

(x + 2y)^2 − 2(x + y)^2 = −(x^2 − 2y^2)

h opoÐa prokÔptei apì thn (1.4) gia N = 2, Z = T = 1.

’Iqnh twn tautotătwn pou meletăsame upĹrqoun ston Diìfanto allĹ kai pĹli mènei anapĹnthto an oi tautìthtec (1.4) kai (1.5) èqoun thn arqă touc sthn EllĹda (Ðswc sta qamèna biblÐa tou Diìfantou). SÐgouro eÐnai pĹntwc ìti h tautìthta (1.4) emfanÐzetai sto èrgo tou IndoÔ majhmatikoÔ Brahmagupta (7^{oc} m.Q. aiÿnac) kai mĹlista se sÔndesh me problămata eÔreshc akeraÐwn lÔsewn thc exÐswshc x^2 − Ny^2 = ±m. O Germanìc logotèqnhc Lessing dhmosÐeuse sta 1773 èna epÐgramma apoteloÔmeno apì 22 stÐqouc. Prìkeitai gia èna majhmatikì prìblhma pou èsteile o Arqimădhc stouc majhmatikoÔc thc AlexĹndreiac.

To prìblhma odhgeÐ sth lÔsh miĹc exÐswshc tou Pell, dhladă diofantikăc exÐswshc thc morfăc x^2 − Ny^2 = 1 ă − 1.

Autì shmaÐnei ìti o Arqimădhc endiaferìtan gia lÔseic tètoiwn exisÿsewn. Pijanìn mĹlista na eÐqe brei kai trìpo apì mÐa lÔsh na brÐskei Ĺllec kĹti pou fusikĹ proôpojètei th gnÿsh thc tautìthtac (1.4).

Exisÿseic tou tÔpou x^2 − Ny^2 = 1 emfanÐzontai ston Diìfanto, allĹ autìc zhtĹei rhtèc lÔseic, parĹ to ìti entelÿc sumpwmatikĹ brÐskei kai akèraiec lÔseic, ìpwc p.q.

gia N = m^2 + 1, brÐskei lÔseic y = 2m, x = 2m^2 + 1.

XanagurÐzoume pÐsw ston Brahmagupta kai stic exisÿseic thc morfăc x^2 − Ny^2 = m, ìpou N fusikìc kai m akèraioc. O Brahmagupta ègraye thn tautìthta (1.4) san kĹpoio fifinìmo sÔnjeshcflfl ((x, y; m), (z, t; n)) =⇒ (xz ± Nyt, xt ± yz; mn) kai deÐqnei pwc mÐa lÔsh thc x^2 − Ny^2 = m mazÐ me thn sÔnjesh miĹc lÔshc (p, q, 1) thc x^2 − Ny^2 = 1 dÐnei Ĺpeirec lÔseic thc

x^2 − Ny^2 = m.

’Omoia, an kĹpoioc pĹrei mÐa triĹda (x, y; m) kai thn pollaplasiĹsei me ton eautì thc ja brei mÐa lÔsh (X, Y, m^2) opìte ( X m , Y m , 1 ) ja eÐnai mÐa rhtă lÔsh thc exÐswshc tou Pell

x^2 − Ny^2 = 1

kai an X m , Y m akèraioi ja eÐnai ( X m , Y m ; 1 ) mÐa triĹda.

Genikìtera apì thn triĹda (X, Y ; M) paÐrnoume mÐa ( X m , Y m ; μ ) , ìtan M = μm^2 kai X m , Y m akèraioi.

Autèc oi parathrăseic epètreyan ston Brahmagupta na lÔsei arketèc exisÿseic tou Pell x^2 − Ny^2 = 1 (ìpwc p.q. gia N = 92, N = 83) kai na dÿsei kĹpoio fifikanìnaflfl lÔsewc an eÐnai gnwstă mÐa lÔsh thc x^2 − Ny^2 = m ìpou m = −1, ±2 ă ± 4.

An (p, q; m) eÐnai mÐa lÔsh thc x^2 −Ny^2 = m kai m = −1, ±2 tìte mÐa lÔsh thc exÐswshc tou Pell eÐnai ( p^2 + Nq^2, 2pq; 1 ) ă ( 1 2 (p^2 + Nq^2), pq; 1 ) antistoÐqwc.

An tÿra p Ĺrtioc kai m = ±4 tìte lÔsh eÐnai h (^1_4 (p^2 + Nq^2),^1_2 pq; 1).

An ìmwc p perittìc tìte ja prèpei na sqhmatÐsoume thn sÔnjesh thc (p, q; m) me ton eautì thc dÔo forèc, dhladă (p, q; m) ∘ (p, q; m) ∘ (p, q; m) = (P, Q, ±1) kai, an to apotèlesma eÐnai (P, Q, −1), na xanasunjèsoume thn (P, Q; −1) me ton eautì thc.

O Brahmagupta dÐnei tÔpouc oi opoÐoi apoteloÔntai apì poluÿnuma wc proc p kai q, bajmoÔ 3 sthn prÿth perÐptwsh kai bajmoÔ 6^{ou} sth deÔterh perÐptwsh. Oi parapĹnw parathrăseic tou Brahmagupta apèqoun polÔ apì to na dÿsoun genikă lÔsh. MiĹ mèjodoc eÔreshc thc genikăc lÔshc emfanÐzetai ton 11^o aiÿna apo ton Jayadera (IndÐa) kai sqedìn panomoiìtuph apì ton Bhāskara (12^{oc} aiÿnac). H mèjodoc aută lègetai mèjodoc thc kuklikăc diadikasÐac (cakravāla). ’Opwc se pollèc spoudaÐec anakalÔyeic ètsi kai sthn perÐptwsh thc kuklikăc diadikasÐac mporeÐ kaneÐc ek twn ustèrwn na parathrăsei ìti ătan fusiologikă exèlixh twn ădh uparqìntwn apotelesmĹtwn.

Gia dosmèno N, upojètoume ìti èqoume mÐa triĹda (p, q; m), ìpou m fifisqetikĹflfl mikrìc. Jèloume tÿra na broÔme mÐa Ĺllh lÔsh. KataskeuĹzoume mÐa triĹda (x, y; M) me M = mm^′ kai m^′ mikrì. PaÐrnoume tÿra to ginìmeno (p, q; m) ∘ (x, y; M) = (X, Y ; m^2m^′). An sumbeÐ m|X kai m|Y tìte èqoume mÐa triĹda (p^′, q^′; m^′), ìpou p^′ = X m , q^′ = Y m . SuneqÐzoume omoÐwc me thn elpÐda na katalăxoume se mÐa triĹda (u, v; 1). Sthn cakravāla autì epiteÔqjhke wc exăc. PaÐrnoume y = 1, opìte M = x^2 − N kai zhtoÔme katĹllhlh eklogă. To ginìmeno twn triĹdwn tÿra eÐnai: (p, q; m) ∘ (x, 1; M) = (X, Y ; Mm) me X = px + Nq, Y = p + qx. QwrÐc periorismì thc genikìthtac upojètoume ìti (q, m) = 1 diìti an (q, m) > 1, èpetai ìti d = (p, q) > 1 opìte lìgw thc p^2 − Nq^2 = m ⇒ d^2|m kai h triĹda (p, q, m) mporeÐ na antikatastajeÐ apì thn (p d , q d ; m d^2 ) .

Dialègoume tÿra to x (mod m) ètsi ÿste

Y = p + qx ≡ 0 (mod m).

H lÔsh twn isodunamiÿn ătan polÔ pio nwrÐtera gnwstă. GrĹfoume

q^2M = q^2x^2 − Nq^2 = q^2x^2 − p^2 + m = m · ( qx + p m ·(qx − p) + 1 )

kai blèpoume amèswc ìti m|M diìti (q, m) = 1.

Apì th sqèsh tÿra X^2 = NY^2 + mM ⇒ m^2|X^2, sunepĹgetai ìti m|X. Kat’ autì ton trìpo kataskeuĹsame mÐa kainoÔrgia triĹda (p^′, q^′; m^′), X = mp^′, Y = mq^′, M = mm^′. Gia na ftiĹxoume to m^′ mikrì dialègoume apì thn klĹsh tou x(mod m) san antiprìswpo ekeÐno to X gia to opoÐo isqÔei X < √ N < X + |m|. Upojètoume ìti o m eÐnai sqetikĹ mikrìc, dhladă ìti |m| < 2 √ N. Autì shmaÐnei ìti √ N + Q ≥ 0, opìte

0 < M = N − x^2 = ( √ N − x)( √ N + x) < 2|m| √ N =⇒ |m^′| < 2 √ N. Efarmìzoume thn Ðdia diadikasÐa sthn triĹda (p^′, q^′, m^′) kai brÐskoume mÐa Ĺllh triĹda (p^{′′}, q^{′′}; m^{′′}) me |m^{′′}| < 2 √ N kai oÔtw kaj’ exăc. Epeidă oi akèraioi m, m^′, m^{′′}, · · · eÐnai fragmènoi, ja prèpei na epanalambĹnontai kai gi’ autì Ðswc onomĹzetai h diadikasÐa kuklikă. FusikĹ oi IndoÐ gnÿrizan thn mèjodo mìno peiramatikĹ. Den upĹrqei tÐpota pou na deÐqnei ìti eÐqan apodeÐxeic. Akìma, gia na doulèyei h mèjodoc, qreiazìmaste mÐa triĹda (p, q; m) me |m| < 2 √ N san arqă. San tètoia triĹda autoÐ èpairnan (p_0, 1; m_0) ìpou p^2_0 eÐnai to pio kontinì sto N tèleio tetrĹgwno eÐte apì pĹnw eÐte apì kĹtw tou N, opìte |m_0| < 2 √ N. ’Otan o Fermat Ĺrqise thn fifikarièraflfl tou san arijmojewrhtikìc lÐga eÐqe sthn diĹjesă tou gia melèth. Ektìc apì ta StoiqeÐa tou EukleÐdh eÐqe akìmh ta ArijmhtikĹ tou Diìfantou sth èkdosh tou Bachet kai thn parousÐash megĹlou mèrouc tou èrgou tou Diìfantou mèsa sta Zetetica tou Viéte.

Ta piì pollĹ apì ta problămata tou Diìfantou anĹgontai sthn eÔresh kĹpoiou shmeÐou me jetikèc rhtèc suntetagmènec miĹc algebrikăc kampÔlhc gènouc 0 ă 1 pou dÐnetai apì mÐa ă perissìterec exisÿseic. Edÿ parapèmpoume ton endiaferìmeno anagnÿsth sto biblÐo: GiĹnnh A. AntwniĹdh, Arijmhtikă Elleiptikÿn Kampulÿn, to Jeÿrhma tou Mordell, ’Ekdosh EPEAEK fifiPROMHJEASflfl, HrĹkleio 1999.

UpĹrqoun ìmwc kai Ĺlla problămata twn arijmhtikÿn pou asqoloÔntai me diĹfora jèmata. Se èna prìblhma rwtĹei o Diìfantoc pìte ènac arijmìc A = 2a + 1 mporeÐ na parastajeÐ san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn (A = x^2 + y^2). Se Ĺllo èqoume to antÐstoiqo prìblhma gia to eĹn ènac arijmìc thc morfăc A = 3a + 1 grĹfetai san Ĺjroisma triÿn tetragÿnwn A = x^2 +y^2 +z^2. H apĹnthsh tou Diìfantou eÐnai ìti ja prèpei A ≠ 8n+7. Se Ĺlla problămata upojètei ìti kĹje dosmènoc fusikìc arijmìc mporeÐ na grafeÐ san Ĺjroisma tessĹswn tetragÿnwn fusikÿn arijmÿn. ’Iswc autì den eÐnai idiaÐterh èkplhxh, diìti isqÔei gia ta arijmhtikĹ dedomèna autÿn twn problhmĹtwn. H apĹnthsh loipìn sto erÿthma ti ăxere o Diìfantoc kai oi progenèsteroÐ tou sqetikĹ me to prìblhma thc parĹstashc enìc fusikoÔ arijmoÔ san Ĺjroisma 2, 3 ă 4 tetragÿnwn ja mporoÔse na ătan ìti eÐqe peiramatikă bĹsh.

Oi prÿtec apodeÐxeic sqetikĹ me to prìblhma thc parĹstashc fusikoÔ arijmoÔ mèsw tetragwnikÿn morfÿn anăkoun ston Fermat. AllĹ perÐ autoÔ sto epìmeno kefĹlaio.

KefĹlaio 2

Pierre de Fermat (1601-1665)

Gennăjhke sthn Beaumont de Lomagne, mikră pìlh thc nìtiac GallÐac, ìqi polÔ makriĹ apì thn pìlh Toulouse, sta 1601. Prin to 1631 pèrase merikĹ apì ta qrìnia thc zwăc tou sto Bordeaux. Sta 1631 diorÐsthke sÔmbouloc (councilor) sto fifiKoinoboÔlioflfl thc TouloÔzhc, jèsh poÔ antistoiqeÐ sămera me aută tou anwtĹtou dioikhtikoÔ upallălou. Sth jèsh aută èmeine mèqri ton jĹnatì tou (12 IanouarÐou 1665). To epĹggelmĹ tou toÔ Ĺfhne polÔ qrìno na asqolhjeÐ me ta MajhmatikĹ. Păre polÔ kală klasikă paideÐa. Gnÿrize Ĺrista LatinikĹ, EllhnikĹ, ItalikĹ kai IspanikĹ. Thn epoqă aută zwntană episthmonikă zwă èqei h ItalÐa (Galileo, Cavalieri, Ricci, Torricelli). ArketoÐ fÐloi tou (Carcavi, Mersenne) episkèfjhkan thn ItalÐa. Autìc potè den èfuge makriĹ apì thn perioqă pou zoÔse. Den èqoume akribă stoiqeÐa gia to pìte Ĺrqise na endiafèretai gia ta MajhmatikĹ, allĹ autì ja prèpei na ègine sta tèlh thc dekaetÐac tou 1620 sto Bordeaux. EkeÐ ègine fÐloc me ton dikastă (magistrate), Etienne d’ Espagnet. UpotÐjetai ìti autìc ton enjĹrrune sta prÿta (majhmatikĹ) tou bămata. EÐqe sthn katoqă tou mh dhmosieumènh ergasÐa tou Viéte kai thn parèdwse ston Fermat. Pijanìn na kateÐqe thn plărh sullogă tou èrgou tou Viéte, kĹti pou ătan dÔskolo na brejeÐ sthn epoqă aută.

ToulĹqiston mèqri to 1638 o Fermat antallĹssei skèyeic gÔrw apì ta MajhmatikĹ me ton Beaugrand. GÐnetai fÐloc me ton Pierre Carcavi o opoÐoc apì to 1632 mèqri to 1636 èmeine sthn TouloÔzh. Sta 1636 o Carcavi păre metĹjesh gia to ParÐsi kai prosqÿrhse ston kÔklo twn Mersenne, E. Pascal kai Roberval. Thn perÐodo aută arqÐzei kai h allhlografÐa tou Fermat me ton Mersenne. PollĹ apì ta MajhmatikĹ tou Fermat perièqontai sthn allhlografÐa tou me ton Mersenne. ’Oso zoÔse ăjele na ekdÿsei èna biblÐo majhmatikoÔ perieqomènou, allĹ telikĹ den katĹfere na pragmatopoiăsei to ìneirì tou. O giìc tou, Samuel Fermat exèdwse ta ArijmhtikĹ tou Diìfantou (èkdosh Bachet’s tou 1621) mazÐ me tic parathrăseic pou eÐqe prosjèsei o Patèrac tou sto perijÿrio tou biblÐou. Ston tìmo autì prìsjese o Ihsouòthc Jacques de Billy, fÐloc tou Bachet kai dĹskaloc twn Majhmatikÿn sthn Dijon, mÐa fifidiatribăflfl 36 selÐdwn, thn Doctrinae Analyticae Inventum Novum h opoÐa sthrizìtan se apospĹsmata thc allhlografÐac tou Fermat.

Sta 1679 akoloÔjhse h èkdosh tou Varia Opera (apoteleÐtai apì graptĹ tou Fermat sqetikĹ me GewmetrÐa, Algebra, Diaforikì kai Oloklhrwtikì Logismì kai grĹmmatĹ tou proc Mersenne, Roberval, Etienne Pascal, Frenicle, Blaise Pascal, Carcavi, Digby, Gassendi). PollĹ apì ta grĹmmata tou Fermat den perièqontai sthn sullogă gia ton profană lìgo ìti den stĹljhkan apì touc apodèktec ston giì tou Fermat, Samuel. Sămera, me thn dhmosÐeush twn Ĺpantwn tou Fermat apì touc P. Tannery kai Ch. Henry (ParÐsi 1891-1912) 4 tìmoi, to Sumplărwma (Supplement) tou C. de Waard, 1922 kai tou J. E. Hofmann, Neues über Fermats Zahlentheoretische Herausforderungen tou 1657, Abh. Preuss Akad. d. Wissenschaften 1943-44, eÐmaste sqedìn pepeismènoi ìti katèqoume to sÔnolo tou èrgou tou Fermat.

To stÔl thc douleiĹc tou Fermat eÐnai argì, ta grĹmmatĹ tou, ta opoÐa perièqoun ìlec tic spoudaÐec ergasÐec tou sthn JewrÐa Arijmÿn, eÐnai lakwnikĹ kai xerĹ. Potè den èdwse apodeÐxeic kai mìno mÐa forĹ upodeiknÔei th mèjodo thc apìdeixhc. Autì kajistĹ dÔskolo ton kajorismì twn protĹsewn pou prĹgmati apìdeixe kai ekeÐnwn pou ătan eikasÐec sthrigmènec ston upologismì paradeigmĹtwn. Ja doÔme ìti pollĹ apì ta jewrămatĹ tou den mporoÔn na apodeiqjoÔn eÔkola kai ìti prÿthc tĹxewc majhmatikoÐ ìpwc o Euler kopÐasan arketĹ gia na ta apodeÐxoun. Apì thn Ĺllh meriĹ den upĹrqei amfibolÐa ìti o Fermat gnÿrize tic apodeÐxeic twn piì pollÿn jewrhmĹtwn tou. Sth sunèqeia ja anaferjoÔme se merikĹ apì ta problămata me ta opoÐa asqolăjhke o Fermat.

F. 1 ’Iswc oi duwnumikoÐ suntelestèc na anăkoun pio polÔ sthn Algebra parĹ sthn JewrÐa Arijmÿn parĹ to ìti o Fermat perigrĹfontac èna apì to prÿta tou apotelèsmata sqetikĹ me duwnumikoÔc suntelestèc shmeiÿnei ìti:

fifidÔskola mporeÐ na brejeÐ poiì ìmorfo kai piì genikì jeÿrhma twn arijmÿn.flfl

Oi sundiasmoÐ orÐzontai apì ton anadromikì tÔpo ( n+m m+1 ) = ( n+m−1 m ) + ( n+m−1 m+1 ) = n∑ r=1 ( r+m−1 m )

kai to jeÿrhma tou Fermat den eÐnai tÐpote perissìtero apì thn tautìthta n ( n+m−1 m−1 ) = m ( n+m−1 m ) . Argìtera, sta 1654, h tautìthta aută brăke efarmogă se apotelèsmata tou Fermat sth JewrÐa Pijanotătwn. Sth dekaetÐa ìmwc tou 1630 o Fermat thn qrhsimopoieÐ gia na upologÐsei ajroÐsmata tou tÔpou

S_m(N) = N∑ n=1 n^m ă, pio genikĹ, ajroÐsmata thc morfăc N∑ n=1 (an + b)^m. SunduĹzontac th sqèsh ( N +m m+1 ) = N∑ n=1 ( n+m−1 m )

me to jeÿrhmĹ tou, ègraye ( n+m−1 m ) = 1 m! n(n + 1) · · · (n + m − 1) = 1 m! (n^m + A_1n^{m−1} + · · · + A^n_{m−1}) me (arijmhtikoÔc) suntelestèc A_1, A_2, · · · , A_{m−1}, opìte

S_m(N) + A_1S_{m−1}(N) + · · · + A_{m−1}S_1(N) = 1 m + 1

N(N + 1) · · · (N + m) kai epomènwc, efarmìzontac epagwgă wc proc m, mporoÔme na broÔme touc tÔpouc twn ajroismĹtwn S_m(N). Gia m = 2, o tÔpoc ătan gnwstìc ston Arqimădh kai gia m = 3 ston Bachet. O Jacob Bernoulli èkane argìtera thn Ðdia anakĹluyh pou ton odăghse ston orismì twn sămera gnwstÿn arijmÿn tou Bernoulli kai poluwnÔmwn tou Bernoulli twn opoÐwn h spoudaiìthta gia thn JewrÐa twn Arijmÿn emfanÐzetai argìtera me th douleiĹ tou Euler.

F. 2 Sta 1640 o Frenicle rÿthse ton Fermat (mèsw Mersenne) an upĹrqoun tèleioi arijmoÐ anĹmesa stouc 10^{20} kai 10^{22}. FusikĹ to erÿthma aforoÔse Ĺrtiouc tèleiouc arijmoÔc, dhladă arijmoÔc thc morfăc: 2^{n−1}(2^n − 1), mÐa kai den ătan gnwstoÐ perittoÐ tèleioi arijmoÐ (ìpwc kai sămera!). H 10^{20} < 2^{n−1}(2^n − 1) < 10^{22} mac dÐnei 34 ≤ n ≤ 37. Gia na eÐnai o 2^{n−1}(2^n − 1) tèleioc, ja prèpei o 2^n − 1 na eÐnai prÿtoc. Epeidă de o 2^n − 1 den eÐnai prÿtoc gia n sÔnjeto, o Frenicle ousiastikĹ rÿthse an o 2^{37} − 1 eÐnai prÿtoc. O Fermat brăke ìti 2^{37} − 1 = 137438953471 = 223 · 616318177 kai epomènwc den upĹrqei tèleioc arijmìc ekeÐ anĹmesa sta 10^{20} kai 10^{22}. H mèjodoc pou efĹrmose gia na paragontopoiăsei ton arijmì 2^{37} − 1 perigrĹfetai apì ton Ðdio ston Mersenne (IoÔnioc 1640). Bohjăjhke apì tic parakĹtw protĹseic:

I. An o n den eÐnai prÿtoc, tìte o 2^n − 1 eÐnai sÔnjetoc. II. An o n eÐnai prÿtoc, tìte 2n|2^n − 2.

III. An o n eÐnai prÿtoc kai p prÿtoc diairèthc tou 2^n − 1, tìte n|p − 1.

H I eÐnai profanăc. Oi II kai III eÐnai tupikèc periptÿseic autoÔ pou sămera lème Mikrì Jeÿrhma tou Fermat:

fifiAn p prÿtoc arijmìc kai 1, a, a^2, · · · tuqoÔsa gewmetrikă prìodoc tìte o p diaireÐ kĹpoion arijmì thc morfăc a^n − 1 me n|p − 1. An tÿra N eÐnai opoiodăpote pollaplĹsio tou elĹqistou fusikoÔ n gia ton opoÐo isqÔei h parapĹnw prìtash tìte p|a^N − 1.flfl

H alăjeia autăc thc prìtashc epalhjeÔthke kat’ arqăn peiramatikĹ (p.q. gia a = 2). PeiramatikĹ thn epalăjeuse kai o Leibnitz (anĹmesa sta 1676-1680), to Ðdio èkane kai o Euler sta 1731. DÔskola ja mporoÔse na amfibĹllei kaneÐc ìti o Fermat akoloÔjhse kai autìc thn parapĹnw peiramatikă mèjodo, parĹ to ìti sta 1640 isqurÐzetai ìti èqei mÐa apìdeixh thn opoÐa ja èstelne ston Frenicle an den fobìtan ìti ja ătan arketĹ makroskelăc.

UpĹrqoun dÔo apodeÐxeic tou mikroÔ jewrămatoc tou Fermat: Apìdeixh 1^h (Euler, 1742) Gia a = 2:

2^p = (1 + 1)^p = 1 + (p 1 ) + (p 2 ) + · · · + ( p p−1 ) + 1 EÔkola apodeiknÔetai ìti p | ( p λ ) , ∀λ = 1, 2, . . . , p − 1. ’Ara 2^p ≡ 2(mod p). Tÿra (a+1)^p ≡ a^p +1(mod p) kai sunepÿc suneqÐzoume epagwgikĹ. ⊓⊔ Apìdeixh 2^h (Euler, 1750) To sÔnolo twn prÿtwn klĹsewn upoloÐpwn (mod p) apoteleÐ pollaplasiastikă omĹda tĹxewc p − 1. Sunepÿc gia kĹje a ∈ Z, p - a, èqoume ìti a^{p−1} ≡ 1 (mod p). ⊓⊔ H deÔterh apìdeixh eÐnai kalÔterh, shmeiÿnei o Euler, diìti genikeÔetai sthn prìtash:

a ∈ Z, m ∈ N, (a, m) = 1 =⇒ a^{ϕ(m)} ≡ 1 (mod m)

(ϕ h gnwstă sunĹrthsh tou Euler).

O Fermat apèdeixe ìti o 2^{37} − 1 den eÐnai prÿtoc wc exăc:

An p|2^{37} − 1 tìte o 37 diaireÐ ton p − 1, sunepÿc p ≡ 1 (mod 37) kai epomènwc p ≡ 1 (mod 74). O Fermat tÿra dokÐmase ton p = 149 kai eÐde ìti den diaireÐ ton 2^{37} − 1. Păre ton epìmeno p = 223 kai pètuqe.

Askhsh: An a^n − 1 eÐnai prÿtoc, n > 1 kai a > 1 tìte a = 2 kai n prÿtoc. Askhsh: An o arijmìc a^n + 1 eÐnai prÿtoc kai a > 1, n > 0 tìte o a eÐnai Ĺrtioc kai o n = 2^r gia r ∈ N.

Gia a = 2 kai n = 2^r, r = 0, 1, 2, 3, 4 o Fermat diapÐstwse ìti o 2^{2r} + 1 eÐnai prÿtoc 3, 5, 17, 257, 65537. Se èna grĹmma tou ston Frenicle sta 1640 èdwse kai tic timèc twn 2^{2r} + 1 gia r = 5, pou eÐnai 4294967297 kai gia r = 6, pou eÐnai 18446744073709551617 kai diatÔpwse thn eikasÐa ìti gia kĹje fusikì arijmì r, o 2^{2r} + 1 eÐnai prÿtoc. EÐnai lÐgo parĹxeno to ìti den dokÐmase th mèjodo pou efĹrmose gia ton 2^{37} − 1 gia na dei ìti o 2^{32} + 1 den eÐnai prÿtoc. To mikrì jeÿrhma tou Fermat mac dÐnei ìti oi pijanoÐ diairètec tou arijmoÔ ja eÐnai thc morfăc p ≡ 1 (mod 64) kai sunepÿc ja èprepe na dokimĹsei touc 193, 257, 449, 577, 641 k.o.k, allĹ ădh ja diapÐstwne ìti o 641 diaireÐ ton 2^{32} + 1 sunepÿc o 2^{32} + 1 den eÐnai prÿtoc. PrĹgmati,

641 = 5 · 2^7 + 1 ⇒ 5 · 2^7 = 641 − 1 ⇒ 5^4 · 2^{28} = (641 − 1)^4 = t · 641 + 1, t ∈ Z.

EpÐshc

641 = 2^4 + 5^4 ⇒ 5^4 = 641 − 2^4 ⇒ (641 − 2^4)2^{28} ≡ 1 (mod 641) ⇒ 641|2^{32} + 1.

Gia r = 6 isqÔei: 274177|2^{64} + 1 (Ĺskhsh).

Stic 29 SeptembrÐou 1999 o Richard Crandall anakoÐnwse ìti se sunergasÐa me touc Ernst Meyer kai IĹsona Papadìpoulo apèdeixan ìti o arijmìc tou Fermat F_{24} eÐnai sÔnjetoc. Mèqri stigmăc ìmwc kanènac prÿtoc parĹgontac den eÐnai gnwstìc. O arijmìc èqei, sto dekadikì sÔsthma, perissìtera apì pènte ekatommÔria yhfÐa. MetĹ ton F_4 ìloi oi arijmoÐ tou Fermat pou èqoun elegqjeÐ mèqri sămera eÐnai sÔnjetoi. Prin apì ton F_{24} apodeÐqjhke to 1993 ìti o F_{22} eÐnai sÔnjetoc. Gia merikoÔc arijmoÔc tou Fermat pèran tou deÐkth 24 èqei brejeÐ ìti èqoun kĹpoio mikrì prÿto parĹgonta. O endiaferìmenoc anagnÿsthc mporeÐ na brei sqetikèc plhroforÐec sto diadÐktuo sthn dieÔjunsh:

http://vamri.xray.ufl.edu/proths/fermat.html

H epìmenh prìklhsh eÐnai o F_{31} o opoÐoc èqei perissìtera apì 600 ekatommÔria dekadikĹ yhfÐa.

F. 3 Sta qrìnia apì to 1636 mèqri to 1640 o Fermat asqoleÐtai kurÐwc me diofantikèc exisÿseic kai to prìblhma tou ajroÐsmatoc twn dÔo tetragÿnwn. H exÐswsh x^2 + y^2 = 2(x + y)z + z^2 den èqei mh-tetrimmènec akèraiec lÔseic. Jètoume t = z + x + y opìte h exÐswsh grĹfetai 2x^2 + 2xy + 2y^2 = t^2. QwrÐc periorismì thc genikìthtac upojètoume ìti (x, y, t) = 1. ’Eqoume 2|t opìte x, y den mporoÔn na eÐnai sugqrìnwc kai oi dÔo Ĺrtioi. AllĹ x^2 +xy +y^2 = 2·t^{′2}, Ĺtopo. Dhladă den èqoume lÔsh thc isodunamÐac (mod 2). H mèjodoc aută eÐnai h pio aplă mèjodoc gia na apodeÐxoume ìti mÐa diofantikă exÐswsh den èqei lÔsh.

Sta 1640 o Fermat isqurÐzetai (se grĹmma tou ston Roberval) ìti an (a, b) = 1 den upĹrqei prÿtoc arijmìc thc morfăc 4n − 1 pou na diaireÐ ton a^2 + b^2. H apìdeixh tou Fermat ja prèpei na ătan h Ðdia me thn apìdeixh pou anakĹluye o Euler ènan aiÿna argìtera, sta 1742.

Upojètoume ìti o prÿtoc p = 4n − 1 diaireÐ ton a^2 + b^2, ìpou (a, b) = 1. Profanÿc ja prèpei (p, a) = (p, b) = 1. ’Eqoume a^2 ≡ −b^2 (mod p). Jètoume m = 2n − 1, p − 1 = 2m, opìte brÐskoume a^{2m} ≡ −b^{2m} (mod p), kĹti to opoÐo ìmwc eÐnai Ĺtopo diìti sÔmfwna me to mikrì jeÿrhma tou Fermat a^{2m} ≡ b^{2m} ≡ 1 (mod p).

H perÐptwsh p = 4n + 1 duskìleye pio polÔ ton Fermat, ìpwc argìtera kai ton Euler. Sthn pragmatikìthta ìqi mìno kĹje prÿtoc thc morfăc 4n + 1 diaireÐ kĹpoio Ĺjroisma thc morfăc a^2+b^2, allĹ kai kĹje prÿtoc p = 4n+1 grĹfetai san Ĺjroisma 2 tetragÿnwn kai mĹlista katĹ trìpo monadikì.

H prÿth apìdeixh ofeÐletai ston Euler, allĹ o Fermat diatÔpwse autăn thn prìtash ădh sta 1640. ’Olec oi gnwstèc apodeÐxeic arqÐzoun me thn apìdeixh tou ìti o −1 eÐnai tetragwnikì upìloipo (mod p) (ìtan p = 4n + 1). O Fermat ja prèpei na eÐqe sto mualì tou mÐa apìdeixh anĹlogh m’ autăn pou èdwse o Euler.

Apìdeixh: ’Estw p = 4n + 1. Gia opoiousdăpote akeraÐouc x kai y prÿtouc proc ton

p, jètoume a = x^n kai b = y^n opìte (a^2 − b^2)(a^2 + b^2) = x^{4n} − y^{4n}. SÔmfwna me to jeÿrhma tou Fermat

x^{4n} − y^{4n} = x^{p−1} − y^{p−1} ≡ 0 (mod p) =⇒ p|a^2 − b^2 = x^{2n} − y^{2n} ă p|a^2 + b^2.

An tÿra o p den diaireÐ kanèna arijmì thc morfăc a^2 +b^2 me (p, a) = (p, b) = 1 ja diaireÐ ìlouc touc arijmoÔc thc morfăc x^{2n} −y^{2n}, sunepÿc gia y = 1 ja eÐqame x^{2n} ≡ 1(mod p) gia ìlouc touc x, 1 ≤ x ≤ p − 1. GnwrÐzoume ìmwc (apì Euler, Lagrange) ìti mÐa isodunamÐa bajmoÔ d den mporeÐ na èqei pio pollèc apì d lÔseic sto IF_p. Sthn perÐptwsă mac h isodunamÐa x^{2n} ≡ 1 (mod p) den mporeÐ na èqei p − 1 = 4n lÔseic. ⊓⊔ To apotèlesma ìmwc gia to plăjoc twn lÔsewn miĹc isodunamÐac den ătan gnwstì ston Fermat. EikĹzetai ìti o Fermat to jeÿrhse san swstì me bĹsh arijmhtikĹ dedomèna. FusikĹ sth GewmetrÐa tou Descartes (1636) upĹrqei h prìtash ìti h exÐswsh f(x) = 0 bajmoÔ m, den èqei perissìterec apì m lÔseic sto sÿma R. Sta 1772 o Euler diapÐstwse ìti h apìdeixh metafèretai apì to R sto IF_p.

Ac grĹyoume thn prìtash pou qreiastăkame sthn exăc morfă:

’Estw p prÿtoc. Den upĹrqei m < p − 1 tètoio ÿste o a^m − 1 na eÐnai pollaplĹsio tou p gia ìlouc touc akeraÐouc a gia touc opoÐouc (a, p) = 1.

Sta 1749 o Euler èdwse mÐa diaforetikă apìdeixh autăc thc prìtashc. QrhsimoipoÐhse ton telestă diaforÿn (Df)(x) = f(x + 1) − f(x).

EpagwgikĹ wc proc m apodeiknÔetai ìti D^mf(x) eÐnai grammikìc sundiasmìc twn f(x), f(x + 1), . . . , f(x + m) me akeraÐouc suntelestèc. An loipìn gia kĹpoio m < p − 1 o p diaireÐ ton a^m − 1 gia ìla ta a, 1 ≤ a ≤ p − 1 ja prèpei na diaireÐ kai to D^mf(1) gia f(x) = x^m − 1. AllĹ, ìpwc gnÿrize kai o EukleÐdhc (epagwgă), D^mf(1) = m! opìte ja èprepe p|m!, pou eÐnai Ĺtopo diìti m < p − 1. ⊓⊔ MÐa Ĺllh apìdeixh gia ton tetragwnikì qaraktăra tou −1 dìjhke apì ton Lagrange sta 1771 h opoÐa den exartĹtai apì thn prohgoÔmenh prìtash, allĹ apì to jeÿrhma tou Wilson:

(p − 1)! ≡ −1 (mod p), gia kĹje prÿto p.

Gia p = 2m + 1 (p − 1)! ≡ (1 · 2 · · · m)(p − 1)(p − 2) · · · (p − m) ≡ m!(−1)^mm! ≡ (−1)^m(m!)^2 (mod p)

opìte, an p = 4n + 1, èqoume ìti m = 2n dhladă p|(m!)^2 + 1.

Se lÐgo ja apodeÐxoume ìti kĹje prÿtoc p thc morfăc 4n+1 grĹfetai monosămanta san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn kĹnontac qrăsh thc arijmhtikăc tou sÿmatoc Q (i). Bèbaia oi migadikoÐ arijmoÐ upărqan ădh sth Algebra tou Bombelli tou 1572 allĹ den upĹrqei h paramikră èndeixh ìti o Fermat melèthse to biblÐo tou Bombelli. Akìmh kai èna aiÿna argìtera o Euler, parĹ to ìti qrhsimopoÐhse suqnĹ touc migadikoÔc se problămata anĹlushc, mìno proc to tèloc thc zwăc tou qrhsimopoÐhse migadikoÔc kai sthn JewrÐa twn Arijmÿn. ’Otan loipìn o Fermat ègrafe, ta QristoÔgenna tou 1640 ston Mersenne, ìti kĹje prÿtoc p ≡ 1 (mod 4) grĹfetai monosămanta san Ĺjroisma 2 tetragÿnwn sÐgoura eÐqe mÐa diaforetikă apìdeixh sto mualì tou. Eutuqÿc mac èdwse mÐa idèa thc mejìdou tou argìtera sta 1659 sthn allhlografÐa tou me ton Huygens. Thn mèjodì tou thn onomĹzei fifimèjodo thc kajìdouflfl kai isqurÐzetai ìti an upĹrqei prÿtoc p ≡ 1 (mod 4), ìpou p ≠ a^2 + b^2 tìte mporeÐ na brei prÿto p^′ < p, p^′ ≡ 1 (mod 4) tètoio ÿste p^′ ≠ a^2 +b^2 fifikai oÔtw kaj’ exăc mèqri na ftĹsw sto 5flfl, Ĺtopo. O Huygens sÐgoura katĹlabe lÐga apì th mèjodo. EmeÐc ìmwc eÐmaste tuqeroÐ diìti o Euler (anĹmesa sta 1742 kai 1747) mac èdwse mÐa apìdeixh pou h idèa thc eÐnai akribÿc ìmoia thc idèac tou Fermat.

Apìdeixh: ’Estw p prÿtoc thc morfăc p = 4n + 1. ’Eqoume ădh apodeÐxei ìti upĹrqoun akèraioi a, b, prÿtoi proc ton p, tètoioi ÿste p|a^2 + b^2. ’Estw r o mikrìteroc jetikìc antiprìswpoc thc klĹshc a (mod p) (to upìloipo thc diaÐreshc tou a me ton p). An r ≤ 2n jètoume a^′ = r alliÿc isqÔei 0 < p − r ≤ 2n opìte jètoume a^′ = p − r. ’Omoia kataskeuĹzoume to b^′ apì to b kai antikajistoÔme ta a, b me ta a^′, b^′. ’Eqoume p|a^2 + b^2, a > 0, b > 0 kai a, b < p 2 opìte a^2 + b^2 < p^2 2 . To Ðdio isqÔei, an touc arijmoÔc a kai b touc diairèsoume me (a, b) opìte, qwrÐc periorismì thc genikìthtac, mporoÔme na upojèsoume ìti (a, b) = 1. GrĹfoume N = a^2 + b^2. An q prÿtoc, q|N, q ≠ p tìte q < N p < p^2/2 p = p 2 . ’Omwc q|N = a^2 + b^2 sunepÿc q = 2 ă q = 4m + 1. Ja deÐxoume tÿra ìti:

An ìloi oi prÿtoi parĹgontec q ≠ p tou N eÐnai Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn, to Ðdio isqÔei kai gia ton p.

O Euler to apèdeixe me tic dÔo parakĹtw mejìdouc. 1^h mèjodoc: Lìgw thc tautìthtac (a^2 + b^2)(x^2 + y^2) = (ax ± by)^2 + (ay ∓ bx)^2 (2.1)

kai epeidă ∀q|N, q ≠ p, o q grĹfetai san Ĺjroisma duo tetragÿnwn, èqoume N p = x^2+y^2, opìte: p = a^2 + b^2 x^2 + y^2 = ( ax ± by x^2 + y^2

)_2 + ( ay ∓ bx x^2 + y^2

)_2 . 2^h mèjodoc: An N = a^2 + b^2 kai N^′ = c^2 + d^2, èqoume NN^′ = (ac + bd)^2 + (ad − bc)^2. H teleutaÐa parĹstash tou NN^′ san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn ja lème ìti apoteleÐ thn sÔnjesh twn parastĹsewn tou N kai N^′. Tìte isqÔei:

Gia kĹje N = a^2 + b^2 kai q = x^2 + y^2 prÿtoc pou diaireÐ ton N, o^N_q èqei mÐa parĹstash thc morfăc u^2 + v^2 tètoia ÿste h parĹstash tou N eÐnai h sÔnjesh twn parastĹsewn twn^N_q kai q.

Apìdeixh thc prìtashc: H tautìthta (2.1) dÐnei

Nq = (ax ± by)^2 + (ay ∓ bx)^2. (2.2)

O q|Ny^2 − b^2q = a^2y^2 − b^2x^2 = (ay − bx)(ay + bx), sunepÿc o q diaireÐ ènan apì touc duo arijmoÔc ay − bx kai ay + bx.

Dialègoume katĹllhla to prìshmo sthn (2.2) kai èqoume ìti o q diaireÐ to Nq kai ton dexiì ìro tou ajroÐsmatoc, Ĺra diaireÐ kai ton aristerì ìro. ’Eqoume loipìn ax ± by = qu, ay ∓ bx = qv (2.3) Epomènwc N q = Nq q^2 = ( ax ± by q )_2 + ( ay ∓ bx q )_2 = u^2 + v^2.

LÔnoume thn (2.3) wc proc a kai b kai brÐskoume a = ux + vy, b = ±(uy − vx) dhladă h prìtash. ⊓⊔ Tÿra suneqÐzoume ìpwc kai pio mprostĹ. O p eÐnai o pio megĹloc diairèthc tou N = a^2 + b^2 me (a, b) = 1 kai ìloi oi prÿtoi diairètec tou N ektìc tou p eÐnai thc morfăc x^2 + y^2. Efarmìzoume thn prohgoÔmenh prìtash gia kĹje prÿto q, q|N, q ≠ N metĹ gia kĹje prÿto diairèth tou N q diĹforo tou p k.o.k. mèqri pou na katalăxoume se mÐa parĹstash tou p san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn. ⊓⊔ San telikì sumpèrasma apì ta parapĹnw bgaÐnei ìti

o n = s^2n^′ eÐnai Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn an kai mìnon ean kĹje prÿtoc p pou diaireÐ ton n^′ eÐnai p = 2 ă p ≡ 1 (mod 4).

O Fermat ădh apì to 1640 jètei to erÿthma kai gia to plăjoc twn parastĹsewn N = x^2 + y^2 ìpou sto mètrhma to prìshmo twn x, y kai h seirĹ touc den paÐzoun kanèna rìlo.

Mia parĹstash ja lègetai gnăsia an kai mìno an (x, y) = 1.

An h parĹstash N = x^2 + y^2 den eÐnai gnăsia, tìte x = dx^′, y = dy^′, N = d^2N^′ kai x^′, y^′ eÐnai gnăsia parĹstash tou N^′. Tÿra an o N = x^2 + y^2 èqei mÐa gnăsia parĹstash oi perittoÐ prÿtoi parĹgontèc tou ja prèpei na eÐnai thc morfăc 4n + 1. Sugqrìnwc o N den mporeÐ na eÐnai pollaplĹsio tou 4, diìti alliÿc ja èprepe 2|(x, y). An pĹli ătan N = 2N^′ me N^′ perittì tìte kĹje parĹstash tou N^′ = x^{′2} + y^{′2} dÐnei mÐa parĹstash tou N = x^2 + y^2 me x = x^′ + y^′ kai y = x^′ − y^′ kai antistrìfwc, an N = x^2 + y^2, tìte x, y perittoÐ opìte jètoume x^′ = x + y 2 , y^′ = x − y 2 kai N^′ = x^{′2} + y^{′2}. ’Eqoume dhladă mÐa amfimonosămanth antistoiqÐa anĹmesa stic parastĹseic twn N kai N^′. ArkeÐ loipìn na meletăsoume parastĹseic perittÿn akeraÐwn. H prÿth paratărhsh tou Fermat eÐnai ìti an p prÿtoc Ðsoc me 4n + 1 tìte èqei monadikă parĹstash thc morfăc p = x^2 + y^2.

Apìdeixh: Autì prokÔptei amèswc apì thn prohgoÔmenh prìtash. PaÐrnoume N = q. Tìte N q = 1 = u^2 + v^2 ⇒ (u, v) = (±1, 0) ă (0, ±1) opìte oi tÔpoi ((a = ux + vy, b = ±(uy − vx)) orÐzoun thn Ðdia parĹstash tou q mÐa kai h (x, y) eÐnai, profanÿc, gnăsia. ⊓⊔ Apì thn prohgoÔmenh prìtash prokÔptei ìti kĹje parĹstash enìc akeraÐou N prokÔptei san sÔnjesh parastĹsewn twn prÿtwn paragìntwn autoÔ.

Argìtera ja anaferjoÔme se èna tÔpo pou mac dÐnei to plăjoc twn parastĹsewn enìc fusikoÔ arijmoÔ N san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn.

Th mèjodo thc kajìdou (infinite descent) qrhsimopoÐhse o Fermat gia na apodeÐxei ìti:

Den upĹrqei pujagìreio orjogÿnio trÐgwno to opoÐo na èqei embadì tèleio tetrĹgwno ă to diplĹsio teleÐou tetragÿnou.

O Fermat grĹfei: fifiAn to embadì enìc tètoiou trigÿnou ătan tèleio tetrĹgwno tìte ja upărqe kĹpoio mikrìtero me thn Ðdia idiìthta kai oÔtw kaj’ exăc, to opoÐo eÐnai adÔnato.flfl Apìdeixh: ’Estw (x, y, z) pujagìreia triĹda, ìpou (x, y, z) = 1. Tìte upĹrqoun (s, t) ∈ Z × Z, (s, t) = 1, o ènac Ĺrtioc kai o Ĺlloc perittìc tètoioi ÿste

x = 2st, y = s^2 − t^2, z = s^2 + t^2, s > t.

To embadì tou trigÿnou me pleurèc x, y, z eÐnai st(s + t)(s − t) ìpou kĹje parĹgontac eÐnai prÿtoc proc touc Ĺllouc treic. An loipìn to embadì ătan tèleio tetrĹgwno ja èprepe ìloi oi parĹgontec na ătan tèleia tetrĹgwna, sunepÿc s = a^2, t = b^2, s + t = c^2, s − t = d^2 me c, d perittoÔc kai (c, d) = 1. Oi arijmoÐ loipìn a, b kai f = cd eÐnai lÔsh thc exÐswshc a^4 − b^4 = f^2 kai d^2, a^2, c^2 eÐnai diadoqikoÐ ìroi arijmhtikăc proìdou me lìgo b^2 = t. ’Ara 2b^2 = c^2 − d^2 =⇒ 2b^2 = (c − d)(c + d).

Epeidă de (c − d, c + d) = 2(c, d) èpetai ìti ènac apì touc c + d, c − d eÐnai thc morfăc 2k^2, opìte mporoÔme na grĹyoume c = k^2 + 2λ^2, ±d = k^2 − 2λ^2, b = 2kλ =⇒ a^2 = 1 2 (c^2 + d^2) = k^4 + 4λ^4 epomènwc h (k^2, 2λ^2, a) eÐnai mÐa pujagìreia triĹda embadoÔ (kλ)^2 thc opoÐac h upoteÐnousa eÐnai mikrìterh apì thn upoteÐnousa z^4 tou arqikoÔ trigÿnou kai autì sumplhrÿnei plărwc thc apìdeixh me th mèjodo thc kajìdou.

An tÿra upojèsoume ìti to embadì eÐnai dÔo forèc kĹpoio tèleio tetrĹgwno tìte grĹfoume kai pĹli (s + t = c^2, s − t = d^2) kai

(s = a^2, t = 2b^2) ă (s = 2a^2, t = b^2).

Epeidă c kai d eÐnai perittoÐ kai 2s = c^2 + d^2, o s prèpei na eÐnai perittìc opìte (s = a^2, t = 2b^2). Tìte 4b^2 = c^2 − d^2 = (c − d)(c + d) kai, lìgw tou ìti (c + d, c − d) = 2, èqoume c + d = 2k^2, c − d = 2λ^2, c = k^2 + λ^2, d = k^2 − λ^2

opìte x^2 =^1_2 (c^2 + d^2) = k^4 + λ^4.

To (pujagìreio) trÐgwno (k^2, λ^2, x) èqei embadì 2( kλ 2 )^2 kai, ìpwc kai parapĹnw, teleiÿsame. ⊓⊔ Parathrăseic:

• Oi exisÿseic x^4 ± y^4 = z^2 den èqoun mh-tetrimmènec lÔseic.

• Se mÐa pujagìreia triĹda (x, y, z) den mporeÐ x kai y na eÐnai sugqrìnwc tèleia tetrĹgwna diìti tìte to embadì ja ătan xy 2 , to diplĹsio enìc tetragÿnou. Ta x kai z den mporoÔn epÐshc na eÐnai sugqrìnwc tèleia tetrĹgwna diìti gia x = a^2, z = b^2 ja eÐqame b^4 − a^4 = y^2.

Apì thn teleutaÐa paratărhsh bgĹzoume to exăc sumpèrasma:

Den upĹrqei trigwnikìc arijmìc diaforetikìc tou 1 o opoÐoc na eÐnai kĹpoia tetĹrth dÔnamh. TrigwnikoÐ arijmoÐ lègontai oi arijmoÐ thc morfăc

1 2 n(n + 1), n = 1, 2, 3, . . . An loipìn 1 2 n(n + 1) = x^4 =⇒ n(n + 1) = 2x^4 =⇒ {n, n + 1} = {s^4, 2t^4}

opìte ja eÐqame s^4 − 2t^4 = ±1.

An s > 1, jewroÔme to pujagìreio trÐgwno

a = s^2, b = 1 2 (s^4 − 1), c = 1 2 (s^4 + 1).

An s^4 − 2t^4 = 1, tìte a kai b tèleia tetrĹgwna.

An s^4 − 2t^4 = −1, tìte a kai c tèleia tetrĹgwna, kĹti pou antifĹskei stic parapĹnw parathrăseic. An tÿra jewrăsoume to trÐgwno

a = s^2λ^2, b = 1 2 (s^4 − λ^4), c = 1 2 (s^4 + λ^4)

blèpoume ìti h exÐswsh s^4 ± λ^4 = 2μ^2 den èqei mh-tetrimmènh lÔsh kĹti pou antistoiqeÐ sthn apìdeixh pou èdwse o Euler sta 1738.

ProtoÔ suneqÐsoume ja dÿsoume mÐa Ĺllh apìdeixh thc prìtashc tou ajroÐsmatoc dÔo tetragÿnwn. Ja qreiastoÔme ìmwc pio mprostĹ na meletăsoume thn perioqă tou Gauss

Z[i].

Oi akèraioi tou Gauss

’Estw n ∈ N kai x, y ∈ Z tètoioi ÿste x^2 + y^2 = n. GrĹfoume (x + iy)(x − iy) = n. To sÔnolo Z[i] = {x + iy|x, y ∈ Z} ja to lème sÔnolo twn akeraÐwn tou Gauss, kai touc migadikoÔc arijmoÔc thc morfăc x + iy ∈ Z[i] akeraÐouc tou Gauss. Profanÿc

Z[i] eÐnai akèraia perioqă kai ja thn lème apì dw kai pèra perioqă tou Gauss.

An α = x + iy opoiosdăpote migadikìc, o suzugăc tou ja eÐnai o α^′ = x − iy. OrÐzoume thn norm tou α, N(α) = α·α^′. IsqÔoun:

(i) H N(α) eÐnai mh-arnhtikìc pragmatikìc arijmìc.

(ii) N(α) = 0 tìte kai mìno tìte ìtan α = 0.

(iii) IsqÔei N(αβ) = N(α)N(β), gia kĹje α, β ∈ Z[i].

(iv) An α ∈ Z[i] tìte N(α) ∈ Z.

(v) An α ∈ Z[i] tìte o α eÐnai monĹda tou Z[i], an kai mìno an N(α) = 1.

(vi) H omĹda twn monĹdwn tou Z[i] eÐnai E(Z[i]) = {±1, ±i} (Ĺskhsh).

Ja prospajăsoume tÿra na kataskeuĹsoume mÐa jewrÐa diairetìthtac kai monosămanthc anĹlushc sthn perioqă tou Gauss, entelÿc anĹloghc m’ ekeÐnh twn akeraÐwn. ’Estw α, β ∈ Z[i]. Ja lème ìti o α diaireÐ ton β (α|β) an kai mìno an upĹrqei γ ∈ Z[i] tètoioc ÿste β = αγ, alliÿc ja lème ìti o α den diaireÐ ton β (α - β) p.q. 2 + i|7 + i. To mègejoc enìc akeraÐou tou Gauss metriètai mèsw thc norm tou. To anĹlogo tou algìrijmou thc diaÐreshc me upìloipo ja eÐnai:

’Estw α, β ∈ Z[i], β ≠ 0. UpĹrqoun γ, δ ∈ Z[i] tètoioi ÿste α = βγ + δ, kai 0 ≤ N(δ) < N(β). Apìdeixh: ’Eqoume α = a + bi, β = c + di, ìpou a, b, c, d ∈ Z. α β = a + bi c + di c − di c − di = ac + bd c^2 + d^2 + bc − ad c^2 + d^2 i = e + fi ìpou e, f ∈ Q e = ac + bd c^2 + d^2 , f = bc − ad c^2 + d^2 . UpĹrqoun g, h ∈ Z tètoia ÿste |g − e| ≤^1_2 , |h − f| ≤^1_2 . Jètoume γ = g + hi kai brÐskoume α β = γ + (e − g) + (f − h)i =⇒ α = βγ + {(e − g) + (f − h)i}β. ’Estw δ := {(e − g) + (f − h)i}β. Tìte α = βγ + δ. Epeidă γ ∈ Z[i], èqoume δ = α − βγ ∈ Z[i]. Tÿra:

N(δ) = N((e − g) + (f − h)i)N(β) = N(β) · {(e − g)^2 + (f − h)^2} ≤ N(β{ 1 4 + 1 4 } = 1 2 N(β) < N(β) diìti N(β) ≠ 0 kaj’ ìson β ≠ 0. ⊓⊔ OrÐzoume tÿra, entelÿc anĹloga, ton mègisto koinì diairèth twn akeraÐwn tou Gauss α kai β wc exăc: γ = (α, β) an kai mìno an • γ|α kai γ|β • An δ ∈ Z[i], kai δ|α, δ|β tìte δ|γ. H diaforĹ me ton mègisto koinì diairèth twn akeraÐwn eÐnai ìti zhtoÔme o mègistoc koinìc diairèthc sto Z na eÐnai jetikìc. Autì den mporoÔme na to kĹnoume sto Z[i] kai autì èqei san sunèpeia o mègistoc koinìc diairèthc sto Z[i] na mhn eÐnai monadikìc. DÔo akèraioi tou Gauss α, β ja lègontai sunetairikoÐ an kai mìno eĹn upĹrqei ε ∈

E(Z[i]) ètsi ÿste α = εβ, dhladă o α kai β eÐnai sunetairikoÐ sunepÿc an kai mìno an

o α eÐnai kĹpoioc apì touc β, −β, iβ, −iβ.

An pĹli α, β ∈ Z[i], αβ ≠ 0, tìte opoioidăpote mègistoi koinoÐ diairètec twn α, β eÐnai metaxÔ touc sunetairikoÐ.

Apìdeixh: ’Estw α ≠ 0 kai γ_1, γ_2 dÔo mègistoi koinoÐ diairètec twn α kai β. Ex orismoÔ tou mègistou koinoÔ diairèth èqoume γ_1|α, γ_1|β, γ_2|α, γ_2|β kajÿc kai γ_1|γ_2, γ_2|γ_1. Epeidă α ≠ 0, èqoume γ_1 ≠ 0, γ_2 = hγ_1, γ_1 = λγ_2, h, λ ∈ Z[i].

Sunepÿc γ_1 = hλγ_1, dhladă hλ = 1 ⇒ λ = 1 h ∈ Z[i]. Epomènwc λ, h, ∈ E(Z[i]), dhladă

ta γ_1, γ_2 eÐnai sunetairikĹ. ⊓⊔ Sth sunèqeia ja apodeÐxoume thn Ôparxh tou mègistou koinoÔ diairèth. ’Estw α, β ∈ Z[i], α, β ≠ 0 kai S = {αλ + βh | λ, h ∈ Z[i]}.

Epeidă α = α · 1 + β · 0 kai β = α · 0 + β · 1 ∈ S, èpetai ìti to S perièqei mh-mhdenikoÔc arijmoÔc. Dialègoume γ ∈ S tètoio ÿste N(γ) na eÐnai o elĹqistoc fusikìc (giatÐ mporoÔme na broÔme ton γ;). IsqurÐzomai ìti o γ eÐnai ènac mègistoc koinìc diairèthc twn α kai β.

PrĹgmati, to gegonìc ìti γ ∈ S, sunepĹgetai ìti upĹrqoun λ_0, ν_0 ∈ Z[i] tètoioi ÿste γ = aλ_0 + βν_0.

An loipìn δ|α kai δ|β, èqoume α = δθ, β = γζ opìte γ = δ(θλ_0 + ζν_0), sunepÿc δ|γ. Ja deÐxoume tÿra ìti kĹje stoiqeÐo tou S (kai sunepÿc kai ta α, β) eÐnai pollaplĹsio tou γ.

Kat’ arqăn parathroÔme ìti an ε, ρ ∈ S kai θ ∈ Z[i] tìte ε − θρ ∈ S. PrĹgmati: ’Estw ε = αλ_1 + βν_1, ρ = αλ_2 + βν_2. Tìte ε − θρ = α(λ_1 − θλ_2) + β(ν_1 − θν_2) ∈ S.

’Estw tÿra ω tuqaÐo stoiqeÐo tou S. GrĹfoume ω = γζ + ρ, ζ, ρ ∈ Z[i], 0 ≤ N(ρ) < N(γ). Epeidă ω kai γ ∈ S, èpetai ìtiω − γζ ∈ S, dhladă ρ ∈ S opìte, lìgw thc eklogăc tou γ, N(ρ) = 0 sunepÿc ρ = 0. ’Ara ω = γζ, to opoÐo shmaÐnei (ex orismoÔ) ìti γ|ω. ’Amesh sunèpeia twn parapĹnw eÐnai ìti an α, β ∈ Z[i], αβ ≠ 0 kai γ ènac mègistoc koinìc diairèthc twn α kai β, upĹrqoun ν kai λ ∈ Z[i] tètoioi ÿste γ = αν + βλ. Sthn sunèqeia ja orÐsoume prÿtouc arijmoÔc sthn perioqă tou Gauss. Kat’ arqĹc parathroÔme ìti kĹje akèraioc tou Gauss γ diaireÐtai apì tic monĹdec ±1, ±i kai touc sunetairikoÔc tou ±γ, ±iγ.

• ’Enac akèraioc tou Gauss π ja lègetai prÿtoc, an kai mìno an den eÐnai monĹda kai oi mìnoi diairètec tou eÐnai oi monĹdec tou daktulÐou Z[i] kai oi sunetairikoÐ tou π.

• ’Estw π akèraioc tou Gauss tètoioc ÿste N(π) = p, ìpou p prÿtoc arijmìc.

EÔkola faÐnetai ìti o π eÐnai prÿtoc.

PrĹgmati, èstw δ|π. Tìte π = δγ, ìpou γ ∈ Z[i]. Sunepÿc N(π) = N(δ)N(γ) =⇒ p = N(δ)N(γ) =⇒ N(γ) = 1, ă N(δ) = 1. Epomènwc γ ă δ eÐnai monĹda, dhladă δ = ±π, ±iπ, ±1, ±i. Tÿra ja deÐxoume ìti:

An π prÿtoc tou Z[i] kai α, β akèraioi tou Gauss tìte (π|αβ =⇒ π|a ă π|β). PrĹgmati, èstw ìti π|αβ, allĹ π - β. Ja deÐxoume ìti π|α. Oi mìnoi diairètec tou π eÐnai ±1, ±i, ±π kai ±iπ. Epeidă π - β, èpetai ìti ènac mègistoc koinìc diairèthc (π, β) eÐnai mÐa monĹda tou Z[i], dhladă ènac mègistoc koinìc diairèthc (π, β) = 1, opìte upĹrqoun ν, λ ∈ Z[i] tètoioi ÿste 1 = πν + βλ, dhladă α = π(να) + (αβ)λ. Epeidă π|αβ, èpetai ìti π|α. ⊓⊔ Ac prospajăsoume tÿra na paragontopoiăsoume akeraÐouc tou Gauss se ginìmeno prÿtwn. Opwc den paragontopoioÔme to 0, ±1 sto Z ètsi den paragontopoioÔme 0, ±1, ±i ston Z[i]. Ja apodeÐxoume ìti

KĹje akèraioc tou Gauss γ ≠ 0, ±1, ±i analÔetai se ginìmeno prÿtwn paragìntwn.

PrĹgmati, ja to apodeÐxoume epagwgikĹ wc proc thn N(γ). Profanÿc N(γ) ≥ 2. An N(γ) = 2 tìte (sÔmfwna me thn prohgoÔmenh paratărhsh) o γ eÐnai prÿtoc. Upojètoume tÿra ìti N(γ) > 2 kai ìti kĹje akèraioc tou Gauss pou èqei norm mikrìterh thc norm tou γ, analÔetai se ginìmeno prÿtwn paragìntwn. An o γ eÐnai prÿtoc, teleiÿsame. ’Estw ìti o γ den eÐnai prÿtoc. Tìte upĹrqoun α, β ∈ Z[i] ìqi monĹdec tètoioi ÿste γ = αβ. Tìte 1 < N(α), N(β) < N(γ) kai, lìgw thc upìjeshc thc majhmatikăc epagwgăc,

α = π_1π_2 · · · π_s, β = ν_1ν_2 · · · ν_t ìpou π_i, ν_j prÿtoi tou Z[i]. Sunepÿc

γ = αβ = π_1π_2 · · · π_sν_1ν_2 · · · π_t. ⊓⊔ Sth sunèqeia ja exetĹsoume an h anĹlush aută eÐnai monosămanth (monadikă). Bèbaia, an èqoume mÐa anĹlush mporoÔme na bĹloume monĹdec mèsa sto ginìmeno, allĹ autăn thn anĹlush den ja thn jewroÔme diaforetikă. EpÐshc den zhtoÔme h seirĹ twn prÿtwn paragìntwn na eÐnai h Ðdia. Ja apodeÐxoume loipìn ìti:

’Estw γ akèraioc tou Gauss diaforetikìc twn 0, ±1, ±i.

O γ grĹfetai san ginìmeno prÿtwn. An

γ = π_1π_2 · · · π_s = ν_1ν_2 · · · ν_t

dÔo analÔseic tou γ se ginìmeno prÿtwn, tìte s = t kai, allĹzontac Ðswc thn seirĹ twn ν_1, ν_2, · · · , ν_s, èqoume π_1, ν_1 eÐnai sunetairikoÐ, π_2, ν_2 eÐnai sunetairikoÐ, · · · , π_s, ν_s eÐnai sunaiterikoÐ.

Apìdeixh: Epagwgă wc proc thn N(γ). ’Estw γ ≠ 0, ±1, ±i. Tìte N(γ) ≥ 2. An

N(γ) = 2 tìte o γ eÐnai prÿtoc opìte γ = π_1 = ν_1, isqÔei. Upojètoume ìti N(γ) > 2 kai ìti h prìtash eÐnai alhjăc gia ìlouc touc akeraÐouc tou Gauss me norm mikrìterh thc N(γ). QwrÐc periorismì thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti s > 1. Tìte π_1|π_1π_2 · · · π_s ⇒ π_1|ν_1ν_2 · · · ν_t, dhladă π_1|ν_j gia kĹpoio j. Ac to onomĹsoume autì ν_1, dhladă π_1|ν_1. Epeidă ν_1 prÿtoc sunepĹgetai ìti ν_1 = π_1ε, ε monĹda tou Z[i], dhladă π_1, ν_1 eÐnai sunetairikĹ. H sqèsh γ = π_1π_2 · · · π_s = ν_1ν_2 · · · ν_t grĹfetai

π_2π_3 · · · π_s = (εν_2)ν_3 · · · ν_t.

Epeidă N(π_1) ≥ 2 kai s > 1 èpetai

1 < N(π_2π_3 · · · π_s) < N(π_1π_2 · · · π_s) = N(γ).

Lìgw thc upìjeshc thc majhmatikăc epagwgăc èqoume s − 1 = t − 1 kai, allĹzontac Ðswc thn jèsh, (π_2, ν_2), . . . , (π_s, ν_s) sunetairikĹ. ⊓⊔ Ja dÿsoume tÿra mÐa kainoÔrgia apìdeixh tou problămatoc, poioÐ fusikoÐ mporoÔn na grafoÔn san Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn akeraÐwn arijmÿn. ’Estw x^2 + y^2 = n. Tìte (x + iy)(x − iy) = n, opìte to prìblhma gÐnetai:

Na brejoÔn ìloi oi akèraioi tou Gauss me N(x + iy) = x^2 + y^2 = n.

Gia na lÔsoume autì to prìblhma ja prèpei na perigrĹyoume epakribÿc ìlouc touc prÿtouc tou Z[i]. Epeidă kĹje sunetairikìc prÿtou eÐnai epÐshc prÿtoc, ja meletăsoume touc prÿtouc katĹ prosèggish sunetairikÿn.

’Estw π prÿtoc tou Z[i]. Tìte upĹrqei akribÿc ènac prÿtoc tou Z, p tètoioc ÿste π|p.

Apìdeixh: ’Eqoume N(π) ∈ Z sunepÿc N(π) = p_1p_2 · · · p_t, p_i ∈ Z, prÿtoi. Epeidă

N(π) = ππ^′ èpetai π|p_1p_2 · · · p_t dhladă π|p_i gia kĹpoio i. Den mporeÐ na diaireÐ kanènan Ĺllo, diìti an π|p kai π|q me p ≠ q tìte 1 = px + qy sunepÿc π|px + qy = 1 epomènwc πν = 1 Ĺra ν = 1 π eÐnai akèraioc tou Gauss, pou shmaÐnei ìti o π eÐnai monĹda, Ĺtopo. ⊓⊔ ArkeÐ loipìn na paragontopoiăsoume ìlouc touc akeraÐouc ston Z[i]. An p = 2 tìte 2 = −i(1 + i)^2 kai 1 + i eÐnai prÿtoc tou Z[i], diìti N(1 + i) = 2. Dhladă ìloi oi prÿtoi

tou Z[i], π|2 eÐnai sunetairikoÐ tou 1 + i.

’Estw tÿra p perittìc prÿtoc kai èstw π = x + iy|p, dhladă o p grĹfetai p = πν, ν ∈

Z[i]. Epomènwc

p^2 = N(p) = N(π)N(ν) =⇒ N(π) = p ă p^2.

Epeidă x^2 + y^2 ≡ 0, 1, 2 (mod p), den mporeÐ na isqÔei x^2 + y^2 = p ìtan p ≡ 3 (mod 4). S’ aută thn perÐptwsh ja prèpei na isqÔei x^2 + y^2 = p^2, epomènwc p^2 = N(p) = N(π)N(ν) = p^2N(ν) =⇒ N(ν) = 1 dhladă ν monĹda tou Z[i]. Epomènwc, an p ≡ 3 (mod 4) tìte π kai p eÐnai sunetairikĹ. ’Estw tÿra p ≡ 1 (mod 4). H isodunamÐa z^2 ≡ −1 (mod p) (1) èqei lÔsh. ’Estw z_0 mÐa lÔsh thc (1). Tìte

p|z^2_0 + 1 ⇒ π|z^2_0 + 1 ⇒ π|(z_0 − i)(z_0 + i) ⇒ π|z_0 − i ă π|z_0 + i.

Shmeiÿnoume tÿra ìti p - z − i kai p - z + i diìti 1 p z ± 1 p i /∈ Z[i]. Autì shmaÐnei ìti sthn perÐptwsh p ≡ 1 (mod 4) oi π kai p den eÐnai sunetairikoÐ. Epomènwc N(π) ≠ N(p) = p^2 dhladă N(π) = p Ĺra ππ^′ = p kai sunepÿc o p diaireÐtai apì touc π kai π^′. Gia na prosdiorÐsoume plărwc ìlouc touc prÿtouc tou Z[i], ja prèpei na doÔme pìte oi π kai π^′ eÐnai sunetairikoÐ. ’Estw loipìn π = x + iy tètoioc ÿste N(π) = x^2 + y^2 = p. Upojètoume ìti π kai π^′ eÐnai sunetairikĹ, dhladă π = επ^′, ε = ±1, ±i, π^′ = x − iy. An ε = 1 tìte x+iy = x−iy dhladă y = 0 tìte x^2 = p, Ĺtopo. ’Omoia an ε = −1, x = 0 kai y^2 = p, Ĺtopo.

An ε = i tìte x + iy = i(x − iy) = y + ix, dhladă x = y kai p = x^2 + x^2 = 2x^2, Ĺtopo. An ε = −i tìte x = −y opìte 2x^2 = p, Ĺtopo. ApodeÐxame loipìn to exăc

Jeÿrhma 2.1 ’Estw p prÿtoc arijmìc. H anĹlush tou p sthn perioqă tou Gauss eÐnai:

• An p = 2, tìte p = −iπ^2, ìpou π prÿtoc tou Z[i] kai N(π) = 2. • An p ≡ 3 (mod 4), tìte p = π eÐnai prÿtoc kai N(π) = p^2.

• An p ≡ 1 (mod 4), tìte p = ππ^′, ìpou π kai π^′ prÿtoi mh-sunetairikoÐ kai N(π) = N(π^′) = p.

XanagurÐzoume tÿra sto prìblhma tou kajorismoÔ twn jetikÿn akeraÐwn arijmÿn pou eÐnai norm akeraÐwn tou daktulÐou tou Gauss. ’Estw α ≠ 0, ±1, ±i. AnalÔoume ton α se ginìmeno prÿtwn stoiqeÐwn tou Z[i]. ’Estw α = π_1π_2 · · · π_s, ìpou π_i prÿtoi tou Z[i]. Tìte N(α) = N(π_1)N(π_2) · · · N(π_s). Upojètoume ìti π_i|p_i, i = 1, 2, · · · , s, p_i prÿtoc akèraioc. Tìte N(α) = p^{a1}_1 p^{a2}_2 · · · p^{as}_s , ìpou a_i = 2, an p_i ≡ 3 (mod 4) a_i = 1, an p_i = 2 ă p_i ≡ 1 (mod 4) Blèpoume loipìn ìti N(α) = m^2q_1q_2 · · · q_t, m ∈ Z kai q_1, q_2, · · · , q_t prÿtoi arijmoÐ diakekrimènoi metaxÔ touc kai Ðsoi me 2 ă isodÔnamoi me 1 (mod 4). IsqÔei kai to antÐstrofo, ìti dhladă kĹje tètoioc fusikìc arijmìc grĹfetai san Ĺjroisma duo tetragÿnwn. Dÿsame epomènwc mÐa Ĺllh apìdeixh thc prìtashc thc selÐdac 25. XanagurÐzoume ìmwc pÐsw ston Fermat.

F. 4 Sta 1654 o Fermat anafèrei merikèc apì tic anakalÔyeic tou sqetikĹ me touc fifiarijmoÔcflfl ston Pascal. AsqoleÐtai me tic tetragwnikèc morfèc x^2 + 2y^2, x^2 + 3y^2, anafèrei èna fifigenikì kanìnaflfl eÔreshc dÔo arijmÿn a, b tètoiwn ÿste p = a^2 + b^2 (p prÿtoc, p ≡ 1 (mod 4)) kai parathreÐ ìti

fifiKĹje arijmìc thc morfăc 3n + 1 parÐstatai apì thn x^2 + 3y^2flfl kajÿc kai ìti

fifiKĹje arijmìc thc morfăc 8n+1, 8n+3 parÐstatai apì thn x^2+2y^2.flfl GrĹfoume tic tautìthtec (1.4), (1.5), selÐda 7 mazÐ: (x^2 + Ay^2)(z^2 + At^2) = (xz ± Ayt)^2 + A(xt ∓ yz)^2 ìpou tÿra A ∈ Z. ParathroÔme ìti h prìtash thc selÐdac 25 metafèretai autoÔsia gia thn morfă x^2 + Ay^2 kai kĹje A ∈ Z. Oi tÔpoi (2.3) thc selÐdac 25 tÿra dÐnoun ax ± Aby = qu, ay ∓ bx = qv a = ux + Avy, b = ±(uy − vx).

To sumpèrasma loipìn eÐnai, ìpwc kai pio mprostĹ gia A = 1, ìti kai gia A > 1 ènac prÿtoc q den mporeÐ na parastajeÐ apì thn x^2 + Ay^2 katĹ perissìterouc apì ènan trìpouc diìti tìte gia kĹje N = q ja eÐqame 1 = u^2 + Av^2 h opoÐa èqei monadikă lÔsh (u = ±1, v = 0). An A < 0 tìte odhgoÔmaste kai pĹli sthn exÐswsh tou Pell, x^2 − (−A)y^2 = 1.

Entelÿc ìmoia, ìpwc pio mprostĹ, apodeiknÔoume ìti an o prÿtoc arijmìc p|N = a^2 + Ab^2 kai an upojètontac ìti kĹje Ĺlloc prÿtoc diairèthc tou N mporeÐ na grafteÐ san x^2 + Ay^2, tìte to Ðdio isqÔei kai gia ton p.

Apìdeixh: Ja lème ìti o perittìc prÿtoc p eÐnai ènac prÿtoc diairèthc thc morfăc

x^2 + Ay^2, an kai mìno an o p diaireÐ kĹpoion N = a^2 + Ab^2 me (a, p) = (b, p) = 1. Autì sumbaÐnei tìte kai mìnon tìte ìtan o −A eÐnai tetragwnikì upìloipo (mod p). ’Estw loipìn p ènac tètoioc prÿtoc kai a, b prÿtoi proc ton p tètoioi ÿste p|a^2 + Ab^2. ’Estw r tì upìloipo thc diaÐreshc tou a me p. Jètoume a^′ = r ă p − r anĹloga me to poiìc eÐnai mikrìteroc. ’Omoia orÐzoume to b^′. AntikajistoÔme ta a, b me ta a^′, b^′ kai diairoÔme me to mègisto koinì diairèth touc. QwrÐc periorimì thc genikìthtac loipìn upojètoume ìti a, b eÐnai prÿtoi metaxÔ touc kai mikrìteroi tou p 2 . ’Estw N = a^2 + Ab^2.

An A = 2 tìte N <

3p^2 4 kai epomènwc ìloi oi prÿtoi diairètec tou N, (ektìc tou p) eÐnai mikrìteroi tou 3p 4 . Upojètoume ìti ìloi autoÐ mporoÔn na graftoÔn sthn morfă x^2 + 2y^2 (kai o 2 anăkei s’ aută thn katăgorÐa an N Ĺrtioc). Efarmìzoume thn prìtash thc selÐdac 25 kai èqoume teleiÿsei. ⊓⊔ Askhsh: KĹnte to Ðdio gia A = 3, −2. Profanÿc kĹje arijmìc thc morfăc x^2 +3y^2 pou den diaireÐtai me 3 eÐnai isodÔnamoc 1 (mod 3) opìte h Ĺskhsh dÐnei th mÐa kateÔjunsh thc:

KĹje prÿtoc diairèthc thc x^2 + 3y^2 eÐnai thc morfăc 3n + 1.

Ja apodeÐxoume thn Ĺllh kateÔjunsh thc isodunamÐac. GrĹfoume p = 3n+1 kai kĹnoume qrăsh thc x^{3n} − 1 = (x^n − 1)(x^{2n} + x^n + 1).

Gia kĹje x, gia ton opoÐo (x, p) = 1 o p diaireÐ to aristerì mèloc (mikrì jeÿrhma tou Fermat). Lìgw thc prìtashc thc selÐdac 22 èpetai ìti upĹrqei kĹpoioc prÿtoc x prÿtoc proc ton p, tètoioc ÿste o p diaireÐ ton x^{2n} + x^n + 1. Epomènwc o p diaireÐ ton 4(x^{2n} + x^n + 1) = (2x^n + 1)^2 + 3, dhladă eÐnai ènac prÿtoc diairèthc thc x^2 + 3y^2. ⊓⊔ Sta 1657 o Fermat prìteine proc lÔsh to akìloujo prìblhma:

Na brejeÐ kĹpoioc arijmìc pou na eÐnai trÐth dÔnamh akeraÐou (kÔboc) kai to Ĺjroisma twn diairetÿn tou na eÐnai tèleio tetrĹgwno.

ParĹdeigma: O 7^3 èqei Ĺjroisma diairetÿn 1 + 7 + 7^2 + 7^3 = 20^2. An loipìn èqoume p^3 ìpou p prÿtoc arijmìc tìte gia na apotelèsei lÔsh sto prìblhma tou Fermat ja prèpei 1 + p + p^2 + p^3 = (p + 1)(p^2 + 1) = x^2, x ∈ Z.

AfoÔ to 2 den apoteleÐ lÔsh èpetai ìti (p + 1, p^2 + 1) = 2, sunepÿc p + 1 = 2s^2, p^2 + 1 = 2t^2 ìpou (s, t) eÐnai lÔsh thc (2X^2 − 1)^2 = 2Y^2 − 1.

O Fermat ègraye ston Huygens sta 1659 ìti h teleutaÐa exÐswsh den èqei Ĺllec lÔseic ektìc twn (±1, ±1) kai (±2, ±5). Autì apodeÐqjhke apì ton Genochi (1883) kĹnontac qrăsh tou gegonìtoc ìti h exÐswsh X^4 ± Y^4 = 2Z^2 den èqei mh-tetrimmènec akèraiec lÔseic (kĹti pou gnÿrize o Euler kai Ðswc kai o Fermat). O Fermat melèthse epÐshc thn exÐswsh tou Pell X^2 −NY^2 = 1, tic diofantikèc exisÿseic X^2 + 2 = Y^3, X^2 + 4 = Y^3, to prìblhma thc eÔreshc twn pleurÿn orjogwnÐou trigÿnou (Q, U, Z), me Z kai Q + U tèleia tetrĹgwna (h pio mikră lÔsh dìjhke apì ton Fermat Q = 4565486027761, U = 1061652293520, Z = 4687298610289).

PerÐfhmh eÐnai h eikasÐa tou Fermat (ă kai megĹlo fifijeÿrhmaflfl tou Fermat) ìti h exÐswsh:

X^n + Y^n = Z^n, n ∈ N, n ≥ 3 den èqei mh-tetrimmènh (dhladă gia XY Z ≠ 0), akèraia lÔsh.

H eikasÐa tou Fermat apodeÐqjhke telikĹ sta 1993 apì ton A. Wiles. H apìdeixh sthrÐzetai se mÐa idèa tou G. Frey na sundèsei to prìblhma me Ĺllo anoiqtì prìblhma thc jewrÐac twn elleiptikÿn kampÔlwn (EikasÐa Shimura-Taniyama) kai se shmantikĹ endiĹmesa apotelèsmata twn G. Frey, J.-P. Serre, K. Ribet kai Ĺllwn. PĹra polÔ shmantikă ătan kai h suneisforĹ tou Richard Taylor, majhtă tou A. Wiles, sth swstă apìdeixh epimèrouc apotelèsmatoc to opoÐo den eÐqe diatupwjeÐ orjĹ apì ton A. Wiles. H apìdeixh èqei dhmosieujeÐ to 1995 sto periodikì Annals of Mathematics. Gia thn apìdeixh thc eikasÐac tou Fermat apaiteÐtai h isqÔc mèrouc mìno thc eikasÐac twn Shimura-Taniyama. H plărhc eikasÐa Shimura-Taniyama apodeÐqjhke fètoc, to swtărion ètoc 1999.

KefĹlaio 3

Leonhard Euler (1707-1783)

O patèrac tou Leonhard, Paul Euler eÐqe spoudĹsei JeologÐa sto Panepistămio thc BasileÐac (Basel), allĹ katĹ th diĹrkeia twn spoudÿn tou parakoloujoÔse kai tic paradìseic tou Jacob Bernoulli. EpijumÐa tou ătan na gÐnei kai o guiìc tou papĹc ìpwc kai o Ðdioc.

’Otan gennăjhke o L. Euler sta 1707 o Jacob Bernoulli eÐqe pejĹnei kai ton eÐqe diadeqjeÐ o Johann Bernoulli, ta paidiĹ tou opoÐou (Nicolas kai Daniel) akoloÔjhsan thn parĹdosh thc oikogèneiac kai asqolăjhkan kai autoÐ me ta MajhmatikĹ. O Euler ègine fÐloc twn Nicolas kai Daniel Bernoulli kai majhtăc tou Johann Bernoulli.

Treic monĹrqec èpaixan apofasistikì rìlo sthn stadiodromÐa tou Euler. O Pètroc o Mègac, o FreiderÐkoc o Mègac kai h AikaterÐnh h MegĹlh. O Pètroc o Mègac pèjane sta 1725 enÿ eÐqe kĹnei ădh sqèdia gia th dhmiourgÐa miĹc AkadhmÐac twn Episthmÿn, sth nèa tou prwteÔousa thn PetroÔpolh, sqèdia ta opoÐa ektelèsthkan pistĹ apì th qăra tou. To 1725 prosklăjhkan oi Nicolas kai Daniel Bernoulli sthn PetroÔpolh kai ton Ðdio qrìno èfjase kai o Euler. Htan mikrìteroc apì 20 qrìnwn allĹ eÐqe kerdÐsei èna brabeÐo sth Nauphgikă qwrÐc na deÐ potè èna ploÐo na taxideÔei. Sta 1733 păre th jèsh tou Daniel Bernoulli (o opoÐoc xanagÔrise sth BasileÐa) sthn AkadhmÐa twn Episthmÿn. H episthmonikă paragwgă tou, parĹ th sqetikă tou apomìnwsh sthn PetroÔpolh (lìgw thc anaqÿrhshc tou Daniel Bernoulli) xepernĹei kĹje prosdokÐa. Diakìptetai gia lÐgo lìgw kĹpoiac sobarăc asjèneiac h opoÐa tou kostÐzei to tou èna mĹti. H fămh tou aplÿnetai sigĹ-sigĹ s’ ìlh thn Eurÿph. Me to jĹnato thc TsarÐnac h Kubèrnhsh adiaforeÐ gia thn AkadhmÐa ki ètsi o Euler dèqetai thn prìsklhsh tou FreiderÐkou tou II na gÐnei mèloc thc neoðdrujeÐshc AkadhmÐac twn Episthmÿn thc PrwssÐac (BerolÐno, 1741). Sto BerolÐno zeÐ 24 apì ta upìloipa qrìnia thc zwăc tou. Sugqrìnwc krĹthse kai thn idiìthtĹ tou san mèlouc thc AkadhmÐac Episthmÿn thc PetroÔpolhc. To plăjoc twn ergasiÿn tou katĹ thn perÐodo aută xepernĹei tic 200. AsqoleÐtai me ìlouc touc klĹdouc twn kajarÿn kai efarmosmènwn Majhmatikÿn. Oso pernoÔsan ta qrìnia oi sqèseic tou Euler me ton FreiderÐko ton II ìlo kai qeirotèreuan. O monĹrqhc, jaumastăc thc gallikăc koultoÔrac, ăjele na fèrei ton d’Alembert kai na ton jèsei epikefalăc thc AkadhmÐac. Apì to 1763 o Euler arqÐzei na skèpetai na epistrèyei sthn RwsÐa. Sta 1762 anebaÐnei ston jrìno thc RwsÐac h AikaterÐnh h MegĹlh. Apì touc prÿtouc thc stìqouc eÐnai kai to na epanafèrei thn AkadhmÐa sthn paliĹ thc dìxa. Autì eÐnai sqedìn tautìshmo (sunÿnumo) me thn epistrofă tou Euler.

Oi diapragmateÔseic kratoÔn trÐa qrìnia. Sta 1766 o Euler, parĹ thn prospĹjeia tou FreiderÐkou na ton kratăsei (sto metaxÔ katĹlabe ti qĹnei), epistrèfei sthn PetroÔpolh.

Aută thn perÐodo prosbĹlletai kai to Ĺllo tou mĹti apì katarrĹkth kai ètsi o Euler qĹnei to fÿc tou. O Ðdioc, apantÿntac se èna grĹmma tou Lagrange, sta 1770 grĹfei:

fifiMou diĹbasan ìlouc touc logariasmoÔc pou kĹnate gia na lÔsete thn exÐswsh 101 = p^2 −13q^2 kai eÐmai apìluta pepeismènoc ìti eÐnai swstoÐ. Epeidă ìmwc den mporÿ oÔte na diabĹsw oÔte na grĹyw, ja prèpei na omologăsw ìti den mporÿ me thn fantasÐa mou na parakoloujăsw thn logikă ìlwn twn bhmĹtwn thc apìdeixhc, oÔte na sugkratăsw ìlouc touc sumbolismoÔc sac sto mualì mou. EÐnai alăjeia ìti h enasqìlhsh me tètoia jèmata ătan gia mèna palaiìtera mÐa idiaÐterh euqarÐsthsh kai ìti dièjesa polÔ qrìno asqoloÔmenoc m’ autĹ. Tÿra ìmwc asqoloÔmai me (jèmata) pou mporÿ na kĹnw me to mualì mou an kai suqnĹ ja prèpei na upoqrewjÿ se kĹpoio fÐlo gia na mou kĹnei touc logariasmoÔc pou qreiĹzomai.flfl

’Ezhse ta telautaÐa qrìnia thc zwăc tou timÿmenoc kai ektimÿmenoc. To plăjoc twn ergasiÿn tou autăc thc periìdou xepernĹei katĹ polÔ tic 100, arijmìc ikanìc gia na gemÐzei tic selÐdec tou periodikoÔ thc AkadhmÐac gia pollĹ akìmh qrìnia metĹ to jĹnatì tou, ìpwc èlege kai o Ðdioc. Pèjane stic 18 SeptembrÐou 1783.

To èrgo tou Euler sth JewrÐa Arijmÿn kalÔptei mìno 4 tìmouc apì touc perissìterouc twn 70 pou kalÔptoun ta ĹpantĹ tou. Kai mìno autì ja ătan arketì gia na meÐnei o Euler sthn IstorÐa thc Epistămhc san ènac apì touc pio megĹlouc majhmatikoÔc ìlwn twn epoqÿn. H JewrÐa Arijmÿn anaptÔssetai ragdaÐa ton 18^o aiÿna se antÐjesh me ton 17^o. Merikèc apì tic apodeÐxeic tou Euler tic èqoume ădh anafèrei sto prohgoÔmeno KefĹlaio.

To endiafèron tou Euler gia thn JewrÐa Arijmÿn arqÐzei me to erÿthma tou Goldbach (13/10/1729), an h eikasÐa tou Fermat ìti ìloi oi arijmoÐ thc morfăc 2^{2n} + 1 eÐnai prÿtoi.

LÐgo argìtera o Goldbach isqurÐzetai ìti apèdeixe ìti den upĹrqei trÐgwnoc arijmìc pou na eÐnai tèleio tetrĹgwno (dec KefĹlaio 2). O Euler brÐskei amèswc to lĹjoc. Jètei x = 2n + 1 kai brÐskei ìti to prìblhma eÐnai isodÔnamo me thn eÔresh lÔshc thc exÐswshc tou Pell x^2 − 8y^2 = 1, h opoÐa èqei profanÿc akèraiec lÔseic p.q. x = 17, y = 6.

QronologikĹ ta kuriìtera jèmata me ta opoÐa asqolăjhke eÐnai ta exăc:

(i) To (mikrì) jeÿrhma tou Fermat, h pollaplasiastikă omĹda twn akeraÐwn (mod N) kai stoiqeÐa thc JewrÐac OmĹdwn.

(ii) ’Ajroisma tetragÿnwn kai fifioiqeiÿdhcflfl jewrÐa twn tetragwnikÿn morfÿn.

(iii) Diofantikèc exisÿseic 2^{ou} bajmoÔ. (iv) Diofantikèc exisÿseic 3^{ou} kai 4^{ou} bajmoÔ. (v) ElleiptikĹ oloklhrÿmata.

(vi) Suneqă klĹsmata, exÐswsh tou Pell kai anadromikèc akoloujÐec (seirèc). (vii) H ζ-sunĹrthsh, h timă thc gia timă thc metablhtăc Ĺrtio fusikì kai Ĺllec sunartăseic pou sqetÐzontai me thn ζ.

(viii) To fifiPartitio numerorumflfl kai tupikèc seirèc dunĹmewn. (ix) Prÿtoi diairètec tetragwnikÿn morfÿn. (x) MegĹloi prÿtoi arijmoÐ.

Me merikĹ apì ta parapĹnw ja asqolhjoÔme sta epìmena.

KĹnontac qrăsh tou (mikroÔ) jewrămatoc tou Fermat kai thc paratărhshc ìti gia p = 4n + 1 prÿto h x^{2n} ≡ 1 (mod p) den epalhjeÔetai gia kĹje x, 1 ≤ x ≤ p − 1, o Euler apodeiknÔei sta 1749 ìti:

An p = mn + 1 eÐnai prÿtoc arijmìc kai p|(a^m − 1) tìte o a eÐnai

n-ostì upìloipo (mod p).

PrĹgmati, an a^m ≡ 1 (mod p) kai grĹyoume thn tautìthta x^{mn} − a^m ≡ (x^n − a)(x^{(m−1)n} + ax^{(m−2)n} + · · · + a^{m−1}) ìpou mn = p − 1, to mikrì jeÿrhma tou Fermat dÐnei ìti to aristerì mèloc eÐnai pollaplĹsio tou p gia ìla ta x ta prÿta proc ton p, enÿ h prìtash tou Euler gia to plăjoc twn lÔsewn thc isodunamÐac mac dÐnei ìti o deÔteroc parĹgontac tou dexioÔ mèlouc den mporeÐ na èqei aută thn idiìthta. Sunepÿc gia kĹpoio x (prÿto proc ton p) ja isqÔei kat’ anĹgkh x^n ≡ a (mod p).

Gia a = −1 kai n = 2 h prìtash aută eÐnai autì pou èleipe katĹ tic prohgoÔmenec prospĹjeiec gia na apodeiqjeÐ to jeÿrhma tou Fermat gia to Ĺjroisma twn dÔo tetragÿnwn. PaÐrnontac kourĹgio (dÔnamh) apì aută tou thn epituqÐa kai apì thn epituqÐa pou eÐqe to biblÐo tou Introductio in Analysin Infinitorum (1748), o Euler ergĹzetai pĹnw sthn JewrÐa Arijmÿn kai etoimĹzei èna biblÐo, Eisagwgă sthn JewrÐa Arijmÿn. GrĹfei 16 fifikefĹlaiaflfl kai stamatĹei. Ekdìjhke sta 1849 kĹtw apì ton tÐtlo Tractatus de numerorum doctrina. MoiĹzei arketĹ me to perieqìmeno twn triÿn prÿtwn kefalaÐwn tou biblÐou tou Gauss, Disquisitiones Arithmeticae (dec [5]). EisĹgei kat’ arqăn thn ϕ (sunĹrthsh tou Euler) h opoÐa mac dÐnei to plăjoc twn fusikÿn arijmÿn twn mikrotèrwn proc to n kai prÿtwn proc ton n. Sth sunèqeia akoloujeÐ mÐa stoiqeiÿdhc perigrafă autoÔ pou o Gauss argìtera onomĹzei isodunamÐa wc proc èna modulus. H antÐstoiqh lèxh tou Euler eÐnai fifio diairèthcflfl. Gia kĹpoio diairèth d, ìloi oi akèraioi r + dx ja lème ìti anăkoun sthn Ðdia fifiklĹshflfl kai ja jewroÔntai wc fifiisodÔnamoiflfl. KĹje antiprìswpoc thc klĹsewc enìc akeraÐou a ja kaleÐtai fifièna upìloipoflfl tou a. H apeikìnish tou a sthn klĹsh tou èqei idiìthtec tètoiec pou sămera orÐzoun ton omomorfismì daktulÐwn.

Gia kĹpoio diairèth d sqhmatÐzoume thn arijmhtikă prìodo a, a+b, a+2b, · · · (se sÔgqronh glÿssa, tic pleurikèc omĹdec thc upoomĹdac pou parĹgetai apì to b sthn prosjetikă omĹda (mod d)). ’Etsi brÐskei to mègisto koinì diairèth twn b kai d kai lÔnei thn isodunamÐa bx ≡ m (mod d). Sth sunèqeia ereunĹ thn pollaplasiastikă omĹda (mod d) kai deÐqnei ìti an (b, d) = 1 ta upìloipa pou paÐrnoume apì thn 1, b, b^2, · · · sqhmatÐzoun sÔnolo kleistì proc ton pollaplasiasmì kai thn diaÐresh (mod d), dhladă ìti aută h omĹda perièqetai sthn omĹda twn akeraÐwn (mod d) prÿtwn proc ton d kai katalăgei sthn d | b^{ϕ(d)} −1, to gnwstì jeÿrhma tou Euler.

Edÿ xanajumÐzoume ìti o Euler paratărhse ìti h apìdeixh tou Descartes, ìti mÐa exÐswsh f(x) = 0 bajmoÔ n èqei to polÔ n rÐzec, metafèretai se opoiodăpote sÿma.

An a rÐza thc f(x) = 0 diairoÔme to f(x) me x − a kai grĹfoume f(x) = (x − a)f_1(x). Oi rÐzec thc f(x) = 0 eÐnai x = a kai oi rÐzec thc f_1(x) = 0. O bajmìc deg f_1(x) = n − 1 (kai kĹnontac qrăsh thc majhmatikăc epagwgăc), teleiÿsame.

O Euler parathreÐ ìti an a eÐnai mÐa lÔsh thc isodunamÐac f(x) ≡ 0 (mod p), tìte grĹfoume f(a) = mp, m ∈ Z opìte to a eÐnai mÐa rÐza thc exÐswshc f(x) − mp = 0. GrĹfoume loipìn f(x) − mp = (x − a)f_1(x) kai suneqÐzoume epagwgikĹ. To jeÿrhma autì qrhsimopoieÐtai sth sunèqeia gia na apodeÐxei thn Ôparxh prwtarqikÿn rizÿn (mod p).

’Olh tou thn zwă endiaferìtan gia thn parĹstash twn fusikÿn arijmÿn san Ĺjroisma 2 teragÿnwn ă mèsw tetragwnikÿn morfÿn thc morfăc X^2 + NY^2 ă akìma genikìtera thc morfăc μX^2 + νY^2 me N, μ, ν ∈ Z. Me th genikă perÐptwsh aX^2 + bXY + CY^2 asqolăjhke mìno ta teleutaÐa qrìnia thc zwăc tou kai mĹlista Ôstera apì epÐdrash tou Lagrange o opoÐoc asqolăjhke entatikĹ m’ aută. Me thn parĹstash fusikÿn arijmÿn mèsw tetragwnikÿn morfÿn ja asqolhjoÔme argìtera. Edÿ anafèroume mìno thn aplă paratărhsh tou Fermat ìti

• oÔte o 4mn − m − 1 • oÔte o 4mn − m − n − 1, m, n ∈ N mporoÔn na eÐnai tèleio teterĹgwno, èstw a^2, diìti autì ja eÐqe san sunèpeia m(4n − 1) = 1 + a^2, (4m − 1)(4n − 1) = 1 + 4a^2, dhladă kĹpoioc arijmìc thc morfăc 4n − 1 ja diairoÔse èna Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn x^2 + y^2 me (x, y) = 1 kĹti pou eÐnai adÔnato kai pou ătan ădh gnwstì ston Fermat. Sta grĹmmatĹ tou o Euler asqoleÐtai me th dunatìthta parĹstashc enìc fusikoÔ arijmoÔ san Ĺjroisma triÿn ă tessĹrwn tetragÿnwn. Pragmatikă prìodo kĹnei s’ autĹ ta problămata to 1747 ìtan anakalÔptei ìti to ginìmeno dÔo arijmÿn pou eÐnai Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn eÐnai epÐshc Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn. IsqÔei loipìn h tautìthta:

An m = a^2 + b^2 + c^2 + d^2 kai n = p^2 + q^2 + r^2 + s^2

tìte mn = A^2 + B^2 + C^2 + D^2,

ìpou A = ap + bq + cr + ds, B = aq − bp − cs + dr, C = ar + bs − cp − dq, D = as − br + cq − dp. Profanÿc isqÔei kai m n = ( A n )_2 + ( B n )_2 + ( C n )_2 + ( D n )_2 . Ton epìmeno qrìno èqei ădh lÔsei to prìblhma tou ajroÐsmatoc dÔo tetragÿnwn kai prospajeÐ na apodeÐxei ìti

KĹje fusikìc arijmìc grĹfetai san Ĺjroisma tessĹrwn teragÿ- nwn kĹnontac qrăsh thc mejìdou pou qrhsimopoÐhse gia to Ĺjroisma dÔo teteragÿnwn kai thc parapĹnw tautìthtac pou èqei anakalÔyei. Sthn arqă apodeiknÔei ìti kĹje prÿtoc p diaireÐ kĹpoio Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn. ApodeiknÔei kĹti parapĹnw, ìti dhladă gia kĹje prÿto p h isodunamÐa

x^2 + y^2 + z^2 ≡ 0 (mod p)

èqei mÐa mh tetrimmènh lÔsh (dhl. (x, y, z) ≠ (0, 0, 0)) kai, lÐgo argìtera, genikeÔei, apodeiknÔontac ìti h isodunamÐa

λx^2 + μy^2 + νz^2 ≡ 0 (mod p)

èqei mh tetrimmènh lÔsh.

H paratărhsh tou Euler eÐnai ìti h sunĹrthsh x → λx^2 (mod p) paÐrnei p + 1 2 diaforetikèc timèc (thn timă 0 kai p − 1 2 mh-isodÔnama tetragwnikĹ upìloipa (mod p) (dec [2]). To Ðdio kĹnei kai h sunĹrthsh x → −μx^2 − ν. An ìlec oi lÔseic ătan metaxÔ touc diaforetikèc tìte h isodunamÐa ja eÐqe perissìterec apì p lÔseic, Ĺtopo. ’Ara upĹrqei mÐa koină lÔsh, dhladă mÐa mh-tetrimmènh lÔsh (x, y, 1) thc isodunamÐac λx^2 + μy^2 + νz^2 ≡ 0 (mod p).

Sth sunèqei prospajeÐ na deÐxei ìti kĹje prÿtoc p pou diaireÐ èna Ĺjroisma a^2+b^2+c^2+d^2 me (a, b, c, d) = 1 (merikoÐ apì touc a, b, c, d mporeÐ na eÐnai 0) eÐnai kai o Ðdioc Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn. Autì pou katafèrnei eÐnai na apodeÐxei ìti eÐnai Ĺjroisma tessĹrwn rhtÿn tetragÿnwn.

PrĹgmati, èstw ìti autì den isqÔei kai èstw p o elĹqistoc prÿtoc pou den mporeÐ na grafteÐ san Ĺjroisma tessĹrwn rhtÿn tetragÿnwn. ’Estw (a, b, c) mÐa mh-tetrimmènh lÔsh thc x^2 + y^2 + z^2 ≡ 0 (mod p). Opwc kai sto Ĺjroisma dÔo tetragÿnwn mproÔme na upojèsoume ìti 0 ≤ a, b, c < p 2 . Jètoume N = a^2 + b^2 + c^2 = pN^′, opìte N < 3 4 p^2 kai N^′ < p. ’Oloi oi prÿtoi parĹgontec tou N^′ eÐnai mikrìteroi tou p. Sunepÿc grĹfontai san Ĺjroisma tessĹrwn rhtÿn tetragÿnwn kai sunepÿc kai o N^′, lìgw thc gnwstăc tautìthtac, opìte p = N N^′ , Ĺjroisma tessĹrwn rhtÿn tetragÿnwn.

Sta 1772 (perissìtero apì 20 qrìnia argìtera) păre o Euler thn plărh apìdeixh pou tou èsteile o Lagrange. O Euler xanapiĹnetai me to jèma kai se mÐa jaumĹsia ergasÐa sto Nova Acta Eruditorium tou 1773, afoÔ sugqaÐrei kat’ arqăn ton Lagrange gia thn epituqÐa tou kai afoÔ qarakthrÐzei thn apìdeixh tou Lagrange “far-fetched and laborious” dÐnei thn dikă tou komyă apìdeixh. Apìdeixh: ’Estw p perittìc prÿtoc o opoÐoc diaireÐ to 4∑ i=1 a^2_i , (a_1, a_2, a_3, a_4) = 1 kai 0 ≤ a_i < p 2 . GrĹfoume 4∑ i=1 a^2_i = pm kai èqoume m < p. An m = 2 tìte ja prèpei dÔo apì touc a_i na eÐnai Ĺrtioi kai dÔo perittoÐ, opìte

p = ( a_1 + a_2 2 )_2 + ( a_1 − a_2 2 )_2 + ( a_3 + a_4 2 )_2 + ( a_3 − a_4 2 )_2 .

’Estw tÿra ìti m > 2. Gia kĹje i grĹfoume a_i = b_i + mc_i, |b_i| ≤ m 2 . 4∑ i=1 b^2_i ≡ 0 (mod m), èstw 4∑ i=1 b^2_i = mn. Epeidă (a_1, a_2, a_3, a_4) = 1, èpetai ìti den mporeÐ na eÐnai ìla ta b_i = 0 ă ±^p_2 . Epomènwc 0 < 4∑ i=1 b^2_i < m^2 =⇒ 0 < n < m.

Efarmìzoume tÿra thn tautìthta tou Euler sta ajroÐsmata

∑_4 i=1 a^2_i ,

∑_4 i=1 b^2_i kai brÐskoume m^2pn = 4∑ i=1 A^2_i , me A_1 = 4∑ i=1 a_ib_i, kai A_2 = a_1b_2 − a_2b_1 − a_3b_4 + a_4b_3 = m(c_1b_2 − c_2b_1 − c_3b_4 + c_4b_3) (ìmoioi tÔpoi proc to A_2 gia A_3 kai A_4). Epeidă m^2|A^2, A^2_3, A^2_4 kai m^2pn, èpetai ìti m^2|A^2_1, opìte A_i = mB_i kai pn = 4∑ i=1 B^2_i .

An d := (B_1, B_2, B_3, B_4), B_i = da^′_i, tìte d^2|pn. Epeidă 0 < n < m < p to d ja prèpei na eÐnai prÿto proc to p kai to d^2 ja prèpei na diaireÐ to n. Jètoume n = d^2m^′, opìte pm^′ = 4∑ i=1 a^′_i^2 Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn (a^′_1, a^′_2, a^′_3, a^′_4) = 1 kai pm^′ < pm. SuneqÐzoume ìmoia mèqri pou m^′ = 1, dhladă to p Ĺjroisma tessĹrwn akeraÐwn tetragÿnwn. ⊓⊔ Perissìtero apì ènan aiÿna metĹ thn apìdeixh tou Euler, o Hurwicz èdwse mÐa apìdeixh thc prìtashc kĹnontac qrăsh tetradikÿn arijmÿn (quaternions). Sthn pragmatikìthta prìkeitai gia mÐa metaforĹ thc apìdeixhc tou Euler sth glÿssa twn quaternions. Gia ta apotelèsmata tou Euler sth lÔsh exisÿsewn tou Pell ja anaferjoÔme sto epìmeno KefĹlaio.

Me ton Euler gennăjhke o klĹdoc thc JewrÐac twn Arijmÿn pou qrhsimopoieÐ analutikèc mejìdouc kai, wc ek toÔtou, onomĹsthke Analutikă JewrÐa Arijmÿn. Kat’ arqăn eÐnai gnwstă h gewmetrikă seirĹ 1 + x + x^2 + · · · = 1 1 − x , gia |x| < 1. (3.1)

An antikatastăsoume to x me to −x èqoume

1 − x + x^2 − x^3 + x^4 + · · · = 1 1 + x

, gia |x| < 1. (3.2)

PaÐrnontac to aìristo oloklărwma kai twn dÔo melÿn thc teleutaÐac brÐskoume log(1 + x) = x − x^2 2 + x^3 3 + · · · , gia |x| < 1. (3.3)

Jumìmaste tÿra to jeÿrhma orÐou tou Abel (Abel’s limit theorem, Abel-

scher Grenzwertsatz). ’Estw ∞∑ n=0 a(n)X^n dunamoseirĹ me aktÐna sÔgklishc 1 kai

èstw f(x) = ∞∑ n=0 a(n)X^n gia |X| < 1. An h seirĹ sugklÐnei kai gia X = 1 (dhladă an h

seirĹ ∞∑ n=0 a(n) sugklÐnei) tìte

lim_{x→1}� f(x) = ∞∑ n=0 a(n). Efarmìzoume tÿra to jeÿrhma autì gia thn sunĹrthsh f(x) = log(1 + x) kai, afou ∞∑ 0 (−1)^{n−1} · 1 n sugklÐnei, èqoume

log(2) = 1 − 1 2 + 1 3 − · · · (3.4)

An grĹyoume pĹli thn (3.2) gia to x^2 paÐrnoume: 1 1 + x^2

= 1 − x^2 + x^4 − x^6 + · · · , |x| < 1.

H oloklărwsh twn dÔo melÿn mac dÐnei

arctan x = x − x^3 5 + x^5 7 − · · · , |x| < 1 (3.5) kai efarmìzontac kai pĹli to parapĹnw jeÿrhma tou Abel prokÔptei ìti π 4 = arctan 1 = 1 − 1 3 + 1 5 − 1 7 · · · = ∞∑ n=1 (−1)^n 1 2n + 1

. (3.6)

Ac jewrăsoume tÿra tic seirèc ζ(s) = ∞∑ n=1 1 n^s kai L(s) = ∞∑ n=1 (−1)^n (2n + 1)^s , (s ∈ R).

H (3.6) mac dÐnei thn timă L(1) =^π_4 .

H ζ-sunĹrthsh ζ(s) profanÿc apoklÐnei gia s = 1. ApodeiknÔetai eÔkola ìti h ζ(s) = ∞∑ n=1 1 n^s sugklÐnei gia s > 1 kai apoklÐnei gia s ≤ 1. H apìdeixh afănetai san Ĺskhsh ston anagnÿsth.

Genniètai loipìn to erÿthma poiĹ eÐnai h timă twn ζ(s) kai L(s) gia s = 2, 3, 4, · · · Prìkeitai gia èna klasikì erÿthma me to opoÐo asqolăjhkan oi Leibnitz kai oi aderfoÐ Bernoulli prin apì ton Euler, qwrÐc ìmwc epituqÐa. Akìmh kai h eÔresh kĹpoiac proseggistikăc timăc gia to ζ(n) ătan dÔskolh lìgw thc argăc sÔgklishc thc parapĹnw dunamoseirĹc.

Sta 1728 o Daniel Bernoulli grĹfei ston Goldbach ìti to Ĺjroisma thc seirĹc ζ(2) eÐnai fifipolÔ kontĹ sto^8_5 flfl.

O Goldbach qrhsimopoieÐ mÐa polÔ stoiqeiÿdh mèjodo kai apantĹ ìti to ζ(2)−1 brÐsketai anĹmesa stic timèc 16223 25200 kai 30197 46800 , dhladă 0, 6437 ≤ ζ(2) − 1 ≤ 0, 6453.

O Euler gÐnetai gnÿsthc tou perieqomènou thc allhlografÐac twn D. Bernoulli kai Goldbach kai sÔntoma dÐnei mÐa polÔ kalÔterh ektÐmhsh

ζ(2) ∼ 1, 644934

kĹnontac idiofuă qrăsh tou oloklhrwtikoÔ logismoÔ. Argìtera dÐnei polÔ kalÔterh ektÐmhsh tou ζ(2) me 20 dekadikĹ yhfÐa:

ζ(2) ∼ 1, 64493406684822643647 · · ·

DÐnei epÐshc timèc twn ζ(3) me 15 dekadikĹ yhfÐa, ζ(4) me 16 dekadikĹ yhfÐa kajÿc kai thn sămera onomazìmenh fifistajerĹ tou Eulerflfl me 16 yhfÐa kai to π me 15 dekadikĹ yhfÐa.

Sta 1735 o Euler grĹfei:

fifiPolÔ douleiĹ èqei gÐnei gia th seirĹ ζ(s) kai faÐnetai ìti eÐnai dÔskolo na brei kaneÐc kĹti kainoÔrgio. Kai egÿ o Ðdioc, parĹ tic epaneillhmènec prospĹjeièc mou, den mpìresa na brÿ tÐpote perissìtero apì proseggistikèc timèc gia merikĹ n. Autì mèqri prìsfata, pou, ekeÐ pou den to perÐmene kaneÐc, anakĹluya èna polÔ ìmorfo tÔpo gia to ζ(2).flfl

O tÔpoc pou anakĹluye o Euler ătan

ζ(2) = π^2 6 . LÐgo argìtera anakĹluye tÔpouc thc timăc thc ζ(s) gia ìlouc touc Ĺrtiouc fusikoÔc 2n. AllĹ ac pĹroume ta prĹgmata me th seirĹ. ’Estw f(z) = z e^z − 1

, ìpou z edÿ migadikìc arijmìc. H sunĹrthsh eÐnai analutikă gia |z| < 2π kai sunepÿc mporoÔme na broÔme to anĹptugma Taylor autăc gia z = 0: f(z) = ∞∑ n=0 B_n n z^n. Orismìc 3.1 Touc suntelestèc B_n ja touc lème arijmoÔc tou Bernoulli (sth mnămh tou Jacob Bernoulli).

Apì 1 = (_∞ ∑ n=0 z^n (n + 1) ) · (_∞ ∑ n=0 B_n n z^n )

kai lìgw tou gnwstoÔ jewrămatoc pou mac lèei ìti mporoÔme na pollaplasiĹsoume dÔo apolÔtwc sugklÐnousec seirèc ìpwc kai ta poluÿnuma, prokÔptei: B_0 = 1 kai gia kĹje n ≥ 1 c_n = n∑ k=0 B_k k! · 1 (n − k + 1)!

= 0 =⇒ B_n = − n−1∑ k=0 B_k k! · n! (n − k + 1)!

(3.7)

’Eqoume loipìn ènan anadromikì tÔpo apì ton opoÐo bgaÐnei to sumpèrasma ìti oi arijmoÐ tou Bernoulli eÐnai rhtoÐ arijmoÐ.

Ac upologÐsoume merikoÔc ap’ autoÔc:

B_0 = 1, B_1 = − 1 2 , B_2 = 1 6 , B_3 = 0, B_4 = − 1 30 B_5 = 0, B_6 = 1 42 , B_7 = 0, B_8 = − 1 30 , B_9 = 0

B_{10} = 5 66 , B_{11} = 0, B_{12} = − 691 2730 , · · · O Euler upolìgise ìlouc touc B_k gia k ≤ 30. Oi arijmoÐ tou Bernoulli qrhsimopoioÔntai ìqi mìno se pĹra pollĹ kefĹlaia thc JewrÐac twn Arijmÿn, allĹ kai se Ĺllouc klĹdouc twn Majhmatikÿn, ìpwc p.q. h Algebrikă TopologÐa. EpikrateÐ h aÐsjhsh ìti èqoun na kĹnoun me pĹra polÔ bajiĹ kai spoudaÐa problămata.

An tÿra pollaplasiĹsoume th sqèsh n∑ k=0 1 k!(n − k + 1)

B_k = 0 me (n + 1)!

brÐskoume_n ∑ k=0 ( n+1 k ) B_k = 0 gia kĹje n ≥ 1. (3.8)

An tÿra gia P (X) = n∑ k=0 a_kX^k qrhsimopoiăsoume ton sumbolismì

P (B) := n∑ k=0 a_kB_k tìte h (3.8) mporeÐ na grafteÐ:

(1 + B)^{n+1} − B^{n+1} = 0, n ≥ 1. (3.9)

Apì ton pÐnaka twn B_n faÐnetai ìti ja prèpei na isqÔei:

B_n = 0 gia kĹje perittì n > 1. (3.10)

Apìdeixh: ’Eqoume z e^z − 1 = ∞∑ k=0 B_k k! z^k opìte −z e^{−z} − 1 = ∞∑ k=0 B_k k! (−1)^kz^k.

Afairÿntac katĹ mèlh paÐrnoume z e^z − 1 − −z e^{−z} − 1 = 2 ∞∑ k≡1(2) k≥1 B_k k! z^k = −z + 2 ∞∑ k≡1(2) k>1 B_k k! z^k.

Epeidă z e^z − 1 − −z e^{−z} − 1 = z e^z − 1 + ze^z 1 − e^z = z e^z − 1 − ze^z e^z − 1 = z(1 − e^z) e^z − 1 = −z =⇒ 2 ∞∑ k≡1(2) k>1 B_k k! z^k = 0

=⇒ B_n = 0, gia kĹje perittì n, n > 1. ⊓⊔ Oi arijmoÐ tou Bernoulli emfanÐsthkan gia prÿth forĹ ston tÔpo:

1^k + 2^k + · · · + (n − 1)^k = 1 k + 1

((n + B)^{k+1} − B^{k+1}). (3.11)

Gia k = 1, 2, 3 o tÔpoc autìc dÐdei antÐstoiqa ajroÐsmata 1 2 (n − 1)n, 1 6 n(n − 1)(2n − 1), 1 4 n^2(n − 1)^2.

Apìdeixh: ’Eqoume e^{nz} − 1 z · z e^z − 1 = n−1∑ r=0 e^{rz} = n−1∑ r=0 ∞∑ k=0 r^k k! z^k = ∞∑ k=0 ( n−1∑ r=0 r^k k! )z^k.

Apì thn Ĺllh meriĹ, kĹnontac qrăsh tou ginomènou seirÿn brÐskoume: e^{nz} − 1 z · z e^z − 1 = (_∞ ∑ s=0 n^{s+1}z^s (s + 1)! ) · (_∞ ∑ t=0 B_t t! z^t )

= ∞∑ k=0 (_k ∑ s=0 n^{s+1}B_{k−s} (s + 1)!(k − s)! ) z^k.

SugkrÐnontac ta apotelèsmata brÐskoume n−1∑ r=0 r^k k! = k∑ s=0 n^{s+1}B_{k−s} (s + 1)!(k − s)! .

PollaplasiĹzoume me k! kai paÐrnoume n−1∑ r=0 r^k = 1 (k + 1) k∑ s=0 (k + 1)!

(s + 1)!(k − s)! n^{s+1}B_{k−s}

= 1 (k + 1) k∑ s=0 ( k+1 s+1 ) n^{s+1}B_{k−s} = 1 (k + 1)

((n + B)^{k+1} − B^{k+1}).

Erqìmaste tÿra sto pio fhmismèno jeÿrhma tou Euler.

Jeÿrhma 3.2 IsqÔei

ζ(2k) = ∞∑ n=1 1 n^{2k} = 2^{2k−1}|B_{2k}| (2k)! π^{2k} gia kĹje k = 1, 2, 3, . . . IdiaÐtera gia k = 1, 2, 3 èqoume ∞∑ n=1 1 n^2 = π^2 6 , ∞∑ n=1 1 n^4 = π^4 90 , ∞∑ n=1 1 n^6 = π^6 945 .

Apìdeixh: Ja qrhsimopoiăsoume (qwrÐc apìdeixh) èna apotèlesma thc jewrÐac twn migadikÿn sunartăsewn, gia thn sunefaptomènh

π cot πz = 1 z + ∞∑ n=1 ( 1 z + n + 1 z − n ) . (O endiaferìmenoc anagnÿsthc mporeÐ na deÐ to [1], selÐda 189.) Jètoume z = 2ix sthn z e^z − 1 kai brÐskoume 2ix e^{2ix} − 1 = ∞∑ k=0 B_k k! (2ix)^k = ∞∑ k=0 2^ki^kB_k k! x^k

= 1 − ix + ∞∑ k=1 2^{2k}(−1)^kB_k (2k)! x^{2k}, diìti B_k = 0 gia kĹje k perittì kai gnhsÐwc megalÔtero tou 1. Apì thn Ĺllh meriĹ

x cot x = x cos x sin x = x · (_{eix+e}�_{ix} 2 ) (_{eix−e}�_{ix} 2i ) = ix · 2 + e^{2ix} − 1 e^{2ix} − 1 = 2ix e^{2ix} − 1 + ix kai epomènwc:

x cot x = 1 + ∞∑ k=1 2^{2k}(−1)^kB_{2k} (2k)! x^{2k}. Gia x = πz, grĹfoume tÿra:

x cot x = πz(cot πz) = 1 + z ∞∑ n=1 ( 1 z + n + 1 z − n )

= 1 + x π ∞∑ n=1 ( 1_x π + n + 1_x π − n ) = 1 + x ∞∑ n=1 ( 1 x + πn + 1 x − πn )

= 1 + 2 ∞∑ n=1 x^2 x^2 − π^2n^2

= 1 − 2 ∞∑ n=1 x^2 n^2π^2 ( 1 1 −^{x2}_{n2π2} )

= 1 − ∞∑ n=1 x^2 n^2π^2 (_∞ ∑ k=0 x^{2k} n^{2k}π^{2k} ) (gewmetrikă prìodoc)

= 1 − 2 ∞∑ k=0 (_∞ ∑ n=1 1 n^{2k+2} ) x^{2k+2} π^{2k+2}

(apìluth sÔgklish)

= 1 − 2 ∞∑ k=1 (_∞ ∑ n=1 1 n^{2k} ) x^{2k} π^{2k} . SugkrÐnontac touc suntelestèc twn dÔo parastĹsewn thc x cot x, paÐrnoume: ∞∑ n=1 1 n^{2k} = 2^{2k−1}π^{2k}(−1)^{k+1}B_{2k} (2k)! . ⊓⊔ Prìsfata, o Apery apèdeixe ìti o ζ(3) eÐnai Ĺrrhtoc (1980). Gia thn timă thc ζ sunĹrthshc ζ(n) ìpou n perittìc, èqoume fifimaÔra mesĹnuqtaflfl mèqri sămera.

O Euler apèdeixe ìti (gia s > 1) ζ(s) = ∏ p prÿtoc 1 1 −^1_{ps}

kai qrhsimopoÐhse aută th sqèsh gia na apodeÐxei ìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi arijmoÐ.

KĹje parĹgontac tou deÔterou mèlouc thc parapĹnw isìthtac grĹfetai: 1 1 −^1_{ps}

= 1 + 1 p^s + 1 p^{2s} + · · · + 1 p^{rs} + · · · h opoÐa profanÿc sugklÐnei apìluta gia p = p_1, p_2, p_3, . . . ìpou

2 = p_1 < 3 = p_2 < p_3 < · · ·

h akoloujÐa twn prÿtwn.

Kat’ arqĹc parathroÔme ìti 1 ≤ ∏ p>n 1 1 −^1_{ps} = ∏ p>n ( 1 + 1 p^s + 1 p^s · (p^s − 1) )

≤ ∏ p>n ( 1 + 2 p^s ) ≤ e^2 P_{p>n 1ps n→∞−→ 1.} Apì thn Ĺllh meriĹ isqÔei: ∏ p≤n 1 1 −^1_{ps} = ∑ (a_1,a_2,···,a_k)∈N^k 1 (p^{a1}_1 p^{a2}_2 · · · p^{ak}_k )^s

(3.12)

ìpou p_1, p_2, · · · , p_k oi prÿtoi arijmoÐ oi mikrìteroi ă Ðsoi me n. To jemeliÿdec jeÿrhma thc arijmhtikăc mĹc exasfalÐzei ìti 1 + 1 2^s + 1 3^s + · · · + 1 n^s ≤ ∏ p≤n 1 1 −^1_{ps} ≤ ζ(s) < ∞

opìte ζ(s) = ∏ p 1 1 −^1_{ps} . An tÿra upărqan mìno peperasmènou plăjouc prÿtoi arijmoÐ tìte: ∏ p ( 1 − 1 p )_{−1} < ∞. Apì thn Ĺllh meriĹ ìmwc ∏ p ( 1 − 1 p )_{−1} = ∏ p ( 1 + p^{−1} + p^{−2} + · · · ) = ∞∑ n=1 1 n = ∞. To Ĺtopo autì mac dÐnei Ĺllh mÐa apìdeixh ìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi arijmoÐ. ⊓⊔

MporeÐ akìmh na apodeÐxei kaneÐc ìti h seirĹ ∑ p∈IP 1 p apoklÐnei.

Mia Ĺmesh sunèpeia autoÔ eÐnai ìti oi prÿtoi arijmoÐ eÐnai piì puknoÐ apì ta tèleia

tetrĹgwna, diìti ∞∑ n=1 1 n^2 = π^2 6 < ∞.

FusikĹ h seirĹ ∑ p∈IP 1 p apoklÐnei polÔ argĹ. To merikì Ĺjroisma metĹ apì 50 ekatommÔria ìrouc eÐnai akìmh mikrìtero tou 4.

’Ena polÔ spoudaÐo prìblhma eÐnai to prìblhma thc katanomăc twn prÿtwn arijmÿn. ’Estw x > 0 kai π(x) h sunĹrthsh pou mac dÐnei to plăjoc twn prÿtwn arijmÿn pou den xepernoÔn ton x. Profanÿc π(x) → ∞ kajÿc x → ∞ diìti upĹrqoun Ĺpeiroi prÿtoi arijmoÐ. H sumperiforĹ thc π(x) san sunĹrthsh tou x apetèlese antikeÐmeno melèthc fhmismènwn Majhmatikÿn ădh apì ton 19^o aiÿna. Apì pÐnakec pou èftiaxan gia na doun thn sumperiforĹ thc π(x) oi Gauss (1792) kai Legendre (1798) diatÔpwsan thn eikasÐa ìti h π(x) eÐnai asumptwtikă proc thn x logx dhladă

lim_{x→∞} π(x) (_x log x ) = 1.

Gia prÿth forĹ apodeÐqthke sta 1896 apì ton Hadamard kai ton de la Vallée Poussin me qrăsh mèswn thc migadikăc anĹlushc. MÐa stoiqeiÿdhc apìdeixh dìjhke sta 1949 apì ton A. Selberg kai, anexĹrthta, apì ton P. Erdös.

Sthn prospĹjeiĹ tou na lÔsei to prìblhma tou ajroÐsmatoc twn tessĹrwn tetragÿnwn o Euler jewreÐ th seirĹ f(x) = ∞∑ n=0 x^{n2} , h opoÐa profanÿc sugklÐnei gia |x| < 1 kai

paÐrnei thn f(x)^4 = ∞∑ n=0 τ(n)x^n. H τ(n) mac deÐqnei katĹ pìsouc trìpouc mporeÐ na grafteÐ o n san Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn. Gia na apodeÐxoume loipìn ìti kĹje fusikìc arijmìc eÐnai Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn arkeÐ na deÐxoume to isodÔnamo τ(n) > 0, ∀n ∈ N. Autì den to katĹfere o Euler. To apèdeixe o C. G. Jacobi (19^{oc} aiÿnac) kĹnontac qrăsh thc jewrÐac twn elleiptikÿn sunartăsewn. Blèpoume pĹntwc pwc èna kajarĹ arijmhtikì prìblhma metafèretai se èna analutikì prìblhma.

H idèa ìmwc tou Euler eÐnai polÔ piì genikă. MÐa diamèrish enìc fusikoÔ arijmoÔ eÐnai mÐa parĹstash tou arijmoÔ san Ĺjroisma fusikÿn arijmÿn. DÔo diamerÐseic ja eÐnai

Ðdiec an diafèroun mìno sth seirĹ twn prosjetèwn. MporoÔme loipìn na upojèsoume ìti se mÐa diamèrish tou n = n_1 + n_2 · · · + n_k isqÔei n_1 ≥ n_2 ≥ · · · ≥ n_k. ’Estw p(n) to plăjoc twn diamerÐsewn tou n (p.q. p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7). H ènnoia thc diamèrishc orÐsthke se èna grĹmma tou Leibnitz proc ton J. Bernoulli (1663). EÐnai pĹra polÔ dÔskolo na upologÐsoume to p(n) gia tuqaÐo n. H p(n) eÐnai mÐa arijmhtikă sunĹrthsh. Se kĹje arijmhtikă sunĹrthsh f : N → N o Euler orÐzei mÐa generating function thc f

F (x) := ∞∑ n=0 f(n)x^n, me f(0) := 1.

An h f(n) den plhsiĹzei proc to ∞ kajÿc megalÿnei to n, h seirĹ èqei mÐa jetikă aktÐna sÔgklishc. Gia f = p h aktÐna sÔgklishc eÐnai 1. O Euler apèdeixe to

Jeÿrhma 3.3 Gia |x| < 1, isqÔei ∞∑ n=0 p(n)x^n = ∞∏ m=1 1 1 − x^m (p(0) = 1),

kai merikĹ qrìnia argìtera, to

Jeÿrhma 3.4 ∞∏ m=1 (1 − x^m) = +∞∑ k=−∞ (−1)^kx^{3k2+k2} .

O Jacobi ătan kai pĹli autìc pou èdwse thn prÿth fififusikăflfl apìdeixh tou teleutaÐou jewrămatoc kai autì ègine kai pĹli me thn qrăsh thc jewrÐac twn elleiptikÿn sunartăsewn.

MÐa paratărhsh tou Euler ătan ìti oi arijmoÐ

d = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, . . . , 1320, 1365, 1848

(to plăjoc touc eÐnai 65) èqoun thn exăc idiìthta:

An ab = d kai an kĹpoioc arijmìc grĹfetai katĹ trìpo monadikì san ax^2 + by^2 me (ax, by) = 1 tìte o arijmìc autìc ja eÐnai thc morfăc p, 2p ă 2^k ìpou p prÿtoc arijmìc.

IdiaÐtera kĹje perittìc arijmìc megalÔteroc tou 1 pou grĹfetai monadikĹ kat’ autì ton trìpo eÐnai prÿtoc. O Euler mac dÐnei to parĹdeigma d = 57. O 1000003 grĹfetai monadikĹ san 19 · 8^2 + 3 · 577^2, sunepÿc eÐnai prÿtoc. Gia d = 1848 o 18518809 èqei monadikă parĹstash 197^2 + 1848 · 100^2, dhladă eÐnai prÿtoc.

Oi arijmoÐ autoÐ d lègontai numeri idonei. Mèqri sămera eÐnai Ĺgnwsto an upĹrqoun kai Ĺlloi, ektìc twn 65 gnwstÿn, numeri idonei.

MÐa Ĺllh paratărhsh tou Euler ătan ìti oi timèc tou poluwnÔmou

x^2 + x + 41

gia x = 0, 1, 2, · · · , 39 eÐnai prÿtoi arijmoÐ. To fainìmeno ja exhghjeÐ sto epìmeno kefĹlaio.

San teleutaÐo anafèroume thn eikasÐa tou Euler ìti h diofantikă exÐswsh x^4 + y^4 + z^4 = w^4 den èqei jetikă akèraia lÔsh, apodeÐqthke prìsfata lĹjoc. O Noam Elkies kĹnontac qrăsh tou computer tou Harvard, brăke mÐa lÔsh to 1987, thn:

1682440^4 + 15365639^4 + 18796760^4 = 20615673^4.

Thn Ðdia qroniĹ o Roger Frye, kĹnontac kai autìc qrăsh hlektronikoÔ upologistă, brăke thn piì mikră lÔsh thc parapĹnw exÐswshc

95800^4 + 217519^4 + 414560^4 = 422560^4.

KefĹlaio 4

Josef Louis Lagrange (1736-1813), Adrie-Marie Legendre (1752-1833)

O Lagrange gennăjhke sta 1736 sto TourÐno. O patèrac tou eÐqe gallikă katagwgă kai h mhtèra tou italikă. To endiafèron tou periorizìtan sthn arqă sthn melèth twn klasikÿn glwssÿn, ÿspou èpese sta qèria tou mÐa ergasÐa tou Halley. Se sÔntomo qronikì diĹsthma melèthse se plĹtoc kai se bĹjoc ìlh thn anĹlush thc epoqăc. Sta 19 tou qrìnia ègine kajhghtăc thc Basilikăc Sqolăc PurobolikoÔ tou TourÐno, ìpou kai èmeine perÐ ta 10 qrìnia. H paramonă tou sto TourÐno diakìphke mìno apì èna taxÐdi pou èkane perÐ ta tèlh tou 1763 sto ParÐsi ìpou kai gnwrÐsthke me ìlouc touc GĹllouc MajhmatikoÔc thc epoqăc ìpwc Clairaut, Lalande, d’ Alembert, Condorcet. O Clairaut perigrĹfei ton Lagrange se èna grĹmma tou proc ton Daniel Bernoulli, wc exăc:

’Enac nearìc, axioprìsektoc ìqi mìno gia to talènto tou allĹ kai gia thn tapeinofrosÔnh tou. To tamperamènto tou eÐnai ăremo kai melagqolikì. Den gnwrÐzei Ĺllh euqarÐsthsh ektìc thc melèthc.

Me ton d’ Alembert Ĺrqise allhlografÐa h opoÐa krĹthse mèqri to jĹnato tou d’ Alembert sta 1783. Me prìtash tou d’ Alembert, diadèqjhke o Lagrange ton Euler sthn AkadhmÐa Episthmÿn thc PrwssÐac (BerolÐno) sta 1766. Sta 1787 egkatèleiye to BerolÐno gia thn AkadhmÐa twn ParisÐwn. EjewreÐto, metĹ ton jĹnato tou Euler, o pio megĹloc en zwă Majhmatikìc.

KatĹ th diĹrkeia thc Gallikăc EpanĹstashc èqase dÔo apì touc kalÔterouc fÐlouc tou, ton Lavoisier kai ton Condorcet. H suneisforĹ tou upărxe shmantikă sthn AnĹlush kai idiaÐtera stouc klĹdouc tou logismoÔ metabolÿn, diaforikÿn exisÿsewn kai mhqanikăc. Sto ParÐsi den asqoleÐtai me thn èreuna, allĹ didĹskei sthn Ecole Normale kai sthn Ecole Polytechnique majămata prwtoporiakĹ gia thn epoqă touc ìpwc:

• Theorie des Fonctions Analytiques (1797) • Leçons sur le Calcul des Fonctions (1806)

Proc ta telautaÐa qrìnia thc zwăc tou analambĹnei na xanagrĹyei thn

• Mechanique Analytique (1788), allĹ den prolabaÐnei na teleiÿsei to èrgo tou.

Pèjane stic 8 AprilÐou tou 1813, timăjhke idiaÐtera apì ton Napolèonta kai tĹfhke sto PĹnjeo.

Se antÐjesh proc ton enjousiasmì tou Euler proc tic anakalÔyeic tou, o Lagrange qairìtan piì polÔ tic anakalÔyeic twn Ĺllwn. Se èna grĹmma tou ston Laplace, grĹfei:

PolÔ megalÔterh qarĹ mou dÐnei h douleiĹ twn Ĺllwn, se antÐjesh me thn proswpikă mou douleiĹ apì thn opoÐa potè den eÐmai euqaristhmènoc.

H douleiĹ tou sthn JewrÐa Arijmÿn ègine katĹ ta qrìnia thc paramonăc tou sto BerolÐno. Prìkeitai gia kurÐwc 3 ergasÐec:

• Solution d’ un probleme d’ arithmetique (1768), sthn apoÐa o Lagrange meletĹ thn exÐswsh x^2 − dy^2 = 1.

• Demonstration d’ un theoréme d’ arithmetique (1770), ìpou dÐnei thn prÿth apìdeixh ìti kĹje fusikìc grĹfetai san Ĺjroisma tessĹrwn tetragÿnwn, akeraÐwn arijmÿn.

• Recherches d’ arithmetique (1773), sthn opoÐa o Lagrange anaptÔssei thn genikă jewrÐa twn tetragwnikÿn morfÿn apì thn opoÐa san eidikèc periptÿseic dÐnei ta apotelèsmata tou Fermat gia thn parĹstash prÿtwn arijmÿn apì tic morfèc x^2 + 2y^2 kai x^2 + 3y^2.

Ja xekinăsoume apì thn teleutaÐa ergasÐa tou sthn opoÐa anaptÔssetai susthmatikĹ mÐa plărhc arijmhtikă jewrÐa h epÐdrash thc opoÐac sthn anĹptuxh thc JewrÐac twn Arijmÿn kai thc ’Algebrac den mporeÐ na paragnwristeÐ. Eikosipènte qrìnia argìtera h jewrÐa twn (binary) tetragwnikÿn morfÿn păre apo ton Gauss (sqedìn) thn telikă thc morfă. Sthn anĹptuxh thc jewrÐac ja qrhsimopoiăsoume thn orologÐa tou Gauss. O Lagrange loipìn paratărhse ìti mporeÐ kaneÐc na meletăsei to prìblhma thc parĹstashc enìc fusikoÔ arijmoÔ mèsw miĹc tetragwnikăc morfăc q(X, Y ) = aX^2 + bXY + cY^2, (a, b, c ∈ Z). GenikĹ: Ja lème ìti o arijmìc m parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă q(X, Y ) tìte kai mìnon tìte ìtan ∃(x, y) ∈ Z × Z : q(x, y) = m. Sqedìn antigrĹfontac lèxh proc lèxh ton Lagrange apodeiknÔoume to

Jeÿrhma 4.1 ’Estw ìti o r eÐnai ènac diairèthc kĹpoiou arijmoÔ pou parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă q(X, Y ) = aX^2 + bXY + cY^2 gia X = x_0, Y = y_0, (x_0, y_0) = 1. Tìte kai o r mporeÐ na parastajeÐ mèsw miĹc tetragwnikăc morfăc Q(X, Y ) = AX^2 + BXY + CY^2 gia X = X_0, Y = Y_0, (X_0, Y_0) = 1. IsqÔei de kai B^2 − 4AC = b^2 − 4ac.

Apìdeixh: ’Estw rs = ax^2_0 + bx_0y_0 + cy^2_0 kai èstw t = (s, y_0), dhladă, s = tu, y_0 = tX_0 kai (u, X_0) = 1. Autì mac dÐnei: rtu = ax^2_0 + bx_0tX_0 + ct^2X^2_0 , dhladă t|ax^2_0. Epeidă (x_0, y_0) = 1, èpetai ìti (t, x_0) = 1. Autì shmaÐnei ìti kat’ anĹgkh t|a, èstw a = et. An tÿra diairèsoume kai ta dÔo mèlh me t brÐskoume

ru = ex^2_0 + bx_0X_0 + ctX^2_0 .

Epeidă u kai X_0 eÐnai prÿtoi metaxÔ touc mporoÔme na grĹyoume to x_0 sth morfă

x_0 = uY_0 + wX_0

opìte h teleutaÐa exÐswsh gÐnetai

ru = e(uY_0 + wX_0)^2 + b(uY_0 + wX_0)X_0 + ctX^2_0 = (ew^2 + bw + ct)X^2_0 + (2euw + bu)X_0Y_0 + eu^2Y^2_0 .

Epeidă (u, X_0) = 1 kai u|(ew^2 + bw + ct)X^2_0 prokÔptei ìti u|ew^2 + bw + ct. ’Estw

A := eu^2 + bw + ct u , B := 2ew + b, C := ew. H teleutaÐa sqèsh grĹfetai

r = AX^2_0 + BX_0Y_0 + CY^2_0 me (X_0, Y_0) = 1,

dhladă o r parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă Q(X, Y ) = AX^2 + BXY + CY^2. EÔkola diapistÿnei kaneÐc ìti 4AC − B^2 = 4ac − b^2. ⊓⊔ Ja lème ìti o m parÐstatai gnăsia apì thn tetragwnikă morfă q(X, Y ), an upĹrqoun (x, y) ∈ Z × Z, (x, y) = 1 tètoioi ÿste m = q(x, y).

O m ja lègetai diairèthc thc tetragwnikăc morfăc q(X, Y ) ìtan o m eÐnai diairèthc kĹpoiou arijmoÔ s pou parÐstatai gnăsia apì thn q(X, Y ). H èkfrash 4ac − b^2 ja lègetai diakrÐnousa thc tetragwnikăc morfăc q(X, Y ). To jeÿrhma 4.1 mporeÐ tÿra na grafeÐ wc exăc:

Jeÿrhma 4.1^′: An o m eÐnai ènac diairèthc thc teragwnikăc morfăc q(X, Y ) tìte kai o m parÐstatai gnăsia apì mÐa tetragwnikă morfă thc Ðdiac diakrÐnousac.

Sta epìmena antÐ thc tetragwnikăc morfăc aX^2 + bXY + cY^2 ja jewroÔme thn pio eidikă tetragwnikă morfă

aX^2 + 2bXY + cY^2.

To jeÿrhma 4.1, 4.1^′ isqÔei diìti o B eÐnai Ĺrtioc an kai mìno eĹn o b eÐnai Ĺrtioc mÐa kai B = 2ew + b.

MporoÔme tÿra na grĹyoume thn tetragwnikă morfă san ginìmeno pinĹkwn:

aX^2 + 2bXY + cY^2 = (X, Y ) ( a b b c ) ( X Y ) . ParathroÔme ìti kĹje tetragwnikă morfă perigrĹfetai plărwc apì touc suntelestèc thc a, b, c ă kalÔtera mèsw enìc 2 × 2 pÐnaka twn suntelestÿn. Me q(X, Y ) ja sumbolÐzoume thn tetragwnikă morfă aX^2 + 2bXY + cY^2 kai me

Δ := det ( a c b c ) = ac − b^2. Sta epìmena ja upojètoume pĹnta ìti Δ ≠ 0.

DÔo tetragwnikèc q(x, y) kai Q(X, Y ) ja lègontai isodÔnamec an h mÐa mporeÐ na dÿsei thn Ĺllh mèsw enìc antistrèyimou akèraiou grammikoÔ metasqhmatismoÔ twn metablhtÿn, dhladă X = αx + βy Y = γx + δy me ( α γ β δ ) ∈ GL_2(Z)

ìpou GL_2(Z) eÐnia h omĹda twn antistreyÐmwn akeraÐwn 2 × 2 pinĹkwn.

Oi tetragwnikèc morfèc ja lègontai gnăsia isodÔnamec an isqÔoun ta parapĹnw gia pÐnakec ( α γ β δ ) ∈ SL_2(Z), dhladă ( α γ β δ ) ∈ GL_2(Z) kai det ( α γ β δ ) = 1.

Upì morfă pÐnaka, o metasqhmatismìc grĹfetai: ( X Y ) = ( α γ β δ ) ( x y ) , opìte

(X, Y ) ( A B B C ) ( X Y ) = (x, y) ( α γ β δ ) ( A B B C ) ( α γ β δ ) ( x y )

= (x, y) ( a b b c ) ( x y )

’Wste dÔo pÐnakec ( a b b c ) , ( A B B C ) orÐzoun isodÔnamec (gnăsia isodÔnamec) tetragwnikèc morfèc tìte kai mìno tìte ìtan

UpĹrqei T ∈ GL_2(Z) (T ∈ SL_2(Z)) tètoio ÿste ( A B B C ) = T^t ( a b b c ) T, ìpou T^t o anĹstrofoc tou T .

H ènnoia thc isodunamÐac (antÐstoiqa gnăsiac isodunamÐac) eÐnai sqèsh isodunamÐac. H apìdeixh afănetai san Ĺskhsh ston anagnÿsth. IsodÔnamec morfèc paristoÔn touc Ðdiouc arijmoÔc kai èqoun thn Ðdia diakrÐnousa diìti isqÔei (det T )^2 = 1.

MÐa tetragwnikă morfă q(x, y) = ax^2 + bxy + cy^2 ja lègetai jetikă (arnhtikă) an q(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ Z (q(x, y) ≤ 0, ∀x, y ∈ Z). An mÐa morfă eÐnai jetikă ă arnhtikă ja lègetai definite, alliÿc ja lègetai indefinite.

An grĹyoume

q(x, y) = ax^2 + 2bxy + cy^2 = a(x + b a y)^2 + cy^2 − b^2 a y^2

blèpoume ìti h q(x, y) eÐnai jetikă an kai mìno eĹn (Δ > 0 kai a > 0) antÐstoiqa (q(x, y) eÐnai arnhtikă an kai mìno eĹn Δ > 0 kai a < 0), enÿ q(x, y) eÐnai indefinite an kai mìno eĹn Δ < 0.

Sta epìmena ja perioristoÔme mìno se definite tetragwnikèc morfèc. O lìgoc eÐnai ìti oi indefinite sumperifèrontai entelÿc diaforetikĹ apì tic definite.

An tÿra q(x, y) = ax^2 + 2bxy + cy^2 jetikă, tetragwnikă morfă, tìte Δ > 0 kai a > 0. An thn pollaplasiĹsoume me to −1 brÐskoume thn tetragwnikă morfă q^′(x, y) = −ax^2 − 2bxy − cy^2 me thn Ðdia diakrÐnousa Δ = ac − b^2 > 0 kai a^′ = −a < 0, dhladă q^′(x, y) eÐnai arnhtikă.

ParathroÔme ìti an q(x, y) eÐnai jetikă tìte kai kĹje gnăsia isodÔnamh proc autăn eÐnai epÐshc jetikă. ArkeÐ loipìn na meletăsoume tic klĹseic isodunamÐac jetikÿn tetragwnikÿn morfÿn.

Ja endiaferìmastan na èqoume èna plărec sÔsthma antiprosÿpwn twn klĹsewn, dhladă mÐa mèjodo me thn opoÐa apì kĹje klĹsh ja mporoÔsame na dialègoume akribÿc mÐa tetragwnikă morfă.

OrÐzoume kat’ arqăn anĹgwgec tetragwnikèc morfèc ekeÐnec twn opoÐwn ta stoiqeÐa tou pÐnaka ( a b b c ) plhroÔn tic sqèseic −a 2 < b ≤ a 2 , a ≤ c kai, an a = c tìte 0 ≤ b ≤ a 2 . Jeÿrhma 4.2 KĹje jetikă tetragwnikă morfă Q(X, Y ) eÐnai gnăsia isodÔnamh proc mÐa anĹgwgh kai se kĹje klĹsh isodunamÐac upĹrqei akribÿc mÐa anĹgwgh. Tèloc isqÔei ìti a ≤ 2 √ Δ 3 (Δ := ac − b^2).

Apìdeixh: ’Estw Q(X, Y ) tetragwnikă morfă pou dÐnetai apì ton pÐnaka ( A B B C ) kai èstw ìti o a eÐnai o elĹqistoc fusikìc arijmìc, diĹforoc tou mhdenìc, pou parÐstatai apì thn Q. Dhladă upĹrqoun (X_0, Y_0) ∈ Z × Z, a = AX^2_0 + BX_0Y_0 + CY^2_0 . Lìgw thc upìjeshc gia ton a ja èqoume (X_0, Y_0) = 1, dhladă h parĹstash ja eÐnai gnăsia. Epomènwc upĹrqoun (α, β) ∈ Z × Z tètoia ÿste αX_0 + βY_0 = 1 kai epomènwc T = ( X_0 −β Y_0 α ) ∈ SL_2(Z),

opìte brÐskoume kĹpoion kainoÔrgio pÐnaka pou orÐzei gnăsia isodÔnamh tetragwnikă morfă, ton T ( A B B C ) T^t = ( X_0 −β Y_0 α ) ( A B B C ) ( X_0 Y_0 −β α ) = ( a B^′ B^′ C^′ )

me B^′, C^′ ∈ Z. EpanalambĹnoume to Ðdio tÿra me kĹpoio pÐnaka ( 1 k 0 1 ) ∈ SL_2(Z),

k ∈ Z. ’Eqoume ( 1 k 0 1 ) ( a B^′ B^′ C^′ ) ( 1 0 k 1 ) = ( a B^′ +ak B^′ +ka ∗ ) .

Dialègoume to k ∈ Z ètsi ÿste −a 2 < B^′ + ka ≤ a 2 kai jètoume b := B^′ + ka,

c = ∗, opìte o pÐnakac ( a b b c ) eÐnai, lìgw kataskeuăc, gnăsia isodÔnamoc proc ton ( A B B C ) , plhroÐ tic −a 2 < b ≤ a 2 kai a ≤ c (h teleutaÐa anisìthta, diìti o c parÐstatai apì thn Q(X, Y ) gia X = 0, Y = 1, enÿ o a eÐnai o elĹqistoc m’ aută thn idiìthta). An tÿra sumbeÐ a = c kai eÐnai b < 0 tìte qrhsomopoioÔme ton pÐnaka ( 0 1 −1 0 ) ∈ SL_2(Z) : ( 0 1 −1 0 ) ( a b b a ) ( 0 −1 1 0 ) = ( a −b −b a )

kai o teleutaÐoc eÐnai gnăsia isodÔnamoc proc ( A B B C ) me −a 2 < b ≤ a 2 , a ≤ c kai an a = c, tìte b > 0.

ApodeÐxame loipìn mèqri stigmăc ìti kĹje jetikă tetragwnikă morfă eÐnai isodÔnamh proc mÐa anĹgwgh.

Ja apodeÐxoume tÿra kai th monadikìthta. ’Oti dhladă an dÔo jetikèc tetragwnikèc morfèc eÐnai anĹgwgec kai gnăsia isodÔnamec, tìte kat’ anĹgkh oi pÐnakec eÐnai Ðsoi.

Kat’ arqăn apodeiknÔoume ìti, an ( a b b c ) anĹgwgoc, tìte o a eÐnai o elĹqistoc fusikìc arijmìc, diaforetikìc tou mhdenìc, pou parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă Q(X, Y ) = aX^2 + bXY + cY^2, dhladă o a orÐzetai monosămanta.

PrĹgmati, an ( a c b d ) anĹgwgoc, tìte h tetragwnikă morfă Q(X, Y ) dÐnei timèc Q(x, y) ≥ a gia x, y ∈ Z kai autì diìti

• Gia 0 < |x| ≤ |y| èpetai ìti 2bxy + cy^2 ≥ a, dhladă Q(x, y) ≥ ax^2 ≥ a.

• Gia 0 < |y| ≤ |x| sunepĹgetai ax^2 + 2bxy ≥ 0, epomènwc Q(x, y) ≥ cy^2 ≥ a.

• Gia x = 0 ă y = 0 èpetai ìti Q(x, y) ≥ a.

Gia x = ±1, y = 0 brÐskoume tÿra ìti parĹgmati o a eÐnai o elĹqistoc fusikìc pou parÐstatai apì thn Q(X, Y ).

An tÿra isqÔei a < c tìte oi timèc x = ±1, y = 0 eÐnai oi mìnec timèc pou mac epitrèpoun na pĹroume san timă thc tetragwnikăc morfăc thn elĹqisth timă a kai autì diìti

• Gia |x| > 1 kai y = 0 èpetai ìti Q(x, y) = ax^2 > a.

• Gia x, y ≠ 0, an x ≥ y ≥ 1 èqoume ax^2 +2bxy+cy^2 ≥ cy^2 ≥ a, enÿ an |y| ≥ |x| ≥ 1, isqÔei ax^2 + 2bxy + cy^2 ≥ ax^2 ≥ a.

’Estw tÿra ìti oi tetragwnikèc morfèc pou antistoiqoÔn stouc pÐnakec ( a B B C ) kai ( a c b d )

eÐnai anĹgwgec kai gnăsia isodÔnamec. UpĹrqei loipìn ènac pÐnakac ( α γ β δ ) ∈ SL_2(Z) tètoioc ÿste ( a B B C ) = ( α β γ δ ) ( a c b d ) ( α γ β δ )

= ( aα^2 +2bαγ^2 +cγ^2 ∗ ∗ ∗ )

=⇒ a = aα^2 + 2bαγ + cγ^2 =⇒ (γ = 0, α = ±1).

Epomènwc ( a B B C ) = ( ±1 β 0 ±1 ) ( a c b d ) ( ±1 0 β ±1 ) = ( a ∗ b ± βa ∗ ) .

Epeidă de kai oi dÔo pÐnakec ( a B B C ) kai ( a c b d ) eÐnai anĹgwgoi, èpetai ìti −a 2 < b, B ≤ a 2 , opìte ja prèpei β = 0, dăladă B = b.

Apì th sqèsh tèloc AC − B^2 = ac − b^2 èpetai ìti c = C dhladă ( A B B C ) = ( a b b c ) . Ja apodeÐxoume tÿra to Ðdio sthn perÐptwsh ìpou a = c, 0 ≤ b < a 2 . Edÿ h elĹqisth timă a fifipiĹnetaiflfl ìtan (x = ±1, y = 0) kai (x = 0, y = ±1). H gnăsia isodunamÐa metaxÔ twn ( a B B C ) kai ( a b b c ) ekfrĹzetai tÿra wc exăc: ( a B B C ) = ( ±1 β 0 ∓1 ) ( a b b a ) ( ±1 0 β ±1 ) ă ( a B B C ) = ( 0 ∓1 ±1 β ) ( a b b a ) ( 0 ±1 ∓1 β ) , opìte brÐskoume B = ±aβ + b, B = ±aB − b. Oi anisìthtec 0 ≤ b, B ≤ a 2 tÿra dÐnoun pĹli β = 0, kai sunepÿc ( a B B C ) = ( a b b c ) . An tèloc a = c kai b = a 2 tìte a = c = 2b kai o pÐnakac eÐnai: ( a b b c ) = b ( 2 1 1 2 ) .

ArkeÐ loipìn na jewrăsoume ton pÐnaka ( 2 1 1 2 ) . H elĹqisth timă 2 dÐnetai tÿra gia tic timèc (x = ±1, y = 0), (x = 0, y = ±1), (x = ±1, y = ∓1). Kai pĹli to sumpèrasma eÐnai B = b kai C = c.

ApodeÐxame loipìn kai thn monadikìthta. Oi Δ = ac − b^2, |b| ≤ a 2 kai a ≤ c dÐnoun

4a^2 ≤ 4ac = 4(Δ + b^2) = 4Δ + 4b^2 ≤ 4Δ + 4 a^2 4 ≤ 4Δ + a^2.

Epomènwc apì thn 3a^2 ≤ Δ sunepĹgetai ìti a ≤

√_Δ 3 . Pìrisma 4.3 UpĹrqoun peperasmènou plăjouc (gnăsiec) klĹseic isodunamÐac tetragwnikÿn morfÿn dosmènhc diakrÐnousac Δ.

Apìdeixh: SÔmfwna me to jeÿrhma, se kĹje klĹsh isodunamÐac antistoiqeÐ mÐa akribÿc anĹgwgh tetragwnikă morfă ( a b b c ) . ’Eqoume ădh deÐxei ìti a ≤ 2 √ Δ 3 , dhladă

upĹrqoun peperasmènou plăjouc a. Apì th sqèsh −a 2 < b ≤ a 2 èpetai ìti |b| ≤ a 2 epomè- nwc |b| ≤ √ Δ 3 , dhladă upĹrqoun peperasmènou plăjouc b. Tèloc h sqèsh Δ = ac − b^2 mac dÐnei peperasmènou plăjouc c. ⊓⊔

ParĹdeigma: ’Estw Δ = ac − b^2 = 9. ’Eqoume 2

√_Δ

3 = 2 √ 3 (perÐpou 3, 4). Epomènwc

gia to a èqoume treic dunatìthtec a = 1, 2, 3. Tÿra |b| ≤

√_Δ

3 epomènwc |b| ≤ 1, 74 dhladă b = −1, 0, 1 enÿ ja prèpei −a 2 < b ≤ a 2 . An a = 1 tìte − 1 2 < b ≤ 1 2 , Ĺra b = 0.

An a = 2 tìte −1 < b ≤ 1, Ĺra b = 0, 1. An a = 3 tìte − 3 2 < b ≤ 3 2 , Ĺra b = −1, 0, 1.

a b Δ = ac − b^2 ⇒ c =

Δ + b^2 a ∈ Z 1 0 c = 9 2 0, 1 c = 5 gia b = 1 (H b = 0 den dÐnei c ∈ Z) 3 −1, 0, −1 c = 3, gia b = 0

Epomènwc oi tetragwnikèc morfèc eÐnai ( a b b c ) = ( 1 0 0 9 ) , ( 2 1 1 5 ) , ( 3 0 0 3 ) .

Δ Jetikèc anĹgwgec tetragwnikèc morfèc 1 ( 1 0 0 1 )

2 ( 1 0 0 2 )

3 ( 1 0 0 3 ) , ( 2 1 1 2 )

4 ( 1 0 0 4 ) , ( 2 0 0 2 )

5 ( 1 0 0 5 ) , ( 2 1 1 3 )

6 ( 1 0 0 6 ) , ( 2 0 0 3 )

7 ( 1 0 0 7 ) , ( 2 1 1 4 )

8 ( 1 0 0 8 ) , ( 2 0 0 4 ) , ( 3 1 1 3 )

9 ( 1 0 0 9 ) , ( 2 1 1 5 ) , ( 3 0 0 3 )

10 ( 1 0 0 10 ) , ( 2 0 0 5 )

Sth sunèqeia o Lagrange ereÔnhse to prìblhma poioÐ prÿtoi arijmoÐ parÐstantai apì thn tetragwnikă morfă x^2 + ay^2, a ∈ Z − {0}. Dièkrine dÔo periptÿseic anĹloga me to an p = 4n − 1 ă p = 4n + 1. Kat’ arqăn apèdeixe to:

Jeÿrhma 4.4 ’Estw a ∈ Z − {0}. O prÿtoc arijmìc p = 4n − 1 eÐnai diairèthc thc morfăc x^2 − ay^2 tìte kai mìno tìte ìtan o p den eÐnai diairèthc thc morfăc x^2 + ay^2.

Apìdeixh: ’Estw ìti p = 4n−1 eÐnai o diairèthc thc x^2 −ay^2. Tìte upĹrqoun (x_0, y_0) ∈ Z×Z, tètoioi ÿste (x_0, y_0) = 1 pou ikanopoioÔn thn isodunamÐa x^2_0 ≡ ay^2_0 (mod p). Epeidă

(y_0, p) = 1, èpetai ìti o a eÐnai tetragwnikì upìloipo (mod p). An o p ătan diairèthc kai thc teragwnikăc morfăc x^2 + ay^2, tìte kai o arijmìc −a ja ătan tetragwnikì upìloipo (mod p). KatĹ sunèpeia o −1 ja ătan tetragwnikì upìloipo (mod p), Ĺtopo diìti p = 4n − 1. Epomènwc an o p diaireÐ thn x^2 − ay^2 tìte den ja diaireÐ thn x^2 + ay^2. ’Estw tÿra ìti o p den diaireÐ thn x^2 − ay^2. Ja prèpei na deÐxoume ìti tìte ja diaireÐ thn x^2 + ay^2, dhladă ìti o −a eÐnai tetragwnikì upìloipo (mod p), upì thn proôpìjesh ìti o a den eÐnai. To kritărio tou Euler (a p ) ≡ a^p �1_2

(mod p) mac dÐnei tÿra ìti arkeÐ na apodeÐxoume p|1 + a^p

�1_2

. Epeidă a^{p−1} − 1 = ( a^{(p} �1)_2 − 1 ) ( a^{(p} �1)_2 + 1 ) ≡ 0 (mod p) (mikrì jeÿrhma Fermat) arkeÐ na deÐxoume ìti o p den diaireÐ ton a^p

�1_2

− 1.

’Estw ìti p|a^{(p}

�1)_2 − 1. Ja isqÔei loipìn x^{p−1} − 1 ≡ x^{p−1} − a^{(p} �1)_2

(mod p).

To poluÿnumo ìmwc x^{p−1} − 1 = (x^2)^p

�1_2 − a^p �1_2 diaireÐtai me to x^2 − a. Tì x^{p−1} − 1 analÔetai se ginìmeno grammikÿn paragìntwn sto sÿma IF_p. ’Ara kai to x^2 − a ja kĹnei to Ðdio, dhladă h isodunamÐa x^2 − a ≡ 0 (mod p) èqei lÔsh. Epomènwc upĹrqei x_0 ∈ Z tètoio ÿste o p na diaireÐ to x^2_0 − a dhladă o p eÐnai diairèthc thc x^2 − ay^2 (gia x = x_0, y = 1), Ĺtopo. ⊓⊔ Entelÿc anĹloga, mporeÐ kaneÐc na apodeÐxei ìti:

Jeÿrhma 4.5 KĹje indefinite tetragwnikă morfă eÐnai gnăsia isodÔnamh proc mÐa thc opoÐac o pÐnakac ( a b b c ) èqei stoiqeÐa pou plhroÔn tic parakĹtw sqèseic: |a| ≤ |c|, |b| ≤ a 2 . ShmeÐwsh: En gènei h anĹgwgh morfă miĹc indefinite tetragwnikăc morfăc den eÐnai monosămanta orismènh. Epeidă Δ = ac−b^2 < 0 èpetai ìti ac < 0 kai sunepÿc |Δ| ≥ 5b^2, dhladă |b| ≤ √ |Δ| 5 . ’Opwc kai stic jetikèc tetragwnikèc morfèc mporoÔme na ftiĹxoume èna pÐnaka:

Δ AnĹgwgec indefinite tetr. morfèc (ìqi kat’ anĹgkh mh isodÔnamec) −2 ( 1 0 0 −2 ) , ( −1 0 0 2 )

−3 ( 1 0 0 −3 ) , ( −1 0 0 3 )

−5 ( 1 0 0 −5 ) , ( −1 1 1 5 ) , ( 2 1 1 −2 ) , ( −2 1 1 2 )

−6 ( 1 0 0 −6 ) , ( −1 0 0 6 ) , ( 2 0 0 −3 ) , ( −2 0 0 3 )

Ja dÿsoume tÿra merikèc efarmogèc:

(i) KĹje prÿtoc thc morfăc p = 8n + 3 parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă X^2 + 2Y^2.

(ii) KĹje prÿtoc thc morfăc p = 12n + 7 parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă X^2 + 3Y^2.

(iii) KĹje prÿtoc thc morfăc p = 24n + 7 parÐstatai apì thn tetragwnikă morfă X^2 + 6Y^2.

Apìdeixh:

(i) ’Estw ìti o p eÐnai diairèthc thc X^2 − 2Y^2. SÔmfwna me to Jeÿrhma 4.1, upĹrqei tetragwnikă morfă me Ðdia diakrÐnousa pou paristĹ ton p. SÔmfwna me ton pÐnaka o p ja parÐstatai apì tetragwnikă morfă X^2 − 2Y^2 ă −X^2 + 2Y^2. H X^2 − 2Y^2 dÐnei ìmwc (mod 8) ±1 kai ìqi 3 (to Ðdio kai h −X^2 + 2Y^2). ’Ara o p den eÐnai diairèthc thc X^2 − 2Y^2 sunepÿc o p eÐnai diairèthc thc X^2 + 2Y^2. H diakrÐnousa thc teleutaÐac eÐnai 2. Epeidă de upĹrqei mìno mÐa klĹsh èpetai ìti o p parÐstatai apì thn X^2 + 2Y^2.

(ii) ’Estw ìti o prÿtoc p = 12n + 7 eÐnai gnăsioc diairèthc thc X^2 − 3Y^2. Ja parÐstatai lopìn apì thn X^2 − 3Y^2 ă −X^2 + 3Y^2. An jewrăsoume tic tetragwnikèc morfèc (mod 12) ta dunatĹ perittĹ upìloipa (mod 12) eÐnai ±1, ±9, ±3 allĹ ìqi 7. Epomènwc o p den eÐnai diairèthc thc X^2 − 3Y^2 kai, sÔmfwna me to teleutaÐo jeÿrhma, ja eÐnai kĹpoioc diairèthc thc X^2 + 3Y^2 (H Ĺllh anĹgwgh tetragwnikă morfă diakrÐnousac 3, 2X^2 + 2XY + 2Y^2 paristĹ mìno Ĺrtiouc). Wste:

KĹje prÿtoc p = 12n + 7 parÐstatai apì thn X^2 + 3Y^2.

(iii) Upojètoume ìti o p = 24n + 7 eÐnai ènac diairèthc thc X^2 − 6Y^2. Tìte (dec prohgoÔmeno pÐnaka) ja parÐstatai apì kĹpoia twn tetragwnikÿn morfÿn

±(X^2 − 6Y^2), ă ± (2X^2 − 3Y^2).

EÔkola blèpei kaneÐc ìti autèc oi tetragwnikèc morfèc den dÐnoun 7 (mod 24). Epomènwc o p parÐstatai apì thn X^2 + 6Y^2 ă 2X^2 + 3Y^2. H deÔterh den dÐnei 7 (mod 24) sunepÿc o p parÐstatai apì thn X^2 + 6Y^2. ⊓⊔

AnĹloga o Lagrange apodeiknÔei ìti, an o p eÐnai thc morfăc p = 4n + 1, tìte o p eÐnai diairèthc thc X^2 + aY^2 an kai mìno an o p eÐnai diairèthc thc X^2 − aY^2 kai bgĹzei sumperĹsmata ìpwc:

• KĹje prÿtoc arijmìc thc morfăc p = 8n + 1 parÐstatai apì thn X^2 + 2Y^2. • KĹje prÿtoc arijmìc thc morfăc p = 12n + 1 parÐstatai apì thn X^2 + 3Y^2.

• KĹje prÿtoc arijmìc thc morfăc p = 20n + 1 parÐstatai apì thn X^2 + 5Y^2.

’Estw tÿra Q jetikă tetragwnikă morfă paristÿmenh apì ton pÐnaka M. ’Enac pÐnakac T ∈ GL_2(Z) ja lègetai mÐa monĹda (ă ènac automorfismìc) thc Q an kai mìno an T^tMT = M, dhladă ìtan o T stèlnei thn Q ston eautì thc.

MÐa monĹda (automorfismìc) thc Q ja lègetai gnăsia an det(T ) = 1. To sÔnolo twn gnhsÐwn monĹdwn thc Q apoteleÐ upoomĹda thc SL_2(Z), èstw U_Q. An dÔo tetragwnikèc morfèc Q kai Q^′ pou parÐstantai apì touc pÐnakec M kai N eÐnai gnăsia isodÔnamec, dhladă M = U^tNU, me U ∈ SL_2(Z)

tìte h sunĹrthsh T → UT U^{−1} eÐnai isomorfismìc metaxÔ twn omĹdwn U_Q kai U_Q0. H apìdeixh tou teleutaÐou isqurismoÔ afănetai san Ĺskhsh ston anagnÿsth.

QwrÐc periorismì thc genikìthtac tÿra mporoÔme na upojèsoume ìti h Q eÐnai anĹgwgh.

IsqÔei to exăc: (qwrÐc apìdeixh, dec ìmwc thn apìdeixh tou Jewrămatoc 2)

Jeÿrhma 4.6 Oi gnăsiec monĹdec thc Q(X, Y ) = a(X^2 + Y^2) eÐnai ± ( 1 0 0 1 ) kai ( 0 ∓1 ±1 0 ) . Thc Q(X, Y ) = a(X^2 + 2XY + Y^2) eÐnai ± ( 1 0 0 1 ) , ( 0 ±1 ∓1 1 ) kai ( ±1 ∓1 ±1 0 ) .

KĹje Ĺllh anĹgwgh tetragwnikă morfă èqei monĹdec ± ( 1 0 0 1 ) .

’Ena Ĺllo prìblhma me to opoÐo asqolăjhke o Lagrange ătan h exÐswsh (tou Fermat)

x^2 − dy^2 = 1.

Gia na lÔsei autì to prìblhma o Lagrange kĹnei qrăsh kai epekteÐnei th jewrÐa twn suneqÿn klasmĹtwn. Ac jewrăsoume kat’ arqăn thn tetragwnikă morfă pou parÐstatai apì ton pÐnaka: ( 1 0 0 −d ) . Tìte o ( x y u v ) ∈ GL_2(Z) eÐnai monĹda an kai mìno an (x u y v ) (1 0 0 −d ) ( x y u v ) = ( 1 0 0 −d )

dhladă ( x y u v ) monĹda tìte kai mìno tìte ìtan

x^2 − dy^2 = 1, xu − dyv = 0, u^2 − dv^2 = −d.

Gia (x = ±1, y = 0) brÐskoume u = 0, v = ±1. Gia x, y ≠ 0 èqoume u = dyv x , −d = d^2y^2v^2

x^2 − dv^2. Sunepÿc

dy^2v^2 − v^2x^2 = −x^2 =⇒ v^2(x^2 − dy^2) = x^2

=⇒ v^2 = x^2 =⇒ v = ±x.

Epomènwc kai u = ±dy. Oi monĹdec loipìn eÐnai ± ( 1 0 0 1 ) , ± ( 1 0 0 −1 ) , ( x y dy x ) , ( x y −dy −x )

kai oi monĹdec me orÐzousa 1 ± ( 1 0 0 1 ) , ( x y dy x )

O Lagrange anèptuxe katĹ susthmatikì trìpo th jewrÐa twn suneqÿn klasmĹtwn. ’Estw θ ∈ R. An θ ∉ Z orÐzoume θ := a_0 +^1_{θ1} me a_0 := [θ], θ_1 > 1. SuneqÐzoume ìmoia:

θ_1 := a_1 + 1 θ_2

, me a_1 := [θ_1], θ_2 > 1 an θ_1 ∉ Z.

θ_n := a_n + 1 θ_{n+1} , me a_n := [θ_n], θ_{n+1} > 1 an θ_n ∉ Z.

MporoÔme loipìn na grĹyoume

θ = a_0 + 1 a_1 +^1

a_2+ ... + 1 an+ 1θ n+1

H akoloujÐa a_1, a_1, a_2, . . . kaleÐtai to anĹptugma tou θ se suneqèc klĹsma.

Edÿ ja asqolhjoÔme en suntomÐa me ta apotelèsmata thc jewrÐac. O endiaferìmenoc mporeÐ na breÐ tic apodeÐxeic sto [3] ă sto [9].

S.K. 1 To anĹptugma se suneqèc klĹsma tou arijmoÔ θ eÐnai peperasmèno an kai mìno an θ ∈ Q .

Suneqă klĹsmata twn π : 3, 7, 15, 1, 293, . . . e : 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, . . . √ 2 : 1, 2, 2, 2, . . . √ 3 : 1, 1, 2, 1, 2, 1, . . . √ 5 : 2, 4, 4, 4, . . . √ 6 : 2, 2, 4, 2, 4, 2, . . .

An a_0, a_1, · · · , a_n ∈ R, a_1, a_2, · · · , a_n ≥ 1 grĹfoume

⟨a_0, a_1, · · · , a_n⟩ := a_0 + 1 a_1 +^1

a_2+ ... + 1 an�1^{+ 1}a_n

An a_n > 1 mproÔme na grĹyoume a_n = a_n − 1 +^1 , opìte ⟨a_0, a_1, a_2, · · · , a_n⟩ = ⟨a_0, a_1, · · · , a_{n−1}, a_n −1, 1⟩ . To suneqèc klĹsma, loipìn, rhtoÔ arijmoÔ eÐnai monosămanta orismèno, allĹ èqei, katĹ boÔlhsh, Ĺrtio ă perittì măkoc.

S.K. 2: An ⟨a_0, a_1, · · · , a_m⟩ = ⟨b_0, b_1, · · · , b_n⟩, a_i, b_j ∈ Z, a_i ≥ 1, b_j ≥ 1 kai a_m, b_n > 1 tìte m = n kai a_i = b_i gia kĹje i = 1, 2, 3 · · · , m. An α = ⟨a_0, a_1, · · · a_n⟩ to suneqèc klĹsma rhtoÔ arjmoÔ (a_n > 1) tìte o rhtìc arijmìc P_i Q_i = ⟨a_o, a_1, · · · , a_i⟩ ja lègetai iostìc sugklÐnwn tou suneqoÔc klĹsmatoc. Jètoume P_{−2} = Q_{−1} = 0, P_{−1} = Q_{−2} = 1.

S.K. 3: IsqÔei:

P_i = a_iP_{i−1} + P_{i−2} Q_i = a_iQ_{i−1} + Q_{i−2} 0 ≤ i ≤ n. S.K. 4: IsqÔoun ta akìlouja:

(i) P_kQ_{k−1} − Q_kP_{k−1} = (−1)^{k−1}, gia 1 ≤ k ≤ n.

(ii) Gia kĹje k tètoio ÿste 0 ≤ k ≤ n, isqÔei (P_k, Q_k) = 1.

(iii) P_k Q_k − P_{k−1} Q_{k−1} = (−1)^{k−1} Q_kQ_{k+1} .

(iv) P_k Q_k − P_{k−2} Q_{k−2} = (−1)^ka_k Q_kQ_{k−2} . (v) Q_i ≥ Q_{i−1}, gia kĹje i, 1 ≤ i ≤ n (mĹlista de me austhrÿc jetikă anisìthta gia i > 1, opìte prokÔptei ìti Q_i > i gia kĹje i = 1, 2, . . . , n).

(vi)

P_0 Q_0 < P_2 Q_2 < · · · < P_n Q_n < · · · < P_3 Q_3 < P_1 Q_1

(vii) Gia kĹje i, 1 ≤ i ≤ n isqÔei: |α − P_i Q_i | < |α − P_{i−1} Q_{i−1} | kai |αQ_i − P_i| < |αQ_{i−1} − P_{i−1}|. ShmeÐwsh: ’Olec oi idiìthtec thc S.K. 4 isqÔoun kai gia Ĺpeira suneqă klĹsmata, arkeÐ na egkataleÐyoume ta Ĺnw frĹgmata gia touc deÐktec.

PaÐrnoume thn akoloujÐa { P_{2k} Q_{2k} } k≥0 h opoÐa eÐnai aÔxousa kai fragmènh apì pĹnw kai { P_{2k+1} Q_{2k+1} } k≥0 h opoÐa eÐnai fjÐnousa kai fragmènh apì kĹtw. An

lim_{k→∞} P_{2k} Q_{2k} = S kai lim_{k→∞}

P_{2k+1} Q_{2k+1} = T apodeiknÔetai ìti S = T , dhladă kĹje Ĺpeiro suneqèc klĹsma ⟨a_0, a_1, · · · , a_n, . . .⟩ paristĹ èna pragmatikì arjmì (profanÿc lìgw S.K. 1, Ĺrrhto).

IsqÔei de kai to antÐstrofo, dhladă ìti S.K. 5: KĹje Ĺrrhtoc arijmìc, parÐstatai san suneqèc klĹsma katĹ trìpo monadikì. KĹje suneqèc klĹsma thc morfăc ⟨a_0, a_1, . . . , a_{n−1}, b_1, b_2, . . . , b_k, b_1, b_2, . . . , b_k, . . .⟩ ja lègetai periodikì (grĹfetai ⟨ a_0, a_1, . . . , a_{n−1}, b_1, b_2, . . . , b_k ⟩ ). IsqÔei:

S.K. 6: O θ ∈ R anaptÔssetai se periodikì suneqèc klĹsma an kai mìno an θ = α + β √ d, α, β ∈ Q kai d ∈ N, d ìqi tèleio tetrĹgwno.

EĹn tÿra h perÐodoc arqÐzei apì thn arqă, dăladă θ = ⟨a_0, a_1, . . . , a_{n−1}⟩ tìte to suneqèc klĹsma lègetai kajarĹ periodikì. IsqÔei de S.K. 7: O θ = α + β √ d anaptÔssetai se kajarĹ periodikì klĹsma tìte kai mìno tìte ìtan θ > 1 kai −1 < θ^′ < 0 ìpou θ^′ = α − β √ d. Me thn boăjeia tÿra twn parapĹnw apodeiknÔetai to

Jeÿrhma 4.7 ’Olec oi jetikèc lÔseic thc x^2 −dy^2 = ±1 dÐnontai apì touc sugklÐnontec tou anaptÔgmatoc tou suneqoÔc klĹsmatoc tou arijmoÔ √ d. An n eÐnai to măkoc thc periìdou tou suneqoÔc klĹsmatoc √ d kai o n eÐnai Ĺrtioc tìte h x^2 − dy^2 = −1 den èqei lÔsh. S’ aută thn perÐptwsh ìlec oi jetikèc lÔseic thc x^2 − dy^2 = 1 dÐnontai apì x = P_{nj−1}, y = Q_{nj−1} gia j = 1, 2, 3, . . .. An tÿra o n eÐnai perittìc, ìlec oi jetikèc lÔseic thc x^2 − dy^2 = −1 dÐnontai apì x = P_{nj−1} kai y = Q_{nj−1}, j = 1, 3, 5, . . . kai ìlec oi jetikèc lÔseic thc x^2 − dy^2 = 1 apì x = P_{nj−1}, y = Q_{nj−1}, gia j = 2, 4, 6, . . .

IsqÔei akìmh kai to

Jeÿrhma 4.8 ’Estw (x_1, y_1) h elĹqisth lÔsh thc x^2 − dy^2 = 1. ’Olec oi jetikèc lÔseic tìte dÐnontai apì tic sqèseic

x_n + y_n √ d = (x_1 + y_1 √ d)^n n = 1, 2, 3, . . . ParadeÐgmata:

(1) ’Estw d = 2, dhladă èqoume thn exÐswsh x^2 − 2y^2 = 1. IsqÔei: √ 2 = 1 + ( √ 2 − 1) = 1 + 1 √ 2 + 1

= 1 + 1 2 + ( √ 2 − 1) = ⟨ 1, 2 ⟩ . O n = 1, perittìc. Epomènwc ìlec oi lÔseic dÐnontai apì x = P_{j−1}, y = Q_{j−1}, j = 2, 4, 6, · · · H pio mikră x = P_1, y = Q_1

−2 −1 0 1 2 a_i 1 2 2 P_i 0 1 1 3 7 Q_i 1 0 1 2 5

Epomènwc θ_1 = 3 + √ 2 kai x_n + y_n √ 2 = (3 + 2 √ 2)^n, n = 1, 2, 3, . . ..

(2) ’Estw d = 33, √ 33 = [5; 1, 2, 1, 10] kai n = 4 Ĺrtioc.

−2 −1 0 1 2 3 4 a_i 5 1 2 1 10 P_i 0 1 5 6 17 23 247 Q_i 1 0 1 1 3 4 43

Oi lÔseic ja eÐnai: x = P_{4j−1}, y = Q_{4j−1}. H mikrìterh x = P_3 = 23, y = Q_3 = 4. ’Ara ìlec oi Ĺllec x_n + y_n √ d = (23 + 4 √ 33)^n, n ∈ N.

O Adrien-Marie Legendre gennăjhke sto ParÐsi to 1752. ’Opwc kai o Lagrange upărxe gìnoc ploÔsiac oikogeneÐac. Sta 1770 Ĺrqise tic spoudèc tou sta MajhmatikĹ kai th Fusikă. ’Htan oikonomikĹ anexĹrthtoc kai ètsi mporoÔse na afierÿnei ton qrìno tou sthn èreuna. Apì to 1775 mèqri to 1780 ătan dĹskaloc thc Ecole Militaire sto ParÐsi. MetĹ to 1783 katalambĹnei diĹforec jèseic sth Gallikă AkadhmÐa, sthn arqă san diĹdoqoc tou Laplace san “adjoint mecanicien” kai argìtera apì to 1785 san “associe”. To 1782 kèrdise èna brabeÐo thc AkadhmÐac tou BerolÐnou me mÐa ergasÐa me jèma apì thn perioqă thc Ballistikăc. Autì upărxe kai h aitÐa pou ton prìsexe o Lagrange. Argìtera dhmosÐeuse ergasÐec pĹnw sthn JewrÐa Arijmÿn, OurĹnio Mhqanikă kai sth JewrÐa twn Elleiptikÿn Sunartăsewn. KatĹ th Gallikă EpanĹstash èqase ìlh tou thn periousÐa kai upoqreÿjhke na paraithjeÐ apì th jèsh tou sthn AkadhmÐa. Apì to 1799 mèqri to 1815 ătan exetastăc thc Ecole Polytechnique. Apì to 1813 kai mèqri to jĹnatì tou to 1833 diadèqjhke ton Lagrange sto Bureau des Longitudes. To èrgo tou sth JewrÐa twn Arijmÿn apoteleÐtai apì mÐa ergasÐa me tÐtlo “Recherches d’ Analyse Indéterminées” pou ègine dektă sthn Gallikă AkadhmÐa to 1785 (dhmosieÔjhke sta 1788) (’Otan o Gauss anakĹluye thn ergasÐa aută sth bibliojăkh tou PanepisthmÐou tou Göttingen, ègraye ston dĹskalì tou Zimmerman ton exăc qarakthrismì gia to biblÐo “eine vortreffliche Abhandlung”) kai èna biblÐo JewrÐac Arijmÿn to opoÐa ekdìjhke sta 1798 me ton tÐtlo: Essai sur la theorie des nombres. Sto biblÐo perigrĹfei tic gnÿseic JewrÐac Arijmÿn thc epoqăc (metaxÔ Ĺllwn apotelèsmata twn Euler, Lagrange) kajÿc kai polloÔc pÐnakec gia na deÐxei apotelèsmata pou pÐsteue thn alăjeia touc allĹ den mporoÔse na apodeÐxei. To èrgo xanaekdìjhke me pollèc prosjăkec sta 1808 kai, dÐtomo, sta 1830 me tÐtlo fifiJewrÐa Arijmÿnflfl. Ja prèpei Ðswc na parathrăsei kaneÐc ìti to perieqìmeno tou biblÐou uperkerĹsthke apì to sta 1801 ekdojèn biblÐo tou Gauss “Disquisitiones Arithmeticae”.

’Ena apì ta basikĹ jewrămata pou apèdeixe o Legendre sto trÐto mèroc twn Recherches tou eÐnai to akìloujo:

Jeÿrhma 4.9 ’Estw ìti a, b, c eÐnai akèraioi ìqi kai oi treic me to Ðdio prìshmo kai

abc eleÔjerou tetragÿnou. H exÐswsh aX^2 + bY^2 + cZ^2 = 0 èqei mÐa akèraia lÔsh me (x, y, z) ≠ (0, 0, 0) tìte kai mìno tìte ìtan −bc, −ca, −ab eÐnai tetragwnikĹ upìloipa (mod |a|), (mod |b|) kai (mod |c|) antÐstoiqa.

MÐa apìdeixh tou jewrămatoc autoÔ ja dÿsoume argìtera.

Sto tètarto mèroc thc ergasÐac tou (Recherches) o Legendre qrhsimopoieÐ to jeÿrhma autì sthn prospĹjeiĹ tou na apodeÐxei ton gnwstì sămera san tetragwnikì nìmo antistrofăc. ’Opwc eÐnai gnwstì, prìkeitai gia mÐa sqèsh anĹmesa sto legìmeno sămera sÔmbolo tou Legendre (p q ) kai ( q p ) to opoÐo eisăqjh apì ton Legendre sta 1798. Sthn prospĹjeiĹ tou aută o Legendre eÐqe mìno merikă epituqÐa. Autì pou kĹnei eÐnai na xeqwrÐzei 8 periptÿseic anĹloga me tic timèc twn p kai q (mod 4) kai thc timăc (p q ) . To Ðdio epiqeÐrhma qrhsimopoieÐ kai o Gauss sthn prÿth tou apìdeixh (dec [5], Ĺrjro 136). Se kĹje mÐa apì autèc tic periptÿseic o Legendre eisĹgei mÐa katĹllhlh exÐswsh thc morfăc aX^2 +bY^2 +cZ^2 = 0 me a ≡ b ≡ c ≡ 1(mod 4). H exÐswsh aută den èqei mh-tetrimmènh lÔsh diìti h isodunamÐa aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ 0 (mod 4) den èqei lÔsh. SÔmfwna loipìn me to prohgoÔmeno jeÿrhma, den mporoÔn oi arijmoÐ −bc, −ca, −ab na eÐnai kai oi treÐc tetragwnikĹ upìloipa (mod |a|), (mod |b|) kai (mod |c|) antistoÐqwc. Se kĹje parÐptwsh o Legendre prospajeÐ na dialèxei ta a, b, c katĹ tètoio trìpo ÿste na èqei to apotèlesma pou jèlei. PaÐrnei kat’ arqăn

p ≡ 1 (mod 4), q ≡ −1 (mod 4), (p q ) = −1

kai jewreÐ thn exÐswsh X^2 + pY^2 − qZ^2 = 0. Lìgw thc (−1 q ) = −1 èpetai (−p q ) = 1.

Epeidă (pq 1 ) = 1 kai (−p q ) = 1 èqoume (q p ) = −1 ìpwc prĹgmati qreiĹzetai gia na isqÔei o tetragwnikìc nìmoc antistrofăc.

To Ðdio mporoÔme na kĹnoume gia q ≡ q^′ ≡ −1 (mod 4) kai ( q q^′ ) = 1, kĹnontac qrăsh thc exÐswshc X^2 − qY^2 − q^′Z^2 = 0.

Tÿra paÐrnoume q ≡ q^′ ≡ −1(mod 4), ( q q^′ ) = −1 kai jewroÔme thn pX^2−qY^2−q^′Z^2 = 0 ìpou o p eÐnai kĹpoioc prÿtoc pou plhroÐ tic sunjăkec

p ≡ 1 (mod 4), (p q ) = −1, ( p q^′ ) = −1. Opìte, ìpwc kai parapĹnw, ja prèpei (q′ q ) = 1, dhladă na isqÔei kai edÿ o tetragwnikìc nìmoc antistrofăc.

To prìblhma bèbaia pou mènei anoiqtì eÐnai an upĹrqei prÿtoc me autèc tic idiìthtec. UpĹrqei tètoioc prÿtoc an h arijmhtikă prìodoc { 4qq^′x + m|me x ∈ Z kai 0 < m < 4qq^′ tètoio ÿste m ≡ 1 (mod 4), (m q ) = −1, (m q^′ ) = −1 }

perièqei ènan prÿto. O Legendre ătan pepeismènoc ìti kĹje arijmhtikă prìodoc {ax + b|x ∈ Z me (a, b) = 1} perièqei Ĺpeirouc to plăjoc prÿtouc.

fifi’Iswc eÐnai anagkaÐo na apodeiqjeÐ autì prosektikĹflfl, ègrafe sta 1785. fifiDen prèpei na amfibĹlloume gi’ autìflfl, ègraye sta 1798. H prÿth pĹntwc apìdeixh, anăkei ston Dirichlet (1837) o opoÐoc anèptuxe mÐa pèra gia pèra prwtìtuph mèjodo. To apotèlesma autì jewreÐtai mÐa apì tic pio spoudaÐec suneisforèc tou Dirichlet sta MajhmatikĹ.

O Legendre jeÿrhse to jeÿrhma autì tou Dirichlet san èna eÐdoc axiÿmatoc kai sunèqise allĹ metĹ ărjan ta. . . qeirìtera.

Ac pĹroume tÿra thn perÐptwsh pou p ≡ p^′ ≡ 1 (mod 4), kai ac jewrăsoume thn pX^2 + p^′Y^2 − qZ^2 = 0 ìpou q eÐnai prÿtoc arijmìc pou plhroÐ tic sqèseic:

q ≡ −1 (mod 4), ( q p^′ ) = 1, (p q ) = −1

ă thn exÐswsh X^2 + pY^2 − p^′qZ^2 = 0, ìpou q prÿtoc q ≡ −1 (mod 4), (p q ) = −1. To prìblhma ìmwc eÐnai kai pĹli an upĹrqei tètoioc prÿtoc.

KĹti tètoio ja mporoÔse na ătan sunèpeia tou jewrămatoc tou Dirichlet kai tou tetragwnikoÔ nìmou antistrofăc! Kat’ autìn ton trìpo fifibraqukuklÿjhkeflfl h apìdeixh tou

Legendre, enÿ eÐnai amfÐbolo, ìpwc shmeÐwse kai o Gauss sto Ĺrjro 297, an mporoÔse na apodeiqjeÐ alliÿc. Autì ìmwc to fifibraqukÔklwmaflfl den apètreye ton Legendre apì to na dhlÿnei pikramènoc se grĹmma tou proc ton Jacobi sta 1827 ìti Ĺdika o Gauss isqurÐzetai ìti anakĹluye prÿtoc ton tetragwnikì nìmo antistrofăc. ’Opwc eÐpame kai piì mprostĹ h eikasÐa tou Fermat eÐqe lujeÐ gia n = 4 apì ton Ðdio ton Fermat kai gia n = 3 apì ton Euler. Apì tìte to prìblhma apoteloÔse prìklhsh gia touc arijmojewrhtikoÔc. Stic ekdìseic tou 1798 kai tou 1808 tou biblÐou tou o Legendre den èdwse tÐpote perissìtero apì tic apodeÐxeic twn Fermat kai Euler gia n = 4 kai 3 antÐstoiqa. To endiafèron gia to prìblhma xanazwntĹneye sto ParÐsi tic epìmenec dekaetÐec, idiaÐtera metĹ thn anakoÐnwsh thc Gallikă AkadhmÐac na dÿsei èna brabeÐo se ergasÐa sqetikă me th JewrÐa Arijmÿn. O Olbers epèsthse thn prosoqă tou Gauss s’ autì to gegonìc, kai o Gauss apĹnthse ìti den ton endiafèrei polÔ to prìblhma allĹ h lÔsh tou ja prokÔyei katĹ th gnÿmh tou, mèsw thc epèktashc thc jewrÐac thc anÿterhc arijmhtikăc (einer grossen Erweiterung der höheren Arithmetik). Sto metaxÔ Ĺrqise na douleÔei sto prìblhma h Sophie Germain kai anakĹluye sÔntoma endiafèronta apotelèsmata.

Sta 1825 oi Dirichlet kai Legendre apèdeixan thn eikasÐa tou Fermat gia n = 5 (kĹnontac qrăsh thc mejìdou thc kajìdou tou Fermat). O Dirichlet apèdeixe prÿtoc ìti h exÐswsh x^5 + y^5 + z^5 = 0 den èqei mh-tetrimmènh akèraia lÔsh sthn perÐptwsh pou ènac apì touc agnÿstouc eÐnai pollaplĹsio tou 10. O Legendre qrhsimopoÐhse tic teqnikèc tou Dirichlet kai èluse to prìblhma qwrÐc periorismì. Sto tèloc thc zwăc tou euqaristăjhke idiaitèrwc pou eÐde th jewrÐa twn elleiptikÿn sunartăsewn na epekteÐnetai tìso me thn suneisforĹ twn Abel kai Jacobi. Ja kleÐsoume me th melèth thc diofantikăc exÐswshc

ax^2 + by^2 + cz^2 = 0

ìpou oi a, b, c den diairoÔntai me to tetrĹgwno prÿtou arijmoÔ kai (a, b) = (b, c) = (a, c) = 1.

Gia na èqei h exÐswsh mh-tetrimmènh lÔsh ja prèpei na mhn eÐnai ìloi oi a, b, c sugqrìnwc jetikoÐ ă ìloi sugqrìnwc arnhtikoÐ.

’Estw m kai n mh mhdenikoÐ akèraioi. Me mRn sumbolÐzoume thn prìtash:

fifiO m eÐnai tetragwnikì upìloipo (mod n)flfl

EpanalambĹnoume to jeÿrhma tou Legendre:

Jeÿrhma 4.10 ’Estw a, b, c akèraioi diĹforoi tou mhdenìc twn opoÐwn to ginìmeno den diaireÐtai me to tetrĹgwno prÿtou arijmoÔ. Upojètoume akìmh ìti den eÐnai kai oi treic omìdhmoi kai (a, b) = (b, c) = (a, c) = 1. Tìte h exÐswsh aX^2 + bY^2 + cZ^2 = 0 èqei mÐa mh-tetrimmènh akèraia lÔsh an kai mìno an (i) −abRc (ii) −acRb (iii) −bcRa. Kat’ arqăn apodeiknÔoume ta parakĹtw dÔo lămmata:

Lămma 4.11 ’Estw λ, μ, ν jetikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ me ginìmeno λμν = m, m akèraioc. Tìte kĹje isodunamÐa thc morfăc αx+βy+γz ≡ 0(mod m) èqei mÐa mh-tetrimmènh lÔsh (x, y, z), tètoia ÿste |x| ≤ λ, |y| ≤ μ, |z| ≤ ν. Apìdeixh: ’Estw ìti to x diatrèqei touc 0, 1, 2, . . . , [λ], to y touc 0, 1, 2, . . . , [μ] kai to

z touc 0, 1, 2, . . . , [ν]. SunolikĹ èqoume (1 + [λ])(1 + [μ])(1 + [ν]) diaforetikèc triĹdec (x, y, z). AfoÔ (1 + [λ])(1 + [μ])(1 + [ν]) > λμν = m èpetai ìti upĹrqoun dÔo triĹdec (x_1, y_1, z_1) kai (x_2, y_2, z_2) tètoiec ÿste: αx_1 + βy_1 + γz_1 ≡ αx_2 + βy_2 + γz_2 (mod m) =⇒ α(x_1 − x_2) + β(y_1 − y_2) + γ(z_1 − z_2) ≡ 0 (mod m) ìpou |x_1 − x_2| ≤ [λ] ≤ λ, |y_1 − y_2| ≤ μ, |z_1 − z_2| ≤ ν. ⊓⊔

Lămma 4.12 Upojètoume ìti h tetragwnikă morfă aX^2 + bY^2 + cZ^2 analÔetai se ginìmeno prwtobĹjmiwn paragìntwn mod m kai mod n. An (m, n) = 1 tìte aX^2 + bY^2 + cZ^2 analÔetai se ginìmeno grammikÿn paragìntwn (mod mn).

Apìdeixh: ’Eqoume

aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ (α_1X + β_1Y + γ_1Z)(α_2X + β_2Y + γ_2Z) (mod m) aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ (α_3X + β_3Y + γ_3Z)(α_4X + β_4Y + γ_4Z) (mod n)

Dialègoume α, β, γ, α^′, β^′, γ^′ ètsi ÿste:

α ≡ α_1, β ≡ β_1, γ ≡ γ_1, α^′ ≡ α_2, β^′ ≡ β_2, γ^′ ≡ γ_2 (mod m)

α ≡ α_3, β ≡ β_3, γ ≡ γ_3, α^′ ≡ α_4, β^′ ≡ β_4, γ^′ ≡ γ_4 (mod n) (jeÿrhma upoloÐpwn tou Kinèzou). Tìte h isodunamÐa

aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ (αX + βY + γZ)(α^′X + β^′Y + γ^′Z)

isqÔei (mod m) kai (mod n). Epomènwc eÐnai swstă kai (mod mn). ⊓⊔ Apìdeixh tou jewrămatoc:

’Estw aX^2+bY^2+cZ^2 = 0, èqei mÐa lÔsh (x_0, y_0, z_0) ≠ 0. DiairoÔme touc x_0, y_0, z_0 me ton mègisto koinì diairèth (x_0, y_0, z_0) kai brÐskoume mÐa lÔsh (x_1, y_1, z_1) me (x_1, y_1, z_1) = 1. IsqÔei (c, x_1) = 1. ’Estw p prÿtoc, p|c kai p|x_1. AfoÔ abc den diaireÐtai me to tetrĹgwno prÿtou arijmoÔ èpetai ìti o p den diaireÐ ton b. AllĹ p|cx_1 sunepÿc p|by^2_1, epomènwc p|y_1, dhladă p^2|(ax^2_1 + by^2_1) apì to opoÐo sumperaÐnoume ìti p^2|cz^2_1 dhladă p|z^2_1 ⇒ p|z_1. Epomènwc ja eÐqame p|(x_1, y_1, z_1) = 1, Ĺtopo.

’Estw u h lÔsh thc isodunamÐac ux_1 ≡ 1 (mod c). H exÐswsh ax^2_1 + by^2_1 + cz^2_1 = 0 dÐnei ax^2_1 + by^2_1 ≡ 0 (mod c) epomènwc u^2b^2y^2_1 ≡ −ab (mod c) dhladă −abRc. ’Omoia apodeiknÔetai ìti −bcRa kai −acRb.

Antistrìfwc, upojètoume ìti isqÔoun oi sqèseic (i), (ii) kai (iii). Profanÿc den allĹzoun an ta a, b, c ta antikatastăsoume me −a, −b, −c antÐstoiqa. QwrÐc periorismì thc genikìthtac loipìn upojètoume ìti a > 0, b < 0, c < 0.

’Estw r mÐa lÔsh thc isodunamÐac r^2 ≡ −ab(mod c), kai a_1 mÐa lÔsh thc aa_1 ≡ 1(mod c). Epomènwc

aX^2 + bY^2 ≡ aa_1(aX^2 + bY^2) ≡ a_1(a^2X^2 + abY^2) ≡ a_1(a^2X^2 − r^2Y^2) ≡ a_1(aX − rY )(aX + rY ) ≡ (X − a_1rY )(aX + rY ) (mod c)

=⇒ aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ (X − a_1rY )(aX + rY ) (mod c).

ApodeÐxame loipìn ìti to aX^2 + bY^2 + cZ^2 analÔetai se ginìmeno dÔo prwtobajmÐwn paragìntwn (mod c). ’Omoia apodeiknÔetai to Ðdio (mod a) kai (mod b). Apì to Lămma 4.2 tÿra paÐrnoume:

aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ (αX + βY + γZ)(α^′X + β^′Y + γ^′Z) (mod abc).

Efarmìzoume to Lămma 1 sthn isodunamÐa αX + βY + γZ ≡ 0 (mod abc) me λ := √ bc, μ := √ |ac|, ν := √ |ab| kai sumperaÐnoume ìti h isodunamÐa èqei lÔsh x_1, y_1, z_1 me |x_1| ≤ √ bc, |y_1| ≤ √ |ac|, |z_1| ≤ √ |ab| Epeidă (b, c) = 1, parathroÔme ìti √ bc ∈ Z tìte kai mìno ìtan bc = 1. Epomènwc |x_1| ≤ √ bc dhladă x^2_1 ≤ bc (MĹlista h isìthta x^2_1 = bc isqÔei tìte kai mìno tìte ìtan b = c = 1).

’Omoia y^2_1 ≤ −ac (y^2_1 = −ac an kai mìno an a = 1, c = −1). z^2_1 ≤ −ab (z^2_1 = −ab an kai mìno an a = 1, b = −1).

’Ara, ektìc apì thn perÐptwsh b = c = −1, isqÔei ax^2_1 + by^2_1 + cz^2_1 ≤ ax^2_1 < abc kai

ax^2_1 + by^2_1 + cz^2_1 ≥ by^2_1 + cz^2_1 > b(−ac) + c(−ab) = −2abc.

An exairèsoume loipìn thn perÐptwsh b = c = −1 èqoume

−2abc < ax^2_1 + by^2_1 + cz^2_1 < abc.

H triĹda ìmwc (x_1, y_1, z_1) eÐnai lÔsh thc isodunamÐac

ax^2 + by^2 + cz^2 ≡ 0 (mod abc) =⇒ ax^2_1 + by^2_1 + cz^2_1 = 0 ă − abc.

Sthn prÿth perÐptwsh, h (x_1, y_1, z_1) eÐnai lÔsh thc ax^2 + by^2 + cz^2 = 0. Sthn deÔterh perÐptwsh mÐa lÔsh eÐnai h

x_2 = −by_1 + x_1z_1, y_2 = ax_1 + y_1z_1, z_2 = z^2_1 + ab.

’Estw tÿra b = c = −1. Tìte −1Ra. Epomènwc an R(a) sumbolÐzei to plăjoc twn lÔsewn thc isodunamÐac X^2 ≡ −1 (mod a), tìte R(a) > 0. ’Estw akìmh Q(n) to plăjoc twn lÔsewn thc exÐswshc X^2 + Y^2 = n, (X, Y ) = 1. QwrÐc apìdeixh edÿ anafèroume ìti isqÔei Q(1) = 4, Q(n) = 4R(n) gia n ≥ 1.

’Ara Q(a) > 0. Sunepÿc h exÐswsh U^2 +Z^2 = a èqei kĹpoia lÔsh y_1, z_1 me (y_1, z_1) = 1. H Q = 1, U = y_1, Z = z_1 eÐnai mÐa mh-tetrimmènh lÔsh thc exÐswshc aX^2 + bY^2 + cZ^2 = 0. ⊓⊔ ’Ena polÔ spoudaÐo pìrisma tou jewrămatoc eÐnai to legìmeno fifiAxÐwma tou Hasseflfl. Se genikèc grammèc to axÐwma eÐnai:

fifiH topikă (local) epilusimìthta miĹc exÐswshc sunepĹgetai thn genikă (global) epilusimìthtaflfl.

Topikă epilusimìthta shmaÐnei ìti h exÐswsh èqei mÐa mh-tetrimmènh lÔsh modulo p^m gia ìlouc touc prÿtouc arijmoÔc p kai ìlouc touc jetikoÔc akeraÐouc m kai mÐa pragmatikă, sto sÿma R, lÔsh.

Genikă epilusimìthta shmaÐnei ìti èqei lÔsh stouc akeraÐouc.

To axÐwma tou Hasse isqÔei gia tetragwnikèc morfèc allĹ eÐnai, en gènei, lĹjoc gia exisÿseic bajmoÔ anwtèrou tou dÔo. ParadeÐgmatoc qĹrin, ja mporoÔse na apodeÐxei kaneÐc ìti h exÐswsh X^4 − 17Y^4 = 2Z^4 èqei mh-tetrimmènh lÔsh modulo p^m gia kĹje prÿto p kai jetikì m kai mÐa pragmatikă lÔsh, allĹ den èqei lÔsh stouc akeraÐouc ([8]).

Pìrisma 4.13 ’Estw a, b, c akèraioi twn opoÐwn to ginìmeno den diaireÐtai me to tetrĹgwno prÿtou arijmoÔ. Upojètoume akìmh ìti den eÐnai ìloi touc omìshmoi kai ìti (a, b) = (b, c) = (c, a) = 1. An h isodunamÐa aX^2 + bY^2 + cZ^2 ≡ 0 (mod p^m) èqei akèraia lÔsh x, y, z gia kĹje dÔnamh p^m, ìpou o prÿtoc p den diaireÐ ton mègisto koinì diairèth (x, y, z), tìte h aX^2 + bY^2 + cZ^2 = 0 èqei mh-tetrimmènh akeraÐa lÔsh.

Apìdeixh: ’Estw m = 2 kai p|a. Tìte an (x, y, z) eÐnai mÐa lÔsh, sÔmfwna me tic upojèseic tou porÐsmatoc, ja deÐxoume ìti o p den diaireÐ to yz.

An p|y tìte p|cz^2 kai epomènwc, afoÔ (a, c) = 1, èqoume p|z. Wste p^2|ax^2 kai afoÔ o p den diaireÐ to x èpetai ìti p^2|a, Ĺtopo. Sunepÿc p - y. ’Omoia apodeiknÔetai ìti kai

p - z, dhladă p - yz.

Epomènwc by^2 + cz^2 ≡ 0 (mod p). AfoÔ (p, z) = 1, èpetai ìti upĹrqei u tètoio ÿste uz ≡ 1 (mod p). PollaplasiĹzoume me u^2b kai brÐskoume

u^2b^2y^2 + bcu^2z^2 ≡ 0 (mod p) =⇒ (uby)^2 ≡ −bc (mod p) =⇒ −bcRp.

EÐnai gnwstì ìti an (m, n) = 1 tìte aRm kai aRn sunepĹgetai ìti aRmn. H apìdeixh afănetai san Ĺskhsh ston anagnÿsth. Epeidă tÿra −bcRp isqÔei gia kĹje prÿto diairèth p tou a kai a eleÔjeroc tetragÿnou, èqoume −bcRa. Epomènwc èqoume −bcRa. ’Omoia brÐskoume ìti −abRa kai −acRa. To pìrisma eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou jewrămatoc. ⊓⊔

TELOS

90 JewrÐa Arijmÿn katĹ ton 17^o kai 18^o aiÿna

BibliografÐa

[1] Lars V. Ahlfors, Complex Analysis, McGraw-Hill 1979.

[2] GiĹnnh A. AntwniĹdh, Stoiqeiÿdhc JewrÐa Arijmÿn, Shmeiÿseic, HrĹkleio 1985.

[3] GiĹnnh A. AntwniĹdh, EidikĹ Jèmata JewrÐac Arijmÿn, Shmeiÿseic, JessalonÐkh 1983.

[4] I. G. Bašmakova, Diophant und diophantische Gleichungen, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1974.

Mikrì allĹ polÔ kalì, biblÐo. ApoteleÐ istorikă eisagwgă se ènan apì touc pio montèrnouc sămera klĹdouc thc JewrÐac twn Arijmÿn, autìn thc arijmhtikăc twn algebrikÿn kampulÿn.

[5] C. F. Gauss, Untersuchungen über höhere Arithmetik, metĹfrash apì ta LatinikĹ, Chelsea, New York 1981.

Me to biblÐo autì tou Gauss Ĺnoixe mÐa kainoÔrgia epoqă gia thn JewrÐa Arijmÿn. Gia prÿth forĹ h JewrÐa twn Tetragwgikÿn Morfÿn meletĹtai susthmatikĹ. ’Oqi mìno sugkentrÿjhkan apotelèsmata prohgoumènwn ereunhtÿn allĹ epektĹjhkan kai susthmatopoiăjhkan arketĹ. To biblÐo èqei metafrasteÐ sta agglikĹ, gallikĹ kai germanikĹ.

AnĹlogouc stajmoÔc èqoume ènan, sqedìn, aiÿna argìtera me to Zahlbericht tou D. Hilbert kai, katĹ thn dekaetÐa tou 20, me to Klassenkörpenbericht tou H. Hasse.

[6] Ekdìthc Max Miller, Pierre de Fermat, Bemerkungen zur Diophant, Akad. Verlag, Leipzig 1932.

Perièqei tic shmeiÿseic pou ègrafe o Fermat sto perijÿrio tou biblÐou twn arijmhtikÿn tou DiofĹntou pou eÐqe sth diĹjesă tou. Oi shmeÐÿseic autèc dhmosieÔthkan gia prÿth forĹ apì to guiì tou Fermat, Samuel sta 1670. Edÿ prìkeitai gia metĹfrash sta GermanikĹ apì thn latino-gallikă èkdosh tou 1891. Ac shmeiwjeÐ ìti upĹrqei kai ellhno-latinikă èkdosh tou 1893, tou Paul Tannery.

[7] James R. Newman, The World of Mathematics (tìmoi 4), Simon and Schuster, New York 1956.

[8] H. Reichardt, Einige im Kleinen überall Lösbare, in Grössen unlösbare diophantische Gleichungen. J. Reine und Angew. Mathematik, 184 (1942) 12-18.

[9] W. Scharlau, H. Opolka, From Fermat to Minkowski, Lectures on the Theory of Numbers and Its Historical Development, Springer-Verlag, New York 1985. To kalogrammèno autì biblÐo, ìpwc faÐnetai kai apì ton tÐtlo tou, kalÔptei kai olìklhro sqedìn ton 19^o aiÿna.

[10] E. StamĹth, EukleÐdou GewmetrÐa, JewrÐa Arijmÿn, Tìmoc II, Organismìc Ekdìsewc Sqolikÿn BiblÐwn, Ajăna 1953.

Perièqei arqaÐo keÐmeno kai neoellhnikă metĹfrash, apì ènan akoÔrasto ergĹth kai lĹtrh twn arqaio-ellhnikÿn majhmatikÿn

[11] A. Weil, Number Theory, An Approach through History, From Hammurapi to Legendre, Birkhaüser, Boston 1984.

Prìkeitai gia èna kataplhktikì biblÐo. Pragmatikì jhsaÔrisma istorikÿn stoiqeÐwn kai majhmatikÿn ennoiÿn. ’Eqei th sfragÐda enìc apì touc pio shmantikoÔc majhmatikoÔc tou aiÿna mac.

[12] G. Wertheim, Die Arithmetik und die Schrift über Polygonalzahlen des Diophantus von Alexandria, Teubner, Leipzig 1890.