
Åé�ãùãÞ

Å�ù E ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç �ï �ìá Q: Ðñþôïò ï Poincare üñé��á

1901 ðñÜîç ðñü�å�ò ôùí ñçôþí �ìåßùí ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E êáé áðÝäåéîå üôé ôá

�ìåßá áõôÜ, ìå ôçí ðñÜîç áõôÞ, áðïôåëïýí áâåëéáíÞ ïìÜäá. Ï Mordell áðÝäåéîå üôé ç ïìÜäá

áõôÞ åßíáé ðåðåñá�Ýíá ðáñáãüìåíç. ÁìÝ�ò ìåôÜ ï A. Weil áðÝäåéîå üôé ôï ßäéï é�ýåé êáé

ãéá ôçí ïìÜäá ôùí K-ñçôþí �ìåßùí åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò ïñé�Ýíçò �ï K; E(K); üðïõ

K áëãåâñéêü �ìá áñéèìþí.

Ôá êýñéá ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí ìåëÝôç ôùí åëëåéðôéêþí êáìðýëùí åßíáé ôá åîÞò:

Áí E=K äï�Ýíç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç, ôüôå ðïéÜ åßíáé ç ïìÜäá ôùí �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò

ôÜîçò ôçò E(K); E

tor

(K) êáé ðü�åßíáé ï rank ôçò E(K); Ïôáí ìáò äïèåß ç E=K åßíáé

�åôéêÜ åýêïëï íá âñåèåß ç ïìÜäá E

tor

(K) ôçò Å: Áðåßñùò äõ�ïëüôåñï üìùò åßíáé ôï

åñþôçìá: Áí K áëãåâñéêü �ìá áñéèìþí, ôüôå ðïéÝò åßíáé ïé ðåðåñá�Ýíåò ïìÜäåò ðïõ

åìöáíßæïíôáé �í áìÜäåò �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò åëëåéðôéêÞ êáìðýëçò E ïñé�Ýíçò

�ï�ìáK (Þ �õðü�ìÜ ôïõ);

Ìéá �åôéêÞ åéêá�á ôïõ Manin (1969), é�õñßæåôáé üôé õðÜñ÷åé �áèåñÜ B := B(K); ç

ïðïßá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï�ìáK êáé ç ïðïßá öñÜ�åé ôçí ôÜîç üëùí ôùí ïìÜäùí E

tor

(K);

üðïõ Å ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç�ï�ìá K: ÌÜëé�á ìéá é�õñüôåñç ìïñöÞ ôçò

åéêá�áò ôïõ Manin åßíáé üôé ç �áèåñÜ B äåí åîáñôÜôáé áðü ôï �ìá, áëëÜ ìüíï áðü ôïí

âáèìü ôçò åðÝêôá�ò d = (K : Q): Áò �ìåéùèåß åäþ üôé ç åéêá�á ôïõ Manin áðïäåß÷ôçêå

ðñü�áôá (1994), áðü ôïí L. Merel. ÓõãêåêñéìÝíá áðÝäåéîå üôé, áí ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç

E; ïñé�Ýíç åðß åíüò áëãåâñéêïý �ìáôïò áñéèìþí Ê; âáèìïý d > 1 õðÝñ ôï Q Ý÷åé �ìåßï

ôÜîçò ðñþôïõ áñéèìïý p; ôüôå p < d

3d

2

: Óå ìéá åñãá�á ðïõ Üöç�åðï÷Þ �á ÌáèçìáôéêÜ

ï B. Mazur áðÝäåéîå üôé áí Å åßíáé ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç�ï Q; ôüôå ç ïìÜäá

E

tor

(Q); åßíáé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò:

ZZ=mZZ; áí m � 10 Þ m = 12

ZZ=2ZZ � ZZ=2�ZZ; áí � � 4:

ÓçìáíôéêÜ áðïôåëÝ�áôá ü�í áöïñÜ ôçí åéêá�á ôïõ Manin åðÝôõ÷áí êáé ïé Kamienny,

Kenku, Mommose.

Óêïðü ôçò åñãá�áò, åßíáé ç ìåëÝôç ôùí K-ñçôþí �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ìéáò
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åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E; üðïõ K åßíáé Ýíá áëãåâñéêü �ìá áñéèìþí, Þ ìéá �ïé÷åéþäçò

2-áâåëéáíÞ Üðåéñç åðÝêôá�ôïõ Q:

Êïñìüò ôçò åñãá�áò, åßíáé ôï âéâëßï ôïõ Silverman ([Si1]), ü�í áöïñÜ ôçí ãåíéêÞ èåù-

ñßá, ôï Üñèñï ôùí Fung-M�uller-Williams-Zimmer ([Fu]), ôï ïðïßï áíáöÝñåôáé�åëëåéðôéêÝò

êáìðýëåò ìå áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï ïñé�Ýíåò �áðëÜ êõâéêÜ �ìáôá áñéèìþí êáé

ôÝëïò ôï Üñèñï ôùí Laska-Lorenz ([La-Lo]), ôï ïðïßï áíáöÝñåôáé �Ü F -ñçôÜ �ìåßá ðåðå-

ñá�Ýíçò ôÜîçò åëëåéðôéêþí êáìðýëùí ïñé�Ýíùí�ï Q; üðïõ F ç �ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ

åðÝêôá�ôïõ Q; F = Q(

p

zjz 2 ZZ): Ãéá ôçí êáôáíüç�ôçò ðáñïý�ò åñãá�áòáðáéôïýíôáé

ãíþ�éò ÁëãåâñéêÞò Èåùñßáò áñéèìþí É êáé Èåùñßáò ÅêôéìÞ�ùí.

Óôï ðñþôï êåöÜëáéï êÜíïõìå ìéá �íôïìç åðé�üðé�ôçò èåùñßáò ôùí åëëåéðôéêþí êá-

ìðýëùí êáé �çí �íÝ÷åéá äßíïõìå ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ôùí ðïëõùíýìùí äéáßñå�ò, ôá ïðïßá

ìáò åîá�áëßæïõí ìéá ÷ñÞ�ìç êáé êïìøÞ ãñáöÞ ôùí�íôåôáãìÝíùí ôùí ðïëëáðëá�ùí åíüò

ñçôïý �ìåßïõ ìéáò åëëåéðôéêÞ êáìðýëçò. Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ïñßæïõìå ôçí Ýííïéá ôçò

ôõðéêÞò ïìÜäáò êáé éäéáßôåñá áíáöåñüìá�å�çí ôõðéêÞ ïìÜäá ìéáò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò

, ôçò ïðïßáò ìåëåôïýìå ôéò éäéüôçôåò. Åðß�ò ìåëåôïýìå ôçí ôõðéêÞ ïìÜäá ìéáò åëëåéðôé-

êÞò êáìðýëçò ïñé�Ýíçò �ôïðéêü �ìá áñéèìþí. Óôï ôñßôï êåöÜëáéï áíáðôý�ïõìå ôçí

èåùñßá áíáãùãÞò åëëåéðôéêþí êáìðýëùí, ìå �ïðü ôçí åîáãùãÞ ÷ñÞ�ìùí �ìðåñá�Üôùí

ãéá ôçí ìåëÝôç ôùí éäéïôÞôùí ôùí �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ìéáò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò.

Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï, �íäéÜæïõìå ôá áðïôåëÝ�áôá ôùí ôñéþí ðñïçãïõìÝíùí êåöáëáßùí

�çí ðåñßðôù�ðïõ ç êáìðýëç E Ý÷åé áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï êáé áðïäåéêíýïõìå ôï

êýñéï èåþñçìá ôïõ êåöáëáßïõ, ôï ïðïßï ìáò äßíåé �Ý�éò äéáßñå�ò ôçò ôÜîçò ôçò torsion

ïìÜäáò E

tor

(K); áíÜëïãá ìå ôïí ôýðï áíáãùãÞò ðïõ Ý÷ïõìå. Óôçí �íÝ÷åéá åöáñìüæïõìå

áõôü ôï èåþñçìá �çí ðåñßðôù�üðïõ ôï �ìá K åßíáé áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí êáé

ðñï�éïñßæïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E êáé üëá ôá äõíáôÜ �ìáôá K; ìå

torsion ïìÜäá ìéá áðü áõôÝò ðïõ ìáò åîá�áëßæåé ôï èåþñçìá. Óôï ðÝìðôï êáé ôåëåõôáßï

êåöÜëáéï, ðñï�éïñßæïõìå üëåò ôéò äõíáôÝò torsion ïìÜäåò E

tor

(F ); ìéáò åëëåéðôéêÞò êá-

ìðýëçò E ïñé�Ýíçò �ï Q; üðïõ ôï �ìá F åßíáé ç �ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ åðÝêôá�ôïõ

Q; F = Q(

p

zjz 2 ZZ): Áðïäåéêíýïõìå üôé ç ïìÜäá E

tor

(K) åßíáé ðåðåñá�Ýíç êáé Ý÷åé

31 äõíáôüôçôåò. Ôï ãåãïíüò üôé ç ïìÜäá E

tor

(K) åßíáé ðåðåñá�Ýíç ðñïêýðôåé áðü Ýíá ðéï

ãåíéêü èåþñçìá ôï ïðïßï áðÝäåéîáí (áíåîÜñôçôá) ïé Serre êáé Imai êáé ìéá ðëÞñç áðüäåéîç
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áõôïý ìðoñåß íá äåé êáíåßò �ï [Ri].

ÔÝëïò èá Þèåëá íá åõ÷áñé�Þ�ôïí åðéâëÝðïíôá ÊáèçãçôÞ êáé ÄÜ�áëü ìïõ ÃéÜííç

ÁíôùíéÜäç, ï ïðïßïò ìå âïÞèç�íá áíáêáëýøù ôçí ïìïñöéÜ ôùí ðñïâëçìÜôùí ôçò Èåùñßáò

Áñéèìþí, êáèþò êáé ãéá ôéò ðïëýôéìåò �ìâïõëÝò êáé õðïäåßîåéò ôïõ.

19.10.1995,

.
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1 ÃåíéêÜ ðåñß åëëåéðôéêþí êáìðýëùí

1.1 Åé�ãùãÞ�éò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò

Å�ù E : Õ

2

+ á

1

×Õ+ á

3

Õ = ×

3

+ á

2

×

2

+ á

4

×+ á

6

; üðïõ á

i

2 Ê; ìéá åëëåéðôéêÞ

êáìðýëç�çí ãåíéêÞ ìïñöÞ ôïõ Weierstrass, ïñé�Ýíç�ï�ìá Ê. Ìå � èá�ìâïëßæïõìå

ôçí äéáêñßíïõ�ôçò êáé ìå j ôçí áðüëõôï áíáëëïßùôï áõôÞò.

Áí ç ÷áñáêôçñé�éêÞ ôïõ Ê åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôïõ 2; ôüôå ìðïñïýìå íá áðëïðïéÞ�õìå

ôçí ðáñáðÜíù åîß��, êÜíïíôáò ôïí åîÞò ìåôá�çìáôé�ü:

Y 7!

1

2

(Y � a

1

X � a

3

); êáé X 7! X:

H åîß��ôçò êáìðýëçò ãßíåôáé

E : Y

2

= 4X

3

+ b

2

X

2

+ 2b

4

X + b

6

;

üðïõ ôá b

i

2 Ê äßíïíôáé áðü ôéò åîÞò �Ý�éò:

� b

2

= a

2

1

+ 4a

2

;

� b

4

= 2a

4

+ a

1

a

3

;

� b

6

= a

2

3

+ 4a

6

:

Áí ôþñá êÜíïõìå ôïõò ìåôá�çìáôé�ïýò :

� b

8

= a

2

1

a

6

+ 4a

2

a

6

� a

1

a

3

a

4

+ a

2

a

2

3

� a

2

4

,

� c

4

= b

2

2

� 24b

4

,

� c

6

= b

3

2

+ 36b

2

b

4

� 216b

6

,

ôüôå ðñïêýðôåé üôé :

� Ä = �b

2

2

b

8

� 8b

3

4

� 27b

2

6

+ 9b

2

b

4

b

6

,

� j = c

3

4

=Ä:

Åýêïëá âëÝðåé êáíåßò üôé:
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� 4b

8

= b

2

b

6

� b

2

4

êáé 1728Ä = c

3

4

� c

2

6

Áí åðéðëÝïí ç ÷áñáêôçñé�éêÞ ôïõ K; char(K) 6= 2; 3 ôüôå áíôéêáèé�þíôáò

ôï X ìÝ

X � 3b

2

36

; êáß ôï Y ìå

Y

216

åîáöáíßæïõìå ôïí üñï X

2

êáß ðáßñíïõìå ôçí áðëïý�åñç åîß��:

E : Y

2

= X

3

� 27c

4

X � 54c

6

:

Óõíåðþò åßäáìå üôé Üí ôï �ìá Ê åßíáé ÷áñáêôçñé�éêÞò äéáöïñåôéêÞò ôïõ 2 êáé ôïõ 3;

ôüôå ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ãñÜöåôáé �çí ëåãüìåíç ìéêñÞ ìïñöÞ ôïõ Weierstrass

E : Y

2

= X

3

+AX +B üðïõ Á;Â 2 K:

Åðß�ò äýï åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E êáß

^

E ïñé�Ýíåò�ï�ìá Ê;

E : Õ

2

+ a

1

XY + a

3

Y = X

3

+ a

2

X

2

+ a

4

X + a

6

êáé,

^

E : y

2

+ a

0

1

xy + a

0

3

y = x

3

+ a

0

2

x

2

+ a

0

4

x+ a

0

6

èá ëÝãïíôáé áìößññçôá é�ìïñöåò, üôáí õðÜñ÷ïõí r; s; t; u 2 K êáé u 2 K

�

; ôÝôïéá þ�å :

× = u

2

x+ r; Õ = u

3

y + su

2

x+ t;

Åðß�ò ôá a

i

êáé a

0

i

; i 2 f1; 2; 3; 4; 6g�íäÝïíôáé áðü ôéò áêüëïõèåò �Ý�éò:

ua

0

1

= a

1

+ 2s

u

2

a

0

2

= a

2

� sa

1

+ 3r � s

2

u

3

a

0

3

= a

3

+ ra

1

+ 2t

u

4

a

0

4

= a

4

� sa

3

+ 2ra

2

� (t+ rs)a

1

+ 3r

2

� 2st

u

6

a

0

6

= a

6

+ ra

4

+ r

2

a

2

+ r

3

� ta

3

� t

2

� rta

1

ÔÝëïò ôá b

i

; b

0

i

; c

i

; c

0

i

êáé ïé äéáêñßíïõ�ò �;�

0

ôùí áíôß�ïé÷ùí êáìðýëùí �íäÝïíôáé

áðü ôéò �Ý�éò:

u

2

b

0

2

= b

2

+ 12r
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u

4

b

0

4

= b

4

+ rb

2

+ 6r

2

u

6

b

0

6

= b

6

+ 2rb

4

+ r

2

b

2

+ 4r

3

u

8

b

0

8

= b

8

+ 3rb

6

+ 3r

2

b

4

+ r

3

b

2

+ 3r

4

u

4

c

0

4

= c

4

u

6

c

0

6

= c

6

u

12

�

0

= �

Ãéá ìßá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ïñßæïõìå ùò áíáëëïßùôï ôïõ Hasse ôçí �áèåñÜ :

ä

E

� �c

4

=c

6

(mod K

�

2

); üôáí c

4

; c

6

6= 0:

Áðïäåéêíýåôáé äå üôé é�ýåé ( [Êïí], èåþñçìá 2:8;�ë. 22 ) :

Ðñüôá�1.1 j E

�

K ( Ê). j ä

E

; Ê:

Óçìåéþíïõìå üôé Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá áìößññçôïõ ìåôá�çìáôé�ïý, åßíáé ï ìåôá�çìáôé-

�üò áðü ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ �çí ìéêñÞ ìïñöÞ ôïõ Weierstrass ðïõ åßäáìå ðéï ðñéí .

Ôï �íïëï E(Ê) := fP = [x; y; z] 2 P

2

(K)=y

2

z = x

3

+ Axz

2

+ Bz

3

g; ìáæß ìå ôï åð'

Üðåéñï �ìåßï O = [0; 1; 0] áðïôåëïýí áâåëéáíÞ ðñï�åôéêÞ ïìÜäá, ìå ïõäÝôåñï �ïé÷åßï ôï

O: Áí K åßíáé Ýíá áëãåâñéêü �ìá áñéèìþí, ôüôå ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí Mordell-Weil,

ç ïìÜäá áõôÞ åßíáé ðåðåñá�Ýíá ðáñáãüìåíç

E(K)

�

=

E

tor

(K)

M

ZZ

r

K

ìå ïìÜäá �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò E

tor

(K) êáß rank r

K

2 IN

0

( [Áí 2]) .

1.2 ÓõíÜñôç�ôïõ Weierstrass êáé ðïëõþíõìá äéáßñå�ò

Èåùñïýìå Ýíá äéêôõùôü L �ï ìéãáäéêü åðßðåäï C; äçëáäÞ ìéÜ åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá

äéÜ�á�ò 2 õðÝñ ôï ZZ êáé Ý�ù ù

1

; ù

2

ìéá âÜ�ôïõ. Ìéá åëëåéðôéêÞ�íÜñôç�f (ùò ðñïò

ôï äõêôéùôü L ) åßíáé åî ïñé�ïý ìéá ìåñüìïñöç �íÜñôç�ôïõ C ìå ôçí åðéðëÝïí éäéüôçôá

ôçò L-ðåñéïäéêüôçôáò, äçëáäÞ f(z) = f(z + w); 8w 2 L:

Áìå��íÝðåéá ôïõ ïñé�ïý åßíáé üôé üôáí ìéá åëëåéðôéêÞ�íÜñôç�åßíáé ïëüìïñöç (äåí

Ý÷åé ðüëïõò), åßíáé áðáñáßôçôá�áèåñÜ äéüôé ùò�íå÷Þò�íÜñôç��ïí ìéãáäéêü ôüñï C=L
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ðïõ åßíáé �ìðáãÞò, èá åßíáé öñáãìÝíç �íÜñôç�êáé Üñá, ëüãù ðåñéïäéêüôçôáò �áèåñÞ

(Èåþñçìá Liouville).

Ïñßæïõìå åðß�ò ùò èåìåëéþäåò ðáñáëëçëüãñáììï ôïõ äéêôõùôïý L; ôï �íïëï üëùí ôùí

�ìåßùí a+ t

1

ù

1

+ t

2

ù

2

; üðïõ ôï a áíÞêåé �ï C êáé 0 � t

i

< 1

×ùñßò áðïäåßîåéò áíáöÝñïõìå ôá ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá :

Èåþñçìá 1.2 P L f ( L ) P: T f P 0 .

Ðüñé�á 1.3 f ( ) C=L:

Èåþñçìá 1.4 , 1:2; P f . a

i

f P f m

i

a

i

;

P

m

i

= 0:

Èåþñçìá 1.5 1:4; :

X

m

i

a

i

� 0modL:

Ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþ�çò ìðïñåß íá âñåé ôéò áðïäåßîåéò ôùí ðáñáðÜíù ðñïôÜ�ùí

�ï [La], �ë. 3� 5:

×áñáêôçñé�éêü ðáñÜäåéãìá åëëåéðôéêÞò�íÜñôç�òáðïôåëåß ç } -�íÜñôç�ôïõWeierstrass

}(z) =

1

z

2

+

X

1

(z �w)

2

�

1

w

2

;

üðïõ ôï Üèñïé�á äéáôñÝ÷åé üëåò ôéò ìç-ìçäåíéêÝò ðåñéüäïõò ôïõ äéêôõùôïý L = [ù

1

;ù

2

]: ×ù-

ñßò áðïäåßîåéò åðß�ò áíáöÝñïõìå ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò ôçò }-�íÜñôç�ò ôïõ Weierstrass

( [La], �ë 6 � 10 ). Ç �íÜñôç�} �ãêëßíåé ïìïéüìïñöá �á�ìðáãÞ �íïëá ðïõ äåí

ðåñéÝ÷ïõí�ìåßá ôïõ äéêôõùôïý L: Eðß�ò ç } åßíáé Üñôéá �íÜñôç�, åíþ ç ðáñÜãùãüò ôçò

åßíáé ðåñéôôÞ. Å÷åé äå �ï z = 0; áíÜðôõãìá ôçò ìïñöÞò:

}(z) =

1

z

2

+ 3G

4

z

2

+G

6

z

4

+ � � �

êáé ç ðáñÜãùãüò ôçò:

}

0

(z) =

�2

z

3

+ 6G

4

z + 20G

6

z

3

+ � � � ;

üðïõ ôá G

i

, äßíïíôáé áðü ôéò �Ý�éò G

i

(L) = G

i

=

P

w 6=0

1

w

i

: Ïñßæïõìå:

g

2

:= 60G

4

; g

3

:= 140G

6
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Ç }-�íÜñôç�ôïõ Weierstrass éêáíïðïéåß ôçí áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîß��:

}

0

(z)

2

= 4}

3

(z)� g

2

}(z)� g

3

:

Óõíåðþò ãßíåôáé ðëÝïí öáíåñü üôé ôá�ìåßá (}(z); }

0

(z)); åßíáé�ìåßá ôçò åðßðåäçò êõâéêÞò

êáìðýëçò

y

2

= 4x

3

� g

2

x� g

3

üðïõ ôï ðïëõþíõìï ôïõ äåîéïý ìÝëïõò Ý÷åé äéáêñßíïõ�

�(ù

1

;ù

2

) = � = g

3

2

� 27g

2

3

6= 0:

Áñá ç ðáñáðÜíù êáìðýëç åßíáé ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç êáé ç }-�íÜñôç�ôïõ We-

éerstrass ôçí ðáñáìåôñßæåé ìÝ�ôïõ ( áíáëõôéêïý ) é�ìïñöé�ïý :

C=L � fÏg �! E(C) � fOg

z 7! (1; }(z); }

0

(z)):

Óôçí �íÝ÷åéá èá ïñß�õìå ôá ðïëõþíõìá äéáßñå�ò êáé èá ìåëåôÞ�õìå ôéò éäéüôçôÝò

ôïõò.

Áí Á åßíáé áâåëéáíÞ ðñï�åôéêÞ ïìÜäá êáé n Ýíáò öõ�êüò áñéèìüò ìå Á

n

èá �ìâïëß-

æïõìå ôçí õðïïìÜäá ôùí �ïé÷åßùí u 2 Á ôÝôïéá þ�å nu = 0:

Êáô' áñ÷Þí èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå öõ�êü áñéèìü n � 1 õðÜñ÷åé åëëåéðôéêÞ �-

íÜñôç�f

n

; ôÝôïéá þ�å :

(f

n

(z))

2

= n

2

Y

(}(z)� }(u));

üðïõ ôï ãéíüìåíï äéáôñÝ÷åé üëá ôá u 2 (C=L)

n

, u 6= 0:

ÐñÜãìáôé :

Ãéá n ðåñéôôü üëïé ïé ðáñÜãïíôåò èá Ý÷ïõí ðïëëáðëüôçôá 2; äéüôé ïé äýï ôéìÝò �u äåí

åßíáé é�äýíáìåò modulo L êáé äßíïõí, ðñïöáíþò, ôçí ßäéá ôéìÞ, }(u) = }(�u):

Ãéá n Üñôéï üëïé ïé ðáñÜãïíôåò ôïõ ãéíïìÝíïõ Ý÷ïõí ðïëëáðëüôçôá 2; åêôüò áõôþí ãéá

ôïõò ïðïßïõò é�ýåé 2u � 0 (mod L): Ðñïöáíþò, áõôïß áíôé�ïé÷ïýí �éò ôéìÝò

ù

1

2

;

ù

2

2

;

ù

3

2

( ù

3

= ù

1

+ ù

2

) êáé Ý÷ïõí ðïëëáðëüôçôá 1: Óå áõôÜ ôá �ìåßá ç �íÜñôç�}� }(u) Ý÷åé

äéðëÞ ñßæá êáé é�ýåé üôé ([La], �ë. 10 )

(}

0

)

2

= 4

Y

(}� }(u));

8



üðïõ ôï ãéíüìåíï äéáôñÝ÷åé ôá �ìåßá u ôÜîçò 2; u 6= 0: Áñá ôï ãéíüìåíï,

Q

(}(z)� }(u));

üðïõ u 2 (C=L)

n

; åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï.

ÅðïìÝíùò ç �íÜñôç�ïñé�ïý ôïõ f

n

(z)

2

; åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï. Ìðïñïýìå ëïéðüí

íá äéáëÝîïõìå ôï ðñü�ìï ôçò f

n

(z); Ýô�þ�å:

Ãéá n ðåñéôôü f

n

= P

n

(}) , üðïõ P

n

ðïëõþíõìï âáèìïý

n

2

�1

2

êáé

f

n

= n}

n

2

�1

2

+ � � � :

Ãéá n Üñôéï f

n

=

1

2

}

0

P

n

(}); üðïõ ôï P

n

åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý

n

2

�4

2

êáé

f

n

=

n

2

}

0

}

n

2

�4

2

+ � � �

Óõíåðþò �êÜèå ðåñßðôù�Ý÷ïõìå áíÜðôõãìá �ï�ìåßï z = 0 ôçò ìïñöÞò

f

n

(z) =

(�1)

n+1

n

z

n

2

�1

+ � � � :

Äéüôé, �ï áíÜðôõãìá �ï z = 0 ôçò }-�íÜñôç�ò ôïõ Weierstrass ï ðñþôïò üñïò åßíáé ï

1

z

2

; åíþ ôçò }

0

åßíáé

�2

z

3

: ÅðïìÝíùò ï ðñþôïò ôïõ áíáðôýãìáôïò �ï z = 0 ôçò f

n

, åßíáé:

n(

1

z

2

)

n

2

�1

2

=

n

z

n

2

�1

ãéá n ðåñéôôü;

(

n

2

)(

�2

z

3

)(

1

z

2

)

n

2

�4

2

=

�n

z

n

2

�1

; ãéá n Üñôéï;

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

Óôçí�íå÷åéá ïñßæïõìå ãéá êÜèå öõ�êü áñéèìü n � 1 ôçí åîÞò áêïëïõèßá�íáñôÞ�ùí:

}

n

(z) = }(nz)

Èåþñçìá 1.6

}

n

= }�

f

n+1

f

n�1

f

2

n

:

Áðüäåéîç : Èá áðïäåßîïõìå üôé ç �íÜñôç�}(nz) � }(z) (åêôüò ôùí �ìåßùí ôïõ äé-

êôõùôïý L ), Ý÷åé:

1. ðüëïõò áêñéâþò �éò ñßæåò ôçò (f

n

)

2

; üëåò ìå ôçí ßäéá ðïëëáðëüôçôá, 2:

2. ñßæåò �á�ìåßá z ôÝôïéá þ�å nz � �zmodL

9



ÐñÜãìáôé:

Êáô'áñ÷Þí �êÜèå äéêôõùôü L = [ù

1

;ù

2

] ôïõ C ïñßæïõìå, åêôüò áðü ôçí }-�íÜñôç�

ôïõ Weierstrass êáé ôçí ó-�íÜñôç�ôïõ Weierstrass ùò åîÞò:

ó(z) = z �

Y

ù2L;ù 6=0

(1�

z

ù

)exp(z=ù +

1

2

(z=ù)

2

):

Ãéá ôçí ó-�íÜñôç�ôïõ Weierstrass, åßíáé ãíù�ü üôé Ý÷åé ñßæåò ðïëëáðëüôçôáò 1 �á

�ìåßá ôïõ äéêôõùôïý L ( [La], �ë. 19 ).

Ïé ó êáé }-�íáñôÞ�éò ôïõ Weierstrass �íäÝïíôáé áðü ôçí áêüëïõèç �Ý�([La], èåþ-

ñçìá 6:2;�ë. 23):

}(z)� }(a) = �

ó(z + a)ó(z � a)

(ó(z))

2

(ó(a))

2

; a 2 C � L (�):

H�íÜñôç�}(z)� }(nz) Ý÷åé ðüëïõò ( åêôüò ôùí �ìåßùí ôïõ äéêôõùôïý ) �á�ìåßá

ãéá ôá ïðïßá é�ýåé nz � 0 (mod L); äçëáäÞ áêñéâþò �áõôÜ ôá u üðïõ ç f

2

n

Ý÷åé ñßæåò

ôÜîçò 2:

Eßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá �ìåßá ãéá ôá ïðïßá é�ýåé nz � �z (mod L) åßíáé ñßæåò ôçò

�íáñôç�ò }(z)� }(nz): ÅðéðëÝïí üëåò áõôÝò ïé ñßæåò Ý÷ïõí ðïëëáðëüôçôá 1: Ãéá íá ôï

äïýìå áõôü áò èÝ�õìå:

ö(z) := }(nz)� }(z);

ïðüôå:

ö

0

(z) = n}

0

(nz)� }

0

(z):

Óõíåðþò åÜí nz � �zmodL; ôüôå :

ö

0

(z) = n}

0

(�z)� }

0

(z) = �n}

0

(z)� }

0

(z) = (�n� 1)}

0

(z) 6= 0;

äéüôé n 6= 1: Áñá ç �íÜñôç�:

f

2

n

(}

n

� })

f

n+1

f

n�1

;

åßíáé åëëåéðôéêÞ êáé äåí Ý÷åé ñßæåò Þ ðüëïõò åêôüò áðü ôá�ìåßá ôïõ äéêôõùôïý L: ÅðïìÝíùò

ç ðáñáðÜíù�íÜñôç�åßíáé �áèåñÞ . Å÷åé äå �ï 0 áíÜðôõãìá ôïõ ïðïßïõ ï ðñþôïò üñïò

åßíáé:

n

2

(

1

n

2

� 1)

(n + 1)(n� 1)

= �1:
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Áñá ðñÜãìáôé:

}

n

= }�

f

n+1

f

n�1

f

2

n

: 2

Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò 1:6 èá õðïëïãß�õìå�çí�íÝ÷åéá ôçí Ýêöñá�ôùí f

n

�í ðïëõþíõìá ôçò }-�íÜñôç�ò ôïõ Weierstrass ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ n: Ãéá ôïí �ïðü

ìáò áõôü èá ÷ñç�ìïðïéÞ�õìå ôçí åîÞò �Ý�( [La], �ë. 13 ):

}

2

= �2}+

1

4

(

}

00

}

0

)

2

:

Ïìùò ðáñáãùãßæïíôáò ôçí äéáöïñéêÞ åîß��ôçò �íÜñôç�ò ôïõ Weierstrass, Ý÷ïõìå:

}

00

= 6}

2

�

1

2

g

2

:

ÓõíäéÜæïíôáò áõôÝò ôéò äýï �Ý�éò, Ý÷ïõìå:

}

2

= }�

3}

4

�

3

2

}

2

� 3g

3

}�

1

16

g

2

2

(}

0

)

2

:

Áðü ôïõò ôýðïõò ôùí f

n

ðñïêýðôåé áìÝ�ò üôé:

f

1

= 1 êáé f

2

= }

0

Áðü ôï èåþñçìá 1:6 Ý÷ïõìå }

2

� }

1

= �

f

3

(}

0

)

2

: Áñá:

f

3

= 3}

4

�

3

2

g

2

}

2

� 3g

3

}�

1

16

g

2

2

:

ÁíÜëïãá, ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò 1:6 êáé ôïõ " èåùñÞìáôïò ðñü�å�ò " ôçò }-

�íÜñôç�ò ôïõ Weierstrass ( [La], �ë. 10 � 13 ), ìðïñåß êáíåßò íá áðïäåßîåé üôé:

f

4

=

1

2

}

0

(4}

6

� 5g

2

}

4

� 20g

3

}

3

�

5

4

g

2

2

}

2

� g

2

g

3

}� 2g

2

3

+

1

16

g

3

2

):

É�ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá :

Èåþñçìá 1.7 m > n: :

f

m+1

f

m�1

f

2

n

� f

n+1

f

m�1

f

2

m

= f

m+n

f

m�n

:

Áðüäåéîç : Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 1:6 Ý÷ïõìå :

}� }

n

=

f

n+1

f

n�1

f

2

n

êáé }� }

m

=

f

m+1

f

m�1

f

2

m

: Áñá:
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}

n

� }

m

=

f

m+1

f

m�1

f

2

n

� f

n+1

f

n�1

f

2

m

f

2

m

f

2

n

:

ÅðïìÝíùò áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé:

}

n

� }

m

=

f

m+n

f

m�n

f

2

n

f

2

m

:

Ðáñáôçñïýìå üôé ç �íÜñôç�}

m

� }

n

, Ý÷åé ñßæåò �á�ìåßá u ôÝôïéá þ�å:

mu � �nu 6� 0 (mod L)

êáé ìÜëé�á ìå ðïëëáðëüôçôá 1 (ëüãù ôçò �Ý�ò (�)). Ïìùò ïé �íáñôÞ�éò f

n

; f

m

; äåí

Ý÷ïõí ñßæåò �áõôÜ ôá u äéüôé ôá �ìåßá nu; mu äåí åßíáé é�äýíáìá ìå 0 modulo L:

ÅðïìÝíùò ôá �ìåßá u ôÝôïéá þ�å mu � �nu 6� 0 (mod L) åßíáé ñßæåò ôçò �íÜñôç�ò:

f

n+1

f

n�1

f

2

m

� f

m+1

f

m�1

f

2

n

:

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò ç �íÜñôç�f

m+n

f

m�n

Ý÷åé áêñéâþò áõôÜ ôá u ùò ñßæåò, åíþ

ç �íÜñôç�f

n+1

f

n�1

f

2

m

� f

m+1

f

m�1

f

2

n

Ý÷åé ðüëïõò ìüíï �á �ìåßá ôïõ äéêôõùôïý L:

Óõíåðþò ç �íÜñôç�:

f

m+n

f

m�n

f

n+1

f

n�1

f

2

m

� f

m+1

f

m�1

f

2

n

åßíáé �áèåñÞ. Å÷åé äå �ï z = 0 áíÜðôõãìá ôïõ ïðïßïõ ï ðñþôïò üñïò åßíáé

(m+ n)(m� n)

(n+ 1)(n � 1)m

2

� (m+ 1)(m� 1)n

2

= �1:

Áñá ðñÜãìáôé:

f

m+1

f

m�1

f

2

n

� f

n�1

f

n+1

f

2

n

= f

m+n

f

m�n

: 2

Óáí åéäéêÞ ðåñéðôù�, êÜíïõìå ôïõò ìåôá�çìáôé�ïýò:

(m 7! n+ 1; n 7! n) êáé (m 7! n+ 1; n 7! n� 1);

êáé ðáßñíïõìå ôï áêüëïõèï:

Èåþñçìá 1.8 n � 1; :

f

2n+1

= f

n+2

f

3

n

� f

3

n+1

f

n�1

;

}

0

f

2n

= f

n

(f

n+2

f

2

n�1

� f

n�2

f

2

n+1

):
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ÈÝôïõìå:

X := }; Y :=

1

2

}

0

; a =: �

1

4

g

2

; b =: �

1

4

g

3

ïðüôå ðáßñíïõìå åëëåéðôéêÞ êáìðýëç �çí ìéêñÞ ìïñöÞ ôïõ Weierstrass :

Õ

2

= ×

3

+ á× + b:

Áðü ôçí ðáñáðÜíù áíôéêáôÜ�á�ðñïêýðôåé áìÝ�ò üôé ïé �íáñôÞ�éò f

n

åßíáé ðïëõþíõìá

ôùí ìåôáâëçôþí X;Õ: Ïé ôýðïé ôçò �ëßäïò 8; ãñÜöïíôáé:

f

1

= 1; f

2

= 2Y; f

3

= 3X

4

+ 6aX

2

+ 12bX � a

2

;

f

4

= 4Y (X

6

+ 5aX

4

+ 20bX

3

� 5a

2

X

2

� 4abX � 8b

2

� a

3

):

ÂëÝðïõìå ëïéðüí áðü ôá ðáñáðÜíù üôé ãéá n = 1; 2; 3; 4 ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå:

f

n

= P

n

(X); ãéá n ðåñéôôü êáé

f

n

= 2Y P

n

(X); ãéá n Üñôéï

üðïõ ôá P

n

åßíáé ðïëõþíõìá ìå �íôåëå�Ýò áðü ôïí äáêôýëéï ZZ[a; b;X]: Áõôü é�ýåé ãéá

êÜèå öõ�êü áñéèìü n: Ãéá íá ôï äïýìå èá ðñÝðåé êáô' áñ÷Þí, ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò

1:8; íá áðïäåßîïõìå ôïõò ðáñáêÜôù áíáäñïìéêïýò ôýðïõò:

P

2n+1

= f

2n+1

= P

n+2

P

3

n

� P

3

n+1

P

n�1

16Y

4

, ãéá n ðåñéôôü

P

2n+1

= f

2n+1

= �16Y

4

P

n+2

P

3

n

� P

3

n+1

P

n�1

; ãéá n Üñôéï;

P

2n

= P

n

(P

n+2

P

2

n�1

� P

n�2

P

2

n+1

)

êáé �çí �íÝ÷åéá íá ÷ñç�ìïðïéÞ�õìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ. Èá áðïäåßîïõìå ôïí ðñþôï

áðü ôïõò ôñåßò ôýðïõò. Ïìïéá áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé Üëëïé äýï.

Áí ï n åßíáé ðåñéôôüò , ôüôå ï n + 2 åßíáé åðß�ò ðåñéôôüò åíþ ïé n + 1 êáé n � 1 åßíáé

Üñôéïé. Áñá:

P

2n+1

= f

2n+1

= f

n+2

f

3

n

� f

3

n+1

f

n�1

= P

2n+2

P

3

n

� (2Y P

n+2

)

3

2Y P

n�1

;

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.
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Áò ãñÜøïõìå ø

n

(X;Y ) := f

n

; ãéá êÜèå öõ�êü áñéèìü n êáé áò ïñß�õìå, åðéðëÝïí,

ø

0

:= 0 êáé ø

�n

:= �ø

n

(n 2 IN). Ìå ôçí âïÞèåéá ôùí ðáñáðÜíù áíáäñïìéêþí ôýðùí,

ìðïñïýìå íá õðïëïãß�õìå ôïí �áèåñü üñï ôïõ ðïëõùíýìïõ ø

2n+1

(X): ÓõãêåêñéìÝíá èá

áðïäåßîïõìå üôé é�ýåé:

ø

2n+1

(0) = (�1)

n

a

n

2

+n

, áí b=0:

ÐñÜãìáôé :

ø

2n+1

= f

2n+1

= P

2n+1

; áöïý 2n+1 ðåñéôôüò:

Óõíåðþò :

ø

2n+1

(0) = P

2n+1

(0):

Áíôéêáèé�þíôáò üìùò X = 0 êáé b = 0; ç åîß��ôïõ Weierstrass Y

2

= X

3

+ aX + b ìáò

äßíåé üôé êáé Y = 0:

Áñá áðü ôïõò ðáñáðÜíù áíáäñïìéêïýò ôýðïõò Ý÷ïõìå:

ø

2n+1

(0) = P

n+2

(0)P

3

n

(0) , ãéá n ðåñéôôü ;

ø

2n+1

(0) = �P

3

n+1

(0)P

n�1

(0) , ãéá n Üñôéï :

Å�ù üôé ï öõ�êüò áñéèìüò n åßíáé ðåñéôôüò, n = 2� + 1; � 2 IN: Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ôçí

áðüäåéîç åðáãùãéêÜ ùò ðñüò �: Å�ù � = 0; äçëáäÞ n = 1: Ôüôå:

ø

3

(0) = P

3

(0)P

3

1

(0) = f

3

(0)f

3

1

(0):

Ïìùò f

1

= 1; f

3

= 3X

4

+ 6aX

2

+ 12bX � a

2

: ÄçëáäÞ:

ø

3

(0) = �a

2

= (�1)

1

a

1

2

+1

; é�ýåé.

Å�ù ôþñá üôé é�ýåé ôï æçôïýìåíï ãéá üëïõò ôïõò öõ�êïýò ôïõò ìéêñüôåñïõò ôïõ �:

Áöïý ï n åßíáé ðåñéôôüò Ýðåôáé üôé:

ø

2n+1

(0) = P

n+2

(0)P

3

n

(0):

Åðß�ò ðñïöáíþò é�ýåé:

P

n+2

(0) = f

n+2

(0) = ø

n+2

(0):

14



Ïìïéá P

n

(0) = ø

n

(0): Ðñïöáíþò n+2 = 2(ë+1)+1: ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá åöáñìü�õìå

ôçí åðáãùãéêÞ õðüèå�ãéá ôá ø

n

= ø

2�+1

; ø

n+2

= ø

2(�+1)+1

: Å÷ïõìå

ø

2n+1

(0) = ø

2(2�+1)+1

(0) = ø

n+2

(0)ø

3

n

(0) = (�1)

ë

a

3ë

2

+3ë

(�1)

ë+1

a

(ë+1)

2

+(ë+1)

) ø

2n+1

(0) = (�1)

2ë+1

a

3ë

2

+3ë+(ë+1)

2

+ë+1

) ø

2n+1

(0) = (�1)

n

a

4ë

2

+6ë+2

= (�1)

n

a

n

2

+n

:

Áñá ãéá n ðåñéôôü é�ýåé ôï æçôïýìåíï . Ïìïéá äïõëåýïõìå ãéá n Üñôéï.

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá �íïøßæåé ôçí äïõëåéÜ ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé ìÝ÷ñé ôþñá �á ðïëõþ-

íõìá äéáßñå�ò:

Èåþñçìá 1.9 P = (x; y);

E : Y

2

= X

3

+ aX + b: :

ö

n

(x) = xø

2

n

� ø

n+1

ø

n�1

;

4yù

n

= ø

n+2

ø

2

n�1

� ø

n�2

ø

2

n+1

:

:

1. nP = (

ö

n

ø

2

n

;

ù

n

ø

3

n

):

2. ö

n

, ø

n

n

ø

n

2y

n ZZ[a; b; x]: :

ö

n

(x) = x

n

2

+ � � � ; 1:

ø

2

n

(x) = n

2

x

n

2

�1

+ � � � ; n

2

:

3. y

�1

ù

n

n , ù

n

n ZZ[a; b; x]; 1:

Áðüäåéîç :

1. Ëüãù ôïõ ãíù�ïý é�ìïñöé�ïý ï ïðïßïò ðáñáìåôñßæåé ôçí åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E

Ý÷ïõìå P = (x; y) = (}(z); }

0

(z)); ãéá êÜðïéï z 2 C=L: Ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò

åãêáôáëåßðïõìå �á ðáñáêÜôù ôçí ðáñÜìåôñï z: Ç ðñþôç �íé�þ�ôïõ �ìåßïõ nP

åßíáé:

x(nP ) = }

n

= }�

f

n+1

f

n�1

f

2

n

) x(nP ) = x�

ø

n+1

ø

n�1

ø

2

n

:
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Èá õðïëïãß�õìå êáé ôçí äåýôåñç �íé�þ�, y(nP ) ôïõ �ìåßïõ nP: Åî ïñé�ïý

Ý÷ïõìå:

ù

n

=

ø

n+2

ø

2

n�1

� ø

n�2

ø

2

n+1

4y

Áñá ��íäéá�ü ìå ôïí ôýðï ãéá ôï f

2n

( èåþñçìá 1:8 ) é�ýåé:

ù

n

ø

3

n

=

ø

2n

2ø

4

n

:

Óôçí �íÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå üôé:

}

0

(u) = �

ó(2u)

ó

4

(u)

:

ÐñÜãìáôé, ëüãù ôçò �Ý�ùò (�) ôçò �ëßäïò 7; é�ýåé ç �Ý�:

}(z)� }(u)

z � u

= �

ó(z+u)ó(z�u)

ó(z)

2

ó(u)

2

z � u

;

ãéá êÜèå z 2 C; u 2 C � L: ÅðïìÝíùò:

}

0

(u) = � lim

z!u

ó(z+u)ó(z�u)

ó(z)

2

ó(u)

2

z � u

= (lim

z!u

ó(z � u)

z � u

) � (lim

z!u

ó(z + u)

ó(z)

2

ó(u)

2

);

åÜí âåâáßùò õðÜñ÷ïõí ôá üñéá. Èá áðïäåßîïõìå üôé ðñÜãìáôé õðÜñ÷ïõí. Å÷ïõìå:

lim

z!u

ó(z + u)

ó(z)

2

ó(u)

2

=

ó(2u)

ó(u)

4

:

Åðß�ò lim

z!u

ó(z�u)

z�u

= 1; äéüôé áðü ôïí ïñé�ü ôçò ó-�íÜñôç�ò ôïõ Weierstrass,

Ý÷ïõìå:

ó(z � u)

z � u

=

Y

ù2L;ù 6=0

(1�

z � u

ù

) exp(

z � u

ù

+

1

2

(

z � u

ù

)

2

);

ôï ïðïßï �ãêëßíåé �ï 1; üôáí ôï z ôåßíåé �ï u: Áñá é�ýåé ôï æçôïýìåíï.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ([Fo], ðñüôá�2:3;�ë. 15) :

ø

n

(u) = (�1)

n+1

ó(nu)

ó(u)

n

2

:

Áñá :

}

0

(nu) = �

ó(2nu)

ó

4

(nu)

= �

ó(2nu)

ó

(2n)

2

(u)

(

ó(nu)

ó

n

2

(u)

)

4

=

ø

2n

(u)

ø

4

n

(u)

:

Óõíåðþò Ý÷ïõìå :

y(nP ) = }

0

(nu) =

ø

2n

(u)

ø

4

n

(u)

=

ù

n

ø

3

n

:
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2. Ôï ø

n

= f

n

= P

n

(}) ãéá n ðåñéôôü åßíáé ðïëõþíõìï ôïõ ZZ[x; a; b]; âáèìïý

n

2

�1

2

êáé

ìå �íôåëå�Þ ôïõ ìåãé�ïâáèìßïõ üñïõ n

2

: Ôþñá ãéá ôï ö

n

ðáñáôçñïýìå üôé áí ï n

åßíáé ðåñéôôüò ôüôå ïé n+ 1; n � 1 åßíáé Üñôéïé, êáé Üñá:

ø

n+1

=

n+ 1

2

}

0

P

n+1

(});

üðïõ ôï P

n+1

(}) ðïëõþíõìï âáèìïý

(n+1)

2

�4

2

êáé üìïéá :

ø

n�1

=

n� 1

2

}

0

P

n�1

(});

üðïõ ôï P

n�1

, åßíáé âáèìïý

(n�1)

2

�4

2

. ÅðïìÝíùò:

ø

n+1

ø

n�1

= (n

2

� 1)(

}

0

2

)

2

P

n+1

(})P

n�1

(}):

Ïìùò é�ýåé üôé:

}

0

2

= y

2

= x

3

+ ax+ b;

äçëáäÞ ôï

}

0

2

åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý 3 ùò ðñïò x êáé ôï ãéíüìåíï P

n+1

(})P

n�1

(});

åßíáé âáèìïý,

(n+1)

2

�4

2

+

(n�1)

2

�4

2

= n

2

� 3: Óõíåðþò ôï ãéíüìåíï ø

n+1

ø

n�1

åßíáé ðï-

ëõþíõìï âáèìïý n

2

�3+3 = n

2

ùò ðñïò x: Áñá ôï ö

n

åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý n

2

êáé

áíÞêåé ðñïöáíþò �ïí äáêôýëéï ZZ[x; a; b]:Ï�í áöïñÜ ôþñá ôïí�íôåëå�Þ ôïõ ìåãé-

�ïâáèìßïõ üñïõ ôïõ ö

n

ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò : Ôá ðïëõþíõìá ø

2

n

; êáé ø

n+1

ø

n�1

; Ý÷ïõí

�íôåëå�Ýò ìåãé�ïâáèìßïõ üñïõ n

2

êáé n

2

� 1 áíôß�ïé÷á. ÅðïìÝíùò ôï ðïëõþíõìï:

ö

n

(x) = xø

2

n

� ø

n+1

ø

n�1

;

Ý÷åé �íôåëå�Þ ìåãé�ïâáèìßïõ üñïõ n

2

� (n

2

� 1) = 1 . ÊáôÜ åíôåëþò üìïéï ôñüðï

äïõëåýïõìå êáé ãéá ôá ø

n

=2y; y

�1

ù

n

; ù

n

: 2

ÔÝëïò ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò äßíåé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò äéáßñå�ò ôïõ Cassels :

Èåþñçìá 1.10 1. 2

s

2 n: 2

2s

ø

2

n

(x; a; b):

2. n = 2

s

, :

2

�2s

ø

2

n

= x

n

2

�1

+ h(x);

h(x) ZZ[x; a; b] n

2

� 1; x:
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3. n = p

s

, p ,

g

p

s

(x) =

ø

2

p

s

ø

2

p

s�1

;

ZZ[x; a; b]; p

2

.

Áðüäåéîç :

1. Å�ù üôé ï n åßíáé ðåñéôôüò , äçëáäÞ s = 0: Ôüôå, üðùò åßäáìå ðéï ìðñï�Ü, ç ôéìÞ ôçò

�áèåñÜò�ï ø

n

(0); ãéá b = 0; ìáò äßíåé �1: ÄçëáäÞ ôï ðïëõþíõìï ø

n

(x; a; b) Ý÷åé

Ýíá üñï ìå �íôåëå�Þ �1 êáé �íåðþò Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ôé ãßíåôáé ãéá n Üñôéï. ÈÝôïõìå n := 2k; k 2 IN:

ÅðåéäÞ ø

2

= 2y;�íåðÜãåôáé üôé ç ðñüôá�é�ýåé ãéá k = 1; n = 2:

Óõíå÷ßæïõìå åðáãùãéêÜ. Å�ù üôé é�ýåé ôï æçôïýìåíï ãéá üëïõò ôïõò Üñôéïõò ìéêñü-

ôåñïõò ôïõ n = 2k: Èá áðïäåßîïõìå üôé ï 2

2s

åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ðïõ äéáéñåß

ôï ø

2

2k

: Êáôáñ÷Üò ãéá êÜèå k öõ�êü, é�ýåé ø

2k

= 2ø

k

ù

k

; äéüôé

}

0

ø

2k

= ø

k

(ø

k+2

ø

2

k�1

� ø

k�2

ø

2

k+1

); ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 1:8

ÅðïìÝíùò ø

2k

=

1

}

0

ø

ê

4yù

k

=

1

2y

ø

k

4yù

k

; ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 1:9

ÄçëáäÞ:

ø

2k

= 2ø

k

ù

k

:

ÅðïìÝíùò:

ø

2

2k

= 4ø

2

k

ù

2

k

Ãéá k ðåñéôôü, ï ìÝãé�ïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí�íôåëå�þí ôïõ ø

2

k

; åßíáé 1: ÅðéðëÝïí,

ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 1:9

ù

2

k

= (y

�1

ù

k

)

2

� y

2

= (y

�1

ù

k

)

2

� (x

3

+ ax+ b) 2 ZZ[x; a; b]:

êáé ï ìÝãé�ïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí �íôåëå�þí ôïõ ðïëõùíýìïõ ù

2

k

åßíáé 1: Áñá ç

ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïí ìÝãé�ï êïéíü äéáéñÝôç ôùí �íôåëå�þí ôïõ

ø

2

2k

; ãéá k ðåñéôôü åßíáé 2

2

= 4; üðùò áêñéâþò æçôïý�ìå.

Ãéá k Üñôéï, ï ìÝãé�ïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí�íôåëå�þí ôïõ ðïëõùíýìïõ ù

2

k

; åßíáé 1;

ëüãù ôïõ 3 ôïõ èåùñÞìáôïò 1:9: ÅðéðëÝïí áðü ôçí õðüèå�ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò
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ðñïêýðôåé üôé åÜí ï 2

s

åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïí n = 2k;

äçëáäÞ ï 2

s�1

åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïí k; ôüôå ï 2

2(s�1)

åßíáé ç

ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïí ìÝãé�ï êïéíü äéáéñÝôç ôùí �íôåëå�þí ôïõ

ø

2

k

: ÅðïìÝíùò ï 2

2

� 2

2(s�1)

; åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ 2 ðïõ äéáéñåß ôïí ìÝãé�ï

êïéíü äéáéñÝôç ôùí �íôåëå�þí ôïõ ø

2

2k

: Áñá é�ýåé ôï æçôïýìåíï ãéá êÜèå öõ�êü

áñéèìü k; äçëáäÞ ãéá üëïõò ôïõò Üñôéïõò n = 2k; k 2 IN:

2. Áõôü åßíáé áðëÞ åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò 1:9 ãéá n = 2

s

:

3. ÔÝëïò Ý�ù n = p

s

; üðïõ ï p åßíáé ðåñéôôüò ðñþôïò. Ôüôå, åî ïñé�ïý Ý÷ïõìå:

ø

2

p

s

(x) = p

2s

Y

(}(z)� }(u)); (x = }(z))

üðïõ ôï ãéíüìåíï äéáôñÝ÷åé üëá ôá u ðïõ áíÞêïõí �ï (C=L)

p

s

: Åðß�ò:

ø

2

p

s�1

(x) = p

2s�2

Y

(}(z)� }(u));

ïðïõ ôï ãéíüìåíï äéáôñÝ÷åé üëá ôá u ðïõ áíÞêïõí �ï (C=L)

p

s�1
: Áñá äéáéñþíôáò ôï

ø

2

p

s

(x); ìå ôï ø

2

p

s

�1

(x); Ý÷ïõìå

g

p

s

(x) = p

2

Y

(}(z)� }(u));

üðïõ ôï u 2 (C=L)

p

s

� (C=L)

p

s�1
êáé ôï ãéíüìåíï åßíáé ôï ðïëõþíõìï ôïõ }; P

n

(}) ìå

�íôåëå�Ýò áðü ôï ZZ:

Áñá ðñÜãìáôé ôï g

p

s

(x) åßíáé ðïëõþíõìï ôïõ ZZ[x; a; b]; ìå�íôåëå�Þ ìåãé�ïâáèìßïõ

üñïõ p

2

:

Åðß�ò ïé �íôåëå�Ýò ôïõ g

p

s

(x) åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò, äéüôé ï ìÝãé�ïò êïéíüò

äéáéñÝôçò ôùí �íôåëå�þí ôùí ðïëõùíýìùí ø

p

s

(x); ø

p

s�1
(x) åßíáé 1 ( ëüãù ôïõ 1 ôïõ

ðáñüíôïò èåùñÞìáôïò ) êáé åðïìÝíùò áðü ôï ËÞììá ôïõ Gauss ôï ßäéï èá é�ýåé êáé

ãéá ôï ðçëßêïí ôïõò ðïõ åßíáé ôï g

p

s

(x): 2
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2 ÔõðéêÝò ïìÜäåò

Óôï êåöÜëáéï áõôüR èá�ìâïëßæåé Ýíáí ìç-ôåôñéììÝíï áíôéìåôáèåôéêü äáêôýëéï ìå ìïíáäéáßï

�ïé÷åßï 1 2 R:

2.1 Ïñé�ïß - Éäéüôçôåò

Ïñé�üò 2.1 (, ) F ; R; F (X;Y ) 2 R[[X;Y ]]; :

1. F (X;Y ) = X + Y +G(X;Y ); G(X;Y ) 2 R[[X;Y ]] ( X Õ ) 2:

2. F (X;F (Y;Z)) = F (F (X;Y ); Z):

3. F (X;Y ) = F (Y;X):

4. i(T ) 2 R[[T ]]; F (T; i(T )) = 0:

5. F (X; 0) = X; F (0; Y ) = Y

F F :

ÐáñáôçñÞ�éò :

1. Êáô' áñ÷Þí é�ýåé: F (0; 0) = 0 ( ëüãù ôçò éäéüôçôáò 1 ôïõ ïñé�ïý ). Óõíåðþò ïé

äõíáìï�éñÝò F (X;F (Y;Z)); êáé F (F (X;Y ); Z); ôçò éäéüôçôáò 2 ôïõ ïñé�ïý, åßíáé

êáëÜ ïñé�Ýíåò ôõðéêÝò äõíáìï�éñÝò ôïõ äáêôõëßïõ R[[X;Y;Z]]:

2. Å�ùM := XR[[X;Y ]]: Áí f; g 2 M; ïñßæïõìå (f � g)(X) := f(g(X)): Ôüôå ôï

éäåþäåòM; ãßíåôáé ðïëëáðëá�á�éêÞ çìéïìÜäá ìå ðñÜîç ôçí "�", êáé ç äõíáìï�éñÜ

X åßíáé ôï ìïíáäéáßï �ïé÷åßï ôçò çìéïìÜäáò, äçëáäÞ X � f = f �X = f: ÅðïìÝíùò

åáí f � g = g � f = X; üðïõ f; g 2 M; ôüôå ãñÜöïõìå f = g

�1

êáé g = f

�1

:

ËÞììá 2.2 a 2 R

�

f(T ) 2 R[[T ]]; f(T ) = aT + � � � ; g(T ) 2 R[[T ]] f(g(T )) = T:

g(f(T )) = T:

Áðüäåéîç : Èá êáôá�åõÜ�õìå áêïëïõèßá ðïëõùíýìùí g

n

(T ) 2 R[T ]; ôÝôïéá þ�å:

f(g

n

(T )) � TmodT

n+1

; êáé g

n+1

� g

n

(T )modT

n+1

:
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Èá äåßîïõìå üôé ôï üñéï lim

n!1

g

n

(T ); õðÜñ÷åé êáé åáí èÝ�õìå g(T ) := lim

n!1

g

n

(T );

ðñïöáíþò é�ýåé üôé f(g(T )) = T: ÊÜíïõìå åðáãùãÞ åðß ôïõ n: Ãéá n = 1; ïñßæïõìå

g

1

(T ) := a

�1

T: Ôï g

1

(T ) åðáëçèåýåé ôçí�Ý�f(g

1

(T )) � TmodT

2

: Å�ù üôé é�ýåé é�ýåé

ç õðüèå�ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò, äçëáäÞ üôé Ý÷ïõìå êáôá�åõÜ�é ôï �ïé÷åßï g

n�1

(T ):

ÅîåôÜæïõìå áí õðÜñ÷åé � 2 R; ôÝôïéï þ�å ç g

n

(T ) = g

n�1

(T ) + �T

n

; íá éêáíïðïéåß ôçí

æçôïýìåíç éäéüôçôá:

f(g

n

(T )) = f(g

n�1

(T )+�T

n

) � f(g

n�1

(T ))+ a�T

n

modT

n+1

� T + bT

n

+ a�T

n

modT

n+1

ãéá êÜðïéï b 2 R; ëüãù ôçò õðüèå�ò ôçò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. Áñêåß ëïéðüí íá ðÜñïõìå

� := �

b

a

; ôï ïðïßï åßíáé �ïé÷åßï ôïõ R; äéüôé a 2 R

�

: Åô�åîá�áëßæïõìå ôçí ýðáñîç

äõíáìï�éñÜò g(T ) 2 R[[T ]]; ôÝôïéáò þ�å f(g(T )) = T: ÅðéðëÝïí åöáñìüæïíôáò ôï g �ï

f(g(T )) = Ô; Ý÷ïõìå g(f(g(T ))) = g(T ); ôï ïðïßï åßíáé ôáõôüôçôá �ïí äáêôýëéï R[[g(T )]]:

Óõíåðþò g(f(T )) = T:

ÔÝëïò áí õðïèÝ�õìå üôé õðÜñ÷åé h(T ) 2 R[[T ]]; ôÝôïéï þ�å f(h(T )) = T; ôüôå:

g(T ) = g(f(h(T ))) = (g � f)(h(T )) = h(T );

ðïõ ìáò áðïäåéêíýåé ôçí ìïíáäéêüôçôá ôïõ g(T ): 2

Óôçí �íÝ÷åéá êÜíïíôáò ÷ñÞ�ôïõ ëÞììáôïò 2:2 ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé, ïé éäéü-

ôçôåò 1 êáé 2 ôïõ ïñé�ïý, äßíïõí ôéò éäéüôçôåò 4 êáé 5: Áðïäåéêíýïõìå ôçí éäéüôçôá 4:

Ðñüôá�2.3 F (X;Y ) 2 R[[X;Y ]] 1 2 2:1: i(X) 2 R[[X]]; F (X; i(X)) =

F (i(X);X) = 0:

Áðüäåéîç : Èåùñïýìå ôçí �íáìï�éñÜ G(X;Y ) := X � F (X;Y ); ðïõ ðñïöáíþò äåí

Ý÷åé �áèåñü üñï. Áí èåùñÞ�õìå ôçí G(X;Y ); ùò äõíáìï�éñÜ ìüíï ôïõ Y; ìå�íôåëå�Ýò

áðü ôïí äáêôýëéï R[[X]]; ôüôå ç äõíáìï�éñÜ g

X

(Y ) := G(X;Y ) 2 (R[[X]])[[Y ]]; åßíáé ôçò

ìïñöÞò g

X

(Õ) = aY + � � � ; üðïõ a = �1 2 R[[X]]

�

: Óõíåðþò ìðïñïýìå íá åöáñìü�õìå ôï

ëÞììá 2:2 . ÕðÜñ÷åé ëïéðüí äõíáìï�éñÜ i

X

(Y ) 2 (R[[X]])[[Y ]] ôÝôïéá þ�å g

X

(i

X

(Y )) = Y:

Ïñßæïõìå i(X;Y ) := i

X

(Y ) 2 R[[X;Y ]]: Ôüôå:

g

X

(i

X

(Y )) = G(X; i(X;Y )) = X � F (X; i(X;Y )) =) Y = X � F (X; i(X;Y )):
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ÅðïìÝíùò �ïí äáêôýëéï R[[T ]]; üðïõ Ô := × = Õ Ý÷ïõìå 0 = F (T; i(T; T )): ÈÝôïõìå

i(T ) := i(T; T ) êáé �íåðþò Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ôçí ýðáñîç äõíáìï�éñÜò i(T ) 2 R[[T ]];

ôÝôïéáò þ�å F (T; i(T )) = 0: Åíôåëþò üìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé F (i(T ); T ) = 0:

Áðïäåéêíýïõìå ôÝëïò õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ äõíáìï�éñÜ i(T ) 2 R[[T ]] ôÝôïéá þ�åF (T; i(T )) =

F (i(T ); T ) = 0: Áí õðïèÝ�õìå üôé õðÜñ÷åé êáé äåýôåñç äõíáìï�éñÜ j(T ) 2 R[[T ]]; ôÝôïéá

þ�å F (j(T ); T ) = F (T; j(T )) = 0; ôüôå:

i(T ) = F (F (T; j(T )); i(T )) = F (j(T ); F (T; i(T ))) = j(T ):2

Ðáñáäåßãìáôá :

1. Ç ôõðéêÞ ðñï�åôéêÞ ïìÜäá, ðïõ �ìâïëßæåôáé ìå

^

G

a

: Äßíåôáé áðü ôïí ôõðéêü íüìï

ïìÜäáò F (X;Y ) = X + Y:

2. Ç ôõðéêÞ ðïëëáðëá�á�éêÞ ïìÜäá ,ðïõ �ìâïëßæåôáé ìå

^

G

m

: Äßíåôáé áðü ôïí ôõðéêü

íüìï ïìÜäáò F (X;Y ) = X + Y +XY:

Ïñé�üò 2.4 (F ; F ) (G; G); R: F G; f(T ) 2 T � R[[T ]]; f(F (X;Y )) =

G(f(X); f(Y )): (F ; F ); (G; G) 9g : G ! F ; , f(g(T )) = g(f(T )) = T:

Ïñé�üò 2.5 (F ; F ); . :

[m] : F �! F ; m 2 ZZ; :

[0](T ) = 0; [m+ 1](T ) = F ([m](T ); T ); [m� 1](T ) = F ([m](T ); i(T )):

Åýêïëá åðáëçèåýåôáé ( åðáãùãéêÜ ) üôé åßíáé ïìïìïñöé�üò êáé ëÝãåôáé áðåéêüíé�ðïë-

ëáðëá�á�ïý ìå m:

Ðñüôá�2.6 F R m 2 ZZ: :

1. [m](T ) = mT + ( ) :

2. m 2 R

�

; m; .

Áðüäåéîç :
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1. Êáô' áñ÷Þí èåùñïýìå ôçí ðåñßðôù�üðïõ m � 0 êáé áðïäåéêíýïõìå ôï æçôïýìåíï

åðáãùãéêÜ ùò ðñïò m: ÐñÜãìáôé, ãéá m = 0 Ý÷ïõìå [0](Ô) = 0: Å�ù üôé é�ýåé ôï

æçôïýìåíï ãéá ôïí öõ�êü áñéèìü m: ÅðïìÝíùò:

[m+ 1](T ) = F ([m](T ); T ) = [m](T ) + T + (üñïé ìåãáëýôåñïõ âáèìïý)

= mT + T + üñïé ìåãáëýôåñïõ âáèìïý = (m+ 1)T + (üñïé ìåãáëýôåñïõ âáèìïý):

ÄçëáäÞ é�ýåé ãéá êÜèå m � 0: Áí ôþñá m < 0; ôüôå ÷ñç�ìïðïéïýìå ôçí ôáõôüôçôá:

0 = F (T; i(T )) = T + i(T ) + (üñïé ìåãáëýôåñïõ âáèìïý);

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé üôé i(T ) = �T + (üñïé ìåãáëýôåñïõ âáèìïý); êáé åöáñìüæïõìå

åðáãùãÞ ãéá ôï �m:

2. Áí m 2 R

�

; ôüôå ôï ãåãïíüò üôé ï [m] åßíáé é�ìïñöé�üò åßíáé Üìå��íÝðåéá ôïõ 1

êáé ôïõ ëÞììáôïò 2:2: 2

2.2 Ç ôõðéêÞ ïìÜäá ìéáò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò

Å�ù ìßá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E; ìå åîß��Weierstrass:

E : y

2

+ a

1

xy + a

3

y = x

3

+ a

2

x

2

+ a

4

x+ a

6

; a

i

2 R:

ÊÜíïõìå ôïí åîÞò ìåôá�çìáôé�ü:

z := �

x

y

; w := �

1

y

:

ÄçëáäÞ x = z=w êáé y = �1=w: Ï ìåôá�çìáôé�üò áõôüò ìáò ìåôáöÝñåé ôï åð' Üðåéñï

�ìåßï ôçò êáìðýëçò E; �çí áñ÷Þ ôùí áîüíùí (0; 0): Ç åîß��ôçò E ��íôåôáãìÝíåò

(z;w); åßíáé:

w = z

3

+ a

1

zw + a

2

z

2

w + a

3

w

2

+ a

4

zw

2

+ a

6

w

3

:= f(z;w)

=) w = z

3

+(a

1

z+a

2

z

2

)w+(a

3

+a

4

z)w

2

+a

6

w

3

= z

3

+(a

1

z+a

2

z

2

)[z

3

+(a

1

z+a

2

z

2

)w+� � �]

= z

3

+ a

1

z

4

+ (a

2

1

+ a

2

)z

5

+ (a

3

1

+ 2a

1

a

2

+ a

3

)z

6

+ � � � = z

3

(1 +A

1

z +A

2

z

2

+ � � �);
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üðïõ A

n

2 ZZ[a

1

; � � � ; a

6

]: ÅêöñÜ�ìå äçëáäÞ ôï w ùò äõíáìï�éñÜ ôïõ z: Èá áðïäåßîïõìå

üôé áõôÞ ç äõíáìï�éñÜ�ãêëßíåé êáèþò åðß�ò üôé w(z) = f(z;w(z)):

Ïñßæïõìå åðáãùãéêÜ ôçí åîÞò áêïëïõèßá ðïëõùíýìùí:

f

1

(z;w) := f(z;w); f

m+1

(z;w) := f

m

(z; f(z;w)):

Ôüôå ðáßñíïõìå �í w(z) := lim

m!1

f

m

(z; 0); êáé åðïìÝíùò áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé áõôü

ôï üñéï Ý÷åé íüçìá �ïí äáêôýëéï ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z]]:

Ðñüôá�2.7 1. :

w(z) = z

3

(1 +A

1

z +A

2

z

2

+ � � �) 2 ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z]]

2. w(z); w(z) = f(z;w(z)):

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðáñáðÜíù ðñüôá�ò, ÷ñåéáæüìá�å ôï ËÞììá ôïõ Hensel ( �ìßá

ðéï ãåíéêÞ ìïñöÞ )

ËÞììá 2.8 R I; F (w) 2 R[w]: a 2 R; ( n � 1 ), F (a) 2 I

n

F

0

(a) 2 R

�

:

� 2 R , � � F

0

(a)modI; :

w

0

= a;w

m+1

= w

m

�

F (w

m

)

�

b 2 R; :

F (b) = 0 b � amodI

n

:

R b:

Áðüäåéîç : [ Áí 1] ( Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ðñüêåéôáé ãéá ìéá áðü ôéò ìïñöÝò ôïõ áë-

ãüñéèìïõ ôïõ Newton ). 2

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá �çí áðüäåéîç ôçò ðñüôá�ò 2:7:

Áðüäåéîç ôçò ðñüôá�ò 2:7 : Åöáñìüæïõìå ôï ëÞììá 2:8 ãéá R := ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z]];

I := (z); a := 0; � := �1 êáé F (w) =: f(z;w)� w: ÐñÜãìáôé :

F (0) = f(z; 0)� 0 = f(z; 0) 2 I

3

F

0

(0) = f

0

(z;w)j

w=0

� 1 = �1 + a

2

z + � � � ;
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ðïõ ðñïöáíþò åßíáé ìïíÜäá ôïõ R: Åðß�ò:

w

0

= a = 0; w

m+1

= w

m

�

F (w

m

)

�

= w

m

+ F (w

m

)

=) F (w

0

) = F (a) = F (0) = f(z; 0);

F (w

m

) = f(z;w

m

)� w

m

=) F (w

m

) + w

m

= f(z;w

m

) = f(z; f

m

(z; 0)) = w

m+1

2

ÅêöñÜæïõìå ôá x; y ùò äõíáìï�éñÝò ôïõ z :

x(z) =

z

w(z)

=

1

z

2

�

a

1

z

� a

2

� a

3

z � (a

4

+ a

1

a

3

)z

2

� � � � ;

y(z) =

�1

w(z)

= �

1

z

3

+

a

1

z

2

+

a

2

z

+ a

3

+ (a

4

+ a

1

a

3

)z + � � � ;

üðïõ ïé �íôåëå�Ýò ôùí áíáðôõãìÜôùí Laurent ôùí x(z); y(z) Ý÷ïõí �íôåëå�Ýò áðü ôïí

äáêôýëéï ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

]:

Ôï æåõãÜñé (x(z); y(z); ) ìáò äßíåé ìßá " ôõðéêÞ " ëý�ôçò åîß��ò ôïõ Weierstrass, ç

ïðïßá áíÞêåé �ï�ìá ðçëßêùí ôïõ äáêôõëßïõ ôùí ôõðéêþí äõíáìï�éñþí. Èá ìðïñïý�ìå

íá ðñï�áèÞ�õìå íá " ðáñÜãïõìå " �ìåßá ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E=K; ðáßñíïíôáò

Ýíá �ïé÷åßï z 2 K êáé êïéôÜæïíôáò ôï æåõãÜñé (x(z); y(z)): ÅðåéäÞ üìùò ïé x(z); y(z)

åßíáé Üðåéñåò �éñÝò äåí Ý÷ïõí ðÜíôá íüçìá. Ïôáí üìùò ôï �ìá K åßíáé ðëÞñåò ôïðéêü

�ìá, ùò ðñüò ìßá äéáêñéôÞ åêôßìç�õ; ìå äáêôýëéï áêåñáßùí R; ìÝãé�ï éäåþäåò M êáé

ïé �íôåëå�Ýò ôçò åîß��ò ôïõ Weierstrass ôçò E; a

i

; åßíáé �ïé÷åßá ôïõ äáêôõëßïõ R; ôüôå

ïé äõíáìï�éñÝò x(z); y(z) áðïêôïýí íüçìá êáé �ãêëßíïõí äßíïíôáò�ìåßï (x(z); y(z)) ôçò

åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E: Åô�ëïéðüí êáôá�åõÜæåôáé êáôÜ öõ�ïëïãéêü ôñüðï ç åìöýôåõ�:

M

'

,! E(K):

Ç åéêüíá ôçò áðåéêüíé�ò '; åßíáé üëá ôá �ìåßá (x; y) 2 E(K); ôÝôïéá þ�å xy

�1

2 M:

Å�ù z

1

; z

2

áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò êáéw

i

:= w(z

i

); ãéá i = 1; 2: Ôüôå�ï (w; z)-åðßðåäï

ç åõèåßá ðïõ �íäÝåé ôá ( "ôõðéêÜ ") �ìåßá (w

1

; z

1

); (w

2

; z

2

) Ý÷åé êëß�:

� = �(z

1

; z

2

) =

w

2

� w

1

z

2

� z

1

=

1

X

n=3

z

n

2

� z

n

1

z

2

� z

1

2 ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z

1

; z

2

]]:

Óçìåéþíïõìå ìÜëé�á üôé ôï � äåí Ý÷åé ïýôå �áèåñü, ïýôå ðñùôïâÜèìéï üñï. Åðß�ò ïñß-

æïõìå:

� := �(z

1

; z

2

) = w

1

� �z

1

2 ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z

1

; z

2

]]:
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Ôüôå ç åõèåßá ðïõ ðåñíÜ áðü ôá �ìåßá (w

1

; z

1

); (w

2

; z

2

) Ý÷åé åîß��w = �z + �: Áíôéêá-

èé�þíôáò �çí åîß��ôïõ Weierstrass, ðáßñíïõìå Ýíá êõâéêü ðïëõþíõìï ùò ðñüò z; ðïõ

Ý÷åé ùò ñßæåò ôïõ ôá z

1

; z

2

: Å�ù z

3

; ç ôñßôç ôïõ ñßæá. Ôüôå ôï z

3

ìðïñåß íá åêöñá�åß ùò

äõíáìï�éñÜ ôùí z

1

; z

2

:

z

3

= z

3

(z

1

; z

2

) = �z

1

� z

2

+

a

1

� + a

3

�

2

� a

2

� � 2a

4

�� � 3a

6

�

2

�

1 + a

2

� + a

4

�

2

+ a

6

�

3

;

ôï ïðïßï áíÞêåé�ïí äáêôýëéï ôùí ôõðéêþí äõíáìï�éñþíZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z

1

; z

2

]]: ÅðéðëÝïí

ëüãù ôïõ íüìïõ ïìÜäïò ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E; ôá �ìåßá (w

i

; z

i

); i = 1; 2; 3 áèñïß-

æïíôáé �ï åð' Üðåéñï �ìåßï ôçò êáìðýëçò O: Óôï (x; y)-åðßðåäï ôï áíôßèåôï ôïõ �ìåßïõ

(x; y); åßíáé ôï �ìåßï (x;�y � a

1

x� a

3

): Óõíåðþò ôï áíôßèåôï ôïõ �ìåßïõ (z;w); èá Ý÷åé

z-�íôåôáãìÝíç ( z = �x=y ):

i(z) =

x(z)

y(z) + a

1

x(z) + a

3

=

z

�2

� a

1

z

�1

� � � �

�z

�3

+ 2a

1

z

�2

+ � � �

2 ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z]]:

ÁõôÞ ç �Ý�ìáò äßíåé ôïí ôõðéêü íüìï ïìÜäáò:

F (z

1

; z

2

) = i(z

3

(z

1

; z

2

)) = z

1

+z

2

�a

1

z

1

z

2

�a

2

(z

2

1

z

2

+z

1

z

2

2

)�� � � 2 ZZ[a

1

; a

2

; � � � ; a

6

][[z

1

; z

2

]];

êáé åðáëçèåýåé ôéò éäéüôçôåò ïñé�ïý ôçò ôõðéêÞò ïìÜäáò.

2.3 ÏìÜäåò åðé�íáðôüìåíåò �ôõðéêÝò ïìÜäåò

Ìßá ôõðéêÞ ïìÜäá, åßíáé áðëÜ Ýíáò íüìïò ïìÜäáò. Áí üìùò ï äáêôýëéïò R åßíáé ôïðéêüò êáé

ðëÞñçò äáêôýëéïò, êáé åáí ïé ìåôáâëçôÝò ðáßñíïõí ôéìÝò áðü ôï ìïíáäéêü ìÝãé�ï éäåþäåò

ôïõ R; ôüôå ç äõíáìï�éñÜ ïñé�ïý ôçò ôõðéêÞò ïìÜäáò, �ãêëßíåé. Óôá åðüìåíá èá åßíáé:

R ðëÞñçò ôïðéêüò äáêôýëéïò,

M ôï ìÝãé�ï éäåþäåò ôïõ R;

~

K ôï �ìá ðçëßêùí R=M;

F ìßá ôõðéêÞ ïìÜäá ïñé�Ýíç�ïí R; ìå ôõðéêü íüìï ïìÜäáò F (X;Y ):

Ïñé�üò 2.9 F=R; M; :

x�

F

y = F (x; y); x; y 2 M
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:

	

F

x = i(x); x; y 2 M:

F(M):

Êáè' üìïéï ôñüðï, áí m � 1; ïñßæïõìå ôçí õðïïìÜäá ôçò F(M); F(M

n

); ôçò ïðïßáò ôï

�íïëï ïñé�ïý åßíáé ôïM

n

:

ÐáñáôÞñç�: Ôï ãåãïíüò üôé ï R åßíáé ðëÞñçò ôïðéêüò äáêôýëéïò �íåðÜãåôáé üôé ïé

äõíáìï�éñÝò F (x; y) êáé i(x);�ãêëßíïõí üôáí x; y 2 M: ÅðïìÝíùò ôá áîéþìáôá ïñé�ïý

ôçò ôõðéêÞò ïìÜäïò äßíïõí äïìÞ ïìÜäïò �çí F(M); êáé äïìÞ õðïïìÜäïò �çí F(M

n

):

Ðáñáäåßãìáôá :

1. Ç ðñï�åôéêÞ ïìÜäá

^

G

a

(M); åßíáé ôï �íïëï (M;+) åöïäéá�Ýíï ìå ôçí�íçèé�Ýíç

ðñÜîç ðñü�å�ò�ïM: ÅðïìÝíùò ç ðáñáêÜôù áêïëïõèßá ðñï�åôéêþí ïìÜäùí åßíáé

áêñéâÞò:

0 �!

^

G

a

(M) �! R �!

~

K �! 0

2. Ç ðïëëáðëá�á�éêÞ ïìÜäá

^

G

m

(M); åßíáé ç ïìÜäá ôùí 1-ìïíÜäùí ( 1 +M ), ìå

ôçí �íçèé�Ýíç ðñÜîç ðïëëáðëá�á�ïý. Ïìïéá ëïéðüí Ý÷ïõìå ôçí ðáñáêÜôù ìéêñÞ

áêñéâÞ áêïëïõèßá ðïëëáðëá�á�éêþí ïìÜäùí:

0 �!

^

G

m

(M) �! R

�

�!

~

K

�

�! 0

3. Å�ù

^

E; ç ôõðéêÞ ïìÜäá ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E=K; üðïõ K åßíáé ôï �ìá

ðçëßêùí ôïõ äáêôõëßïõ R: Ïðùò ãíùñßæïõìå ïé äõíáìï�éñÝò x(z); y(z); ïñßæïõí ôçí

áðåéêüíé�:

M�! E(K)

z 7! (x(z); y(z))

ç ïðïßá åðÜãåé ïìïìïñöé�ü ôçò ïìÜäùí ôçò

^

E(M)�çíE(K):Áðïäåéêíýåôáé ìÜëé�á

üôé ç ðáñáêÜôù áêáëïõèßá åßíáé áêñéâÞò:

0 �!

^

E(M) �! E(K) �!

~

E(

~

K) �! 0
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áí ç êáìðýëç

~

E; üðïõ åî ïñé�ïý åßíáé ç E modulo M; åßíáé ìç-éäéüìïñöç. Óôçí

ãëþ�á ôçò èåùñßáò áíáãùãÞò�çí ïðïßá èá áíáöåñèïýìå åêôåíþò �ï åðüìåíï êåöÜ-

ëáéï, ôï ãåãïíüò áõôü�ìáßíåé üôé ç

^

E(M) åßíáé ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò.

Ðñüôá�2.10 1. n � 1; :

F(M

n

)=F(M

n+1

) �!M

n

=M

n+1

, .

2. p

~

K: F(M) p:

Áðüäåéîç :

1. Áöïý ôá áíôß�ïé÷á�íïëá åßíáé ß�, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç ðáñáðÜíù áðåéêüíé�

åßíáé ìïñöé�üò ïìÜäùí. Áò ðÜñïõìå �ïé÷åßá x; y 2 M

n

: Ôüôå:

x�

F

y = F (x; y) = x+ y + � � � � x+ y modM

n+1

;

ðïõ áðïäåéêíýåé ôï æçôïýìåíï.

2. Áò ðÜñïõìå �ïé÷åßï x 2 F(M); ôÜîçò m 2 IN: Áí ðïëëáðëá�Ü�õìå ôï x ìå

êáôÜëëçëç äýíáìç ôïõ p; åßíáé öáíåñü üôé áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé äåí õðÜñ÷ïõí

ìç-ìçäåíéêÜ�ìåßá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò, ìå ôÜîç ðñþôç ðñïò ôïí p: Êáô' áñ÷Þí ï äá-

êôýëéïò R åßíáé äáêôýëéïò ôçò Noether. Èá áðïäåßîïõìå åðáãùãéêÜ üôé x 2 F(M

n

);

ãéá êÜèå öõ�êü áñéèìü n êáé åðïìÝíùò, ëïãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Krull ([B-I-V],�ë.

65) Ýðåôáé üôé x = 0: Åî õðïèÝ�ùò x 2 F(M): Áñá ç é�ýåé ôï æçôïýìåíï ãéá n = 1:

Å�ù üôé x 2 F(M

n

): H åéêüíá ôïõ x; �x 2 F(M

n

)=F(M

n+1

); Ý÷åé ôÜîç ðïõ äéáéñåß-

ôáé áðü ôïí m: Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò ç ïìÜäá F(M

n

)=F(M

n+1

) Ý÷åé �ìåßá

ðïõ ç ôÜîç ôïõò äéáéñåßôáé ìüíï ìå p; äéüôé åßíáé é�ìïñöç ìå ôçí ïìÜäáM

n

=M

n+1

:

ÅðïìÝíùò �x = 0; äçëáäÞ x 2 F(M

n+1

): Áñá x 2 F(M

n

) ãéá êÜèå öõ�êü áñéèìü n:

2
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3 ÅëëåéðôéêÝò êáìðýëåò ïñé�Ýíåò

�ôïðéêÜ �ìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞ�õìå ôçí ïìÜäá ôùí ñçôþí �ìåßùí ìéáò åëëåéðôéêÞò êá-

ìðýëçò E ïñé�Ýíçò�ôïðéêü �ìá áñéèìþí ìå êýñéï �ïðü ôçí åîáãùãÞ �ìðåñá�Üôùí

ãéá ôéò éäéüôçôåò ôùí�ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ôçò E: Óôá ðáñáêÜôù èá êñáôÞ�õìå ôïí

áêüëïõèï �ìâïëé�ü:

K

õ

: ôïðéêü �ìá áñéèìþí ðëÞñåò ùò ðñïò ìéá äéáêñéôÞ åêôßìç�õ;

R : ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí ôïõ K

õ

; R = fx 2 K

õ

=õ(x) � 0g;

R

�

: ç ïìÜäá ôùí ìïíÜäùí ôïõ R; R

�

= fx 2 K

õ

=õ(x) = 0g;

P

õ

: ôï ìÝãé�ï éäåþäåò ôïõ R; P

õ

= fx 2 K

õ

=õ(x) > 0g;

� : ï ãåííÞôïñáò ôïõ P

õ

; P

õ

= �R;

~

K

õ

: ôï �ìá õðïëïßðùí ôïõ R;

~

K

õ

= R=P

õ

:

Åðß�ò õðïèÝôïõìå üôé ç åêôßìç�õ åßíáé êáíïíéêïðïéçìÝíç, äçëáäÞ õ(�) = 1: ÊÜíïõìå

ìÜëé�á ôçí �ìâá�õ(0) = 1: ÔÝëïò õðïèÝôïõìå üôé ôá K

õ

êáé

~

K

õ

åßíáé ôÝëåéá �ìáôá

(äçëáäÞ êÜèå áëãåâñéêÞ ôïõò åðÝêôá�åßíáé äéá÷ùñß�ìç ).

3.1 ÅëÜ÷é�á ìïíôÝëá ôïõ Weierstrass

Å�ù E åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç�ï�ìá K

õ

; êáé Ý�ù:

Y

2

+ a

1

XY + a

3

Y = X

3

+ a

2

X

2

+ a

4

X + a

6

ìéÜ åîß��ôïõ Weierstrass ãéá ôçí E: KÜíïõìå ôïí ìåôá�çìáôé�ü:

(X;Y ) 7! (u

�2

X;u

�3

Y ); (u 2 K

�

õ

)

ðïõ ìáò äßíåé åîß��ôïõ Weierstrass ìå �íôåëå�Ýò u

i

a

i

(a

i

7! u

i

a

i

). Óõíåðþò äéáëÝãï-

íôáò u 2 K

�

õ

ðïõ íá äéáéñåßôáé áðü áñêåôÜ ìåãÜëç äýíáìç ôïõ � êáôáëÞãïõìå �åîß��

ôïõ Weierstrass ìå �íôåëå�Ýò �ïí äáêôýëéï R: Ôüôå üìùò õ(Ä) � 0 êáé åö' ü�í ç õ

åßíáé äéáêñéôÞ åêôßìç�ìðïñïýìå íá áíáæçôÞ�õìå ìïíôÝëï åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E ìå

äéáêñßíïõ�õ(Ä) "ü�ôï äõíáôü ìéêñÞ".

Ïñé�üò 3.1 E=K

õ

. Weierstrass E õ õ(Ä) a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

6

2 R:
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Ðþò ìðïñïýìå üìùò íá åëÝãîïõìå áí ìéá äï�Ýíç åîß��ôïõ Weierstrass åßíáé åëÜ÷é-

�ç; Êáôáñ÷Þí üëá ôá a

i

ðñÝðåé íá áíÞêïõí �ïí äáêôýëéï R êáé åéäéêüôåñá Ä 2 R: Áí ç

åîß��äåí åßíáé åëÜ÷é�ç, ôüôå õðÜñ÷åé áìößñçôç áëëáãÞ�íôåôáãìÝíùí ðïõ äßíåé äéáêñß-

íïõ�Ä

0

= u

�12

Ä 2 R: ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé ç äéáêñßíïõ�áëëÜæåé ìüíï êáôÜ âÞìáôá ôïõ

12: Óõíåðþò áí a

i

2 R êáé õ(Ä) ìéêñüôåñï ôïõ 12 ôüôå ç åîß��åßíáé åëÜ÷é�ç. Ïìïßùò

áöïý c

0

4

= u

4

c

4

êáé c

0

6

= u

6

c

6

; Ý÷ïõìå üôé åÜí a

i

2 R êáé c

4

ìéêñüôåñï ôïõ 4; c

6

ìéêñüôåñï

ôïõ 6; ôüôå ç åîß��åßíáé åëÜ÷é�ç. ÌÜëé�á åÜí ç ÷áñáêôçñé�éêÞ ôïõ �ìáôïò K

õ

åßíáé

äéáöïñåôéêÞ ôùí 2 êáé 3 ôüôå é�ýåé êáé ôï áíôß�ñïöï. Óçìåéþíïõìå åðß�ò üôé ãéá ôõ÷üí

ôïðéêü �ìá K

õ

õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéèìïò ôïõ Tate ( [Ta ] ), ðïõ ìáò ðñï�éïñßæåé áí ìéá

åîß��ôïõ Weierstrass åßíáé åëÜ÷é�ç.

ÐáñÜäåéãìá : Å�ù ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç:

E : Y

2

+XY = X

3

+ 1

Õðïëïãßæïõìå: c

4

= b

2

2

� 24b

4

; b

2

= a

2

1

+ 4a

2

= 1; b

4

= 2a

4

+ a

1

a

3

= 0 êáé Üñá c

4

= 1:

Óõíåðþò ãéá êÜèå èÝ�õ é�ýåé õ(c

4

) = õ(1) = 0; ôï ïðïßï åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ 4: Áñá ç

åîß��ôçò E åßíáé åëÜ÷é�ç.

Ðñüôá�3.2 1. E=K

õ

Weierstrass.

2. Weierstrass , :

x = u

2

x

0

+ r y = u

3

y

0

+ u

2

sx

0

+ t;

u 2 R

�

r; s; t 2 R:

Áðüäåéîç :

1. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ðÜíôá ìðïñïýìå íá âñïýìå ìßá åîß��ôïõ Weierstrass ìå a

i

2 R

êáé õ(�); ü�ôï äõíáôüí ìéêñü, äéüôé ç åêôßìç�õ åßíáé äéáêñéôÞ.

2. Å�ù üôé ç äï�Ýíç åîß��åßíáé �åëÜ÷é�ç ìïñöÞ êáé Ý�ù üôé êáé ç êáìðýëç ðïõ

ðñïêýðôåé áðü ôçí áñ÷éêÞ, ìÝ�áëëáãÞò�íôåôáãìÝíùí, åßíáé åðß�ò åëÜ÷é�ç. Ôüôå

õ(�) = õ(�

0

): Ïìùò � = u

12

�

0

êáé åðïìÝíùò u 2 R

�

: Åðß�ò ëüãù ôçò�Ý�ò (Êåö.

1;�ë. 2) ðïõ ìáò åêöñÜæåé ôï b

0

6

�íáñôÞ�é ôïõ b

6

( áíôß�ïé÷á ôï b

0

8

�íáñôÞ�é ôïõ
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b

8

), âëÝðïõìå üôé ôï 4r

3

( áíôß�ïé÷á 3r

4

), áíÞêåé �ïí äáêôýëéï R: Óõíåðþò r 2 R:

Ïìïéá ç �Ý�ðïõ åêöñÜæåé ôï a

0

2

;�íáñôÞ�é ôïõ a

2

ìáò äßíåé üôé s 2 R êáé ôÝëïò ç

�Ý�ðïõ åêöñÜæåé ôï a

0

6

;�íáñôÞ�é ôïõ a

6

ìáò äßíåé üôé t 2 R: 2

3.2 ÁíáãùãÞ modulo �

Èåùñïýìå ôçí öõ�êÞ ðñïâïëÞ:

R �! R=�R

t 7!

~

t = t+ �R

Å÷ïíôáò ëïéðüí ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ìå �íôåëå�Ýò áðü ôïí äáêôýëéï R; ìðïñïýìå

íá áíÜãïõìå ôïõò �íôåëå�Ýò ôçò modulo �: Ç êáìðýëç ðïõ ðñïêýðôåé

~

E åßíáé ïñé�Ýíç

�ï �ìá

~

K

õ

êáé ëÝãåôáé ç áíçãìÝíç ôçò áñ÷éêÞò modulo �: Ç áíçãìÝíç êáìðýëç åßíáé

ðéèáíüí íá Ý÷åé éäéïìïñößåò.

Ïñé�üò 3.3 1. E ( stable ) K

õ

~

E -.

2. E ( semistable ) K

õ

~

E ( ). ( split multiplicative ), -

K

õ

.

3. E ( unstable ) K

õ

~

E ( )

Å�ù ôþñá P 2 E(K

õ

): Ôüôå ìðïñïýìå íá âñïýìå ïìïãåíåßò �íôåôáãìÝíåò P =

[x

0

; y

0

; z

0

]; x

0

; y

0

; z

0

2 R; ôÝôïéåò þ�å ôïõëÜ÷é�ï Ýíá áðü áðü ôá x

0

; y

0

; z

0

íá áíÞêåé �ï

R

�

: Óõíåðþò ôï áíáãüìåíï �ìåßï

~

P = [ ~x

0

; ~y

0

; ~z

0

]; áíÞêåé �çí

~

E(

~

K

õ

): Ïñßæïõìå äçëáäÞ

ôçí áðåéêüíé�áíáãùãÞò:

E(K

õ

) �!

~

E(

~

K

õ

)

P 7!

~

P

Óçìåéþíïõìå äå üôé ç áíçãìÝíç êáìðýëç

~

E ìðïñåß íá åßíáé éäéüìïñöç. Ãíùñßæïõìå üìùò üôé

�êÜèå ðåñßðôù�ôï �íïëï ôùí ìç-éäéüìïñöùí �ìåßùí ôçò ðïõ ôï �ìâïëßæïõìå

~

E

ns

(

~

K

õ

)

áðïôåëåß ïìÜäá ( [Si 1], ðñüôá�2:5 ) Ïñßæïõìå ôá åîÞò õðï�íïëá ôçò E(K

õ

) :

E

(0)

(K

õ

) := fP 2 E(K

õ

)=

~

P 2

~

E

ns

(

~

K

õ

)g

31



E

(1)

(K

õ

) := fP 2 E(K

õ

)=

~

P =

~

Og:

Áðü ôïí ïñé�ü ôçò ç E

(0)

(K

õ

) åßíáé ôï �íïëï ôùí�ìåßùí ôçò E ìå ìç-éäéüìïñöç áíáãùãÞ

åíþ ç E

(1)

(K

õ

) åßíáé ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò.

Ðñüôá�3.4 :

0 �! E

(1)

(K

õ

) �! E

(0)

(K

õ

) �!

~

E

ns

(

~

K

õ

) �! 0;

modulo �:

Áðüäåéîç : Ï íüìïò ïìÜäïò, ôü��çí E(K

õ

); ü�êáé �çí

~

E

ns

(

~

K

õ

); ïñßæåôáé, ðáßñíï-

íôáò ôçí ôïìÞ ôçò êáìðýëçò ìå åõèåßåò ôïõ ðñïâïëéêïý åðéðÝäïõ, P

2

: ÅðåéäÞ ç áðåéêüíé�

áíáãùãÞò P

2

(K

õ

) ! P

2

(

~

K

õ

) áðåéêïíßæåé åõèåßåò �åõèåßåò, �íåðÜãåôáé üôé ç E

(0)

(K

õ

)

åßíáé ïìÜäá êáé ç áðåéêüíé�E

(0)

(K

õ

) !

~

E

ns

(

~

K

õ

); åßíáé ïìïìïñöé�üò ïìÜäùí. Åðé-

ðëÝïí ç E

(1)

(K

õ

); åßíáé ïìÜäá, äéüôé åßíáé ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò. Ðñïöáíþò

E

(1)

(K

õ

) � E

(0)

(K

õ

) (äéüôé ôï

~

O äåí åßíáé éäéüìïñöï �ìåßï ôçò

~

E ). ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

áêñßâåéá �çí ðñþôç èÝ�. Åðß�ò ç áêñßâåéá �çí äåýôåñç èÝ�ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò

üôé ç E

(1)

(K

õ

) åßíáé ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò. ÌÝíåé ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå ôçí

áêñßâåéá �çí ôåëåõôáßá èÝ�, äçëáäÞ üôé ç áðåéêüíé�áíáãùãÞò E

(0)

(K

õ

) �!

~

E

ns

(

~

K

õ

)

åßíáé åðß, ãåãïíüò ðïõ èá ðñïêýøåé áðü ôï ëÞììá ôïõ Hensel êáé áðü ôçí ðëçñüôçôá ôïõ

�ìáôïò K

õ

:

Å�ù f(x; y) := y

2

+ a

1

xy + a

3

y � x

3

� a

2

x

2

� a

4

x � a

6

= 0 êáé

~

f(x; y) ôï áíôß-

�ïé÷ï ðïëõþíõìï áíçãìÝíï modulo �: ÄïèÝíôïò �ìåßïõ

~

P = (á; â) 2

~

E

ns

(

~

K

õ

); Ý÷ïõìå

üôé

@

~

f

@x

(

~

P ) 6= 0; åßôå

@

~

f

@y

(

~

P ) 6= 0: ÕðïèÝôïõìå, ÷ùñßò ðåñéïñé�ü ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé é�ýåé

@

~

f

@x

(

~

P ) 6= 0: ÄéáëÝãïõìå y

0

2 R ôÝôïéï þ�å ~y

0

= â êáé åîåôÜæïõìå ôçí åîß��f(x; y

0

): ÊÜ-

íïíôáò áíáãùãÞ modulo � ðáñáôçñïýìå üôé ç áíçãìÝíç åîß��Ý÷åé ôï á ùò áðëÞ ñßæá, äéüôé

ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò

~

f ùò ðñïò x�ï�ìåßï (á; ~y

0

) äåí åßíáé 0: Áñá áðü ôï ëÞììá ôïõ

Hensel 9x

0

2 R ôÝôïéï þ�å ~x

0

= á êáé f(x

0

; y

0

) = 0:Áñá ôï�ìåßïP = (x

0

; y

0

) 2 E

(0)

(K

õ

)

áíÜãåôáé �ï

~

P : 2

3.3 � - áäéêÜ ößëôñá

Å�ù E : Y

2

= X

3

+ AX + B åëëåéðôéêÞ êáìðýëç, ìå �íôåëå�Ýò áðü ôï �ìá K

õ

:

×ùñßò ðåñéïñé�ü ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝ�õìå üôé A;B 2 R: Óêïðüò áõôÞò
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ôçò ðáñáãñÜöïõ åßíáé ç ìåëÝôç ôïõ ðõñÞíá ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò.

Ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò åßíáé ôï �íïëï ôùí �ìåßùí ôçò E ðïõ áðåéêï-

íßæïíôáé �ï

~

O; äçëáäÞ åßíáé ôï �ìåßï O ìáæß ìå ôá �ìåßá (x; y) 2 E(K

õ

) ôÝôïéá þ�å

x; y 62 R: ÐñÜãìáôé áí Ýíá áðü ôá x; y áíÞêåé �ïí R ôüôå êáé ôá äýï èá áíÞêïõí �ïí R.

Óõíåðþò ãñÜöïíôáò ôï P = (x; y) �ïìïãåíåßò �íôåôáãìÝíåò P = [x; y; 1] üðïõ x; y 2 R

êáé áíÜãïíôáò ôï �ìåßï P modulo � ðáßñíïõìå

~

P = [~x; ~y; 1] 6=

~

O; äçëáäÞ êáôáëÞãïõìå �

Üôïðï.

Áí x; y 62 R ( äçëáäÞ ôï�ìåßï P = (x; y) áíÞêåé�ïí ðõñÞíá ôçò áðåéêüíé�òáíáãùãÞò

), ôüôå ç ultrametric áíé�ôçôá äßíåé kyk

2

= kxk

3

( üðïõ ç k�k åßíáé ç ìåôñéêÞ ðïõ ðñïêýðôåé

áðü ôçí åêôßìç�õ ). ÅðïìÝíùò kxk = c

2n

; kyk = c

3n

; üðïõ c � 1; êáé n öõ�êüò áñéèìüò.

Áõôüí ôïí öõ�êü áñéèìü n ôïí ïíïìÜæïõìå åðßðåäï áíáãùãÞò ôïõ �ìåßïõ P = (x; y):

Ç áêüëïõèç ðñüôá��íäÝåé ôçí èåùñßá áíáãùãÞò, ìå ôçí èåùñßá ôùí ôõðéêþí ïìÜäùí

åëëåéðôéêþí êáìðýëùí:

Ðñüôá�3.5 E=K

õ

Weierstrass.

^

E=R E w(z) 2 R[[z]] ( . 2; . 22). :

^

E(�R) �! E

(1)

(K

õ

)

z 7! (

z

w(z)

;�

1

w(z)

)

( z = 0 ' O ).

Áðüäåéîç : Áðü ôçí èåùñßá ôùí ôõðéêþí ïìÜäùí åëëåéðôéêþí êáìðýëùí ( ÊåöÜëáéï

2 ) ãíùñßæïõìå üôé ôï �ìåßï (z=w(z);�1=w(z)); éêáíïðïéåß ôçí åîß��ôçò êáìðýëçò

E: Åðß�ò ç äõíáìï�éñÜ w(z) = z

3

(1 + � � �); �ãêëßíåé 8z 2 �R: ÅðïìÝíùò ôï �ìåßï

(z=w(z);�1=w(z)) áíÞêåé �çí ïìÜäá E(K

õ

) üôáí z 2 �R; êáé åöü�í õ(�1=w(z)) =

�3õ(z); ôï åí ëüãù �ìåßï áíÞêåé �çí ïìÜäá E

(1)

(K

õ

): Áñá ç áðåéêüíé�:

^

E(�R) �! E

(1)

(K

õ

)

z 7! (

z

w(z)

;�

1

w(z)

);

åßíáé êáëþò ïñé�Ýíç. ÅðéðëÝïí áöïý ï ôõðéêüò íüìïò ïìÜäáò �çí

^

E ðñïêýðôåé áðü ôïí

íüìï ïìÜäáò ôçò êáìðýëçò E; åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ðáñáðÜíù áðåéêüíé�åßíáé ïìïìïñöé-

�üò. Åßíáé äå êáé ìïíïìïñöé�üò, äéüôé w(z) = 0; ìüíï üôáí z = 0: ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá

áðïäåßîïõìå üôé åßíáé åðß.
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Å�ù �ìåßï (x; y) 2 E

(1)

(K

õ

): Óõíåðþò ôï (x; y) áíÜãåôáé modulo � �ï áð' Üðåéñï

�ìåßï ôçò êáìðýëçò

~

E êáé Üñá õ(x) < 0; õ(y) < 0 êáé 3õ(x) = 2õ(y) = �6n; üðïõ n ôï

åðßðåäï ôïõ �ìåßïõ (x; y): ÅðïìÝíùò x=y 2 �R; äçëáäÞ ç áðåéêüíé�:

E

(1)

(K

õ

) �!

^

E(�R)

(x; y) 7! �

x

y

åßíáé êáëþò ïñé�Ýíç. ÌÜëé�á åßíáé ìïíïìïñöé�üò (ìå ôï ßäéï áêñéâþò�åðôéêü üðùò êáé

ðñïçãïõìÝíùò ). ÄçëáäÞ ïé áðåéêïíß�éò:

^

E(�R) �! E

(1)

(K

õ

) �!

^

E(�R)

åßíáé ìïíïìïñöé�ïß, êáé ç �íèå�ôïõò åßíáé ç ôáõôüôçôá. Áñá åßíáé é�ìïñöé�ïß. 2

Å�ù ôþñá N � 1: Èåùñïýìå ôïí ìåôá�çìáôé�ü:

X

N

= �

2N

X;Y

N

= �

3N

Y:

Ç åîß��ôçò êáìðýëçò ìåôá�çìáôßæåôáé ùò åîÞò:

E

N

: Y

2

N

= X

3

N

+ �

4N

AX

N

+ �

6N

B:

ÊÜíïõìå áíáãùãÞ modulo � êáé êáôáëÞãïõìå �çí éäéüìïñöç êáìðýëç:

~

E

N

: Y

2

N

= X

3

N

:

Ðáñáôçñïýìå üôé áí Ýíá �ìåßï P = (x; y) 2 E(K

õ

) áðåéêïíßæåôáé �ï éäéüìïñöï �ìåßï

(

~

0;

~

0) áíí ôï åðßðåäü ôïõ åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ N: ÐñÜãìáôé ôï �ìåßï (x; y) áðåéêïíßæåôáé �ï

(

~

0;

~

0) áíí �jx

N

; y

N

; äçëáäÞ áíí x

N

= u�

2k

; y

N

= u

0

�

3k

; üðïõ u; u

0

2 R

�

êáé k � 1 öõ�êüò

áñéèìüò. É�äýíáìá ôüôå, x�

2N

= u�

2k

; y�

3N

= u

0

�

3k

êáé áõôü �ìâáßíåé ôüôå êáé ìüíï ôüôå

üôáí x = u�

2(k�N)

; y = u

0

�

3(k�N)

: Ïìùò x; y 62 R êáé Üñá ôï k åßíáé áõ�çñÜ ìéêñüôåñï ôïõ

N:

Åðß�ò áí ôï �ìåßï P = (x; y) áíÞêåé �ïí ðõñÞíá ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò ôüôå ôï

åðßðåäü ôïõ åßíáé ìåãáëýôåñï ôïõ N (ç áðüäåéîç ãßíåôáé êáôÜ üìïéï ôñüðï ).

ÔÝëïò áðïäåéêíýåôáé üôé ç ïìÜäá ôùí ìç éäéüìïñöùí �ìåßùí ôçò êáìðýëçò

~

E

N

åßíáé ç

ðñï�åôéêÞ ïìÜäá ôïõ �ìáôïò

~

K

õ

�

=

R

�R

( [Si 1], ðñüôá�2:5 )
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Èåþñçìá 3.6 E

(N)

E N; E

(N)

:

E � E

(0)

� E

(1)

� � � � � E

(N)

� � � �

E

(N)

=E

(N+1)

N � 1 p:

Áðüäåéîç : Êáô' áñ÷Þí ïé åãêëåé�ïß åßíáé ðñïöáíåßò. Áðïäåéêíýïõìå ôþñá üôé ïé E

(N)

åßíáé ïìÜäåò.

ÊÜíïõìå ôïí ìåôá�çìáôé�ü t =

x

y

; s =

1

y

ðïõ ìáò ìåôáöÝñåé ôï åð' Üðåéñï �ìåßï O

�çí áñ÷Þ ôùí áîüíùí (0; 0):

Óôéò íÝåò �íôåôáãìÝíåò ôá �íïëá E

(N)

ìðïñïýí íá ÷áñáêôçñé�ïýí ùò ôï �íïëá ôùí

æåõãþí (s; t) ôÝôïéá þ�å �

N

jt; �

3N

js , äéüôé áí x = u�

�2N

; y = u

0

�

�3N

, üðïõ u; u

0

2 R

�

;

ôüôå t =

u

u

0

�

N

êáé s =

1

u

0

�

3N

:

Ç åîß��ôçò êáìðýëçò E ��íôåôáãìÝíåò (s; t); åßíáé:

s = t

3

+As

2

t+Bs

3

:

Áí P

1

= (t

1

; s

1

); P

2

= (t

2

; s

2

) åßíáé �ìåßá ôçò íÝáò êáìðýëçò, ôüôå:

s

2

� s

1

= (t

3

2

� t

3

1

) +A(s

2

2

t

2

� s

2

1

t

1

) +B(s

3

2

� s

3

1

):

Áí ëïéðüí t

1

6= t

2

; ôüôå ç êëß�ôçò åõèåßáò s = at+ â; a =

s

2

�s

1

t

2

�t

1

; ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá

�ìåßá P

1

; P

2

; åßíáé

a = (t

2

1

+ t

1

t

2

+ t

2

2

) +As

2

2

+At

1

(s

2

+ s

1

)a+Ba(s

2

2

+ s

1

s

2

+ s

2

1

)

=) a =

t

2

2

+ t

1

t

2

+ t

2

1

+As

2

2

1�A(s

1

+ s

2

)t

1

�B(s

2

2

+ s

1

s

2

+ s

2

1

)

êáé Üñá �

2N

ja:

Áí P

3

= (t

3

; s

3

) åßíáé ôï ôñßôï �ìåßï ôïìÞò ôçò åõèåßáò s = at+ â; ìå ôçí êáìðýëç E;

ôüôå ôá t

1

; t

2

; t

3

åßíáé ïé ëý�éò ôçò åîß��ò:

at+â = t

3

+A(at+â)

2

t+B(at+â)

3

=) 0 = t

3

(1+Ba

3

+Aa

2

)+ t

2

(2Aaâ+3Ba

2

â)+ � � �

=) t

1

+ t

2

+ t

3

= �

2Aaâ + 3Ba

2

â

1 +Ba

3

+Aa

2

:

Ï ðáñïíïìá�Þò ôïõ êëÜ�áôïò áíÞêåé ðñïöáíþò �ïí R

�

( äéüôé a;A;B 2 R). Åðß�ò

áöïý â = s

1

� at

1

�íåðÜãåôáé üôé �

3N

jâ �íåðþò �

5N

jt

1

+ t

2

+ t

3

:
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Áí ëïéðüí �

N

jt

1

; t

2

; ôüôå �

N

jt

3

; ðïõ áõôü�ìáßíåé üôé P

3

= (t

3

; s

3

) 2 E

(N)

: Áñá ïé E

(N)

åßíáé ðñÜãìáôé ïìÜäåò (ðñïöáíþò áâåëéáíÝò).

ÈÝëïõìå ôÝëïò íá áðïäåßîïõìå üôé ïé ïìÜäåò E

(N)

=E

(N+1)

åßíáé ãéíüìåíï êõêëéêþí ïìÜ-

äùí ôÜîçò p: Ðåñéïñßæïõìå êáôáñ÷Þí ôçí ìåëÝôç ìáò �p-áäéêÜ �ìáôá. Èá áðïäåßîïõìå

üôé �áõôÜ ôá �ìáôá é�ýåé üôé ç ôÜîç ôçò E

(N)

=E

(N+1)

åßíáé p: Èåùñïýìå ôéò åîÞò áðåé-

êïíß�éò:

E

(0)

�! E

(N)

�! E

(N)

=E

(N+1)

(x; y) 7! (p

2N

x; p

3N

y) 7! (p

2N

x; p

3N

y) + E

(N+1)

ðïõ åßíáé êáé ïé äýï åðß. Óõíåðþò ç áðåéêüíé�E

(0)

�! E

(N)

=E

(N+1)

åßíáé åðß êáé Ý÷åé

ðñïöáíþò ðõñÞíá ôçí ïìÜäá E

(1)

: ÅðïìÝíùò:

E

(N)

=E

(N+1)

�

=

E

(0)

=E

(1)

�

=

~

E

ns

üðïõ ç ôåëåõôáßá é�ìïñößá é�ýåé ëüãù ôçò ðñüôá�ò 3:4 .

ÅðéðëÝïí áöïý ç áíáãùãÞ åßíáé ðñï�åôéêïý ôýðïõ, Ý÷ïõìå üôé ([Si 1], �ë. 61):

~

E

ns

�

=

(ZZ

p

=pZZ

p

)

+

�

=

(ZZ=pZZ)

+

Áñá ç ôÜîç ôçò ïìÜäïò

~

E

ns

åßíáé p:

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ôé ãßíåôáé �ðåðåñá�Ýíåò åðåêôÜ�éò ôïõ Q

p

; K

õ

: Å÷ïõìå:

E

(N)

=E

(N+1)

�

=

~

E

ns

�

=

(

~

K

õ

)

+

:

Ïìùò (

~

K

õ

: ZZ=pZZ) = f ( ï âáèìüò áäñáíåßáò ôïõ éäåþäïõò �R ). Óõíåðþò ôï �ìá

~

K

õ

åßíáé é�ìïñöï ìå f " áíôßãñáöá " ôïõ ðåðåñá�Ýíïõ �ìáôïò ZZ=pZZ: Áñá ðñÜãìáôé ç

E

(N)

=E

(N+1)

åßíáé ãéíüìåíï êõêëéêþí ïìÜäùí ôÜîçò p: 2

Ðñüôá�3.7 p m 2 IN; , m p: :

1. E

(1)

(K

õ

) m:

2. - E(K

õ

) m; E(K

õ

)[m]; 1� 1:

Áðüäåéîç :
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1. Å�ù P = (x; y) 2 E(K

õ

) �ìåßï ôÜîçò m: Ôüôå x; y 2 R äéüôé áí x; y 62 R; ôüôå ôï

�ìåßï P = (x; y); èá áíÞêå �êÜðïéï áðü ôá åðßðåäá áíáãùãÞò. Óõíåðþò ìðïñïýìå

íá õðïèÝ�õìå üôé P 2 E

(N)

; áëëÜ P 62 E

(N+1)

: Áõôü �ìáßíåé üôé ôï P åßíáé ìç-

ìçäåíéêü �ïé÷åßï ôçò ïìÜäïò E

(N)

=E

(N+1)

êáé Üñá Ý÷åé ôÜîç p: Áõôü üìùò åßíáé

Üôïðï äéüôé (m; p) = 1: Áñá ôï�ìåßï P Ý÷åé áêÝñáéåò�íôåôáãìÝíåò x; y 2 R: Ïìùò

ç ïìÜäá E

(1)

ðåñéÝ÷åé �ìåßá ðïõ ïé �íôåôáãìÝíåò ôïõò äåí åßíáé áêÝñáéåò. Áñá

ðñÜãìáôé ç E

(1)

äåí ðåñéÝ÷åé �ìåßá ôÜîçò m:

Åðß�ò ìßá Üëëç áðüäåéîç ìðïñåß íá äïèåß ÷ñç�ìïðïéþíôáò ôçí èåùñßá ôùí ôõðéêþí

ïìÜäùí. Å÷ïõìå ôçí ìéêñÞ áêñéâÞ áêïëïõèßá:

0 �! E

(1)

(K

õ

) �! E

(0)

(K

õ

) �!

~

E(

~

K

õ

) �! 0:

Ïìùò

^

E(�R)

�

=

E

(1)

(K

õ

); ( áðü ôçí ðñüôá�3:5 ) üðïõ

^

E åßíáé ç ôõðéêÞ ïìÜäá ðïõ

áíôé�ïé÷åß �çí åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E: ÅðéðëÝïí ç

^

E(�R) äåí Ý÷åé ìç-ôåôñéììÝíá

�ìåßá ôÜîçò m; ( ëüãù ôçò ðñüôá�ò 2:10) êáé Üñá é�ýåé ôï æçôïýìåíï.

2. Å÷ïõìå ðÜíôá ôçí ìéêñÞ áêñéâÞ áëïëïõèßá:

0 �! E

(1)

(K

õ

) �! E

(0)

(K

õ

) �!

~

E

ns

(

~

K

õ

) �! 0

Ïôáí üìùò ç áíçãìÝíç êáìðýëç åßíáé ìç éäéüìïñöç ôüôå E

(0)

(K

õ

) = E(K

õ

) êáé

~

E

ns

(

~

K

õ

) =

~

E(

~

K

õ

): Óõíåðþò é�ýåé:

~

E(

~

K

õ

)

�

=

E(K

õ

)=E

(1)

(K

õ

):

Áöïý üìùò ç ïìÜäá E

(1)

(K

õ

) äåí ðåñéÝ÷åé �ìåßá ôÜîçò ðñþôçò ðñïò ôïí p Ý÷ïõìå ôï

æçôïýìåíï. 2

ÊáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêá�á ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôá�ò åßäáìå üôé áí Ýíá �ìåßï

P = (x; y) ìéáò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E=K

õ

Ý÷åé ôÜîç m ìå (m; p) = 1; ôüôå x; y 2 R:

Óôá ðáñáêÜôù èá ðñï�áèÞ�õìå íá áðáíôÞ�õìå �ï åîÞò åñþôçìá: Ôé �ìâáßíåé �çí

ðåñßðôù�üðïõ (m; p) 6= 1;

Ðñüôá�3.8 :

E

(N)

=E

(5N)

�! �

N

R=�

5N

R
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P 7! t(P )

.

Áðüäåéîç : ÊÜíïíôáò ôïí ìåôá�çìáôé�ü t :=

x

y

; s :=

1

y

; ãíùñßæïõìå üôé áí ôï �ìåßï

P = (x; y) 2 E

(N)

ôüôå �

N

jt; �

3N

js: Áí ìÜëé�á P

1

= (t

1

; s

1

); P

2

= (t

2

; s

2

); P

3

= (t

3

; s

3

)

åßíáé �ìåßá ôçò ðñïêýðôïõ�ò êáìðýëçò �ï (t; s)-åðßðåäï, ðïõ íá âñß�ïíôáé �çí ßäéá

åõèåßá, ôüôå: t

1

+ t

2

+ t

3

� 0mod�

5N

R:

Èåùñïýìå ôþñá ôéò áðåéêïíß�éò:

E

(N)

�! �

N

R �! �

N

R=�

5N

R

P = (x; y) 7! t(P ) =

x

y

7! t(P ) + �

5N

R:

Ðáñáôçñïýìå üôé ç áðåéêüêüíé�E

(N)

�! �

N

R=�

5N

R; Ý÷åé ðõñÞíá ôçí ïìÜäá E

(5N)

:

Áðïäåßîáìå äçëáäÞ üôé ç áðåéêüíé�E

(N)

=E

(5N)

�! �

N

R=�

5N

R åßíáé 1 � 1:

Åðß�ò üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí èåùñßá ôùí ôõðéêþí ïìÜäùí åëëåéðôéêþí êáìðýëùí

äïèÝíôïò t 2 �R; êáôá�åõÜæïíôáé äõíáìï�éñÝò x(t); y(t); ïé ïðïßåò (äåäïìÝíïõ üôé ôï

�ìá K

õ

åßíáé ðëÞñåò ùò ðñïò ôçí äéáêñéôÞ åêôßìç�õ ) �ãêëßíïõí êáé �íåðþò äßíïõí

�ìåßï P = (x(t); y(t)) �çí åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E: Óõíåðþò ç áðåéêüíé�P 7! t(P ) åßíáé

åðß. Áñá Ý÷ïõìå ôçí æçôïýìåíç é�ìïñößá. 2

Ðüñé�á 3.9 � p: E

(N)

; N � 1; m; p:

Áðüäåéîç : Å�ù P = (x; y) 2 E

(N)

� E

(N+1)

; ôÜîçò m; üðïõ (m; p) = 1: Ôüôå áðü ôçí

áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3:8; Ý÷ïõìå t(2P ) � 2t(P ) (mod �

5N

R): ÅðïìÝíùò t(mP ) �

mt(P ) � 0 (mod �

5N

R): Óõíåðþòmt(P ) 2 �

5N

R:Ïìùò ôï éäåþäåò �

5N

R; åßíáé ðñùôåýùí

éäåþäåò (äåò [A-M], �ë. 50 � 58 ), äéüôé rad(�

5N

R) = �R (ìå rad(A) �ìâïëßæïõìå ôï

ñéæéêü åíüò éäåþäïõò A) êáé áöïý m 62 �R;�íåðÜãåôáé üôé t(P ) 2 �

5N

R: Áñá P 2 E

(5N)

;

ðïõ åßíáé Üôïðï. 2

Ðüñé�á 3.10 m , m . P = (x; y) ord(P ) = m , x 2 R:

Áðüäåéîç : Å�ù üôé x 62 R: Ôüôå P 2 E

(N)

ãéá êÜðïéïí öõ�êü áñéèìü N � 1: Å�ù äå

m = l

n

n

0

ãéá êÜðïéïõò öõ�êïýò áñéèìïýò l; n; n

0

ôÝôïéïõò þ�å ï l íá ìçí äéáéñåß ôïí n

0
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êáé ï � íá ìçí äéáéñåß ôïí l �ïí R: Ôüôå ôï �ìåßï n

0

P 6= O êáé ç ôÜîç ôïõ åßíáé l

n

: Ïìùò

ïé l

n

êáé � åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò. Áôïðï, ëüãù ôïõ ðïñß�áôïò 3:9: Áñá ðñÜãìáôé x 2 R:

2

Ðüñé�á 3.11 P;Q 2 E(K

õ

) m mP = Q: x(P ) x(Q):

Áðüäåéîç : Å�ù P 2 E

(N)

�E

(N+1)

äçëáäÞ ï �

2N

åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ � ðïõ

äéáéñåß ôïí ðáñïíïìá�Þ ôïõ x(P ): Ôüôå ôï �ìåßï Q = mP áíÞêåé �çí E

(N)

(áöïý üðùò

áðïäåßîáìå åßíáé ïìÜäá ). Óõíåðþò ôï Q åßíáé åðéðÝäïõ ôïõëÜ÷é�ï N êáé Üñá ç äýíáìç

ôïõ � ðïõ âñß�åôáé �ïí ðáñïíïìá�Þ ôïõ x(Q) åßíáé ìåãáëýôåñç Þ ß�áðü ôïí 2N: Áñá

ðñÜãìáôé ï ðáñïíïìá�Þò ôïõ x(P ) äéáéñåß ôïí ðáñïíïìá�Þ ôïõ x(Q): 2

Ôï áêüëïõèï èåþñçìá ìáò äßíåé Ýíá öñÜãìá, ôïõ åðéðÝäïõ ôùí �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò

ôÜîçò.

Èåþñçìá 3.12 P 2 E(K

õ

); m: � p; e ( p = �

e

u; u 2 R

�

). P 2 E

(N)

;

N � 1; N �

e

4

:

Áðüäåéîç : Êáô' áñ÷Þí èá áðïäåßîïõìå üôé êáô' áíÜãêç m åßíáé äýíáìç ðñþôïõ. Äéüôé áí

ï m äåí åßíáé äýíáìç ðñþôïõ áñéèìïý p; ôüôå áöïý mP = O �íåðÜãåôáé (ðüñé�á 3:9) üôé

x(P ) 2 R: Áôïðï, äéüôé P 2 E

(N)

; N � 1: Áñá m = p

k

; ãéá êÜðïéïí öõ�êü áñéèìü k � 1:

Å�ù Q := p

m�1

P; äçëáäÞ pQ = O: Å÷ïõìå:

P 2 E

(N)

=) Q 2 E

(N)

=) �

N

jt(Q):

Áí r åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ � ðïõ äéáéñåß ôïí t(Q); ôüôå

O = t(pQ) � p � t(Q)mod�

5r

R =) �

e

� u � t(Q) � Omod�

5r

R:

Ïìùò t(Q) = �

r

u

0

; ãéá êÜðïéï u

0

2 R

�

: Áñá:

�

e+r

� Omod�

5r

R =) �

5r

j�

e+r

=) 5r � e+ r =) r �

e

4

:

2

Èåþñçìá 3.13 � p e: P = (x; y) 2 E(K

õ

); p

s

; :
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1. p = 2; x; y 2 R:

2. p 6= 2; P 2 E

(N)

; N �

e

'(p

s

)

; e p� 1; p E

(1)

:

Áðüäåéîç :

1. Áí p = 2; é�ýåé üôé ôï x(P ) åßíáé ñßæá ôïõ ðïëõùíýìïõ 2

�2s

ø

2

2

s

; ðïõ åßíáé ìïíéêü

ðïëõþíõìï ôïõ R[x] := ZZ[a; b; x] (èåþñçìá 1:10 ). Ïìùò ï R åßíáé áêÝñáéá êëåé�üò

( ùò äéáêñéôüò äáêôýëéïò åêôßìç�ò ). Áñá x 2 R:

2. Å�ù ôþñá p 6= 2: Ãéá êÜðïéïí öõ�êü áñéèìü n; 1 � n � p

s

êáé (n; p) = 1; ãñÜöïõìå

nP := (x

n

; y

n

): Å÷ïõìå '(p

s

) ôÝôïéá ðïëëáðëÜ�á ôïõ �ìåßïõ P; ìå áêñéâÞ ôÜîç p

s

:

Åðß�ò üðùò ãíùñßæïõìå ïé �íôåôáãìÝíåò x

n

åßíáé ñßæåò ôùí ðïëõùíýìùí:

g(X) =

ø

p

s

(X)

ø

2

p

s�1

(X)

( Èåþñçìá 1:10);

ôá ïðïßá Ý÷ïõí �íôåëå�Þ ìåãé�ïâáèìßïõ üñïõ p

2

êáé áêÝñáéïõò �íôåëå�Ýò ( ðñþ-

ôïõò ìåôáîý ôïõò). Åßíáé ðñïöáíÝò äå üôé:

g(X) = p

2

(X � x

n

)

Y

(X � x(Q))

üðïõ ôï ãéíüìåíï äéáôñÝ÷åé üëá ôáQ ðïõ Ý÷ïõí ôÜîç áêñéâþò p

s

êáéQ 6= nP: ÅðéðëÝïí

é�ýåé üôé üôé ï ðáñïíïìá�Þò ôïõ x

1

äéáéñåß ôïí ðáñïíïìá�Þ ôïõ x

n

; (ðüñé�á 3:11),

�íåðþò kx

n

k � kx

1

k: Ïìùò (n; p) = 1; Üñá êáé (n; p

s

) = 1; �íåðþò õðÜñ÷ïõí

áêÝñáéïé m

1

;m

2

; ôÝôïéïé þ�å:

nm

1

+ p

s

m

2

= 1 =) m

1

nP +m

2

p

s

P = P =) m

1

(nP ) = P:

Åöáñìüæïíôáò îáíÜ ôï ðüñé�á 3:11 ãéá ôï �ìåßï nP; Ý÷ïõìå üôé kx

1

k � kx

n

k:

Áñá é�ýåé ç é�ôçôá kx

1

k = kx

n

k: Ðáñáôçñïýìå üôé ï �áèåñüò üñïò ôïõ g(X) åßíáé

�ïé÷åßï ôïõ R ( g(X) 2 R[X] ). Óõíåðþò ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ �áèåñïý üñïõ ôïõ

g(X); åßíáé:

kp

2

kkx

1

k

'(p

s

)

� 1 =) kx

1

k

'(p

s

)

� kpk

�2

= p

2

=) kx

1

k � p

2

'(p

s

)

(�):

Ïìùò kpk = k�k

e

: Åðß�ò kx

1

k � k�

�2N

k = p

2N=e

(��): ÓõíäéÜæïíôáò ôéò äýï áíé�-

ôéêÝò �Ý�éò (�) êáé (��) å÷ïõìå:

2N

e

�

2

'(p

s

)

=) N �

e

'(p

s

)

:2
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ÐáñáôÞñç�: Å�ù n = p

s

; üðïõ p ðåñéôôüò ðñþôïò. Å�ù äå P 2 E

(N)

; N �

e

'(p

s

)

:

Ïìùò e = õ(p); '(p

s

) = p

s

� p

s�1

; êáé Üñá Ý÷ïõìå üôé N �

õ(p)

p

s

�p

s�1

: Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ

üìùò, áöïý ôï P Ý÷åé åðßðåäï N; é�ýåé �

2N

x(P ); �

3N

y(P ) 2 R: Áñá:

N = [

õ(p)

p

s

� p

s�1

]:

3.4 Ç ôÜîç ôçò ïìÜäïò E(K

õ

)=Å

(0)

(K

õ

)

Óêïðüò áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ åßíáé ç áðüäåéîç ôïõ åîÞò èåùñÞìáôïò:

Èåþñçìá 3.14 ( Kodaira , Neron ) E=K

õ

. E , E(K

õ

)=Å

(0)

(K

õ

) �õ(j):

E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

) 4:

Êáô' áñ÷Þí üôáí ç êáìðýëç E=K

õ

Ý÷åé êáëÞ áíáãùãÞ, é�ýåé üôé E(K

õ

) = E

(0)

(K

õ

) êáé

�íåðþò äåí Ý÷ïõìå íá áðïäåßîïõìå ôßðïôá.

Îåêéíïýìå áðü ôçí ðåñßðôù�üðïõ ç êáìðýëç E Ý÷åé áíáãùãÞ ðñï�åôéêïý ôýðïõ. Èá

ðåñéïñé�ïýìå �ðåñéðôþ�éò üðïõ ç ÷áñáêôçñé�éêÞ ôïõ �ìáôïò

~

K

õ

åßíáé äéáöïñåôéêÞ

ôùí 2 êáé 3 ( ãéá ôéò ðåñéðôþ�éò ÷áñáêôçñé�éêÞò 2 Þ 3 ðáñáðÝìðïõìå �ï [Pa ] ) . Áò

�ìâïëß�õìå ôçí ôÜîç ôçò ïìÜäïò E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

) ìå m:

Å�ù E : Y

2

= X

3

+ aX + b; åëÜ÷é�ï ìïíôÝëï ôïõ Weierstrass. Óõíåðþò áöïý ç

÷áñáêôçñé�éêÞ ôïõ �ìáôïò

~

K

õ

äåí åßíáé 2 Þ 3; é�ýåé üôé õ(�) ìéêñüôåñï ôïõ 12; êáèþò

åðß�ò üôé õ(a) ìéêñüôåñï ôïõ 4; õ(b) ìéêñüôåñï ôïõ 6 (�ë. 29 ).

Ðñüôá�3.15 E=K

õ

: Y

2

= X

3

+ aX + b Weierstrass E: E modulo �; :

1. õ(a) � 1 õ(b) = 1; m = 1:

2. õ(a) = 1 õ(b) � 2; m = 2:

3. õ(a) � 2 õ(b) = 2; m = 3:

4. õ(a) = 2 õ(b) � 3; m = 4:

5. õ(a) = 2 õ(j) < 0; m = 4:

6. õ(a) � 3 õ(b) = 4; m = 3:
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7. õ(a) = 3 õ(b) � 5; m = 2:

8. õ(a) � 4 õ(b) = 5; m = 1:

Áðüäåéîç :

1. Å�ù õ(a) � 1 êáé õ(b) = 1: Áí õðÜñ÷åé �ìåßï P = (x; y) 2 E(K

õ

) � E

(0)

(K

õ

)

ôüôå áðåéêïíßæåôáé ìÝ�ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò �ï éäéüìïñöï �ìåßï (

~

0;

~

0) ôçò

êáìðýëçò

~

E: Óõíåðþò �jx; y: ÊÜíïõìå ôïí ìåôá�çìáôé�ü:

x = �x

0

; y = �y

0

:

Ç ðñïêýðôïõ�êáìðýëç åßíáé ç:

E

0

: �

2

(y

0

)

2

= �

3

(x

0

)

3

+ a�x

0

+ b:

Ïìùò õ(b) = 1: Áñá ï b ãñÜöåôáé �çí ìïñöÞ b = �u; u 2 R

�

: Åðß�ò Ý÷ïõìå üôé

õ(a) � 1;�íåðþò ï a ãñÜöåôáé �çí ìïñöÞ a = �

k

u

0

; u

0

2 R

�

; k � 1: Áíôéêáèé�þ-

íôáò �çí åîß��ôçò E

0

; Ý÷ïõìå:

E

0

: �

2

(y

0

)

2

= �

3

(x

0

)

3

+ u

0

�

k+1

x

0

+ �u; äçëáäÞ

E

0

: �(y

0

)

2

= �

2

(x

0

)

3

+ u

0

�

k

x

0

+ u:

Óõíåðþò, �ju: Áôïðï. Áñá E(K

õ

) = E

(0)

(K

õ

); äçëáäÞ m = 1

2. Å�ù õ(a) = 1 êáé õ(b) � 2: Ôüôå a = �u êáé b = �

k

u

0

; u; u

0

2 R

�

êáé k � 2: Ç

êáìðýëç E Ý÷åé åîß��:

E : y

2

= x

3

+ �ux+ �

k

u

0

:

Å�ù äýï�ìåßá P = (x

1

; y

1

); Q = (x

2

; y

2

) 2 E(K

õ

)�E

(0)

(K

õ

): Ôüôå ôá�ìåßá P;Q

áðåéêïíßæïíôáé ìÝ�ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò �ï éäéüìïñöï �ìåßï (

~

0;

~

0); äçëáäÞ

�jx

i

; y

i

; i = 1; 2: Áðïäåéêíýïõìå üôé é�ýåé ç P +Q 2 E

(0)

(K

õ

):

Å�ù üôé äåí é�ýåé. Ôüôå Ý÷ïõìå üôé �jx(P +Q): Áí P 6= Q; é�ýåé:

x(P +Q) = (

y

2

� y

1

x

2

� x

1

)

2

� x

1

� x

2
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Ôï êëÜ�á

y

2

�y

1

x

2

�x

1

äåí áíÞêåé �ï éäåþäåò �R; äéüôé áí áíÞêå, èá ãñáöüôáí �çí ìïñöÞ

�

l

�u; üðïõ l � 1 êáé �u 2 R

�

: Ôüôå èá åß÷áìå:

y

2

� y

1

= �

l

�u(x

2

� x

1

) =) y

2

2

� y

2

1

= �

l

�u(x

2

� x

1

)(y

2

+ y

1

)

=) (x

2

� x

1

)(x

2

1

+ x

1

x

2

+ x

2

2

) + �u(x

2

� x

1

) = �

l

�u(x

2

� x

1

)(y

2

+ y

1

)

=) x

2

1

+ x

1

x

2

+ x

2

2

+ �u = �

l

�u(y

2

+ y

1

):

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç ôïõ � ðïõ äéáéñåß ôï ðñþôï ìÝëïò ôçò é�ôçôáò

åßíáé ï ßäéïò ï �; åíþ ôï äåýôåñï ìÝëïò ôçò é�ôçôáò äéáéñåßôáé ôïõëÜ÷é�ï áðü ôïí �

2

;

Üôïðï. Óõíåðþò ôï êëÜ�á

y

2

�y

1

x

2

�x

1

äåí áíÞêåé �ï éäåþäåò �R: ÄçëáäÞ åßíáé ìïíÜäá

ôïõ äáêôõëßïõ R: Áñá ï x(P + Q) 2 R

�

; äéüôé x

1

; x

2

2 �R; Üôïðï. Áñá ðñÜãìáôé

P + Q 2 E

(0)

(K

õ

) ( ç ðåñßðôù�P = Q , ãßíåôáé åíôåëþò üìïéá ). Ïìùò ôüôå èá

Ý÷ïõìå ìüíï äýï ðëåõñéêÝò ïìÜäåò ôçò E

(0)

(K

õ

) �çí E(K

õ

); äçëáäÞ m = 2

3. Å�ù õ(a) � 2 êáé õ(b) = 2: Ôüôå a = �

k

u; b = �

2

u

0

; üðïõ u; u

0

2 R

�

êáé k � 2: Ç

åîß��ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E; åßíáé:

E : y

2

= x

3

+ �

k

ux+ �

2

u

0

:

Å�ù P = (x; y) 2 E(K

õ

) � E

(0)

(K

õ

): Áñá �jx; y: Ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé ï �

2

äåí

äéáéñåß ôïí y ( äéüôé åÜí ôïí äéáéñïý�ôüôå èá Ýðñåðå �ju

0

; Üôïðï ). ÅðïìÝíùò êÜèå

�ìåßï P 2 E(K

õ

)� E

(0)

(K

õ

); ãñÜöåôáé �çí ìïñöÞ P = (x; �w); x 2 �R;w 2 R

�

:

Áò ðÜñïõìå Ýíá Üëëï �ìåßï Q 2 E(K

õ

) � E

(0)

(K

õ

); Q = (x

0

; �w

0

); üðïõ x

0

2

�R; w

0

2 R

�

: Ç x-�íôåôáãìÝíç ôïõ �ìåßïõ P +Q; åßíáé:

x(P +Q) = (

�(w

0

�w)

x

0

� x

)

2

� x� x

0

:

Å÷ïõìå:

)

�(w

0

� w)

x

0

� x

=

x

0

2

+ x

2

+ xx

0

+ �

k+1

u

�(w

0

+ w)

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï P +Q 2 E

(0)

(K

õ

) áíí ï � äåí äéáéñåß ôï x(P +Q) äçëáäÞ áíí ï

� äåí äéáñåß ôï

�(w

0

�w)

x

0

�x

: ÅðïìÝíùò, �

2

j�(w

0

�w), w

0

� w (mod �): ÊÜíïõìå ôïí

ìåôá�çìáôé�ü:

x := �h y := �w:
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Ç íÝá åîß��ôçò êáìðýëçò E; åßíáé ç:

E : �

2

w

2

= �

3

h

3

+ �

k+1

uh+ �

2

u

0

êáé é�äýíáìá :

E : w

2

= �h

3

+ �

k�1

uh+ u

0

:

ÁíáãÜãïõìå ôçí E modulo � êáé ðáßñíïõìå ôçí åîß��:

w

2

� u

0

(mod �):

Ç ðáñáðÜíù åîß��ìáò ïäçãåß �äýï ëý�éò modulo �; w � �s (mod �): Ïìùò

s 6� �s (mod �); äéüôé åÜí Þôáí ôüôå �j2s ) �js; äçëáäç ôï � èá äéáéñåß ôï w;

Üôïðï. Áñá Ý÷ïõìå ôïõëÜ÷é�ï äýï ðëåõñéêÝò ïìÜäåò ôçò E

(0)

(K

õ

) �çí Å(Ê

õ

); ôçí

ðëåõñéêÞ ïìÜäá ôùí �ìåßùí ðïõ ç y-�íôåôáãìÝíç ôïõò áíÞêåé �ï s� + �

2

R êáé ôçí

ðëåõñéêÞ ïìÜäá ôùí�ìåßùí ðïõ ç y-�íôåôáãìÝíç ôïõò áíÞêåé�ï�s+�

2

R:Áí w � s

(mod �); ôüôå âñé�üìá�å�çí ßäéá ðëåõñéêÞ ïìÜäá êáé áí w � �s (mod �), ôüôå

âñé�üìá�å�çí Üëëç ðëåõñéêÞ ïìÜäá. ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå ôñåéò ðëåõñéêÝò ïìÜäåò ôçí

ôáõôïôéêÞ êáé ôéò Üëëåò äýï ðïõ áðïäåßîáìå üôé õðÜñ÷ïõí. Áñá ðñÜãìáôé m = 3:

Ïé ðåñéðôþ�éò 4; 5; 6 áðïäåéêíýïíôáé êáôÜ üìïéï ôñüðï ìå ôçí ðåñßðôù�3: Ç ðåñß-

ðôù�7; áðïäåéêíýåôáé üìïéá ìå ôçí ðåñßðôù�2 êáé ôÝëïò ç ðáñßðôù�8; áðïäåé-

êíýåôáé üìïéá ìå ôçí ðåñßðôù�1: 2

ÐáñáôÞñç�: ÕðÜñ÷åé êáé Üëëç áðüäåéîç ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôá�ò, ç ïðïßá ÷ñç-

�ìïðïéåß åñãáëåßá ÁëãåâñéêÞò Ãåùìåôñßáò ( [Ta] ).

Áìå��íÝðåéá ôçò ðñüôá�ò 3:15 åßíáé ôï:

Ðüñé�á 3.16 E=K

õ

. E modulo �: E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

); 4:

ÁðïìÝíåé íá åîåôÜ�õìå ôçí ðåñßðôù�üðïõ ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E=K

õ

; Ý÷åé äéá÷ùñé-

æïìÝíç ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ modulo �: Ç ðåñßðôù�áõôÞ �íäÝåé Üìå�ôçí èåùñßá

ôùí åëëåéðôéêþí êáìðýëùí ïñé�Ýíùí�ôïðéêÜ�ìáôá ìå ôéò êáìðýëåò ôïõ Tate. Ôé åßíáé

üìùò ìéá êáìðýëç ôïõ Tate;

Ïñé�üò 3.17 K

õ

õ; q 2 �R: Tate :

E

q

: Y

2

�XY = X

3

� h

2

X � h

3

;
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h

2

; h

3

; q :

h

2

= 5 sum

1

n=1

n

3

q

n

1� q

n

h

3

=

1

12

1

X

n=1

(5n

3

+ 7n

5

)q

n

1� q

n

;

p- k � k õ:

Ãéá w 2 (

�

K

õ

)

�

; ïñßæïõìå ôéò �éñÝò ùò åîÞò:

X

q

(w) =

X

n2ZZ

q

n

w

(1� q

n

w)

2

� 2

1

X

n=1

nq

n

1 � q

n

Y

q

(w) =

X

n2ZZ

(q

n

w)

2

(1 � q

n

w)

3

�

1

X

n=1

nq

n

1� q

n

Áðïäåéêíýåôáé ôï åîÞò èåþñçìá ( [Êïí], �ë.84 ):

Èåþñçìá 3.18 (Tate) X

q

(w); Y

q

(w) (

�

K

õ

)

�

:

' : (

�

K

õ

)

�

�! E

q

(

�

K

õ

)

w 7! (X

q

(w); Y

q

(w)); w 62 q

ZZ

w 7! O; w 2 q

ZZ

' q

ZZ

:

Åðß�ò é�ýåé ç åîÞò ðñüôá�( [Êïí ], èåùñ. 4:5 ) :

Ðñüôá�3.19 j 2 K

�

õ

õ(j) , Tate j:

Ðüñé�á 3.20 E=K

õ

; modulo �: Tate E

q

; E;

�

K

õ

:

Óôçí �íÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ôçí åîÞò ðñüôá�:

Ðñüôá�3.21 E=K

õ

Tate E

q

; E; K

õ

:

Áðüäåéîç : Å�ù üôé ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E=K

õ

äßíåôáé áðü ôçí åëÜ÷é�ç åîß��ôïõ

Weierstrass:

E : Y

2

+ a

1

XY + a

3

Y = X

3

+ a

2

X

2

+ a

4

X + a

6

Áí õðïèÝ�õìå üôé ç êáìðýëç E Ý÷åé äéá÷ùñéæïìÝíç ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ modulo �;

ôüôå ÷ùñßò ðåñéïñé�ü ôçò ãåíéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá õðïèÝ�õìå üôé ôï éäéüìïñöï �ìåßï

modulo � åßíáé ôï �ìåßï (

~

0;

~

0); ðïõ áõôü �ìáßíåé üôé:

a

3

� a

4

� a

6

� 0 (mod �)
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Áñá :

b

4

= a

1

a

3

+ 2a

4

� 0 (mod �);

b

6

= a

2

3

+ 4a

6

� 0 (mod �);

c

4

= b

2

2

� 24b

4

� b

2

2

(mod �):

ÅðåéäÞ ç E Ý÷åé ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ Ýðåôáé üôé c

4

6� 0(mod�) ([Si1],�ë. 180). Åðï-

ìÝíùò b

2

6� 0 (mod �):Õðïëïãßæïõìå ôçí áíáëëïßùôï ôïõ Hasse ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò

E :

ä

E

= �

c

4

c

6

=

b

2

2

� 24b

4

b

3

2

+ 36b

2

b

4

� 216b

6

=

1

b

2

(

1 � 24

b

4

b

2

2

1 + 36

b

4

b

2

2

+ 216

b

6

b

3

2

)

Å÷ïõìå k

b

4

b

2

2

k = kb

4

k; ðïõ åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ 1; äéüôé b

4

� 0mod�: Åðß�ò :

k

b

4

b

2

2

+ 6

b

6

b

3

2

k � maxfk

b

4

b

2

2

k; k

b

6

b

3

2

kg;

ôï ïðïßï åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ 1; äéüôé b

4

� b

6

� 0 (mod �) êáé kb

2

k = 1: Ãíùñßæïõìå üìùò

üôé áí ôï kxk åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ 1 ôüôå ôï 1 + 4x; åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï �ï K

õ

([Êïí],

ëÞììá 4:6). Óõíåðþò:

ä

E

�

1

b

2

� b

2

mod(K

�

õ

)

2

:

ÊÜíïõìå áíáãùãÞ ôçò E modulo � :

~

E : Y

2

+ ~a

1

XY � ~a

2

X

2

= X

3

Áöïý üìùò ç áíáãùãÞ ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E åßíáé äéá÷ùñéæïìÝíç, õðÜñ÷ïõí ~�;

~

� ,

~� 6=

~

�; ìå ~�;

~

� 2

~

K

õ

; ôÝôïéá þ�å :

~

E : (Y � ~�X)(Y �

~

�X) = X

3

:

Ëüãù üìùò ôïõ ëÞììáôïò ôïõ Hensel, õðÜñ÷ïõí �; �; áðü ôï �ìá K

õ

ôá ïðïßá áíÜãïíôáé

modulo � �á ~�;

~

�: Óõíåðþò :

b

2

= a

2

1

+ 4a

2

= (� + �)

2

+ 4(���) = (� � �)

2

2 (K

�

õ

)

2

:

ÄçëáäÞ ä

E

� 1 (mod (K

�

õ

)

2

):Áðü ôï [Êïí], ðüñé�á4:7 Ý÷ïõìå üôé ä

E

q

� 1 (mod (K

�)

2

õ

):

ÅðïìÝíùò ä

E

q

� ä

E

� 1 (mod (K

�

õ

)

2

); äçëáäÞ ïé E; E

q

; åßíáé é�ìïñöåò ðÜíù áðü ôï K

õ

:
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Ç Üëëç êáôåýèõí�åßíáé ðñïöáíÞò. 2

Å�ù åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E=K

õ

; ìå äéá÷ùñéæïìÝíç ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ. Ôüôå,

üðùò áðïäåßîáìå, õðÜñ÷åé êáìðýëç ôïõ Ôate E

q

; ôÝôïéá þ�å:

E(K

õ

)

�

=

E

q

(K

õ

)

�

=

K

�

õ

=q

ZZ

:

ÊÜíïõìå ôçí ãíù�Þ äéáäéêá�á ìå ôá �-áäéêÜ ößëôñá �çí E

q

:

E

q

(K

õ

) � E

(0)

q

(K

õ

) � E

(1)

q

(K

õ

)

É�ýåé üôé (ðñüôá�3:4 ):

E

(0)

q

(K

õ

)=E

(1)

q

(K

õ

)

�

=

~

(E

q

)

ns

(

~

K

õ

)

Åðß�ò èåùñïýìå ôï åîÞò "öéëôñÜñé�á " :

K

�

õ

=q

ZZ

� R

�

� R

�

1

üðïõ R

�

1

:= fa 2 R

�

=a � 1mod�g: Ðñïöáíþò é�ýåé üôé R

�

=R

�

1

�

=

~

K

õ

�

: ÅðéðëÝïí é�ýåé üôé

'(R

�

1

) � E

(1)

q

(K

õ

): ÐñÜãìáôé, Ý�ù w 2 R

�

1

: Å÷ïõìå :

X

q

(w) =

X

n2ZZ

q

n

w

(1� q

n

w)

2

� 2s

1

(q) =

1

X

n=1

q

n

w

(1� q

n

w)

2

+

w

(1� w)

2

+

1

X

n=1

q

n

w

(q

n

� w)

2

� 2s

1

(q);

üðïõ s

1

(q) =

P

1

n=1

nq

n

1�q

n

:Ï ðñþôïò, ï ôñßôïò êáé ï ôÝôáñôïò üñïò ôïõ áèñïß�áôïò äéáéñïýíôáé

ìå ôïí �: Å�ù # ôï Üèñïé�Ü ôïõò. Ôüôå:

X

q

(w) = #+

w

(1 � w)

2

=

#(1� w)

2

+ w

(1� w)

2

:

Ï áñéèìçôÞò ôïõ X

q

(w) åßíáé ìïíÜäá ôïõ R; åíþ ï ðáñïíïìá�Þò ôïõ äéáéñåéôáé áðü ôïí �

2

:

Ïìïéá äïõëåýïíôáò ìå ôï Y

q

(w);�ìðåñáßíïõìå üôé ï �

3

; äéáéñåß ôïí Y

q

(w): Áñá ðñÜãìáôé

'(R

�

1

) � E

(1)

q

(K

õ

): Óôçí �íÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå üôé ôåëéêÜ é�ýåé ç é�ôçôá.

×ñç�ìïðïéþíôáò ôçí ãëþ�á ôùí ôõðéêþí ïìÜäùí ( ðáñÜäåéãìá�ë. 25 ), Ý÷ïõìå:

R

�

1

�

=

^

G

m

(�R)

u 7! 1� u
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Åðß�ò ëüãù ôçò ðñüôá�ò 3:5; é�ýåé üôé:

E

(1)

q

(K

õ

)

�

=

^

E

q

(�R)

P = (x; y) 7! �

x

y

;

üðïõ ìå

^

E; �ìâïëßæïõìå ôçí ôõðéêÞ ïìÜäá ôçò E; êáé ìå

^

G

m

; �ìâïëßæïõìå ôçí ôõðéêÞ

ðïëëáðëá�á�éêÞ ïìÜäá. Ëüãù ôùí ðáñáðÜíù é�ìïñöé�þí, Ý÷ïõìå:

^

G

m

(�R) �! R

�

1

�! E

(1)

q

(K

õ

) �!

^

E

q

(�R)

t 7! �

X

q

(1� t)

Y

q

(1� t)

Áíôéêáèé�ïýìå ôï 1� t; ìå w�éò�éñÝò X

q

(w); Y

q

(w); ïé ïðïßåò ùò �éñÝò Laurent ôïõ t;

Ý÷ïõí áíÜðôõãìá ôçò ìïñöÞò:

X

q

(1 � t) = t

�2

(1 +

1

X

m=1

a

m

t

m

)

Y

q

(1 + t) = �t

�3

(1 +

1

X

m=1

b

m

t

m

)

ìå �íôåëå�Ýò a

m

; b

m

2 R: Ôï ðçëßêïí

X

q

(1�t)

Y

q

(1�t)

åßíáé ìéá äõíáìï�éñÜ ôçò ìïñöÞò �t(1 +

P

1

m=1



m

t

m

): Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå üôé ç áðåéêüíé�:  : t 7! �t(1 +

P

1

m=1



m

t

m

);

åßíáé åðß. Áõôü üìùò åßíáé Üìå��íÝðåéá ôïõ ëÞììáôïò 2:4; ðïõ ìáò åîá�áëßæåé ôçí

ýðáñîç äõíáìï�éñÜò ë(T ) 2 R[[T ]]; ìå ôçí éäéüôçôá  (ë(T )) = T; äçëáäÞ ç áðåéêüíé�

 åßíáé åðß, äéüôé ãéá êÜèå w 2 �R Ý÷ïõìå  (ë(w)) = w: Áñá é�ýåé ôåëéêÜ ç é�ôçôá

'(R

�

1

) = E

(1)

q

(K

õ

):

ÄïõëÝõïíôáò êáè' üìïéï ôñüðï, üðùò ìå ôçí ïìÜäá R

�

1

; Ý÷ïõìå ïôé '(R

�

) � E

(0)

q

(K

õ

):

Ëüãù ôïõ üôé '(R

�

1

) = E

(1)

q

(K

õ

); Ý÷ïõìå ôçí åîÞò åìöýôåõ��éò ïìÜäåò ðçëßêá:

~

K

�

õ

�

=

R

�

=R

�

1

,! E

(0)

q

(K

õ

)=E

(1)

q

(K

õ

)

�

=

(

~

E

q

)

ns

(

~

K

õ

)

u 7! (

u

(1� u)

2

;

u

2

(1� u)

3

)

Ç áðåéêüíé�

~

K

�

õ

�!

~

E

q

(

~

K

õ

) åßíáé åðß, ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 3:18 ( Tate ) êáé Ý÷åé áíôß-

�ñïöï ôçí (x; y) 7!

y

2

x

3

: Áñá R

�

=R

�

1

�

=

E

(0)

q

(K

õ

)=E

(1)

q

(K

õ

): Èåùñïýìå ôï åîÞò áíôéìåôáèå-

ôéêü äéÜãñáììá:

1 �! R

�

1

�! R

�

�!

~

K

�

õ

�! 1
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0! E

(1)

q

(K

õ

)! E

(0)

q

(K

õ

)!

~

E

ns

(

~

K

õ

)! 0

áðü ôï ïðïßï ãßíåôáé ðëÝïí öáíåñü üôé ç áðåéêüíé�' : R

�

! E

(0)

q

(K

õ

); åßíáé é�ìïñöé�üò

ïìÜäùí. Óõíåðþò:

Ê

�

õ

=R

�

q

ZZ

�

=

E

q

(K

õ

)=E

(0)

q

(K

õ

)

ÔÝëïò ç áðåéêüíé�:

K

�

õ

=R

�

q

ZZ

�! ZZ=õ(q)ZZ

u 7! õ(u)

åßíáé é�ìïñöé�üò ïìÜäùí. ÅðïìÝíùò ç ôÜîç ôçò ïìÜäïò E

q

(K

õ

)=Å

(0)

q

(K

õ

); åßíáé õ(q) =

�õ(j); üðïõ ç áðüëõôç áíáëëïßùôïò j äßíåôáé ùò äõíáìï�éñÜ ôïõ q; j =

1

q

+744+� � � : Áñá ç

ôÜîç ôçò ïìÜäïò E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

); üôáí Ý÷ïõìå äéá÷ùñéæïìÝíç ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ,

åßíáé ðñÜãìáôé �õ(j): Áðïäåßîáìå ëïéðüí ðëÞñùò ôï èåþñçìá ôùí Kondaira-Neron.
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4 Óçìåßá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò åëëåéðôéêþí êáìðý-

ëùí

4.1 ÃåíéêÞ èåùñßá

Å�ù E åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç �Ýíá áëãåâñéêü �ìá áñéèìþí K: Å�ù äå õ ìßá

äéáêñéôÞ åêôßìç�ôïõ�ìáôïòK: Ðáßñíïõìå ôçí ðëÞñù�ôïõ K; K

õ

ùò ðñïò ôçí åêôßìç�

õ êáé, ÷ùñßò ðåñéïñé�ü ôçò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝôïõìå üôé ç E åßíáé õ-åëÜ÷é�ç�ï�ìáK

õ

:

ÊáôÜ ôá ãíù�Ü ìáò, ìå R èá �ìâïëßæïõìå ôïí äáêôýëéï ôùí áêåñáßùí ôïõ K

õ

; ìå �R ôï

ìïíáäéêü ìÝãé�ï éäåþäåò ôïõ R ( üðïõ � åßíáé ï ãåííÞôïñáò ôïõ ìÝãé�ïõ éäåþäïõò ) êáé

ôÝëïò ìå

~

K

õ

ôï �ìá õðïëïßðùí ôïõ K: ÅðéðëÝïí ìå e := e

õ

êáé f := f

õ

èá �ìâïëßæïõìå

ôïí äåßêôç äéáêëÜäù�ò êáé ôïí âáèìü áäñáíåßáò áíôß�ïé÷á ôïõ éäåþäïõò �R: ÅðïìÝíùò ç

ôÜîç ôïõ �ìáôïò

~

K

õ

åßíáé p

f

õ

; üðïõ p åßíáé ï áíôß�ïé÷ïò ðñþôïò áñéèìüò ôïõ Q; ðÜíù áðü

ôïí ïðïßï âñß�åôáé ï �R: ÈÝôïõìå q = p

f

õ

: Ðñïöáíþò é�ýïõí ïé åîÞò åãêëåé�ïß:

K � K

õ

=) E(K) � E(K

õ

)

Ïðùò ãíùñßæïõìå ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E Ý÷åé ([Si1], ðñüôá�5:1;�ë. 180):

� ÊáëÞ áíáãùãÞ modulo � üôáí: õ(�) = 0: Ôüôå é�ýåé õ(j) � 0:

� Ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ modulo � üôáí: õ(�) > 0 êáé õ(c

4

) = 0: Ôüôå õ(j) < 0:

� Ðñï�åôéêÞ áíáãùãÞ modulo � üôáí: õ(�) > 0 êáé õ(c

4

) > 0: Ôüôå ç õ(j); ìðïñåß íá

Ý÷åé ïðïéïäÞðïôå ðñü�ìï.

ÅðïìÝíùò åÜí ðåñéïñé�ïýìå �åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E ðïõ Ý÷ïõí áðüëõôç áíáëëïßùôï j

ôÝôïéá þ�å õ(j) � 0 ( äçëáäÞ j 2 R ), ôüôå ç E Ý÷åé êáëÞ Þ ðñï�åôéêÞ áíáãùãÞ modulo

�:

Ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß åßíáé ðïëý âá�êü �çí ìåëÝôç ôùí �ìåßùí ðåðåñá�Ýíçò

ôÜîçò.

Èåþñçìá 4.1 E

tor

(K); :
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1. E modulo �; :

#E

tor

(K) j #

~

E(

~

K

õ

) � p

2t

� (1 + q

õ

+ 2

p

q

õ

)p

2t

2. E modulo �; :

#E

tor

(K) j #E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

) � p

2+2t

� 4p

2+2t

:

(a) p = 2; #E

tor

(K) j 2

4+2t

� 3

(b) p = 3; #E

tor

(K) j 2

2

� 3

3+2t

(c) p = 5; #E

tor

(K) j 2

2

� 3 � 5

2+2t

t :=

8

>

<

>

:

0 '(p

�

) > e

maxf� 2 IN='(p

�

) � eg ,

' Euler.

3. E modulo �; :

#E

tor

(K) j õ(�) � (p

2f

õ

� 1) � p

2t

Áðüäåéîç : É�ýïõí ôá åîÞò :

E(K) � E(K

õ

)) E

tor

(K) � E

tor

(K

õ

)) #E

tor

(K) j #E

tor

(K

õ

)

Ðñïöáíþò Ý÷ïõìå,

E

tor

(K

õ

)

E

(1)

tor

(K

õ

)

�

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

;

üðïõ E

(1)

tor

(K

õ

) := E

(1)

(K

õ

)\E

tor

(K

õ

) êáé, üðùò Ý÷ïõìå áðïäåßîåé�ïðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï

( äåò èåþñçìá 3:6; �ë. 34 ), åßíáé ðåðåñá�Ýíç p-ïìÜäá. Å÷ïõìå ëïéðüí ôçí áêüëïõèç

éäéüôçôá äéáßñå�ò:

#E

tor

(K

õ

) j #

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

�#E

(1)

tor

(K

õ

)

Èåùñïýìå �ìåßï P = (x; y) 2 E

(1)

tor

(K

õ

): Å�ù n ï ìÝãé�ïò öõ�êüò ôÝôïéïò þ�å P 2

E

(n)

(K

õ

); äçëáäÞ õ(x) = �2n: ÅðéðëÝïí ôï�ìåßï P 2 E

(n)

(K

õ

); Ý÷åé ôÜîç p

�

; ãéá êÜðïéïí

� 2 IN: ÅðïìÝíùò�ìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3:13 Ý÷ïõìå, n � e='(p

�

):Áí ß�õå üôé '(p

�

) > e;
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ôüôå n < 1; ðïõ åßíáé Üôïðï. Óõíåðþò Ý÷ïõìå '(p

�

) � e; äçëáäÞ � � t ( åî ïñé�ïý ôïõ t

). ÅðåéäÞ äå ç p

�

-torsion õðïïìÜäá Ý÷åé âáèìü (rank) 2; é�ýåé:

#E

(1)

tor

(K

õ

) j p

2t

Áñá, #E

tor

(K) j #

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

� p

2t

Îå÷ùñßæïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþ�éò:

1. Å�ù üôé Ý÷ïõìå êáëÞ áíáãùãÞ modulo �: Ôüôå E(K

õ

) = E

(0)

(K

õ

): Óõíåðþò:

#

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

= #

E

(0)

(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

= #

~

E(

~

K

õ

) � 1 + q

õ

+ 2

p

q

õ

ëüãù ôçò õðüèå�ò ôïõ Riemann ( [Si1], �ë. 131 ).

2. Áí Ý÷ïõìå ðñï�åôéêÞ áíáãùãÞ modulo �; ôüôå:

E(K

õ

)

E

(0)

(K

õ

)

�

=

E(K

õ

)=E

(1)

(K

õ

)

E

(0)

(K

õ

)=E

(1)

(K

õ

)

Üñá, #

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

= #

E(K

õ

)

E

(0)

(K

õ

)

�#

E

(0)

(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

Åðß�ò ç E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

) Ý÷åé ôÜîç ìéêñüôåñç Þ ß�ôïõ 4 (èåþñçìá 3:14; �ë. 41).

ÅðéðëÝïí:

#

E

(0)

(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

= #

~

E

ns

(

~

K

õ

) = #

~

K

+

õ

= q

õ

= p

f

õ

Óõíåðþò Ý÷ïõìå, #

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

j 2

2

� 3 � p

f

õ

ÌÜëé�á ôï f; ìðïñåß íá áíôéêáôá�áèåß ìå 2; äéüôé ç

~

K

õ

+

; åßíáé �ïé÷åéþäçò áâå-

ëéáíÞ p-ïìÜäá êáé üðùò ãíùñßæïõìå ôï p-torsion êïììÜôé ôçò E(K

õ

) åßíáé ôçò ìïñöÞò

ZZ=pZZ � ZZ=pZZ:

ÅðïìÝíùò, #

E(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

j 2

2

� 3 � p

2

Áñá Ý÷ïõìå, #E

tor

(K) j #

E(K

õ

)

E

(0)

(K

õ

)

� p

2+2t

� 4 � p

2+2t

:

ÔÝëïò ãéá p = 2 :

#E

tor

(K) j #

E(K

õ

)

E

(0)

(K

õ

)

� p

2+2t

j 3 � 4 � 2

2+2t

= 3 � 2

4+2t

:
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Ãéá p = 3 :

#E

tor

(K) j 4 � 3 � 3

2+2t

= 4 � 3

3+2t

Êáé ãéá p = 5 :

#E

tor

(K) j 4 � 3 � 5

2+2t

3. Å�ù üôé ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E Ý÷åé áíáãùãÞ ðïëëáðëá�á�éêïý ôýðïõ modulo �:

Ôüôå ãíùñßæïõìå üôé õðÜñ÷åé êáìðýëç ôïõ Tate E

q

; ç ïðïßá åßíáé é�ìïñöç ìå ôçí

E; �ôåôñáãùíéêÞ åðÝêôá�ôïõ K

õ

; Ý�ù L: Åðß�ò é�ýåé üôé ç ôÜîç ôçò ïìÜäïò

E

q

(L)=E

(0)

q

(L); åßíáé jõ(j)j: Ïìùò E(K

õ

) � E(L)

�

=

E

q

(L): Óõíåðþò Ý÷ïõìå ôçí åîçò

åìöýôåõ��éò ïìÜäåò ðçëßêá:

E(K

õ

)

E

(0)

(K

õ

)

,!

E(L)

E

(0)

(L)

:

Áñá ç ôÜîç ôçò ïìÜäïò E(K

õ

)=E

(0)

(K

õ

)); äéáéñåß ôïí jõ(j)j: Åðß�ò:

#

E

(0)

(K

õ

)

E

(1)

(K

õ

)

= #

~

E

ns

(

~

K

õ

):

Áí åß÷áìå äéá÷ùñéæïìÝíç ðïëëáðëá�á�éêÞ áíáãùãÞ ( äçëáäÞ ïé êëß�éò ôùí åöáðôï-

ìÝíùí �ïí êüìâï áíÞêáí �ï�ìá

~

K

õ

) ôüôå èá ß�õå üôé

~

E

ns

(

~

K

õ

)

�

=

~

K

�

õ

: Óõíåðþò

üôáí ç E Ý÷åé áíáãùãÞ ðïëëáðëá�á�éêïý ôýðïõ, äéá÷ùñéæïìÝíç Þ ìç, ðÜíôïôå é�ýåé:

~

E

ns

(

~

K

õ

) �

~

K

õ

(

p

t)

�

�

=

(

2f

õ

M

i=1

ZZ=pZZ)

�

;

üðïõ ç

~

K

õ

(

p

t) åßíáé ôåôñáãùíéêÞ åðÝêôá�ôïõ�ìáôïò

~

K

õ

: Ïìùò ç ôÜîç ôçò ïìÜäáò

(�

2f

i=1

ZZ=pZZ)

�

åßíáé p

2f

õ

�1: ÅðïìÝíùò ç ôÜîç ôçò ïìÜäïò

~

E

ns

(

~

K

õ

); äéáéñåß ôïí áñéèìü

p

2f

õ

� 1:

Áñá, #E

tor

(K) j jõ(j)j � (p

2f

õ

� 1) � p

2t

: 2

4.2 S-ìïíÜäåò êáé éäéÜæïõ�ò S-ìïíÜäåò

Å�ù �

K

; ôï �íïëï üëùí ôùí èÝ�ùí ôïõ K; êáé C Ýíá ðåðåñá�Ýíï õðï�íïëï ôïõ �

K

ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôéò Üðåéñåò èÝ�éò ôïõ K: Ïñßæïõìå S := �

K

�C êáé�ìâïëßæïõìå ìå O(S)

ôïí äáêôýëéï ôùí S-áêåñáßùí ôïõ �ìáôïò K ( äçëáäÞ ôïí äáêôýëéï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïé÷åßá

a 2 K ôÝôïéá þ�å õ(a) � 0; ãéá êÜèå õ 2 S ) êáé ìå U(S); ôçí ïìÜäá ôùí S-ìïíÜäùí
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ôïõ äáêôõëßïõO(S): Èåìåëéþäïõò�ìá�áò åßíáé ôï èåþñçìá ôùí Dirichlet-Hasse-Chevalley

([Wei]):

Èåþñçìá 4.2 S- K . :

U(S)

�

=

W

M

ZZ

s�1

W K s := #C:

Ïñé�üò 4.3 � K; S-,  2 K

�

; �; ��  2 U(S): � S-, S-  = 1:

Áðïäåéêíýåôáé ôï åîÞò èåþñçìá (äåò áðïäåéêôéêÞ äéáäéêá�á ôïõ èåùñÞìáôïò 4:1; [Si1],

�ë. 253 ) :

Èåþñçìá 4.4 K . :

�×

3

+ �Y

3

= ; �; �;  2 K

�

(x; y) 2 U(S)

2

:

Óáí �íÝðåéá Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï:

Èåþñçìá 4.5 S-,  2 K

�

; , .

Áðüäåéîç : Êáô' áñ÷Þí ãñÜöïõìå:

 = �+ [�(�� )]

ÄçëáäÞ ïäçãïýìá�å�åîß��ôçò ìïñöÞò �+�

0

=  (1); üðïõ �; �

0

2 U(S): Áñêåß ëïéðüí

íá áðïäåßîïõìå üôé ç åîß��(1) Ý÷åé ðåðåñá�Ýíïõ ðëÞèïõò ëý�éò �; �

0

2 U(S):

Áðü ôï èåþñçìá ôùí Dirichlet-Hasse-Chevalley, Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷ïõí s � 1 åëåýèåñïé

ãåííÞôïñåò �

1

; �

2

; � � � ; �

s�1

êáé ñßæåò ôçò ìïíÜäïò �; �

0

; ôÝôïéá þ�å:

� = ��

ñ

1

1

� � � �

ñ

s�1

s�1

�

0

= �

0

�

r

1

1

� � � �

r

s�1

s�1

; (ñ

i

; r

j

2 ZZ):
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Å�ù ñ

i

= �

i

+ 3�

i

êáé r

j

= �

j

+ 3�

j

; üðïõ 0 � �

i

; �

j

� 2; i; j = 1; � � � ; s� 1: ÈÝôïõìå:

� := ��

�

1

1

� � � �

�

s�1

s�1

; � := �

0

�

�

1

1

� � � �

�

s�1

s�1

x := �

�

1

1

� � � �

�

s�1

s�1

; y := �

�

1

1

� � � �

�

s�1

s�1

Ãéá i; j 2 f1; � � � ; s � 1g; áöÞíïõìå ôá �

i

; �

j

íá ðÜñïõí üëåò ôéò äõíáôÝò ôéìÝò �éò äýï

ðñþôåò åîé��éò. Ôüôå ç åîß��(1); ìðïñåß íá áíôéêáôá�áèåß áðü 3

2(s�1)

åîé��éò ôçò

ìïñöÞò:

�X

3

+ �Y

3

=  (2):

Áí ôï ðëÞèïò ôùí ñéæþí ôçò ìïíÜäïò ôïõ �ìáôïò K åßíáé w ôüôå áöÞíïíôáò ôá �; �

0

; íá

äéáôñÝ÷ïõí ôï �íïëï ôùí ñéæþí ôçò ìïíÜäïò, ðáßñíïõìå �íïëéêÜ w

2

3

2(s�1)

; åîé��éò ôïõ

ôýðïõ ôçò (2): Óýìöùíá üìùò ìå ôï èåþñçìá 4:4 ïé åîé��éò áõôÞò ôçò ìïñöÞò Ý÷ïõí

ðåðåñá�Ýíåò ôï ðëÞèïò ëý�éò�ï�íïëï ôùí S-ìïíÜäùí. 2

4.3 Ðáñáìåôñß�éò

Å�ù E åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç�Ýíá áëãåâñéêü �ìá áñéèìþí K; ìå åîß��:

E : Y

2

+ a

1

XY + a

3

Y = X

3

+ a

2

X

2

+ a

4

X + a

6

:

Áðáéôïýìå ôá åîÞò:

1. P = (0; 0) 2 E

tor

(K):

2. Ç ôÜîç ôïõ �ìåßïõ P äåí åßíáé 2 Þ 3:

3. Ç åõèåßá Y = 0; åöÜðôåôáé ôçò E �ï�ìåßï P:

ÊÜíïíôáò �ïé÷åéþäåéò ëïãáñéá�ïýò Ý÷ïõìå áíôß�ïé÷á:

1. a

6

= 0

2. a

2

6= 0 , a

3

6= 0

3. a

3

6= 0 , a

4

= 0
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ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôïí åîÞò ìåôá�çìáôé�ü:

X 7! (

a

2

a

3

)

2

X; Y 7! (

a

2

a

3

)

3

Y

Åðß�ò èÝôïõìå:

1� c :=

a

1

a

2

a

3

; �b :=

a

3

2

a

2

3

( 6= 0)

Ç íÝá åîß��ôçò E; åßíáé:

E(b; c) : Y

2

+ (1 � c)XY � bY = X

3

� bX

2

(b; c 2 K);

ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé E(b; c)-ìïñöÞ ôïõ Kubert. Ãéá ëüãïõò �íôïìßáò èÝôïõìå � := 1� c: Ç

äéáêñßíïõ�êáé ç áðüëõôç áíáëëïßùôïò ôçò E(b; c); åßíáé:

�(b; c) = b

3

(�

4

� �

3

� 8�

2

b+ 36�b + 16b

2

� 27b); j(b; c) =

[(�

2

� 4b)

2

+ 24�b]

3

�(b; c)

Ïé ðáñáðÜíù ðáñáìåôñß�éò é�ýïõí üôáí ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E; ðëçñïß ôéò ðñïõðï-

èÝ�éò 1:; 2:; 3:

Åáí ôï �ìåßï P = (0; 0); åßíáé ôÜîçò 3; é�ýåé üôé a

3

6= 0; äéüôé åÜí a

3

= 0 ôüôå

P = �P ) 2P = 0; ðïõ åßíáé Üôïðï äéüôé ôï �ìåßï P Ý÷åé ôÜîç 3: ÊÜíïíôáò ìÜëé�á ôïí

ìåôá�çìáôé�ü:

Y 7! Y + (

a

2

a

3

)X; X 7! X;

ç åîß��ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E; åßíáé ôçò ìïñöÞò:

E : Y

2

+ a

1

XY + a

3

Y = X

3

+ a

2

X

2

Ïìùò 3P = O , 2P = �P , x(P ) = x(2P ) êáé áöïý P = (0; 0); Ýðåôáé üôé 0 = �

b

8

b

6

;

äçëáäÞ b

8

= 0 êáé é�äýíáìá a

2

a

2

3

= 0 , a

2

= 0: Áñá ìßá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E; ç ïðïßá

Ý÷åé �ìåßï ôÜîçò 3; äÝ÷åôáé ôçí áêüëïõèç ðáñáìÝôñé�:

E : Y

2

+ a

1

XY + a

3

Y = X

3

; a

3

6= 0:

Å�ùôþñá �

K

; ôï�íïëï üëùí ôùí èÝ�ùí ôïõ�ìáôïòK êáé C Ýíá ðåðåñá�Ýíï õðï�íïëï

ôïõ �

K

ðïõ ðåñéÝ÷åé êáé ôéò Üðåéñåò èÝ�éò ôïõ �ìáôïò K: ÈÝôïõìå S := �

K

� C: É�ýåé

ôï åîÞò ðïëý âá�êü èåþñçìá :
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Èåþñçìá 4.6 E K; S- j: E; P = (0; 0) , :

1. E

tor

(K) � ZZ=2ZZ; E :

E : Y

2

= X(X

2

+ a

2

X + a

4

); a

2

; a

4

2 K; a

4

6= 0

twist E :

E

d

: Y

2

= X(X

2

+ a

2

dX + a

4

d

2

); d 2 K

�

d := a

�1

2

: c :=

a

2

2

a

4

; b := c� 4 e := 16b; j =

(e+16)

3

e

: :

j 2 O(S)() 0 � õ(e) � 12õ(2);8õ 2 S

2. E

tor

(K) � ZZ=2ZZ

L

ZZ=2ZZ; E :

E : Y

2

= X(X + r)(X + s); r; s 2 K; r 6= s; r; s 6= 0

E , :

E

0

: Y

2

= aX(X � 1)(X � �); a 2 K

�

; � 2 K

�

� f1g

e := 2

4

� �; j =

(2

8

�2

4

�e+e

2

)

3

e

2

(2

4

�e)

: :

j 2 O(S)()

8

>

<

>

:

(1) 0 � õ(e) � 8õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(e� 16) � 8õ(2) 8õ 2 S

3. E

tor

(K) � ZZ=4ZZ; E :

E : Y

2

+XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

e := b

�1

; j =

[e(e+16)+16]

3

e(e+16)

: :

j 2 O(S)()

8

>

<

>

:

(1) 0 � õ(e) � 8õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(e+ 16) � 8õ(2) 8õ 2 S

4. E

tor

(K) � ZZ=8ZZ; E :

E : Y

2

+ (1� c)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

; c 2 K
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c = (2d� 1)(d � 1)d

�1

; b = cd: e := d

�1

; :

j =

(e

8

� 16e

7

+ 96e

6

� 288e

5

+ 480e

4

� 488e

3

+ 224e

2

� 64e+ 16)

3

e

2

(2 � e)

4

(1� e)

8

(e

2

� 8e+ 8)

:

j 2 O(S) =)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(1) 0 � õ(e) �

5

2

õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(2 � e) � 2õ(2) 8õ 2 S

(3) (1 � e) 2 U(S)

(4) 0 � õ(e

2

� 8e+ 8) � 5õ(2) õj2; õ 2 S

5. E

tor

(K) � ZZ=2ZZ

L

ZZ=4ZZ; E :

E : Y

2

(X

2

+ 2(a

2

+ 1)X + (a

2

� 1)

2

); a 2 K

�

� f�1g

e := 4a; j =

(256e

2

+(e

2

�16)

2

)

3

e

2

(e

2

�16)

4

: :

j 2 O(S)()

8

>

<

>

:

(1) 0 � õ(e) � 4õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(e

2

� 16) � 8õ(2) 8õ 2 S

6. E

tor

(K) � ZZ=4ZZ

L

ZZ=4ZZ; E :

E : Y

2

= X(X

2

+ (2(a

2

+ 1)X + (a

2

� 1)

2

); a 2 K

�

� f�1g

p

�1;

p

a 2 K: e := 4a; j =

(256e

2

+(e

2

�16)

2

)

3

e

2

(e

2

�16)

4

: :

j 2 O(S)()

8

>

<

>

:

(1) 0 � õ(e) � 4õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(e

2

� 16) � 8õ(2) 8õ 2 S

7. E

tor

(K) � ZZ=2ZZ

L

ZZ=8ZZ; E :

E : Y

2

+ (1� c)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

; c 2 K

:

c = (2d � 1)(d� 1)d

�1

; b = cd; d = a(8a+ 2)(8a

2

� 1)

�1

d(d � 1)(2d � 1)(8d

2

� 8d + 1) 6= 0:

j =

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 24b(1 � c)g

3

b

3

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 8(1 � c)

3

� 27b � 9(1 � c)[(1� c)

2

� 4b]g
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:

j 2 O(S)()

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(1) � 2õ(2) � õ(a) � 0 8õ 2 S

(2) õ(8a+ 2) = õ(2) 8õ 2 S

(3) � õ(2) � õ(2a+ 1) � 2 8õ 2 S

(4) � õ(2) � õ(8a

2

� 1) �

7

2

õ(2) 8õ 2 S

8. E

tor

(K) � ZZ=3ZZ; E :

E : Y

2

+ cXY + c

2

Y = X

3

; c 2 K

�

e := c� 27; j =

(e+27)(e+3)

3

e

: :

j 2 O(S) () 0 � õ(e) � 6õ(3); 8õ 2 S

9. E

tor

(K) � ZZ=9ZZ; E :

E : Y

2

+ (1 � c)XY � bY = X

3

� bY; b 2 K

�

; c 2 K

c = f(d� 1); f 2 K; d = f(f � 1) + 1; b = cd; :

j =

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 24b(1 � c)g

3

b

3

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 8(1 � c)

3

� 27b � 9(1 � c)[(1� c)

2

� 4b]g

:

j 2 O(S) ()

8

>

<

>

:

(1) f 2 U(S) ;

(2) f � 1 2 U(S)

10. E

tor

(K) � ZZ=3ZZ

L

ZZ=3ZZ; E :

E : Y

2

= X

3

+AX +B; a; b 2 K

�A = 3a(a

3

+ 8); �B = 2(a

6

� 20a

3

� 8)

p

�3 2 K: e := 3a; :

j = (

e[(e� 3)(e

2

+ 3e + 9) + 3

5

]

(e� 3)(e

2

+ 3e+ 9)

)

3

:

j 2 O(S) =)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(1) e 2 O(S)

(2) õ(e

3

� 27) � 6õ(3) 8õ 2 S

(3) õ(e� 3) � 3õ(3) 8õ 2 S
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11. E

tor

(K) � ZZ=6ZZ; E :

E : Y

2

+ (1 � c)XY � c(c+ 1)Y = X

3

� c(c+ 1)X

2

; c 2 K

�

� f�1g

e := c

�1

; j =

((1+e)

3

(9+e)�16e)

3

e

2

(1+e)

3

(9+e)

: :

j 2 O(S ()

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(1) 0 � õ(e) � 2õ(3) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(1 + e) � 3õ(2) 8õ 2 S

(3) õ(9 + e) = 0 õ 6 õ 2 S

(4) õ(9 + e) = õ(1 + e) õj2; õ 2 S

(5) õ(9 + e) = è(e) õj3; õ 2 S

12. E

tor

(K) � ZZ=12ZZ; E :

E : Y

2

+ (1 � c)XY � bY = X

3

� bY; b 2 K

�

; c 2 K

d = m + t; f = m(1 � t)

�1

; c = f(d � 1); b = cd; m = (3t � t

2

� 1)(t � 1)

�1

:

e := t

�1

; :

j =

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 24b(1 � c)g

3

b

3

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 8(1 � c)

3

� 27b � 9(1 � c)[(1� c)

2

� 4b]g

:

j 2 O(S) =)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(1) 0 � õ(e) � õ(2) +

1

2

õ(3) 8õ 2 S

(2) e� 1 2 U(S)

(3) õ(e� 2) = 0 õ 2 õ 2 S

(4) õ(e� 2) = õ(e) õj2; õ 2 S

13. E

tor

(K) � ZZ=2ZZ

L

ZZ=6ZZ; E :

E : Y

2

+ (1 � c)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

; c 2 K

�

� f1g

b = c(1 + c); c = (10 � 2a)(a

2

� 9)

�1

: E :

j =

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 24b(1 � c)g

3

b

3

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 8(1 � c)

3

� 27b � 9(1 � c)[(1� c)

2

� 4b]g
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c = �2

a�5

(a+3)(a�3)

b = �2

(a�5)(a�1)

2

(a+3)

2

(a�3)

2

: :

j 2 O(S) ()

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(1) õ(2) � õ(a+ 3) � 3õ(2) + õ(3) 8õ 2 S

(2) õ(2) � õ(a� 3) � õ(2) + õ(3) 8õ 2 S

(3) õ(2) � õ(á� 1) � 3õ(2) 8õ 2 S

(4) õ(2) � õ(a� 5) � 3õ(2) 8õ 2 S

(5) õ(2) � õ(a� 9) � 3õ(2) + õ(3) 8õ 2 S

14. E

tor

(K) � ZZ=5ZZ; E :

E : Y

2

+ (1 � b)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

j =

((b

2

�11b�1)

2

+5b(2((b

2

�11b�1)+b)

3

b

5

(b

2

�11b�1)

: :

j 2 O(S) ()

8

>

<

>

:

(1) b 2 U(S)

(2) õ(b

2

� 11b � 1) � 3õ(5) 8õ 2 S

15. E

tor

(K) � ZZ=10ZZ; E :

E : Y

2

+ (1� c)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

; c 2 K

b = cd; c = f(d � 1); d = f

2

(f � (f � 1)

2

)

�1

; f 2 K

�

: e := f

�1

: E; :

j =

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 24b(1 � c)g

3

b

3

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 8(1 � c)

3

� 27b � 9(1 � c)[(1� c)

2

� 4b]g

c; d � 1; b; ( e ):

c =

(e� 1)(e� 2)

e(e� (1� e)

2

)

; d� 1 =

(e� 1)(e� 2)

e� (1� e)

2

; b =

(e� 1)(e� 2)

e(e� (1� e)

2

)

2

:

j 2 O(S) =)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(1) 0 � õ(e) � õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(e� 2) � õ(2) 8õ 2 S

(3) (1� e) 2 U(S)

16. E

tor

(K) � ZZ=7ZZ; E :

E : Y

2

+ (1 � c)XY � bY = X

3

� bY; b 2 K

�

; c 2 K
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b = d

2

(d � 1); c = d(d� 1); d 2 K

�

� f1g: E; :

j =

(d

8

� 12d

7

+ 42d

6

� 56d

5

+ 35d

4

� 14d

2

+ 4d + 1)

3

d

7

(d � 1)

7

(d

3

� 8d

2

+ 5d + 1)

:

j 2 O(S) =)

8

>

<

>

:

(1) d 2 U(S)

(2) d � 1 2 U(S)

17. E

tor

(K) � ZZ=11ZZ; E :

E : X

2

+ (1 � c)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

; c 2 K

:

b = cr; r = r

1

+ 1; r

1

= 1=r

2

; r

2

= 1=V; U =

1

4

U

2

c = s(r � 1); s = s

1

+ 1; s

1

= 1=s

2

; s

2

= U=V; V =

1

8

V

2

�

1

2

E; :

j =

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 24b(1 � c)g

3

b

3

f[(1� c)

2

� 4b]

2

+ 8(1 � c)

3

� 27b � 9(1 � c)[(1� c)

2

� 4b]g

b; c; V

2

; U

2

:

c =

1

16U

2

(V

2

� 4 + 2U

2

)(V

2

� 4); b =

1

8

c(V

2

+ 4):

:

j 2 O(S) =)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

(1) 0 � õ(U

2

) � 2õ(2) 8õ 2 S

(2) 0 � õ(U

2

� 4) � 2õ(2) 8õ 2 S

(3) õ(V

2

� 4) =

3

2

õ(U

2

) 8õ 2 S

(4) õ(V

2

+ 4) =

3

2

õ(U

2

) 8õ 2 S

(5) õ(V

2

� 4 + 2U

2

) =

3

2

õ(U

2

) 8õ 2 S

Áðüäåéîç : Èá áðïäåßîïõìå ìüíï ôçí ðåñßðôù�3: Ïëåò ïé Üëëåò áðïäåéêíýïíôáé ìå

üìïéï ôñüðï. Óçìåéþíïõìå üôé ðåñéðôþ�éò 1� 3; 5; 6; 8� 12; 14 êáé 16 áðïäåéêíýïíôáé �ï

[Mu], êáé ïé õðüëïéðåò �ï [Str].

Å�ù E=K åëëåéðôéêÞ êáìðýëç, ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôï �ìåßï P = (0; 0): Å�ù äå üôé ôï

�ìåßï P åßíáé ôÜîçò 4: Óõíåðþò ç êáìðýëç E äÝ÷åôáé ðáñáìÝôñé�ôçò ìïñöÞò E(b; c):
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Å÷ïõìå üôé 4P = 0; äçëáäÞ 2P = �2P , (b; bc) = (b; 0): Ïìùò b 6= 0; åðïìÝíùò c = 0:

Áñá ç E Ý÷åé åîß��ôçò ìïñöÞò :

Å : Y

2

+XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

Áí èÝ�õìå e := b

�1

; ôüôå åýêïëá õðïëïãßæïõìå üôé :

j =

(e(e+ 16) + 16)

3

e(e+ 16)

Å�ù ôþñá üôé j 2 O(S): Èá áðïäåßîïõìå üôé ôüôå é�ýïõí:

0 � õ(e) � 8õ(2) (1)

0 � õ(e+ 16) � 8õ(2) (2)

ãéá êÜèå èÝ�õ ôïõ S: Å�ù üôé äåí é�ýåé üôé 0 � õ(e) ãéá üëåò ôéò åêôéìÞ�éò õ ôïõ

�ìáôïò K; äçëáäÞ õðÜñ÷åé åêôßìç�õ ôïõ �ìáôïò K ôÝôïéá þ�å õ(e) < 0: Ðáßñíïõìå

ôçí ðëÞñù�ôïõ �ìáôïò K; K

õ

ùò ðñïò ôçí äéáêñéôÞ åêôßìç�õ: Å�ù � ï ãåííÞôïñáò

ôïõ ìïíáäéêïý ìÝãé�ïõ éäåþäïõò ôïõ äáêôõëßïõ R: Ôüôå ï e ãñÜöåôáé �çí ìïñöÞ e = �

�k

u;

üðïõ ï k åßíáé öõ�êüò áñéèìüò k � 1 êáé ï u ìïíÜäá ôïõ äáêôõëßïõ ôùí áêåñáßùí ôïõ

�ìáôïò K

õ

: Áíôéêáèé�ïýìå ôïí e�çí åîß��ðïõ ìáò äßíåé ôçí áðüëõôç áíáëëïßùôï êáé

Ý÷ïõìå:

j =

(�

�k

u(�

�k

u+ 16) + 16)

3

�

�k

u(�

�k

u+ 16)

=

(u(u+ 16�

k

) + 16�

2k

)

3

�

4k

u(u+ 16�

k

)

Ï áñéèìçôÞò ôïõ j åßíáé ìïíÜäá ôïõ äáêôõëßïõ ôùí áêåñáßùí ôïõ �ìáôïò K

õ

êáé ï ðáñïíï-

ìá�Þò áíÞêåé �ï ìÝãé�ï éäåþäåò ðïõ ãåííÜôáé áðü ôïí �; äçëáäÞ ç áðüëõôç áíáëëïßùôïò

j äåí åßíáé áêåñáßá, õ(j) < 0: Áôïðï, äéüôé j 2 O(S): Áñá ðñÜãìáôé 0 � õ(e):

Åðß�ò 0 � õ(e+ 16); äéüôé õ(e+ 16) � minfõ(e); õ(16)g � 0:

Áðïäåéêíýïõìå ôþñá üôé áí j 2 O(S); ôüôå õ(e) � 8õ(2): Å�ù üôé äåí é�ýåé, äçëáäÞ

õðÜñ÷åé åêôßìç�õ ôÝôïéá þ�å õ(e) > 8õ(2): ÅðïìÝíùò õ(

e

2

8

) > 0: ÊÜíïõìå ðëÞñù�ôïõ

K ùò ðñïò ôçí åêôßìç�õ êáé Ý�ù � ï ãåííÞôïñáò ôïõ ìÝãé�ïõ éäåþäïõò ôïõ äáêôõëßïõ

R: Ôüôå �j

e

2

8

: Å÷ïõìå :

j =

(e(e+ 16) + 16)

3

e(e+ 16)

=

(1 + e(

e

2

8

� 2

4

+ 1))

3

e

2

8

(

e

2

8

� 2

4

+ 1)
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Ï áñéèìçôÞò ôïõ j åßíáé öáíåñÜ ìïíÜäá ôïõ äáêôõëßïõ ôùí áêåñáßùí ôïõ�ìáôïò K

õ

; åíþ ï

ðáñïíïìá�Þò áíÞêåé �ï ìÝãé�ï éäåþäåò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïí �: Áñá õ(j) < 0; Üôïðï.

Åíôåëþò üìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé õ(e+ 16) � 8õ(2):

ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå ôï áíôß�ñïöï. Å�ùüôé õðÜñ÷åé åêôßìç�õ ôïõ�ìáôïò

K ôÝôïéá þ�å õ(j) < 0: Ôüôå áíáãêá�éêÜ ç êáìðýëç E èá Ý÷åé êáêÞ áíáãùãÞ (modulo

�). Áõôü �ìáßíåé üôé a

3

= �b � 0 (mod �) ([Hus], ðáñáôÞñç�7:1; �ë. 78), äçëáäÞ

�jb ) õ(b) > 0: Ïìùò e = b

�1

; êáé åðïìÝíùò õ(e) < 0; áôïðï. Áñá é�ýåé ç æçôïýìåíç

é�äõíáìßá. 2

Óáí áðïôÝëå�á ôùí èåùñçìÜôùí 4:5; 4:6; Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï:

Èåþñçìá 4.7 K; S- j E

tor

(K); :

ZZ=4ZZ;ZZ=6ZZ;ZZ=3ZZ

M

ZZ=3ZZ

ZZ=9ZZ;ZZ=5ZZ;ZZ=7ZZ;ZZ=11ZZ

S- j 2 K; E=K E

tor

(K) Klein ZZ=2ZZ

L

ZZ=2ZZ:

Áðüäåéîç : Èá ðáñïõ�Ü�õìå ìüíï ôçí ðåñßðôù�üðïõ E

tor

� ZZ=5ZZ: Ïëåò ïé Üëëåò

áðïäåéêíýïíôáé ìå üìïéï ôñüðï ([Str]). Áöïý E

tor

(K) � ZZ=5ZZ; ç êáìðýëç E Ý÷åé ôçí åîÞò

ðáñáìÝôñé�(èåþñçìá 4:16; ðåñßðôù�14):

E : Y

2

+ (1 � b)XY � bY = X

3

� bX

2

; b 2 K

�

ÈÝôïõìå e := b: Ôüôå é�ýåé üôé:

j 2 O(S)()

8

>

<

>

:

(1) e 2 U(S)

(2) 0 � õ(e

2

� 11e � 1) � 3õ(5) 8õ 2 S

Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ìüíï ðåðåñá�Ýíïõ ðëÞèïõò e 2 K

�

ðïõ íá

éêáíïðïéïýí ôéò �Ý�éò (1) êáé (2): Èåùñïýìå ôï �ìá K

0

:= K(

p

5): Å�ù C

0

Ýíá ðåðå-

ñá�Ýíï �íïëï èÝ�ùí ôïõ K

0

; ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò åðåêôÜ�éò ôùí èÝ�ùí ôïõ K ïé ïðïßåò

áíÞêïõí�ï C êáèþò êáé ôéò èÝ�éò ôïõ K

0

ðïõ äéáéñïýí ôïí 5: Å�ù äå S

0

:= �

K

0

�C

0

: Óôï

�ìáK

0

; Ý÷ïõìå :

e

2

� 11e � 1 = [e� (

11

2

�

5

2

p

5)][e� (

11

2

+

5

2

p

5)]:
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Ïìùò ëüãù ôçò �Ý�ùò (1); é�ýåé üôé e 2 U(S

0

): Åðß�ò e �

11

2

�

5

2

p

5 2 U(S

0

); ëüãù

ôçò �Ý�ùò (2) ( äéüôé ôï S

0

äåí ðåñéÝ÷åé èÝ�éò ôïõ K

0

ðïõ äéáéñïýí ôïí 5 êáé Üñá õ(e

2

�

11e� 1) = 0 ). Áñá ôï e åßíáé éäéÜæïõ�S

0

-ìïíÜäá, ùò ðñïò

11

2

�

5

2

p

5 2 (K

0

)

�

: ÅðïìÝíùò

�ìöùíá ìå ôï èåþñçìá 4:5 Ýðåôáé üôé õðÜñ÷ïõí ìüíï ðåðåñá�Ýíá ôï ðëÞèïò e; ðïõ íá

éêáíïðïéïýí ôéò �Ý�éò (1) êáé (2): Áñá é�ýåé ôï æçôïýìåíï. 2

4.4 ÅëëåéðôéêÝò êáìðýëåò ïñé�Ýíåò �" áðëÜ " êõâéêÜ �-

ìáôá áñéèìþí

Ïñé�üò 4.8 Q K := Q(

3

p

ab

2

); a; b , .

Ôá áðëÜ êõâéêÜ �ìáôá Q(

3

p

ab

2

) êáé Q(

3

p

a

2

b); ðñïöáíþò ôáõôßæïíôáé, �íåðþò ÷ù-

ñßò ðåñéïñé�ü ôçò ãåíéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá õðïèÝ�õìå üôé a > b: Åðß�ò ôï �íïëï

f1;

3

p

ab

2

;

3

p

a

2

bg; åßíáé ìßá Q-âÜ�ôçò åðÝêôá�ò K=Q: Óõíåðþò êÜèå �ïé÷åßï x 2 K;

ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï �çí ìïñöÞ:

x = x

1

+ x

2

3

p

ab

2

+ x

3

3

p

a

2

b; x

1

; x

2

; x

3

2 Q:

Åðß�ò ç norm åíüò �ïé÷åßïõ x�çí åðÝêôá�K=Q; åßíáé:

N(x) := N

K=Q

(x) = x

3

1

+ x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b� 3x

1

x

2

x

3

ab:

Ïñé�üò 4.9 K = Q(

3

p

ab

2

); :

1. Dedekind I; a 6� �b (mod 9)

2. Dedekind II; a � �b (mod 9)

Óêïðüò ìáò åßíáé ï ðëÞñçò ðñï�éïñé�üò üëùí ôùí åëëåéðôéêþí êáìðýëùí E ìå áêÝ-

ñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï j êáé ìç-ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò E

tor

(K); �

áðëÜ êõâéêÜ �ìáôá áñéèìþí. Ðñïò áõôÞí ôçí êáôåýèõí�èá ìáò ÷ñåéá�åß ç ãíþ�ôçò

áñéèìçôéêÞò ôùí áðëþí êõâéêþí�ìÜôùí áñéèìþí. É�ýåé ôï åîÞò èåþñçìá ([Na]):

Èåþñçìá 4.10 K = Q(

3

p

ab

2

) . :
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1. K Dedekind I; K :

f1;

3

p

ab

2

;

3

p

a

2

bg

x 2 O

K

; :

x = x

1

+ x

2

3

p

ab

2

+ x

3

3

p

a

2

b; x

1

; x

2

; x

3

2 ZZ

K; �

K

= �3(3ab)

2

:

2. K Dedekind II; K :

f;

3

p

ab

2

;

3

p

a

2

bg;

  =

1

3

(1 + a

3

p

ab

2

+ b

3

p

a

2

b): x 2 O

K

; :

x =

1

3

(x

1

+ x

2

3

p

ab

2

+ x

3

3

p

a

2

b)

x

1

; x

2

; x

3

2 ZZ x

1

� ax

2

� bx

3

(mod 3): K; �

K

= �3(ab)

2

:

Áðïäåéêíýïõìå ôï åîÞò:

Èåþñçìá 4.11 K = Q(

3

p

ab

2

); . p Q; K :

1. p 3ab; :

p �O

K

=

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(1) P

1

P

2

p � �1 (mod 3)

(2) P

1

P

2

P

3

p � 1 (mod 3) , ab

2

modulo p

(3) P p � 1 (mod 3) , ab

2

modulo p

(1) N(P

1

) = p; N(P

2

) = p

2

; (2); N(P

1

) = N(P

2

) = N(P

3

) = p; (3)

N(P ) = p

3

:

2. p j ab; p �O

K

= P

3

; N(P ) = p:

3. p = 3 ab 6� 0mod3; :

3 �O

K

=

8

>

<

>

:

(1) P

3

K Dedekind I

(2) P

2

1

P

2

K Dedekind II

N(P ) = 3 N(P

1

) = N(P

2

) = 3:
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Áðüäåéîç :

1. Áí p � �1 (mod 3); ôüôå ï 3 äåí äéáéñåß ôïí p � 1; åðïìÝíùò d := (3; p � 1) = 1:

Ïìùò ç é�äõíáìßá x

3

� ab

2

� 0 (mod p); Ý÷åé ëý�áíí (ab

2

)

p�1

d

� 1 (mod p)

([Ir-Ro], ðñüôá�7:1:2; �ë. 80), ôï ïðïßï é�ýåé äéüôé d = 1: ÅðéðëÝïí ç é�äõíáìßá

x

3

� ab

2

� 0 (mod p); Ý÷åé ìßá ìüíï ëý�, äéüôé d = 1: Óõíåðþò ôï ðïëõþíõìï

x

3

� ab

2

; áíáëýåôáé modulo p �Ýíáí ðñùôïâÜèìéï êáé �Ýíáí äåõôåñïâÜèìéï üñï.

Áñá ï ðñþôïò áñéèìüò p áíáëýåôáé �ï�ìá K �äýï ðñþôá éäåþäç P

1

; P

2

; ôÝôïéá

þ�å N(P

1

) = p êáé N(P

2

) = p

2

:

Å�ù ôþñá p � 1 (mod 3): Ôüôå ðñïöáíþò ï ðñþôïò áñéèìüò p áíáëýåôáé �äýï

ðñþôá éäåþäç �ïí äáêôýëéï ZZ[!]; (! = e

2�i

3

) Ý�ù Q;Q

0

: ÅðïìÝíùò ç é�äõíáìßá

x

3

�ab

2

� 0modp åßíáé åðéëý�ìç áíí åßíáé åðéëý�ìçmodulo Q; äçëáäÞ áíí ôï êõâéêü

�ìâïëï (

ab

2

Q

)

3

é�ýôáé ìå 1 ([Ir-Ro], ðñüôá�9:3:3;�ë. 112). É�äýíáìá áõôü é�ýåé

åÜí êáé ìüíï åÜí (ab

2

)

p�1

3

� 1modQ: Óõíåðþò áí ôï ab

2

åßíáé êõâéêü õðüëïéðï modulo

p; ôüôå Ý÷ïõìå ôñåéò áêñéâþò ëý�éò ôçò é�äõíáìßáò, äéüôé d = 3; åíþ áí ôï ab

2

äåí

åßíáé êõâéêü õðüëïéðï modulo p ôüôå ç é�äõíáìßá äåí åßíáé åðéëý�ìç. Áñá üôáí ï

ab

2

åßíáé êõâéêü õðüëïéðï modulo p ôüôå ï ðñþôïò áñéèìüò p áíáëýåôáé�ôñßá ðñþôá

éäåþäç ôïõ �ìáôïò K; åíþ üôáí ï ab

2

äåí åßíáé êõâéêü õðüëïéðï modulo p; ôüôå ï p

áäñáíåß �ï�ìá K ( ìå âáèìü áäñáíåßáò 3 ).

2. Áí ï ðñþôïò áñéèìüò p äéáéñåß ôïí ab ôüôå êáé �çí ðåñßðôù�ôýðïõ Dedekind I

êáé �çí ðåñßðôù�ôýðïõ Dedekind II; ï p äéáéñåß ôçí äéáêñßíïõ�ôïõ �ìáôïò K:

Óõíåðþò äéáêëáäßæåôáé �ï�ìá K: ÅðéðëÝïí x

3

� ab

2

� x

3

(mod p); áöïý pjab:

ÓõíåðÜãåôáé üôé ï ðñþôïò áñéèìüò p äéáêëáäßæåôáé ðëÞñùò ( [Áí3] ). Áñá é�ýåé ôï

æçôïýìåíï.

3. Áí p = 3 êáé ab 6� 0mod3; ôüôå ï p = 3 äéáêëáäßæåôáé äéüôé äéáéñåß ôçí äéáêñßíïõ�

ôïõ�ìáôïò êáé �éò äýï ðåñéðôþ�éò ôýðïõ Dedekind I êáé ÉÉ: Óôçí ðåñßðôù�ôýðïõ

Dedekind I ï 3 äåí ðåñéÝ÷åôáé �ïí ïäçãü ôïõ �ìáôïò K; åíþ �çí ðåñßðôù�ôýðïõ

Dedekind II ðåñéÝ÷åôáé �ïí ïäçãü ôïõ K: Áñá�çí ðåñßðôù�Dedekind I ðñÜãìáôé

3 �O

K

= P

3

; üðïõ ôï P åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïõ�ìáôïòK: Óôçí ðåñßðôù�Dedekind

II ðáßñíïõìå ôï �ïé÷åßï �

0

:=

1

3

(1 + ab

2

+ a

2

b

3

) 2 K; êáé ìå áðëïýò ëïãáñéá�ïýò
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âëÝðïõìå üôé ôï áíÜãùãï ðïëõþíõìï ôïõ �

0

õðÝñ ôï Q åßíáé ôï:

f(X) := X

3

�X

2

+

1

9

(1� ab)X �

1

27

(1 � 3ab+ a

2

b+ ab

2

)

êáé ï äåßêôçò ôïõ �

0

äåí åßíáé 0 modulo 3: ÌÜëé�á áíáãÜãïíôáò ôï f(X) modulo

3; åýêïëá äéáðé�þíïõìå üôé áíáëýåôáé �Ýíáí ðñùôïâÜèìéï üñï êáé �Ýíá ôÝëåéï

ôåôñÜãùíï. Áñá ðñÜãìáôé ï ðñþôïò áñéèìüò p; Ý÷åé ôçí æçôïýìåíç áíÜëõ�p �O

K

=

P

2

1

P

2

; üðïõ N(P

1

) = N(P

2

) = 3: 2

Îáíáãõñíïýìå ôþñá �éò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò. É�ýåé ôï åîÞò èåþñçìá :

Èåþñçìá 4.12 E K = Q(

3

p

ab

2

); j; :

õ(j) � 0; õ K; õj2 õj3 : (1)

E

tor

(K); :

fOg; ZZ=2ZZ;ZZ=2ZZ � ZZ=2ZZ;ZZ=4ZZ;ZZ=3ZZ

ZZ=6ZZ;ZZ=2ZZ � ZZ=6ZZ;ZZ=12ZZ;ZZ=5ZZ

Áðüäåéîç : Å�ù õ èÝ�ôïõ �ìáôïò K: Å�ù äå üôé õj2 êáé � ï uniformizer ðïõ

áíôé�ïé÷åß �çí èÝ�õ ( áí êÜíïõìå ôçí ðëÞñù�ôïõ �ìáôïò K ùò ðñïò ôçí èÝ�õ; K

õ

). Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4:11 ðÜíôá õðÜñ÷åé ìßá ôÝôïéá èÝ�, ôÝôïéá þ�å N(�) = 2: Ïìïéá

ãéá êÜèå èÝ�õ ðïõ åðåêôåßíåé ôçí èÝ�ðïõ áíôé�ïé÷åß�ïí ðñþôï áñéèìü 3; ðáßñíïõìå Ýíáí

Üëëï uniformizer �

0

; ôÝôïéïí þ�å N(�

0

) = 3: ÅðïìÝíùò ôï èåþñçìá ôïõ Hasse (õðüèå�

ôïõ Riemann) ìáò äßíåé üôé:

#

~

E(

~

K

õ

) < 6 (�)

áí ç êáìðýëç E Ý÷åé êáëÞ áíáãùãÞ modulo � ãéá �j2: Åðß�ò :

#

~

E(

~

K

õ

) < 8 (��)

áí ç E Ü÷åé êáëÞ áíáãùãÞ modulo � ãéá �j3: ÅðéðëÝïí ç õðüèå�(1) ôïõ ðáñüíôïò èå-

ùñÞìáôïò ìáò ðåñéïñßæåé �åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò ðïõ Ý÷ïõí êáëÞ Þ ðñï�åôéêÞ áíáãùãÞ

modulo �: Îå÷ùñßæïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþ�éò:
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1. Å�ù üôé ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ðåñéÝ÷åé �ìåßï ìå ôÜîç ðñþôï áñéèìü p � 5: Ôüôå ç

êáìðýëç E Ý÷åé, ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4:1; êáëÞ áíáãùãÞ üôáí ï � äéáéñåß ôïí 2 Þ ôïí

3: ÌÜëé�á ëüãù ôçò �Ý�ùò (�); Ý÷ïõìå üôé p = 5: ÄéáëÝãïíôáò ëïéðüí �j2 ôÝôïéïí

þ�å N(�) = 2; ôüôå áðü ôï èåþñçìá 4:1; Ý÷ïõìå üôé #E

tor

(K)j5 � 2

4

(a): Åðß�ò

äéáëÝãïíôáò �j3 ôÝôïéïí þ�å N(�) = 3 ), áðü ôï ßäéï èåþñçìá êáé áðü ôçí �Ý�

(��) Ý÷ïõìå üôé #E

tor

(K)j5 � 3

2

(b): Ïé �Ý�éò (a) êáé (b); ïäçãïýí �çí é�ôçôá

#E

tor

(K) = 5:

2. Å�ù ôþñá üôé ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E äåí ðåñéÝ÷åé�ìåßï ôÜîçò ðñþôï áñéèìü p � 5:

Ôüôå ôï èåþñçìá 4:1; ìáò äßíåé üôé:

#E

tor

(K)j

8

>

<

>

:

2

8

� 3 áí ç E Ý÷åé ðñï�åôéêÞ áíáãùãÞ �ïí �j2 (i)

2

2

� 3

5

áí ç E Ý÷åé ðñï�åôéêÞ áíáãùãÞ �ïí �j3 (ii)

ÓõíäéÜæïíôáò ôéò �Ý�éò (�) , (��) , (i) êáé (ii) , Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç �Ý�äéáß-

ñå�ò #E

tor

(K)j2

2

� 3: ÊÜíïíôáò ëïéðüí üëïõò ôïõ äõíáôïýò �íäéá�ïýò Ý÷ïõìå ôï

æçôïýìåíï. 2

Óôá ðáñáêÜôù èá äéåñåõíÞ�õìå ðïéÝò áðü ôéò ïìÜäåò ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ðïõ ìáò åîá-

�Üëé�ôï èåþñçìá 4; 11 åìöáíßæïíôáé ðñÜãìáôé ùò õðïïìÜäåò ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ìéáò

åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E=K; üðïõ K Ýíá áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí. ÅðéðëÝïí èá ðñïó-

äéïñß�õìå üëá ôá äõíáôÜ�ìáôá K êáé ôéò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E; ìå äï�Ýíç õðïïìÜäá

ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò E

tor

(K):

Å�ù C ôï �íïëï üëùí ôùí áðåßñùí èÝ�ùí ôïõ �ìáôïò K êáé S := �

K

� C: Å�ù äå

E åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ìå S-áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï j; ïñé�Ýíç �Ýíá áðëü êõâéêü

�ìá áñéèìþí K = Q(

3

p

ab

2

):

Êáô' áñ÷Þí ïé �íèÞêåò áêåñáéüôçôïò ãéá ôçí áðüëõôç áíáëëïßùôï j ðïõ ðñïêýðôïõí

áðü ôï èåþñçìá 4:6 , ìåôá�çìáôßæïíôáé�norm-åîé��éò. ÐñÜãìáôé, Ý�ù p Ýíáò ðñþôïò

áñéèìüò. Ôüôå ï p Ý÷åé ìïíáäéêÞ áíÜëõ��ãéíüìåíï ðñþôùí éäåùäþí ôïõ �ìáôïò K:

Å�ù ëïéðüí pO

K

= P

e

1

1

P

e

2

2

� � �P

e

r

r

; N(P

i

) = p

f

i

ç norm ôïõ éäåþäïõò P

i

êáé f

i

; ï âáèìüò

áäñáíåßáò ôïõ P

i

: É�ýåé üôé

P

e

i

f

i

= n = [K : Q]: Áò �ìâïëß�õìå ìå õ

P

i

ôçí ìç-

áñ÷éìÞäåéá åêôßìç�ðïõ áíôé�ïé÷åß �ï ðñþôï éäåþäåò P

i

; êáé ìå õ

p

áõôÞí ðïõ áíôé�ïé÷åß

�ïí ðñþôï áñéèìü p: Åéíáé ðñïöáíÝò üôé é�ýåé 8e 2 Q�f0g; õ

P

i

(e) = e

i

õ

p

(e) (i): Åðß�ò
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áí e 2 K � f0g; ôüôå ôï êýñéï éäåþäåò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïí e; Ý÷åé ìïíáäéêÞ áíÜëõ��

ãéíüìåíï ðñþôùí éäåùäþí ôïõ �ìáôïò K: Å�ù:

eO

K

= Q

s

1

1

� � �Q

s

k

k

=) N

K=Q

(e) = N

K=Q

(Q

1

)

s

1

� � �N

K=Q

(Q

k

)

s

k

=) N

K=Q

(e) = p

P

s

i

f

i

Óõíåðþò õ

p

(N

K=Q

(e)) =

P

f

i

õ

Q

i

(e) (ii): Áò êÜíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá íá äïýìå üôé

ïé �Ý�éò (i) êáé (ii); ïäçãïýí �norm- åîé��éò. Áò ðÜñïõìå ôçí ðåñßðôù�1: ôïõ

èåùñÞìáôïò 4:6: Å÷ïõìå:

j 2 O(S)() 0 � õ

P

(e) � 12õ

P

(2)

() 0 � õ

p

(N

K=Q

(e)) =

X

f

i

õ

Q

i

(e) �

X

f

i

12õ

Q

i

(2)

Ïìùò

P

f

i

12õ

Q

i

(2) = 12

P

f

i

e

i

õ

p

(2); ëüãù ôçò �Ý�ò (i); êáé ôï ôåëåõôáßï é�ýôáé ìå

12nõ

p

(2); üðïõ õ

p

(2) = 0 Þ 1; áíÜëïãá ìå ôï áí p 6= 2 Þ p = 2: Óõíåðþò Ý÷ïõìå

N

K=Q

(a) = �2

m

; üðïõ 0 � m � 12n:

Åöáñìüæïíôáò ëïéðüí áõôÞí ôçí äéáäéêá�á áíÜ ðåñßðôù�êáôáëÞãïõìå�norm-åîé��éò,

ïé ïðïßåò èá ðñÝðåé íá åðéëõèïýí �ìßá áðëÞ êõâéêÞ åðÝêôá�ôïõ Q: Å÷ïõìå:

1. Å�ù üôé é�ýåé E

tor

(K)

�

=

ZZ=12ZZ:

Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4:12 Ý÷ïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ïñé�Ýíç�

áðëü êõâéêü�ìá áñéèìþí ìå áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï êáé õðïïìÜäá ðåðåñá�Ý-

íçò ôÜîçò #E

tor

(K) > 12:

(a) Áí ôï �ìá K åßíáé ôýðïõ Dedekind I; ôüôå áðü ôï èåþñçìá 4:6 ðåñßðôù�12;

Ý÷ïõìå üôé ç ðáñÜìåôñïò e 2 O

K

: ÅðïìÝíùò, ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4:10, é�ýåé üôé

ôï e ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï �çí ìïñöÞ e = x

1

+ x

2

3

p

ab

2

+ x

3

3

p

a

2

b; üðïõ

x

1

; x

2

; x

3

2 ZZ êáé a 6� b (mod 9): Ïäçãïýìá�å ëïéðüí �éò åîÞò norm-åîé��éò:

N(e) = x

3

1

+ x

3

2

ab

2

+ x

3

a

2

b� 3x

1

x

2

x

3

ab = �2

n

� 3

m

(3)

N(e� 1) = N(e)� 3x

2

1

+ 3x

1

� 1 + 3x

2

x

3

ab = �1 (4)

N(e� 2) = N(e)� 6x

2

1

+ 12x

1

� 8 + 6x

2

x

3

ab = �2

n

(5)
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üðïõ n 2 f0; 1; 2; 3g êáé m 2 f0; 1g: Ðïëëáðëá�Üæïõìå ôçí åîß��(4) ìå 2 êáé ôçí

áöáéñïýìå áðü ôçí åîß��(5) êáé �çí�íÝ÷åéá ëýíïõìå ùò ðñïò x

1

:

x

1

=

1

6

(N(e� 2) +N(e)� 2N(e� 1) + 6) (�)

Åðß�ò ëýíïõìå ôçí åîß��(2) ùò ðñïò x

2

x

3

ab :

x

2

x

3

ab =

1

3

(N(e� 1) �N(e) + 3x

2

1

� 3x

1

+ 1) (��)

Óôçí �íÝ÷åéá, ãéá äï�Ýíåò ôéìÝò ôùí N(e); N(e � 1); N(e � 2); õðïëïãßæïõìå ôï

x

1

áðü ôçí �Ý�(�) êáé áðáéôïýìå ï x

1

íá åßíáé áêÝñáéïò. Áíôéêáèé�ïýìå ôïí x

1

�çí �Ý�(��) êáé áíáëýïõìå ôïí x

2

x

3

ab 2 ZZ êáôÜ üëïõò ôïõò äõíáôïýò ôñüðïõò

�ðáñÜãïíôåò x

2

; x

3

; a; b; êáé åîåôÜæïõìå áí éêáíïðïéïýíôáé ïé åîé��éò (3) � (5):

ÌÝ�áõôïý ôïõ áëãïñßèìïõ ðáßñíïõìå ìüíï äýï ëý�éò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò åîé��éò

(3)� (5); ãéá n = m = 1 ( [ Fu ] ) :

e

1

= 2 �

3

p

2; e

2

= �

3

p

2 �

3

p

4

Ïìùò ïé áíôß�ïé÷åò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò Ý÷ïõí ôçí ßäéá ìç-áêÝñáéá áðüëõôç áíáë-

ëïßùôï:

j =

2

6

� 3

2

5

3

(7765956 + 6163452

3

p

2 + 4892209

3

p

4) 62 O

K

Óõíåðþò äåí õðÜñ÷åé åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç �áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí

ôýðïõ Dedekind I; ìå áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï êáé õðïïìÜäá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò

E

tor

(K)

�

=

ZZ=12ZZ:

(b) Áí ôï �ìá K åßíáé ôýðïõ Dedekind II; ôüôå ç ðáñÜìåôñïò e ãñÜöåôáé êáôÜ

ìïíáäéêü ôñüðï �çí ìïñöÞ e =

1

3

(x

1

+ x

2

3

p

ab

2

+ x

3

3

p

a

2

b); üðïõ x

1

; x

2

; x

3

2 ZZ;

x

1

� ax

2

� bx

3

(mod 3) êáé a � �b (mod 9): Ïäçãïýìá�å ëïéðüí �éò åîÞò

norm-åîé��éò:

N(e) =

1

27

(x

3

1

+ x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b� 3x

1

x

2

x

3

ab) = �2

n

� 3

m

(6)

N(e� 1) = N(e) +

1

3

(�x

2

1

+ 3x

1

� 3 + x

2

x

3

ab) = �1 (7)

N(e� 2) = N(e) +

1

3

(�2x

2

1

+ 12x

1

� 24 + 2x

2

x

3

ab) = �2

n

(8)
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üðïõ n 2 f0; 1; 2; 3g êáé m 2 f0; 1g: Åöáñìüæïíôáò ôïí ßäéï áëãüñéèìï üðùò �çí

ðåñßðôù�ôýðïõ Dedekind I; êáôáëÞãïõìå �ï ßäéï �ìðÝñá�á. Áðïäåßîáìå ëïéðüí

ôçí åîÞò ðñüôá�:

Ðñüôá�4.13 E j K; E

tor

(K)

�

=

ZZ=12ZZ:

2. Å�ù üôé é�ýåé E

tor

(K)

�

=

ZZ=2ZZ

L

ZZ=6ZZ: Áðü ôï èåþñçìá 4:6; ðåñßðôù�13;

ïäçãïýìá�å�éò áêüëïõèåò norm-åîé��éò:

N(e) = �2

n

; N(e+ 4) = �2

l

� 3

m

; N(e� 2) = �2

3

� 3

m

N(e� 4) = �2

l

; N(e� 8) = �2

n

� 3

m

üðïõ n; l 2 f3; � � � ; 9g êáé m 2 f0; 1; 2; 3g: Åöáñìüæïíôáò ôïí áëãüñéèìï ðïõ åßäáìå

�çí ðåñßðôù�1:, êáôáëÞãïõìå �ï åîÞò �ìðÝñá�á:

Ðñüôá�4.14 E j K E

tor

(K)

�

=

ZZ=2ZZ

L

ZZ=6ZZ:

3. Å�ù E

tor

(K)

�

=

ZZ=6ZZ: Áðü ôï èåþñçìá 4:6 êáé ôéò ðñïôÜ�éò 4:13 êáé 4:14 , Ý÷ïõìå

üôé äåí õðÜñ÷åé åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ïñé�Ýíç�áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí K; ìå

áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï j êáé õðïïìÜäá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò E

tor

(K) � ZZ=6 ZZ:

Áðü ôï èåþñçìá 4:6; ðåñßðôù�11; Ý÷ïõìå ôéò åîÞò norm-åîé��éò:

N(e) = �3

n

(9)

N(e+ 1) = �2

m

(10)

N(e+ 9) = �N(e) �N(e+ 1) (11)

üðïõ n 2 f0; 1; � � � ; 6g êáé m 2 f0; 1; � � � ; 9g: Ï áëãüñéèìïò ðïõ ÷ñç�ìïðïéÞ�ìå

�çí ðåñßðôù�1, ìáò äßíåé 6 êáìðýëåò, áðü ôéò ïðïßåò 2 åßíáé ïñé�Ýíåò�ï Q êáé ïé

õðüëïéðåò 4 åßíáé ïñé�Ýíåò�ï�ìá Q(

3

p

2) ( [ Fu ] ).

4. Å�ù E

tor

(K)

�

=

ZZ=4ZZ: Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 4:6 êáé ôçò ðñüôá�ò 4:12; Ý÷ïõìå

üôé äåí õðÜñ÷åé åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ìå áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï j ïñé�Ýíç�

áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí K êáé õðïïìÜäá ðåðåñá�Ýíçò ôçò E

tor

(K) � ZZ=4ZZ:
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(a) Å�ù üôé ôï�ìáK åßíáé ôýðïõ Dedekind II: Ôüôå áðü ôï èåþñçìá 4:6; ðåñßðôù�

3; ïäçãïýìá�å�éò áêüëïõèåò norm-åîé��éò:

N(e) = x

3

1

+ x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b� 3x

1

x

2

x

3

ab = �2

n

(12)

N(e+ 16) = N(e) + 48x

2

1

+ 768x

1

+ 4096 � 48x

2

x

3

ab = �2

m

(13)

üðïõ n;m 2 f0; 1; � � � ; 24g: ÈÝôïõìå A =

1

48

(N(e + 16) � N(e) � 4096): Ôüôå ïé

�Ý�éò (12) êáé (13); äßíïõí:

x

1

= �8 �

q

A+ 64 + x

2

x

3

ab (�)

x

2

x

3

ab = x

2

1

+ 16x

1

�A (��)

Ïìùò áöïý x

1

; x

2

x

3

ab 2 ZZ; Ýðåôáé üôé:

N(e+ 16) �N(e)� 4096 � 0mod48

Áí x

2

x

3

ab < 0; ôüôå áðü ôçí �Ý�(�) Ý÷ïõìå 0 < jx

2

x

3

abj � A+ 64; êáé x

2

x

3

ab =

�(A+64)+ z

2

; üðïõ z 2 ZZ êáé 0 � z <

p

A+ 64: Óõíåðþò ãéá äï�Ýíç ôéìÞ ôïõ A;

õðÜñ÷ïõí ðåðåñá�Ýíá �ï ðëÞèïò z; ôÝôïéá þ�å 0 � z <

p

A+ 64: ÅðïìÝíùò ãéá

äï�Ýíç ôéìÞ ôïõ z; é�ýïõí:

x

1

= �8 �

q

A+ 64 + x

2

x

3

ab (�)

x

2

x

3

ab = �(A+ 64) + z

2

(��):

Åöáñìüæïõìå ôþñá ôïí áëãüñéèìï ôçò ðåñßðôù�ò 1:; üôáí x

2

x

3

ab < 0; Ýô�þ�å íá

éêáíïðïéïýíôáé ïé åîé��éò (12); (13) êáèþò êáé ïé (�); (��): Ôï áðïôÝëå�á åßíáé üôé

Ý÷ïõìå ðåðåñá�Ýíá�ï ðëÞèïò áðëÜ êõâéêÜ�ìáôáK êáé ðåðåñá�Ýíåò�ï ðëÞèïò

ðáñáìÝôñïõò e ðïõ íá ðáñáìåôñßæïõí ôçí åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E:

Å�ù ôþñá üôé x

2

x

3

ab � 0: Ôüôå Ý÷ïõìå üôé:

0 � (x

3

2

ab

2

� x

3

3

a

2

b)

2

= (x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b)

2

� 4(x

2

x

3

ab)

3

=) (x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b)

2

� 4(x

2

x

3

ab)

3

(��)

= 4(x

2

1

+ 16x

1

�A)

3

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò, ëüãù ôùí åîé��ùí (1) êáé (��); Ý÷ïõìå:

(x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b)

2

= (�x

3

1

+ 3x

1

x

2

x

3

ab+N(e))

2

= [2(x

3

1

+ 48x

2

1

� 3Ax

1

+N(e))]

2
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=) 4(x

2

1

+ 16x

1

�A)

3

� (2x

3

1

+ 48x

2

1

� 3Ax

1

+N(e))

2

� 0

() 768x

4

1

+ (16348 � 4N(e)� 96A)x

3

1

+ (3A

2

� 96N(e) � 3072A)x

2

1

+(192A

2

+ 6AN(e))x

1

+ (�4A

3

�N

2

(e)) � 0

Ðñïöáíþò ç ôåëåõôáßá áíé�ôçôá éêáíïðïéåßôáé ìüíï ãéá ðåðåñá�Ýíåò �ï ðëÞèïò

ôéìÝò ôïõ x

1

2 ZZ: Ãéá äï�Ýíç ëïéðüí ôéìÞ ôïõ x

1

; õðïëïãßæïõìå ôï x

2

x

3

ab áðü ôçí

�Ý�(��): ÊáôáëÞãïõìå �ðåðåñá�Ýíåò �ï ðëÞèïò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E; êáé

ðåðåñá�Ýíá�ï ðëÞèïò �ìáôá K ( [ Fu ] ).

(b) : Å�ù üôé ôï �ìá K åßíáé ôýðïõ Dedekind (II): Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôù�ïäç-

ãïýìá�å�éò áêüëïõèåò norm-åîé��éò :

N(e) =

1

27

(x

3

1

+ x

3

2

ab

2

+ x

3

3

a

2

b� 3x

1

x

2

x

3

ab) = �2

n

(14)

N(e+ 16) = N(e) +

1

3

(16x

2

1

+ 768x

1

+ 12288 � 16x

2

x

3

ab) = �2

m

(15)

üðïõ n;m 2 f0; 1; � � � ; 24g: Óõíå÷ßæïíôáò êáôÜ åíôåëþò üìïéï ôñüðï üðùò �çí ðå-

ñßðôù�ôýðïõ Dedekind I; êáôáëÞãïõìå �ï �ìðÝñá�á üôé äåí õðÜñ÷ïõí åëëåé-

ðôéêÝò êáìðýëåò ìå áêÝñáéá áðüëõôç áíáëëïßùôï ïñé�Ýíåò �áðëü êõâéêü �ìá

ôýðïõ Dedekind II êáé õðïïìÜäá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò E

tor

(K)

�

=

ZZ=4ZZ: Óõíåðþò ç

ìüíç ðåñßðôù�üðïõ ðáßñíïõìå äåêôü áðïôÝëå�á åßíáé ç ðåñßðôù��ìÜôùí ôýðïõ

Dedekind I: ÌÜëé�á üëá ôá äõíáôÜ �ìáôá åßíáé ôçò ìïñöÞò K = Q(

3

p

D); üðïõ ôï

D äéáôñÝ÷åé ôï �íïëï f2; 3; 5; 31g ( [ Fu ] ).

5. Å�ù E

tor

(K)

�

=

ZZ=2ZZ

L

ZZ=2ZZ: Óôçí ðåñßðôù�4; õðïëïãß�ìå üëá ôá�ìáôáK

êáé ôéò ðáñáìÝôñïõò e ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò �íèÞêåò (1) : 0 � õ(e); êáé õ(e + 16) �

8õ(2): Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôù�èÝëïõìå íá õðïëïãß�õìå üëá ôá �ìáôá K êáé

ôéò ðáñáìÝôñïõò e

0

; ôÝôïéåò þ�å (2) : 0 � õ(e

0

) êáé õ(e

0

� 16) � 8õ(2): ÈÝôïíôáò

e

0

:= e+16; ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷åé 1�1 áíôé�ïé÷ßá, ìåôáîý ôùí e ðïõ éêáíïðïéïýí

ôéò �íèÞêåò (1) êáé ôùí e

0

ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò �íèÞêåò (2): ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ðå-

ðåñá�Ýíåò�ï ðëÞèïò ðáñáìÝôñïõò e

0

êáé ðåðåñá�Ýíåò�ï ðëÞèïò áðüëõôåò áíáë-

ëïéþôïõò j: ÄçëáäÞ ðéèáíüí íá ðÜñïõìå Üðåéñåò ôï ðëÞèïò åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E;

ðïõ èá áíôé�ïé÷ïýí �ðåðñá�Ýíåò ôï ðëÞèïò ôéìÝò ôçò áðüëõôçò áíáëëïéþôïõ j:

([Fu]).
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6. Å�ù E

tor

(K)

�

=

ZZ=2ZZ Þ E

tor

(K)

�

=

ZZ=3ZZ: Ïôáí E

tor

(K)

�

=

ZZ=2ZZ; ôüôå ïäçãïý-

ìá�å�çí åîÞò norm-åîß��:

N(e) = �2

n

üðïõ n 2 f0; 1; � � � ; 36g: Ïé ëý�éò ôçò ðáñáðÜíù åîß��ò äßíïõí Üðåéñåò �ï ðëÞèïò

åëëåéðôéêÝò êáìðýëåò E êáé Üðåéñá áðëÜ êõâéêÜ�ìáôáK ([Fu]). Áí ðåñéïñß�õìå ôï

ðñüâëçìá�ïK = Q ôüôå ðáßñíïõìå ôéò ðáñáìÝôñïõò e = �2

n

; n 2 f0; 1; � � � ; 12g êáé

Üñá ôéò áðüëõôåò áíáëëïéþôïõò j = 2

2n

(1 � 2

4�n

)

3

: Åíôåëþò üìïéá äïõëåýïõìå üôáí

E

tor

(K)

�

=

ZZ=3ZZ; êáé êáôáëÞãïõìå �éò ðåñéðôþ�éò üðïõ K = Q �éò ðáñáìÝôñïõò

e = �3

n

; n 2 f0; 1; � � � ; 6g:

7. Å�ù E

tor

(K)

�

=

ZZ=5ZZ: Ïé norm-åîé��éò�éò ïðïßåò êáôáëÞãïõìå åßíáé ïé åîÞò:
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N(e) = �1 (16)

N(e

2

� 11e � 1) = �5

n

(17)

üðïõ n 2 f0; 1; � � � ; 9g: ÈÝôïõìå D := ab

2

; � :=

3

p

ab

2

;

�

� :=

3

p

a

2

b êáé õðïèÝôïõìå üôé

a > b: Èá õðïëïãß�õìå üëåò ôéò äõíáôÝò ôéìÝò ôïõ D; þ�å íá é�ýïõí ïé �Ý�éò

(16) êáé (17):

Å�ù g(X) := X

2

� 11X � 1 2 ZZ[X]: Áí e 2 U

K

ôüôå � := �

1

e

2 U

K

: Åðß�ò ôï

�ïé÷åßï g(�) = e

�2

� 11e

�1

� 1; Ý÷åé norm N(g(�)) = �N(g(e)): Óõíåðþò áí ç e

åßíáé ëý�ôùí åîé��ùí (16) êáé (17); ôüôå åßíáé êáé ç �: Áñá ÷ùñßò ðåñéïñé�ü ôçò

ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝ�õìå üôé jej > 1: Èá áðïäåßîïõìå ôï åîÞò ëÞììá:

ËÞììá 4.15 jej > 1950; e (16) (17):

Áðüäåéîç : Å�ù üôé jej > 1950; e 2 U

K

: Áí e

0

êáé �e; åßíáé ôá äõï �æõãÞ ôïõ e;

ôüôå:

jN(e)j = je � e

0

� �ej = jej � je

0

j

2

= 1 =) j

1

e

0

j =

q

jej > 44

Áí é�ýïõí ïé åîé��éò (16) êáé (17) Ý÷ïõìå üôé é�ýåé ç�Ý�jN(g(e))=N(e)j = 5

n

üðïõ n 2 f0; 1; � � � ; 9g êáé åðïìÝíùò é�ýåé üôé:

je� 11 �

1

e

j � j

1

e

0

+ 11 � e

0

j

2

= 5

n

; n 2 f0; � � � ; 9g: (18)

Ïìùò, j11 +

1

e

j � 11 +

1

jej

< 11 +

1

1950

êáé

je� 11 �

1

e

j � jjej � j11 +

1

e

jj =) je� 11�

1

e

j > 1950 � 11�

1

1950

(�):

ÅðéðëÝïí é�ýåé üôé j11� e

0

j � 11 + je

0

j < 11 +

1

44

; êáé:

j

1

e

0

+ 11 � e

0

j � jj

1

e

0

j � j11� e

0

jj: Áñá:

j

1

e

0

+ 11 � e

0

j > 44� 11 �

1

44

(��):

ÓõíäéÜæïíôáò ôéò áíé�ôçôåò (�) êáé (��); Ý÷ïõìå:

jN(g(e))=N(e)j > (1950 � 11 �

1

1950

)(44 � 11 �

1

44

2

) > 5

9

76



ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï ëüãù ôçò �Ý�ùò (18): 2

Óõìöùíá ìå ôï ëÞììá 4:15; Ý÷ïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé ëý�ôùí åîé��ùí (16) êáé

(17) �Üíá áðëü êõâéêü�ìá áñéèìþí ðïõ Ý÷åé êáíïíéêïðïéçìÝíç èåìåëéþäç ìïíÜäá

e

0

(> 1), "áñêåôÜ" ìåãÜëç ( e

0

> 1950 ). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ üìùò ï Cusick áðÝäåéîå

üôé ãéá êÜèå áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí K ìå äéáêñßíïõ��

K

< 0, ï regulator ôïõ

K éêáíïðïéåß ôçí åîÞò áíé�ôçôá:

R(K) = log e

0

�

1

3

log(

j�

K

j

27

) (� � �)

ÐñÜãìáôé, ãéá e :=

1

e

0

; Ý÷ïõìå :

�(e) = (e� e

0

)

2

(e� �e)

2

(e

0

� �e)

2

= (e

0

)

2

�e

4

(1 �

e

e

0

)

2

(1 �

e

�e

2

)

2

(1�

e

0

�e

)

2

üðïõ ôá e; e

0

; �e; åßíáé äéáôåôáãìÝíá ùò åîÞò jej � je

0

j = j�ej: Ôüôå:

log �(e) � log 4 + 2(log �e

2

+ log e

0

);

äéüôé áí èÝ�õìå x :=

e

e

0

; y :=

e

0

�e

; ðáñáôçñïýìå üôé ç �íáñôç�

f(x; y) := (1� x)(1� y)(1� xy); üðïõ jxj � 1; jyj � 1;

Ý÷åé ìÝãé�ï ôï 2 ( f(x; y) � 2 ). Åðß�ò é�ýåé üôé e < je

0

j = j�ej = e

�1=2

: Óõíåðþò:

log �(e) � log 27 + 2(

�3

2

log e)

=) log �

K

� log 27 + 3R(K)

Áñá éêáíïðïéåßôáé ç áíé�ôçôá (� � �):

Ïðùò ãíùñßæïõìå ç äéáêñßíïõ�åíüò áðëïý êõâéêïý�ìáôïò áñéèìþí K; åßíáé:

�

K

= �27

(ab)

2

s

2

; üðïõ s =

8

>

<

>

:

1 üôáí a 6� �b (mod 9)

3 üôáí a � �b (mod 9)

êáé �íåðþò ëüãù ôçò �Ý�ùò (� � �) Ý÷ïõìå ôï åîÞò Üíù öñÜãìá:

(

ab

s

)

2

� e

3

0

ÅðïìÝíùò ãéá íá é�ýïõí ïé �Ý�éò (16) êáé (17) �ï �ìá K = Q(�) ðñÝðåé íá

é�ýïõí ïé áíé�ôçôåò:

ab � se

3=2

0

< s(1950)

3=2

< 86110 � s
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Èåþñçìá 4.16 R(K) regulator K = Q(�); :

R(K) � 2 log(

3� � s

2s

)

Áðüäåéîç : Å�ù � := e

�1

0

< 1: Áöïý � 2 O

K

Ý÷ïõìå:

� =

r

1

+ r

2

� + r

3

�

�

s

üðïõ r

1

; r

2

; r

3

2 ZZ: Áí ù åßíáé ðñùôáñ÷éêÞ ñßæá ôçò ìïíÜäïò é�ýåé:

�

0

=

r

1

+ r

2

ù� + r

3

ù

2

�

�

s

�� =

r

1

+ r � 2ù

2

� + r

3

ù

�

�

s

Áðü áõôÝò ôéò ôñåßò åîé��éò Ý÷ïõìå:

3r

2

� = s(� + ù

2

�

0

+ ù��)

3r

3

�

� = s(� + ù�

0

+ ù

2

��

Ðáßñíïõìå áðüëõôåò ôéìÝò:

3jr

2

j

�

s

; 3jr

3

j

�

0

s

� j�j+ j�

0

j+ j��j = j�j+ 2j�

0

j < 1 + 2j�

0

j:

Ïìùò 1 = N(�) = � � j�

0

j

2

=

j�

0

j

2

e

0

; êáé Üñá j�

0

j =

p

e

0

: Óõíåðþò:

jr

2

j�; jr

3

j�

0

<

s(1 + 2

p

e

0

)

3

:

Áí ôþñá õðïèÝ�õìå üôé � > s(1 + 2

p

e

0

)=3; ôüôå r

2

= r

3

= 0; ðïõ áõôü �ìáßíåé üôé

r

1

= s êáé � = 1; Ý÷ïõìå Üôïðï. Áñá

p

e

0

� (3� � s)=2s: ÅðïìÝíùò:

1

2

log e

0

� log(

3� � s

2s

) =) R(K) � 2 log(

3� � s

2s

) 2

Áðü ôï èåþñçìá 4:16 êáé ôï ëÞììá 4:15; Ý÷ïõìå üôé áí ïé åîé��éò (16) êáé (17) Ý÷ïõí

ëý��êÜðïéï áðëü êõâéêü �ìá áñéèìþí K = Q(�); � = ab

2

; ôüôå éêáíïðïéåßôáé ç

åîÞò áíé�ôçôá:

3� � s

2s

<

p

1950
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Óõíåðþò åÜí D = ab

2

; Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï Üíù öñÜãìá:

D < 26391s

3

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí �ðåðñá�Ýíïõ ðëÞèïõò�ìáôáK êáé ðåðåñá�Ýíåò�ï ðëÞèïò

ðáñáìÝôñïõò e

0

; ìå e

0

< 1950: Áñá Ý÷ïõìå ìéá ìüíï åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E=K; ðïõ

ðáñáìåôñßæåôáé áðü ôï e

0

(äåò [ Fu], �ë. 44; ðñüôá�6 ).
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5 ÅëëåéðôéêÝò êáìðýëåò ïñé�Ýíåò ��ïé÷åéþäåéò

2-áâåëéáíÝò åðåêôÜ�éò ôïõ Q

Å�ù åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ïñé�Ýíç �ï �ìá Q: Óêïðüò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ åßíáé ç

åýñå�üëùí ôùí ðéèáíþí ïìÜäùí ðïõ åìöáíßæïíôáé�í torsion ïìÜäåò E

tor

(F ); åëëåéðôéêþí

êáìðýëùí E ïñé�Ýíùí�ï Q; üðïõ F åßíáé �ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ åðÝêôá�ôïõ Q:

5.1 Óõíïìïëïãßá ðåðåñá�Ýíùí ïìÜäùí

Å�ù G; ìßá ðåðåñá�Ýíç ïìÜäá êáé M ìßá áâåëéáíÞ ïìÜäá �çí ïðïßá äñá ç ïìÜäá G:

Óõìâïëßæïõìå ôçí äñÜ�ôïõ �ïé÷åßïõ s 2 G �ï�ïé÷åßï m 2 M ìå m

s

: Ôüôå ôï M åßíáé

Ýíá ( äåîß ) G-module, áí:

m

1

= m; (m+m

0

)

s

= m

s

+ (m

0

)

s

; (m

s

)

t

= m

st

Áí M êáé N åßíáé G-modules, Ýíáò G-ìïñöé�üò åßíáé Ýíáò ïìïìïñöé�üò ' : M ! N

áâåëéáíþí ïìÜäùí ôÝôïéïò þ�å '(m

s

) = '(m)

s

; ãéá êÜèå m 2M êáé s 2 G:

Ãéá Ýíá äï�Ýíï G-module, �÷íÜ ìáò åíäéáöÝñåé ï õðïëïãé�üò ôïõ ìåãáëýôåñïõ õðï-

module �ï ïðïßï ç G äñá ôåôñéììÝíá.

Ïñé�üò 5.1 0- G-module M; M

G

H

0

(G;M); :

H

0

(G;M) := fm 2 M=m

s

= m;8s 2 Gg

Å�ù ôþñá ç ìéêñÞ áêñéâÞò áêïëïõèßá áðü G-modules:

0 �! P

'

�!M

 

�! N �! 0;

äçëáäÞ ïé ' êáé  åßíáé G-module ìïñöé�ïß, üðïõ ï ' åßíáé ìïíïìïñöé�üò, ï  åßíáé

åðéìïñöé�üò êáé ç åéêüíá ôïõ ìïñöé�ïý '; Im(') é�ýôáé ìå ôïí ðõñÞíá ôïõ  ; Ker( ):

Ðáñáôçñïýìå ôüôå üôé ç áêïëïõèßá ôùí 0-ïìÜäùí �íïìïëïãßáò :

0 �! P

G

�!M

G

�! N

G

åßíáé áêñéâÞò, áëëÜ ç áðåéêüíé�M

G

! N

G

äåí åßíáé åí ãÝíåé åðß. Må�ïðü íá åëÝãîïõìå

ðü�äéáöÝñåé ç ôåëåõôáßá áðåéêüíé�áðü ôï íá åßíáé åðß, äßíïõìå ôïí áêüëïõèï ïñé�ü.
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Ïñé�üò 5.2 M G-module. 1- G M; :

C

1

(G;M) := f�=� : G !Mg:

1-, :

Z

1

(G;M) := f� 2 C

1

(G;M)=�

st

= �

t

s

+ �

t

;8s; t 2 Gg;

�

st

:= �(st):

1-, :

B

1

(G;M) := f� 2 C

1

(G;M)=9m 2M .. �

s

= m

s

�m;8s 2 Gg

1- G-module M :

H

1

(G;M) := Z

1

(G;M)=B

1

(G;M)

Ìå Üëëá ëüãéá, ç 1-ïìÜäá �íïìïëïãßáò åßíáé ç ïìÜäá ôùí 1-�íêýêëùí � : G ! M;

modulo ôçí �Ý�é�äõíáìßáò üôé äýï �íêýêëïé ôáõôßæïíôáé åÜí ç äéáöïñÜ ôïõò åßíáé ôçò

ìïñöÞò m

s

�m; ãéá êÜðïéï m 2M:

ÐáñáôçñÞ�éò:

1. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé åÜí ç äñÜ�ôçò ïìÜäïò G;�ï G-moduleM åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå:

H

0

(G;M) =M; êáé H

1

(G;M) = Hom(G;M)

2. Ï áíáãíþ�çò ðïõ åíäéáöÝñåôáé ãéá êÜðïéåò åðéðëÝïí ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí �íïìï-

ëïãßá ôùí ðåðåñá�Ýíùí ïìÜäùí, ìðïñåß íá áíáôñÝîåé �ï [Áí4].

5.2 ÊëÜ�éò é�ìïñößáò åëëåéðôéêþí êáìðýëùí

Å�ù k Ýíá ôÝëåéï �ìá êáé

�

k ç áëãåâñéêÞ èÞêç ôïõ �ìáôïò k: Å�ù äå E ìßá åëëåéðôéêÞ

êáìðýëç ïñé�Ýíç �ï �ìá k êáé P = (x; y) Ýíá �ìåßï ôçò êáìðýëçò E: Ç åðÝêôá�

�

k=k åßíáé ìéá Üðåéñç åðÝêôá�ôïõ Galois (äåò [Êïí], ðáñÜñôçìá, �ë. 99� 122). Ç ïìÜäá

Gal(

�

k=k); äñá êáôÜ öõ�ïëïãéêü ôñüðï�êÜèå�ìåßï P = (x; y) ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò

E; P

s

= (x

s

; y

s

):

Èåùñïýìå ôþñá ôçí ïìÜäá Aut

�

k

(E); ôùí áõôïìïñöé�þí ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçò E

ðÜíù áðü ôï �ìá

�

k; ðïõ áðåéêïíßæïõí ôï åð'Üðåéñï �ìåßï O �ïí åáõôü ôïõ. É�ýåé ôï

áêüëïõèï:
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Èåþñçìá 5.3 E=k . k ( O 7! O ) 24: :

jAut

�

k

(E)j =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

2 j(E) 6= 0; 1728

4 j(E) = 1728 char(k) 6= 2; 3

6 j(E) = 0 char(k) 6= 2; 3

12 j(E) = 0 = 1728 char(k) = 3

24 j(E) = 0 = 1728 char(k) = 2

Áðüäåéîç : Å�ù üôé char(k) 6= 2; 3 ( Ïé ðåñéðôþ�éò ÷áñáêôçñé�éêÞò 2 êáé 3 ãßíïíôáé

üìïéá ). Ôüôå ç åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E äßíåôáé áðü åîß��ôçò ìïñöÞò:

E : Y

2

= X

3

+AX +B:

ÊÜèå áõôïìïñöé�üò ôçò êáìðýëçò E åßíáé ôçò ìïñöÞò x = u

2

x

0

; y = u

3

y

0

; üðïõ u 2

�

k

�

:

ÅðïìÝíùò áíôéêáèé�þíôáò �çí åîß��ôçò E; Ý÷ïõìå üôé u

�4

A = A êáé u

�6

B = B:

Óõíåðþò åáí AB 6= 0 (äçëáäÞ j(E) 6= 0; 1728) Ýðåôáé üôé u = �1: Áí B = 0 (j(E) = 1728),

ôüôå u

4

= 1 êáé åáí A = 0 (j(E) = 0) ôüôå u

6

= 1: 2

Ðüñé�á 5.4 E , k , char(k) 6= 2; 3: �

n

n-

�

k; n = 2 ( n = 4; n = 6),

j 6= 0; 1728 ( j = 1728; j = 0), Gal(

�

k=k)-modules:

Aut

�

k

(E)

�

=

�

n

:

Áðüäåéîç : ÊáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêá�á ôïõ èåùñÞìáôïò 5:3; äåßîáìå üôé ç áðåéêü-

íé�:

[ ] : �

n

! Aut

�

k

(E); [�](x; y) = (�

2

x; �

3

y);

åßíáé é�ìïñöé�üò ïìÜäùí. Ïìùò ç ðáñáðÜíù áðåéêüíé�, áíôéìåôáôßèåôáé ìå ôçí äñÜ�ôçò

ïìÜäïò ôïõ Galois êáé åðïìÝíùò åßíáé é�ìïñöé�üò Gal(

�

k=k)-modules. 2

Å�ù ôþñá E

0

=k åëëåéðôéêÞ êáìðýëç twist ôçò E: ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé é�ìïñöé�üò ' :

E

0

! E, ïñé�Ýíïò �ï �ìá

�

k: Óõìâïëßæïõìå ìå Twist

�

k

(E); ôï �íïëï ôùí twist ôçò

êáìðýëçò E (modulo é�ìïñößá õðÝñ ôï �ìá k). Èåùñïýìå ôþñá ôçí áðåéêüíé�:

� :

8

>

<

>

:

G(

�

k=k) �! Aut

�

k

(E)

s 7! �

s

= '

s

'

�1
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Èá áðïäåßîïõìå üôé ï �; üðùò ïñß�çêå, åßíáé 1-�íêýêëïò êáé ç�íïìïëïãéáêÞ êëÜ�ôïõ �

ïñßæåôáé ìïíáäéêÜ êÜôù áðü é�ìïñöé�ü. ÅðéðëÝïí êÜèå�íïìïëïãéáêÞ êëÜ�ðñïÝñ÷åôáé

áðü êÜðïéá twist ôçò êáìðýëçòE=k:Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ëïéðüí ìðïñïýìå íá ôáõôß�õìå ôï

�íïëï ôùí twist ôçò êáìðýëçòE; ìå ôçí ðñþôç ïìÜäá�íïìïëïãßáòH

1

(G(

�

k=k); Aut

�

k

(E)):

Óõíïøßæïõìå êáé áðïäåéêíýïõìå ôá ðáñáðÜíù�ï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 5.5 E () k. twist E

0

=k E

�

k- ' : E

0

! E �

s

= '

s

'

�1

2 Aut

�

k

(E);

. :

1. � 1-, s; t Gal(

�

k=k) �

st

= (�

s

)

t

�

t

: f�g �

s

H

1

(Gal(

�

k=k); Aut

�

k

(E)):

2. :

T : Twist

�

k

(E) �! H

1

(G(

�

k=k); Aut

�

k

(E))

T ; 1 � 1 .

twist E=k ( k- ) 1 � 1 H

1

(Gal(

�

k=k); Aut

�

k

(E)):

Áðüäåéîç : Å÷ïõìå �

st

= '

st

'

�1

= ('

s

'

�1

)

t

('

t

'

�1

) = �

t

s

�

t

; ãéá êÜèå s; t 2 Gal(

�

k=k):

Áñá ï � åßíáé ðñÜãìáôé 1-�íêýêëïò.

Å�ù ôþñá E

00

=k ìéá Üëëç twist ôçò êáìðýëçòE=k ðïõ íá åßíáé k-é�ìïñöç ìå ôçí E

0

=k:

Èá áðïäåßîïõìå üôé ïé 1-�íêýêëïé'

s

'

�1

êáé  

s

 

�1

; áíÞêïõí�çí ßäéá êëÜ��íïìïëïãßáò.

Åî õðïèÝ�ùò, õðÜñ÷åé k-é�ìïñöé�üò � : E

00

! E

0

: Ïñßæïõìå ôï �ïé÷åßï � := '� 

�1

2

Aut

�

k

(E): Å÷ïõìå:

�

s

( 

s

 

�1

) = ('� 

�1

)

s

( 

s

 

�1

) = '

s

�

s

 

�1

=

= '

s

� 

�1

= ('

s

'

�1

)('� 

�1

) = ('

s

'

�1

)�;

ôï ïðïßï áðïäåéêíýåé üôé ôá�ïé÷åßá '

s

'

�1

;  

s

 

�1

; áíÞêïõí�çí ßäéá êëÜäç�íïìïëïãßáò

êáé åðïìÝíùò ç áðåéêüí�T åßíáé êáëþò ïñé�Ýíç.

Áðïäåéêíýïõìå ôþñá üôé ç áðåéêüíé�T ; åßíáé 1 � 1: Å�ù E

0

=k êáé E

00

=k; äýï twist

ôçò êáìðýëçò E=k ðïõ äßíïõí ôçí ßäéá êëÜ��íïìïëïãßáò �çí H

1

(Gal(

�

k=k); Aut

�

k

(E)):

Áõôü�ìáßíåé üôé õðÜñ÷ïõí

�

k-é�ìïñöé�ïß ' : E

0

! E;  : E

00

! E

0

êáé

�

k-áõôïìïñöé�üò

�; ôÝôïéïé þ�å:

�

s

( 

s

 

�1

) = ('

s

'

�1

)�; 8s 2 Gal(

�

k=k)
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Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíé�� : E

00

! E

0

; � = '

�1

� : Ðñïöáíþò ï � åßíáé

�

k- é�ìïñöé�üò.

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå s 2 Gal(

�

k=k); Ý÷ïõìå:

�

s

= ('

s

)

�1

(�

s

 

s

) = ('

s

)

�1

('

s

'

�1

� ) = '

�1

� = �:

ÅðïìÝíùò, ç áðåéêüíé�� åßíáé k-é�ìïñöé�üò, äçëáäÞ ïé êáìðýëåò E

0

êáé E

0

0

åßíáé k-

é�ìïñöåò êáé �íåðþò äßíïõí ôï ßäéï �ïé÷åßï�ï�íïëï Twist

k

(E): Áñá ç áðåéêüíé�T

åßíáé 1� 1:

Å�ù ôþñá � : Gal(

�

k=k) ! Aut

�

k

(E) Ýíáò 1-�íêýêëïò. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç

áðåéêüíé�T åßíáé åðß, áñêåß íá êáôá�åõÜ�õìå êáìðýëç E

0

=k êáé

�

k-é�ìïñöé�ü ' :

E

0

! E; ôÝôïéïí þ�å �

s

= '

s

'

�1

: Ðñïò áõôüí ôïí �ïðü èåùñïýìå ôï �ìá�íáñôÞ�ùí

ôçò åëëåéðôéêÞò êáìðýëçòE;

�

k(E):Ìå

�

k(E)

�

;�ìâïëßæïõìå ôï�ìá ôï ïðïßï åßíáé é�ìïñöï

ìå ôï �ìá

�

k(E); Ý�ù ìÝ�ôïõ

�

k-é�ìïñöé�ïý Z :

�

k(E)!

�

k(E)

�

; üðïõ üìùò ç äéáöïñÜ

áíÜìå��áäýï�ìáôá åíôïðßæåôáé�çí äñÜ�ôçò ïìÜäïò Galois, Gal(

�

k=k): ÓõãêåêñéìÝíá

ïñßæïõìå Z(h)

s

= Z(h

s

�

s

); ãéá êÜèå s 2 Gal(

�

k=k) êáé h 2

�

k(E): Óå áõôü ôï�ìåßï äßíïõìå

êÜðïéåò åîçãÞ�éò ãéá ôï ðþò äñá ç ïìÜäá Galois Gal(

�

k=k) �á �ïé÷åßá ôïõ �ìáôïò

�íáñôÞ�ùí ôçò êáìðýëçò E;

�

k(E): Å�ù h 2

�

k(E) = Quot(

�

k[x; y]= < f(x; y) >); åáí

ç E Ý÷åé åîß��f(x; y) = 0: Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç h åðÜãåé êáëþò ïñé�Ýíç áðåéêüíé�

ðïõ ôçí �ìâïëßæïõìå åðß�ò h áðü ôçí êáìðýëç E �ï�ìá

�

k; h : E !

�

k ðïõ áðåéêïíßæåé

ôï �ìåßï P 2 E(

�

k); �çí ôéìÞ ôïõ h(P ) 2

�

k: Ç ïìÜäá Galois Gal(

�

k=k) äñÜ �ï �ïé÷åßï

h; äñþíôáò �ïõò �íôåëå�Ýò ôïõ. Åðß�ò, áöïý ç êáìðýëç E åßíáé ïñé�Ýíç�ï�ìá k;

áöÞíåé ôï éäåþäåò < f(x; y) > áíáëëïßùôï. ÅðïìÝíùò êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðáßñíïõìå ìßá

�ãêåêñéìÝíç äñÜ��ï�ìá�íáñôÞ�ùí

�

k(E): Åðß�ò ïñßæïõìå [h(P )]

s

:= h

s

(P

s

):

Ïñß�ìå ëïéðüí ôçí äñÜ�ôçò ïìÜäïò Galois �ï�ìá

�

k(E) êáé �íåðþò êáé ôçí äñÜ�

�ï�ìá

�

k(E)

�

: Å�ùG := Gal(

�

k=k): Èåùñïýìå ôï �áèåñü�ìá ôïõ

�

k(E)

�

; F :=

�

k(E)

G

�

:

Èá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï �ôñßá âÞìáôá :

1. F \

�

k = k:

Å�ù g 2 F \

�

k: Ôüôå ëüãù é�ìïñößáò ôçò Z; õðÜñ÷åé h 2

�

k(E) ôÝôïéï þ�å g = Z(h);

äçëáäÞ g = Z(h) 2

�

k: ÅðåéäÞ üìùò ç Z åßíáé ôáõôüôçôá �ï

�

k; Ýðåôáé üôé ôï h 2

�

k êáé

åðïìÝíùò åßíáé �áèåñÜ. Óõíåðþò:

Z(h) = Z(h)

s

= Z(h

s

�

s

) = Z(h

s

);
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äéüôé, áöïý ç h åßíáé �áèåñÜ, èá åßíáé �áèåñÜ êáé ç h

s

, äçëáäÞ h

s

�

s

= h

s

: ÅðïìÝíùò

Z(h) = Z(h

s

); ãéá êÜèå s 2 G: ÅðåéäÞ üìùò ç Z åßíáé ôáõôüôçôá �ï

�

k;�íåðÜãåôáé

üôé h

s

= h; äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï, h 2 k:

2.

�

k � F =

�

k(E)

�

:

Ãéá ôçí áðïäåßîç áõôïý ôïõ é�õñé�ïý, áðïäåéêíýïõìå ôï åîÞò ëÞììá:

ËÞììá 5.6 V

�

k- Galois G = Gal(

�

k=k) V; G

�

k: V

k

:= V

G

; :

V =

�

k


k

V

k

:

Áðüäåéîç : Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå v 2 V; åßíáé

�

k-ãñáììéêüò �íäéá�üò

�ïé÷åßùí ôïõ V

k

:Êáô' áñ÷Þí ôï ãåãïíüò üôé ç ïìÜäáG äñá�íå÷þò�ïí äéáíõ�áôéêü

÷þñï V; �ìáßíåé üôé ç õðïïìÜäá ôçò G; H := fs 2 G=v

s

= vg Ý÷åé ðåðåñá�Ýíï

äåßêôç �çí ïìÜäá G: Ç H áíôé�ïé÷åß �çí ðåðåñá�Ýíç åðÝêôá�ôïõ Galois L=k:

Å�ù äå [L : k] = n êáé fa

1

; � � � ; a

n

g; ìßá âÜ�ôçò åðÝêôá�ò L=k: Áí Gal(L=k) =

fs

1

; � � � ; s

n

g; ôüôå ãéá êÜèå i 2 f1; � � � ; ng ïñßæïõìå ôá äéáíý�áôá:

w

i

:=

n

X

j=1

(a

i

v)

s

j

=

n

X

j=1

a

s

j

i

v

s

j

;

üðïõ ç ôåëåõôáßá é�ôçôá é�ýåé äéüôé ç äñÜ�ôçò G�ïí V åßíáé�ìâáôÞ ìå ôçí äñÜ�

ôçò G�ï�ìá

�

k: Ðáñáôçñïýìå üôé ôá äéáíý�áôá w

i

åßíáé G-áíáëëïßùôá. ÅðïìÝíùò

w

i

2 V

k

: ÅðéðëÝïí üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí èåùñßá �ìÜôùí ï ðßíáêáò (a

s

i

j

); åßíáé

ìç-éäéÜæùí. Óõíåðþò êÜèå v

s

j

ãñÜöåôáé ùò L-ãñáììéêüò �íäéá�üò ôùí w

i

2 V

k

êáé

Üñá ôï ßäéï �ìâáßíåé êáé ãéá ôï �ïé÷åßï v 2 V: 2

Åöáñìüæïíôáò ëïéðüí ôï ëÞììá ãéá V :=

�

k(E)

�

; V

k

= F; Ý÷ïõìå üôé

�

k


k

F =

�

k(E)

�

:

Ïìùò

�

k


k

F =

�

kF; êáé Üñá é�ýåé ôï 2:

Åíá Üìå��ìðÝñá�á ðïõ Ý÷ïõìå áðü ôï 2; åßíáé üôé ôï �ìá F Ý÷åé âáèìü õðåñâá-

ôéêüôçôïò 1 ðÜíù áðü ôï �ìá k: Óõíåðþò áöïý F \

�

k = k;�íåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé

êáìðýëç E

0

=k ôÝôïéá þ�å F = k(E

0

) ([Si1], èåþñçìá 2:4;�ë. 25). ÅðéëÝïí ôï 2 ìáò

äßíåé üôé:

�

k(E

0

) =

�

kF =

�

k(E)

�

�

=

�

k(E):
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Áñá ïé êáìðýëåòE êáé E

0

åßíáé é�ìïñöåò ðÜíù áðü ôï�ìá

�

k; äçëáäÞ ç E

0

åßíáé twist

ôçò E: ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå üôé ìáò äßíïõí ôçí ßäéá êëÜ��íïìïëïãßáò

f�g:

3. Áðüäåéîç ôïõ åðß:

Å�ù ' : E

0

! E; ï

�

k-é�ìïñöé�üò ðïõ áíôé�ïé÷åß �ïí é�ìïñöé�ü ôùí �ìÜôùí

�íáñôÞ�ùí Z :

�

k(E)!

�

k(E)

�

�

=

�

kF =

�

k(E

0

): ÄçëáäÞ '

�

= Z (üðïõ '

�

ôï pullback

ôçò '; äåò [Si1], �ë. 23). Óõíåðþò ç �Ý�Z(h)

s

= Z(h

s

�

s

); ãñÜöåôáé:

Z(h)

s

= '

�

(h)

s

= (h')

s

= h

s

�

s

') h

s

'

s

= h

s

�

s

') '

s

= �

s

';

ðïõ ìáò äßíåé ôï æçôïýìåíï. 2

5.3 ÊÜðïéá ôå÷íéêÜ ëÞììáôá

Å�ù ôþñá K ìßá ðåðåñá�Ýíç åðÝêôá�ôïõ �ìáôïò k: Áí E=k åßíáé ìßá åëëåéðôéêÞ

êáìðýëç êáé E

0

=k twist ôçò êáìðýëçò E; ôüôå õðÜñ÷åé

�

k-é�ìïñöé�üò ' : E

0

! E; ôÝôïéïò

þ�åãéá êÜèå 1-�íêýêëï � = �

s

ôçòG ðïõ ðáßñíåé ôéìÝò�çíAut

�

k

(E); é�ýåé üôé '

s

= �

s

�'

ãéá êÜèå s 2 G = Gal(

�

k=k): Éäéáßôåñá áõôü é�ýåé ãéá êÜèå 1-�íêýêëï ôçò G ðïõ ðáßñíåé

ôéìÝò �çí Aut

K

(E): ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå P 2 E

0

(K); Ý÷ïõìå:

('(P

s

�1

))

s

= (�

s

� ')(P )

É�ýåé üôé:

'(E

0

(k)) = fP 2 E(K)=P

s

= �

s

(P );8s 2 Gg (�):

ÐñÜãìáôé, áò ðÜñïõìå P 2 '(E

0

(k)): Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü Q 2 E

0

(k); ôÝôïéï þ�å

P = '(Q): Å÷ïõìå:

P

s

= '(Q)

s

= (�

s

� ')(Q

s

) = �

s

� '(Q) = �

s

(P ):

ÄçëáäÞ '(E

0

(k)) � fP 2 E(K)=P

s

= �

s

(P );8s 2 Gg: Ãéá ôïí áíôß�ñïöï åãêëåé�ü

ôþñá, áò ðÜñïõìå P 2 E(K); ôÝôïéï þ�å P

s

= �

s

(P );8s 2 G: Ôüôå ëüãù

�

k-é�ìïñößáò

ôçò áðåéêüíé�ò ' Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé �ïé÷åßï Q 2 E

0

(

�

k) ôÝôïéï þ�å P = '(Q): ÅðïìÝíùò

'(Q)

s

= �

s

'(Q

s

); êáé åðéðëÝïí é�ýåé üôé '(Q)

s

= P

s

= �

s

(P ) = �

s

� '(Q): Óõíåðþò
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�

s

� '(Q) = �

s

� '(Q

s

); äçëáäÞ '(Q) = '(Q

s

): Áñá Q = Q

s

; ãéá êÜèå s 2 G: ÅðïìÝíùò

Q 2 E

0

(k); äçëáäÞ Ý÷ïõìå êáé ôï áíôß�ñïöï åãêëåé�ü.

ËÞììá 5.7 G = Gal(Ê=k) G n; G e := e(G): E=k; Aut

�

k

(E) e- E

i

twist E K- '

i

: E

i

! E; i f1; � � � ; ng; - :

M

n

i=1

E

i

(k)

�'

i

�! E(K);

n:

Áðüäåéîç : Å�ù ù 2 Aut

�

k

(E); ðñùôáñ÷éêÞ e-ñßæá ôçò ìïíÜäáò êáé R := ZZ[ù] �

End

k

(E): Ðñïöáíþò ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï÷Þ. ÅðéðëÝïí ç äñÜ�ôçò ïìÜäïò G �çí

E(K); åðÜãåé êáôÜ öõ�ïëïãéêü ôñüðï äñÜ�ôïõ äáêôõëßïõ ïìÜäïò R[G] �çí ïìÜäá E(K):

Åðß�ò Ý÷ïõìå n äéáöïñåôéêïýò ïìïìïñöé�ïýò ( ÷áñáêôÞñåò ) ôçò ïìÜäïò G :

�

i

: G!< ù >� R; üðïõ i 2 f1; � � � ; ng:

Ãéá êÜèå i 2 f1; � � � ; ng ïñßæïõìå ôá åîÞò �ïé÷åßá:

e

i

:=

X

s2G

�

i

(s

�1

)s 2 R[G]

Åðß�ò èåùñïýìå ôï �íïëï:

E(K)

i

:= fP 2 E(K)=P

s

= �

i

(s)P; 8s 2 Gg

Ðáñáôçñïýìå üôé e

i

E(K) � E(K)

i

: ÐñÜãìáôé, e

i

P =

P

s2G

�

i

(s

�1

)P

s

: Óõíåðþò áñêåß íá

áðïäåßîïõìå üôé (e

i

P )

t

= �

i

(t)(e

i

P ); ãéá êÜèå t 2 G: Å÷ïõìå:

�

i

(t)(e

i

P ) = �

i

(t)

X

s2G

�

i

(s

�1

)P

s

=

X

s2G

�

i

(ts

�1

)P

s

:

ÈÝôïõìå g

�1

:= ts

�1

; äçëáäÞ s = tg: ÅðïìÝíùò:

�

i

(t)(e

i

P ) =

X

g2G

�

i

(g

�1

)P

tg

:

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò t(e

i

P ) =

P

s2G

�

i

(s

�1

)P

ts

: Áñá ðñÜãìáôé é�ýåé üôé e

i

E(K)

ðåñéÝ÷åôáé �çí ïìÜäá E(K)

i

; ãéá êÜèå i 2 f1; � � � ; ng:
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Åðß�ò ëüãù ôùí �Ý�ùí ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ÷áñáêôÞñùí, é�ýåé üôé

P

n

i=1

e

i

= n:

Óõíåðþò :

n

X

i=1

e

i

E(K) �

n

X

i=1

E(K)

i

=) n � E(K) �

n

X

i=1

E(K)

i

: (19)

Ç äñÜ�êÜèå �ïé÷åßïõ e

i

�á�ïé÷åßá ôçò ïìÜäïò E(K)

i

; äßíåôáé ìå ðïëëáðëá�á�ü ìå

P

s2G

�

i

(s

�1

)�

j

(s) = n�

ij

(ëüãù ôùí�Ý�ùí ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ÷áñáêôÞñùí). ÅðïìÝíùò

ãéá êÜèå i 2 f1; � � � ; ng; Ý÷ïõìå:

n � (E(K)

i

\X

j 6=i

E(K)

j

) = 0: (20)

ÅðéðëÝïí ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå �

i

; i 2 f1; � � � ; ng; åßíáé Ýíáò 1-�íêýêëïò ôçò ïìÜäáò G ìå

ôéìÝò�çí ïìÜäá Aut

K

(E): Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5:5;�ïí 1-�íêýêëï �

i

áíôé�ïé÷åß ìßá

åëëåéðôéêÞ êáìðýëç, Ý�ùE

i

; ç ïðïßá åßíáé twist ôçò E êáé�íåðþò õðÜñ÷å

�

k-é�ìïñöé�üò

'

i

: E

i

! E; ôÝôïéïò þ�å '

i

(E

i

(k)) = E(K)

i

ëüãù ôçò �Ý�ò (�): ÄçëáäÞ ìðïñïýìå

åíôåëþò öõ�ïëïãéêÜ íá ïñß�õìå ôçí áðåéêüíé�:

�

n

i=1

'

i

:

8

>

<

>

:

�

n

i=1

E

i

(k) �! E(K)

P

n

i=1

a

i

7!

P

n

i=1

'

i

(a

i

)

;

üðïõ a

i

2 E

i

(k) êáé '

i

(a

i

) 2 E(K)

i

: ÅîåôÜæïõìå ôþñá áí ï n ìçäåíßæåé ôïí ðõñÞíá êáé ôïí

�íðõñÞíá ôçò áðåéêüíé�ò �

n

i=1

'

i

:

Ï�íðõñÞíáò ôçò ' ìçäåíßæåôáé áðü ôïí n; ëüãù ôçò �Ý�ùò (19) êáé ï ðõñÞíáò ëüãù

ôçò �Ý�ò (20): 2

ÐáñáôÞñç�: Ç ïìÜäá '

i

(E

i

(k)) = E(K)

i

; åßíáé åê êáôá�åõÞò G-áíáëëïßùôç. Åðé-

ðëÝïí áí é�ýåé üôé �

i

(G) � f�1g; ( ð.÷ e = 2 ) ôüôå üëåò ïé õðïïìÜäåò ôçò E(K)

i

åßíáé G-áíáëëïßùôåò. ÐñÜãìáôé, áí H åßíáé ìßá õðïïìÜäá ôçò E(K)

i

êáé a 2 H; ôüôå

a

s

= �a 2 H; äçëáäÞ ç H åßíáé G-áíáëëïßùôç õðïïìÜäá ôçò E(K)

i

:

Ðüñé�á 5.8 5:7; :

1. rk[E(K)] =

P

n

i=1

rk[E

i

(k)]; rk[E(K)] rank E(K):

2. p Q: n

p

p- n ( p n Q ). n

p

:

�

n

i=1

E

i

(k)

(p)

�! E(K)

(p)

;

�

n

i=1

'

i

p- .
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Áðüäåéîç :

1. É�ýåé üôé

P

n

i=1

E(K)

i

�

=

�

n

i=1

E

i

(k)=Ker(�

n

i=1

'

i

): Åðß�ò ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò

�

n

i=1

'

i

; ìçäåíßæåôáé áðü ôïí n: Óõíåðþò ï ðõñÞíáò ker(�

n

i=1

'

i

); ðåñéÝ÷åé ìüíï�ìåßá

ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ôçò ïìÜäáò �

n

i=1

E

i

(k) êáé åðïìÝíùò äåí åðçñåÜæåé êáèüëïõ ôïí

rank �çí ïìÜäá ðçëßêùí. Áñá é�ýåé üôé

P

n

i=1

rk[E(K)

i

] =

P

n

i=1

rk[E

i

(k)]: Åðß�ò

ðñïöáíþò é�ýåé üôé

P

n

i=1

E(K)

i

� E(K); åðïìÝíùò

P

n

i=1

rk[E(K)

i

] � rk[E(K)]:

Ïìùò nE(K) �

P

n

i=1

E(K)

i

: Áñá:

n � rk[E(K)] �

n

X

i=1

rk[E(K)

i

]) rk[E(K)] �

n

X

i=1

rk[E(K)

i

]

) rk[E(K)] =

n

X

i=1

rk[E(K)

i

] =

n

X

i=1

rk[E

i

(k)]:

2. Áí ôþñá ðåñéïñé�ïýìå�á p-êïììÜôéá ôùí ïìÜäùí �

n

i=1

E

i

(k) êáé E(K); ôüôå ï ðõñÞ-

íáò êáé ï �í-ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò �

n

i=1

'

i

åßíáé ôÜîçò äýíáìç ôïõ p êáé �íåðþò

ìüíï ôï p-êïììÜôé ôïõ n; n

p

ðáßæåé ñüëï. Áñá é�ýåé ôï æçôïýìåíï. 2

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ôçí åéäéêÞ ðåñßðôù�üðïõ ç ïìÜäá Galois G = Gal(K=k); åßíáé ç

ëåãüìåíç�ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ ïìÜäá G = C

m

2

= �

m

i=1

ZZ=2ZZ; üôáí ç ÷áñáêôçñé�éêÞ ôïõ

�ìáôïò k åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôïõ 2: Ôüôå õðÜñ÷åé k-âÜ�f�

1

; �

2

; � � � ; �

n

g üðïõ n = 2

m

; ôïõ

�ìáôïò K ôÝôïéá þ�å �

s

i

= ��

i

ãéá êÜèå s 2 G êáé ãéá êÜèå i 2 f1; � � � ; ng: Ïñßæïõìå

z

i

:= �

2

i

2 k: Áöïý e = e(G) = 2; ïé ÷áñáêôÞñåò �

i

: G ! f�1g ðïõ ïñßæïíôáé s 7!

�

s

i

�

�1

i

; åßíáé üëïé äéáöïñåôéêïß ìåôáîý ôïõò. Ôçí twist ôçò E ìå z

i

èá ôçí �ìâïëßæïõìå ìå

E

(z

i

)

; i 2 f1; 2; � � � ; ng: ÔÝëïò ãéá ôïõò K-é�ìïñöé�ïýò f

i

; f

i

: E

(z

i

)

! E; é�ýåé üôé:

(f

i

(a))

s

= �

i

(s)f

i

(a);8s 2 G;8a 2 E

(z

i

)

(K):

Ãéá êÜèå áâåëéáíÞ ïìÜäá V; ïñßæïõìå ôï �íïëï V

(n)

:= [

i�1

V

n

i : Áðïäåéêíýïõìå ôï åîÞò

ëÞììá:

ËÞììá 5.9 k char(k) 6= 2 G = Gal(

�

k=k) 2- . :

1. E(K)

(2)

6= (0); E(k)

2

6= 0:
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2. i 6= 1; f

i

2- Å E

(z

i

)

k; E

(z

i

)

(k)

2

�

=

E(k)

2

: :

id� f

i

: E(k) �E

(z

i

)

(k) �! E(K);

E(k)

2

:

Áðüäåéîç :

1. Áí E(K)

(2)

6= f0g; ôüôå ç E(K)

2

6= f0g åßíáé ìç-ìçäåíéêü IF

2

[G]-module. ÅðåéäÞ

üìùò ç G åßíáé 2-ïìÜäá, �íåðÜãåôáé üôé äñá ôåôñéììÝíá �á õðï-module ôçò E(K)

2

:

Áñá áõôÜ ôá õðï-module ðåñéÝ÷ïíôáé �çí E(k)

2

:

2. Ãéá êÜèå a 2 E

(z

i

)

(k)

2

; f

i

(a) 2 E(K)

2

êáé åî ïñé�ïý (f

i

(a))

s

= �

i

(s)f

i

(a) 8s 2 G:

Ïìùò �

i

(s)f

i

(a) = f

i

(a); äéüôé �

i

(s) = �1: ÅðïìÝíùò f

i

(a) 2 E(k)

2

ãéá êÜèå

a 2 E

(z

i

)

(k)

2

: Ïìïéá ç (f

i

)

�1

áðåéêïíßæåé ôçí E(k)

2

�çíE

(z

i

)

(k)

2

: Åðß�ò áí ðÜñïõìå

ôï �ïé÷åßï (a; a

i

) 2 E(k) � E

(z

i

)

(k); ôüôå áõôü áíÞêåé �ïí ðõñÞíá ôçò áðåéêüíé�ò

id� f

i

; åáí êáé ìüíï åÜí a+ f

i

(a

i

) = 0 = (a+ f

i

(a

i

))

s

= a� f

i

(a

i

); üðïõ ôï �ïé÷åßï

s 2 G êáé åßíáé ôÝôïéï þ�å �

i

(s) = �1: Áõôü üìùò åßíáé é�äýíáìï ìå ôï ãåãïíüò üôé

2f

i

(a

i

) = 0: Ôüôå üìùò (êáé ìüíï ôüôå ) é�ýåé üôé êáé 2a = 0: Åðß�ò a = f

i

(a

i

);

äçëáäÞ a

i

= (f

i

)

�1

(a): Áñá:

ker(id� f

i

) = f(a; (f

i

)

�1

(a))=a 2 E(k)

2

g

�

=

E(k)

2

;

äéüôé (f

i

)

�1

: E(k)

2

�

=

! E

(z

i

)

(k)

2

; üðùò áðïäåßîáìå �ï åñþôçìá 1: 2

Å�ù E åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç �ï �ìá Q êáé Ý�ù K=Q ðåðåñá�Ýíç �ïé-

÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ åðÝêôá�. Ôüôå üðùò åßíáé ãíù�ü ìðïñïýìå ðÜíôá íá äéáëÝîïõìå ìéá

Q-âÜ�ôïõ K; f�

1

; � � � ; �

n

g; ôÝôïéá þ�å �

2

i

= z

i

2 ZZ: Áí ç êáìðýëç E Ý÷åé åîß��ôïõ

Weierstrass:

E : Y

2

= X

3

+AX +B;A;B 2 ZZ;

ôüôå ïé twist ôçò Å; E

(z

i

)

Ý÷ïõí åîß��:

Å

(z

i

)

: Y

2

= X

3

+Az

2

i

X + z

3

i

B

êáé ïé é�ìïñöé�ïß f

i

: E

(z

i

)

! E; ôÝôïéïé þ�å (f

i

(e))

s

= �

i

(s)f

i

(e) ãéá êÜèå s 2 G êáé

e 2 E

(z

i

)

(Q); üðïõ e = (x; y); äßíïíôáé áðü ôçí �Ý�f

i

(x; y) = (z

�1

i

x; �

�1

i

z

�1

i

y):
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5.4 Áõôïìïñöé�ïß

Óå áõôÞ ôçí ðáñÜãñáöï èá á�ïëçèïýìå ìå ïìÜäåò áõôïìïñöé�þí ðïõ Ý÷ïõí ôçí åéäéêÞ

ìïñöÞAut(ZZ=2

a

ZZ�ZZ=2

b

ZZ); üðïõ a; b 2 ZZ ëüãù ôïõ üôé èá ìáò ÷ñåéá�ïýí�çí�íÝ÷åéá.

Å�ùR Ýíáò áíôéìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ï ïðïßïò íá Ý÷åé Ýíá ìçäåíïäýíáìï ìÝãé�ï éäåþäåò

M; äçëáäÞ õðÜñ÷åé a 2 ZZ ôÝôïéï þ�åM

a

= (0) åíþM

a�1

6= (0): Å�ù äå I :=M

b

Ýíá ìç-

ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïõ äáêôõëßïõ R üðïõ 0 < b < a: Èåùñïýìå ôï R-module V := R�R=I:

Ôüôå ï äáêôýëéïò ôùí åíäïìïñöé�þí ôïõ V åßíáé é�ìïñöïò ìå ôïí ãåíéêåõìÝíï ðßíáêá-

äáêôýëéï:

End

R

(V )

�

=

0

B

@

R Ann

R

(I)

R=I R=I

1

C

A

;

äéüôé áí ìå [r] �ìâïëß�õìå ôíí êëÜ�ôïõ �ïé÷åßïõ r �ïí äáêôýëéï R=I ôüôå ï ðßíáêáò:

0

B

@

r j

[s] [t]

1

C

A
2

0

B

@

R Ann

R

(I)

R=I R=I

1

C

A
;

äñá �ï�ïé÷åßï

0

B

@

u

[v]

1

C

A
2 V; ùò åîÞò:

0

B

@

r j

[s] [t]

1

C

A
�

0

B

@

u

[v]

1

C

A
=

0

B

@

ru + jv

[su+ tv]

1

C

A
:

Åðß�ò áí �ìâïëß�õìå ìå � ôçí ïìÜäá ôùí R-áõôïìïñöé�þí ôïõ V; ôüôå ç � èá åßíáé ç

ïìÜäá ôùí ìïíÜäùí ôïõ ðáñáðÜíù ðßíáêá-äáêôõëßïõ. Áí ëïéðüí �ìâïëßæïõìå ìå U(�) ôéò

ïìÜäåò ìïíÜäùí, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé é�ýåé:

� =

0

B

@

U(R) Ann

R

(I)

R=I U(R=I)

1

C

A

(1):

Èåùñïýìå ôþñá ôçí ðåñßðôù�üðïõ R := ZZ=2

a

ZZ êáé I = 2

b

R; üðïõ 0 < b < a: Áðïäåé-

êíýïõìå ôï áêüëïõèï ëÞììá:

ËÞììá 5.10 �

a;b

:= Aut(ZZ=2

a

ZZ � ZZ=2

b

ZZ); a; b a > b R = ZZ=2

a

ZZ: :

1. �

a;b

2

a+3b�2

: b = 1; �

a;1

N U; :

N :=

0

B

@

1 + 2R 2

a�1

R

[0] [1]

1

C

A

�

=

(1 + 2R; �)� (2

a�1

R;+)
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U

�

=

0

B

@

1 0

R=2R [1]

1

C

A

�

=

ZZ=2ZZ;

modulo 2R:

2. O 2- �

a;1

; A � �

a;1

8 ( 4 á = 2 ), A 2 �

a;1

; -

D :=

0

B

@

1 + 2R 0

[0] [1]

1

C

A

:

3. a = 2 3; - Á .

Áðüäåéîç :

1. Áíôéêáèé�ïýìå R = ZZ=2

a

ZZ êáé I = 2

b

R �çí�Ý�(1) :

�

a;b

=

0

B

@

U(ZZ=2

a

ZZ) Ann

R

(2

b

R)

ZZ=2

a

ZZ

2

b

R

U(

ZZ=2

a

ZZ

2

b

R

)

1

C

A

:

Å÷ïõìå #U(ZZ=2

a

ZZ) = '(2

a

) = 2

a�1

; üðïõ ' åßíáé ç �íÜñôç�ôïõ Euler.

Åðß�ò, #

ZZ=2

a

ZZ

2

b

� ZZ=2

a

ZZ

= 2

b

êáé, #U(R=2

b

R) = '(2

b

) = 2

b�1

:

ÔÝëïò ï ìçäåíé�Þò ôïõ 2

b

R åßíáé é�ìïñöïò ìå ôçí ïìÜäá ðçëßêùí ZZ=2

b

ZZ; êáé åðï-

ìÝíùò #Ann

R

(2

b

R) = 2

b

: Áñá:

#�

a;b

= 2

a�1

� 2

b

� 2

b�1

� 2

b

= 2

a+3b�2

:

Å�ù b = 1: Ôüôå

I = 2R; R=2R

�

=

ZZ=2ZZ; U(R=2R) = [1]; Ann

R

(I) = 2

a�1

R:

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå:

�

a;1

�

=

0

B

@

U(R) 2

a�1

R

ZZ=2ZZ U(ZZ=2ZZ)

1

C

A

ÁíáãÜãïõìå ôþñá ôïí �

a;1

modulo 2R êáé ðáßñíïõìå ôïí åîÞò ðßíáêá-äáêôýëéï:

~

�

a;1

�

=

0

B

@

1 0

R=2R [1]

1

C

A
mod2R
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ÄçëáäÞ

~

�

a;1

� Umod2R: Ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò áíáãùãÞò modulo 2R åßíáé ï

ðßíáêáò:

N :=

0

B

@

1 + 2R 2

a�1

R

[0] [1]

1

C

A

:

Áñá Ý÷ïõìå ôçí ìéêñÞ áêñéâÞ áêüëïõèßá:

0 �! N �! �

a;1

�! U �! 0;

ðïõ åßíáé é�äýíáìï ìå ôï ãåãïíüò üôé ç �

a;1

; åßíáé é�ìïñöç ìå ôï çìéåõèý Üèñïé�á

ôùí N êáé U: Åðß�ò åßíáé ðñïöáíÝò üôé:

N =

0

B

@

1 + 2R 2

a�1

R

[0] [1]

1

C

A

�

=

(1 + 2R; �) � (2

a�1

R;+)

êáé U

�

=

ZZ=2ZZ; åíþ ï ãåííÞôïñáò ôïõ U åßíáé ï

u :=

0

B

@

1 0

[1] [0]

1

C

A

:

2. Ðáñáôçñïýìå üôé ï êåíôñïðïéçôÞò ( centralizer ) ôïõ u 2 U �ïí N; åßíáé ï äéáãþíéïò

ðßíáêáò:

D :=

0

B

@

1 + 2R 0

[0] [1]

1

C

A

Áí ôþñá A åßíáé �ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôçò �

a;1

; ôüôå:

(a) ÅÜí A � N; ôüôå ç A èá Ý÷åé ôÜîç ôï ðïëý 8 äéüôé:

U(R)

�

=

1 + 2R

�

=

ZZ=2ZZ � ZZ=2

a�2

ZZ; åíþ 2

a�1

R = ZZ=2ZZ; äçëáäÞ:

N

�

=

0

B

@

ZZ=2ZZ � ZZ=2

a�2

ZZ ZZ=2ZZ

[0] [1]

1

C

A

Óõíåðþò ç A � N åßíáé �ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ ïìÜäá ìüíï ãéá a = 2 Þ a = 3:

ÌÜëé�á ðáñáôçñïýìå üôé ãéá a = 2 ç ôÜîç ôçò A åßíáé ôï ðïëý 4:

(b) Áí ôþñá A 6� N ôüôå ç õðïïìÜäá A èá ðåñéÝ÷åé �ïé÷åßï ôçò ìïñöÞò g = nu; üðïõ

n 2 N êáé A =< N \A; g > : Åðß�ò ç ïìÜäá N \ A êåíôñïðïåß ôï �ïé÷åßï g äéüôé

g 2 A êáé ç Á åßíáé�ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅðïìÝíùò ç N \A êåíôñïðïéåß êáé
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ôï u äéüôé ç N åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá ùò åõèý Üèñïé�á êõêëéêþí ïìÜäùí. ÓõíåðÜãåôáé

ëïéðüí üôé ç ïìÜäá N \A ðåñéÝ÷åôáé �ïí êåíôñïðïéçôÞ ôïõ u�ïÍ äçëáäÞ ðåñéÝ÷åôáé

�ïí äéáãþíéï ïìÜäá-ðßíáêá D ðïõ ïñß�ìå ðñïçãïõìÝíùò. Áñá ðñÜãìáôé ï A Ý÷åé

ôÜîç ôï ðïëý 8 ( êáé 4; ãéá a = 2 ).

EðéðëÝïí ðáñáôçñïýìå, ïôé�êÜèå ðåñßðôù�[A : A\D] � 2; äéüôé #Á � 8;#D � 4:

3. ÔÝëïò ãéá a = 2; Þ a = 3 êÜèå �ïé÷åßï g 2 �

a;1

; ôÜîçò 2 åßíáé Üíù Þ êÜôù

ôñéãùíéêü. Áí ï g åßíáé ï ðßíáêáò:

0

B

@

1 + i j

[0] [1]

1

C

A

;

ôüôå ï g åßíáé ïýôùò Þ Üëëùò Üíù ôñéãùíéêüò. Èá áðïäåßîïõìå üôé åÜí ï g äåí åßíáé

ï ðáñáðÜíù ðßíáêáò, ôüôå åßíáé êÜôù ôñéãùíéêüò. ÐñÜãìáôé åÜí Ýíá �ïé÷åßï g 2 �

Ý÷åé ôÜîç 2;

g =

0

B

@

i+ 1 j

[1] [1]

1

C

A

; üðïõ i 2 2R; j 2 2

a�1

R; ôüôå:

g

2

0

B

@

u

[v]

1

C

A
=

0

B

@

u

[v]

1

C

A
;

ãéá êÜèå

0

B

@

u

[v]

1

C

A

êáé Üñá êáé ãéá u = 1; v = 0: Å÷ïõìå :

0

B

@

1 + i j

[1] [1]

1

C

A

2

�

0

B

@

1

[0]

1

C

A

=

0

B

@

1 + i j

[1] [1]

1

C

A

�

0

B

@

1 + i

[1]

1

C

A

=

=

0

B

@

(1 + i)

2

+ j

2 + i

1

C

A

=

0

B

@

1

[0]

1

C

A

:

Óõíåðþò (1 + i)

2

+ j = 1 êáé [2 + i] = [0] . Ôï äåýôåñï é�ýåé äéüôé i 2 2R:

Ç �Ý�(1 + i)

2

+ j = 1; ìáò äßíåé üôé i

2

+ 2i + j = 0 ) i(i + 2) + j = 0:

Ôþñá, åðåéäÞ ôï i 2 2R ãñÜöåôáé �çí ìïñöÞ i = 2i

1

; üðïõ i

1

2 R êáé åðïìÝíùò

i(i + 2) = 4i

1

(i

1

+ 1) 2 8R; äéüôé åßôå i

1

2 2R åßôå i

1

2 2R + 1 ðïõ êáé ïé äýï

ðåñéðôþ�éò ìáò äßíïõí üôé i(i + 2) 2 8R: ÓõíåðÜãåôáé ëïéðüí üôé j 2 8R: Oìùò
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a � 3 êáé åðïìÝíùò j = 0: Áñá ï ðßíáêáò g åßíáé êÜôù ôñéãùíéêüò, äçëáäÞ é�ýåé ôï

æçôïýìåíï. 2

5.5 Óôïé÷åéþäåéò 2-áâåëéáíÝò åðåêôÜ�éò ôïõ Q

Å�ù E ìéá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç ïñé�Ýíç �ï �ìá Q êáé Ý�ù F � Q ç ìÝãé�ç 2-

áâåëéáíÞ åðÝêôá�ôïõ Q; äçëáäÞ F = Q(

p

z j z 2 ZZ): Óêïðüò áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ

åßíáé ï ðñï�éïñé�üò üëùí ôùí äõíáôþí õðïïìÜäùí ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò E

tor

(F ) ôçò ïìÜäïò

E(F ): Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé èåìåëéþäïõò�ìá�áò ãéá ôá ðáñáêÜôù êáé ôï áíáöÝñïõìå

÷ùñßò áðüäåéîç ( [Ke 1], [Ke 2], [Ke 3], [Ke 4], [Ke 5], [Ke 6], [Ke 7], [Maz] ):

Èåþñçìá 5.11 E Q:

1. ( Mazur ) E

tor

(Q); 15 :

ZZ=mZZ 1 � m � 10 m = 12

ZZ=2ZZ � ZZ=2nZZ 1 � n � 4:

2. ( Kenku ) E

tor

(

�

Q) ( Gal(

�

Q=Q)- ) ZZ=nZZ; :

n � 19 n 2 f21; 25; 27; 37; 43; 67; 163g:

Ðñþôá èá ðåñéãñÜøïõìå üëåò ôéò äõíáôüôçôåò ãéá ôçí õðïïìÜäá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò

E(F )

2

0

:= fe 2 E(F )=ne = 0; ãéá êÜðïéïí n ðåñéôôüg:

Èåþñçìá 5.12 E(F )

2

0

:

ZZ=mZZ m 2 f1; 3; 5; 7; 9; 15g; ZZ=3ZZ � ZZ=3ZZ:

Áðüäåéîç : Êáô' áñ÷Þí åßíáé ðñïöáíÝò üôé áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï ãéá üëåò

ôéò ðåðåñá�Ýíåò åðåêôÜ�éò K=Q ôÝôïéåò þ�åK � F: Áò�áèåñïðïéÞ�õìå ìßá åðÝêôá�

K=Q; ìå ïìÜäá Galois G = �

m

i=1

ZZ=2ZZ üðïõm Ýíáò öõ�êüò áñéèìüò. Ôüôå áðü ôï ðüñé�á

5:8 Ý÷ïõìå üôé:

E(K)

2

0

�

=

E

(z

1

)

(Q)

2

0

� � � � �E

(z

n

)

(Q)

2

0

;
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äéüôé áðü ôï åí ëüãù ðüñé�á Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü p ï ðõñÞíáò êáé ï �í-

ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíé�ò E

(z

i

)

(Q)

(p)

�f

i

! E(K)

(p)

ìçäåíßæïíôáé áðü ôïí áñéèìü n

p

ðïõ åßíáé

ôï p-êïììÜôé ôïõ n = #G: Ïìùò ç G åßíáé 2-ïìÜäá êáé �íåðþò ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü p;

p 6= 2 Ý÷ïõìå üôé n

p

= 1: ÅðéðëÝïí ôá �ìåßá ðåðåñá�Ýíçò ôÜîçò ðïõ ðåñéÝ÷åé ç ïìÜäá

E(F )

2

0

åßíáé ìüíï ðåñéôôïý âáèìïý. ÅðïìÝíùò ï ðõñÞíáò êáé ï �í-ðõñÞíáò (ãéá êÜèå i)

ìçäåíßæïíôáé áðü ôï 1; äçëáäÞ åßíáé é�ìïñöé�ïß. Ðáßñíïíôáò ëïéðüí ôï åõèý Üèñïé�á ùò

ðñïò üëá ôá i Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáôÞñç�ôçò äåõôÝñáò ðáñáãñÜöïõ

(�ë. 89), êÜèå åõèýò ðñï�åôáßïò ôçò E(K)

2

0

; åßíáé ñçôÞ õðïïìÜäá ôïõ Q: Ðáñáôçñïýìå

ìÜëé�á üôé êÜèå åõèýò ðñï�åôáßïò, E

(z

i

)

(Q)

2

0

; åßíáé é�ìïñöïò ìå ìßá áðü ôéò ïìÜäåò

ZZ=mZZ üðïõ m 2 f1; 3; 5; 7; 9g; äéüôé áëëéþò èá åß÷áìå Üôïðï áðü ôï èåþñçìá ôïõ Mazur.

Óçìåéþíïõìå åðß�ò üôé êÜèå ìßá áðü ôéò ïìÜäåò ZZ=mZZ; m 2 f5; 7; 9g ìðïñåß íá åìöáíé�åß

ôï ðïëý ìéá ìüíï öïñÜ ùò åõèýò ðñï�åôáßïò �çí E(K)

2

0

; äéüôé åÜí åìöáíéæüôáí êÜðïéá

áðü áõôÝò äýï öïñÝò ôüôå ôï K èá ðåñéåß÷å ìßá m-ñßæá ôçò ìïíÜäïò ([Shi], ðñüôá�4:2;

�ë. 101) ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, äéüôé ç ïìÜäá Galois G Ý÷åé âáèìü 2: Åðß�ò ôï ðïëý äýï

áðü ôéò ïìÜäåò E

(z

i

)

(Q)

2

0

èá ðåñéÝ÷ïõí "áíôßãñáöï" ôçò ïìÜäïò ZZ=3ZZ: ÅîåôÜæïõìå ôÝëïò

ðïéïß áðü ôïõò �íäéá�ïýò ôùí ðáñáðÜíù ïìÜäùí ìðïñïýí íá åìöáíé�ïýí.

Êáô' áñ÷Þí ïé ïìÜäåò ZZ=5ZZ êáé ZZ=7ZZ; äåí åßíáé äõíáôüí íá åìöáíé�ïýí �ã÷ñüíùò

ùò åõèåßò ðñï�åôáßïé �çí ïìÜäá E(K)

2

0

äéüôé �áõôÞí ôçí ðåñßðôù�ç ïìÜäá E(K)

èá ðåñéåß÷å ñçôÞ õðïïìÜäá é�ìïñöç ìå ôçí ZZ=35ZZ ðñÜãìá ðïõ åßíáé Üôïðï ëüãù ôïõ

èåùñÞìáôïò ôïõ Kenku. ÊáôÜ åíôåëþò üìïéï ôñüðï �ìðåñáßíïõìå üôé ïé ïìÜäåò ZZ=5ZZ; êáé

ZZ=9ZZ êáèþò êáé ïé ïìÜäåò ZZ=7ZZ êáé ZZ=9ZZ äåí åìöáíßæïíôáé ùò åõèåßò ðñï�åôáßïé ôçò

ïìÜäïò E(K)

2

0

: ÁðïìÝíåé äçëáäÞ íá åîåôÜ�õìå ôá æåýãç ïìÜäùí ( ZZ=9ZZ , ZZ=3ZZ ) êáé

( ZZ=3ZZ , ZZ=7ZZ ).

É�õñéæüìá�å üôé ïé ïìÜäåò ZZ=9ZZ êáé ZZ=3ZZ äåí ìðïñïýí íá åìöáíé�ïýí�ã÷ñüíùò

ùò õðïïìÜäåò ôçò E(K)

2

0

: Å�ù üôé äåí ß�õå ï é�õñé�üò. Ôüôå èá õðÞñ÷áí õðïïìÜäåò

E

(z

i

)

(Q)

2

0

�

=

ZZ=9ZZ êáé E

(z

j

)

(Q)

2

0

�

=

ZZ=3ZZ ôçò ïìÜäïò E(K)

2

0

: Áíôéêáèé�þíôáò ôþñá

ôçí E

(z

i

)

ìå ôçí E ìðïñïýìå íá õðïèÝ�õìå üôé E(Q)

2

0

�

=

ZZ=9ZZ êáé E

(z

i

z

j

)

(Q)

2

0

�

=

ZZ=3ZZ:

Ôüôå üìùò èá õðÞñ÷å é�ãåíÞò ôçò êáìðýëçò E ðïõ èá åß÷å ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò

27: Ãíùñßæïõìå üìùò üôé êÜèå �ìåßï ôçò modular êáìðýëçò X

0

(27)j

Q

áíôé�ïé÷åß �åë-

ëåéðôéêÞ êáìðýëç ìå �íôåëå�Ýò �ï�ìá Q ðïõ ðåñéÝ÷åé ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò
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27 ([Si1], �ë. 353). Ïìùò ç modular êáìðýëç X

0

(27) Ý÷åé ìüíï Ýíá ñçôü �ìåßï ðïõ

äåí åßíáé áêßäá ( cusp ) êáé áõôü ôï �ìåßï áíôé�ïé÷åß �åëëåéðôéêÞ êáìðýëç E ðïõ Ý÷åé

ìéãáäéêü ðïëëáðëá�á�ü, äáêôýëéï åíäïìïñöé�þí ôïí ZZ(

p

�3) êáé áðüëõôç áíáëëïßùôï

j = �(12)

3

�(40)

3

=9 ([Ku], ëÞììá ÉÉÉ2:2;�ë. 213). Áôïðï äéüôé êáììßá åëëåéðôéêÞ êáìðýëç

ïñé�Ýíç�ï�ìá Q äåí Ý÷åé ôÝôïéá áðüëõôç áíáëëïßùôï êáé �ìåßï ôÜîçò 9:

Ôåëïò é�õñéæüìá�å üôé ïé ïìÜäåò ZZ=3ZZ êáé ZZ=7ZZ äåí ìðïñïýí íá åìöáíé�ïýí�ã-

÷ñüíùò ùò õðïïìÜäåò ôçò E(K)

2

0

: Å�ù üôé äåí ß�õå ï é�õñé�üò. Ôüôå ïé äýï áõôÝò

õðïïìÜäåò èá ãåííïý�í ìéá ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôçò

�

E(Q) ôÜîçò 21: Ïìùò ç modular

êáìðýëç X

0

(21) Ý÷åé 4 ñçôÜ �ìåßá ðïõ êáíÝíá áðü áõôÜ äåí åßíáé áêßäá ( cusp ) êáé êá-

èÝíá áðü áõôÜ ôá �ìåßá áíôé�ïé÷åß �åëëåéðôêÞ êáìðýëç �ï Q ìå ïäçãü ( conductor )

ôçò ìïñöÞò 2

a

� 3

b

; üðïõ a; b öõ�êïß áñéèìïß ( [MF IV], �ë. 80 êáé 124). ÅðïìÝíùò ç

êáìðýëç E êáëÞ áíáãùãÞ modulo 5: Å�ù E

(z

1

)

(Q)

2

0

�

=

ZZ=3ZZ êáé E

(z

2

)

(Q)

2

0

�

=

ZZ=7ZZ:

Å�ù äå

~

E ç áíçãìÝíç êáìðýëç modulo 5: Ôüôå N

25

:= #

~

E(IF

25

) = 21: ÐñÜãìáôé Ý�ù

K

i

:= Q(

p

z

i

); i = 1; 2 êáé Ý�ù }

i

ðñþôï éäåþäåò ôïõ �ìáôïò K

i

ðïõ äéáéñåß ôïí 5: Ïñß-

æïõìå F

}

i

:= O

K

i

=}

i

; üðïõ ìå O

K

i

�ìâïëßæïõìå ôïí äáêôýëéï ôùí áêåñáßùí ôïõ �ìáôïò

K

i

: ÊÜíïõìå áíáãùãÞ modulo }

i

êáé ðáßñíïõìå ôçí åîÞ åìöýôåõ�(ðñüôá�3:7;�ë. 36):

E(K

i

)

tor

,!

~

E(F

}

i

) �

~

E(IF

25

):

Óõíåðþò 3jN

25

êáé 7jN

25

: Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò ôï èåþñçìá ôïõ Hasse (õðüèå�ôïõ

Riemann), ìáò äßíåé üôé N

25

� (5 +1)

2

= 36; êáé �íåðþò N

25

= 21: Ïìùò N

25

= 26� a

25

;

üðïõ a

25

= �

2

+ ��

2

; ãéá êÜðïéïí � ìéãáäéêü ôÝôïéïí þ�å ��� = 5 êáé a

5

:= � + �� 2 ZZ.

Ôüôå üìùò 21 = 26 � a

25

äçëáäÞ a

25

= 5: Áñá:

a

25

= (� + ��)

2

� 2� � �� = a

2

5

� 2 � 5) a

2

5

= 15;

ðïõ åßíáé Üôïðï äéüôé a

5

2 ZZ: Áñá ðñÜãìáôé ïé ïìÜäåò ZZ=3ZZ êáé ZZ=7ZZ äåí åìöáíßæïíôáé

ùò õðïïìÜäåò ôçò E(F )

2

0

: 2

Ðñüôá�5.13 E(F ) :

ZZ=8ZZ � ZZ=2ZZ � ZZ=3ZZ; ZZ=4ZZ � ZZ=2ZZ � ZZ=5ZZ

ZZ=4ZZ � ZZ=2ZZ � ZZ=3ZZ � ZZ=3ZZ; ZZ=32ZZ � ZZ=2ZZ:
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Áðüäåéîç : [La-Lo], �ë. 169 � 170: 2

Èåþñçìá 5.14 E Q F 2- Q: E(F )

tor

:

ZZ=2

b+r

ZZ � ZZ=2

b

ZZ b = 1; 2; 3 r = 0; 1; 2; 3,

ZZ=2

b+r

ZZ � ZZ=2

b

ZZ � ZZ=3ZZ b = 1; 2; 3 r = 0; 1,

ZZ=2

b

ZZ � ZZ=2

b

ZZ � ZZ=5ZZ b = 1; 2; 3;

ZZ=2

b

ZZ � ZZ=2

b

ZZ � ZZ=3ZZ � ZZ=3ZZ b = 1; 2; 3:

, fOg; ZZ=3ZZ; ZZ=3ZZ � ZZ=3ZZ; ZZ=5ZZ; ZZ=7ZZ; ZZ=9ZZ; ZZ=15ZZ:

Áðüäåéîç : ÐåñéãñÜöïõìå êáô' áñ÷Þí üëåò ôéò äõíáôüôçôåò ôçò õðïïìÜäáò E(F )

(2)

: Áí

é�ýåé üôé E(F )

(2)

6= f0g ôüôå áðü ëÞììá 5:9 Ý÷ïõìå üôé E(Q)

2

6= f0g êáé åðïìÝíùò ôï

2-�ìá äéáßñå�ò ôçò E åßíáé ôåñáãùíéêü õðÝñ ôï Q; äçëáäÞ ðåñéÝ÷åôáé �ï�ìá F: Áðü

ôçí Üëëç ðëåõñÜ ôï 16-�ìá äéáßñå�ò ôçò E äåí ðåñéÝ÷åôáé �ï �ìá F ( äéüôé áí íáé

ôüôå ôï �ìá F èá ðåñéåß÷å ìßá ðñùôáñ÷éêÞ 8ç ñßæá ôçò ìïíÜäïò ðïõ åßíáé Üôïðï, áöïý ç

åðÝêôá�F=Q åßíáé �ïé÷åéþäçò 2-áâåëéáíÞ, äåò [Shi], ðñüôá�4:2; �ë. 101). ÅðïìÝíùò

áí E(F )

(2)

6= f0g; ôüôå ç ïìÜäá E(F )

(2)

åßíáé ôçò ìïñöÞò ZZ=2

b+r

ZZ �ZZ=2

b

ZZ ìå r � 0 êáé

b = 1; 2; 3: Åðß�ò r � 4 äéüôé �çí áíôßèåôç ðåñßðôù�ç ïìÜäá 2

b

E(F )

(2)

èá ðåñéåß÷å ñçôÞ

êõêëéêÞ õðïïìÜäá ðïõ ç ôÜîç ôçò èá äéáéñïýíôáí ìå 32; ðïõ åßíáé Üôïðï áðü ôï èåþñçìá

ôïõ Kenku. ÔÝëïò åöü�í ç ïìÜäá ZZ=32ZZ äåí ðåñéÝ÷åôáé �çí E(F ); Ýðåôáé üôé ïé ïìÜäåò

ZZ=2

b+4

� ZZ=2

b

ZZ ãéá b = 1; 2; 3 äåí ðåñéÝ÷ïíôáé �çí E(F ): ÄçëáäÞ äåêôÝò åßíáé ìüíï ïé

13 ïìÜäåò fOg; ZZ=2

b+r

ZZ � ZZ=2

b

ZZ üðïõ b = 1; 2; 3 êáé r = 0; 1; 2; 3:

ÅîåôÜæïõìå ôþñá ðïéïß åßíáé ïé ðéèáíïß �íäéá�ïß áõôþí ôùí ïìÜäùí ìå ôéò äéÜöïñåò

åðéëïãÝò ðïõ ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ãéá ôçò ïìÜäá E(F )

2

0

: Êáô' áñ÷Þí åÜí E(F )

2

0

�

=

ZZ=mZZ

ìå m = 7; 9; 15 ôüôå E(F )

(2)

= f0g; äéüôé áí E(F )

(2)

6= fOg; ôüôå áí m = 15 ç E(

�

Q) èá

ðåñéåß÷å ìéá ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò 30; ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï áðü ôï èåþñçìá ôïõ

Kenku. Áí m = 7; 9; áöïý E(F )

(2)

6= fOg �íåðÜãåôáé üôé ãéá êÜèå twist E

(z)

; ôçò Å;

é�ýåé üôé E

(z)

(Q)

2

6= fOg (ëÞììá 5:9; �ë. 90) êáé �íåðþò èá õðÞñ÷å êõêëéêÞ õðïïìÜäá

õðÝñ ôï Q ôÜîçò 14 êáé 18 áíôß�ïé÷á, Üôïðï ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Mazur. ÅðïìÝíùò

áí E(F )

2

0

6= f0g; ôüôå ðåñéÝ÷åé ìéá ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò 3 Þ 5 êáé �íåðþò ç
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E(F )

2

0

äåí ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé ìéá åðéðëÝïí ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò 8 (èåþñçìá 5:11).

ÅðïìÝíùò ïé ðéèáíüôçôåò íá åìöáíé�ïýí ïìÜäåò ôçò ìïñöÞò E(F )

(2)

�

=

ZZ=2

b+3

ZZ�ZZ=2

b

ZZ;

áðïññßðôïíôáé. ÊáôÜ üìïéï ôñüðï áí ç E(F ) Ý÷åé�ìåßï ôÜîçò 5 ôüôå ç E äåí ìðïñåß íá Ý÷åé

ìéá ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò 4 êáé Üñá ïé ðåñéðôþ�éò E(F )

(2)

�

=

ZZ=2

b+2

ZZ �ZZ=2

b

ZZ

ãéá b = 1; 2; 3 áðïññßðôïíôáé. ÅðéðëÝïí ïé ôñåßò áõôÝò ðåñéðôþ�éò äåí ìðïñïýí åìöáíé�ïýí

ìáæß ìå ìéá ñçôÞ êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÜîçò 3 (èåþñçìá 5:11). ÄçëáäÞ áðïäåßîáìå üôé ïé 6

ðåñéðôþ�éò E(F )

(2)

�

=

ZZ=2

b+r

ZZ � ZZ=2

b

ZZ; ãéá b = 1; 2; 3 êáé r = 2; 3; ìáò äßíïõí üôé

E(F )

2

0

= f0g:

Áò õðïèÝ�õìå ôþñá üôé E(F )

(2)

�

=

ZZ=2

b+1

ZZ � ZZ=2

b

ZZ; ãéá b = 1; 2; 3: Ôüôå ç ïìÜäá

E(F )

(2)

èá ðåñéåß÷å ñçôÞ õðïïìÜäá é�ìïñöç ìå ôçí ZZ=4ZZ�ZZ=2ZZ êáé Üñá áðü ôï èåþñçìá

5:11 Ý÷ïõìå üôé ç ïìÜäá E(F )

2

0

äåí ìðïñåß íá åßíáé é�ìïñöç ìå ôçí ZZ=5ZZ ç ìå ôçí

ZZ=3ZZ � ZZ=3ZZ: Ôï ãåãïíüò áõôü ìáò áöÞíåé ðéèáíÝò ìüíï ôéò ðåñéðôþ�éò E(F )

(2

0

)

�

=

ZZ=3ZZ Þ f0g: Áñá Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. 2
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