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But: etudier la propagation d’ondes dans
un réseau fini ou infini de fentes minces.

Fentes minces : les directions transverses
sont petites devant la longueur d’onde.

Problemes:

® Modéliser efficacement les jonctions
(partie | de la these)

Traiter l'infinite éventuelle du réseau
(partie Il de la these)

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces

jeudi 25 novembre 2010 2



Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
jeudi 25 novembre 2010 3




Introduction du probleme: cas d’une jonction

M; ® Nous partons d’un graphe ¢ donné par
N segments de longueurs respectives L,
La, ..., Ly connectés au méme point C
(exemple: N = 3);
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® Nous partons d’un graphe ¢ donné par
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La, ..., Ly connectés au méme point C
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Nous les etendons de maniere
symetrique afin d’obtenir des rectangles

d’épaisseurs respectives c;¢, €2é, ..., CIE;
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Introduction du probleme: cas d’une jonction S

Nous partons d’un graphe & donne par

N segments de longueurs respectives L,
L>, ..., Ly connectés au méme point C
(exemple: N = 3);

Nous les etendons de maniere
symetrique afin d’obtenir des rectangles
d’épaisseurs respectives c;¢, €2é, ..., CIE;

Nous definissons la jonction comme un
ensemble ouvert ¢F;

Nous obtenons finalement un ensemble
ouvert €2¢ qui tend vers le graphe ID 4

lorsque ¢—0.
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Nous considerons le probleme suivant:
trouver u® € R x ()¢ telle que

82 us

52 Au® = 0, dans R} x Q°

8 €
—— = 0, surR} x o
ou

ku:f‘S sur {0} x Q° E:g8 sur {0} x Q°

® Proposition: ce probleme est bien posé.
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ET EN AUTOMATIQUE

Nous avons

O uf

ot?

— Au’ 0, dans R% x Q°
ou’

0, sur R} x 00°
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Conditions standards de Kirchhoff oot

Nous avons (u; étant ia restriction de u sur ia i*™ fente)

(0%
’ ) dans R} x (C'M;)
O%ue

57 Aut = dans Ri x )

sur ]Rj_ X {MZ}

—

Out e — 0
8_176_1’ Sur]Rixﬁﬂe

\
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Conditions standards de Kirchhoff

Nous avons (u; étant ia restriction de u sur ia i*™ fente)

O uf

57 Aut = dans Ri x )

—

Out e — 0
(,;% Sur Rix@ﬂe

\

( 0%ul

0, dans R} x (C'M;)

O, sur Rj_ X {Mz}

0 *
u;(t,C), teRy

0, teRl
Loi de Kirchhoff
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ET EN AUTOMATIQUE

® La solution du probleme d’onde ID est continue aux nceuds du graphe et la
somme des derivées normales a chaque nceud s’annule.

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
jeudi 25 novembre 2010



INSTITUT NATIONAL

Conditions standards de Kirchhoff oxrevesnan

ET EN AUTOMATIQUE

® La solution du probleme d’onde ID est continue aux nceuds du graphe et la
somme des derivées normales a chaque nceud s’annule.

® Ces conditions sont appelées ainsi en référence aux travaux de Kirchhoff.
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Conditions standards de Kirchhoff oo

La solution du probleme d’onde ID est continue aux nceuds du graphe et la
somme des derivées normales a chaque nceud s’annule.

Ces conditions sont appelées ainsi en reférence aux travaux de Kirchhoff.

La justification du modele semble étre tres recente:

J. Rubinstein, M. Schatzman, Variationnal problems on multiply connected thin strips. Arch. Ration. Mech.Anal. 160 ™,
(2001), no. 4, pp- 271--308 and 309--324. i
P. Kuchment, Graph models for waves in thin structures,VVaves Random Media, 12(2002), no 4, pp R1--R24 ’i
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La solution du probleme d’onde ID est continue aux nceuds du graphe et la
somme des derivées normales a chaque nceud s’annule.

Ces conditions sont appelées ainsi en reférence aux travaux de Kirchhoff.

La justification du modele semble étre tres recente:

J. Rubinstein, M. Schatzman, Variationnal problems on multiply connected thin strips. Arch. Ration. Mech.Anal. 160 ™,
(2001), no. 4, pp. 271--308 and 309--324. i
P. Kuchment, Graph models for waves in thin structures,VVaves Random Media, 12(2002), no 4, pp R1--R24 ’i

Le modele limite fournit une premiere approximation de la solution, mais il
existe des cas non-pathologiques pour lesquels ce modele limite ne suffit
pas.
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Conditions standards de Kirchhoff oxrevesnan

ET EN AUTOMATIQUE

® Expérience numerique: 3 fentes, avec c;=1, ¢2=0.4 et ¢3=0.6.

® Données de Cauchy a supports inclus dans la premiere fente.
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® Expérience numerique: 3 fentes, avec c;=1, c2=0.4 et ¢3=0.6.

® Données de Cauchy a supports inclus dans la premiere fente.

Résolution 1D du probléme limite - code NetWaves
Résolution 2D exacte - script Matlab

Solution oblenue au temps t=0,000000
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® Expérience numerique: 3 fentes, avec c;=1, c2=0.4 et ¢3=0.6.

® Données de Cauchy a supports inclus dans la premiere fente.

Résolution 1D du probléme limite - code NetWaves
Résolution 2D exacte - script Matlab

Solution oblenue au temps t=0,000000

® Réflexion observée sur la solution du probléme exact, PAS sur la solution du
probleme limite = définition de conditions amélioréees de Kirchhoff.
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Un outil: les developpements asymptotiques

ET EN AUTOMATIQUE

® La littérature sur les développements asymptotiques raccordés est
conséquente, mais nous pouvons en premiere approximation distinguer
deux écoles (avec tres peu de références croisees):
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® La littérature sur les développements asymptotiques raccordés est
conséquente, mais nous pouvons en premiere approximation distinguer
deux écoles (avec tres peu de références croisees):

® Lécole britannique

D. G. Crighton et al, Modern methods in Analytical <>

Acoustics. Lectures Notes,
Springer Verlag, 1229. An Asymptotic Analysis. i
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ET EN AUTOMATIQUE

® La littérature sur les développements asymptotiques raccordés est

conséquente, mais nous pouvons en premiere approximation distinguer
deux écoles (avec tres peu de références croisees):

® Lécole britannique

® L|'éecole russe

D. G. Crighton et al, Modern methods in Analytical <>

Acoustics. Lectures Notes, .. . , :
Springer Verlag, 1229. An Asymptotic Analysis. A-M.I in, Matching of Asyrr:ptot:c Expansions of Boundary value Problems. '
Translations of Mathematical Monographs., 162(1992), translated from Russian
w—--‘ - ~ by V. Michalin.
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® La littérature sur les développements asymptotiques raccordés est
conséquente, mais nous pouvons en premiere approximation distinguer
deux écoles (avec tres peu de références croisees):

® Lécole britannique

® L|'éecole russe

D. G. Crighton et al, Modern methods in Analytical Acoustics. Lectures Notes,

Springer Verlag, 1229. An Asymptotic Analysis.

A. M. I’in, Matching of Asymptotic Expansions of Boundary value Problems. \ 4
Translations of Mathematical Monographs., 162(1992), translated from Russmn

*""""‘~ ' by V. Michalin. '

® Au sein de 'EPI POems, nous retrouvons également des travaux sur les
developpements asymptotiques:

P.Joly and S.Tordeux, Matching of asymptotic expansions for wave propagation in *’ P. Joly and A. Semin, Construction and Analysis of Improved Kirchhoff Conditions for *
media with thin slots I: the asymptotic expansion. Multiscale Modeling and acoustic wave propagation in a junction of thin slots. ESAIM Proceedings, 25(2008)

Simulation: a SIAM Interdisciplinary Journal, 2006, 5(1): pp 304-336. i pp 44-67. i
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® La littérature sur les développements asymptotiques raccordés est
conséquente, mais nous pouvons en premiere approximation distinguer
deux écoles (avec tres peu de références croisees):
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® La stratégie globale pour les developpements asymptotiques raccordes est:
® Découpage géométrique avec recouvrement,
@® Ecriture d’ansatz et injection des ansatz dans le probléme primal,

® Ecriture de conditions de raccords et justification a posteriori des ansatz.
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Decoupage geométrique ot

ET EN AUTOMATIQUE

Nous prenons deux fonctions @.(¢) et
p+(¢) telles que @+(e)—0 et
¢p+(e)/e—> lorsque e—0.
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Decoupage geométrique s

Nous prenons deux fonctions @.(¢) et
+(€) telles que @:(e)—0 et
p+(€)/e—x lorsque e—0.

® Nous définissons chaque fente C2;(¢),
pour 1<i< N, comme étant

Q;(e) = {XEQ‘e/X-ti > o (e) et |x-my| < €i}

2

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
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ET EN AUTOMATIQUE

Nous prenons deux fonctions @.(¢) et
+(€) telles que @:(e)—0 et
p+(€)/e—x lorsque e—0.

® Nous définissons chaque fente C2;(¢),
pour 1<i< N, comme étant

Q;(e) = {x O /x-t; > () et |x-ny| < “"}

2

® Nous définissons la jonction €2;(¢)

comme éetant
N

QJ(&:):Qg\U{XEQ‘g/X-ti>90+(8) et [x - ny| < 520}

1=1
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INSTITUT NATIONAL
DE ASCHERCHE
EN INFORMATIOUE l N R l A

ET EN AUTOMATIQUE

Nous prenons deux fonctions @.(¢) et
+(€) telles que @:(e)—0 et
p+(€)/e—x lorsque e—0.

® Nous définissons chaque fente C2;(¢),
pour 1<i< N, comme étant

Q;(e) = {XEQg/X-ti > o (e) et |x-my| < ‘3}

2

® Nous définissons la jonction €2;(¢)
comme étant
N £C;
Q) =\ | J {X€Q€ /xti > () et |x-my| < 7@}
i=1
® Pour 1<i< N, le i*™ recouvrement O;(¢)
est donne par

O;(e) = Q;(e) NQy(e)
={x e [ p_(e) <x-t; <pi(e)}
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Equations et changement de variable (i*™¢ fente) . &I INRIA

® Changement de variables:

oo
U = Zsku,’f(t, Si, Vi) +0(e)™
k=0

® Résultats obtenus (apres injection):

® chaque fonction u* ne déepend pas de

0% u® ) |
A 0, dans Ri % ()F la variable v;,

Ot?
Ou® ) _ ® chaque fonction u satisfait I’équation
on 0, sur RL x 0 d’onde |ID suivante:

u=f sur {0} x Q°

au € € 82/&?],{ azu,]f
5 =9 sur {0} x € el =0

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
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6’u_Au€

Ot?
ou’
on
u=f" s {0} x Q°

jeudi 25 novembre 2010

® Changement de variable:

x = Ix

® Ansatz

ut(t,x) =Y e"UF(t,%) + o(e)™

® Résultats obtenus (apres injection):

® les fonctions U0(t,») et Ul(t,®) sont
harmoniques,

dans R x Q°
® les fonctions UX(t,®), pour k=2, sont

lutions de ’EDP suivante:
0, sur R x 9° solutions de suivante
= E0 )
o, AU ) y
T _ ¢ sur {0} x QF Ot
ot ® + condition de Neumann homogene
au bord latéral de la jonction.

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
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® Changement de variable:

x = Ix

® Ansatz

ut(t,x) =Y e"UF(t,%) + o(e)™

® Résultats obtenus (apres injection):

® les fonctions U0(t,») et Ul(t,®) sont
harmoniques,
0’ 1

57 Au® = 0, dans R} x Q°

® les fonctions UX(t,®), pour k=2, sont
8uj 0, sur R x 90 solutions de I'EDP suivante:
on . 927 k—2
- c ou c c AU (ta ) — 2 (ta )
u= f¢ sur {0} x — =g¢° sur {0} x ot
) ot ® + condition de Neumann homogene
au bord latéral de la jonction.
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Ecriture des conditions de raccords on e

Sur le domaine de raccord Oi(¢), nous
avons deux ansatz:

ut (t,x) = Y e*uf(t,x - t;) + o(e)™
k=0

= ZskUk(t, e~ %) + o(e)*®
k=0
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DE AECHERCHE

Ecriture des conditions de raccords on e

Sur le domaine de raccord Oi(¢), nous
avons deux ansatz:

ut (t,x) = Y e*uf(t,x - t;) + o(e)™
k=0

= ZskUk(t, e~ %) + o(e)*®
k=0

Ces deux ansatz doivent etre égaux.

=Permet de relier les fonctions u* et les

fonctions Uk

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
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Ecriture des conditions de raccords o et W INRIA

@® Sur le domaine de raccord Oi(¢), nous
avons deux ansatz:

ut (t,x) = Y e*uf(t,x - t;) + o(e)™
k=0

= ZskUk(t, e~ %) + o(e)*®
k=0

Ces deux ansatz doivent etre égaux.

=Permet de relier les fonctions u* et les

fonctions Uk

Il existe N+ uniques familles de fonctions (1) et (U*) satisfaisant

O2uk 52k 92[Tk—2
i i kip \ _
Ot? Ds? ! AU, ) = Ot?

(¢,-) raccord

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces
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Ecriture des cond. ameliorees de Kirchhoff e

ET EN AUTOMATIQUE
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Ecriture des cond. améliorées de Kirchhoff

® Stratégie:
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INSTITUT NATIONAL

Ecriture des cond. ameliorees de Kirchhoff e

ET EN AUTOMATIQUE

® Stratégie:

@® Les fonctions Uk étant définies sur un domaine infini, restreindre ce
domaine en utilisant des opérateurs non-locaux Dirichlet-to-Neumann.
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INSTITUT NATIONAL
DE ASCHERCHE

Ecriture des cond. ameliorees de Kirchhoff oo

® Stratégie:

@® Les fonctions Uk étant définies sur un domaine infini, restreindre ce
domaine en utilisant des opérateurs non-locaux Dirichlet-to-Neumann.

® A partir des informations sur les fonctions u# et Uk , faire apparaitre les
u* comme des données de Dirichlet ou de Neumann du probleme que
satisfait U
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INSTITUT NATIONAL
DE AECHERCHE

Ecriture des cond. ameliorees de Kirchhoff oo

® Stratégie:

@® Les fonctions Uk étant définies sur un domaine infini, restreindre ce
domaine en utilisant des opérateurs non-locaux Dirichlet-to-Neumann.

® A partir des informations sur les fonctions u# et Uk , faire apparaitre les
u* comme des données de Dirichlet ou de Neumann du probleme que
satisfait U

En déduire des conditions de transmission sur les u;* qui ne font plus
intervenir la résolution des U~.
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INSTITUT NATIONAL
D AECHERCMHE

Restriction de la jonction a un domaine canonique .

ET EN AUTOMATIQUE

@® Sur le domaine 1€, nous introduisons,

pour la i*M fente, 0; comme le plus petit
reel tel que

Vx € e71Q° tel que

x - t; > 0;, nous avons 2|x - nj| < ¢;
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INSTITUT NATIONAL
DE AECHERCME

Restriction de la jonction a un domaine canonique i

® Sur le domaine £-1€2¢, nous introduisons,
pour la i*M fente, 0; comme le plus petit
reel tel que

Vx € e71Q° tel que

x - t; > 0;, nous avons 2|x - nj| < ¢;

® Nous définissons alors la jonction
canonique J en retirant les «rectangles»
donneés ci-dessus.

Nous définissons alors le i*™¢ bord
tronqué I';comme

I'; = {X c J tel que

X -t; =0; et Q\X-ni\<6i}
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Restriction du domaine en utilisant des DtN
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Restriction du domaine en utilisant des DtN

® Nous regardons le probléeme suivant:
Trouver U € Hj,.(]0, +00[x]0, 1]) tel que

AU = 0, dans |0,400[x]0,1]|

oU
Y 0, sur |0, +o00[x{0,1}

lim U(X,Y) - aX — 8 0, (a, 8) €R

. X —00
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Restriction du domaine en utilisant des DtN

jeudi 25 novembre 2010

® Nous regardons le probléeme suivant:
Trouver U € Hj,.(]0, +00[x]0, 1]) tel que

AU = 0, dans |0,400[x]0,1]|

oU
Y 0, sur |0, +o00[x{0,1}

lim UX,Y)—aX -8 = 0, (a,8) €R

. X —00

® Nous pouvons alors écrire U et sa
dérivee suivant X sous la forme:

UX,Y)=aX+ 3+ Z cos(prY) exp(—pr X)
p=>1

oU

8_X (X7 Y) — o — pr COS(pﬂ'Y) GXP(—]”TX)
p>1
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Restriction du domaine en utilisant des DtN

jeudi 25 novembre 2010

® Nous regardons le probleme suivant:
Trouver U € Hj,.(]0, +00[x]0, 1]) tel que

AU 0, dans |0, +o0[x]0, 1]

oU
Y 0, sur |0, +o00[x{0,1}

lim U(X,Y) - aX — 8 0, (a, 8) €R

. X —00

® Nous pouvons alors écrire U et sa
dérivee suivant X sous la forme:

UX,Y)=aX+ 3+ Z cos(prY) exp(—pr X)
p=>1

oU

(‘9_X (X7 Y) — o — pr COS(pﬂ'Y) GXP(—]”TX)
p>1

® Lintégration de U suivant le p*™ mode
nous donne:

/0 U(X,Y)cos(prY) = %exp(—pr)

Adrien Semin = Propagation d’ondes dans des jonctions de fentes minces

15



Restriction du domaine en utilisant des DtN

® Nous regardons le probleme suivant:
Trouver U € Hj,.(]0, +00[x]0, 1]) tel que

AU = 0, dans |0,400[x]0,1]|

oU
Y 0, sur |0, +o00[x{0,1}

lim UX,Y)—aX -8 = 0, (a,8) €R

. X —00

® Nous pouvons alors écrire U et sa
dérivee suivant X sous la forme:

UX,Y)=aX+ 3+ Z cos(prY) exp(—pr X)
p=>1

oU
(‘9_X(X’ Y)=a-— pr cos(pmY) exp(—pr X)
p>1
® Lintégration de U suivant le p*™ mode
nous donne:

1

/0 U(X,Y)cos(prY) = 5 exp(—pmX)

1
(/ U(X,Z) cos(pr)dZ) cos(pmY) = « g_)(? +TU = a
0
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INSTITUT NATIONAL

Probleme satisfait par la fonction U° i | BIINRIA

® En appelant 7 'opérateur de troncature T
defini sur le bord I'4, nous voyons que UY(z,°)
est solution du probleme:
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Probleme satisfait par la fonction UY

® En appelant 7 'opérateur de troncature T
defini sur le bord I'4, nous voyons que UY(z,°)
est solution du probleme:

AU(t,-) = 0dansJ
OzU%t,-) = 0sur dJ\ ULy
L ckc’?ﬁUO(t, ) + TkUO = Osurly
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Probleme satisfait par la fonction UY

jeudi 25 novembre 2010

® En appelant 7 'opérateur de troncature T
defini sur le bord I'4, nous voyons que UY(z,°)
est solution du probleme:

AU(t,-) = 0dansJ
OzU%t,-) = 0sur dJ\ ULy
L CkaﬁUo(t, ) + Tka = Osurly

@® Nous avons la condition de raccord de
Dirichlet

/F UO(t, ) = ul(t, 0)
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Probleme satisfait par la fonction UY

® En appelant 7 'opérateur de troncature T
defini sur le bord I'4, nous voyons que UY(z,°)
est solution du probleme:

AU(t,-) = 0dansJ
OzU%t,-) = 0sur dJ\ ULy
L ckc’?ﬁUO(t, ) + TkUO = Osurly

@® Nous avons la condition de raccord de
Dirichlet

/F UO(t, ) = ul(t, 0)

La fonction U°(t,*) est une fonction constante, et nous retrouvons la continuité de la
fonction u®au nceud du graphe.
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INSTITUT NATIONAL

Probleme satisfait par la fonction U! i | BIINRIA

® En appellant T 'opérateur de troncature 7'
defini sur le bord I'4, nous voyons que Ul(z,)
est solution du probleme:
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Probleme satisfait par la fonction U!

® En appellant T 'opérateur de troncature 7'
defini sur le bord I'4, nous voyons que Ul(z,)
est solution du probleme:

AU (t,-) = 0dans J
OzU(t, ) 0 sur 0J \ Ul

ouY

CkaﬁUl(t, ) —I—TkUl t, O) sur Iy

\ k Gar
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Probleme satisfait par la fonction U!

® En appellant T 'opérateur de troncature 7'
defini sur le bord I'4, nous voyons que Ul(z,)
est solution du probleme:

AU (t,-) = 0dans J
OzU(t, ) 0 sur 0J \ Ul

0
kO U (L, ) + TRU? -
\ 8Sk

(t O) Sur Fk

@® Nous avons la condition de raccord de

Dirichlet
0

[ V) = ekt 0) + o 5 0
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Probleme satisfait par la fonction U!

® En appellant T 'opérateur de troncature 7'
defini sur le bord I'4, nous voyons que Ul(z,)
est solution du probleme:

AU (t,-) = 0dans J
OzU(t, ) 0 sur 0J \ Ul

0
kDU (L, ) + TpU? -
\ aSk

(t O) Sur Fk

@® Nous avons la condition de raccord de
Dirichlet

/F U'(t, ) = ul(t, 0)+akg§: (,0)

La condition de compatibilité sur la fonction Ul(t,®) nous impose alors
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INSTITUT NATIONAL

Probleme satisfait par la fonction U! o

ET EN AUTOMATIQUE
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Probleme satisfait par la fonction U!

® Nous appelons P la matrice N-1xN définie par

-1 1 0
(0—11
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Probleme satisfait par la fonction U!

® Nous appelons P la matrice N-1xN définie par

(—1 I 0 ... O\

0 -1 1 0

0 0 -1 1 0
\ 0 ... ... 0 -1 1)

@® La relation de la proposition précédente peut se réécrire sous la forme

ouy) oul
Cl—— .. CN
aSk &Sk

(¢,0),.

= |

(t,O)]-[l,...,l]:O
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Probleme satisfait par la fonction U!

® Nous appelons P la matrice N-1xN définie par

(—1 I 0 ... O\

0 -1 1 0

\8...... 1?)

@® La relation de la proposition précédente peut se réécrire sous la forme

ouy) oul B
= [ 8sk(t’0) CNask (t,O)]-[l,...,l]_O
ous) ou®,

5’Sk £(t,0),...,cN Dor N (¢, 0)] vérifie:

® Nous en déduisons que le vecteur [61

ou®,
.y CN

&sk

ou,
.y CN

8sk

(t,0)| € (KerP)" = ImP”

,0)| = PT n(t),. .., yn s (0)
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Probleme satisfait par la fonction U!

® Nous appelons P la matrice N-1xN définie par

(—1 I 0 ... 0\

0 -1 1 0

\8...... 1?)

@® La relation de la proposition précédente peut se réécrire sous la forme

(‘Mk oul B
&sk (t70) y CN aSk (t,O)] [1771]_0

0u ou 0
aSk (t O) N 8Sk

=

N (¢, 0)] vérifie:

® Nous en déduisons que le vecteur [61

€ (KerP)" = ImP”

=P [n(t),. .., yv-1(t)]

® Nous allons nous servir de ce résultat pour décomposer la fonction Ul(z,*)
en decomposant la condition au bord satisfaite par Ul(z,?).
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INSTITUT NATIONAL

Probleme satisfait par la fonction U! o

ET EN AUTOMATIQUE

Nous introduisons alors une collection
de fonctions (W; € Hl(J))1<i<v-1 telles
que
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Probleme satisfait par la fonction U!

Nous introduisons alors une collection
de fonctions (W; € Hl(J))1<i<v-1 telles
que

AW 0 dans J
Oz W, 0 sur 0J \ Ul'g
cOzWi + T W, 0 sur 'y, k #£ {7,724+ 1}
c;0zW; + T;W; —1 sur I';
cii10W; + T;.1 W, +1 sur I';1 ¢

[wi = o
J
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Probleme satisfait par la fonction U!

Nous introduisons alors une collection
de fonctions (W; € Hl(J))1<i<v-1 telles
que

AW 0 dans J
Oz W, 0 sur 0J \ Ul'g
cOzWi + T W, 0 sur 'y, k #£ {7,724+ 1}
c;0zW; + T;W; —1 sur I';
cii10W; + T;.1 W, +1 sur I';1 ¢

[wi = o
J

La famille de problemes (W; € HI(J))
est bien définie dans H!(J).
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Probleme satisfait par la fonction U!

Nous introduisons alors une collection
de fonctions (W; € Hl(J))1<i<v-1 telles
que

AW 0 dans J
Oz W, 0 sur 0J \ Ul'g
cOzWi + T W, 0 sur 'y, k #£ {7,724+ 1}
c;0zW; + T;W; —1 sur I';
cii10zW, + T;x W, +1 sur I';1 ¢

0

La famille de problemes (W; € HI(J)) Nous avons
est bien définie dans H!(J).
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INSTITUT NATIONAL

Ecriture des conditions de saut st

ET EN AUTOMATIQUE
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Ecriture des conditions de saut

® Nous partons de la relation
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Ecriture des conditions de saut

® Nous partons de la relation
N-1
Ul(tv ) —
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Ecriture des conditions de saut

® Nous partons de la relation
N-1

1
[ v
Cit1 Jr,4,

@® |l est donc naturel d’introduire la matrice
K& 7%y, par

1 1
Kij=— wi-— [ W
Ci+1 JTj44 Cj Jr;
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Ecriture des conditions de saut

® Nous partons de la relation

1
[ v
Cit1 Jr,4,

@® |l est donc naturel d’introduire la matrice
K& 7%y, par

1
e
Ci+1 Jr,14

K est une matrice symetrique définie
positive.
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Ecriture des conditions de saut

® Nous partons de la relation
N-1

® Cette relation nous permet d’écrire alors

1 1 — 1 1
/ UL, ) — —/ Uty = 3 ) / W — —/ W,
Ci+1 JD; 4 Ci Jr; k—1 Ci+1 JI;4, Ci Jr;

@® |l est donc naturel d’introduire la matrice ® Nous rappe|ons la matrice P:

K &7 par ( -1 1 0

] 0 -1 1
/ W——/ W L
Ci+1 Jr, 4 . L,

K est une matrice symetrique définie
positive.
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Ecriture des conditions de saut

® Nous partons de la relation
N-1

® Cette relation nous permet d’écrire alors

1 1 — 1 1
/ UL, ) — —/ Uty = 3 ) / W — —/ W,
Ci+1 JD; 4 Ci Jr; k—1 Ci+1 JI;4, Ci Jr;

@® |l est donc naturel d’introduire la matrice ® Nous rappelons la matrice P:

K € %n.; par (—1 1 0 ... ... O\

] 0 -1 1 0
W——/W o
-1 1

0 0
\ 0 ... ... 0 -1 1)

. o o @® Nous définissons alors la matrice de saut
K est une matrice symetrique définie T E Wy par

POS|tlve. j _ PTK_lp
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Dernieres notations a introduire

® Nous deéfinissons la matrice A € 7y (matrice de moyenne) par

1

® Nous définissons la matrice C € %y (matrice de poids) par

(cl 0o ... ... O\

0 C9

f . eyo1 O
\O ]\E)l CN)
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Construction du modele avec Kirchhoff ameliore

M3 ® Nous paramétrons chaque segment

(CM,) par son abscisse curviligne s; (avec
s; = 0 au point C).
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M3 ® Nous paramétrons chaque segment

(CM,) par son abscisse curviligne s; (avec
s; = 0 au point C).

Sur le segment (CM;), nous introduisons
le point Ni(¢) d’abscisse curviligne €o;
(nous avons trace en pointilles bleus le
segment (CNi(€))).
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® Nous paramétrons chaque segment
(CM,) par son abscisse curviligne s; (avec
s; = 0 au point C).

Sur le segment (CM;), nous introduisons
le point Ni(¢) d’abscisse curviligne €o;
(nous avons trace en pointilles bleus le
segment (CNi(€))).

M;
® Nous résolvons alors le probleme suivant :
( 0*us

ot?

— Ang;: 0 dans R_|_ X (NfM@)
o

on

0 sur R+ X {MZ}
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M3 ® Nous paramétrons chaque segment

(CM,) par son abscisse curviligne s; (avec
s; = 0 au point C).

Sur le segment (CM;), nous introduisons
le point Vi(¢) d’abscisse curviligne £o;
(nous avons trace en pointilles bleus le
segment (CNi(€))).

M;
® Nous résolvons alors le probleme suivant :
( 0*us

ot?

— Ang;: 0 dans R_|_ X (NfM@)
o
on
€ 1 €

0 sur R+ X {MZ}
82
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INSTITUT NATIONAL

Comparaison entre K. standard et K. ameliore e

ET EN AUTOMATIQUE
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Comparaison entre K. standard et K. ameliore

® Nous rappelons ici la forme des conditions améliorées de Kirchhoff:

(%) Co;U°(t) = <1J+€A%) U= (t)

E
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Comparaison entre K. standard et K. ameliore

® Nous rappelons ici la forme des conditions améliorées de Kirchhoff:

(%) Co;U°(t) = <1j+€A%) U= (t)

E

® Nous multiplions (x) par ¢ et nous prenons la limite formelle lorsque é— 0,
ce qui nous donne en notant 1 = (1,1,...,1)":

JUH =0 = U%)=u"1)1
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Comparaison entre K. standard et K. ameliore

® Nous rappelons ici la forme des conditions améliorées de Kirchhoff:

(%) Co;U°(t) = <1j+€A%) U= (t)

E

Nous multiplions (x) par & et nous prenons la limite formelle lorsque e— 0,
ce qui nous donne en notant 1 = (1,1,...,1)":

JUH =0 = U%)=u"1)1

Nous multiplions (*) a gauche parl? et nous utilisons la relation 177 = 0
pour avoir:

2
(k) 17Co,U°(t) = 8]1T.A%U€(t)
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Comparaison entre K. standard et K. ameliore

® Nous rappelons ici la forme des conditions améliorées de Kirchhoff:

jeudi 25 novembre 2010

(%) Co;U°(t) = <1j+€A%) U= (t)

E

Nous multiplions (x) par & et nous prenons la limite formelle lorsque e— 0,
ce qui nous donne en notant 1 = (1,1,...,1)":

JUH =0 = U%)=u"1)1

Nous multiplions (*) a gauche parl? et nous utilisons la relation 177 = 0
pour avoir:
82
(k) 17Co.Uc(t) = 6]1TAﬁU€(t)

En prenant la limite formelle dans (*xx) lorsque ¢— 0, nous
avons 11CO,U°(t) = 0.
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INSTITUT NATIONAL

Estimations d’erreurs PN

ET EN AUTOMATIQUE

Pour &9 donné, nous définissons I'énergie
canonique sur le i*M® segment:

I 2 2
i O
E,fo(t,v):/ 8—:(15, s + 8—§(t,8’) ds’
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INSTITUT NATIONAL

Estimations d’erreurs e

ET EN AUTOMATIQUE

Pour &9 donné, nous définissons I'énergie
canonique sur le i*M® segment:

I 2 2
i O
E,fo(t,v):/ a—:(t, s + 8—§(t,8’) ds’

® Pour ¢ < &, nous définissons la fonction u;
comme lintégrale transverse normalisee
de la fonction u° sur le i*™ segment:

1

T (8, 55) = — / u* (£, x)dor(x)
xX-ti=s;

C; &
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INSTITUT NATIONAL

Estimations d’erreurs PN

ET EN AUTOMATIQUE

Pour &9 donné, nous définissons I'énergie
canonique sur le i*M® segment:

I 2 2
i O
E,fo(t,v):/ 8—:(15, s + 8—§(t,8’) ds’

® Pour ¢ < &, nous définissons la fonction u;
comme lintégrale transverse normalisee
de la fonction u° sur le i*™ segment:

1

T (8, 55) = — / u* (£, x)dor(x)
xX-ti=s;

C; &

Il existe une fonction C(¢) ne dépendant pas
de ¢ telle que, pour tout £<éy,

N
D &0 T —uf) | <O

1=1
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INSTITUT NATIONAL

Estimations d’erreurs PN

ET EN AUTOMATIQUE

Pour &9 donné, nous définissons I'énergie
canonique sur le i*M® segment:

L. 2 2
i 10 0,
550(75,@):/ a—:(t, )|+ 8—5(75,3’) ds’

® Pour ¢ < &, nous définissons la fonction u;
comme lintégrale transverse normalisee
de la fonction u° sur le i*™ segment:

1

C; &

T (8, 55) = — / u* (£, x)dor(x)
xX-ti=s;

Il existe une fonction C(¢) ne dépendant pas Il existe une fonction C’(¢) ne dépendant pas
de ¢ telle que, pour tout £<éy, de ¢ telle que, pour tout £<ey,

N N

Y CEC(t T — u) < C(t)e > E(tu — @) < C'(t)e?
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Adrien Semin

s RIINRIA

Nous rappelons ici le probleme satisfait
par la fonction W;, sous formulation
variationnelle:

Trouver W; € H'(J) telle que, VYV € H'(J),

1
VV+Z/ VW, = — V——/V
+1

Ci+1 r;
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Calcul des fonctions W;

® Nous rappelons ici le probleme satisfait
par la fonction W;, sous formulation
variationnelle:

Trouver W; € H'(J) telle que, VYV € H'(J),

N
1 1
/VWi-VV+Z/ VT W, = / V——/V
J —1 7Tk Cit1 JT; 14 Ci Jr,

® Nous appelons 'opérateur T la
troncature de 'opeéerateur T a P termes,
et nous resolvons a la place le probleme
suivant:

Trouver W € H'(J) telle que, VV € H'(J),

N
/VWiP-VV+Z/ VTEWE = L / V—l/V
J 17Tk Ci+1 JT; 14 Ci Jr,
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Nous rappelons ici le probleme satisfait
par la fonction W;, sous formulation
variationnelle:

Trouver W; € H'(J) telle que, VYV € H'(J),

1
/VW vv+2/ VWi = - / V——/
+1 JT

® Nous appelons 'opérateur T la
troncature de 'opeéerateur T a P termes,
et nous resolvons a la place le probleme
suivant:

Trouver W € H'(J) telle que, VV € H'(J),

N
1 1
/VW,L-P-VVJrZ/ VTEWE = / V——/V
J 17Tk Ci+1 JT; 14 Ci Jr,

lim ||WV; — WiPHHl(J) =0

P—oco
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® Nous reprenons la jonction ayant servi pour la premiére simulation
numerique.
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Calcul des fonctions W; oot

Nous reprenons la jonction ayant servi pour la premiere simulation
numerique.

Le calcul de W; est realise a 'aide d’un script FreeFem++ (http://
www.freefem.org/ff++/)

I3
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Calcul des fonctions W;

Nous reprenons la jonction ayant servi pour la premiere simulation
numerique.

Le calcul de W; est réalise a 'aide d’un script FreeFem++ (http://
www.freefem.org/ff++/)

| Calcul de la fonction W
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Calcul des fonctions W; e

Nous reprenons la jonction ayant servi pour la premiere simulation
numerique.

Le calcul de W; est réalise a 'aide d’un script FreeFem++ (http://
www.freefem.org/ff++/)

| Calcul de la fonction W»
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® Nous considérons une jonction de deux
fentes de méme épaisseur ¢ faisant un
angle de 20.
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® Nous considérons une jonction de deux
fentes de méme épaisseur ¢ faisant un
angle de 20.

La jonction canonique est une reunion
de deux triangles rectangles. Ce domaine
possede un axe de symetrie.
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Cas particulier d’'une jonction de deux fentes x| BIINRIA

® Nous considérons une jonction de deux
fentes de méme épaisseur ¢ faisant un
angle de 20.

La jonction canonique est une reunion
de deux triangles rectangles. Ce domaine
possede un axe de symetrie.

Les conditions ameélioréees de Kirchhoff
seront écrites en prenant
o;=02=0.5tan .
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@ Le nombre de jonctions est égal a 2,
nous avons un seul probleme de Laplace
a résoudre.
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Le nombre de jonctions est égal a 2,
nous avons un seul probleme de Laplace

a resoudre.

® Nous regardons le probleme suivant :

Trouver W* € H'(J?) telle que

( AW
VW . qn+ThiWwe
VW . n+ToWe

VW .1

WO{

Ja

0 dans J“
—1 sur I'y

1 sur I's

0 sur 8Jo‘ \ (Fl U FQ)

0
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Le nombre de jonctions est égal a 2,
nous avons un seul probleme de Laplace

a resoudre.

® Nous regardons le probleme suivant :

Trouver W* € H'(J?) telle que

( AW
VW . qn+ThiWwe
VW . n+ToWe

VW .1

w
Ja

0 dans J“
—1 sur I'y

1 sur I's

0 sur C?JO‘ \ (Fl U FQ)

0

@® Nous construisons alors la «matrice» K
de la maniere suivante :

K = K(o) =

W — %/
I'q
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