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CHAPITRE 1

Introduction générale

Cette thése dispose de deux parties indépendantes d’un point de vue conceptuel, qui correspondent
4 deux problémes de modélisation distincts, et que nous détaillons dans les deux sections ci-dessous.
Il est d’ailleurs important de garder ce point en téte pour pouvoir lire chaque partie de maniére
indépendante.

1.1 Reésolution dans des jonctions de fentes minces

1.1.1 Introduction du probléme

Lorsque nous voulons faire des simulations numériques d’équation d’ondes dans des domaines bi-
dimensionnels ou tridimensionnels ot une des dimensions est petite par rapport aux autres et ol nous
utilisons des maillages de Delaunay [Joe86], le cott de calcul est d’autant plus grand que le rapport
entre la plus grande dimension et la plus petite dimension est importante. De plus, nous pouvons
constater numériquement que le nombre de points de discrétisation pris est beaucoup trop important
au regard des phénoménes considérés. Une premiére simplification consisterait & dire que, puisque la
solution varie pas ou peu suivant les petites dimensions, nous imposons le fait que cette solution est
constante suivant les petites dimensions ; I'idée étant que nous ne discrétisons que suivant les directions
ou la solution varie, réduisant ainsi significativement le nombre de degrés de liberté et a fortiori le
temps de calcul de la solution.

Si nous considérons le probléme de Helmholtz sur un graphe bidimensionnel comportant un nombre
fini d’arétes, ot chaque aréte de ce graphe & une épaisseur constante et proportionnelle a e, € étant
notre petit parameétre, une idée tentante est de considérer le graphe limite monodimensionnel et de
poser le probléme de Helmholtz sur chaque aréte de ce graphe limite. Une question naturelle se pose
alors de savoir quelles sont les conditions que nous faisons intervenir sur les nceuds intérieurs du graphe.
Une premiére contribution en ce sens a été développé pour 1'étude des circuits électriques par Gustav
Kirchhoff en 1845 : au niveau de chaque nceud du circuit (correspondant & une connection d’au moins
trois fils), le potentiel est une grandeur continue, et la somme des intensités sortantes de ce noeud
est nulle. Cette loi de Kirchhoff se traduit pour ’équation de Helmholtz par : en chaque noceud M
d’un graphe, la solution u de notre probléme de Helmholtz est continue (i.e. la valeur de u ne dépend
pas du choix de I'aréte du graphe reliée au nceud M), et la somme des dérivées spatiales est nulle.
Bien que cette loi a été énormément utilisée (et sans étre limitée au probléme de Helmholtz - entre
autres, nous pouvons citer les travaux J.P. Roth sur le spectre du Laplacien sur un graphe [Rot84],
de B. Dekoninck et S. Nicaise sur les spectres de réseaux de poutres [DN98|, sans parler de toute
I'industrie du microprocesseur dont le fonctionnement repose essentiellement sur le comportement des
transistors et sur cette loi), sa justification mathématique semble étre trés récente et peut étre trouvée
d’une part dans les travaux de J. Rubinstein et M. Schatzmann [RS01a|, d’autre part dans les travaux
de P. Kuchment [Kuc02], bien que ces auteurs ne regardent pas le probléme de Helmholtz a proprement
parler. En étudiant les modeéles limites obtenus, nous pouvons constater qu’il existe une infinité non-
dénombrables de géométries bidimensionnelles qui admettent le méme graphe topologique limite. Nous
constatons également que le probléme limite obtenu ne voit que la topologie du graphe, et ne voit pas
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la géométrie du graphe. Une question assez naturelle est de savoir si nous pouvons définir un probléme
sur le graphe topologique limite qui prend mieux en compte la géométrie du graphe bidimensionnel,
avec une prise en compte dépendant de e.

Si nous regardons ce qui se passe numériquement pour la solution du probléme de Helmholtz sur le
graphe bidimensionnel, nous pouvons voir que fondamentalement le comportement de la solution va étre
monodimensionnel au niveau des arétes, et bidimensionnel au niveau des jonctions. Cette différence de
comportement nous incite fortement & utiliser des méthodes de développement pour dériver la solution.
En nous basant d’une part sur un article de P. Joly et S. Tordeux [JT06], et en constatant d’autre
part qu'un développement “naif” de la solution conduit & un probléme mal posé, nous utilisons la
méthode des développements asymptotiques raccordés pour dériver la solution. Cette méthode a été
initialement introduite dans les années 1970 pour analyser des phénoménes de couches frontiéres, et a
été développée de maniére quasi-indépendante (au sens ou le nombre de références croisées est assez
faible) par des écoles mathématiques qui ont un point de vue distinct :

e 1’école Brittanique dont les efforts se sont concentrés sur 'automatisation de 'obtention des déve-
loppements formels et des principes de raccord (nous pouvons citer par exemple le livre de M Van
Dyke [VD75] pour les outils basiques des développements asymptotiques raccordés),

e 1’école Russe qui s’est plus penchée sur les justifications rigoureuses des développements asymp-
totiques raccordés (nous pouvons citer entre autres les travaux de Kongrat’ev [Kon67| et de Il'in
[11'92])

La méthode des développements asymptotiques raccordés est une alternative intéressante & la méthode
multi-échelles, longtemps préférée par les mathématiciens (pour plus de précisions sur la méthode
multi-échelles, nous pouvons nous référer par exemples aux travaux de W. G. Magja, S. A. Nazarov et
A. B. Plameweski [MNP91a, MNP91b| ou a ceux de G. Vial [Via03|), en raison d’une justification plus
rigoureuse a priori de cette derniére méthode. Cependant, un travail récent de M. Dauge, S. Tordeux
et G. Vial [DTV06] montre que ces deux méthodes de développements asymptotiques sont strictement
équivalentes.

1.1.2 Plan de la premiére partie de la thése

Nous avons décomposé la premiére partie de la thése en trois chapitres. Les deux premiers chapitres
sont indépendant et ont la méme structure - nous détaillerons donc ici la structure du chapitre 2.

e Dans la section 2.1, nous introduisons le probléme modéle que nous considérons, et nous donnons
les résultats connus sur le probléme limite. Nous pouvons voir en particulier quelles informations
sur la géométrie du probléme exact sont occultées si nous ne considérons que le probléme limite.

e Dans la section 2.2, nous écrivons les développements asymptotiques formels de la solution, et nous
déterminons quelles sont les équations satisfaites par les différentes termes du développement. Il
s’agit d’une étape extrémement calculatoire, durant laquelle aucune justification sur l’existence
des termes du développement n’est apportée.

e Dans la section 2.3, nous démontrons a posteriori ’existence et 'unicité de chaque terme du déve-
loppement asymptotique, et le fait que la troncature du développement asymptotique nous donne
une fonction qui est de plus en plus proche de la solution exacte & mesure que nous considérons
de plus en plus de termes.

e La section 2.4 dérive des sections précédentes. Nous y montrons comment, & partir de la connais-
sances des premiers termes du développement asymptotique, nous pouvons construire un probléme
posé sur la méme géométrie que le probléme limite et qui permet de mieux prendre en comptes les
informations sur la géométrie du probléme exact.
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Le chapitre 3 est une complexification du chapitre 2 suivant deux points indépendants, mais que nous
avons choisi de traiter simultanément :

e nous ne considérons non plus ici une jonction de deux fentes minces de méme épaisseur, mais
une jonction de N fentes d’épaisseurs quelconques - nous considérons toutefois que ces épaisseurs
restent proportionnelles & notre paramétre €,

e nous considérons le probléme d’onde en régime transitoire. Le fait de se placer en régime transitoire
apporte des difficultés supplémentaires concernant la justification des termes du développement
asymptotique raccordé et sur les estimations d’erreur, et n’a été rendu possible a priori parce
que le probléme que nous construisons sur la géométrie limite ne dépend que de w (dans le cas
des travaux de S. Tordeux [Tor04| ou de X. Claeys [Cla08], les développements asymptotiques
font intervenir des termes en In(w)), ce qui rend beaucoup plus difficile I’étude du probléme en
temporel.

Le chapitre 4 est une compilation des résultats numériques associés aux chapitres 2 et 3.1. Ce chapitre
a comme structure la structure suivante.

e Dans la section 4.1, nous détaillons la résolution numériques de problémes de Laplace avec condi-
tions non-standardes intervenant a la fois dans le chapitre 2 et dans le chapitre 3.1. Nous montrons
comment nous pouvons discrétiser ces problémes en utilisant des éléments finis standard (que nous
pouvons trouver par exemple dans le livre de P. G. Ciarlet [Cia02]), et nous montrons les implé-
mentations numériques effectuées avec différents langages (MATLAB pour des raisons historiques,
puis FREEFEM+-+ pour améliorer la vitesse de calcul a précision donnée et pour pouvoir faire des
extensions en trois dimensions).

e Dans la section 4.2, nous donnons des résultats numériques associés au modéle développé dans la
section 2.4, et nous donnons des résultats aussi bien qualitatifs que quantitatifs.

e Dans la section 4.3, nous donnons des résultats numériques associés & un modéle se trouvant a mi-
chemin entre les chapitres 2 et 3.1, i.e. la version temporelle du modéle de la section 2.4 obtenue en
remplacant —iomega par une dérivée par rapport au temps. Nous donnons également des résultats
qualitatifs et quantitatifs.

e Enfin, dans la section 4.4, nous donnons des résultats numériques associés au modéle développé
dans la section 3.4, et nous donnons des résultats aussi bien qualitatifs que quantitatifs.

1.2 Reésolution dans des domaines fractals

1.2.1 Introduction du probléme

La question qui est & la base de la seconde partie de la thése est : que se passe-t-il si le nombre
d’arétes dans le graphe bidimensionnel que nous considérons dans la premiére partie n’est pas fini,
mais reste dénombrable? Si le volume de la géométrie que nous considérons est fini, et si le nombre
d’arétes que nous considérons est infini, il est évident que la longueur moyenne aussi va tendre vers
0, donc méme si nous utilisons I'approximation 1D de la solution avec les lois de Kirchhoff classique
en chaque noeud intérieur du graphe, nous ne pouvons pas calculer numériquement la solution sur le
graphe entier.

Nous regardons le graphe infini comme la limite d’une suite de graphes finis lorsque le nombre
d’arétes pris en compte tend vers I'infini. Nous pouvons trouver principalement deux types de configu-
ration.
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e Les arétes que nous rajoutant se trouve dans le volume déterminé par les arétes précédentes.
L’exemple le plus connu de configuration est le triangle de Sierpinski, sur lequel un grand nombre
de références bibliographiques peut étre trouvées (a titre d’exemple, nous pouvons regarder [SW04,
BSUO08|). Nous pouvons aussi trouver des résultats concernant le tétraeédre de Sierpinski.

e Le graphe infini que nous considérons posséde une structure d’arbre (nous nous interdisons donc les
boucles, contrairement a ce qui pouvait se passer dans le triangle de Sierpinski), avec une origine.
Nous considérons alors qu’une aréte appartient & la génération n, avec n € N, si il faut exactement
n arétes (autres que celle-ci) pour rejoindre l'origine. Nous appellerons réseau p-adique, ou arbre
p-adique, tout arbre tel que la génération 0 de 'arbre ne contienne qu’une aréte et tel que toute
aréte de la génération n de I'arbre soit reliée & exactement p arétes de la génération n—+ 1, pour tout
n € N. L’exemple concret le plus connu dans la littérature est le poumon (vu comme un réseau
2-adique, nous pouvons trouver des informations beaucoup plus précises quant aux paramétres
géométriques dans les travaux de E. R. Weibel [Wei63|) que nous considérons comme étant la
troncature a 23 générations d’un arbre infini (cette hypothése peut aussi étre retrouvée dans les

travaux de B. Maury, D. Salort et C. Vannier [MSV09)])

Il existe également des résultats de Y. Achdou, C. Sabot et N. Tchou [AST06, AST07, AT07]
concernant des résultats sur I’étude du probléme de Laplace et de Helmholtz dans le cas d’une géométrie
fractale bidimensionnelle qui peut étre décrite par un arbre 2-adique, mais pour un cas particulier
seulement de géomeétrie.

1.2.2 Plan de la seconde partie de la thése

Nous avons comme finalité de traiter le probléme de propagation d’onde en régime temporel sur un
réseau p-adique. Afin de pouvoir étudier le probléme en régime temporel, nous étudions dans un premier
temps le probléme en régime harmonique. Un argument de scalabilité nous donne qu’a fréquence fixée,
plus nous allons loin dans le réseau p-adique, plus les longueurs sont censées étre petites, et plus la
fréquence sera vue comme étant basse. Il est donc intéressant d’étudier le probléme de Laplace dans
un premier temps, puis de considérer le probléme de Helmholtz comme une perturbation que nous
espérons compacte du probléme de Laplace. Le plan de la seconde partie est donné comme par le plan
suivant.

e Dans le chapitre 5, nous introduisons une famille particuliére de réseaux p-adiques auto-similaires.
Nous introduisons les problémes de Laplace avec condition de “Neumann” et de “Dirichlet” a
I'infini de 'arbre. Nous introduisons dans la section 5.2 les espaces fonctionnels adaptés a I’étude
du probléme de Laplace, et nous donnons dans la section 5.3 la densité des fonctions & support
compact (au sens du nombre de générations du réseau sur lesquelles les fonctions sont non-nulles).
Nous donnons quelques résultats implicites concernant la compacité, puis nous explicitons ces
résultats en résolvant le probléme de Laplace. Enfin, nous définissons dans la section 5.4 une
notion de trace a l'infini de 'arbre.

e Dans le chapitre 6, nous étendons les résultats a la résolution du probléme de Helmholtz. Nous
donnons d’abord dans la section 6.1 des résultats de compacité sur les espaces fonctionnels que nous
avions introduits dans le chapitre 5. Dans la section 6.2, nous montrons comment nous pouvons
restreindre résolution du probléme de Helmholtz & un nombre fini de générations modulo I’écriture
d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann dépendant de la fréquence. Enfin, dans la section 6.3, nous
montrons des résultats numériques sur 'opérateur DtN que nous construisons.

e Dans le chapitre 7, nous nous basons sur le fait que, sur les générations lointaines du réseau,
les données sont surtout des données basses fréquences, afin de pouvoir construire une version
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approchée de l'opérateur DtN construit dans la section 6.2 et qui est implémentable en temps.
Nous montrons d’abord le caractére bien posé dans la section 7.1, Nous montrons ensuite dans la
section 7.2 des résultats numériques associés au probléme posé dans la section 6.2.
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CHAPITRE 2
Probléme de Helmholtz dans une jonction
de 2 fentes minces

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme de Helmholtz, posé sur un domaine singulier dont une des
tailles est petite devant la longueur d’onde (section 2.1). Nous montrons que nous pouvons construire
un développement régulier de la solution de ce probléme, et que le développement que nous construisons
est une bonne approximation (sections 2.2 et 2.3). Enfin, nous montrons qu’il existe un probléme de
Helmholtz sur un domaine plus simple dont la solution a le méme développement que la solution du
probléme initial, jusqu’a un certain ordre du développement (section 2.4).
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2.1 Modélisation du probléme

Dans cette section, nous introduisons la géométrie de notre probléme modeéle (section 2.1.1), et
nous donnons quelques résultats sur le probléme limite (section 2.1.2).

2.1.1 Géométrie du domaine et probléme considéré

Nous considérons un domaine composé d'une réunion de deux fentes (voir la figure 2.1). Plus
précisément, nous considérons comme domaine la réunion de deux rectangles fins de longueur respective
L_ et Ly et de largeur ¢, et d'une zone de jonction J. Une caractéristique géométrique de ce domaine
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est 'angle 2« formé entre les deux fentes minces. Vis-a-vis de I'analyse asymptotique, nous considérons
en fait une famille de domaines 2, o € varie (dans un premier temps, nous garderons le paramétre
a fixé). Nous faisons ici le choix délibéré (ce choix a une influence sur I'analyse asymptotique) de
garder un des bords du domaine ()}, fixé, plus précisément la réunion des deux segments S_ et S} qui
s’intersectent au coin entrant de la zone de jonction. Analytiquement, nous avons

Q=02 UQT U Jg (2.1.1)
ouJ, =¢ ja ol ja est la jonction normalisée donnée par la figure 2.2, et
c={xeR?/0<tx -t¥ <Ly, —e<x-n" <0}

t~ = (1,0, n_=(0,1)"
tT = (cos(2a),sin(2a))’,n" = (—sin(2a), cos(2a))*

(0,0)
E+
Y _| 7 (sin(2ar), — cos(2a))
2 Ja ’
= X
I ' (0,—1) (tan(a), —1)
FIGURE 2.1 — Configuration du domaine €2, FIGURE 2.2 — Interface normalisée ja

Remarque 2.1.1. 1l est possible de prendre d’autres formes pour la jonction normalisée ja. Nous verrons
dans la section 2.4 sur quels paramétres intervient la forme de la jonction.

Sur ce domaine, nous considérons le probléme suivant : trouver u® € HY(Q; C) tel que

—AuF — W = f° dans QF
a £
81:1 —wu® = 0 surI'g (2.1.2)
ou®

o 0 sur 0Q \ (I UTY)

oit n dénote le vecteur unitaire normal extérieur a 9§25, et f¢ € L2(5, C) telle que
e le support de la fonction f¢ est disjoint d'un voisinage de la jonction J&,

e sur chaque fente 0%, il existe une fonction £ € L2(S_ U S, ) telle que
fo(x) = f(x-t%), pour x € Q5

Remarque 2.1.2. La seconde ligne du systéme (2.1.2) décrit le fait que la fonction inconnue v vérifie la
condition de radiation de Sommerfield. Le lecteur peut voir par exemple [KG89| pour plus de détails.
Ici, nous utilisons une approximation & ’ordre 1 de la condition de radiation, mais qui suffit pour notre
analyse asymptotique.
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Au systéeme (2.1.2), nous associons une formulation variationnelle de la maniére suivante : nous
multiplions la premiére ligne par e~! fois une fonction test v € H'(92%;C), et nous utilisons une
intégration par parties sur le terme en —Awu® v. Nous obtenons

1 1
- (Vs - Vo — w2u€v) - Z—w/ uv = — fev (2.1.3)

Il est judicieux de diviser par € pour avoir, lorsque nous prenons la fonction test v = 1, le membre
de droite de (2.1.3) indépendant de e.

Notation 2.1.3. Nous appellerons a®(u®, v) la formulation bilinéaire symétrique associée au membre de
gauche de I’équation (2.1.3) et ¢(v) le membre de droite.

Sur chacun des trois domaines (2, J5 et €25), nous définissons les changements de variable carté-
siens suivants :

e le changement de variable Z° : Q_ =] — L_,0[x] — 1,0[— Q° et qui & tout couple (3,0) € Q_
associe

=°(8,0) =8t +evn” (2.1.4)

2
+
|
=)
h
+
RaS
|
\'P—‘
=
o)
_l’_(“)
@
-+
Q
=
o,
—+
o
=
-+
Q
o
o
=3
@)
—~
\EIJ>
A
~—
m
)
+
&
»n
»n
o
Q,
@)

e le changement de variable =5 : Q
=5(8,0) =38tT +evnt (2.1.5)
e le changement de variable Z : :]:1 — JE, et quiaxe ja associe
E5(X) =eXx (2.1.6)
et nous notons le domaine canonique ainsi constitué !
Qu=0_UQ,UJ,

Nous appelons également =° la transformation affine par morceaux qui fait passer du domaine ﬁa au
domaine (2, et telle que

sur ()

EF =< EL sur ﬁJr (2.1.7)

2y sur J,
Pour finir, nous appellons 'y = (2¢)71T'%.

Remarque 2.1.4. En utilisant ces changements de variable, il est alors naturel de paramétrer S_ et S
par leur abscisse curviligne 8, avec § = 0 au point de jonction. De plus, dans le cas ott v € H!(Q4) ne
dépend pas de la variable transverse 7, nous pouvons voir (avec quelques abus de notations) que

Il ss) = Iy,

1. en alignant les axes des domaines QS et Q.
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2.1.2 Le probléme 1D limite

Les résultats de cette section peuvent étre vus comme un cas analogue aux résultats sur les réseaux
de fentes minces que nous pouvons trouver par exemple dans les travaux de Jacob Rubinstein et
Michelle Schatzman [RS01a, RS01b| ou encore dans les travaux de Peter Kuchment [Kuc02]. Ici, nous
montrons que d’une part le probléme (2.1.2) est bien posé, et d’autre part que la solution de ce probléme
converge en un sens que l’on précisera vers la solution u” d’un probléme posé sur S_ U S..

Proposition 2.1.5. A ¢ et w fizés, le probleme (2.1.2) admet une unique solution.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que le cadre de Lax-Milgram ne s’applique pas (nous ne
pouvons pas démontrer la coercivité). Nous allons utiliser I'alternative de Fredholm. Soit 'opérateur
compact TS qui a f € L2(Q%, C) associe u € H' (2, C) solution du probléme

—Au+u = f dans

— —wu = 0 surI'y (2.1.8)
— = 0 sur0Q; \ (M2 ure)

Il est facile de voir en utilisant le théoréme de Lax-Milgram que ce probléme est bien posé. Nous
réécrivons alors la premiére ligne de (2.1.2) sous la forme

—AUF 41 — (WP + Duf = f°

Nous avons donc
—AUF 4 uf = f° 4 (WP + Dl

Par définition de 'opérateur 7}, nous avons
ut =T (f° + (w? + 1) uf)

ce qui nous donne
(I — (W + 1) TE)u® =T f¢ (2.1.9)
Le probléme de départ (2.1.2) revient, d’aprés 'égalité (2.1.9), a inverser I'opérateur I — (w?+1) 7.
D’apres l'alternative de Fredholm (dont la démonstration peut par exemple étre trouvée dans [Ram01]),
démontrer la bijectivité de cet opérateur revient & démontrer 'injectivité. Il suffit alors de démontrer
que les valeurs propres de 'opérateur 7 ne sont pas réelles. Supposons par I’absurde que cet opérateur
a une valeur propre réelle A et un vecteur propre associé¢ U. En utilisant la définition de T donnée par

(2.1.8), nous avons

—AU+U = AU dans Q

ou
— —wU =0 surI'y (2.1.10)

on
8_U
on

En multipliant par U la premiére ligne de (2.1.10), et en faisant une intégration par parties, nous avons

= 0 suroQ \ (I'2uIs)

IVUII2 (s, 0) + (1 = ) 1UI2(s,¢) + 2w [Ul7s =0 (2.1.11)

En prenant la partie imaginaire de (2.1.11), nous avons U nul sur I',.. En utilisant la seconde ligne de
(2.1.10), nous avons également la dérivée normale de U nulle sur I'S.. Nous obtenons alors U nul sur
2, ce qui contredit le fait que U est un vecteur propre.



2.1. Modélisation du probléme 13

Puisque w? + 1 est réel et que opérateur T n’admet aucune valeur propre réelle, nous avons
Iinjectivité de lopérateur I — (w? + 1)T¢, donc la bijectivité, donc le probléeme (2.1.2) admet une
unique solution. O

Nous voulons maintenant connaitre le comportement de u® par rapport & . En regardant la géo-
métrie du domaine, nous voyons clairement que lorsque € tend vers 0, le domaine €, tend vers la
réunion des deux segments S_ et Sy. L’intuition nous dit que dans ce cas-1a, la fonction u® tend vers
une fonction définie sur S_ U S,.

A ¢ fixé, il est facile de voir que les espaces H! (€, C) et H (€, C) sont équivalents. Nous allons
donc travailler avec I'espace Hl(ﬁa,C). En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, il existe
une unique forme linéaire A° : H! (€, C) — H({, C) telle que

a*(uo (%) Hwo (B9 = (Au0)pg, ¢ Vv €H (Q,C) (2.1.12)

Nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant, qui nous assure un résultat de stabilité

inconditionnel par rapport a € :

Lemme 2.1.6. Il existe C indépendant de € tel que HAEUHHI(QQ,(C) >C HUHHI(QQ,C)

Démonstration. Par contradiction, si le lemme 2.1.6, il existe une suite de fonctions

<v€ € Hl(ﬁa, (C)) . telle que
£

N

||”€||H1(§a,<C) =1 et ;g% ”AEU&HHI(QQ,C) =0 (2.1.13)

Puisque la suite v° est bornée dans H! (ﬁa, C), quitte & extraire une sous-suite prés par compacité, nous
pouvons supposer que la suite v° converge faiblement dans Hl(ﬁa, C) et fortement dans Lz(ﬁa, C) vers
une fonction v°. Nous utilisons alors la représentation de Riesz donnée par (2.1.12) en prenant u = v°
et v = v¢, nous obtenons

1 1N 112 1 1112
EHV(”%(:E) 1)HL2(93,<C) - gHvso(ze) 1HL2(93,<C)

c i (2.1.14)
=e\—1 e .
+ = Hve ° (29 HL%F;,(C) + (AEUEWE)Hl(Qa,C)

Nous appliquons le changement de variable =° défini par (2.1.7) pour se ramener au domaine ﬁa.
L’égalité (2.1.14) devient alors :

|

2 2 2 —
— w2 HU&HLQ(ﬁi,(C) + €w2 ”UEHLQ(fa,C) —+ 2w HU&HLQ(fi,C) + (Aava’UE)Hl(ﬁa,C)

ov® 2

05

2 1 H@v6

1 cn2
20 +2 IV ITe 70

L@ < L2(04,0) (2.1.15)

Le membre de droite de I'égalité (2.1.15) est uniformément borné par une constante C' quand ¢ tend
vers 0 : en effet, nous avons

° HU&HLQ(ﬁi,C) < HveHLQ(ﬁa’C) et HvsHLQ(ij) < HveHLQ(ﬁa’C) de maniére évidente,

. ||v‘5||fi csC HUEHLQ(Q c) en utilisant un théoréme de trace classique, dont la preuve peut par
exemple étre trouvée dans [Bre83|,

. (AEUE,F)Hl@a’C) < HA%EHHl(Qa,C) HUEHHl(ﬁmC) en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz,
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et nous utilisons I’hypothése (2.1.13) pour majorer chacun de ces termes. Nous en déduisons que le

membre de gauche de (2.1.15) est également uniformément borné par C' quand e tend vers 0. La

0

convergence faible de v vers v” nous donne alors immédiatement que

oY
- =||V2° = =0
5 ) g, = 17 s
et nous avons méme
tim || 22 lim || Vof|| 0 (2.1.16)
im = lim ||Vv - = L
e—0 819 1,2 (ﬁi’c) e—0 LQ(JO"(C)

Il est alors naturel d’introduire ’espace Hllim(ﬁa, C) dans lequel vit la solution v :

H}. (Q4,C) = {v € H'(Qy, C) tel que v(3,7) = v(8) dans Q4 et v(X) = v(0) dans ja} (2.1.17)

Une fois ce résultat obtenu, on utilise la définition de la convergence faible de v° vers v" dans H* (@a, C):
pour toute fonction w € H! (€, C), nous avons

(Ue,w)Hl(ﬁa,C) — (vo’w)Hl(ﬁaAC) quand € — 0 (2.1.18)

Prenons ¢ fixé et prenons des fonctions tests w = A% ®, avec ® € H!(Qq,C). La relation (2.1.18)
devient alors, en utilisant la symétrie de la forme bilinéaire a

(A%'0°, ) — (A0, D) quand € — 0 (2.1.19)

H!(Q4,C) H!(Q4,C)

1

Maintenant considérons des fonctions tests ® € H;; (€24, C). Nous pouvons alors aisément voir que le

produit scalaire (A%'v°, q))Hl(ﬁa ¢y e dépend pas du choix de €', en réutilisant (2.1.12) et en remar-
quant que les parties e’-dépendantes sont annulées par le choix de ®. En utilisant alors une extraction
diagonale et I'hypothése (2.1.13), nous obtenons

a®(°,®) =0

qui n’est autre que

Ly 00
/_L (%—g(g)%(g) —w200(§)¢(§)d§> —wv(L)®(Ly) —w(—L_)®(=L_) =0  (2.1.20)

Nous en déduisons v” = 0 en calculant explicitement la solution de (2.1.20), et
. e
il_)I%HU HLQ(QQ) 0 (2.1.21)

Pour finir, en prenant la partie réelle de (2.1.15), et en utilisant des inégalités triviales, nous avons

v |® 2 2
; <A+ e @, 0 T 1A @, 0 1Vl @ (2.1.22)
H 95 |20 0) L?(Qa,C) H!(Qa,C) H!(Q4,C)
En utilisant (2.1.13) et (2.1.21), nous obtenons
&
lim || 2 =0 (2.1.23)
=0 93 |2 @y )

Finalement, en mettant bout a bout (2.1.16), (2.1.21) et (2.1.23), nous avons que HUEHHl(ﬁa oy — 0, ce
qui contredit I'hypothése Hv5||H1(§a o =1
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Proposition 2.1.7. Dans cette proposition, nous gardons uniquement w fixé. Lorsque € tend vers 0,
la solution u® du probléme (2.1.2), lorsque ¢ tend vers 0, satisfait les propriétés suivantes :

£

e u® o =5 tendent vers des fonctions u(i € Hl(ﬁi, C) ne dépendant pas de la variable U,

£

e uf o =5 tend vers la constante u(0),

e si nous appellons u® la fonction définie sur] — L_, L[ par

O — {uo_(é), §<0

ul(8), §>0

—Au® —w?u® = f dans|—L_,L[

90 (2.1.24)
i(,<§) —wu(8) = 0 pours=—L_ ous=L,

Démonstration. Nous utilisons tout d’abord le résultat de stabilité donné par le lemme 2.1.6. En
regardant plus en détail la démonstration du lemme de stabilité, nous pouvons remarquer que les

=

dérivées de u® o Z1 par rapport a et le gradient de u® o =5 tendent vers 0 lorsque € tend vers 0, et
le fait que la solution limite appartienne a Hllim(Qa, C) garantit la continuité au niveau de la jonction.
Pour obtenir le systéme satisfait par u°, nous prenons la formulation variationnelle (2.1.3) en utilisant

des fonctions tests ® o (2°)~!, ot ® € H. (€, C). Nous obtenons alors

lim
Ly o0 O Ly
/ (L(é) ~(3) —w2v0(§)<1>(§)d,§> — (L) B(£Ls) = / £(5)®(3)d3
—L_ 08 05 I
qui n’est autre que la formulation variationnelle associée a (2.1.24). O

Un résultat immeédiat (et a priori surprenant) est que le probléme limite (2.1.24) ne voit pas la
géométrie de la jonction : en particulier, ce probléme ne dépend pas de a! Physiquement celd signifie
que, si nous prenons f a support compact dans S_, I'onde incidente émise pour § < 0 ne produit aucune
réflexion lorsqu’elle atteint la jonction & § = 0. Pour € > 0, 'existence d’une onde réfléchie est attendue,
et nous pouvons nous attendre & avoir 'amplitude de cette onde réfléchie grandir avec la valeur de ce
paramétre «. La question que nous pouvons nous poser, et & laquelle nous allons apporter une réponse
dans ce chapitre, est : existe-t-il un “modéle 1D amélioré” dont la solution serait une approximation
plus précise de la solution exacte que u°, et permettrait en particulier d’observer une onde réfléchie ?

2.2 Développements asymptotiques formels

2.2.1 Pourquoi utiliser des développements asymptotiques raccordés ou multi-
échelles ?

Une idée intuitive qui viendrait est : nous utilisons une hypothése de développement naive de la
solution sur chacune des fentes ﬁi, et une autre hypothése de développement naive de la solution
sur la jonction ja. Nous montrons alors qu’en essayant de construire les termes du développement, on
aboutit & une contradiction.
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2.2.1.1 Hypothése d’écriture de la solution et généralités

Hypothése 2.2.1. Il existe des familles de fonctions (u¥ ,uk  UR)pen € H'(Q_,C) x HY(Q,,C) x
Hl(J ,C) indépendantes de ¢ telles que

ufoZ" = Zeu +o(e dans Q_ (2.2.1-(7))
keN

u o= = ZE u++0 dans Qg (2.2.1-(2))
keN

woZ5 = > U +0(e*) dans J, (2.2.1-(iii))

keN

En injectant les différentes hypothéses d’écritures (2.2.1-(i)), (2.2.1-(ii)) et (2.2.1-(i77)) dans la
premiére ligne du probléme (2.1.2), nous obtenons les équations suivantes :

Lol 10%l [92ub 9Pl 5 .
IRETY 8 952 + Ze 92 + 952 +wik | = —f dans Q_ (2.2.2-(4))
keN i
1 9%uY 10%u! _82u 2yl t2 | ~ y
) 619; + - (919; + Z&?k 8§2+ + ER 2 +w?uk | = —f dans Q4 (2.2.2-(4i))
keN L .
Lo, Lo k k42 |, 277k] (i
SAUY 4 AU+ Y e [AU +w?UY = 0 dans J, (2.2.2-(ii))
€ € = ]
avec les conditions de Neumann suivantes :
ouk . . .
VEkeN, 9 = 0, pour —L_<s§<0etv={-10}, (2.2.3-(1))
ouk . . .
VEkeN, 5 0, pour 0<§<Lyetv={-10}, (2.2.3-(4i))
v
VEeN, o = 0, sur 0Jy\ (X, UX)); (2.2.3-(117))

auxquelles nous rajoutons les conditions d’onde sortante en § = +L4 et les conditions suivantes de
continuité des traces sur ¥, dues au fait que la fonction u® est une fonction appartenant a H' (9%, C) :

U = uf swr ©EVEkeN (2.2.4-(i))
0
%L = 0 sur %F (2.2.4-(ii))
n
k+1 o k
a(gn - 5‘: sur SEVEeEN (2.2.4-(iii))

Les conditions (2.2.3, 2.2.4) ont été écrites en utilisant le fait que les fonctions intervenant dans
I’hypothése de développement 2.2.1 ne dépendent pas de ¢.

2.2.1.2 Ecriture du terme limite u°

L’intégration du terme en e~2 de (2.2.2-(7)) suivant 7, associée a la condition de Neumann (2.2.3-(4))

0

ou® ~ . . . ~ -
pour k£ = 0 donne % = 0 a § fixé, donc u” est une fonction ne dépendant que de §. En intégrant
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maintenant le terme en €% de (2.2.2-(4)), en utilisant la condition de Neumann (2.2.3-(7)) pour k = 2 et
en utilisant le fait que u® est une fonction indépendante pas de la variable #, nous obtenons 1’équation
1D suivante

0?0

052

+w?u? = —f pour §<0
De la méme maniére, u&{ est une fonction qui ne dépend pas de la variable © et satisfait

0%u”
W;_ —l—wQu(jr =—f pour §>0

Pour le terme de jonction U, le terme en 72 de (2.2.2-(iii)) associé¢ aux conditions de Neumann
(2.2.3-(41i), 2.2.4-(44)) nous donne que U° € H'(J,,C) est solution du probléme

AU = 0 dans ja

ou°

i 0 sur &Ta

Le théoréme de Lax-Milgram nous donne alors U? constante sur ja. En utilisant alors les conditions
de raccord de Dirichlet (2.2.4-(7)), nous obtenons

u? (0) = 4% (0)

Enfin, le terme en e~ de (2.2.2-(441)) associé & la condition de Neumann (2.2.3-(447)) et aux conditions
de raccord (2.2.4-(iii)) pour k = 0 nous donne que U' € H!(J,,C) est solution du probléme

AU' = 0 dans ja

out oul)
S = £5(0) sur N7 (2.2.5)
aU'!

= 0 sur afa\(z(;uzj;)

La condition de compatibilité pour le systéme (2.2.5) est

1
AUt = o
T 07, On
ce qui nous donne
ou? ou
—(0) = —==(0 2.2.6
5= (0) = 5= (0) (226)

Finalement, il est facile d’observer que u" est la méme fonction (au changement de variable prés) que
la solution du probléme limite (2.1.24).

2.2.1.3 Contradiction sur I’écriture du terme u!

0

En tentant d’écrire le terme u”, nous avons di utiliser une information sur le probléme (2.2.5)

satisfait par la fonction de jonction U'. Mais d’autre part, & cause des conditions de raccord (2.2.4-(i)),
0

. . ou?.
nous avons U! constante sur ¥=. Comme nous pouvons raisonnablement pas imposer -5 (0) =0, et
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o " .. . ou® .
en utilisant la condition de continuité (2.2.6), nous pouvons écrire U! = %(O)W, ot W est solution

du probléme suivant :
AW = 0 dans ja

%—W = +1 sur %F

" (2.2.7)
W _ 0 sur 9.\ (S, ush)

on “ ¢ ¢

W est constant sur X5
Proposition 2.2.2. Le probléme (2.2.7) est mal posé.

Démonstration. Appelons ¥0 I'axe donné par X + tan(a)Y = 0 (cet axe est I'axe de symétrie de la

figure 2.2 page 10). Nous allons chercher une solution W du probléme (2.2.7) qui est & moyenne nulle
7 0

o, Dous pouvons voir que la fonction W o Zy; est aussi a

sur J,. Si on appelle Zx; la symétrie d’axe X
moyenne nulle et est solution du probléme suivant :

(AWOEZ = 0 dans ja

W 0 Es = F1 sur %I
on
au/@% = (0 sur 53\(1 \ (T, ush)

W o Eyx est constant sur Y=

Nous obtenons alors W o Zy; = —W, donc la fonction W est antisymétrique par rapport a 0. En
particulier, les traces de W sur 3, et ¥ sont constantes opposées. Or, le fait que W soit constante
sur X7 et 7 et le fait que W soit une fonction Hl(ja, C) imposent que ces traces soient égales. Nous
en déduisons alors W = 0 sur . W est alors solution du probléme

AW = 0 dans ja
W =0 sur Eéf

ow

i 0 sur afa\(z(;uzj;)

En utilisant de nouveau le théoréme de Lax-Milgram, nous en déduisons W = 0, ce qui est incompatible
avec la seconde ligne de (2.2.7).

Maintenant, si il existe une solution W de (2.2.7) qui ne soit pas & moyenne nulle, nous posons

WzW—(/Aach?) </Aad§<>_1

W est alors une fonction & moyenne nulle qui satisfait (2.2.7), donc ne peut pas exister, donc W non
plus. O

La conclusion de cette section est que nous ne pouvons pas coller brutalement une fonction 1D a
une fonction 2D. Nous devons faire un raccord “1D-2D” : c’est 'objectif des sections suivantes.
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2.2.2 Deécomposition de domaines avec recouvrement
2.2.2.1 Deécoupage géométriques

Dans la suite, nous notons C la classe des fonctions continues positives de la variable ¢ > 0 qui
tendent vers 0 quand e — 0, mais moins rapidement que ¢|In(¢)| (un exemple typique est la fonction
e &P avec B < 1) :

v(e)

C= {ap :RY = R tel que lir% p(e) =0et lim I = +oo} (2.2.8)
E—

e—0 gl In(e

Etant donné ¢ € C, nous définissons les deux fentes par

Qu(e)={x€Q /ple) <£tx-t* <Ly, —e<x-n* <0} (c0q) (2.2.9)
et la zone de jonction par
Jole) =y U U {x € /0< +x-tF <2p(c), e <x-n* <0} (D> Js) (2.2.10)
+

de telle sorte que nous ayons toujours QF, = Q_(g) U Q4 (e) U Jo(e) avec deux zones de recouvrement
(voir figure 2.3) :

Or(e) = {x € / pe) < £x-t* < 2p(¢), —e < x-n* < 0} (2.2.11)

FIGURE 2.3 — Configuration des zones de recouvrement O () (en grisé)

2.2.2.2 Changements de variables

De la méme maniére que dans la section 2.1.1, nous introduisons les changements de variables
donnés par (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6) :

e les domaines normalisés de fentes O () = (25) 7! Qx(¢) donnés par
0.(e) =]~ L, —p(e)[x] ~ 1,0, B4(e) =lp(e), Lo [x] — 1,0] (2.2.12)

Notons que les domaines ﬁi(&?) grandissent quand ¢ diminue et convergent vers les domaines @i
lorsque € tend vers 0.

e le domaine normalisé de jonction J,(g) donné par
Ja(e) = (E5)7" Jal(e) (2.2.13)

grandit également lorsque € diminue, et tend, quand e tend vers 0, vers le domaine non borné fgo
donné par (cf. figure 2.4) :

~

J* =J,UB_UB, (2.2.14)

a
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FIGURE 2.4 — Configuration des fentes semi-infinies By (en grisé)

2.2.3 Développements asymptotiques et équations basiques

Nous formulons ici notre ansatz pour les développements asymptotiques qui consistent, dans chaque
zone aprés scaling, a développer u° en puissance de (sw). En d’autres mots :

Hypothése 2.2.3. Il existe des familles de fonctions (u*,u®,U¥)pen € HY(Q_,C) x HY(Qy,C) x
HL (J$°,C) indépendantes de € telles que

utoEL = Z(Ew)kui—ko((aw)w) dans Q. (e) (2.2.15-(7))
keN

utoZ5 = Z(ew)kUk+o((ew)°°) dans  Jy(c) (2.2.15-(47))
keN

Il reste a obtenir les équations qui permettront de déterminer les fonctions uft et UF. Pour les
fonctions uX, nous substituons formellement (2.2.15-(7)) dans I’équation de Helmholtz 2D (2.1.2) une
fois le changement de variable (Z5.)~! effectué, et nous identifions les termes avec la méme puissance
de e (d’aprés 'hypothése 2.2.3, les termes du développement ne dépendent pas de €). Nous obtenons
assez simplement

0%l O%ul Pk, O*ult?

_ _ 2
a2z~ e T g T e

= —0pof, keN (2.2.16)
ol 00 vaut 1 si k = 0, et 0 sinon ; et nous obtenons les conditions de bord “latérales” suivantes

ouk.
o

. ouk .
(8,-1) = 5 (5,0)0=0, +£8>0, keN (2.2.17)

Nous pouvons déja donner un résultat partiel sur les familles de fonctions (Ui)keN :

Proposition 2.2.4. Soit (u®,uf )zen € H(Q_,C) xHY(Q, C) satisfaisant (2.2.16) et (2.2.17) ; alors

uk (3,0) = uk(8), +£5€)0,+Ly], »€]-1,0, keN (2.2.18-(4))
0%k
———E(8) — Wk (8) = Sof, +8€)0,+Ly], keN (2.2.18-(i4))

Remarque 2.2.5. Cette proposition nous dit qu’au lieu de définir (v, uf )ren € Hl(ﬁ_, C) x Hl((ALr, C),

on peut trés bien définir (u*, uk ey € HY(S_,C) x HY(S4,C) comme étant des fonctions 1D.

Démonstration de la proposition 2.2.4. Nous allons démontrer simultanément les points (2.2.18-(i)) et
(2.2.18-(71)) par récurrence sur k € N. En fait, pour £ = 0,1, les deux premiéres équations de (2.2.16)
combinées avec les conditions de bord (2.2.17) montrent que u. et u} sont indépendantes de 2. Ensuite,
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en intégrant la troisiéme équation de (2.2.16) pour k = 0 (respectivement pour k = 1) par rapport a
v (de —1 a 0), et en utilisant les conditions de bord (2.2.17) pour k = 2 (respectivement pour k = 3),
nous voyons que ul. (respectivement ul) satisfait (2.2.18-(i)).

Supposons que (2.2.18) soit vérifiée jusqu’'a k = p. Alors en prenant (2.2.16) pour k = p — 1 avec
les conditions de bord (2.2.17) pour k = p + 1, et en utilisant le fait que uf_fl satisfasse (2.2.18-(ii)),
nous obtenons que u{’tﬂ est une fonction indépendante de ©. Puis, en intégrant la troisiéme équation
de (2.2.16) pour k = p + 1 et en utilisant les conditions de bord (2.2.17) pour k = p + 3, nous voyons

que vl satisfait (2.2.18-(ii)). O

De plus, en injectant ce développement dans les conditions écrites aux bords I'S du probléme
(2.1.2), nous en déduisons

ouk i aui
53 (—=L_)+wu’(—L_) =0, 53

(Ly) —wuk (Ly) =0 (2.2.19)

Pour obtenir les équations pour les termes U*, nous substituons formellement le développement
(2.2.15-(ii)) dans I'équation de Helmholtz 2D (2.1.2), nous effectuons le changement de variable (25)71,
et nous identifions les termes avec la méme puissance de £. Nous voyons alors que la famille des fonctions
UF satisfait des équations de Laplace emboitées

AUY=0, AU'=0, AU*+U"2=0, k>2 dansJ> (2.2.20)

avec les conditions de Neumann suivantes

k A~
out _ 0, sur 0J;°, keN (2.2.21)
on

Remarque 2.2.6. Dans tout ce qui va suivre, nous adopterons la convention que toutes les quantitées
super-indexées par k (comme ui, Uk, ...) sont nulles pour les valeurs négatives de k. Cette notation
sera utile pour simplifier plusieurs formules. Par exemple avec cette convention la derniére équation de
(2.2.20) est également valide pour k =0 et k = 1.

2.2.4 Conditions de raccord

Nous ne pouvons pas encore caractériser entiérement les familles (ui, UR)ren : il nous manque
des conditions en § = 0 pour les fonctions u’jc et des conditions a infini pour les fonctions U,
Ces conditions, qui seront données par les conditions de raccord, vont coupler les fonctions u’_ﬁc et les
fonctions U*. Pour écrire ces conditions de raccord, il est utile de connaitre la forme des fonctions U*
dans les deux fentes semi-infinies Ei : c’est 'objectif de la prochaine section.

2.2.4.1 Ecriture modale des solutions des équations de Laplace emboitées

Dans B, nous utilisons les coordonnées locales (3,7) = (X - t*,X - n™) de telle maniére que

Xe By <« (£30)€)0,400[x] —1,0] (2.2.22)
Considérons (U)o € Hlloc(éi, C) solution des équations de Laplace emboitées suivantes
0 _ 1 _ k42 prk 5 UL .
AU =0, AUy =0, AUI™+4+Uy =0, dans By, 5 = 0, pour v ={-1,0}, keN
v

(2.2.23)
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Dans la section suivante, les résultats de cette section seront appliquées aux restrictions des fonctions
U* sur les domaines Bz, oit UF sont les coefficients du développement (2.2.15-(ii)).

Le comportement des fonctions UF dans les deux fentes semi-infinies By est facilement décrit
en utilisant la séparation de variables dans les coordonnées (§,7). Cette séparation de variables fait
introduire naturellement la base de fonctions w,, défine par

wo(P) =1, wy(P) = V2cos(prd), p=1 (2.2.24)

Cette base de fonctions est une base de fonctions propres du Laplacien 1D (en ) adaptée aux conditions
de Neumann en 7 = {—1,0} : il existe des fonctions Ui,p ne dépendant que de $ telles que

0
UL (5,0) = UL, (Slwy(0) avec UL (5) = / Uk (3, 0)wy(9)dv (2.2.25)
peEN -1

Si nous substituons formellement (2.2.25) dans (2.2.23), nous avons

o*Uk 277k -

Vke{0,1}, VpeN, 5% L — (pm)°UL, = 0 (2.2.26-(4))
62U:]E,p 277k k—2 -

Vk>2 VpeN, 552 (pm)°UL,+UL,; =0 (2.2.26-(11))

La résolution de (2.2.26) est un exercice simple mais fastidieux de résolution d’équations différentielles
ordinaires. Dans ce qui va suivre, nous allons reproduire quelques résultats de [JT06] et [JSO8|, que
nous présentons de maniére plus adaptée a notre cas de figure. En regardant ce qui se passe pour k = 0
ou k =1, il est assez naturel d’introduire les changements de fonctions inconnues

UL ,(3,0) = exp(prs)VE (5,0) et UL (5,0) = exp(—pms)WE (5,0)

nous obtenons les systémes d’équations suivantes (avec la convention de la remarque 2.2.6) :

OVEy 2 Ve, 2vE 4+VE?2 =0, keN N 2.2.27-(i
932 + PT—5s —(pm)" Vi, + Vi, = 0, elN,pe (2.2.27-(1))
PwWE oWy,

o~ T — (pr)*WE,+WE 2 =0, keN, peN (2.2.27-(ii))

Nous allons maintenant chercher des solutions polynomiales de (2.2.27) que nous appellerons c’_fgp et
d’_ﬁgp, qui seront définies par récurrence sur k et qui seront identiquement nulles pour k impair (nous
faisons ce choix car la forme des équations (2.2.27) nous suggeére le méme type de comportement pour
V2 et V2L,

e La valeur p = 0 est une valeur particuliére, puisque les deux équations (2.2.27-(7)) et (2.2.27-(i1))
sont les mémes. Pour £ = 0,1, nous avons

Cio(é) =18, c;,o(g) =0, d0i70(§) =1, di’0(§) =0 (2.2.28)

et pour k > 2, nous avons

9%k, B ock
8§2, - _01:7:7027 C:I:,O(O) - 8§7 (0) - 07
o5 ’ (2.2.29)
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Il est facile de voir, pour k pair, que les solutions de (2.2.29) sont (nous retrouvons les monoémes
du développement de Taylor de la fonction § — exp(25)) :

&\2m-+1 2\2m
2m (ZS) 2m (ZS)
= — di'y = ~———=+ 2.2.30
=0T Gm £0 7 2m)!” (2:2:30)
e Pour p > 1, nous partons de
A8 =1, ci, (85=0  dl,8) =1 di,(8=0, p=1 (2.2.31)
Puis, pour k > 2, (cfbp, dfbp) est définie comme étant la solution polynoémiale de
0%ck ack
= 2pm P _ —cl_j“:Q, cli (0) =0,
0352 95 P P
o2k ok (2.2.32)
di di 2 i
P F 2p7TWAp = _d:I;p s d:l:,p(o) = 0,

082
Notons la différence entre les deux lignes de (2.2.32)

Proposition 2.2.7. Soit (c’_j“'c7p,d’jc7p)p>17k€N une famille de polynomes satisfaisant (2.2.51, 2.2.32);
alors

1. Cette famille est bien définie et est unique,
: cft% et di’ﬁ, sont de degré m,

2
3. ci%“ et di’gfl sont identiquement nulles,
4

. nous avons les relations suiwantes reliant ¢, et df , :
k(& k a k a
dy ,(8) = ci ,(=3) = dz ,(—3) (2.2.33)
5. nous avons les relations suivantes reliant dip et d’;l :
Eo/a —k gk A
di ,(8) = p~"dL 1 (p3) (2.2.34)

Démonstration. Nous avons 5 points & démontrer. Nous allons démontrer simultanément les trois
premiers points, en étudiant le noyau de I'opérateur différentiel

9%u ou
952 =25

(2.2.35)

et en montrant qu’il existe un unique solution polynomiale de degré m + 1 a I’équation différentielle

0?u ou ..
%2 + 27Tpa§ =s", u(0)=0 (2.2.36)

En regardant le noyau de (2.2.35), nous voyons qu’il existe deux constantes (a,b) € C telles que
u(8) = aexp(F2pm8) + b (2.2.37)

En particulier, si nous cherchons une fonction polynémiale qui soit dans le noyau, cette fonction est
constante. De ce constat, si nous appellons u et v deux solutions polynémiales de (2.2.36), alors u — v
est polynomiale, appartient au noyau de 'opérateur (2.2.35), et est nulle en § = 0. Nous en déduisons
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u—v = 0, donc si le probléme (2.2.36) a une solution, elle est unique. Nous allons maintenant exhiber
cette solution : soit ¢/’ , une fonction polynomiale de la forme

m+1
l
Fo= ali s (2.2.38)
=1

ot ay € C. En injectant (2.2.38) dans (2.2.36), nous obtenons

—

e
(1+1) <(l + 2)af+27i7m + 2p7raf+17i7m> s+ 2pmay, g g s" =8 (2.2.39)
=0

En indentifiant les coefficients de (2.2.39), nous obtenons

» 1
U1, 2m = i%
2.2.40
(I + 1)a§’+1 + ( )
. = L HLEM oy
l,+,m 2p7T ’
Pour les deux derniers points, nous utilisons la forme des coefficients trouvés dans (2.2.40). O

Une fois ces familles de polynémes construites, nous construisons les familles de fonctions c’i o d’i »

de B4 dans C de la maniére suivante :

Clj:,p(ga 19) = exp(:l:pwé)cft’p(é)wp(ﬁ),

k

(2.2.41)
di ,(5,0) = exp(Fpmd)di ,(8)w, (D),

qui constituent des familles particuliéres de solutions des équations de Laplace embarquées suivantes
VpeN, VkeN, Ack =-ci? di =-di? dans By (2.2.42)

avec des conditions de Neumann homogénes en v = {—1,0}.

Remarque 2.2.8. Nous pouvons voir que pour p > 1, la famille des fonctions ¢ est exponentiellement
croissante que § — oo, alors que la famille des fonctions d4 est exponentiellement décroissante que
§ — £o00. Cette propriété sera utilisée lors de I’écriture des conditions de raccord.

Le lemme suivant explique alors que la famille de fonctions introduite ci-dessus est suffisante pour
décrire le comportement des fonctions Ui :

Lemme 2.2.9 (Lemme fondamental de développement des UF). Soit {U% € H! (By), k € N} une

loc
famille de fonctions satisfaisant (2.2.23), il existe alors deux suites de nombres complexes (’Yi,p)(p,k)ew

et (5:kt,p)(p,k)eN2 telles que

k
Uh = >3 (kg en, + ok azr,)  (dans Hi(Bu)) (2.2.43)

Démonstration. Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur k. Tout d’abord, nous pouvons
remarquer que le résultat est vrai pour £ = 0 et pour & = 1 (les fonctions harmoniques dans By
qui satisfont les conditions de Neumann homogénes en 7 = {—1,0} sont combinaisons linéaires des
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fonctions chO et d(j]:,o)- Supposons que nous ayons construit les familles ’yﬁw et 53:,;; pour p € N et
I < k — 1. Introduisons alors (nous rappelons que par convention, clip = dli,p =0):

k
U = 3 Y (e, + s ) = % (e, + ok ar,)

m=1peN m=2 peN

Nous obtenons alors (nous utilisons successivement (2.2.42) et le changement d’indice m — m — 2) :

k
APt = SN (dh Az, + ot Aar,)

m=2 peN
— m—2
- ZZ(M oLy’ + ok dg?)

m=2 peN

k—2

k—2—m k— 2 k—2

- ZZ(VLP iy + 0L, Iyp) = —U:

m=0 peN

La fonction Ui — Ui’* étant donc harmonique sur B4, nous savons donc qu’il existe deux suites de
nombres complexes, que nous choisissons d’appeler respectivement (’Yi,p)peN et (5i€|:,p)p€N telles que

k k, k 0 k 0
Ui —UL" = Z (Vi,p Cip + 0Ly divp)
peEN

et la preuve est compléte. ]

Nous pouvons formaliser les résultats du lemme 2.2.9 en introduisant les espaces vectoriels

VF(Bi) = vect {(c],.dT,), peN, m<k},  V(Bi)=|]JV(Bs) (2.2.44)
et les formes linéaires Uy € V(BL) — NI, (Ux) € Cet Uy € V(By) — DI ,(Us) € C telles que

YUy € VE(By), Z 3 ( "(Us) P+ DE T Us) ) (2.2.45)
m=0peN

Dans ce qui va suivre, la valeur m = 0 jouera un roéle particulier et c’est pourquoi nous notons
YUy € V(By), NipUs) =N Us), DipUs) =D ,Us) (2.2.46)
Avec ces notations, le lemme 2.2.9 peut étre réinterprété de la maniére suivante :
Corollaire 2.2.10. Soit {Uk ¢ Hlloc(éi), k € N} une famille de fonctions satisfaisant (2.2.23), alors
UL € V¥(By) et NI,(UY) = Nep(UE™), DE,(UE) = Do, (UE™) (2.2.47)
et nous avons comme conséquence

k
UL = 373 (Mep@E™) €y + Day(UET™) d,)  (dans Ho(Be)) (2.2.48)
m=0 peN
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Nous pouvons donner une définition plus explicite des opérateurs N o et Dy o, qui peuvent étre
réinterprétés comme des opérateurs de trace “moyenne” de Neumann ou de Dirichlet en § = 0.

Lemme 2.2.11.

5 0 0 ou
YUy € V(Bs), DioUs) :/ U(0,0)dD,  Nio(Us) = - a: (0,9)di (2.2.49)
—1 —1
Démonstration. En intégrant (2.2.45) par rapport & ©, nous avons
k
VUi € VN(By), / Us(3,0)dD = > ( " (Us) ¢To(8) + DM Us) AT (5 )) (2.2.50)

m=0

Pour § = 0, cette égalité donne la premiére relation de (2.2.49), grace a (2.2.28), (2.2.30) et (2.2.46).
Pour la seconde relation de (2.2.49), nous dérivons d’abord (2.2.50) par rapport a § et prenons § = 0,
et nous utilisons de nouveau (2.2.28), (2.2.30) et (2.2.46). O

k
De plus, pour les fonctions qui appartiennent au noyau des formes linéaires N7 p bour p > 1, nous
avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.12. Soit Vo(Bx) := {4 € V(B+) /¥Vp> 1,V keN NE,U) =0}, Alors

VUL € VO(Bj: D:I:p / Z/{j: O v wp )dA (2.2.51)

Démonstration. La preuve de ce lemme est similaire & la preuve du lemme 2.2.11, excepté que nous
multiplions d’abord (2.2.45) par w, avant d’intégrer par rapport a . Nous utilisons également (2.2.31)
t (2.2.32), et le fait que Uy € Vo(By). O

2.2.4.2 Dérivation des conditions de raccord

Pour dériver les conditions de raccord, nous écrivons simplement que les deux développements
(2.2.15-(7)), (2.2.15-(77)) doivent coincider (au moins formellement) dans les zones de recouvrement
(2.2.11), i.e. en notant U} la restriction de U* & la fente semi-infinie By :

> (ew) UL (3/e,0/e) + o((ew)™) = Y (ew) uli (3, 0/e) + o((ew)™), dans O(e)  (22.52)

keN keN

Nous notons respectivement £ et R le membre de gauche et le membre de droite de (2.2.52). Nous allons
commencer par R qui est le plus simple a écrire : puisque dans la zone de recouvrement, +3§ < 2¢(¢)
et ¢(e) — 0 quand € — 0 (premiére des deux conditions limites sur ¢ donné par (2.2.8)), nous allons

utiliser un développement de Taylor en § = 0 pour chaque fonction ui :

=3 Y (ew) m 10"l (0) + o (ew)™) (2.2.53)

m' 0sm
keNmeN

Pour £, nous utilisons les développements (2.2.48) du corollaire 2.2.10, et nous obtenons, en utilisant

k
le fait que Z Z = Z Z au moins formellement :

keNm=0 meNk>m

= 3T S ) (Nap(UE™) € (5/e,0/2) + Dy (UE™) Al (5/2,0/2) ) + ol (=) )

peENmMeNk>=m
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Puisque pour p > 1, les fonctions d 1, sont exponentiellement décroissantes a l'infini et puisque nous
avons §/e = p(e)/e, avec In(e) = o(p(e)/e) (seconde limite de (2.2.8)), les termes correspondants dans
la somme précédente peuvent étre “mis dans” le terme o((ew)*®). Pour les termes restants de la somme,
nous distinguons les termes pour p = 0, pour lesquels nous pouvons utiliser les formules données par
(2.2.30), des termes correspondant a p > 1 (qui sont exponentiellement croissants a l'infini) :

Z Z (a,u)k./\/' (ka2m’) (ZS/E 2m + Z Z a,u k 2m’) (Zé/E)Qm,
S 2m/ +1)! (2m/)!

m’eN k>2m/ m/eN k>2m/

k k— A N
+ D> D> (ew)t Nap(UET™) e (3/e,0/) + of (ew)™)
p=1m=20k>m
Nous faisons maintenant les changements d’indices & — k + 2m’/ + 1 pour la premiére somme et
k — k + 2m’ pour la seconde somme, et nous obtenons :
m’+1

WS ws 2m
Z Z ew k+1) ((2% + Z Z ew D:I:(Uj:) %

m’'eN k>—1 m’€N k>0 (2.2.54)

DD D (W) Nep(UE™) e, (3/2,0/e) + ol (ew))
p=1m=0k>m
Finalement, Iidentification formelle des deux expressions (2.2.53) et (2.2.54) dans les zones de recou-
vrement O4 (¢) comme étant des fonctions de €, § et  nous donne les conditions de raccord.
Tout d’abord, pour p > 1, aprés avoir multiplié (2.2.53) et (2.2.54) par wy () et intégré suivant o,
nous avons

> (ew)t Nep(UE™) ¢ (3/2, /) exp(E£pms/e) =0

m=0 k>m

La proposition 2.2.7 implique que les fonctions ci’ﬁ; sont linéairement indépendantes et nous en dédui-

i)

sons que Ny (U = 0 pour tout m’ > 0 et pour tout k& > 0, i.e. :

NipUE) =0, p=1, k=0 (2.2.55)

qui exprime 'absence de termes exponentiellement croissants. Nous pouvons voir que (2.2.55) se réécrit
sous la forme suivante

U* a une croissance au plus polynoémiale a l'infini dans jgo (2.2.56)

Ensuite, il revient d’identifier les termes en puissance de § et de ¢ des deux développements. L’iden-
tification de ces termes en puissance de ((ew))*5™, en distinguant les valeurs paires et impaires de m
nous donne
2m/ k Qm/ul_jc 2m/+1 k 9m Hluk /
(w)*™ D1 o(UL) = W(O), (w) Nio(UF) = W(O), m =20, k=0

En utilisant le fait que chaque fonction uft est solution d’une équation de Helmholtz 1D, nous avons

1 9Pk i
T N9 Aoy U
()2 §§2m +
et en utilisant le lemme 2.2.11, nous obtenons les conditions de raccord de “Dirichlet” et de “Neumann”

qui sont
0

(D) u’;(o):/ Uk(0,0)dp, keN
(2.2.57)
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2.3 Justification des développements formels et estimations d’erreurs

Dans cette section, notre but est de prouver que les fonctions (u’i , uﬁ, Uk) sont définies de maniére

unique, et qu’il existe une fonction approchée construite a partir de ces développements qui différe de
la solution exacte d’une erreur étant une puissance de (ew) qui croit avec l'ordre de I’approximation
que nous considérons.

2.3.1 Existence et unicité des développements formels

Notre but est de montrer que les équations (2.2.18, 2.2.19, 2.2.20, 2.2.21) associées aux conditions
de raccord (2.2.57) et de croissance (2.2.55) définissent une famille unique

{(h b, U*) € B (@) x B () x HL(J2), keN|

Pour atteindre notre but, nous allons d’abord formuler un probléme équivalent au probléme (2.2.20,
2.2.21) mais posé sur la jonction canonique ja. Cette formulation équivalente sera de plus utile pour les
simulations numériques, qui seront détaillées dans le chapitre 4. Nous montrerons ensuite 'existence
et l'unicité des termes du développement.

2.3.1.1 Restriction 4 un domaine borné pour les fonctions U”

Notre but ici est de trouver une famille emboitée de problémes posés sur ja dont la solution est la
restriction des fontions U au domaine ja. Pour atteindre ce but, nous allons utiliser le développement
modal des fonctions U* donné par (2.2.48) afin d’écrire des opérateurs Dirichlet-to-Neumann sur les
interfaces & (voir figure 2.5).

(0,0)
Ya
Y - 7. (sin(2ar), — cos(2a))
X
0,—1) (tan(ar), —1)

FIGURE 2.5 — Rappel de 'interface normalisée ja

En utilisant (2.2.48), (2.2.49), (2.2.51) et (2.2.55), nous pouvons écrire, en séparant les termes
m = 0 (qui font intervenir U¥) des autres termes :

K 1| ffouk L O ki v e | 0
Ul = i (0,0)di | e g +I§\] g UL (0,0)wp(D)di| dy ,
2.3.1
1w [ [0 Uk & o i
P2 | [ |, + XY [[ ot rooue] a,
m=1 LY~ m=1peN =

+

o, nous remarquons en utilisant

Pour écrire la trace de UF et de sa dérivée normale sur l'interface ¥
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(2.2.30) que
8c(i 0 od
ag (’I/)— 9 88 (Oa )_ (232)
oct odr -
) ~ — _ —Y -~ — >
9% (0,7) 2% (0,0)=0, m=>1

De plus, nous déduisons de (2.2.31), (2.2.32) et de la proposition 2.2.7 I'existence de complexes J;",
p=1 m e N tels que

0 (d7. ex TS5
2y ;(:‘:p ) (0) = £4," avec de plus 52 = —pr et 512,7”“ =0 (2.3.3)
H
et nous en déduisons immédiatement
6d$p . " A
a—g’(O,u) =46, wp(v), p=1, meN (2.3.4)

En utilisant alors (2.3.2) et (2.3.4), la relation (2.3.1) devient

ég@”:[A%W”Wi =S| [ 00,y w0

peN

(2.3.5)

iZZWU (0.5 | 9

m=1 peN

Il est alors naturel d’introduire les opérateurs non-locaux Dirichlet-to-Neumann 7y, dont les pro-
1 1
priétés sont données dans l'annexe A.1, définis de H2(] — 1,0]) dans H™2(] — 1,0[) (ou on identifie
¥Fa]—1,0) par

T: H2(]-1,0) — H2(]—1,0])

. -+ 1= 3 ([ e@uear)

peEN*

(2.3.6)

Finalement, en utilisant ces opérateurs et les conditions de raccord de Neumann (2.2.57-(N)), nous
voyons que

B}
5ot T UF = +— ! “i Z Z om [ / Uk=m(o, ﬁ’)wp(ﬁ’)dﬁ’] wy(¥) sur T (2.3.7)
n

m=1 p=1

Finalement, nous obtenons un probléme équivalent au probléme (2.2.18, 2.2.19, 2.2.20, 2.2.21, 2.2.57)
en remplagant (2.2.57-(N)) par la condition DtN (2.3.7). Le théoréme suivant donne un cadre plus
précis.

Théoréme 2.3.1. Soit {(u Juk UR) e Hl(Q ) X Hl((ALr) X Hlloc(JOO) ke N} solution de (2.2.18,

2.2.19, 2.2.20, 2.2.21) avec les conditions de raccord (2.2.57) et de croissance (2.2.55). Alors
{(ulf,u’fr, UFy e HY(Q) x HY(Qy) x HY(J,), ke N}

est solution de (2.2.18, 2.2.19), (2.2.20, 2.2.21)5 , (2.2.57(D)) et (2.5.7), o (2.2.20, 2.2.21)5 désigne
la, restriction de (2.2.20, 2.2.21) respectivement & Jo et OJg N afgo
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Inversement, si {(uli,uﬁ,Uk) e HY(Q_) x HY(Qy) x HY(J,), ke N} est solution de (2.2.18,
2.2.19), (2.2.20, 2.2.21)5 , (2.2.57-(D)) et (2.3.7), alors en étendant U* auz domaines By via (2.3.1),

{(a uf U¥) € B (@) x H' () x HL, (), k €N}

est solution de (2.2.18, 2.2.19, 2.2.20, 2.2.21, 2.2.57, 2.2.55).

Démonstration. La partie directe a déja été prouvée (nous avons construit (2.3.7) dans ce but). Nous
devons démontrer la partie réciproque. Soit {(u’i, uk ,Uk) € HY(QO_) x H'(Q) x H'(J.), ke N} est

solution de (2.2.18, 2.2.19), (2.2.20, 2.2.21) 7 , (2.2.57-(D)) et (2.3.7), et étendons U* aux domaines B
via (2.3.1). La condition de croissance (2.2.55) est automatiquement vérifice. Nous avons trois autres
points a démontrer :

1. U e HL (T,
2. U* est solution de (2.2.20, 2.2.21),
3. la condition (2.2.57) est satisfaite.

1. Ce point est le plus facile & démontrer, puisque nous avons construit le développement (2.3.1)
dans le but de satisfaire la continuité des traces en Y=

2. Ce point est également facile & démontrer. Nous savons que (2.2.20, 2.2.21) est satisfaite sur

X ((9ja N ang) Il nous reste simplement & démonter que ce point est égalament vrai sur

By x <6§i N afgo ) . Nous allons utiliser une démonstration similaire (pour ne pas dire identique)

a la démonstration du lemme fondamental 2.2.9. Nous partons de (2.3.1) :

k 0 k—m
1 oU. | ym
Ui:;Z[/l (3i§ (0, dV]Ci0+ZZ[/ "0, 0)wy(P)dr | A,
m=0 L/~ m=0 peN

Nous appliquons l'opérateur A sur cette équation, nous utilisons (2.2.42) et en utilisant une
réindexation, nous obtenons

AUE = Uh—2
Pour la condition de Neumann, nous utilisons (2.2.41) et le fait que chaque fonction w, satisfait
elle-méme la condition de Neumann en v = {—1,0}.

3. Ce point est le plus délicat & démontrer. Nous partons de (2.3.1) et nous pouvons écrire facilement
(2.3.5). Cette relation peut étre réécrite sous la forme

U | potrk — aUk o)di + ZZam / UE=m(0, 8/ Yoy (/)di? | wy(7)  sur B
a’I’L + 1 = ) p p «
(2.3.8)
Or, (2.3.6) doit étre satisfaite. La différence entre (2.3.6) et (2.3.8) nous donne (2.2.57-(N)). O

2.3.1.2 Lemmes auxiliaires

L’existence et 'unicité de nos familles de fonctions vont étre démontrées par récurrence sur k.
D’apres le théoréme 2.3.1, il suffit de considérer le probléeme (2.2.18, 2.2.19), (2.2.20, 2.2.21) 7 , (2.2.57-
(D)) et (2.3.7). Afin de pouvoir identifier clairement le processus de récurrence, il est utile de reformuler
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ce probléme d’une maniére plus découplée (nous sous-entendons entre uft et U*, pour une valeur de k
donnée), qui sera également utile d’un point de vue numeérique.

Afin de pouvoir découpler ces problémes, 'idée est de considérer d’abord (2.3.7) comme une condi-
tion de bord pour UF, afin de formuler un probléme de transmission pour les fonctions u’jc Cest
pourquoi nous allons utiliser les deux lemmes techniques suivants :

Lemme 2.3.2. Soit ® € L2(J,) et g+ € H_%(Ei) Il existe une unique fonction U € HY(J,) a une
constante additive pres telle que

AU = &, dans To

ou
n +TuU = gr surXi (2.3.9)
oU -~ _
gy = 0 surdJa\ (o uxy)
si et seulement si la condition de compatibilité suivante est satisfaite
(9—Dy- + (g4 D+ = /f P (2.3.10)

ol (-,)s— est le crochet de dualité <H_%(E;),H%(E;)>.

Démonstration. La preuve d’existence et d’unicité & une constante additive prés se fait en utilisant
le théoréme de Lax-Milgram. Pour régler le probléme de l'unicité, nous cherchons une solution du

probléme (2.3.9) dans 'espace
V= {v € H'(Ja), /A V= o}
J.

En multipliant la premiére ligne de (2.3.9) par une fonction test v € V et en faisant une intégration
par parties, nous avons

R VUVV+/ VTU+/+VT+U = {g-, Vg + (g4, V)t —/A oV (2.3.11)
Ja 3o Za

e

Puisque ja est un ouvert dont la frontiére est C! par morceaux, les applications trace de Hl(ja) dans
1
H2(X2) sont continues (voir [Bre83| pour plus de détails).
e Pour démontrer la continuité de la forme bilinéaire associée a (2.3.11), le terme en VUVV est
majoré par le produit des normes H' de U et V et utilisant Cauchy-Schwartz, et nous utilisons le
1 1
fait que I'opérateur T est continu de H2(XF) dans H™2(X1) (la preuve de ce résultat est donnée
dans la proposition A.1.3)
e Pour démontrer la coercivité de cette forme bilinéaire, nous utilisons 'inégalité de Poincaré-
Wirtinger (la preuve de cette inégalité peut étre également trouvée dans [Bre83|) pour avoir

[ IvvE s ik,

et nous utilisons le fait que 7' est un opérateur positif (la démonstration est donnée dans la
proposition A.1.4).
La condition de compatibilité (2.3.10) s’obtient en prenant la fonction test V' = 1 dans (2.3.11), et
en utilisant le fait que 'opérateur 1" est un opérateur symétrique dont le noyau contient les fonctions
constantes (ce résultat se trouve également dans l’annexe A.1). O
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Corollaire 2.3.3. Soit W, l'unique solution a moyenne nulle du probléeme suivant

AW, = 0 dans fa

MW +TuW, = +1 surX:
on
OW,, ~ _
o, = 0 sur Ja \ (5 UEY)

et soit U une solution du probleme (2.3.9). Alors

/ - / U= / 9 Wa + / 9 Wa — / W, (2.3.12)
=¥ o Iy S Ja

Démonstration. La fonction W, est définie de maniére unique grace au lemme 2.3.2 que nous venons
juste de démontrer. Pour démontrer (2.3.12), nous multiplions la premiére ligne de (2.3.9) par W, et
nous intégrons sur ja. En utilisant la formule de Green deux fois, et en utilisant le fait que la fonction
W, est harmonique, nous avons

Z/ <8W“U—8—UWQ> :—/ OW,
T »E on on 7o

En utilisant les conditions de bord sur E(f pour les fontions U et W,, et en utilisant la symétrie de
Popérateur T4 (la preuve est donnée dans la proposition A.1.5), nous obtenons (2.3.12). O

Lemme 2.3.4. Soient (jq,7n) € CxC et f+ € L2(]0,£L[) donnés. Il existe alors une unique fonction
ugx € HY(]0, £L4]) telle que :

( 0ug 9
W—{—w ur = fg, dans (0,£Ly)
Ou4
BF Fuwus | (£Ly) = 0
3 (2.3.13)

u4(0) —u_(0) = ja
duy(0)  Ou_(0) .
\ 08 as

Démonstration. En utilisant la linéarité du probléme (2.3.13), nous pouvons séparer la résolution du

probléme suivant deux problémes :

e Un premier probléme ot jg; = j, = 0 : il s’agit d’une résolution classique d’un probléme d’équation
d’onde sur H'(] — L_, L [) bien posé,

e Un second probleme ot fi = 0. Nous allons montrer le caractére bien posé du probléme en
construisant la solution explicitement. En utilisant les deux premiéres lignes de (2.3.13), il existe
des constantes (c_.cy) € C? telles que

ut(8) = cx exp(ws), +8§>0
En injectant ces relations dans les deux derniéres lignes de (2.3.13), nous obtenons

ey —c_=jg et w(cy +c)=7n

1/7 1/7
C+:§<j—n+jd> et C=—<]—n—jd> O
w 2 \w

qui nous donne
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2.3.1.3 Existence et unicité
D’aprés (2.2.20, 2‘2‘21)fa et (2.3.7), nous pouvons appliquer le lemme 2.3.2 avec U = U*, & =

—UF2et g4 = gi_l. ol

19uf! > 0
e R DI U Uk=m(0, ﬁ’)wp(ﬁ’)dﬁ’} wy(v), sur BE (2.3.14)
p=1 -1

w 05

ou l'indice k — 1 dans gf[l est “justifié” par le fait que g:’fl est connue explicitement quand ul_f;l et
U™, pour m < k — 1, le sont. En écrivant la condition de compatibilité (2.3.10), nous obtenons

1 [ out? ourt b2
5( 5 O~ —5 @ __/AQU

que nous réécrivons en faisant le changement d’indice &k — k + 1

é (%(0) - 8;5 (0)) - —/A Ukl (2.3.15)

@

De plus, la relation (2.3.12) nous donne

Lo
>4 by

que nous pouvons réécrire, en utilisant (2.2.57-(D)) :

O -t = [ gwar |
=t 3!

Uk = /+gi_1Wa + / g"IW, +/A Ut=2w, (2.3.16)

o Za DI

g IW, + /A Uk=2w, (2.3.17)
Pour chaque k, nous avons réussi & découpler le calcul de u’jc puisque les conditions de saut (2.3.15) et
(2.3.17) sont suffisantes, couplées aux équations (2.2.18) et (2.2.19), pour déterminer u% de maniére
unique (c’est le résultat du lemme 2.3.4).

Comme solution du probléme (2.3.9) avec ® = —U*"2 et g4 = gft_l, U* est définie de maniére
unique & une constante additive prés. Pour fixer la valeur de cette constante, nous pouvons utiliser de
nouveau (2.2.57-(D)) de maniére symétrique pour obtenir

uk (0) +uk (0) = /

U’“+/ Uk (2.3.18)
pops b3

[e3

Finalement, nous avons obtenu un probléme équivalent a (2.2.18, 2.2.19), (2.2.20, 2.2.21)@, (2.2.57-
(D)) et (2.3.7). Plus précisément

Théoréme 2.3.5. Les deux problemes sont équivalents (afin d’améliorer la clarté de la notation, nous
omettons le cadre fonctionnel)

(i) {uf,uf, U,k >0} est solution de (2.2.18, 2.2.19), (2.2.20, 2.2.21); , (2.2.57-(D)) et
(2.3.7);

(i) {uf uk U*, &k >0} est solution de (2.2.18, 2.2.19), (2.3.9) (avec U = U*, & = —U*2 et
gr =ght ) et (2.8.15, 2.3.17, 2.3.18), avec g5 définie par (2.3.14).
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Démonstration. Nous venons de démontrer (i) = (i¢). Nous allons prouver I'implication (ii) = (7).
Soit {uf,uk,U*, k> 0} solution de (2.2.18, 2.2.19), (2.3.9) (avec U = U*, & = —~U*F2 et g4 = g§!
) et (2.3.15, 2.3.17, 2.3.18), avec g& ! définie par (2.3.14). Grace au probléme (2.3.9), (2.2.20, 2.2.21)5
est vérifié. De plus, en utilisant les écritures des gft, la relation (2.3.7) est également vérifiée. Le seul
point non trivial a vérifier est (2.2.57-(D)). Cependant, (2.3.18) est exactement

ui(O)Mk(O):/E+Uk+/2 Ut

@

et, puisque nous pouvons écrire (2.3.16) grace au probléme satisfait par UF et que (2.3.17) est satisfait,
en prenant la différence, nous avons

uﬁ(O)—uk(O):/EIUk—/E G

a
(2.2.57-(D)) apparait alors comme une combinaison linéaire des deux derniéres relations que nous
venons d’écrire. O

Maintenant, nous allons montrer que le probléme (2.2.18, 2.2.19), (2.3.9) (avec U = U*, & = —U*~2
et gy = g:kt_l ) et (2.3.15, 2.3.17, 2.3.18), avec gft_l définie par (2.3.14), admet une unique solution
{uli,ulj_, Uk, k> O}, par récurrence sur k € N.

Le cas k = 0. Avec la convention de la remarque 2.2.6, nous déduisons de (2.2.18, 2.2.19, 2.3.15,
2.3.17) que uY. est solution du probléme de Helmholtz avec comme second membre f, comme condition

en +5§ = L4 les conditions d’onde sortante, et avec des conditions de transmission nulles. Nous voyons
0

alors que la fonction u° définie comme la “concaténation” de u® et de u9r n’est autre que la solution
du probléme (2.1.24).
De plus, nous pouvons voir que la fonction U° résoud le probléme (2.3.9) avec ® = 0 et g+ = 0.

Nous en déduisons que U est constante, et cette constante est fixée par (2.3.18) :

([ )

Le cas général k > 0. Supposons que (u{ ,uﬂ, Uz) sont connues jusqu’a ¢ = k — 1. Alors :

e nous déterminons (u¥,u¥) comme étant I'unique solution du probléme (2.2.18, 2.2.19) avec les

conditions de transmission (2.3.15, 2.3.17) - il s’agit du lemme 2.3.4;
e nous calculons ¢! grace a (2.3.14);

e nous déterminons U¥ comme 'unique solution (cf. lemme 2.3.2) du probléme (2.3.9) pour ® =
—UF2 et g4 = gf‘tﬁl, avec la condition de moyenne (2.3.18). Nous devons bien stir vérifier la
condition de compatibilité (2.3.10), mais cette condition de compatibilité n’est rien d’autre que la
condition de saut (2.3.15) écrite pour “k =k — 1”.

Finalement, en regroupant ces résultats avec les théoréemes 2.3.1 et 2.3.5, nous avons prouvé le
théoréme suivant :
Théoréme 2.3.6. I existe une unique famille {(u’i,uﬁ, Uk) e Hl(ﬁ_) X H1(§+) x Hj
solution de (2.2.18, 2.2.19, 2.2.20, 2.2.21) et vérifiant les conditions de raccord (2.2.57) et de croissance
(2.2.55).

(J), keN}

«
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2.3.2 Estimations d’erreurs

Dans cette section, nous allons démontrer que nous pouvons construire une fonction approchée
dont la différence avec la fonction exacte u® différe d'un terme dépendant entre autres de € aussi petit
que 'on veut. Nous allons donner deux estimations : une estimation globale sur tout le domaine (2,
et une estimation locale sur chacune des fentes.

2.3.2.1 Estimation d’erreur globale

Nous considérons ¢ € C (rappel : C donné par (2.2.8) est la classe des fonctions € — p(g) qui
tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, mais moins rapidement que ¢|In(g)|), et nous introduisons une
famille de fonctions de troncatures ®¢, dépendantes de p(¢), telles que

P5(5) = <¢f€)> avec ® € C*(Ry), supp ® €[0,2], & =1 sur [0,1] (2.3.19)

a partir de laquelle nous construisons une fonction de troncature bi-dimensionnelle o° Qf, — [0,1]
telle que

o sur J2, &°(x) =1,
o sur 05, O°(x) = P (+x - t¥),

I'idée étant de considérer une fonction de troncature dont les variations sont a support dans les
domaines de raccord O3 . Bien entendu, nous aurons & un moment donné a faire le choix de la fonction ¢.

Ensuite, étant donné k € N, nous proposons la fonction globale suivante (une idée naturelle est
alors de choisir ¢ dépendante de k) :

k k
U= (1= 0%) Y (ew)™ulf o (B3) 4+ 0° Y (ew)" UM o (E5) 7! (2.3.20)

m=0 m=0

Nous ponvons remarquer que les fonctions de troncatures devant les deux sommes sont non-nulles
seulement sur les domaines spatiaux ot nous avons supposé nos développements (2.2.15) valides.

Puisque nous avons le résultat de stabilité donné par le lemme 2.1.6, il suffit d’étudier la quantité
af(uf —T,v), YveH (Q)

ou af est la forme bilinéaire associée a la formulation (2.1.3). Nous utilisons la formule de Green pour
transformer le terme en V(u® —uj,) Vo dans (2.1.3) sous la forme A(u®—uj,)v, et nous avons, en utilisant
les conditions de bord sur chaque u'[', chaque U™ et sur u®

- 1 _ ~
a®(u® —ug,v) = - —A(uf — ) — w(uf — )
Q5

Puisque la fonction u® vérifie ’équation de Helmholtz (2.1.2), nous avons

1
a®(u® —ug,v) = - /Q (AT, + w5, + ) v (2.3.21)
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Nous injectons alors I'expression (2.3.20) dans (2.3.21), et nous pouvons voir que, puisque les dérivées
de ®° sont a support dans la bande ¢(g) < +x -t < 2p(e) :

o~ = [ g 3(1—&)7?:0(6&))”@(@0(51)1)v+w2(u$o(5‘i)1)v)
- B 3 () (AWD™ o (=)o + P o (=)0
o T2
eif A&mio(sw)m (w0 (E2) 7~ U™ o (25) ) v
+ 2 / v f:(sw)’” (V(uf o (2)7") = V(U™ o (25)7)) v
€ Jag m=0

(2.3.22)
Notons que dans (2.3.22) les termes sont dédoublés pour uft Nous allons traiter séparément chaque
terme de (2.3.22). Afin d’alléger les notations, nous confondrons v et v o Z¢.

e le premier terme de (2.3.22) est le terme le plus facile a traiter. Nous avons

Aull o

—
1]
Q)

=) = o © (29)7! (2.3.23)

Par hypotheése sur la fonction f¢, pour e petit, nous avons f¢ = 0 quand de # 0, et nous pouvons
écrire de plus f¢ = f o (25)~! quand ®° = 0. Nous pouvons réécrire le premier terme de (2.3.22)
sous la forme (en remarquant que 1 — ®° s’annule sur le domaine J¢)

é/ﬁi(l — %) <f+§:0(€w)m (

Puisque la fonction w7 est solution de (2.2.18-(i7)), ce terme devient nul.

Oum
5 T wu?ﬁ)) 0 (23) 71

e le second terme se traite quasiment de la méme facon. Nous écrivons pour les termes de fente une
relation équivalente & (2.3.23) :

A(U™ o (Z5)71) = e%(AUm) o (Z5)! (2.3.24)

En utilisant cette relation, le second terme de (2.3.22) devient

k
1 N m 1 m m —e \—
E/E P° Zo(sw) (E—QAU + WU > o (&)t (2.3.25)

Nous utilisons alors (2.2.20) et le changement d’indice m = m — 2. (2.3.25) devient alors

é/ga e ((aﬂ)k‘flw?kal o (29)71(x) + (ew)kw?U* o (Eg)fl(x)) v(x)dx (2.3.26)

Pour traiter ce terme, nous allons séparer la partie intégration sur J; de la partie intégration sur

Qs
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— Sur le domaine Jg,
dx = £2dxX) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous pouvons majorer la partie

intégration sur Jg de (2.3.26) par

<(€w)kw Hkal‘

nous utilisons le changement de variable X = (25)"'x, dx = ¢~ 2dx (donc

(2.3.27)

+ (ew)* 1w HU’“‘

LQ(ja) L2(ja)> ”U”LQ(ja)

— Sur le domaine Q% , nous utilisons les coordonnées locales s = +x - t*, v = x - n* (dx = dsdv),
et nous utilisons le fait que ® s’annule pour s > 2¢(e). La partie intégration sur Q5 de (2.3.26)
donne

g € g €

é/_oe /Ozso(e) ((gw)k—1w2(]k—1 <f7 K) + (ew)hw2U* <f7 K)) v(s, v)ds dv (2.3.28)

L’idée est de majorer (2.3.28) par la norme L? de U” fois la norme L? de v sur le rectangle
10, 0(¢)[x] — €,0[. Pour la partie p = 0 du développement modal (2.3.1) de U*, nous avons a
calculer des intégrales du type

" = ! /06 /02e0(€) (§>mdsdu = (20(E)™ 1 /(m +1)e™), m =2k (2.3.29)

9 9

en utilisant le fait que les fonctions de bases intervenant dans I’écriture du développement modal
sont de degré au plus m (proposition 2.2.7). Pour p > 0, nous gardons une valeur de m donnée
du développement modal (2.3.1), et nous devons majorer 'intégrale

2

é/oe /0%(6) Z [/01 Uf:_m(ﬂ))dﬁ] di, (S) exp <—pﬂ§> wy (g) dsdy (2.3.30)

p=1

Nous faisons les changements de variables qui s’imposent : § = 2, et & = %, pour réécrire (2.3.30)
sous la forme

0 200 2

£ / / ) Z[ /0 Uim(,a)da} db, (8) exp (—pmd) wy(D)| didp (2.3.31)

-1J0 o1 -1
Nous utilisons une inégalité de Cauchy-Schwartz pour majorer (2.3.31) par

2 1 2¢(e)
3 ; / |d7,(3)|? exp(—2pm8)ds (2.3.32)
0

p>1

S| [ et

p>1

En utilisant un résultat de continuité démontré en annexe A.1.3, nous pouvons majorer le premier
k— 2
terme de (2.3.32) par C'||U mHH%(zg)

utilisons les propriétés suivantes :

. Pour la majoration du second terme de (2.3.32), nous
— dI' est de degré au plus m/2 (points 2 et 3 de la proposition 2.2.7), donc il existe Cy, tel que

|42 1 (3)] < Con(1+577%)

ce qui implique donc
2 <2021+ 8™

|dE1(3)
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— le point 5 de la proposition 2.2.7 nous donne

Lp(8) =p "dE ()

ce qui nous permet d’écrire la double majoration

|d7 ,(3)]F < 2C2p7 2™ (1 4 (p3)™) < 2C,p ™ (1 + &™) (2.3.33)
— nous majorons l'intégrale sur |0, @[ par l'intégrale sur |0, +oco[. Nous avons donc a calculer
/00(1 + 4™ exp(—2mpd)ds = ~ <1+ m! ) (2.3.34)
§™) exp(—2mps)ds = — — 3.
0 p (2pm)™

En utilisant alors (2.3.33) et (2.3.34), nous pouvons majorer le second membre de (2.3.32) par

> 20 (1+ )

pgeql

qui est une série absolument convergente dés que m > 0. Nous pouvons alors majorer (2.3.32)
par

1 m!
C HU HH2 Zi m—+2 <1 + W) < 0 (2.3.35)
) e P D

qui ne dépend pas de €.

Finalement, pour majorer la norme L? normalisée (suivant la direction transverse) de v sur le
rectangle ]0, p(g)[x] — &, 0], nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2.3.7. Nous avons

\/—HUHLQ (s:)€10.20() [ x]-=.0) < 2V 2(E) V]l @,y

Démonstration. Nous partons du carré du membre de gauche de la relation que nous voulons
démontrer, et nous faisons le changement de variable v = v, dv = edp, pour avoir

1 [0 2¢p(e) 0 2¢p(e)
= —/ / ]v(s,u)]stdV:/ / lu(s,0)|*ds di
€J-Jo -1J0

En utilisant une inégalité de la moyenne par rapport a s en gardant v fixé, nous avons

0 2¢p(e) 2¢p(e) 2
/ / lo(s, 9)|2ds dir < / / (yu 0,0)2 + / Ol , ,ﬁ)do) ds d
—-1J0

qui est elle-méme majorée par

0 0 [20() [20()
200) [ omPav+ [ [T [T 6
-1 -1J0 0 s

Le premier morceau de cette inégalité est majoré par 2p(e)

D) |v| (o, 9)do ds di

HUH?P(KA&) d’apres le théoréme de

trace. Pour le second morceau (qui ne dépend pas de s), nous utilisons I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, pour obtenir une majoration par

6) </_01 /02%2) | | " dﬁ) | (/_01 /029"(6)|v(5, D)[2ds d;;) :

—(s,v
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Nous utilisons alors la majoration suivante :

( /_o1 /Ozwe)

I’ < 2(¢) HUH?{l(ﬁi) +2¢p(¢) HUHHl(ﬁﬂ[) I

Pour obtenir le résultat souhaité, nous majorons I dans le membre de droite de cette derniére

& (s,9)

2 2
ds dz?) < HUHHI(Qi)

pour obtenir

inégalité par [|v]ly g, )- )

En utilisant la relation (2.3.29), la majoration (2.3.35) et le lemme 2.3.7 que nous venons juste
de démontrer, nous pouvons majorer la partie intégration sur Q% de (2.3.26) par

n Ckwk+2sp(€)k+1 HUk‘

k41 E||7rk—1 .
<C’k_1w 0(e) HU ( HI@J ol s (2.3.36)

H(Ja)

e le troisiéme terme est plus dur a traiter : nous faisons le changement de variable (3,7) = (25) !x,
ds di = e~ 1dx, et nous constatons qu’en utilisant ce changement de variables,

P . 1 e .
o )= op e )

(AD®) 0 E5 = (2.3.37)
Nous pouvons voir facilement que cette fonction est non-nulle que pour ¢(g) < £3§ < 2p(e). Nous
allons utiliser ces deux inégalités :

— Pour les fonctions de jonction U™, nous partons du développement modal donné par (2.3.1). Nous
utilisons alors le fait que puisque £5 > ¢(e), nous avons exp(Fprs/e) < exp(—pmp(e)/e) et a
cause du fait que ¢ € C, ce terme exponentiel est 0(e>). En faisant des manipulations analogues
a celles effectuées pour obtenir (2.2.54), et en utilisant les conditions de raccord (2.2.57), nous
avons

k FN [k/2] k—20—1 m 2\0 52041
mpm (8 V) _ m Oul (—w*)'s
mzo(aw) v (5’8) - ZZ_% mzo )" S5 O i
= =0 m= (2.3.38)
[k/2] k—2¢ (—w?)ls
+ )Y (ew)™ uwp(0) @ + 0(e%)
=0 m=0 ’

ou |z désigne la partie entiére de x Nous utilisons le fait que u!]' est solution de 'équation de
Helmholtz, en particulier en § = 0, afin que (2.3.38) devienne

k & Lk/2] k—2¢-1 2041, m §20+1
mrm (8 U\ m 07Tl §
,;O(Ew) v (6’&‘) B ; mZ:O ()™ g ) Gre;
B a (2.3.39)
lk/2] k—2¢ 826u§r:L 52t
+ > D () 5 (0) @ o)
£=0 m=0
En faisant une réindexation adaptée, nous écrivons finalement (2.3.39) sous la forme
b 5 0 r LG U
myrrm o m + 2 00
;)(ew) U (;g) = mzzo(ew) > 3 (0) 5 +o0(e™) (2.3.40)
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— Pour les fonctions de fente u'f', la relation (2.3.40) nous incite & utiliser un développement de

Taylor avec reste intégral au voisinage de § = 0. Le fait que £5 < 2¢(£) nous dit que justement,
pour e petit, nous allons nous trouver dans ce voisinage. Nous faisons un développement de
Taylor avec reste intégral (que nous pouvons aussi trouver dans [Bre83|) a l'ordre k — m pour
la fonction u’_ﬁc, et nous avons :

-m sl UL 8 1 ak—l—l—mum X .
Z I §i * /0 (k —m)! 3§k+1_mi (0) (8 —0) "do (2.3.41)

En faisant la différence entre (2.3.40) et > (ew)™ (2.3.41), le troisiéme terme de (2.3.22) devient
(modulo le terme en o(e™) :

1 /0 /2@(5)8 <
5@(6)2 —e Jo(e)

s k+1fmum
J,W(g):[ /0 : L0 TR ) (5= o) (2.3.43)

> Z ™ [ (8)0(8,v)d5 dv (2.3.42)

m=

avec

k—m)! 9gktl-m

Bien que le terme I, ,,,(5) ne dépende pas de €, nous allons montrer que I'intégrale de ce terme
sur un domaine de taille () est en ¢(€)*~™, a une puissance de ¢(¢) et/ou € prés qui ne dépend
pas de k — m. Pour cela, nous faisons le changement de variable v = €0, dv = edi pour réécrire
(2.3.42) sous la forme

1 0 r20(e) 92 / +3 k
() 9% "l m(3)0(8,0)d5 dp 9.3.44
2 /_1/¢ 0452 <@(€)> Z(Ew) e (8)v(8,0)ds db (2.3.44)

o(e) ) —

Nous utilisons alors une inégalité de Cauchy-Schwartz sur (2.3.44), et le lemme 2.3.7 (avec le
changement de variable déja effectué suivant v). Nous devons alors estimer la norme L? de I, km
sur l'intervalle J¢(e), 2¢(e)[. Or nous avons, en utilisant (2.3.43) :

2(e) 2p(e)
[ ras = [
o(e) o(e)

En utilisant de nouveau une inégalité de Cauchy-Schwartz sur (2.3.45), nous avons

2¢p(e) 2¢p(e 20p(e
/ [T m ( / / dods / /
w(e)

Pour le membre de droite de (2.3.46), nous traitons séparément les deux intégrales :

2
ds (2.3.45)

2
dad§>

(2.3.46)

Sl h+1=mym ) .
/0 (k —m)! 9gktl-m (o) (8 —0) do

akJrl my, g S—U
TPgktl-m (U

— D'intégrale du premier terme sur o € (0,3) peut étre majorée par l'intégrale sur Sy, auquel
cas la majoration ne dépend plus de §. Nous pouvons majorer ce terme par

8k+17mum 2

w(e) (2.3.47)

it 1—

2k+2—2m Hu

Pour m > 1. nous pouvons majorer (2.3.47) par ¢(e)w mHiQ(Si) en utilisant 1’écri-

ture explicite de u™ donné par le lemme 2.3.4 quand fi = 0. Pour m = 0, les sauts de la
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fonction en § = 0 sont nuls. Une récurrence sur I'équation définissant u’ montre que nous
pouvons alors majorer (2.3.47) par la quantité suivante, avec C' indépendant de k, m.

Cp(e)w2-2m (HumH%Il(Si) + 0m,0 HfHHk(Si)> (2.3.48)

— pour l'intégrale du second terme, nous pouvons enlever la valeur absolue puisque le terme a
I'intérieur est strictement positif. Le calcul de ce terme nous donne

(k +1— m)(22k+272m o 1)¢(€)2k+272m _ (2¢(€))k+17m 2
2(k +1—m)12(2k —2m + 1) \< (k—m)! >

(2.3.49)

Finalement, en utilisant (2.3.48) et (2.3.49), nous pouvons majorer (2.3.43) par

2(e) (2¢(€))k+§—m
Tk (3)[Pds < C [ W77 (Ju™ + Omyo I £ 2 ) (2350
/QO({;‘) < HL(S+) Hk(Si)) (k—m)'

et nous pouvons finalement majorer (2.3.44), et ainsi le terme de départ, par

k
32(13 gp(a)kH*m
(6w)mwk+1_mC’k7 H—A ™ g1y 106,y ——— (2.3.51)
o()? mzzo m 552 Loo(R.,) (S+) M1 (1) (k—m)!
En utilisant le fait que nous pouvons majorer £ par ¢(g), et en notant
k
Ck >*®
Z el 1 (1™l 5.y + Fmo € hae sy )
n
nous pouvons majorer (2.3.51), et ainsi le terme de départ, par
Crw o (e)* (2.3.52)

e finalement, pour le quatriéme de (2.3.22), nous utilisons le méme schéma de majoration que pour
la majoration du troisiéme, et nous obtenons une majoration similaire a la majoration (2.3.52)

En mettant bout a bout les majorations (2.3.36) et (2.3.52), et en utilisant le résultat de stabilité 2.1.6,
nous avons démontré le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.8. Il existe une constante C), ne dépendant que de k et de £, et il existe ey dépendant
du choix de la fonction ¢ tel que, pour toul € < gy, nous avons

Il = Tl ) < Crw® (o) (2.3.53)

2.3.2.2 Estimation d’erreur locale

Nous obtenons une meilleure estimation d’erreur si nous regardons l'erreur dans le domaine (ou
d > 0 est donné) :

@5:{(§,ﬁ)€§i tel que i§>5}

Pour k € N donné, nous décomposons u® — uj, sous la forme

uf — Uy, = (U — Uf o) + (Upyo — UR)
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et une inégalité triangulaire classique nous donne
e = @l @y < 1 = Tl @y + (2 = Bl @y (2:3.54)

En utilisant le théoréme 2.3.8 pour k = k + 2, et en faisant le choix de la fonction p(c) = ¢|ln(¢)|?,
nous pouvons voir que

s — ak+2HH1(§6i) < Chpa(ew) ™ elln(e) (2.3.55)

D’autre part, pour ¢ tel que 2¢[ln(e)[? < 4, les fonctions g et 5 4o coincident avec le développement

(2.2.9) de la fonction u°. Nous avons donc

k+1 k+1 k+2 k+2
it 4 (ew) T2l t

U n — T = (o)

k+1 k+2
et ul

et nous pouvons controéler la norme puisque les fonctions u’y ne dépendent pas de €. Nous

pouvons de plus écrire le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.9. Quel que soit 0 < 6 < 6", nous pouvons construire la fonction approchée uj, définie
sur Qi par

k
= Z (ew)™ull’  dans Q4
m=0

Alors :

e pour ¢ tel que 2¢[In(g)|> < &, nous avons u§, = U,

e nous avons l'estimation d’erreur suivante : il existe une constante Cy s ne dépendant que de k et
de 6 telle que

k+1
||u® — uiHHl(ﬁi) < Cp 5(ew) (2.3.56)
Démonstration. La preuve de ce théoréme est triviale et provient des résultats précédents. O

Remarque 2.3.10. Peut-on prendre directement 6 = 0 dans l'estimation (2.3.56) du théoréme précé-
dent ? La réponse est non parce que I'estimation devient fausse quand § = 0. En effet, en notant uf la
fonction définie dans le théoréeme 2.3.9, et en notant

0
W) =2 [ uls ey (o)

€J
nous remarquons que, en utilisant les propriétés sur la transformée de Fourier (que nous pouvons
trouver de nouveau dans [Bre83|), et en utilisant le fait que uj ne dépende pas de la variable transverse
v,

= 5 ey = |01 uf

Z H iHLQ(Si (2.3.57)

peEN*

Nous utilisons alors 'estimation globale (2.3.53) du théoréme 2.3.8 pour dire que la norme H [uf]h HL2(Si)
se comporte comme ¢ : en effet, au voisinage de § = 0, u® admet plutdt (2.2.15-(44)) comme dévelop-
pement, et nous savons en étudiant un développement naif dans la section 2.2.1 que le comportement

du terme en ¢ dans ce développement est vraiment 2D.
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2.4 Construction et analyse des conditions de Kirchhoff améliorées

Nous savons maintenant que les fonctions u’_ﬁc sont bien définies grace au théoréme 2.3.6, et que le
théoréme 2.3.9 nous dit que le développement tronqué de la solution a l'ordre k différe de la solution

k+1

exact en €¥7+. A priori, si nous voulons connaitre une approximation de la solution & l'ordre k, il est

nécessaire de calculer k + 1 termes du développement, et ainsi de résoudre & w fixé :
e k + 1 problémes de Helmholtz 1D sur les fentes
e L + 1 problémes de Laplace 2D sur la jonction

Au lieu de cela, nous allons construire une fonction u® définie sur S_ U S} qui va satisfaire un
probléme bien posé que nous devrons préciser, et dont 'approximation a l'ordre k est exactement ug,
ou uj, est la fonction définie dans le théoreme 2.3.9. L’avantage de pouvoir définir une telle fonction est
qu’elle sera une approximation a l'ordre k£ de la solution u® du probléme de Helmholtz 2D, et qu’elle
sera donnée par la résolution d’un seul probléme de Helmholtz 1D (modulo la résolution de k problémes
de Laplace 2D).

Bien qu’il soit a priori possible de définir une telle fonction pour tout £ € N, nous présentons les
calculs pour k£ = 1.

2.4.1 Construction des conditions de Kirchhoff

Notons u®! la fonction définie de HY(S_) x H(S,) par
u(8) = ud(8) + (ew)ul(5), s€ S+ (2.4.1)

ot uY. et ul sont les termes du développement (2.2.15-(4)). Nous savons déja en utilisant (2.2.18-(i4))
et (2.2.19) que uS! est solution du probléme suivant :

—— +w?St = —f dans S_ et dans Sy

g,1
<8g§ :szu€’1> (£L+) = 0

(2.4.2)

D’aprés le lemme 2.3.4, u®! est déterminée de maniére unique si nous connaissons les sauts de la
fonction et de sa dérivée en § = 0. Bien entendu, nous pouvons exprimer ces conditions de sauts en
fonction des termes du développement de la fonction u®. L’idée maintenant est d’écrire ces conditions

g1

de saut en fonction de u®+ elle-méme.

Définition 2.4.1 (Saut et moyenne d’une fonction). Soit u une fonction définie sur C°(S_) x C°(S).
Nous notons u4 sa restriction a S+, et nous notons :
e le saut de u défini par
[u] = uy(0) —u_(0) (2.4.3)
e la moyenne de u définie par

(1) = 5 (u4(0) +u_(0)) (2.4.4)

D’aprés le probléme limite (2.1.24), u® vérifie les conditions suivantes

(W] =0 et {‘?;;0] =0 (2.4.5)

Il nous reste a calculer les sauts pour la fonction u' :
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e pour le saut de la valeur de Neumann, nous utilisons la condition (2.3.15) écrite pour k =1, et le
fait que la fonction U est une fonction constante égale a u”(0), ot encore <u0>. Nous avons

Ge] == [, 1) = —tanio ) 24

Et dans ce cas,

R Y )

e pour le saut de la valeur de Dirichlet, nous utilisons la condition (2.3.17) associée a la condition

204 Ea

K(a) = /2+ Wa= | Wa (2.4.8)

de saut de Neumann (2.4.5) pour u°, pour avoir

1_181&/ _l@ug/ _1/9
[u]_w 05 EgWa w 0§ nga_w

0
05

et en utilisant le saut de Dirichlet de u", nous avons

w0
[us'] = [u%] + (ew) [u'] = eK(a) <88§ > (2.4.9)

Remarque 2.4.2. Ici, nous voyons trés bien les effets de la forme de la jonction ja sur ’écriture des

sauts de la fonction u?.

Nous réécrivons les termes (2.4.7) et (2.4.9) en remplacant les termes en u® par les mémes termes
en u®', et en négligeant les termes en O(¢?). Nous avons donc

[(9115’1

05

] = —ew?tan(e) (u>!) et [uSl] =K () <a;:1> (2.4.10)

2.4.2 Analyse des conditions de Kirchhoff

Nous allons démontrer dans cette section que le probléme défini dans (2.4.2) et (2.4.10) est bien
posé, et que la solution de ce probléme ne s’éloigne pas trop de la solution du probléme exact.

2.4.2.1 Développement asymptotique

De la méme maniére que dans 'hypothése 2.2.3, nous allons utiliser une hypothése d’écriture pour

la fonction us1!.

Hypothése 2.4.3. Il existe (7%, 0% )pen € HY(S_) x H(S4) tels que
ust = Z(sw)kﬂl_}‘c dans Sy (2.4.11)
keN

Nous pouvons voir facilement que la famille de fonctions % est solution de la méme équation de
Helmholtz que la famille de fonctions u’_ﬁc avec la méme condition d’onde sortante, et les conditions de

[ﬁ’f] - k@) <31~§§1> et [a;:] = —wtan(a) <ﬁ’“_1> (2.4.12)

W

saut suivantes :

Lok ) en € HY(SZ) x HY(SY) est bien définie.

Proposition 2.4.4. La famille de fonctions (u

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe du lemme 2.3.4. U



2.4. Construction et analyse des conditions de Kirchhoff améliorées 45

2.4.2.2 Estimations d’erreur
Théoréme 2.4.5. Quel que soit k € N, nous pouvons construire la fonction approchée

k
uj, = Z(Ew)mﬂ?g dans St

m=0

Alors il existe une constante C), indépendante de € telle que
1~ k+1
| u® —uiHHl(Si) < Cp(ew)rt (2.4.13)

Démonstration. La preuve de ce théoréme est similaire a la preuve du théoréme 2.3.9 : nous allons
démontrer un résultat de stabilité, un résultat de consistance, et une amélioration du résultat de
consistance.

e Résultat de stabilité. Soit H l'espace variationnel H'(S_) x H!(S, ), muni de la norme

1
[vll5e = Ivlfacs_y + Iollns, ) + mHUHQ (2.4.14)

Nous pouvons noter que a ¢ fixé, cette norme est équivalente a la norme H'(S4), et que de plus
nous avons

2 2 2
ol es_y + vl s,y < llvllz.

Le probléme (2.4.2, 2.4.10) peut étre écrit sous la forme variationnelle suivante : trouver u®! € H
tel que, pour tout v € H,

e,1

X (2.4.15)

&1 [v] — ew? tan(a) (v (v) = v
gy [ et (o) () ) = [ o

Nous appelons a°(u®!,v) la forme bilinéaire associée au membre de gauche de (2.4.15), et nous
allons démontrer le résultat de stabilité suivant :

Lemme 2.4.6. Il existe une constante C' indépendante de € telle que

ully e < Clla™(u, g

Démonstration du lemme 2.4.6. Par contradiction, supposons qu’il existe une suite de fonctions
v telles que
[l =1 et [,y = 0 (2.4.16)

D’aprés (2.4.16), la suite v° est bornée dans H!(S1), donc il existe une sous-suite (que 1’on conti-
nuera & noter v¢) qui converge faiblement dans H*(S..) et fortement dans L?(S<) vers une fonction
limite v°. De plus, en utilisant la définition de la norme H donnée par (2.4.14) et le fait que

I[v°]] < VK () (2.4.17)

Puisque I'application [] est continue de H!(S_) x H'(S) dans C comme v¢ converge faiblement

|v*]|4, . = 1 donne que

vers v" dans H'(S4), [v°] converge faiblement vers [v%], donc nous avons
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En utilisant alors des fonctions v € H'(Sy) qui vérifient [v] = 0 pour @, et en utilisant la
convergence faible, nous avons

ovY 9 . 0 B
/ ( 03 03 ) —wv (£L)v(£Le) =0 (2.4.18)

Le probléme (2.4.18) admet une unique solution qui est v = 0. Pour conclure, nous avons de
nouveau en utilisant la définition de a®

' Ov®

05
Le membre de droite de cette derniére relation converge vers 0 en utilisant ’hypotheése (2.4.16) et

2 1

2
_|_
L2(S4) eK(a)

[0 = R(@ (07, %)) +w? 07 | fa(s, ) + € tan(a) [v7]

la convergence faible de v® vers 0 en norme H!(S1). Nous en déduisons donc que le membre de
gauche converge également vers 0. Nous en déduisons finalement que [[v°[|,,, — 0 quand ¢ — 0,
ce qui est en contradiction avec I’hypothése (2.4.16). O

Résultat de consistance. Nous allons démontrer le résultat de consistance suivant :

Proposition 2.4.7. Soit k € N, et soit la fonction uj, donnée par

k
uy = Z(aw)mﬁl1 dans St

m=0

Alors nous avons l'estimation d’erreur suivante

et = s,y < < Cpettautt! (2.4.19)

Démonstration de la proposition 2.4.7. Nous partons du fait que u®!

—uf, est solution d’une équa-
tion de Helholtz homogéne sur Sy. En multipliant par une fonction test v € H, et en faisant une

intégration par parties sur le terme en A, nous obtenons

k
@ (ust =15, v Z&?w <

=0

o [ + e tan(o) (@) (1) ~ [f: UD (2.4.20)

) = oo+ (o

et en utilisant les conditions (2.4.12), nous obtenons

Or, nous avons

du™ ~m—1 w ~m—1

55 | = wtan(a) (@™ ) (v) + K@) [a™ ] [v] (2.4.21)
En injectant alors (2.4.21) dans (2.4.20), et en faisant une réindexation m = m — 1 sur le terme
injecté, nous obtenons :

(WS — %, v) = (ew)* K‘E’a) [ak] [v] — w tan(a) (ew) <ak> (v) (2.4.22)

Nous utilisons alors les deux inégalités suivantes
W] < Vellvlly,e et (v) <C vy,

et le résultat de stabilité du lemme 2.4.6 pour avoir 'estimation (2.4.19). O
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e Ameélioration locale. En utilisant le résultat de la proposition 2.4.7, nous avons
1~ k+1 k1
[ = [ g, ) < Cre 20" (2.4.23)
Pour un k£ donné, nous avons

uz—:,l

—ug = ut — UL, + (ew)F TR (2.4.24)
En utilisant alors une inégalité triangulaire sur (2.4.24), nous avons

e

o = sy < 0 =Tl + 0 [

Nous utilisons alors (2.4.23) avec k = k + 1 pour conclure. O
Pour conclure, nous avons l'estimation suivante :

Théoréme 2.4.8. Quel que soit 0 < § < 0%, il existe une constante Cs indépendante de € telle que,
pour € suffisamment petit,

o

1 2
—u® HHl(ﬁi) < Cs(ew) (2.4.25)
Démonstration. Pour tout k € N, pouvons décomposer u® — u®1 sous la forme suivante (on uy, est la
fonction introduite dans le théoreme 2.3.9 et uj est la fonction introduite dans le théoréme 2.4.5)

uf =t = (0F ) + (uf — ) + (5, —u) (2.4.26)

En prenant une inégalité “triangulaire” (quadrangulaire en fait), nous obtenons

1 ~ =~ 1

[uf = v [ @) < 105 = Wil gy + 19 = Wl g + 1% — vl @) (2.4.27)
Pour majorer le premier et le troisiéme terme, nous utilisons respectivement le théoréme 2.3.9 et le
théoréeme 2.4.5. L'inégalité (2.4.27) devient alors

£

[|u < Cslew) ™ + s — il g (2.4.28)

- ug’lqu(ﬁi)

Pour finir, nous prenons k = 1, en constatant que uj = uj. O

2.4.3 Etude d’un probléme de réflexion-transmission

Dans cette section, nous considérons le cas d’une jonction de deux fentes semi-infinies, i.e. L+ = oo
et nous regardons le modéle approché, i.e. le probléme de Helmholtz homogéne pour +5 > 0 avec les
conditions de transmission (2.4.10) en § = 0. Nous sommes particuliérement intéressés par le probléme
de réflexion-transmission, i.e. nous cherchons une solution du probléme sous la forme

exp(ws) + Re(w, ) exp(—ws), 5<0
u(§) = (108) + Re( ) ) ) () (2.4.29)
T.(w,a) exp(ws), §>0
En injectant (2.4.29) dans les conditions de transmission (2.4.10), nous obtenons
ew t
T..0) + Re(w.0) -1 = 2 (10, 0) 4 RBefw.0) +1)
- (2.4.30)
T(w,0) = Re(w,a) =1 = 2280 (7 (o)~ R(w,0) + 1)

2
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Le systéme (2.4.30) est bien posé et admet comme solution

1 /1 tew tan (o) 1 tewK (a)
T:(w,a) = = +‘ 2 + +‘ 2
2\ 1 _ ew tan(a) 1— tewK (o)
o o (2.4.31)
1 1+Z€wana 1+Z€UJ (0%
Re(w,a) = = —2 — 2
2 1 _ few tan(o) 1— tewK (a)
2 2
2.4.3.1 Etude détaillée de la fonction W,
Nous rappelons que W, est la solution du probléme donné dans le corollaire 2.3.3, i.e.
AW, = 0 dans ja
0
8Wna + T W, = +1 sur Ei
b - (2.4.32)
aWna =0 surdy\ (ZyUxy)
Wa =0
Ja

Nous appelons également X0 la droite d’équation par X + tan(a)Y = 0. Cette droite jouera un role
dans I'étude de la fonction W,.

Proposition 2.4.9. La fonction W, est impaire par rapport a 'aze X2

Démonstration. Nous avons déja démontré ce résultat dans la preuve de la proposition 2.2.2, mais
nous allons en rappeler les idées principales ici. Si nous appelons Zy la symétrie d’axe X9, alors il est
facile de voir que la fonction W, o =x; satisfait le méme probléme que la fonction —W,,. En utilisant le
caractére bien posé de ce probléme, nous en déduisons que ces deux fonctions sont égales, et donc que
W, est impaire. O

Corollaire 2.4.10. La fonction Wy, est nulle sur 2. De plus, nous avons
K(a) =2 Wy = =2 Wa (2.4.33)
pony b

Démonstration. La preuve de ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposition 2.4.9. [
Notons alors J, le domaine défini par (cf. figure 2.6)
Jo = {SE € Ja tel que X - (cos(a), sin(a))! > O} (2.4.34)

Nous faisons alors tourner J, autour de l'origine de maniére a faire coincider 'axe ¥} avec l'axe
X = 0. Nous voyons alors que W, est solution du probléme suivant (dans le nouveau jeu de coordonnées,
et en utilisant le corollaire 2.4.10) :

AW, = 0 dans J,

0)4%
8}; +T W, = 1 sur 5}

(2.4.35)
W, = 0 sur Eg

8)/\3@ = 0 surdJy\ (Z2uxh)
oY
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TV
FIGURE 2.6 — Configuration du domaine J, ' oA
(grisé) FI1GURE 2.7 — Configuration du domaine J

Proposition 2.4.11. Le probleme (2.4.35) est bien posé.

Démonstration. Notons
Vo={®€ H'(J,) tel que ® = 0 sur Eg}

Nous multiplions la premiére ligne de (2.4.35) par une fonction test ® € V,. En faisant une intégration
par parties, nous avons

VW, VO +/

(I>T+Wa—/ d (2.4.36)
=t PO

Ja
Nous utilisons alors le théoréme de Lax-Milgram pour conclure (nous utilisons les propriétés sur 1'opé-
rateur 7'y données par les propositions A.1.3, A.1.4 et A.1.5; et nous utilisons une inégalité de Poincaré-
Wirtinger puisque nous avons une condition de Dirichlet sur un des bords du domaine). ]

Cependant, il est plus judicieux d’étudier la fonction suivante aprés scaling 1D

1 ~

D (X,Y) = mwa(tan(a)f(,?) pour (X,Y) e J (2.4.37)

ott le domaine J est donné par la figure 2.7. Nous voyons facilement que W, est solution de (2.4.35) si
et seulement si ®,, est solution du probléme suivant :

((0*® @ ~
-2 ttan®(a)—=— = 0 dans J
0X?2 Y2
0P ~
— +tan(a)Ty @, = 1 sur T
0X (2.4.38)
®, = 0 sur 530
[6)) ~
0 2 =0 surx”
( oY
Nous introduisons alors ’espace fonctionnel
H(l)(j) = {\If € H'(J) tel que ¥ = 0 sur io} (2.4.39)

La formulation variationnelle associée est : trouver ®, € Hé(j) tel que, pour toute fonction test

U e HY(J),
0B, OV L, 9D, OV / /
a 0% 0 0% 4 VT, b, = [ W 9.4.40

/j(@X oz Tt (e) o7 8Y> +tan(a) [ 9T ot (2:4.40)
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Nous obtenons la trace suivante

_ K(a)
2/§+ O, = (2.4.41)

tan(«)
Nous allons donner ici quelques propriétés sur la fonction ®

K(o)

tan (o)

Proposition 2.4.12. La fonction a est une fonction décroissante de .

Démonstration. En utilisant I’écriture de la trace donnée par (2.4.41), il est naturel d’introduire ®'(«)
comme étant la dérivée de ®(«) par rapport a . En dérivant la formulation variationnelle (2.4.40) par
rapport & a, nous avons : trouver ®'(«) € H{(J) tel que, pour toute fonction test ¥ € Hj(J),

0P, OV
i oY oY

axa + tan(o) S s

> + 2tan(a)(1 + tan®(a))

/ a<1>’ . 09!, O
I (2.4.42)

—|—tan(a)/A VT ®! + (1 +tan2(a))/A T, ®, = 0
S+ $

+

L’idée est d’utiliser (2.4.40) avec la fonction test W = @/ | (2.4.42) avec la fonction test ¥ = @, et de
faire la différence entre ces deux formulations variationnelles. D’aprés la proposition A.1.5, nous avons

/A O, T, P, = /A O T, ®,
>+ 3+

— (14 tan*(a)) /i . o,T, @, (2.4.43)

Les calculs nous donnent alors

/ @' = —2tan(a)(1 + tan’(
S+ L2(J)

En dérivant la relation (2.4.41) par rapport a alpha, et en utilisant la positivité de l'opérateur 7'
(donnée par la proposition A.1.4), nous obtenons

T <tKn(<2)>> <0

Proposition 2.4.13. Lorsque a tend vers 0, la fonction ®,, converge (au moins au sens de la norme
L2) vers la fonction ®y : (X,Y) — X — Y ; et nous avons de plus K(a) ~ tan(a) au voisinage de
a=0.

O

Démonstration. Nous allons démontrer cette proposition en deux étapes. Tout d’abord nous montrons
que formellement la limite @ est la fonction (X,Y) — X — Y. Nous partons de la formulation
variationnelle (2.4.40), et nous prenons formellement o = 0. Alors la formulation variationnelle limite
que nous obtenons est : trouver ®( € Hé(j) tel que, pour toute fonction test ¥ € H} (j),

0Py OV
2= (2.4.44)
J0X 0X S+
Le probléme associé est :
2
8_<~I>0 = 0 dansJ
0X?2
8;110 =1 surst (2.4.45)
0X

Py = 0 sur 50
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Le probléme (2.4.45) est bien posé et admet comme unique solution ® : (X' ,f’) — X — Y. Nous
pouvons alors voir que la valeur de la trace de ®y sur X7 est égale a %

Pour prouver que ®,, converge vers ®(, nous faisons la différence entre les deux formulations varia-
tionnelles (2.4.40) et (2.4.44) , et nous obtenons

/ <a(<1>8jc1>0) gxy ¢ tan?(e) 0(Pa — @) am)
3 X X

J oYy oy
0Py OV
+ tan(a VT, (D, — Py) = — tan?(« — —= — tan(«a / vT, o

()/z+ +(%a = %0) @) f5 a7 ap ) Jo, Vo
(2.4.46)

Nous regardons le probléme (2.4.46) avec la norme a poids

2
P54 = H—~ + tan?(a) + tan(a)/A T, v (2.4.47)

H&(J) 0X L2(J) L2(J) ot

Notons qu’a a €]0, Z[ fixé, la norme définie par (2.4.47) est équivalente & la norme classique H'(J) pour

les fonctions dans HI(J ), grace a l'inégalité de Poincaré-Wirtinger. Nous prenons comme fonction test
U = &, —P( dans (2.4.46). Nous pouvons voir que le membre de gauche devient égal a || @, — @0]]?{(11(3).
Pour le membre de droite, le premier terme se majore en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Le
second terme se majore en utilisant A.1.6. Finalement, nous pouvons majorer le membre de droite de

(2.4.46) par
(tan(a) oL _+ \/tan(a)/A (I>0T+<I>0> |®n — <I>0HH1(3)
L2(J) o+ «

Nous obtenons donc la majoration

0P
[Pa = Dol G) < (tan(a) =20 _+ \/tan(a)/A <I>0T+<I>0> (2.4.48)
o 12(3) £+
Nous en déduisons alors que || P, <1>0HH1 5) tend vers 0 quand « tend vers 0. Nous en déduisons en
8((I)a - ‘1)0)

tend vers 0 quand « tend vers 0. Pour conclure, nous utilisons le
L2(J)

particulier que

X

lemme suivant :
Lemme 2.4.14. Pour toute fonction ¥ € Hé(j), nous avons

ov

1|23 < 2 H— (2.4.49)

L2(J)
Nous obtenons alors ||®, — ®ol|;» ) tend vers 0 quand a tend vers 0. Nous utilisons également un
second lemme

Lemme 2.4.15. Pour toute fonction ¥ & HO(J , NOUS QUONS

s < 5[ 2F

Nous obtenons alors || @, — <I>0||L1(§+). Or nous avons

Hq)a - @OHLl(§+) < ‘/’fﬁ ‘I)a — ‘ID(O)‘ —

D’ou le résultat. O

(2.4.50)

L2(J)
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Démonstration du lemme 2.4.14. La démonstration de ce lemme est similaire a la démonstration
de l'inégalité de Poincaré. Nous utilisons une inégalité de la moyenne pour écrire (en sachant que
U (X, X) =0 puisque ¥ € H{(J)) :

/|\IfXY|dXdY<// / —zY“\Isz‘ddedY

Yf)' ‘\I/(z,f/)‘ dzdX dY

Cette derniére intégrale ne dépend plus de X, et on obtient le résultat souhaité en utilisant une inégalité
de Cauchy-Schwartz. O

Démonstration du lemme 2.4.15. Nous utilisons 1'inégalité de la moyenne

JNLE

Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour conclure. U

8\1/

‘ dXdy

Remarque 2.4.16. Nous avons prouvé dans la proposition 2.4.13 que la norme L? de la dérivée de
®, — & par rapport & X tend vers 0, quand « tend vers 0. Nous pouvons nous demander pour quelle
valeur de s € R la norme ||®, — ||y, 3 tend vers 0 quand « tend vers 0. Nous pouvons remarquer

que
[t
)% LQ@Y)
En utilisant un résultat de trace, nous pouvons dire que pour s > 5, la norme ||®, <I>0HHS(3) ne tend

pas vers 0 quand « tend vers 0.

Corollaire 2.4.17. Pour tout a €]0, Z[, nous avons K (o) < tan(a).

K(a)
tan(o)
Cette fonction est donc majorée par sa valeur en o = 0 qui vaut 1 d’aprés la proposition 2.4.13. O

Démonstration. Nous savons que la fonction o — est décroissante grace a la proposition 2.4.12.

s

Proposition 2.4.18. Quand o tend vers 3,
L2) vers la fonction Pz : (X,Y) = 0; et nous avons de plus K(a) = o(tan(a)) au voisinage de a = 5.

la fonction ®, converge (au moins au sens de la norme
2
Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire & la preuve de la proposition 2.4.13, au

détail prés que I'on divise d’abord (2.4.40) par tan?(a). O

Les résultats des propositions 2.4.12, 2.4.13, 2.4.17 et 2.4.18 sont visualisables sur la figure 2.8.

2.4.3.2 Etude de la réflexion et de la transmission pour de petites valeurs de cw

A o fixé, pour de petites valeurs de ew, nous pouvons utiliser des développements de Taylor dans
(2.4.31), et nous obtenons les expressions suivantes (en négligeant le terme en O(cw)?)

T:(w,a) = 1+ Z%u (tan(ao) + K ()

R.(w,a) = %”(tan(a)—fc(a))

(2.4.51)
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FIGURE 2.8 — Tracé de fan(a) €1 fonction de «

Une conséquence de l'écriture (2.4.51) est que nous avons les estimations
IR.(w,a)| = O(ew) et |Ti(w,a)| =1+ O((sw)?) (2.4.52)

Une conséquence immédiate est que l'effet de la géométrie de la jonction sur le coefficient de réflexion
est plus visible que effet de la géométrie de la jonction sur le coefficient de transmission. De plus,
nous avons
Ew
|Be(w, a)| = —-[tan(a) — K(a)]

Proposition 2.4.19. La fonction o — tan(a) — K () est une fonction croissante de c.

K(a)

Démonstration. Nous utilisons les informations connues sur la fonction o +— fan(a) POUT écrire
0 0 K(«)
— (t - K = — [t 1-—
e (tan(a) = K(@) = & (vanta) (1- 2120))
K(«) 0 ( K(a)
= (1+ tan® 1— —t —
(1 + tan*(a)) ( tan(a)) an(a)aa <tan(a)
>0

en utilisant les résultats de la proposition 2.4.12 et du corollaire 2.4.17. ]






CHAPITRE 3

Probléme d’acoustique dans une jonction
de N fentes

Résumé

Dans ce chapitre, puisque les conditions de Kirchhoff améliorées obtenues dans le chapitre précédent

se comportent en w vis-a-vis de la fréquence, il peut étre tentant d’écrire un modéle temporel en

remplacant directement —ww par une dérivée par rapport au temps, en utilisant par exemple une

transormée de Fourier inverse. Toutefois, les écritures d’hypothéses et les résultats d’estimation obtenus

le sont pour ew petit (et pas seulement pour € petit), donc a € fixé (i.e. & géométrie fixée), il n’est pas

possible de faire tendre w vers l'infini. Nous allons montrer toutefois que nous pouvons directement

écrire notre modéle asymptotique en temporel.

De plus, nous considérons ici une généralisation de la géométrie introduite au chapitre précédent en

ne considérant plus une jonction de deux fentes de méme épaisseur, mais une jonction de N fentes

minces d’épaisseur proportionnelles a €. Nous gardons le méme plan que dans le chapitre précédent,

étant donné que le probléme se traite de la méme maniére.
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3.1 Modélisation du probléme

3.1.1 Géométrie du probléme considéré

Nous considérons ici un domaine composé d’une réunion de N jonctions droites (cf. la partie de

droite de la figure 3.1). Plus précisément, nous considérons la réunion de :
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e N petit rectangles dont le ®™¢ a pour longueur L; et pour largeur e,
e une zone de jonction J¢ telle que J* = e, , avec J indépendant de e.

Une caractéristique géométrique est l'aire de la section relative §; de la fente. A contrario, il est
possible de construire une famille de modéles en partant d’une réunion de N segments 1D (S;)1<i<n
de longueurs respectives L; qui partagent 1’origine du repére en commun, comme par exemple sur partie
de gauche de la figure 3.1, d’épaissir ces segments symétriquement de maniére a obtenir des rectangles
dont les dimensions sont respectivement L; et S;e, et d’y ajouter un domaine de la forme J* = eJ, ,
avec J indépendant de £, afin d’obtenir un domaine qui ressemble a la partie de droite de la figure 3.1.

FI1GURE 3.1 — Configuration du domaine pour le cas général

Remarque 3.1.1. Le choix de géométrie fait ici est d’épaissir symétriquement le domaine 1D pour en
faire un domaine 2D dépendant de . Dans le chapitre 2, la construction que nous faisons est d’épaissir
d’un seul coté le domaine 1D pour en faire un domaine 2D dépendant de . Nous verrons dans la section
3.4 que ce choix aura une conséquence sur la construction des conditions de Kirchhoff améliorées.

Sur chaque segment S;, nous introduisons le vecteur unitaire t* tel que

S; = §; tl, 0< s < (3.1.1)

et nous introduisons le vecteur n’ qui est le vecteur t* tourné de F dans le sens trigonométrique (les
vecteurs t’ et n' sont représentés en bleu sur la figure 3.1). Analytiquement, nous avons

Q=cJUQUQU---UD (3.1.2)

ou J est la jonction canonique que nous avons introduite ci-dessus, et €); est donné par

sz{X€R2/0<ix-ti<Li,—%<X-ni<%} (3.1.3)

Sur ce domaine que nous noterons )¢, nous considérons le probléme suivant : trouver u® €

CO(R-H Hl (Qa)) N Cl(R-i-a LQ(Qa)) tel que

(%—Auezo dans Ry x °
%1:; = 0 sur Ry x 00Q° (3.1.4)
u®(0,-) = f° dans Q°
ou” (0,-) = ¢° dans Q°
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avec (f¢,¢°) € H(QF) x L2(Q) vérifient I'’hypothése 3.1.8 qui sera décrite plus tard. Pour ce systéme,
il est naturel d’associer 1’énergie suivante

2

Ou dx (3.1.5)

1
et =5 [ Va0 + |5t

Proposition 3.1.2. La solution u® du probleme (3.1.4) vérifie la relation d’énergie
& (1) = £50,0°) = [ [VFGOI + 19 (o) dx
Qe

Démonstration. Nous multiplions la premiére ligne de (3.1.4) par la dérivée de u® par rapport au temps,
on intégre le terme en —Aua% et on utilise la condition de Neumann donnée par la seconde ligne de

(3.1.4). Nous obtenons donc

g(t u?) =0

ot
Nous en déduisons donc que E°(t, u°) est une quantité indépendante du temps, nous utilisons alors les
troisiéme et quatriéme lignes de (3.1.4) pour obtenir la valeur initiale. O

Remarque 3.1.3. Pour certains résultats, nous nous placerons dans le cas particulier L; = 400 pour tout
i (notamment pour le lemme 3.3.6). Toutefois, les conditions de Kirchhoff (que ce soit les conditions
classiques ou les conditions améliorées obtenue dans la section 3.4) sont locales, et leur écriture ne
dépend ni du choix de L;, ni de la condition que 'on met.

3.1.2 Deécoupage canonique du domaine

Contrairement a ce que nous avions vu lors du choix du domaine dans le chapitre 2, les différents
éléments constituant le domaine se recoupent (ne serait-ce qu’au niveau des domaines de fente, cf.
figure 3.2). Outre les changements de variable que nous allons introduire ici, nous allons introduire un
nouveau découpage géométrique de ce domaine.

FIGURE 3.2 — Domaine limite (en rouge) et domaines de fentes canoniques

Définition 3.1.4 (Changements de variable). Sur chacun des N + 1 domaines (Q3, ..., Q%) et J=,
nous définissons les changements de variable cartésiens suivants :

_Bi B

e le changement de variable = : Q; =10, Li[x] 5 5 [— Q5 et qui a tout couple (5;,7;) € Q; associe

B84, 1) = &it' 4+ ey’ (3.1.6)
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e le changement de variable Z5 : J— Je ,et quiaxe ja associe
E5(X) =ex (3.1.7)

Définition 3.1.5 (Définition de o;). Nous introduisons o;, pour 1 < i < N, comme étant la plus
petite valeur pour laquelle

Il
=

{x € tel quex-t' >e0;} N J‘SUUQj
JF

(3.1.8)

Pour € petit, o; ne dépend pas du choix de €. Un exemple de construction des o; est donné par la figure
3.3 dans le cas d’une jonction de 3 fentes.

FIGURE 3.3 — Exemple de o; dans le cas d'une jonction de 3 fentes (domaine scalé)

Définition 3.1.6 (Nouveau découpage géométrique). Grace a la définition des o; donnée par 3.1.5,
nous pouvons définir les espaces géométriques suivants :

e nous définissons la zone de fente extérieure 25 pour 1 <7 < N, par

7,ext?

0O¢ t:{xEQ‘i€ / X-ti><€0'z‘}

i,ex

e nous définissons la nouvelle zone de jonction J¢ par

N
j€=J8UU{X€Q€ / X-tz‘<80'i}
=1

Un exemple de découpage est donné par la figure 3.4.

Nous pouvons remarquer que nous avons toujours

Qe = Qtiext U Qg,ext U---u Q?V,ext uJe

avec les ensembles deux & deux disjoints ce coup-ci, et nous gardons le fait que Je=¢elJ. , ol J est un
domaine fixé de R

Remarque 3.1.7. Dans toute la suite de ce chapitre, lorsque nous parlerons de la jonction normalisée
J, nous parlerons de la jonction normalisée obtenue a partir de la définition 3.1.6.
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€
2, ext

9
1,ext =

€
3,ext

FIGURE 3.4 — Configuration des nouveaux ensembles €2 _ et J¢

3.1.3 Le probléme 1D limite

Quand ¢ tend vers 0, le domaine )¢ “dégénére” et devient un domaine 1D, qui n’est autre que la
réunion des segments 5;. Pour écrire le modéle limite, nous allons faire des hypothéses sur les fonctions
feet gt

Hypothése 3.1.8. Les fonctions f¢ et ¢° satisfont les propriétés suivantes :
e pour ¢ assez petit, f© = ¢ =0 sur J®,

e il existe deux fonctions f et g définies dans H'(S1) x H!(Ss) x --- x H'(Sy) telles que
fE(x)=f(x-t") et ¢°(x)=g(x-t') pour xcQf

Sous cette hypothése, il est facile de voir que pour & petit,

al of |
£°(0,1) :Zﬁi/s | )+ lef (s (3.1.9)
i=1 i v

Proposition 3.1.9. Sous [’hypothése 3.1.8, quand ¢ — 0, la fonction u® converge vers une fonction
u® solution du probleme suivant (en notant ul la restriction de u® a S;) :

0*uY
atzl—Au? =0 dansRY x S;,V1I<i<N
u(t,) = f; sur S;p,V1<i<N (3.1.10)
ou?
;;(t,-) =g surS,V1I<i<N

Démonstration. La preuve de cette proposition est une conséquence de I’étude de I'estimation d’erreur
faite dans la section 3.3.2. U
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3.2 Développements asymptotiques

3.2.1 Décomposition de domaines avec recouvrement
3.2.1.1 Deécoupages géométriques

Nous rappellons ici la définition de la classe de fonction C, donnée par (2.2.8) :

o . B O
C— {SD-R+—>R+ tel que gg%@(e) = Oet ;gr%)e|ln(€)| _+OO}

Etant donnée ¢ € C, nous définissons

e les zones de fentes €;(¢) données par (ce sont les zones grisées sur la partie gauche de la figure 3.5)
Qi(e) ={xeQf | o) <x-t;} (CQ) (3.2.1)

e la zone de jonction J(g) donnée par (c’est la zone grisée sur la partie droite de la figure 3.5)

N
Je)=eJU|J{x€Q / 0<x-t'<20(e)} (OJ) (3.2.2)
i=1

o2€

o1€

v(e)
2(e)

v(e)
2(e)

FIGURE 3.5 — Zones de fente Q;(¢) (figure de gauche) et zone de jonction J(g) (figure de droite).

Les différentes zones de fentes données par (3.2.1) d’une part, et la zone de jonction donnée par
(3.2.2) d’autre part, ont des zones de recouvrement {O;(e)}, <, définies par
Bie

Oi(e) = Q(e)nJ(e) = {x €0/ ple) <x-th<2p(c) et — - < x-n' < %} (3.2.3)

3.2.1.2 Changements de variables

Nous reprenons les changements de variables =5, pour 1 < ¢ < N, et 25 définis de la méme maniere
que dans la définition 3.1.4, et nous introduisons les domaines normalisés suivants :

o Qie) = (2£)71Q;(e) est le rectangle donné par

) =l Ll x |- 5.5 | (3:2.4)

Notons que ﬁl(s) est un domaine croissant quand ¢ est décroissant, et tend vers le domaine limite
Q; quand ¢ tend vers 0.
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09&

7018}

FIGURE 3.6 — Zones de recouvrement O;(¢)

~

e J(e) est la jonction normalisée définie par

J(e) = (25) " J(e) (3.2.5)

~

Notons que J(g) est un domaine croissant quand ¢ est décroissant, et tend vers le domaine semi-
infini J°° quand e tend vers 0, donné par

J®=JUB U---UBy (3.2.6)
ot les fentes semi-infinies (B;)1<;<n sont données par

Ei:{QGRQtelqueﬁ-ti>aiet—%<§-ni<%} (3.2.7)

3.2.2 Deéveloppements asymptotiques et équations basiques

Nous formulons ici notre ansatz pour les développements asymptotiques qui consiste, dans chaque
zone apreés scaling, & développer u® en puissance de €. En d’autres mots :

Hypothése 3.2.1. Il existe des familles de fonctions (u]f, . ,u?\f, U")pen €
<CO(R+,H1(§1)) N Cl(R+,L2(§1))) XX (CO(R+,H1(§N)) N Cl(R+,L2(§1))) X
<CO(R+, Hlloc(j)) NCY(R,, L%Oc(j))) indépendantes de ¢ telles que
u(t, 25 (8, 05)) = Zekuf(t, 5i,05) 4+ 0(e®) dans  Qy(e) (3.2.8-(1))
keN
wi(t,E5(R) = Y "URER) +0(e) dans J(e) (3.2.8-(ii))
keN

Il reste & obtenir les équations qui permettront de déterminer les fonctions uf et UF. Pour les

fonctions u¥, nous substituons formellement (3.2.8-(i)) dans I’équation des ondes 2D (3.1.4) une fois

7
le changement de variable (25)~! effectué, et nous identifions les termes avec la méme puissance de &
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(d’aprés 'hypotheése 3.2.1, les termes du développement ne dépendent pas de €). Nous obtenons assez

simplement
k+2
0*u _0 0?u} _0 0k B 0%k B O*ult 0 keN (3.2.9)
8193 ’ 8193 ’ ot? 052 8193 ’ o
et nous obtenons les conditions de bord “latérales” suivantes
ouF ‘ ouk ‘
8“} (t, &, —%) = a“} (t, &, %) =0, teR:, 4 >0 keN (3.2.10)
v v

Nous pouvons déja donner un résultat partiel sur les familles de fonctions (Uf)keN :

Proposition 3.2.2. Soit (uf,u¥ )ren € CO(R,, H' (Q)NC (R, L2()) satisfaisant (3.2.9) et (3.2.10) ;
alors

ul(t, 5,0) = uF(5), teR:, 5 €)0,Li], ve } —% % { keN (3.211-(i))
o2l o2l
a;;z (t, &) — aT?;(t, §) =0, teR:, §¢€)0,Lj], keN (3.2.11-(ii))

Démonstration. La preuve de la proposition 3.2.2 est identique & la preuve de la proposition 2.2.4. [

Pour obtenir les équations pour les termes U*, nous substituons formellement le développement

(3.2.8-(i1)) dans 'équation des ondes 2D (3.1.4), nous effectuons le changement de variable (£5)7!, et
nous identifions les termes avec la méme puissance de €. Nous voyons alors que la famille des fonctions

UF satisfait des équations de Laplace emboitées !

82 ka2

AU =0, AU'=0, AU*= o7 k=2 dans J (3.2.12)
avec les conditions de Neumann suivantes
k o~
out _ 0, sur 0J>, keN (3.2.13)
on

3.2.3 Conditions de raccord

De la méme maniére que pour le cas harmonique, nous avons besoin de conditions de raccord reliant
le comportement en §; = 0 des fonctions uf et le comportement & l'infini des fonctions U*. Pour cela,
il est de nouveau utile de connaitre la forme des fonctions U* dans les fentes semi-infinies El : Clest
I'objectif de la prochaine section.

3.2.3.1 Ecriture modale des solutions des équations de Laplace emboitées
Nous définissons B; par les coordonnées locales (3;, ;) = (X - t/,X - n') de telle maniére que

X € El <~ (§i,ﬁi) E]O’Z‘,—FOO[X:|—%,%|: (3.2.14)

Considérons (Uf)=o € CO(R%, H

loc

(B;,C)) N CY(R%, L3 (B;,C)) solution des équations de Laplace

loc
emboitées suivantes

oUF ;
L =0, pour ﬁi:iﬁ—, keN
ov 2

(3.2.15)

AUZQ =0, AUil =0, AUZIng2 = ap = 0, dans Rixgi,

1. Par analogie au chapitre 2, nous parlons ici du Laplacien en espace uniquement.
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Dans la section suivante, les résultats de cette section seront appliquées aux restrictions des fonctions
U* sur les domaines B;, ot UF sont les coefficients du développement (3.2.8-(i)). Dans la suite de
cette section, nous allons fixer 1 <7 < N.

Nous introduisons de nouveau les bases de fonctions propres du Laplacien 1D (en ;) adaptées aux
conditions de Neumann en ; = :I:% : il s’agit de la base w; , donnée par

wip(07) = \/% (% — %) (3.2.16)

olt wy, est la famille donnée par (2.2.24). Il existe alors des fonctions 1D (en espace) U{fp telles que
0
F(t,8;,05) Z (t, 8i)wip(v;) avec Ufp(t, Si) :/ UE(t, 8, 0 w; () g (3.2.17)

peN -1

Si nous substituons formellement (3.2.17) dans (3.2.15), nous avons

azUik b k
Vkel0,1}, VpeN, S (F) Uk, = 0 (3.2.18-(i))
82U_lc pr 2 aQU_ka

Nous faisons de nouveau les changements d’inconnues

U ot 80, 0;) = exp(pﬂ'ﬁ $i)V; (t Si,1;) et Ufp(t,éi,ﬁi) = exp(— pﬂ'ﬁ $)W, (t I

nous obtenons les systémes d’équations suivantes (avec la convention de la remarque 2.2.6) :

aQVk - aVlc - 2 62 k—2
%, 2 p_ Lp p_ ko ,p k .2.19-(1
52 + (&) % <5¢ Vi, 52 FEN, peN (3.2.19-(i))
o2k owk >WE?
s -2 (0) G () why - T kenopen  Gai)

L’idée ici est de chercher des solutions de (3.2.20) sous la forme de produit d’une fonction de §; fois
une fonction de ¢t. En notant de nouveau V et W la fonction de §; qui intervient, nous obtenons

aQVk pﬂ' 8Vk p7T 2
7, (D k k—2 )
(9,§2p 2 (5@) (9§z'p B (5@) Vip = Vip > k€N, peN (8:2.20-(1))
92Wk oWk
ag;p —2 <pB7T> a;p a <pB7T> i = W% keN peN (3:2:20-(w))

qui n’est autre que le systéme (2.2.27), au signe du second membre prés. Nous allons de nouveau
chercher des solutions polynémiales que nous appellerons c et dkp, qui seront définies par récurrence
sur k et qui seront indentiquement nulles pour k impair.

e De nouveau, la valeur p = 0 joue un rdle particulier, puisque les équations (3.2.20-(i)) et
(3.2.20-(74)) sont les mémes. Pour k = 0,1, nous avons

cg{o(gi) = &, 02170(52) =0, d?vo(éi) =1, dl{o(gi) =0 (3.2.21)
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et pour k£ > 2, nous avons

9%k ek
8]20 - c?;aQ? 050(0) = 8;70 (O) = 07
S: ’ ’ i
! (3.2.22)
62d§,0 k—2 k adﬁo
= d; d;'o(0) = (0) =0,

a2 2,0
05;

Il est facile de voir, pour k pair, que les solutions de (3.2.22) sont (nous retrouvons les monoémes
du développement de Taylor de la fonction §; — exp(s;)) :

(§A)2m+1

2m 7 2m i
om _ 2m — 3.2.23
“GOT mr )l M0 T am)r (3.2.23)
e Pour p > 1, nous partons de
A (3) =1, ¢, (5)=0, d?(3) =1, df,(3)=0, p>1 (3.2.24)

Puis, pour k > 2, (cF Cip dfp) est définie comme étant la solution polyndmiale de
%k 60’“
P k—2 k
2 =2 £ (0) =0,
A (ﬁz > 55, G al0)
o*d¥ od¥
Az’p 2 <P7T> —a = df 2= d?p(o) =0,
88 B; 05; P ’

Notons la différence entre les deux lignes de (3.2.25)

(3.2.25)

Proposition 3.2.3. Soit (¢ p?dfp)p217k'eN une famille polynémiale de fonctions satisfaisant (3.2.24,
3.2.25) ; alors

. Cette famille est bien définie et est unique,

2m 2m
¢y et d

1

2 sont de degré m,
2 c2m+1 ot d2m+1
4

sont nuls,
7p

. nous avons les relations suivantes reliant cﬁp et df’p :
dr,(5:) = cf ) (—3:) (3.2.26)
5. nous avons les relations suivantes reliant df’p et dﬁl
dr ,(s:) = p~*df | (ps) (3.2.27)
Démonstration. La preuve de cette proposition est identique a la preuve de la proposition 2.2.7. I

Une fois ces familles de polynémes, nous construisons les familles de fonctions cz 'p dk de Ez dans R

de la maniére suivante :

o (51,05) = exp(prB g ek, (5)wy(y), o
diy (8. 71) = exp(—pmf; ' 8i)d,(3:)wp(1),
qui constituent des familles particuliéres de solutions des équations de Laplace emboitées suivantes

VpeN, VkeN, Acf =cf?2 df =df? dans B (3.2.29)

P nLp

avec des conditions de Neumann homogénes en 0; = :I:%.
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Remarque 3.2.4. Nous pouvons voir que pour p > 1, la famille des fonctions ¢; ), est exponentiellement
croissante que §; — 00, alors que la famille des fonctions d;, est exponentiellement décroissante que
$; — 00. Cette propriété sera utilisée lors de I'écriture des conditions de raccord.

Le lemme suivant explique alors que la famille de fonctions introduite ci-dessus est suffisante pour
décrire le comportement des fonctions U¥ :

Lemme 3.2.5 (Lemme fondamental de développement des UK). Soit {UF € HZOC(B\‘), k e N}
une famille de fonctions satisfaisant (3.2.15), il existe alors deuz suites de fonctions (%,p)(p,k)eNQ
et (5”))(1, wen2 ne dépendant que de t telles que

72 gmek-m
R(t, 8, 0;) Z Z ’p t) cip(8i, ) + T#j(t) d;,(3i, 73) (3.2.30)
m=0peN

Démonstration. La preuve de ce lemme est similaire a la preuve du lemme 2.2.9 U

Nous pouvons formaliser les résultats du lemme 3.2.5 en introduisant les espaces vectoriels

VF(B;) = vect {(c[},d1%), peN, m<k}, V(B)= [j VE(B,) (3.2.31)

Cip>

et les formes linéaires U; € V(B;) — N(U;) € Cet U € V(B;) — D (U;) € C telles que

VU € V(B Z > (N W) e, + Dl ) d) (3.2.32)

m=0peN

Dans ce qui va suivre, la valeur m = 0 jouera un role particulier et ¢’est pourquoi nous notons

VU € V(B;), NipUh):= N2, Us), Diplhs) =D, (Us) (3.2.33)
Avec ces notations, le lemme 3.2.5 peut étre réinterprété de la maniére suivante :
Corollaire 3.2.6. Soit {UF € Hloc(B ), k € N} une famille de fonctions satisfaisant (3.2.15), alors

otm

O™ Dip(UF ™)

UF e VE(By) et NH(UF) = oI

m k
, DLW = (3.2.34)

et nous avons comme CO’I’LSéq’LLeTLC@

m k—m mp. k—m
Z 5 (M e 4+ PPl g (3.2.35)

m m
m=0peN ot ot

3.2.3.2 Dérivation des conditions de raccord

Pour dériver les conditions de raccord, nous écrivons simplement que les deux développements
(3.2.8-(7)), (3.2.8-(77)) doivent coincider (au moins formellement) dans les zones de recouvrement
(3.2.3), i.e. en notant UF la restriction de U* a la fente semi-infinie B; :

Zaka Si/e, vife) + o(e™ Z& (8;,0i/e) + 0(e™), dans O;(e) (3.2.36)
keEN keEN
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Nous notons respectivement £ et R le membre de gauche et le membre de droite de (3.2.36). Nous allons
commencer par R qui est le plus simple & écrire : puisque dans la zone de recouvrement, §; < 2¢(¢e) et
©(e) = 0 quand € — 0 (premiére des deux conditions limites sur ¢ données par (2.2.8)), nous allons

utiliser un développement de Taylor en § = 0 pour chaque fonction uf :

= 3% e 8 i i (1,0) + (=) (3.2.37)

keNmeN

Pour £, nous utilisons les développements (3.2.35) du corollaire 3.2.6, et nous obtenons, en utilisant le

k
fait que Z Z = Z Z au moins formellement :

keENm=0 meNk>m
o 33 5 (T e + TP s g o
pENmMEN k>m

Nous faisons maintenant les changements d’indices k& — k + 2m’ + 1 pour la premiére somme et
k — k + 2m’ pour la seconde somme, et nous obtenons :

P NG (UFT! ) (1) & g P py(UF), s
— k k i
L= 3 X Ym0 G 5 2 S T 0 o

m'eNk>—1 m/eN k=0

+ ZZ Z K 0" Nipl U m)(t) c;(3i/e,Vife) + 0(e™)

otm
p=1m=>0k>m

(3.2.38)

Finalement, Iidentification formelle des deux expressions (3.2.37) et (3.2.38) dans les zones de recou-
vrement O;(¢) comme étant des fonctions de €, § et & nous donne les conditions de raccord.

Tout d’abord, pour p > 1, aprés avoir multiplié (3.2.37) et (3.2.38) par w; (%) et intégré suivant
U;, nous avons

m A/ k—m
3 (ew)t %@) i (3i/e, i/€) exp(pmB;tsi/e) =0

tm
m>=0k>m a

2m/’

;p sont linéairement indépendantes et nous en dédui-

La proposition 3.2.3 1mphque que les fonctions c;

8 N p(UF 2

S )(t) = 0 pour tout m’ > 0 et pour tout k > 0, i.e. :

sons que
Nip(UF)(t) =0, teRy, p>1, k=0 (3.2.39)

qui exprime 'absence de termes exponentiellement croissants. Nous pouvons voir que (3.2.39) se réécrit
sous la forme suivante

U* a une croissance au plus polynoémiale a l'infini dans J>® (3.2.40)

Ensuite, il revient d’identifier les termes en puissance de 3; et de € des deux développements. L’iden-
tification de ces termes en puissance de £¥5™, en distinguant les valeurs paires et impaires de m nous

1 82m’M {rk+1 92m’ +1uk
\/E$(’f) = et (00

[T 0 D;(UF) 0¥ uk
EW@) = W(t 0)

donne
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En utilisant le fait que chaque fonction uf est solution d’'une équation d’ondes 1D, nous avons

9xm o 92m’ yk
— - (H0) = ——=(t,0)
ot 0s;

Nous obtenons alors les conditions de raccord de “Dirichlet” et de “Neumann” qui sont

1

@) 0=\ [ 2N, keN
. ' (3.2.41)
W) 0= SN, keN

3.3 Justification des développements formels et estimations d’erreurs

Dans cette section, notre but est de prouver que les fonctions (uf, U k) sont définies de maniére
unique, et qu’il existe une fonction approchée construite a partir de ces développements qui différe de
la solution exacte d’une erreur étant une puissance de € qui croit avec 'ordre de 'approximation que
nous considérons.

3.3.1 Existence et unicité des développements formels

Notre but est de montrer que les équations (3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13) associées aux conditions
de raccord (3.2.41) et de croissance (3.2.39) définissent une unique famille

{(u’f,...,uﬁv,U’f), ke N}

Pour atteindre notre but, nous allons d’abord formuler un probléme équivalent au probléme (3.2.12,
3.2.13) mais posé sur la jonction canonique J. Cette formulation équivalente sera de plus utile pour les
simulations numériques, qui seront détaillées dans le chapitre 4. Nous montrerons ensuite I'existence
et I'unicité des termes du développement.

3.3.1.1 Restriction & un domaine borné pour les fonctions U*

Notre but ici est de trouver une famille de problémes qui sont emboités et posés sur J dont la
solution est la restriction des fontions U* au domaine .J. Pour atteindre ce but, nous allons utiliser le
développement modal de chaque fonction U¥, donné par (3.2.35), afin d’écrire des opérateurs Dirichlet-
to-Neumann sur les interfaces ¥; définies par (voir figure 3.7) :

zi:{ieaf, X-t' =0; and \inﬂé%} (3.3.1)

Remarque 3.3.1. Contrairement & ce qui se passe dans le chapitre précédent, les interfaces ne sont pas
paramétrées par X -t = 0. Ceci est dii au fait que le domaine QF est obtenu par extension symétrique
du domaine limite 1D, alors que dans le chapitre précédent, I’extension n’était que d’un seul coté.

En utilisant (3.2.35) et (3.2.39), nous pouvons écrire, en séparant les termes m = 0 (qui font
intervenir U¥) des autres termes :

UE(t,%) = Nio(UF)(t) €]o(%) + ) Dip(UN(1) d7,(%)
peN

k k—m k k—m
+ §:1 —gfm )(t) cH® + DY I"Dip(U ™) )(t) a7 (x)
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oy \\23

FI1GURE 3.7 — Rappel de la jonction normalisée J

Nous prenons la trace de (3.3.2) sur %;, et nous obtenons, en utilisant (3.2.28) :

; 1
UE(t, 01, 01) = Nio(UF) ()~ + Dy o(UF)(t)——
( ) o(UF)( )\/E o(U)( )\/E
pTo; N
+ D UR0) e (2 winlin)
p>1 '
k/Q 82m MO(Uk 2m’ )(t) O,i2m’+1
\/ BZ otzm’ (2m/ + 1)! (3.3.3)
\/7 k/2 an D (Uz]c—Qm’)(t) O,i2m’
ﬁl t2m/ (2m’)!
k/2 om/ k—2m/
0“" D; p(U; PO !
D IPIEEL - exp( o )d? (03 )wip (%)
m/=1p>1 v

Puisque la famille (w;,)pen est une famille orthonormée de L2 G —%, % D (donc de L2(%;)), nous
pouvons voir que, pour p > 1,

/ Uz‘k(tﬁai,ﬁi)wi,p(ﬁi)dﬁi = ’Di,p(Uz‘k)(t) exp (_pﬂ'Uz‘>
b}

Bi
k/2 o "o (3.3.4)
o™ Di,p(Uz' ) pmoi\ om!
mZ:l YT (t) exp <— 5, d;% (o)

Nous pouvons également calculer la trace de la dérivée normale de UF sur ¥; (donc la dérivée par
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rapport a §;) a partir de (3.3.2), pour obtenir

ouk 1
D3 (t UZ7VZ) = M,O(Uzk)(t)\//@_
pT pTo; N
= S D) exp (<75 ) w2
p=1 7! !
k/2 g2’ N, O(Uk: 2m/ ) o2m’
R 52 e
3 t 3
\VE ﬁl S O G =11
k/2 o/ k—2m’
o*m Di, UZ pmo; m’ N
N T
m/=1p=>1 !
k/2 om! k—2m’ 2m/
0“™ D; »(U; PTO; ad@ .
+ 3 S R e (<257 ) ()
m/=1p=1

Le point & remarquer est que, en utilisant (3.3.4), la somme des seconde et cinquiéme lignes de (3.3.5)
devient

- Z / UF(t, o1, D) wip (D) dD; (3.3.6)

p>1

Il est alors naturel d’introduire l'opérateur Dirichlet-to-Neumann non-local 7; : H%(El) — Hfé(Ei)
défini de la méme maniére que 'opérateur Dirichlet-to-Neumann 7" du chapitre 2 - une définition plus
précise de cet opérateur est donné dans l'annexe A.2.1. En utilisant également (3.2.41-(N)), nous
pouvons réécrire (3.3.6) sous la forme

8Uik Oul1

N+TUR@ ) = ==
k2 gom/ 41, k—2m/—1 om/
0 u; o;
* Z RN oY
/ ; 3.3.7
. \/7 k/2 aZmD (Uik—Qm)(t) JiQm -1 ( )
Bz 3t2m' (2m’ —1)!
k/2 om/ k—om/ om/
0“" D; p(U; PTo; ad,; N
+ > a;)gm )(t)exp (- 5 ) agf (oi)wip(0;)
m'=1p>1

Finalement, nous avons un probléme équivalent au probléme (3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13, 3.2.41) en
remplacant (3.2.41-(N)) par la condition (3.3.7). Le théoréme suivant donne un cadre plus précis (en
notant C12(V) = CH(R%,L2(V)) N CO(R%, HY(V))).

loc

(3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13) avec les conditions de raccord (3.2.41) et de croissance (3.2.39). Alors

Théoréme 3.3.2. Soit {(u’f, cuk UR) e CL2(0y) x -+ x C12(Qy) x ClQ(JOO)} solution de

{(u’f, ok UR) € CR2(0) x -+ x CR2(6y) X clvz(f)}
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est solution de (5.2.10, 8.2.11), (3.2.12, 3.2.13)3, (3.2.41-(D)) et (5.3.7).
Inversement, si {(u’f,...,ulfv,Uk) € CL2(Q) x -+ x C12(Qy) x Cl’Q(j)} est solution de (3.2.10,
3.2.11), (3.2.12, 3.2.13)3, (3.2.41-(D)) et (3.3.7), alors en étendant U* & chaque domaine B; via

uk 1
UHER) = VBT (1,0) eyl + 3D, U0 dy®)

peEN

k .
aerluéC ml m A o"D; P Uk m) m (3
Bi Z W(t’o) c/o(x) + Z Z 5¢m (t) di,(%)

m=1 m=1peN

alors

(b, b, UF) € CH2(@0) x - x CH2(0) x CL2(T))
est solution de (3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13, 3.2.41) et (3.2.539).

Démonstration. La preuve du théoréme 3.3.2 est similaire a la preuve du théoréme 2.3.1. U

3.3.1.2 Lemmes auxiliaires

L’existence et 'unicité vont étre démontrées par récurrence sur k. D’aprés le théorméme 3.3.2,
il suffit de considérer le probleme (3.2.10, 3.2.11), (3.2.12, 3.2.13) 7, (3.2.41-(D)) et (3.3.7). Afin de
pouvoir identifier clairement le processus de récurrence, il est utile de reformuler ce probléme d’une
maniére plus découplée (nous sous-entendons entre uf et UF, pour une valeur de k donnée), qui sera
également utile d’'un point de vue numérique.

Afin de pouvoir découpler ces problémes, 'idée est de d’abord considérer (3.3.7) comme une condi-
tion de bord pour U*, afin de formuler un probléme de transmission pour les fonctions uf. Cest
pourquoi nous allons utiliser les deux lemmes techniques suivants :

~

Lemme 3.3.3. Soit ® € L%(J) et g; € H*%(Ei). Il existe une unique fonction U € HY(J) a une
constante additive pres telle que
AU = o, dans J

a—U—|—TU = gi surl;

on
oU Y

i=1

(3.3.8)

si et seulement si la condition de compatibilité suivante est satisfaite

N
> g )y, = /jCD (3.3.9)
=1

ot (-, )y, est le crochet de dualité (H_%(Z,),H%(EZ)>

Démonstration. La preuve d’existence et d’unicité a une constante pres se fait en utilisant le théoréme
de Lax-Milgram, de la méme maniére que pour la preuve du lemme 2.3.2. ]
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Remarque 3.3.4. La question de savoir si nous avons une plus grande régularité sur U peut étre posée.
Si @ est une fonction k fois dérivable par rapport au temps, il est facile de démontrer que la solution
U du probléme (3.3.8,3.3.9) est aussi k fois dérivable par rapport au temps. Cependant, le domaine
J faisant généralement intervenir des coins rentrants, nous ne pouvons pas avoir la régularité H? en

espace de la fonction U (ce résultat peux étre trouvé par exemple dans les travaux de Monique Dauge
[Dau88|.

Corollaire 3.3.5. Soit W;, pour 1 <1 < N —1, l"unique solution a moyenne nulle du probléme suivant

AW; = 0 dans J

oWw; 1
TW: — — 3.
o + LW 3 sur ;
oW; 1
—— + LWy = — sur
on 1 Bit1 i (3.3.10)
oW;

+T;W; = 0, surX¥;, jFietj#i+1

N
4% -~
o 0 surdJ\ (Z:le EZ>

on

\

et soit U une solution du probléeme (3.3.8). Alors

N N
1 1
VUVW; + / W, T:U = —/ U — / U= / gi Wi —/@WZ' 3.3.11
/f ; 5 ! Bi Js, Bi+1 Jsi ; 5 ! 7 ( )

Démonstration. La preuve de ce corollaire (y compris la relation (3.3.11)) est similaire a la preuve du
corollaire 2.3.3 O

Lemme 3.3.6. Nous nous placons dans le cas L; = 400, pour tout 1 < i < N. Etant donnée une
famille de sauts de Dirichlet (j;)1<i<n—1 € Hj,.(R%) tel que j;(0) = 0, étant donnée une moyenne de
Neumann a € L7 (R%), et étant donnée une famille de données de Cauchy (£i)1<;<n € H'(]0, L;]),

(gi)1<icn € L2(]0, Ly[), il existe une unique famille solution (u;)1<i<n € CH2(]0, L[ telle que

2 2

o2 9s?

= 0, dans R x]0, L[,
ouy;
ul(07) = fi7 atZ(O,) = g,

N
8ui
Zﬁja—gi("o) = a

J=1

\ui-i-l('ao)_ui('?()) - ji7 I<isN-1

(3.3.12)

De plus, nous avons continuité de la solution par rapport aux données initiales.

Démonstration. L’idée est de décomposer ce probléme en trois problémes distincts, par linéarité :



72 Chapitre 3. Probléme d’acoustique dans une jonction de N fentes

e un probléme classique dont nous noterons la solution uf :
( *uf  0%uf
(9t; - (9§Z22 = 0, dans R x]0, L;],
ouf
u{(oa ) = fi7 81: (O, ) = g,
(3.3.13)
N ouf
—(,0) = 0
Z/B] ag (7 )
J=1
uf 1 (,0) —uf(,0) =0, 1<i<N-1

Toujours par linéarité, nous pouvons supposer que le support des fonctions f et g est contenu dans
la premiére fente. Dans ce cas, en supposant que f; et g1 ne comprennent pas 0 dans leur support,
nous avons, pour ¢ assez petit, en utilisant la formule de d’Alembert :

S1+t
u{(t, 81) = (f1(§1 — t) + f1(§1 + t)) + = [ g1(§/)d§/

2 Js -t

N | =

et de méme, uf(¢,3;) = 0 pour t < 3;.
Lorsque ¢ n’est plus petit (i.e. dans le cas ou la solution décrite ci-dessus ne s’annule plus en
$1 = 0), nous avons, pour t > §; :

U{(t, ‘§1)

1 R 1+t R t—351
SE (51 )+ —fi(t— &) + —/ g1(3)ds + —1/ g1(3)ds’
2 2 2 Jo 2 /o

X T T [
uf(t, Si) = Elfl(t — Si) =+ 71 / g1 (S/)dS/, 1 75 1
0

ou les coefficients Ry et 17 sont donnés par les formules suivantes

-1 2 , »
S 1 et Ty = 111 avec 7y = # (3.3.14)
g ga! 1

1

e un probléme dont nous noterons la solution ] :

(

0%l 9% .
8tQZ - (%Zzl = 0, dans R x]0, L],
J0.) = L A
6u2-+1 ou?
L0+ =2 0) = 0

Nous pouvons remarquer que ce probléme est bien posé et admet comme solution (en étendant
Ji(T) 4 0 pour 7 négatif) :
uj(t, 5;) = ij(t — &) (3.3.16)
i<t

Nous pouvons également remarquer que

N ' n
> 2E 0 = -3 3 a0 (3.3.17)

i=1 i=1 j<i
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e un probléme dont nous noterons la solution uf :

( 0*ud  9%ud

2 932 = 0, dans R x]0, L],
ou
u2(0,) = 0, "0, =0
(3.3.18)
N ou? n
A B »
2 Pigs, 00 =2t D fil
Jj=1 j=11<j
U?+1('7O)—u?(-,0) = Oa 1§2<N—1

Ce probléme est bien posé : I'unicité se démontre de maniére classique (si il existe deux solutions
de (3.3.18), alors leur différence est solution d’un probléme homogeéne bien posé, donc est nulle),
et l'existence est donnée en calculant explicitement la solution (en étendant également a(7) a 0
pour 7 négatif)

1 t—38; n
ud(t, 8;) = — T)dT it — 8 3.3.19
MR = 5o /O a(r) +]§jl§m<t ) (3.3.19)

Finalement, uf + uJZ + u2 est solution du probléme initial (3.3.12).

Nous pouvons maintenant estimer la norme des fonctions u; en estimant la norme de chaque fonction
f £
77 77
d’erreurs obtenues pour la solution de I’équation des ondes posées sur (t,z) € R% x R. Pour les

U ug et u?!. Pour les termes u;, nous utilisons des estimations d’erreur identiques aux estimations

termes u‘: et u?, nous utilisons les expressions (3.3.16) et (3.3.19) pour obtenir les estimations d’erreur

suivantes :
j Ny

‘ w;(t, ) L2(8) < ;5] H.]]HL?(}OJD
8uJ; .
o () <Y Bl gou

LQ(SZ.) 1<t
6uJZ.- .
52 (1) < Zﬁj 135111 o,

L2(S;) j<i

. N
[tz < 5= | VElRlagoa + 22 2 A litllago
J Jj=11<y
N
ou? 1
Lt .)‘ < allr2qo,p + Z Z Bulldtlli o,
‘ ot sy 2B j=11<j
N
oud 1
(¢, .)‘ < allr2qo,p + Z Z Bulldtlli go,ap)
‘ 681' L2(S;) Zﬁj Ij=11<j
Le preuve du lemme est alors établie. =

Remarque 3.3.7. Ce lemme reste également vrai dans le cas ot L; # +o00. Cependant, la preuve est plus
complexe a écrire ('écriture des différentes fonctions faisant alors intervenir le principe des images), et
les estimations d’énergie font apparaitre explicitement ¢.



74

Chapitre 3. Probléme d’acoustique dans une jonction de N fentes

Remarque 3.3.8. Dans le cadre d’une jonction de deux fentes de méme épaisseur, nous avons (31

= [2,

et les coefficients donnés par (3.3.14) deviennent Ry = 0 et 77 = 1. Nous retrouvons alors la formule
de d’Alembert, écrite sur chacune des deux fentes semi-infinies.

3.3.1.3 Existence et unicité

D’aprés (3.2.12, 3.2.13) 7 et

.3.7), nous pouvons appliquer, pour t € xé, le lemme 3.3.3 pour
3.3.7), li t € RY fixeé, le 1 3.3.3

U=Ut"), ®= 8259/; - (t,") et gi = gf 1(t, -) avec
8uk 1
k—1
9i 95, (1 0)
k/2 41 k—2m'—1 /
82m +1,A m 2m
+ o (1,0)
ot2m’ 93, (2m )
m/=1
k/2 an’+1ul§f2m O_Qm/fl (3320)
L t,0
k/2 k—2m/ om’
™' Dy (U ) proy\ Od:
T Z Z ézt)Qm (t) exp (‘ ﬁil> agj (o3)wip
m/'=1p>1

La condition de compatibilité (3.3.9) nous d

effectué :
82
Zﬁz /

N

- B
=1
N

- B
i=1

Remarque 3.3.9. Dans la définition 3.1.5, nous
pour le découpage. Cependant, rien ne nous

aA

o; < o}, et de considérer la nouvelle jonction

7ol

=1

J = {XERQ/

onne alors, une fois le changement d’indices k = k + 1

Ukl

TR t X dx

(k+1)/2 92m/+1, k—2m’ 2m/
= (%,0 3.3.21
vt ot2m" 93, (¢ )(2m Nl ( )
(k+1)/2 82m’+1uf+172m .0) sz’fl
otzm’ (2m’ —1)!

m/=1
avons défini o; comme étant la plus petite valeur possible
empéche de prendre un autre N-uplet (o])1<i<n, avec
J' définie par

0; < xtz<aet‘x n| BZ}

En reprenant les calculs de traces, nous avons également

o*uk—t
z@ G0 = [ et R
N (B+1)/2 jom/+1. k—2m/ N\2m/
o : (})
_ : —— t, !
;5 ,Zzl o> 95 (4.0) (2m/)!
B iﬂ (k+1)/2 92m/+1 ic+1 2m’ .0) (0! )Qm’—l
i /:1 ot2m’ (2m — 1)
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Le membre de gauche de cette relation ne dépend pas du choix de o}, donc le membre de droite de cette
relation ne doit pas non plus dépendre du choix de o/ - la non-dépendance est cachée dans I’écriture
modale de UF~! sur le domaine

{ieRz/o—igi-ti<o—§ et {ﬁnz{g%}

Ensuite, étant donné 1 < i < N, lintégration normalisée de UF sur le bord ; en utilisant le
développement modal (3.3.3) et en utilisant les conditions de raccord (3.2.41-(D), 3.2.41-(N)) donne

1 (9uk 1
5 [ e = o+ G0
k/2 ! k—2m/'—1 om/ 41
o +1ui ot
t,0 L
! mZ:l o™’ 93 (® )(2m’—{—1)! (3.3.22)
k/2 , - /
9y m2m 52m
7 t,0)—

Nous utilisons alors le résultat (3.3.11) avec U = U¥(t,-), ® = 82([9]572 (t,) et g; = g*~! donnée par

(3.3.20), pour obtenir la condition de saut suivante

k *UM 2 Y k-1
uf (t,0) — uf (¢, 0) / o2 (t, )W +Z/z g9; Wi
j=172j

auH_l 8uk71
t,0) oy t,0
+ 681+1 ( ’ )UZ+1 852 ( )
k/2 oom/+1 i 2m' o2m 1 FI2 gam/+1, k—2m/—1 o2/ +1
i £,0) " - J £,0)—
* mZ_:l T T G s v m/z_l T A Gl gy
k/2 gom/+1 ltlzm QJTl' 2 gamit1,, k 2m/ o2m’
LES R Wil T A A
* gm0 G~ 2 g B0 gy
m/=1 m/=1
(3.3.23)

Pour chaque k, nous avons réussi a découpler le calcul des uk au calcul de UF puisque la Condition de
saut (3.3.23) et la condition de moyenne (3.3.21) suffisent & déterminer de maniére unique uf - il s’agit
du résultat du lemme 3.3.6.

Enfin, comme solution du probléme (3.3.8) avec ® = %(t, et gi = gF! donnée par (3.3.20),
U*(t,-) est définie & une unique constante prés. Pour fixer la valeur de cette constante, nous utilisons

de nouveau (3.3.22), mais de maniére symétrique par rapport a i :

N k/2 82m/+1 ]?—2777,/—1 2m/+1
L t,0 ! 3.3.24
22 T 55 O (3:3:24)
i=1 m/:l
N F2 gom/y1, k—2m o2

+ 22 T 0G0y,

i=1m/=1
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Finalement, nous avons obtenu un probléme équivalent a (3.2.10, 3.2.11), (3.2.12, 3.2.13) 7, (3.2.41-
(D)) et (3.3.7) en remplagant (3.2.41-(D)) par (3.3.21), (3.3.23) et (3.3.24). Plus précisément :

Théoréme 3.3.10. Les deuz probléemes sont équivalents (afin d’améliorer la clarté de la notation, nous
omettons le cadre fonctionnel)

(i) {uf, .. uk, U*, k=>0} est solution de (5.2.10, 8.2.11), (3.2.12, 8.2.13), (3.2.41-(D)) et
(5.5.7)

(ii) {u*,...,uk, U*, k=>0} estsolution de (3.2.10, 3.2.11, 3.3.21 ,5.3.23) et (3.2.12, 3.2.13),
(8.3.7, 3.8.24) avec gffl définie par (3.3.20).

Démonstration. La preuve de ce théoréme est identique a la preuve du théoréme 2.3.5. ]

Maintenant, nous allons montrer que le probleme (3.2.10, 3.2.11, 3.3.21 ,3.3.23) et (3.2.12, 3.2.13) 7,
(3.3.7, 3.3.24) avec gffl défini par (3.3.20), admet une unique solution {uli, cuk Uk k> O}, par
récurrence sur k € N.

Le cas k = 0. Avec la convention de la remarque 2.2.6, nous déduisons de (3.2.10, 3.2.11, 3.3.21)
et (3.3.23) que u! est, comme attendu, la solution du probléme limite (3.1.10).

De plus, nous pouvons voir que la fonction U%(, -) résoud le probléme (3.3.8) avec ® = 0 et g; = 0.
Nous en déduisons que la fonction U° ne dépend que de du temps, et cette dépendance est fixée par

1L 1 1 <
Ut ) = Z:; 3 /E Ut ) =+ ;u?(t,o)

Le cas général k > 0. Supposons que (u‘i, e ,ufv, Uz) sont connus jusqu’a £ =k — 1. Alors :

e Nous déterminons (u},...,u%;) comme étant 'unique solution du probléme (3.2.10, 3.2.11, 3.3.21,
3.3.23) - il s’agit du lemme 3.3.6,
e nous calculons gffl grace a (3.3.20),

e nous déterminons U¥ comme 'unique solution (cf. lemme 3.3.3) du probléme (3.3.8) pour & =

BQUk_Q
ot?

condition de compatibilité (3.3.9), mais cette condition de compatibilité n’est rien d’autre que la

(t,-) et g; = gffl, avec la condition de moyenne (3.3.24). Nous devons bien sir vérifier la

condition de moyenne (3.3.21) écrite pour “k = k — 17

Finalement, en regroupant ces résultats avec les théorémes 3.3.2 et 3.3.10, nous avons prouvé le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3.11. [] existe une unique famille {u’f, ... ,uﬂ“v, Uk, k> O} solution de (3.2.10, 3.2.11,
3.2.12, 3.2.13) et vérifiant les conditions de raccord (3.2.41) et de croissance (3.2.39).

Remarque 3.3.12. En fait, par construction, nous pouvons voir que les sauts a et j intervenant dans

écriture du probleme (3.3.12) définissant la fonction (uf) dépendent des dérivées £1me de uf_e.

1<i<N
Donc, si nous voulons construire le terme uf du développement, la régularité réelle que nous avons
besoin sur u est

uf € CO(RY, HE P (]0, Li[)) x CH(RY, HY(]0, Li]))
et puisque le probléme satisfait par u” est un probléme classique, nous devons avoir
f; € H*'(]0,L;[)
g € H*(]0,L;[)
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3.3.2 Estimations d’erreurs

Dans cette section, nous allons démontrer que nous pouvons construire une fonction approchée
dont la différence avec la fonction exacte u® différe d’un terme dépendant entre autres de € aussi petit
que lon veut. Nous allons donner deux estimations : une estimation globale sur tout le domaine ¢,
et une estimation locale sur chacune des fentes. Afin de ne pas alourdir cette partie, nous supposerons
que les données de Cauchy sont C*°.

3.3.2.1 Estimation d’erreur globale

Nous considérons ¢ € C (rappel : C donnée par (2.2.8) est la classe des fonctions € — ¢(g) qui
tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers 0, mais moins rapidement que £|In(e)|), et nous introduisons une
famille de fonctions de troncatures ®¢, dépendantes de p(¢), telles que

~

P5(5) = (%) avec ® € C*(Ry), supp ® € [0,2], & =1 sur [0,1] (3.3.25)

a partir de laquelle nous construisons une fonction de troncature bi-dimensionnelle ®° : QF, — [0,1]
telle que

e sur J¢, ie(x) =1,

o sur 5, D% (x) = °(x - t),

I'idée étant de considérer une fonction de troncature dont les variations sont a support dans les
domaines de raccord O3 . Bien entendu, nous aurons a un moment donné a faire le choix de la fonction .

Ensuite, étant donné k € N, nous proposons la fonction globale suivante (une idée naturelle est
alors de choisir ¢ dépendante de k) :

k
(%) == (1= (%) D >~ ™u (1, (25) 7 () + 2°(x) Y "UK(E(E5) (%) (33.26)

i=1 m=0 m=0

Par hypotheése sur les données de Cauchy, nous avons, pour € suffisamment petit
E5(0,u® —uf,) =0 (3.3.27)

Nous allons maintenant étudier la dérivée de 'énergie £°(¢,u® — uj,) par rapport a t. En utilisant la
formule d’intégrations par parties de Green-Riemann, et en utilisant le fait que u® — uj, satisfait une

e R 2
condition de Neumann homogéne sur le bord de €2°, nous avons, en notant [1 = g? - A

W@) _ 1 /E O (« — &) (t,x)w&,x)dx (3.3.28)
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Or, nous savons que u® vérifie le probléme exact (3.1.4), donc TJu® = 0. Il nous reste donc & estimer
Uug. Nous avons alors

k
g (t,x) =y > (1= ()™ (uf'(-, (E5) 1)) (%)

mzz N (3.3.29)
+2) VO (x)e"V (Um(-, =97 =D w (E) )) (t,x)
m=0 i=1

k N
+ ) AT (x)e™ <Um(t, (25) " Hx)) — Zuzﬂ(t, (Ef)‘l(X))>

Nous allons traiter séparément chaque terme de (3.3.29).

e Le premier terme est le plus facile a traiter. Pour chaque fonction u{", nous avons, en utilisant
(3.2.11-(u2)) =

Zum Zum
O - (2)719) (1) = (k- — k) 6,20 6) =0

Le premier terme est donc nul.
e Le second terme se traite quasiment de la méme fagon. Pour chaque fonction U™, nous avons, en

utilisant (3.2.12) :

217Tm 2r1Tm—2
O (25)71) %) = (T — 2 g ) (557

g2

Nous avons ainsi
k

()"0 (U™ (-, (E5) 1)) (%) = e (t,(25) 71 () + "5 (¢ (25) 7 ()
0

m=

Nous avons alors

m=0
R 277k—1 ué — U
< [ B0 | o ) )| |2 o) ax (3330
217k ué — U
b et [ @00 | T 50| |2 R o ax

Nous allons étudier le premier terme du membre de droite de I'inégalité (3.3.30) (le second terme se
traite de la méme maniére). Nous avons, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et en majorant
P°(x) par 1 :

N 277k—1 v T
o [ 0| e @) | |2 R )
92k—1 2 1 8 (uF — ) ) 1 (3.3.31)
<& (/s W(t’ (Esj)_l(x)) dX) </E %(KX) dx)
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En faisant alors des calculs analogues aux calculs effectués pour majorer le second terme de (2.3.22),
nous pouvons majorer le membre de droite de (3.3.31) par

Cr1()p(e) 2\ JE2(t, ue — ) (3.3.32)

e Les troisiéme et quatriéme termes se traitent de la méme maniére que les troisiéme et quatriéme
termes de (2.3.22). Nous obtenons de nouveau une majoration de ces termes par

Ch(t)p(e)F 24/ E2(t,ue — i) (3.3.33)

Finalement, nous avons 'estimation suivante :

DE (-, uf — T5)

o <t>' < Cul)p(e) 8 [e2(t,u — ) (3.3.34)

ot Ck(t) est une fonction ne dépendant que des données de Cauchy f et g, et de k. En utilisant une
inégalité de la moyenne, et en utilisant la condition initiale (3.3.27), nous avons la relation suivante :

E°(t,u® —uy,) / Ci(T 55 (1, uf — uk)d (3.3.35)

Pour conclure, nous utilisons le lemme suivant

Lemme 3.3.13. Soit ¢(t) et m(t) deux fonctions positives continues définies sur [0,T] telles que

o(t) </0 m(7)\/e(r)dr, Vte (0,T)

S

Démonstration. Nous admettons ce lemme. Le lecteur pourra trouver une preuve par exemple dans

Alors

[Bih56] pour un cas plus général. O

Nous utilisons le lemme 3.3.13 avec la majoration initiale (3.3.35), et nous obtenons finalement le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3.14. Il existe une fonction Cj ne dépendant que de k, des données de Cauchy et de t

telle que
E(t,uf —U5) < Cp(t)p(e)* 1 (3.3.36)

3.3.2.2 Estimation d’erreur locale

Nous obtenons une meilleure estimation si nous restreignons le domaine sur lequel nous faisons
notre estimation d’erreur. Nous regardons l'erreur dans les domaines

is=1{xeQ tel que x-t' >4}, 0> eo;

Pour k € N donné, nous introduisons la fonction uj, définie par

Z eMulM(t,x - t')  sur R x Q; 5 (3.3.37)
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Théoréme 3.3.15. Quel que soit 0 < 0 < min L;, nous pouvons construire la fonction approchée uj,
définie par (3.3.37). Alors :

2n+2 — 3
e pour € tel que 2e27+3 < 6, nous avons uj, = ug, sur chaque domaine 95 5

e nous avons l’estimation d’erreur suivante : il existe une fonction Cy, 5 ne dépendant que de k, ¢ et
de t telle que

N
>/
=1 0,8

Démonstration. Supposons que nous connaissons la fonction ¢(e) servant au découpage du domaine.

£ _ 4.& 2
O 24 (4 50)| 4+ 190" — ) (1,01 dx < Cop ()22 (3.3.39)

(t,%)

Nous prenons alors d tel que 2p(e) < 6. De cette maniere sur les domaines €2 s, la fonction de troncature

®F vaut 0, et il est alors facile de voir que uj, = ujf. Le membre de gauche de 'inégalité (3.3.38) que

Js,

Nous décomposons alors la fonction u® — uj sous la forme

nous voulons estimer devient

>

=1

2

— W) V(U — @) (¢, x)|2 dx (3.3.39)

G

M| =

W T = (U — Tyg) + (Woy = )
En utilisant alors une inégalité du type (a + b)? < a? + b2, nous avons

2
+ |V (uf —5)(t,x)* dx

Z / 5 7@(%8;@)@’)()

o - )
S ZE/ o bX)

1 O(UE _ e
- / (uk+§t “k)(tjx)

=z

2
V(U — ) (6 x)| dx (3.3.40)

2

+ + [V (@n = ) (1) dx

'Mz i

=1

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité peut étre majoré, en remarquant que les
domaines ()5 5 sont disjoints car § > 0y, par £ (¢, u® — uj_ ) ; nous utilisons alors I'estimation (3.3.36)
donnée par le théoréme 3.3.14. Le second terme est plus facile & traiter : puisque 2¢(e) < 4, la fonction
de troncature ®° vaut 0, et nous avons
U5 o — u, < M4 P22 qur RY x QF

Nous obtenons finalement 'estimation suivante

N
Z : /
i=1 € f’,a
2k+2

Maintenant, nous prenons comme fonction ¢ : € — £2k+3 pour conclure. U

O(u® —1uf)

2
Y +|V(u® — ﬂi)(t,x)|2 dx < C’k+2(t)go(e)2k+3 + Ck,(;(t)s%” (3.3.41)

(t,%)
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3.4 Construction et analyse des conditions de Kirchhoff améliorées

Nous savons maintenant que les fonctions (uf) sont bien définies grace au théoréme 3.3.11, et que le
théoréme 3.3.15 nous dit que le développement tronqué de la solution a 'ordre k différe de la solution
exacte en et A priori, si nous voulons connaitre une approximation de la solution & I'ordre k sur un
intervalle (0,7), il faut :

e résoudre k + 1 problémes de Helmholtz sur (0,7") sur chacune des N fentes, avec des conditions
de couplage ;
e résoudre k + 1 problémes de Laplace sur (0,7") sur la jonction.

Au lieu de cela, nous allons construire une fonction u° définie sur US; qui va étre solution d’un probléme
d’équation d’onde bien posé, et dont I'approximation a 'ordre k est exactement ujy, ot uf, est la fonction
définie par (3.3.37). L’avantage de pouvoir définir une telle fonction est qu’elle sera une approximation
a lordre k de la solution u® du probléme d’acoustique 2D, mais sera donnée par la résolution d’un seul
probléme de Helmholtz 1D (modulo la résolution d’un certain nombre de problémes de Laplace).

3.4.1 Construction des conditions de Kirchhoff
Notons u®! la fonction définie sur C12(S7) x --- x CH2(Sy) par
usl(t, 8;) = ul(t, 8;) +euj(t,3;) dans RY x S (3.4.1)

ott u) et u} sont les fonctions du développement (3.2.8-(7)). Nous savons déja, en utilisant (3.2.11-(44))
et en utilisant les données de Cauchy, que us' est solution du probléme suivant :

1 1
( 82u;3, 82u<_€7

R 8§% = 0, dans R’ x (0,L;)
uf’l(t, ) = f;, dans (0,L;) (3.4.2)
!
gzt (t,r) = g, dans (0,L;)

D’aprés le lemme 3.3.6, u®! est déterminée de maniére unique si nous connaissons la moyenne des
dérivées normales intérieures (vis-a-vis de la fente) $; = 0 et les différents sauts de la fonction en

g1

$; = 0. L’idée a priori est d’écrire ces différentes quantités en fonction de u®* elle-méme.

3.4.1.1 Ecriture de la condition de moyenne

Nous partons de (3.3.21) écrite successivement pour k = 0 et pour k = 1, et nous obtenons

N P 0
N azf% (t,0) = 0 (3.4.3-(i))
i=1 5i
82U0 32 0
Z 5,2 8A = | S (t:R)a% Z Bioi 8; (t,0) (3.4.3-(i1))

Puisque U est constant égal a u°(-,0), nous pouvons écrire

92U°  _ arca(J) al 0*ul
jw(t,x)dx— N Z; oz (1:0) (3.4.4)
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Une premiére idée serait de prendre (3.4.3-(7) +£3.4.3-(i7)), d’utiliser (3.4.4) et de négliger le terme en
2. pour obtenir

ou;’ 1 al area(.J) 82u§’1
Zﬂz 95, ZZ_; N — Bioi o012 (t,0)
Malheureusement, on ne contrédle pas le signe de la quantité (area ﬁzaz> ; et généralement, cette

quantité est strictement négative, ce qui pose des problémes pour la stabilité du probléme continu (on
obtient la conservation d’une quantité dont tous les termes n’ont pas le méme signe) et des problémes
d’explosion numeérique.
2,0
Une idée astucieuse est de faire basculer le terme Zfil ﬁiai%(t,O) dans le membre de gauche
de (3.4.3-(77)), puis de considérer le membre de gauche de (3.4.3-(7) + £3.4.3-(ii)) comme les premiers

e,1

. . ou;’” , . A
termes du développement de Taylor des fonctions g§~ écrites en §; = €0;. Nous obtenons alors

iﬁiag;l(t’m) - Zﬁl 2 (1,0) +52B201 7 L (1,0) +eZﬁZaA (t,0) + O(e?)
_ ;@?f (t,0) +eZBm aﬁ t0 +62%A (t,0) + O(e?)
_ . ja;go(t 2)d% + O(<?) (3.4.5)
_ gvozl\SA)f;‘a;;?(t 0) +O(2)
_ gVOJIéA) f; 6;1;21 (t,c04) + O(2)

Nous allons réécrire cette condition sous forme vectorielle, en introduisant de nouvelles notations
et en négligeant le terme en O(g?).
Définition 3.4.1. Soit (v; € C*(R+*,H' (0, L;)))
vecteurs suivants :

Llcicn Une famille de fonctions. Nous introduisons les

VER) = (vi(t,eo)) ey €RY (3.4.6-(1))

IsVe(t) = (‘;i”(t aal)>1<_<N e RY (3.4.6-(ii))

Cela revient a lire les valeurs des fonctions v; aux points se trouvant sur la frontiére €I'; - ces points
sont indiqués en bleu sur la figure 3.8.

Définition 3.4.2 (Matrice de poids). La matrice de poids B € My (R) est la matrice diagonale donnée

par
Bi 0 ... ... 0

B=| : . .. - (3.4.7)

0 ... ... 0 By



3.4. Construction et analyse des conditions de Kirchhoff améliorées 83

FIGURE 3.8 — Points utilisés pour les valeurs des vecteurs (3.4.6-(7)) et (3.4.6-(47))

Définition 3.4.3 (Matrice de moyenne). La matrice de moyenne A € My (R) est la matrice donnée
par

~ 1 ... 1
~ Vol(J)

A 2

(3.4.8)

Définition 3.4.4 (Produit scalaire dans R™ et vecteur constant). Soient A, B deux vecteurs de RY.
Nous notons leur produit scalaire (A, B) défini par

N
(A,B)=ATB = ZAZ-Bi
i=1

Nous notons également 1 le vecteur constant dans RY défini par 1 = (1,...,1)7.

Nous pouvons alors réécrire la condition (3.4.5) sous forme vectorielle :

B g1 , 2
( S((]]l’]l()t) Dy - aA%Ue’l(t) (3.4.9)

3.4.1.2 Ecriture des conditions de saut

Nous regardons également le probléme satisfait par U (¢, ). Nous prenons la relation (3.3.22) pour
k = 0 et pour k = 1, et nous faisons la différence entre deux valeurs successives de i. Nous obtenons
alors

ud(t,0) —ud(t,0) = 0 (3.4.10-(7))

ou? ou? 1 1
Ht,0) + 05— (£,0) — ul, {(t,0) — oy f“t,oz—/Ult,-— / Ul(t,-
u; (t,0) Uasi( ) = ui41(t,0) U“asm( ) 5 ) (t,-) Gt s, (t.-)
(3.4.10-(ii))
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Nous rappelons le probléme vérifié par chaque fonction W;, pour 1 <i < N —1:

~

( AW; = 0 dans J
(9(;/7\1/1- + W = % sur ;
ow; 1
— + LW = — sur X;
on T Bit1 i (3.4.11)
oW;

+T;W; = 0, sur¥;, j#ietj#i+1

N
oW, ~
o = 0 swdJ\ (U EZ)

on

i=1

et nous rappelons le probléme vérifié par U :

( AU' = 0 dans J
out 1 ou
Y, o) — i 3.
an TTU = 5 (60) surE (3.4.12)
oU' ~ ("
— =0 surdJ)\ <U EZ-)
on i=1

Afin de pouvoir écrire notre condition de saut, nous allons introduire la matrice suivante

Définition 3.4.5 (Matrice de passage). La matrice de passage P € My_; ny(R) est donnée par

1 -1 0 0
0 1 -1 0 0
P=| : - . . . (3.4.13)
0 0o 1 -1 0
0 0o 1 -1

En utilisant cette matrice de passage, nous allons réécrire le membre de droite de (3.4.10-(#7)) en

. oul
fonction de 55

Proposition 3.4.6. Il existe un vecteur ®° € CO(Ri,RN*I) tel que

0
ouy

ﬁla_gl(tao)
: = PTo%t), teRy (3.4.14)

0
o

ﬂN 93 (t7 O)

Démonstration. Appelons OsU°(t) = (ﬁlg—g?(t, 0),...,0n gz(i’ (¢, 0)>T. La condition (3.4.3-(7)) peut se
réécrire sous la forme (9sU°(t), 1) = 0. Or, il est facile de voir que la matrice P est une matrice de rang
N —1 (le bloc composé des N — 1 premiéres colonnes est inversible), donc son noyau est de dimension
1. Comme P1 = 0, nous avons Ker P = vect(1). Nous en déduisons alors que le vecteur dsU°(t) est
orthogonal au noyau de la matrice P. Un résultat sur le lien entre le noyau d’une matrice et I'image de
sa transposée, que nous pouvons par exemple trouver dans [MMZ07], nous dit que dsU°(t) est dans

I'image de PT, d’ot (3.4.14). O
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Grace a la proposition 3.4.6, et en utilisant le fait que le probléme intérieur (3.3.8) admet une
unique solution & une constante additive prés, nous pouvons écrire U! sous la forme

1 N-—1
Lip ) = Lt R)dx 0 ; 4.
Ult,-) VOI(A)/jU (t,%)d +j§1@l(t)W] (3.4.15)

Nous utilisons alors la relation (3.3.11) du corollaire 3.3.5 pour écrire le saut de U sous la forme

%/&Ul(u.)_ﬁiﬂ /Z 1U1 _ (/VWVW +Z/ WTgW> %) (3.4.16)

Il est alors naturel d’'introduire la matrice suivante

Définition 3.4.7. La matrice K € My_1(R) est donnée par

N—-1
Kij= /A VW, VW + ) / WiTyW;
J =1 7Te

Remarque 3.4.8. En utilisant de nouveau la relation (3.3.11) du corollaire 3.3.5 avec la fonction U = W,

1 1
ICi»:—/W»——/ W;
TG B e,

Nous pouvons alors voir que le membre de droite de la relation (3.4.16) est la i®™° ligne du produit

nous avons également

K®°(t). Nous pouvons également voir que

uS(teoy) —ull (teoiin) = ud(t,0) — ulyy(t,0)

oud oul
+ 2 (W(00) + G (00) — ula 4.0) = o1 (10 ) + O
S; Si41

(3.4.17)

En remarquant que u?’l(t, £0;) —ufjﬁl (t,e0441) est la i®e ligne du produit PU®1(¢), en utilisant (3.4.10)
t (3.4.16), nous avons

PUSY(t) + O(e?) = eK®°(t) (3.4.18)

D’autre part, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.4.9. Nous avons la relation

(B@SUf’l(t), ]1)
(1,1)

BosU(t) — 1=P" (2°%t) + O(¢)) (3.4.19)

Démonstration. 11 est facile de voir que

<B@SU€’1(t) - (Basgi]ll()t)’]l)n,n> =0

En suivant le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 3.4.6, il existe un vecteur
P € CO(R%, RV 1) tel que

(BosU=1(¢),1)

BosU=(t) — ) 1 = PTo%(t)
u? Oul T .
Or, le membre de gauche de cette relation est égal a <ﬂ a—l s By gk (t, 0)) + O(e), en réuti-
lisant de nouveau (3.4.3-()). Nous obtenons alors ®¢(t) = ®%(¢ ) + O( ), d’ou (3.4.19). O
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Nous pouvons voir dans les relations (3.4.18) et (3.4.19) 'apparition d'un vecteur ®°(¢). En négli-
geant les termes en O(...), nous avons envie d’écrire

(BasU=(t),1)
(1,1)

BasUS(t) — 1= éPTIC*PUEvl(t) (3.4.20)

Pour pouvoir écrire cette relation, nous avons besoin de savoir que la matrice K est une matrice
inversible. L’inversibilité de cette matrice est obtenue grace & la proposition suivante

Proposition 3.4.10. K est une matrice symétrique définie positive (donc inversible).

Démonstration. Nous avons

N—-1
Kij = /A VW, VYW, + 3 / WIiT)W;
J =171

La symétrie de K est obtenue en utilisant la symétrie de chaque opérateur. Pour la partie positivité,
soit Y € RV~1. Nous avons, par bi-linéarité et en appellant WY = >" Y;,W :

N—-1N-1 N-1 N-1
Yiky =3 % ( /A VW, YW+ / WZ-Tng> = /A VIWYYWY 43 [ WY TowY >0
i=1 j=1 \’J ¢=1 7T J =1 7T¢

De plus, si YTKY, alors par positivité des opérateurs Ty nous avons
/A YWYVYWY =0
J

Nous en déduisons alors que la donnée de Neumann de WY sur chaque bord T'; est nulle. En regardant
consécutivement I'y,...,I'y, nous en déduisons consécutivement Y7 =0, ..., Yy_1 = 0. ]

En notant J = P71 P, nous avons finalement

BasUe’l(t) ]l) 1
=) — ( L1 = —JUS Mt 4.21
3.4.1.3 Conclusion
En additionnant (3.4.9) et (3.4.21), nous avons
BosU=(t) = 1j + sAa—z Ust(t) (3.4.22)
5 ot? o

Remarque 3.4.11. Dans le cas d’'une jonction de deux fentes de méme épaisseur, ou la jonction J est

~

donnée par la figure 2.2, nous avons Vol(J) = tan(«) et K = K(a), ot K(«a) est le coefficient donné
par (2.4.8). La condition (3.4.22) se réécrit alors sous la forme

o= (g (1 71) 02522 (11) £)

3.4.2 Analyse des conditions de Kirchhoff

Nous allons démontrer que le probléme défini par (3.4.2, 3.4.22) est biens posé, et que la solution
de ce probléme ne s’éloigne pas trop (dans un sens que l'on précisera) de la solution du probléme exact.
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3.4.2.1 Développement asymptotique

De la méme maniére que dans 'hypothése 3.2.1, nous allons utiliser une hypothése d’écriture pour

g1

la fonction u®* sur chaque fente .5;.

Hypothése 3.4.12. Il existe (ﬁf)keN € CH2(S;) tel que

usl = E e"al  dans RY. x (g4, L;) (3.4.23)
keN

k

i

, avec les mémes conditions en §; = L; et les mémes données initiales.

Nous pouvons voir facilement que les familles de fonctions @? sont solutions des mémes équations

k

que les familles de fonctions u;

Conditions de raccord - forme générale Nous introduisons, pour tout (k,I) € N2, le vecteur
0 U*(t) défini par

dqU*(t) =

En utilisant alors un développement de Taylor, et en notant S la matrice diagonale de My (R) dont
le i®me coefficient diagonal est égal & o;, nous avons

l
6 ~
Ul = ﬁslaslU’f(t) (3.4.24)
leN
En utilisant le développement de Taylor (3.4.24) dans la condition de raccord (3.4.22), nous obtenons

1 gl ~
-J d ey ﬁslasl U*(t)

keN leN

n gl r7 n gl r7
+eAY e Zﬁslaﬂslsz(t) = B> ¢ ZFSZBSzHUk(t)

keN  leN keN  leN

(3.4.25)

L’identification des coefficients de (3.4.25) suivant les mémes puissances de £ nous donne

e la puissance —1 de € donne

JU(t) =0

e la puissance 0 de € donne

J <S@S(70(t) + ﬁl(t)) = BasUO(t)

e la puissance n + 1 de ¢, avec n € N, donne

n+2
1 nt2—k =k
J <Z O (t))

k=0

. 1 n—k rrk o = 1 n+1—k rrk
+A <Z ms Opgn-rU (t)) =B (Z ms + Ognt2—1U" (1)

k=0 k=0
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Nous pouvons voir alors que, pour une valeur de n donnée, les sauts du vecteur ﬁ”(t) sont donnés par
le terme en "~ ! de (3.4.25) : nous multiplions par P, et nous constatons que

PJ = PPTK P

Puisque les matrices PPT et K~! sont inversibles, nous obtenons

n 1 B " B n—1 1 L _
P (,;;; o ’fasnkUk(t)> —K(PP)'B (kzzo R ! kasnkU’“(t)>

Nous pouvons alors en déduire PU "(t) a partir de la connaissance des gn—k , avec k > 0. De plus, la
moyenne du vecteur dgUN (t) est donnée par le produit scalaire du terme en £V de (3.4.25) par 1, et
dépend uniquement de la connaissance des U n=k avec k > 0.. Nous pouvons alors énoncer le théoréme
d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 3.4.13. [ existe une unique famille (ﬁf)i7k€(17...7N)XN satisfaisant (3.4.2) et (3.4.24)

Démonstration. La preuve de ce théoréme se fait par récurrence sur k& € N, en utilisant le lemme

3.3.6. .
Conditions de raccord - premiers termes Maintenant que nous savons que la famille
(ﬂi‘g)i,ke(l,...,N)xN est bien définie, nous allons montrer 4 = u) et que u} = u}, en montrant que

ces deux familles vérifient les mémes conditions de saut et de moyenne (encore une fois, le lemme 3.3.6
nous assure 1'unicité).

Condition de moyenne Nous partons de la relation (3.4.22) et nous faisons le produit scalaire
avec le vecteur 1 pour obtenir

ous! Vol(7) L 82us!
;51' ~(t,01) = e > e (t,e07) (3.4.26)

Nous utilisons I'ansatz (3.4.23) avec un développement de Taylor de chaque fonction en §; = 0, et en
regardant les termes en puissance 0 et 1 de €, nous obtenons les relations suivantes

ou
;ﬁia—giu,m =0
N N ~ N
ou} 0*uY Vol(J) 0?u?
i (¢, i0i— (1,0) = = (1,
D Bige, (0 + 3 Py (10) = =73 T (40)

qui ne sont rien d’autres que (3.4.3-(7)) et (3.4.3-(i1))+(3.4.4).

Conditions de saut Nous réécrivons la relation (3.4.22) en multipliant par e, pour avoir
62 Ua,l
ot?

Le membre de gauche de (3.4.22) est orthogonal au vecteur 1, donc au noyau de P. Dans ce cas-1a, le

JUSH(t) = eBosUS () — A

(t) (3.4.27)

membre de droite 'est aussi, et il existe alors W€ tel que

82U5,1
BasU (1) — eA= 5 (1) = PTUe(t) (3.4.28)
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Nous obtenons alors, en injectant (3.4.28) dans (3.4.27) et un utilisant I'injectivité de la matrice PT
ainsi que l'inversibilité de la matrice K :

PUSL(t) = eKVe (1) (3.4.29)

En utilisant de nouveau l'ansatz (3.4.23) avec un développement de Taylor de chaque fonction en
$; = 0, et en regardant les termes en puissance 0 et 1 de €, nous obtenons les relations suivantes

PU°(t) = 0
PU(t) = KU(t)

qui ne sont autre que (3.4.10-(7)) et (3.4.10-(77)), en utilisant les informations sur les fonctions W; et
la proposition 3.4.6.

0

Conclusion Nous avons u; = 17? et uzl = ﬂzl

3.4.2.2 Estimations d’erreur

Nous définissons ici une énergie liée au probléme 1D de la maniére suivante :

bi 5) 2) 5
Z / <‘ : ’ (3.4.30)

£ T €
4 %E(Va(t))TJVE(t)%—% (6(; (t)) Aag; )

2
o,
ot

Proposition 3.4.14. Pour la solution u®' du probleme (3.4.2,3.4.22), nous avons g‘f(t,ue’l) =
£2(0,us).

Démonstration. La dérivée de 1'énergie (3.4.30) par rapport au temps nous donne, en utilisant la
symétrie des matrices J et A :

ag BP0 B0 PO )

(3.4.31)
1/ove \T . ove N\ 9%veE
i1 ( v <t>> v+ (G 0) A%
En utilisant la formule d’intégration par parties de Green-Riemann, nous obtenons
85 v v R
Zﬁz E (t,8i) (W(tasi) - 8—§?(t,3i)> ds;
(3.4.32)

ove 1. Ve A
La fonction u! est solution de (3.4.2,3.4.22) donc annule les deux lignes de (3.4.32), d’ot le résultat. [

Nous allons maintenant démontrer une estimation d’erreur globale sur le probléme 1D. Avant
d’écrire les estimations globales et locales, nous allons démontrer deux lemmes techniques, qui serviront
dans la démonstration du théoréme 3.4.17.
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Lemme 3.4.15. Soit ¥ € RV. Il existe un unique couple de vecteurs (U7, Ty) € RY x RN tel que
UV=JVs+ AV 4 avec JVY4=0 et AV7=0 (3.4.33)

Démonstration. Nous rappellons ici quelques propriétés sur les matrices J et A :

e A est la matrice définie par (3.4.8). Nous pouvons voir que A peut se réécrire sous la forme

~

A=Vol(J)(1-1)2117 (3.4.34)
e J = PTK7'P, ou P est la matrice donnée par (3.4.13). Il est alors facile de voir que Ker(J) =
vect(1) et que Im(J) = (vect(1))*.
Nous allons démontrer ce lemme en séparant la partie existence de la partie unicité :
e Existence. Nous décomposons ¥ suivant vect(1) et son orthogonal :

(0, 1) (0, 1)
U= antt (fo i) 11> (3.4.35)

Nous cherchons alors W4 sous la forme W, = C 41, pour avoir J¥ 4 = 0. Or, en utilisant la
décomposition (3.4.35), nous pouvons voir qu'il faut prendre C 4 tel que

C LAl = (¥, 1)

1
(1,1)
ce qui donne par la suite
C4 = Vol(J)~'(¥,1) (3.4.36)
Nous avons alors écrit ¥ sous la forme
U1
U =AU 4+ <\I’— ((]l:]l))]l> avec JU¥, =0

Maintenant, nous remarquons que

(O e

Donc il existe un vecteur ¥/ € R tel que

V-t = v
Posons maintenant

U, - ((‘I]i’]il)) 1 (3.4.37)
Nous gardons toujours

TR

Mais de plus, nous avons AV 7 = 0.
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e Unicité. Supposons qu'il existe deux couples (¥ 4, ¥ 7) et (\1114, \I/fy) tels que
UV = JVs+ AV, avec JY =0 et AVs;=0
U = j\IJf7—|—.A\I/£4 avec j\I/;l =0 et A\If& =0
En multipliant ces deux lignes par \Iffy — WU 7 et en prenant la différence, nous avons
(U —0) TV~ V) =0 et (V- V7)) AW~ T7)=0
Nous en déduisons, en utilisant la positivité des matrices A et J, que
— Uy e Ker(J)NKer(A) = {0}
Nous en déduisons de la méme maniére que
Uy — Wy € Ker(J) NKer(A) = {0}
et I'unicité est prouvée. O

Lemme 3.4.16. Pour toute matrice symétrique positive M € My (R) et pour tout couple de vecteurs

(X,Y) € RY, nous avons

XT My < VXTMXVYTMY

(3.4.38)

Démonstration. La matrice M est symétrique donc il existe une matrice orthonorale () et une matrice

diagonale telle que
M =Q"DQ
Appelons alors X’ = QX et Y/ = QY. Il est alors facile de voir que

XTmy = (x"TDy’

Or, nous avons

(x"'py’ = ZXDY’

N /2 , N 1/2
< (Z X{&X{) <Z Y;Dm’>
=1 i=1

en utilisant Cauchy-Schwartz, et le fait que la positivité de la matrice M entraine D; >
réidentifions cette derniére relation sous forme matricielle , et nous en déduisons (3.4.38).

Théoréme 3.4.17. Soit k € N fizé, et soit uj, la fonction définie par

k
AN Z "t (t, 5), t,5 € RY x (e0y, Ly)

m=0

Alors il existe une fonction Cp(t) bornée au voisinage de € = 0 telle que

E°(t,u™! —ug) < CR()

0. Nous
O

(3.4.39)

(3.4.40)
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Démonstration. Nous pouvons déja voir que, en utilisant les données de Cauchy, nous avons e (0, ust—
u;) = 0 pour € suffisamment petit. Ensuite, pour estimer e (t,us! —u%), nous allons estimer sa dérivée
par rapport au temps, en utilisant (3.4.32). Les deux fonctions u®! et uj. sont solutions de I’équation des
ondes sur chaque fente (0;, L;), donc leur différence I'est aussi. La fonction u®! satisfait la condition
(3.4.22), mais pas la fonction ug. Nous avons alors

c el e 8 ﬁa o Ue,l N 9 N
65 ( = uk) (t) = %(t) <§jﬂ5(t) + gAaa—ti;(t) _ Basif(t)) (3-4.41)

Nous utilisons le développement (3.4.39) et nous utilisons (3.4.25) pour voir & partir de quelle puissance
de € les termes ne sont pas compensés. Aprés calculs, nous avons

1~ 024l ~ ~ > . 1 ~
SJUE(t) + eA——-(t) — BOsU*(t) = —*gU (1) + Ty 8" g Ut
= m : 1 m—l rrl
+ Z 9 .AZ ﬁs atQSlU (t)
m=k+1 =0
00 k
- Z 8" g0 U (1)
(m+1-=10)!
m=k+1 =0
que nous réécrivons sous la forme
éjﬂs(t) + sAaaT%(t) — BOsUe(t) = —e"gUM(t) — P10 (1) (3.4.42)

ou Vi (t) est un vecteur borné au voisinage de ¢ = 0. Nous obtenons alors, en utilisant (3.4.42) dans

(3.4.41) :

B <U€’1 - ﬂ) !

OE*(yus! — ) _ ———0 ] (FITH O+ ) (3-4.43)

ot

En utilisant le lemme 3.4.15, nous décomposons le vecteur W5 (¢) sous la forme
Ui(t) = TUS(t) + AV (L) (3.4.44)

En utilisant cette décomposition, nous pouvons réécrire (3.4.43) sous la forme

~ T
S ul o (vs! i 5
0 (v o~ Wy = o o ) = >(t) T (T(0) +ew5())
(3.4.45)
o (U=t - 1) '
4 Pt —— )] ATL)
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Finalement, en intégrant (3.4.45) entre 0 et ¢ nous donne, en utilisant le fait que g":(O7 usl =) =0

T

g,1 €

oe el ey ! k 8(U L[) rrk—+1 €
Etu' —i5) = [ e 5 (1) | T (T () +ev5(n)) dr

0 t

B . (3.4.46)
' o (Ut - 5)
+ / [ T )] Aw(r)dr
0 ot

En utilisant une formule d’intégration de Green-Riemann sur le premier terme du membre de droite
de (3.4.46), nous avons

Etu! — i) = & (Us’l(t) - ﬁ%ﬁ))T J ((7’““@) + ewg(t))
t k+1 ove
_ /0 (U€ L >T <8U (1)+¢ atj (T)) dr (3.4.47)
' /ot EkH (Ua | ) (1) | AT ()dr

En utilisant le lemme 3.4.16 pour les matrices J et A, nous avons, pour tout vecteur V € RV :

~ T ~
(U1 - &) TV <AVVTIVE(tuet — i) (3.4.48-(1))
~ T
o (v - ) -
—— (1) | AV < VVTAV,JE(t uet - ) (3.4.48-(i1))

Nous notons alors

Ci(t) = \/ (fml(t) + sxy;(t))T J (ﬁkﬂ(t) + eqf;(t))

Ik owe T Tk ove
cs(t) = (%“(tw ;’t <t>> j(f”g;wm ;’f@))
+ (w0 av 0

En utilisant alors (3.4.48-(7)) et (3.4.48-(ii)), ainsi que les deux constantes définies ci-dessus, nous

obtenons

- — t
S (t st — 1) < et/ (Cf(t)\/ee(t,u&l —i) + / C5(r)\/ & (r,us! — 1 )dT> (3.4.49)
0

En utilisant une majoration du type 2ab < a® + b2, et en utilisant une version plus générale du lemme
3.3.13, nous avons

E5(t,ust — 1) < 2t < sup Ci(r / Cs(r ) (3.4.50)
7€(0,t)

Nous concluons en remarquant que les constantes C§ et C§ dans (3.4.50) sont bornées au voisinage de
e=0. O
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Nous avons une amélioration locale du résultat

Théoréme 3.4.18. Soit k € N fizé, et soit ui la fonction définie par (3.4.39). Alors, pour tout € tel
que emax o; < 0, il existe une fonction C¢ bornée au voisinage de € =0

225/5

Démonstration. La preuve de ce théoréme est similaire & la preuve du théoréme 3.3.15. U

2

— uk) — (¢ + |V (v —17) (t,x)|2 dx < "2 Ce (3.4.51)

,X)

Finalement, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 3.4.19. Soit § > 0. Il existe une fonction 1 = (1; € C12(3, L;))1<i<n ne dépendant pas de
e telle que, pour € suffisamment petit, nous avons [’estimation

N 4 3(us_us,1) ? . e1y |2

Z%/s g (6x)| + |V (0w [P dx

i:;v 2 (3.4.52)
25422;% <‘gib(t 5;) +‘?§f(f 3;) >d§i+0(86)

Démonstration. Nous utilisons les théorémes 3.3.15 et 3.4.18 pour k& = 2, en introduisant les fonctions

ad hoc u§ et u5. Nous décomposons u® — u®! sous la forme
uf —ut = (uf —ud) + (U5 —u5) + (ﬁg — us’l)
ou encore
(u® — ue’l) — (u5 —u5) = (u° —u3) + (u5 — ue’l) (3.4.53)

et nous faisons les majorations suivantes

e la majoration du terme u® — u5 se fait en utilisant le théoréme 3.3.15,

g1

e la majoration du terme uj — u®" se fait en utilisant le théoréme 3.4.18

Le membre de droite de (3.4.53) est en O(°). Pour conclure, nous utilisons la conclusion de la partie
3.4.2.1, et nous appelons ; = u? — ﬂf ]



CHAPITRE 4

Résultats numériques

Résumé

Dans ce chapitre, nous implémentons les problémes 1D avec conditions de Kirchhoff améliorés

(2.4.2,2.4.10) pour le cas harmonique avec une jonction de deux fentes, (3.4.2,3.4.22) pour le cas

temporel avec une jonction de N fentes. Ces deux problémes font intervenir la résolution de problémes

de Laplace avec opérateurs DtN dont nous détaillons la résolution numérique dans la section 4.1. Dans

la section 4.2, nous détaillons la résolution numérique du probléme (2.4.2,2.4.10), et nous montrons

numériquement l'erreur d’estimation du théoréme 2.4.8. Dans la section 4.3, nous regardons le pro-

bléme temporel obtenu & partir du probléme (2.4.2,2.4.10) (en remplagant —ww par une dérivation

par rapport au temps), et nous montrons numériquement que nous avons une équivalence de 'erreur

d’estimation du théoréeme 2.4.8. Enfin, dans la section 4.4, nous détaillons la résolution numérique du

probléme (3.4.2,3.4.22), et nous montrons numériquement 'estimation d’erreur du théoréme 3.4.19.

Sommaire

4.1 Résolution numérique des problémes de Laplace avec DtN . . . ..

4.1.1 Rappel du probléme continu et troncature de 'opérateur 7 . . . . . .
4.1.2 Discrétisation du probléme tronqué . . . . . . ... .. L.

4.1.3 Implémentation en MATLAB et résultats numériques . . . . . . .. . ..

4.2 Cas d’une jonction de deux fentes . . ... ... ... ... ... ...

4.2.1 Résolution numérique . . . . . . ...

4.2.2 Estimations d’erreurs . . . . . . .. .. e e

4.3 Cas d’une jonction de deux fentes (modéle temporel) .. ... ...

4.3.1 Etude de la stabilité numérique du schéma . . . . . . . ... ... ...

4.3.2 Estimations d’erreur . . . . . . . . ...

4.4 Cas d’une jonctionde N fentes . . ... .. .. ... ..........

4.4.1 Méthode de calcul des matrices J et A . . . . . .. ... ... ... ..

4.4.2  Schéma numérique . . . . . . . . ...

4.1 Reésolution numérique des problémes de Laplace avec DtN

4.1.1 Rappel du probléme continu et troncature de ’opérateur 7',

Nous rappelons ici le probléme sur @, : trouver &, € H! (j) (avec J donné par la figure 2.7 page

49) tel que
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o*® >’ =
-2 ftan(a)’ =2 = 0 dans J
0X? aY?
0P ~
8)? +tan(a)T @, = 1 sur o1 (4.1.1)
b, = 0 sur 510
0P a
8Ya =0 sur Y
et la formulation variationnelle associée : trouver ®,, € Hl(j) tel que, pour tout ¥ € Hl(j),
0P, 0V 0P, 0V
/ ( 2 —= + tan®(a) —— —> + tan(a)/ VT, ®, = / v (4.1.2)
T\ 0X 0X oYy oy S+ s

En utilisant la formulation variationnelle associée donnée par (2.4.40), et en utilisant la trace donnée

2

par (2.4.41), nous avons
0P
+ tan(a)? | ==

K(a) od,, 2
tan(a) 2 (/j (' % 7 > + tan(«) /§+ <I>QT+<I>Q> (4.1.3)

En reprenant la définition A.1.1 de I'opérateur T donnée en annexe, 'implémentation numérique

de cet opérateur va nécessiter une troncature de la somme. Nous devons nous assurer que la solution
du probléme avec 'opérateur tronqué converge vers la solution du probléme exacte quand le nombre
de termes considérés tend vers 'infini.

Soit P € N. Nous donnons la définition de 'opérateur tronqué Tf par

P
THv = pr(v, wp)oWp (4.1.4)
p=0

et nous recherchons la solution ®F ¢ H! (j) du probléme variationnel suivant : trouver ® € Hl(j) tel
que, pour tout ¥ € H'(J),

o0 9w ,, . 0DF aqf) / P /
o Z7 Ly a 77 ) 1t uTPol = U 4.1.5
/j<8X ax (@) Y oY an(a) s+ T S+ (4.1.5)

Proposition 4.1.1. Le probléeme (4.1.5) est bien posé.

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a la preuve de la proposition 2.4.11. La
seule différence est que la partie “continuité” est plus facile & démontrer puisque Tf est un opérateur
fini. O

Proposition 4.1.2. Nous avons le résultat de convergence suivant :

lim H‘I)a - (I)GPHHl(j) =0

P—oo
Démonstration. Nous prenons la différence entre les formulations variationnelles (4.1.2) et (4.1.5)
P, — L) OV P, — L) U
/<a( o oz) a—~—|—tan2(oz) a( o oz) 8_~>
J 0X 0X Y Y (4.1.6)

+tan(oz)/A Tt (@, - of) = tan(oz)/A (T —T,)®,
>+ >+
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Dans Iégalité (4.1.6), nous prenons la fonction test ¥ = ®,—®L. En utilisant la positivité de I'opérateur
T f et I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, nous avons la minoration

(D, — BL) 2
/3 <' X ) (4.1.7)

—i—tan(a)/A (@0 — L)L (20— @) > C @0 — L% 5,
>

2

&P
—|—tan2(oz) 76@)0‘ o)

)

Le terme de droite devient

tan(a) /i (Bo = L)L =T )by = — 3 pr(e — BF, 1,)o(Pas 10, (4.1.8)
p>P

Nous majorons ce terme en utilisant Cauchy-Schwartz, et nous majorons la somme sur p > P pour le
terme ®, — ®F par la somme pour p € N. Nous obtenons alors :

N[
|

2
tan(a) /A+(<1>a—<1>§)(Tf—T+)<I>a < D oo |(®a — BF, w0 S pr|(@aywp)ol* | (4.1.9)
P
peEN p>P

En utilisant un argument de continuité (énoncé dans I'annexe A.l sous la forme de la proposition
A.1.3) avec un argument de trace, nous pouvons majorer le premier terme par H@a — <I>5 HHl @) En

combinant ce résultat avec (4.1.7), nous avons

1Pa = ©F 55 < Cl|Pa = ||y | Do 27 (e wp)ol? (4.1.10)
p>P

Puisque la fonction @, est dans Hl(j), elle est dans l'espace H%(iﬂ, donc

li 2 < . 2\ 1 2 _ 1

Jim 3 pr (@l < Jim S0 (1+ 5w (@)l = 0 (4.1.11)
p>P p>P

La combinaison de (4.1.10) et de (4.1.11) nous donne le résultat désiré. O

4.1.2 Discrétisation du probléme tronqué

Soit P € N fixé. Nous discrétisons le probléme (4.1.5) sur une triangulation 7j, o h sera un
paramétre de notre discrétisation amené a tendre vers 0 - dans notre cas, h sera ’aire du plus grand
triangle de notre discrétisation ; et nous notons Plll(j) le sous-espace des fonctions continues qui sont
dans H} (j) telles que la restriction de ces fonctions a tout triangle de la triangulation soit un polynéme
de degré 1. Il y a donc Ngq fonctions de bases de cet espace, que nous noterons (@?)1<Z’< Naq - Nous
noterons également " le vecteur de (P}L(j))Nddl formé par les .

Pour toute fonction v € P}(J), nous notons v" le vecteur de RNaar tel que

Naai

VReT, ux) = > ulel®) = (")) (4.1.12)
i=1
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Nous notons enfin les matrices M", R?Z et R?/ définies dans My, (R) par

R EC R (4.1.13-()
h N\ T

Rt = 3%(2) <?9LX> (X)dx (4.1.13-(id))
h N\ T

RE = j%(g) (%) (R)dx (4.1.13-(ii))

Nous considérons l'interpolation de la fonction ®% sur l'espace IP’,ll(j), et nous appelons <I>§’h le
vecteur de RM44! ainsi obtenu. Nous rappelons la formulation variationnelle (2.4.40) : En notant de la
méme maniére U pour ¥, (4.1.2) devient :

R st ) [ 91 = [ 6

Pour finir la discrétisation, il nous suffit de savoir calculer les intégrales du type

/U\If
b

Appelons B" la matrice symétrique de My, (R) telle que, pour toutes fonctions (v, ¥) € P} J ,
+ ddl h

/A o = (V") BLoh (4.1.15)
%
Nous avons donc
P P
/i erfel = pzzo pr ((q>§vh)TBiwj;> <\11TBiwj;> - Z;)(qﬁh)TW;foh (4.1.16)
en notant
W) = Bhwl(wl)" B! (4.1.17)

Finalement, le probléme (4.1.14) se raméne au probléme suivant (ot 17 est la projection sur Plll(j) de
la fonction constante égale a 1)

P
P,h\T h 2 h h h T nh gk
(@) | R + tan"(a) Ry + tan(a) prWp Ut =(1")" Bl v (4.1.18)
p=0
Finalement, la formulation discrétisée du probléme (4.1.5) est : trouver <I>§’h € RNaai te]l que <I>§’h =0
aux points de discrétisation associés a la condition de Dirichlet et

P
R = <I>£’hR§~( + tanz(a)R% + tan(o) Z]D?TW;L oLh = phh (4.1.19)
p=0

Nous calculons alors K7"(a) de la maniére suivante (qui est la version tronquée et discrétisée de
(4.1.3)) :
KP'(a) = 2tan(a)(@DM TR (4.1.20)

En utilisant la relation (4.1.19), nous pouvons aussi calculer K («) par la relation

KPMa) = 2tan(a) (@5 T Bh 1" (4.1.21)
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4.1.3 Implémentation en MATLAB et résultats numériques

Nous résolvons numériquement (4.1.19) par un algorithme de gradient conjugué. Le fait de choisir
ce type de méthode pour la résolution est dii au coiit prohibitif de la pseudo-inversion de la matrice R"
- cette matrice contient un bloc plein dont la taille correspond au nombre de points de discrétisation sur
S+, Nous parlons ici de pseudo-inversion car de plus R" n’est pas inversible (le vecteur 1" appartient
au noyau).

L’algorithme de résolution est donné par le programme suivant, écrit en matlab et utilisant la
bibliothéque d’éléments finis EF3 ! [AT).

function K = compute_K_alpha(angle_in_degrees)

4 First part - construction of Mesh such that area of each triangle
/4 is lesser than 0.00005

J_geom.points = [0. 0. ; -1. -1. ; 0. -1.]1;

J_geom.segments = [1 2 ; 2 3 ; 3 1];

J_geom.lab_segments = [1; 2; 3];

J_mesh=triangle (J_geom,0.00005) ;

4 Second part - retrieve informations for Pl formulation using

4 function mef of EF3 ToolBoz and build matrices and right member

[, 441, ~, 1blddl, Diag, ~, UX, UY, =, =, 7, 7] = mef(J_mesh, 1, 2);
alpha = pi * angle_in_degrees / 180;

tg_alpha tan (alpha) ;
Rigidity = UX’ * Diag * UX + tg_alpha * tg_alpha * UY’ * Diag * UY;
Rhs = Mass * zeros(size(ddl(:,1)));

4 Third part - construct truncated operator T~20 and

/4 associated right member

[Operator_T, Rhs_T] = buildDtN(J_mesh, 3, [0;1;0], 20, 1, 1, 2);
Rigidity = Rigidity + tg_alpha * Operator_T;

Rhs = Rhs + Rhs_T;

4 Fourth part - solve system using a conjugate gradient algorithm
Guess = zeros(size(Rhs));

Dirichlet_Boundary = find(lblddl==1);

u = cg_dir(Rigidity , Guess, Rhs, 1le-16, 1000, Dirichlet_Boundary);

4 Last part - compute K(alpha)
K = 2 *x tg_alpha * u’ * Rhs;
end

Ce programme part de la géométrie donnée dans la figure 4.1 et construit un maillage de Delaunay
(en utilisant le mailleur triangle écrit par J. R. Shewchuk [She96]) tel que 'aire de chaque triangle soit
inférieur & 0.0005 (le maillage obtenu pour une aire inférieure a 0.001 est donné par la figure 4.2).

1. http://wuw.cmap.polytechnique.fr/~alouges/logiciels.php
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v

FIGURE 4.1 — Numérotation de la géométrie FIGURE 4.2 — Maillage obtenu

Sur ce maillage, nous appellons la fonction mef afin d’obtenir les quantités suivantes (en utilisant
~ pour ne pas stocker les paramétres de retour inutiles) :

e ddl est une matrice de taille Ngq X 3 contenant les coordonnées des degrés de liberté,

e 1blddl est un vecteur de taille Ngq contenant les labels associés aux degrés de liberté. Pour les
points intérieurs, ce label est égal a 0. Pour les points se trouvant sur le bord, le label est donné
par la figure 4.1.

e Diag est une matrice diagonale de taille Ni; pts qui contient les poids des points d’intégration
(le nombre Nint_pts est égal a 3 fois le nombre de triangles du maillage, puisque nous faisons des
élements P! de Lagrange en dimension 2)

e Ux et Uy sont des matrices de taille Niyt pts X Nga1 et qui contiennent respectivement les valeurs
des dérivées suivant x des fonctions de base et les dérivées suivant y des fonctions de bases sur les
points d’intégration.

Nous avons donc

R = Ux" DiagUX et R = UY' DiagUY (4.1.22)

Nous construisons ensuite la matrice W5 et le second membre de (4.1.19) en utilisant la fonction
buildDtN, et nous incluons les deux contributions respectivement dans Rigidity et Rhs.
Finalement, nous résolvons (4.1.19) en utilisant la fonction cg_dir, et nous calculons K" (a) en

utilisant (4.1.21).

FIGURE 4.3 — Tracé de la solution obtenue pour o = 0 (gauche), o = ¢ (milieu) et o = 7 (droite)
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Afin de vérifier la validité du code numeérique, nous avons comparé le calcul de la solution approchée
ci-dessus avec le calcul d’une solution approchée obtenue par le code suivant, écrit en FREEFEM 4+ 2

// Nombre de points par unite de longueur et nombre de modes pour
// l’operateur tronque DIN

int N=20;

int Pmax=30;

// Angle de la jonction
real angle=45;
real tgalpha=tan (anglexpi/180);

// Jeu de couleurs
real [int] colorhsv = |

8./12., 0., 1., 8./12., 1., 1., 7./12., 1., 1., 6./12., 1., 1.,
5./12., 1., 1., 4./12., 1., 1., 3./12., 1., 1., 2./12., 1., 1.,
1./12., 1., 1., 0., 1., 1., 0., 0., 0.];

// Construction et affichage du maillage

border Neumann(t=0,1){x=t; y=0; label=2;};

border Dirichlet (t=0,1){x=1-t; y=1-t; label=1;};

border DIN(t=0,1){x=1; y=t; label=3; };

mesh Domain=buildmesh( Dirichlet (sqrt(2)*N) + Neumann(N) + DIN(N) );
plot (Domain) ;

// Definition des espaces fonctionnels et de la matrice du Laplacien scalee
fespace Hone(Domain,P1);
varf a(u,v)=int2d (Domain) (dx(u)x*dx(v)+tgalphaxtgalphaxdy(u)=*dy(v))+on(1l,u=0);
matrix<real> A=a(Hone, Hone) ;
cout << "Matrice_du_Laplacien_scalee_construite_—_sa_taille_est_"

<< A.n << endl;

// Construction de l’operateur tronque DtN
for (int p=1; p <= Pmax; p++)
{
func g = cos(p*pixy);
varf ell (u,v) = intld(Domain,3) (g*v)+on(1,u=0);
real[int] wp = ell (0,Hone);

int NumberElementsOnEdge=0;
real [int]| NonZerosElements(1);
for (int j=0; j < A.n; j++)

{
if ((wp(j) '=0)
{
NumberElementsOnEdge++;
NonZerosElements. resize (NumberElementsOnEdge) ;
NonZerosElements (NumberElementsOnEdge—1)=j ;
}
}

2. http://www.freefem.org/ff++/
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int [int | DtnI(NumberElementsOnEdgexNumberElementsOnEdge) ,
DtnJ (NumberElementsOnEdgexNumberElementsOnEdge) ;
real[int] DtnValues (NumberElementsOnEdgexNumberElementsOnEdge) ;

for (int j=0; j < NumberElementsOnEdge; j+-+)
{
for (int k=0; k < NumberElementsOnEdge; k++)
{

Dtnl (NumberElementsOnEdgex*j+k)=NonZerosElements(j) ;

DtnJ (NumberElementsOnEdgex j+k)=NonZerosElements (k) ;

DtnValues (NumberElementsOnEdgex j-+k )=p# pi
*wp(NonZerosElements (j))
*wp(NonZerosElements (k) ) ;

}

matrix MatrixDtn=[Dtnl, DtnJ, DtnValues|;
A = A + MatrixDtn;
cout << "Ajout_du_mode_ " << p << "_de_l’operateur _DtN" << endl;

}

// Construction du second membre et du vecteur associe
varf rhs(u,v) intld (Domain,3) (v)+on(1,u=0);
real [int] RHS = rhs(0,Hone);

// Resolution et trace de la solution

set (A, solver=UMFPACK) ;

Hone Phialpha;

Phialpha [| = A~—1 *x RHS;

plot (Phialpha , fill=true,hsv=colorhsv ,ps="sol.eps" ,boundary=false) ;

FIGURE 4.4 — Tracé de la solution obtenue pour o = 0 (gauche), o = ¢ (milieu) et a = 7 (droite)

Bien que les jeux de couleurs ne soient pas les mémes, les solutions obtenues par notre code MATLAB
(figure 4.3) et les solutions obtenues par notre code FREEFEM++ (figure 4.4) sont les mémes.

4.2 Cas d’une jonction de deux fentes

Nous rappelons ici le probléme défini par (2.4.2) et (2.4.10), sous forme variationnelle : trouver
ust € HY(S4) telle que
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e,1
/ <8uA o w2ua,1v> —wwou (£ Ly )o(+ Ly )

1 g, &, _
+5K(a) [u 1] [v] — ew? tan(a) (u D)y = /Si fv

Nous discrétisons le probléme (4.2.1) par des éléments finis P! de Lagrange avec condensation de masse

(4.2.1)

décrits dans [CJT94]. Nous appelons h le pas de discrétisation en espace commun a S_ et Sy, et nous
supposerons que Nt = Ly /h est entier. Nous discrétisons chaque segment S1 en N1 + 1 points. Nous
notons alors (&, )1<m<N_+N,+2 les points définis par

h(m—-N_—-1), 1<m<N_+1,
€T =
" h(m—N_—-2), N_4+2<m<N_+N;i+2

Nous pouvons remarquer que zy_41 = xn_42 = 0. Nous donnons ici les matrices de rigidité KCp, et de
masse M, obtenues :

e la matrice de rigidité I, est égale a

K 0
Kp=| N (4.2.2)
0 Kp Ny +1

ou K N est la matrice carrée de taille N x N donnée par

1 1
D
12
R h
KpN = 0 . . .0 (4.2.3)
2 1
h h
IR
e la matrice de rigidité I, est égale a
M, 0
My = (4.2.4)
0 Mp N, 41

ou My N est la matrice carrée de taille N x N donnée par

h
hoo 0
0 h
Myn= |+ -~ -~ - (4.2.5)
: h 0
0 0o %

Nous notons également Oy, la matrice correspondant a la condition d’onde sortante : il s’agit d’une
matrice de taille (M_ + M4 + 2) x (M_ + M + 2) nulle partout sauf aux coefficients

(Oh)l,l = (Oh)M_+M++2,M_+M++2 =1 (4.2.6)
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Enfin, nous notons Jj, et Aj, les matrices correspondant aux conditions de saut et de moyenne : il s’agit
de matrices de taille (M_ + My 4+ 2) x (M_ 4+ M, + 2) nulles partout sauf aux coefficients

(T)N_ 41841 = (Tn)N_428_ 42 = (K(a) ™"

(4.2.7)
(jh)N_Jrl,N_JrQ = (jh)N_Jrz,N_Jrl — _(K(a))fl
et
(AN_+1,8v .41 = (AR)N_42N 42 = tanzl(a)
tan(a) (4.2.8)

(An)N_ 41842 = (Ap)N_ 42N 41 = 1

Remarque 4.2.1. Nous pouvons voir que les sous matrices des lignes N_ +1 & N_ + 2 et des colonnes
N_+14a N_+ 2 des matrices J;, et Aj, sont exactement les matrices de saut et de moyenne J et A
du chapitre 3.

En introduisant U,i’l (respectivement V},) le vecteur de CV-+"++2 correspondant a la valeur de u®!
(respectivement v) sur les points d’interpolation (z,,), la formulation variationnelle (4.2.1) devient :
trouver U;’l € CN-+N++2 te] que, pour tout Vj, € CN-+N++2

VhT (ICh — WM, — w0y, + éjh — 6w2Ah> U,f’l = VhTMhFh (4.2.9)

ce qui revient au probléme
(/ch — WM, — w0y, + éjh — stAh> Ut = MyFy (4.2.10)
ot Fy, est le vecteur de CV-"++2 correspondant & la valeur de f sur les points d’interpolation (z,,).

4.2.1 Reésolution numérique

Nous avons pris comme fonction test

£(3) = exp (-5 (5 + §>2> (4.2.11)

Nous avons tout d’abord fait une résolution du probléme limite sous MATLAB avec cette condition
initiale, pour différentes valeurs de paramétres w et h. La résolution est faite en utilisant les algorithmes
ZGBTRF et ZGBTRS de la bibliothéque LAPACK 2, utilisés automatiquement par MATLAB car la matrice
creuse que nous voulons “inverser” est a valeurs complexes. Nous représentons sur la figure 4.5 la
solution obtenue pour différentes valeurs de w.

Nous avons ensuite fait une résolution du probléme (4.2.10) pour € = 10~! pour les mémes jeux de
paramétres (w, h), avec le méme second membre, et en résolvant de la méme maniére. Nous obtenons
les résultats suivants, visible sur la figure 4.6.

Nous voyons que le comportement de la solution sur la figure 4.6 est similaire au comportement de
la solution sur la figure 4.5, exception faite de ce qu’il se passe en § = 0.

3. http://www.netlib.org/lapack/
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FIGURE 4.5 — Solution limite
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FIGURE 4.6 — Solution du probléme (4.2.10) obtenue pour w = 1 (gauche) et w = 2 (droit)
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4.2.2 Estimations d’erreurs

Pour la solution du probléme exact, nous résolvons le probléme anisotrope posé sur le domaine
canonique ), avec des éléments finis d’ordre élevés en utilisant le code MONTJOIE 4 (afin d’avoir un
maillage indépendant de ¢). Cependant, nous nous limitons pour la résolution a ¢ > 10* (a pas
d’espace fixé, si nous prenons € plus petit que le pas d’espace, l'erreur prépondérante est l'erreur
numérique).

Nous interpolons ensuite la solution du probléme limite et la solution du probléme approché sur ce
maillage, et nous calculons la norme L? de la différence sur les domaines Qi, afin de nous placer dans
le cadre du théoreme 2.4.8.

10° : ,

-4 -3 -2 -1

10 10 10 10

FIGURE 4.7 — Erreur L? entre la solution du probléme exact et les solutions des différents problémes
1D (en noir pour le probléme d’ordre 0 en ¢, en bleu pour le probléme d’ordre 1) par rapport a e.

Remarque 4.2.2. Nous pouvons voir que ’erreur entre la solution du probléme exacte et la solution du
probléme (4.2.1) est en &3, alors que le théoréme 2.4.8 nous donne une estimation en 2. En fait, si
nous reprenons la démonstration de ce théoréme, tout laisse penser que u§ = u5. Nous savons déja que
u§ = u5. Il nous reste & démontrer les égalités entre ul et u%, ce qui revient & montrer (en utilisant le
résultat d’unicité du lemme 2.3.4) :

] = L) (5

Pour démontrer 'égalité de droite de (4.2.12), nous utilisons la décomposition suivante de la fonction
U', en utilisant (2.3.18) et le probléme (2.4.32) satisfait par W, :

0
U1:<u1>_l<‘?;; >Wa

4. http://montjoie.gforge.inria.fr/index.php

[8112

53 ] = —wtan(a) (u') (4.2.12)
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Nous utilisons alors la relation (2.3.15) pour k = 2, et nous utilisons le fait que W, est a moyenne
nulle pour écrire

ou?
[ 02; } = —wtan(«) <u1>
Pour démontrer le membre de gauche de (4.2.12), nous partons de la relation (2.3.17) pour k = 2 :

21 1 % _%/ / 0
[u]—w BF EzWa 9% E;Wa + [ U Wa

o

Nous utilisons le fait que W,, est & moyenne nulle, et nous utilisons le corollaire 2.4.10 pour réécrire
cette relation sous la forme

W] =15 (G ) = o (%)

4.3 Cas d’une jonction de deux fentes (modéle temporel)

Nous partons du probléme (4.2.1) et nous remplagons —ww par une dérivation par rapport au temps
(cela revient & reprendre I’étude du chapitre 3 pour la géométrie du chapitre 2). Nous prenons aussi
f = 0 (les données du probléme seront données par les conditions de Cauchy) - nous obtenons alors :

ouslt ov O2us! OusL
) ax T 7o, b —(t,£+L +L
/S;t ( BE (ta )8§ + 92 (t, )?}> + It (t, :I:)U( :I:)

. o2 <u€’1> (4.3.1)
+€K(a) [ua’l] (t) [v] + atan(a)T (vy =0
La formule matricielle associée est :
<7Ch + Mha—Q + Ohg + ljh + €Aha—2> Ue’l(t) =0 (4.3.2)
o2 ot e otz ) h
Soit maintenant k le pas de discrétisation en temps. Notons alors U™ I'approximation de la fonction

U Z’l(t) au temps ¢, = nk. Nous utilisons un schéma aux différences finies pour discrétiser les termes %

2 .. . .
et %. Nous pouvons choisir de garder explicite les termes Kj, et /ou J,, ou au contraire de rendre ces
termes implicites. A noter que rendre Kj implicite rend le caractére diagonal de la matrice de masse
caduque.

e Ecriture d’un premier schéma, avec Kp, et Jp, explicites :

1 € 1 n+1
0= (ﬁMh + ﬁAh + %Oh> U

2 2e 1 "
+ <_ﬁMh — ﬁAh + Ky, + gjh> U (4.3.3)

1 € 1

- -~ _ 0 Unfl
+ </€2Mh+k2Ah Y h)
e Ecriture d’un second schéma, avec K, explicite et Jj, implicite :

_ (L £ 1 £ nt1
0 = (k‘QMh + k2Ah+ 2k:0h+ 4€jh> U
2 2e 1
+ <—ﬁMh - ﬁAh + Kn + 2—€jh> ur (4.3.4)

€
2

1 €
+ < Mh"‘ﬁfth—

1 n—1
= On + 4—€jh> U
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4.3.1 Etude de la stabilité numérique du schéma

Nous allons étudier ici la stabilité numérique des schémas (4.3.3) et (4.3.4). Dans les deux cas, nous

UnJrl o Unfl T
(=)

et nous utilisons le fait que chaque matrice intervenant dans ces schémas est symétrique.

multiplions par

4.3.1.1 Etude de la stabilité numérique du schéma (4.3.3)

En notant €" la quantité suivante

1 Un+1 —_yn T Un+1 —_yn
e = L(I N e (U0
(4.3.5)
1 1
+ 3 (U"+1)T (lCh + gjh) ur
la réécriture de (4.3.3) donne
@n _ en—l Un+1 _ Un—l T Un+1 _ Un—l
e — | < 0.
k ( 2k ) Oh( 2k >\0 (4:3.6)

Nous en déduisons que " < ¢°. Cependant, nous ne controlons pas a priori le signe de tous les termes
de cette énergie. Afin de pouvons controler les termes fautifs, nous utilisons une version matricielle de
2ab = a® + b? — (a — b)?. Plus précisément, nous avons

1

1 1 !
(Un+1)T <ICh n gjh> Un — 5 <(Un+1)T (lCh + gjh> Ut 4 oM’ (lCh + gjh> U")

kQ Un+1 _yn T 1 Un+1 _yn
e () () ()

(4.3.7)
Nous pouvons alors réécrire (4.3.5) en utilisant (4.3.7) :
1 Un+1 _yn T kQ 1 Un+1 _yn
R (et ) ()
(4.3.8)
1 n+1\ T 1 n+1 n\T' 1 n
+Z (U ) Kh"‘gjh U —|—(U) ]Ch—l—gjh U
Il nous reste alors & étudier le spectre de la matrice
k2 1
My +eA;, — > Ky + gjh (4.3.9)
Pour cela, nous allons étudier le probléme aux valeurs propres généralisées : trouver (A\,U) € R x
N_+Ny+2
R tels que

</Ch + éjh> U= MU (4.3.10)

Une étude classique de la stabilité L2 nous donne la condition

k‘2
Zmax)\ <1 (4.3.11)

Nous allons maintenant chercher les valeurs et fonctions propres de (4.3.10) suivant deux configurations
possibles :
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e le vecteur U satisfait Uy_y1 = Un_49 : il est alors possible de fusionner les lignes / colonnes
N_+1et N_+ 2 des matrices My, et Cp,. 1l s’agit alors d’une étude classique de stabilité pour le
schéma centré de I'équation des ondes. La plus grande valeur propre est Apmax = 4h~2 et le vecteur
U associé vaut ‘

(1)), i< N_+1,
L { (-1, P> N_+2,

Associé a la condition de stabilité (4.3.11), nous retrouvons la condition classique de stabilité pour
le schéma centré de I’équation des ondes :

k
- <1
h
e le vecteur U ne satisfait pas Uyx_41 = Un_429 : nous cherchons alors une écriture de U sous la
forme .
corN=-T17 G N 41,
U, = A 4.3.12
‘ cyrtN-"2 i > N_ 42 ( )
L’injection de (4.3.12) dans (4.3.10) nous donne :
— pour les lignes autres que N_ + 1 et N_ + 2, nous avons
2
—re+2r—1
2 = AT (4.3.13)

Si A < 4h~2, le discriminant de 1’équation ci-dessus est négatif, et les deux racines sont complexes
conjuguées de module 1. Le vecteur propre associé a une nature ondulatoire. Nous allons main-
tenant supposer que A > 4h~2, et nous considérerons la solution r de (4.3.13) qui est strictement
inférieure a 1.

— pour les lignes N_ +1et N_+2:

1 1 .
Ec,(l —r)+ K@) (c- —cy) = Mhe_ (4.3.14-(7))
1 1 -
Ec+(1 —r)+ K@) (cy —c_) = Ahey (4.3.14-(11))
En faisant la somme et la différence des deux lignes (4.3.14-(i)) et (4.3.14-(i7)), nous obtenons
1
E(cJr +c )1 —7) = M(cy +co) (4.3.15-(7))
1 2
E(C+ — C,)(l — ’I") —|— m(6+ — Cf) = )\h(C+ —|— Cf) (4315—(7,7,))
Par hypothése sur A et sur r, nous en déduisons de (4.3.15-(7)) que ¢4 +c_ = 0 (le mode associé

est impair par rapport a la jonction). De plus, (4.3.15-(i7)) donne

2 1 2
A\ — —(1=-r > — 4.3.1
k() T T2 SR (43.16)
et la condition (4.3.11) nous donne alors
kQ
— <1 4.3.1
2hK(a) (4:3.17)

Nous pouvons voir que la condition (4.3.17) est une mauvaise condition de stabilité : a h fixé, le domaine
de validité de k tend vers 0 quand e tend vers 0. Cela signifie qu’'a T" et h fixés, plus ¢ est petit, plus
il faudra d’itérations de calculs pour connaitre la solution au temps 7'. De plus, si nous nous plagons
sous la condition classique k/h < 1, et que nous prenons e pour lequel (4.3.17) n’est pas vrai, alors le
schéma n’est pas stable, comme nous pouvons le voir par exemple sur la figure 4.8.
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FIGURE 4.8 - Instabilité numérique obtenue avec le jeu de paramétres suivants : h = 1073, k/h = 0.5,
a = /4 et ¢ = 107°. La solution obtenue est tracée au bout de 16 itérations de calculs (figure de
gauche) et 100 itérations de calculs (figure de droite).

4.3.1.2 Etude de la stabilité numérique du schéma (4.3.4)

En notant " la quantité suivante

" 1 UnJrl —_yn T UnJrl —_yn
=3 (T) (Mp +eAn) <T>

1 . 1 (4.3.18)
1 1 /urtt L gn urtlt 4 gn
b e+ L (U g (U

2 2 2
la réécriture de (4.3.4) donne de nouveau (4.3.6). En faisant de nouveau I’étude de stabilité, nous

devons maintenant étudier le probléme de valeurs propre généralisées suivantes : trouver (A\,U) €

R x ]RJJ:LJFN*JFQ tels que

KpU =AM U (4.3.19)

En utilisant I’étude précédente, nous obtenons la condition de stabilité suivante : k/h < 1.

4.3.2 Estimations d’erreur

Nous sommes partis des données de Cauchy suivantes

w09 = o (-5 (545

%(o,g) = 10 <s+§) exp <—5 <s+§>2> = —%(O,é’?)

de maniére & avoir, pour t petit et aux erreurs du schéma prés :

(4.3.20)

u(t,s) =u(0,8 —1t)

Nous avons tracé en noir sur la figure 4.9 Perreur L? entre la solution du probléme exact et la
solution du probléme limite; et en noir I’erreur entre la solution du probléme exact et la solution du
probléme 1D modifié, pour un temps correspondant a la longueur de la premiére fente, ce afin de voir
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les effets de la jonction (si nous regardons les différences pour un temps trop petit, les seuls effets
visibles sont les effets purement numériques). Nous pouvons voir que l'erreur entre la solution exacte
et la solution du probléme limite est en € pour £ = 0. Nous pouvons également voir que l'erreur entre
la solution exacte et la solution du probléme 1D modifié est en 3. Nous devrions avoir une erreur en
2. Cette différence d’ordre dans 'estimation d’erreur est da en réalité au fait que les conditions de
Kirchhoff améliorées (2.4.10) que nous avons construites sont des conditions de Kirchhoff d’ordre 2 (la
remarque 4.2.2 s’applique également dans ce cas-1a, modulo le passage en temporel).

107 ,

107

-12

10 10 10

FIGURE 4.9 — Erreur L? entre la solution du probléme exact et les solutions des différents problémes
1D (en noir pour le probléme d’ordre 0 en &, en bleu pour le probléme d’ordre 1) par rapport a e.

4.4 Cas d’une jonction de N fentes

Dans le cas d’une jonction de N fentes, nous reprenons ’étude de la section 4.3, mais nous adaptons
au cas d’une jonction de N fentes.

4.4.1 Meéthode de calcul des matrices 7 et A

Pour cette méthode de calcul, nous supposerons les assertions suivantes sur le maillage comme
valides :

e pour 1 <7< N, le numéro de label des points du maillage appartenant a >; est 4,

e le numéro de label des points du maillage appartenant & 9J \ (|J2;) est N + 1 (nous gardons le
numeéro de label 0 pour les points intérieurs du maillage).

Nous avons implémenté une version générale sous FREEFEM-+-+ qui suit 'optique de ce qui a été fait
dans le cas de la résolution numérique de @, et qui a été optimisée (les matrices associées aux calculs
des termes de chaque opérateur DtN sont directement rentrées sous la forme d’une liste de coordonnées
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- ce format de stockage de matrice est le format de stockage utilisé entre autres par MATLAB?). Nous
résolvons le systéme en utilisant le solveur UMFPACK [Dav04], et nous enlevons la valeur moyenne de
la fonction car la solution retournée ne vérifie pas forcément la condition de moyenne nulle.

// Nombre de points par unite de longueur et nombre de modes pour
// l’operateur tronque DIN

int N=20;

int Pmax=30;

// Jeu de couleurs
real [int] colorhsv = |

8./12., 0., 1., 8./12., 1., 1., 7./12., 1., 1., 6./12., 1., 1.,
5./12., 1., 1., 4./12., 1., 1., 3./12., 1., 1., 2./12., 1., 1.,
1./12., 1., 1., 0., 1., 1., 0., 0., 0.];

// Nombre d’operateurs DIN que nous devrons construire

int NumberOfDtn=3;

// Definition de la matrice de saut de fluz K
real[int ,int] MatrixK (NumberOfDtn, NumberOfDtn) ;

// Construction et affichage du maillage

border DINI1(t=0,1){x=0; y=1-t; label=1;};

border NEUMANNL(t=0,0.5){x=t; y=0; label=NumberOfDtn+1;};
border DIN2(t=0,0.5){x=t+0.5; y=t; label=2;};

border NEUMANN2(t=0,0.5){x=1; y=t+0.5; label=NumberOfDtn+1;};
border DIN3(t=0,1){x=1-t; y=1; label=3;};

mesh Junction=buildmesh (DINI(N) + NEUMANNI(0.5%N) + DIN2(sqrt(2.) /2.%N)
+ NEUMANN2(0.5%N) + DTN3(N));
plot (Junction , ps="N_ mesh.eps");

// Construction du tableau des wvaleurs relatives
real [int] RelativeWidth (NumberOfDtn) ;
RelativeWidth (0) =1.0; RelativeWidth (1)=sqrt (2.) /2.; RelativeWidth (2)=1.0;

// Definition des espaces fonctionnels et de la matrice du Laplacien
fespace Vh(Junction ,P1);

varf Laplacian(u,v)=int2d (Junction) (dx(u)*dx(v)+dy (u)=*dy(v));

matrix MatrixProblem=Laplacian(Vh,Vh);

// Construction des operateurs DtN
for (int CurrentDtn=1; CurrentDtn <= NumberOfDtn; CurrentDtn+-+)
{
cout << "Traitement_de_1l operateur _DIN_" << CurrentDtn << endl;
for (int p=1; p <= Pmax; p++)
{
real CoeffX, CoeffY, Phase;
if (CurrentDtn =— 1)

{
CoeffX=0.; CoeffY=1.; Phase=0.;

5. http ://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/sparse.html
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}

if (CurrentDtn =— 2)

{

}
if (CurrentDtn =— 3)

{

¥
func g=cos (pxpix(CoeffXxx+CoeffYxy+Phase)) ;

varf ell (u,v)=intld (Junction ,CurrentDtn) (g*v);
real[int] wp=ell (0,Vh);

real[int ,int] Wp(MatrixProblem.n, MatrixProblem.n);
int NumberElementsOnEdge=0;

real [int] NonZerosElements(1);

for (int j=0; j < MatrixProblem.n; j+-+)

{

CoeffX=1.; CoeffY=1.; Phase=-0.5;

CoeffX=1.; CoeffY=0.; Phase=0.;

if (wp(j) !=0)

{
NumberElementsOnEdge++;
NonZerosElements. resize (NumberElementsOnEdge) ;
NonZerosElements (NumberElementsOnEdge—1)=j ;

}
}

int [int]| Dtnl(NumberElementsOnEdgexNumberElementsOnEdge) ,
DtnJ (NumberElementsOnEdgexNumberElementsOnEdge) ;
real[int] DtnValues (NumberElementsOnEdgesNumberElementsOnEdge) ;

for (int j=0; j < NumberElementsOnEdge; j++)

{

for (int k=0; k < NumberElementsOnEdge; k++)
{

DtnI (NumberElementsOnEdgex j+k)=NonZerosElements ()

DtnJ (NumberElementsOnEdgex j+k )=NonZerosElements (k)

DtnValues (NumberElementsOnEdgex j+k)=p*pi
/RelativeWidth (CurrentDtn—1)
*wp(NonZerosElements (j))
*wp(NonZerosElements (k) ) ;

)
)

}
}
matrix MatrixDtn=[Dtnl, DtnJ, DtnValues|;
MatrixProblem=MatrixProblem+MatrixDtn;
cout << "Ajout_du_mode_" << p << endl;

}
}

// Positionnement du solveur
set (MatrixProblem ;, solver=UMFPACK) ;

// Allocation des fonctions inconnues et des seconds membres
Vh[int| Wi(NumberOfDtn) ;
Vh[int| Fi(NumberOfDtn);
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// Construction des differents seconds membres et resolution pour chaque
for (int CurrentMode=1; CurrentMode < NumberOfDtn; CurrentMode++)
{
varf RHS(u,v)=intld (Junction ,CurrentMode) (1/RelativeWidth (CurrentMode—1)*v)
—intld (Junction , CurrentMode+1)(1/RelativeWidth (CurrentMode) *v) ;
real [int] RightHandSide=RHS(0,Vh);

// Matrice singuliere — calcule la solution au sens
// des moindres carres
Fi|[CurrentMode |[|] = RightHandSide;

Wi|CurrentMode | [] = MatrixProblem™~—1 % Fi[CurrentMode |[];

// Nous rectifions pour avoir la solution a moyenne nulle

Vh Constant=1;

real Average=int2d (Junction) (Wi[CurrentMode]) ;

Wi[ CurrentMode|=Wi| CurrentMode| — Averagex Constant ;

string OutputName="N_Mode"+CurrentMode+" . eps";

plot (Wi| CurrentMode|, fill=true, hsv=colorhsv , ps=OutputName,
boundary=false) ;

// Calcul de la matrice K
// Nous wutilisons le fait que MatrizProblem x Wi = Fi
for (int j=0; j < NumberOfDtn; j++)
{
for (int k=0; k < NumberOfDtn; k++)

{
}

MatrixK (j ,k) = Wi[j ][]« Fi[k][]; //On prend Wi[j ][]’

// Sortie de la matrice K

Nous obtenons les résultats suivants
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FIGURE 4.10 — Maillage de la jonction (gauche), solutions W et Ws (milieu et droite)
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4.4.2 Schéma numérique
4.4.2.1 Ecriture du schéma numérique

Nous partons de la formulation variationnelle suivante

aua’l v OPust oue
Z/ (T 0955+ gt ) + Tt

82U€ 1>

(4.4.1)
+HVE)T <jU6 "+ A

Sur chaque fente, nous choisissons un pas h; tel que n; = Li;?‘”
1

soit entier (ce qui donne n; + 1 points
de discrétisation). Nous notons alors

e N; l'indice cumulé

1, i=1
N; = , (4.4.2)
N;,_1+n;_1+1, sinon
e N=>(n;+1)
L’idée est de considérer alors UZ’I(t) le vecteur appartenant a R™(t) tel que, pour 1 < i < N, le

sous-vecteur de UZ’l(t) pris entre les indices IN; et N;4; — 1 corresponde a la valeur de u®* sur les
points d’interpolations de S; (en commengant par le point d’interpolation £o;). Nous introduisons alors
les matrices suivantes, pour pouvoir écrire un schéma numérique semi-discrétisé analogue au schéma
(4.3.2) :

e la matrice de rigidité IChN est la matrice diagonale par blocs donnée par

51 Khl,Nl+1 0 0
0 :
KN = (4.4.3)
0 5NKhN7nN+1

ou Kj N n’est autre que la matrice donnée par (4.2.3),

e la matrice de masse ./\/lflv est la matrice diagonale par blocs donnée par

Br Mpy Ny+1 O 0
N o s
MY = (4.4.4)
0 ﬁNMhNJlN‘f‘l

ou Mp N n'est autre que la matrice donnée par (4.2.5),

e la matrice creuse j,fv qui est nulle partout sauf aux N? coefficients suivants :
N .
(jh )Ni7Nj = (‘7)1'7]'7 1<i,j<N (4.4.5)
e la matrice creuse Afzv qui est nulle partout sauf aux N? coefficients suivants :

('A;%V)Ni,Nj =(A);;, 1<4j<N (4.4.6)



116 Chapitre 4. Résultats numériques

Nous obtenons le schéma semi-discétisé suivant :

N
h ot2

1 0%\ . .
(lC,]lV + M + gj,{v + eAhN@> Ut (t) =0 (4.4.7)

Soit maintenant k le pas de discrétisation en temps (indépendant de la fente sur laquelle nous nous

situons). Notons alors U™ ’approximation de la fonction U,‘i’l au temps t,, = mk. Nous utilisons un
82

5z et nous implicitons le terme en j}fv . Nous

schéma aux différences finies pour discrétiser le terme en
obtenons le schéma numérique suivant :

1 1
0= (EMQV + %AhN + 4—€j;{V> ymt

2 2 1
+ (_ﬁw — k—jAhN + KN+ 2—€ng> um (4.4.8)

1 € 1 —
- (EM,LNJF PA{X+4—€.7,5V> umt

Une étude analogue a I’étude de stabilité du schéma numérique (4.3.4) nous montre que ce schéma est
stable sous la condition
k<hi, V1I<i<N (4.4.9)

4.4.2.2 Implémentation et estimations d’erreur

En pratique, nous partons d’un pas d’espace h global, nous prenons un pas de temps k tel que la
condition k& < h soit satisfaite, et nous prenons h; > h pour 1 < i < N tel que la condition % eN
soit satisfaite. Pour plusieurs valeurs de e, nous calculons la solution exacte sur un maillage trés fin
(le calcul a été effectué en utilisant le code MONTJOIE) qui s’appuie sur la méthode des éléments finis
mixtes spectraux [Coh02], et nous calculons la solution du probléme limite d’une part, ainsi que la
solution du probléme (3.4.2,3.4.22) en utilisant le code NETWAVES ¢, dont I'implémentation détaillée
peut étre trouvée dans [Sem09]. La donnée de Cauchy utilisée est une gaussienne centrée sur la premiére
fente, et se dirigeant vers la jonction. Pour les estimations d’erreur, nous prenons & = 2ey,x et nous
utilisons un pas d’espace suffisamment petit pour ne pas avoir & tenir compte de I'erreur numérique.

Nous avons tracé en noir sur la figure 4.11 l'erreur L? entre la solution du probléme exact et la
solution du probléme limite; et en noir I’erreur entre la solution du probléme exact et la solution du
probléme (3.4.2,3.4.22), pour un temps correspondant a la longueur de la premiére fente, ce afin de
voir les effets de la jonction (si nous regardons les différences pour un temps trop petit, les seuls effets
visibles sont les effets purement numeériques). Nous pouvons voir que I'erreur entre la solution exacte et
la solution du probléme limite est en €, ce qui est une conséquence du théoréme 3.3.15 pour £ = 0. Nous
pouvons également voir que lerreur entre la solution exacte et la solution du probléme (3.4.2,3.4.22)

2 _ nous retrouvons le résultat du théoréme 3.4.19.

est en €
En pratique, si nous prenons un pas d’espace h qui reste proportionnel & e, nous retrouvons le

méme type d’erreur numérique pour la norme LZ.

6. https://gforge.inria.fr/projects/netwaves/
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FIGURE 4.11 — Erreur L? entre la solution du probléme exact et les solutions des différents problémes
1D (en noir pour le probléme d’ordre 0 en &, en bleu pour le probléme d’ordre 1) par rapport a e.
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CHAPITRE 5
Résolution du probléme de Laplace dans
un réseau fractal

Résumé

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de 'opérateur de Laplace sur une structure fractale.
En particulier, nous cherchons & définir un cadre fonctionnel. La section 5.1 sert & introduire des
notations qui rendront I'écriture de certaines démonstrations des propositions plus simples. Dans la
section 5.2, nous introduisons des espaces fonctionnels naturels associés & notre géométrie, et nous
donnons quelques propriétés générales sur ces espaces fonctionnels. Dans la section 5.3, nous donnons
un résultat de densité. Ce résultat de densité fait intervenir la résolution du probléme de Laplace sur
un tel réseau. Enfin, dans la section 5.4, nous donnons quelques résultats sur les opérateurs de trace.
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5.1 Notations et formules utiles

Nous introduisons dans cette section quelques notations et régles de calculs qui nous seront trés
utiles par la suite, particuliérement en ce qui concerne la rédaction d’autres calculs beaucoup plus
complexes.

Définition 5.1.1. Soit (K, ) un groupe quelconque, non-nécessairement abélien. Soit p € N* et
a = (ag,...,ap—1) un p-uplet de K. Pour n € N* et pour j € {0,...,p" —1}, on note [jp—1jn—2--- jijolp
I’écriture en base p du nombre j en utilisant n chiffres, en constatant alors que nous avons la relation
j =" jep". Notons alors [Q]Z, ; élément de K donné par

[a];j = Qjo X Qjy Kook Ay o X Ajp (5.1.1)
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Remarque 5.1.2. Dans la définition 5.1.1, le fait de ne pas considérer (K, *) commutatif vient du fait
que nous appliquerons cette définition a I’ensemble des similitudes directes contractantes.

Remarque 5.1.3. Nous avons plusieurs remarques a faire sur cette notation :
e par convention, [a]g o est 'élément neutre du groupe K pour la loi *,

e toujours par convention; [a] )t est I'élément inverse de I'élément [a]} ; pour la loi x,
2 2

e quand le groupe K est un groupe abélien, pour tous p-uplets a = (ag,...,ap—1) et b =
(bo, - -, bp—1), pour tous (j,n), nous avons [axb]; ;= [a]}} ; x [b] .

Lemme 5.1.4. Soit (K, %) un groupe, soit p € N* et soit (ag,...,ap—1) un p-uplet de K. Quel que soit
n € N*, quel que soit j € {0,...,p" — 1}, quel que soit k € {0,...,p—1}, on a

1
[a];jp_f_k = ai * [a]} ; (5.1.2)

Démonstration. 11 suffit de revenir a la définition 5.1.1 du symbole [a]} ;,

notons [jn—1Jjn—2--.j1jolp 'écriture en base p du nombre j en utilisant n chiffres, alors 'écriture du

en remarquant que si nous

nombre pj + k en base p en utilisant n + 1 chiffres s’écrit [jp—1jn—2- .. j1ok]p O

Remarque 5.1.5. Comme nous pourrons le voir plus tard, ce lemme justifie a lui tout seul I'introduction
de la notation de la définition précédente.

Corollaire 5.1.6. Soit (K, %) un groupe, soit p € N* et soit (ag,...,ap—1) un p-uplet de K. Soient
n,n' € N? et soient 0 < j < p™, 0< j < p". Alors nous avons

+n/ /
[alppm 45 = laly jlaly 5 (5.1.3)
Démonstration. 11 suffit de constater que I'écriture de p™j' + j sur n + n’ chiffres en base p est
Gl - 3130In—1---j1jo], ce qui correspond & la juxtaposition des écritures de j' et de j sur n’ et

n chiffres en base p, et d’utiliser la définition 5.1.1 pour conclure. O

Lemme 5.1.7. Soit (K, %) = (R, x), soit p € N* et soit (ag,...,a,—1) un p-uplet de R . Alors quel
que soit n € N, nous avons
pr—1 p—1 \"
X, - (£ (5.14)
j=0 i=0
Démonstration. Démontrons la relation (5.1.4) par récurrence sur n € N. Pour n = 0, cette relation
devient 1 = 1, donc est trivialement vraie.

Supposons maintenant qu’il existe un n € N tel que (5.1.4) soit vraie. Montrons alors que (5.1.4) est

vraie au rang n+ 1. En utilisant le fait que tout nombre j € {0,...,p" ! —1} s’écrit de maniére unique

sous la forme j =Ip+ k, avec [ € {0,...,p" — 1} et k € {0,...,p — 1}, nous avons

prti-1 p"—1p-1
> lalit = > >l
5=0 1=0 k=0
pt—1p—1
= aglaly; (lemme 5.1.4)
=0 k=0
p—1 pt—1
= ( ak> [a],, (réorganisation d’une somme finie)
k=0 1=0
p—1 p—1 n
= ( ak> ( ai> (hypothése de récurrence)
k=0 =0
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La récurrence est donc établie. O

Proposition 5.1.8. Soit (K,x) un groupe commutatif, et soit ((ag,a1,...,ap—1),(bo,b1,...,bp—1))
deuz p-uplets de (K, x). Nous avons alors, pour tout n € N et pour tout 0 < j < p™ —1,

fax b = [a]” = B (5.1.5)

P.J p,J p,J

Démonstration. Soit n € N et 0 < j < p™ — 1. Nous partons du membre de gauche de (5.1.5) et nous
appliquons la définition (5.1.1) avec le p-uplet (ag * b, a1 *b1,...ap—1*xb,_1). Nous réordonnons alors
en triant les termes en a; des termes en b;, et nous réutilisons deux fois la définition (5.1.1) avec les
p-uplets (ag,ai,...,ap—1) et (bo,b1,...,b,—1) pour conclure. O

Pour la définition suivante et les propriétés qui en découlent, nous nous plagons dans le cadre
(K, %) = (R%, x).

Définition 5.1.9. Soit (ag,a1,...,a,—1) un p-uplet de (R, x). Pour tout n € N, pour tout k €
{0,...,p"}, on note le nombre suivant

lallp. = > _laly; (5.1.6)

avec la convention [[a]]} ;= 0 (héritée de la convention : “une somme vide est nulle”).

Lemme 5.1.10. Soit (ag, a1, ..., ap—1) un p-uplet de (R, x), alors nous avons les propriétés suivantes,
vraies pour tout n € N et pour tout j € {0,...,p"} :

(5
) [l = (z )

(iii) [[all} ;1 — [lall}; = [Q]ZJ

Démonstration. Le point (i17) vient directement de la définition donnée par (5.1.6). Le point (i) est
une autre maniére d’énoncer le lemme 5.1.7. Le point (ii) est un peu plus délicat & démontrer. Soit
neNetje{0,...,p"}. En utilisant la définition (5.1.6), nous avons

pj—1
[allpps = D_ lalpd!
=0

nous décomposons £ en utilisant la division euclidienne par p,i.e £ = pl+1i,avec 0 < I < jet 0 < i < p,
et nous pouvons réécrire la relation suivante sous la forme suivante, en sommant sur tous les ¢ pour un

[ donné :
j—1p—1
[ n+1 _ Z Z n+1
ppj p,ip+i
=0 =0

I1 suffit alors d’utiliser le lemme 5.1.4, de sortir la somme sur 7 et de réutiliser la définition (5.1.6) pour
conclure. O
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5.2 Reéseaux p-adiques auto-similaires et espaces fonctionnels associés

Dans cette section, nous allons donner la définition de ce que nous considérerons comme étant un
réseau p-adique auto-similaire, et donner quelques propriétés sur la topologie du réseau. Nous allons
également définir notre cadre fonctionnel, donner les normes que nous considérerons sur ce réseau, et
donner des propriétés sur les fonctions que nous définirons sur ce réseau. Nous donnerons d’abord des
définitions sur le réseau (paragraphe 5.2.1), puis des définitions sur les normes (paragraphe 5.2.2),

5.2.1 Définitions et propriétés élémentaires du réseau

Définition 5.2.1 (Similitudes directes). Soit s une application affine de R? dans R?.

e On dira que s est une similitude directe si s est la composition de translations, de rotations et
d’homothéties. Dans ce cas, on notera « le produit des rapports des homothéties, et on dira que
la similitude s est une similitude directe de rapport a.

e On dira que s est une similitude directe strictement contractante si de plus a < 1.

Remarque 5.2.2. 11 est toujours possible de se ramener a une seule homothétie, quitte & modifier les
rotations et/ou les translations que nous faisons intervenir.

Définition 5.2.3 (Réseau p-adique auto-similaire). Soit 7 un sous-espace connexe de R?. On dira que
T est un réseau p-adique auto-similaire si il est possible de trouver ¥ sous-espace connexe de R? et un

p-uplet de similitudes directes (sg, s1,...,sp—1) tels que
_ p-l
T=SUJs(T) et % s(T), s1(T),...,, sp-1(T) disjoints 2 & 2 (5.2.1)
=0

Dans ce cas-1a, nous dirons que T est un réseau p-adique auto-similaire de générateur 3 et de similitudes

(80, S1y. .- ,Sp_l).

FIGURE 5.1 — Exemple de réseau p-adique autosimilaire (avec p = 2) : 5, 81 (T) et so(T) - les similitudes
sont de rapport égal a 0.6 et d’angle égal a £7, et on a limité le tracé a 9 générations

La figure 5.1 est un exemple de réseau diadique (i.e. un réseau p-adique, avec p = 2).
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Remarque 5.2.4. A partir de la définition 5.2.3, il est possible d’introduire plusieurs notations :

o X = [S]Z j(E) (nous pouvons remarquer que ces ensembles sont deux & deux disjoints, grace a
I k!

la relation (5.2.1)),

e G" comme la réunion des 37 ;o pour 0 < j < p", nous pouvons constater qu il s’agit de la réunion

des éléments se trouvant a une distance n (au sens du nombre de similitudes s; appliquées) de b
- nous dirons que G" est la n®™¢ génération du réseau T,

e 7™ comme la réunion des GF , avec 0 < k < n - nous dirons que 7 est le sous-réseau fini de T
tronqué a la n®me génération.

o e o e

’11“’11"

&
¢

’11“’11"

VAR
7
\

FI1GURE 5.2 — Configuration des G" pour le réseau de la figure 5.1 : G G', G°, g3, G G°, etc

Exemple 5.2.5 (Exemple de référence). La géométrie que nous allons considérer peut étre vue comme
une géomeétrie dans R? ou une géométrie dans R3.

Nous considérons un motif élémentaire 3 formé par p + 1 lignes droites M*N™* et M;N*, pour
0 < i < p- ctf figure 5.3. Nous considérerons également p similitudes directes (s;)o<i<p telles que
s;(M*) = M; et telles que les points N*, M; et s;(N*) soient alignés dans ce sens. On notera alors 7 le
réseau p-adique auto-similaire de générateur S et de similitudes (50,515 ---,5p—1). On notera également
«; le rapport de la similitude s;.

Nous introduisons alors les notations suivantes, pour un élément 7 . donné (voir figure 5.4) :

o [M]},; = [sl,;(M*), INT; ; = [s] ;(N™),

P, P, P,
e [; la longueur du segment [M;N*| et L* la longueur du segment M*N*

Remarque 5.2.6. Dans notre exemple, nous devons avoir, pour tout i, L* 4+ L; > 0. Il est cependant
possible d’imaginer un réseau pour lequel L; = 0 (le générateur 5 correspond donc & un segment, ce
qui est le cas pour la figure 5.1). Nous avons toutefois gardé L; > 0 dans la suite de ce chapitre a la
fois pour des raisons historiques et pour des raisons pratiques, afin de différencier 'effet du point N*
des effets des points M;.
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Mo

My
M* N*
Moy
F1GURE 5.3 — Configuration de X
n+1
p,3j+2
n+1
Mp73j+1
n n
Mp,j prj
n+1
p,337

FIGURE 5.4 — Configuration de X} ;
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Proposition 5.2.7. A partir de la définition des E;ﬁj donnée dans la remarque 5.2.4, quel que soit
n € N et quel que soit 0 < 7 <p”, 0 < k < j, nous avons

EnJrl _ Sk(zn

itk = i) (5.2.2)

Démonstration. La preuve se fait en une ligne, en utilisant la proposition 5.1.4 pour le groupe des
similitudes directes muni de la loi de composition. O

Définition 5.2.8 (Dimension de Hausdorff d’un réseau p-adique auto-similaire - voir [Hut81] pour plus
de précisions a ce sujet). Soit T un réseau p-adique auto-similaire de générateur S et de similitudes
(50,51, ...,5p—1) strictement contractantes de rapports respectifs (ag, a1, ..., a,_1). La dimension de
Hausdorff de 7 est donnée par I'unique nombre réel s strictement positif tel que

Y ai=1 (5.2.3)

L’existence et I'unicité viennent du fait que la fonction z — ) af est une fonction strictement décrois-
sante sur [0, +o00[, car chaque «; est strictement plus petit que 1.

Remarque 5.2.9. Une propriété concernant la théorie de Hausdorff (voir par exemple le livre de Gerard
A. Edgar sur ce sujet [Edg90]) est que si s > d, les sous-ensembles s;(7) ne peuvent jamais étre deux
& deux disjoints.

La définition suivante que nous introduisons permet de quantifier “’espace” occupé par un réseau
dans R, bien que le réseau soit un réseau 1D (et qu’a proprement parler son volume dans R? soit
nul). Cette notion de volume correspond en fait au volume canonique occupé par un épaississement
auto-similaire d’un paramétre € aussi petit soit-il du réseau que 'on considére.

Définition 5.2.10 (Volume d’un réseau p-adique auto-similaire). Soit 7 un réseau p-adique auto-
similaire de générateur S et de similitudes (50, 1,-..,8p—1) strictement contractantes de rapports
respectifs (ag,aq,...,0p—1), obtenu par passage a la limite (au sens de la géométrie dans Rd) d’un
réseau p-adique auto-similaire 7° de générateur ¢ et de similitudes (50,51,--.,5p—1), ot le volume de
¢ dans RY est non-nul (mais dont la limite du volume dans R? devient égale a 0, prenons par exemple
53¢ le domaine QF défini dans le chapitre 3). On appelle volume de T, et on note Vol(7), la quantité

Vol(T) = lim ———= Vol(T")

ey oIS (5.2.4)

Proposition 5.2.11. Nous gardons les notations de la définition (5.2.4). Alors

e e volume de T est donné par la formule
Vol(T Z <Za ) (5.2.5)
n=0

e ce volume est fini si et seulement si toutes les similitudes s; sont strictement contractantes, et si
la dimension de Hausdorff du réseau T est strictement inférieure & d.

Démonstration. Nous allons démontrer la proposition (5.2.5) en deux étapes. Tout d’abord, en notant
%5 = [s],;(3%), nous avons la réunion disjointe suivante

oo pt—1
n=0 j=0



128 Chapitre 5. Résolution du probléme de Laplace dans un réseau fractal

Nous en déduisons alors (au sens du volume géométrique dans R?, en utilisant que l'arbre T¢ est
lui-méme auto-similaire, donc vérifie en particulier le second point de (5.2.1)) :

oo pt—1

Vol(T9) =Y > Vol(s (5.2.6)

n=0 5=0

Or, en utilisant la relation liant E et EE et en utilisant le fait que 'application d’une similitude de

7-7
rapport « 4 un objet dans R% multiplie son volume par o, nous avons

oo pt—1

ij =33 [ } (5.2.7)

n=0 j=0

Nous utilisons alors le lemme 5.1.7 et la définition (5.2.4) pour en déduire (5.2.5). Nous pouvons en
particulier remarquer que le volume obtenu ne dépend pas du choix de S,

Pour prouver le second point, il est clair que si au moins une des similitudes s; n’est pas strictement
contractante, a;; = 1, et dans ce cas le volume du réseau 7 est infini. Supposons maintenant que toutes
les similitudes sont strictement contractantes. Nous pouvons voir que nous avons la relation suivante

Vol(T) <00 <= Y af <1 (5.2.8)

Or, pour o; < 1, la fonction & +— of est strictement décroissante, donc f : x — > af est aussi
une fonction strictement décroissante. De plus, en utilisant la définition (5.2.3), nous avons f(s) = 1.
Conclusion : f(d) <1 <= d > s. O

Définition 5.2.12 (Réseau symétrique). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire de générateur )
décrit par I'exemple 5.2.5 et de similitudes (sg,si,...,sp,—1) strictement contractantes de rapports
respectifs (g, a1, ..., ap—1). Nous dirons que ce réseau est symétrique si et seulement si :

e «; ne dépend pas de i,

e [; ne dépend pas de 1.

5.2.2 Espaces de Sobolev et normes faibles

Dans cette section, nous introduisons des espaces fonctionnels a poids, avec des normes associées,
sur les réseaux p-adiques auto-similaires, et nous donnons des propriétés sur ces normes.

5.2.2.1 Espaces a poids

Définition 5.2.13 (Poids). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire. On appellera poids p sur T
toute fonction de 7 dans R strictement positive.

Définition 5.2.14 (Norme L? a poids). Soit 7 un réseau auto-similaire de générateur 3 et de simi-
litudes (sg, s1,...,Sp—1) de rapports respectifs (o, v, ..., p_1). Supposons que S soit une réunion
finie disjointe d’arcs rectifiables C}, avec 1 < ¢ < m (comme dans le cas de la figure 5.3 de I'exemple
5.2.5, ot nous avons m = p+ 1 et ou les différents arcs sont donnés par C; = (M*N*), Ciyo = (M;N*),
0 < i < p). En utilisant alors un argument de similarité, chaque 25 ; est une réunion finie disjointe

d’arcs rectifiables C7',

que nous notons x (et non pas z7;, pour ne pas alourdir la suite de cette définition). Nous considérons
2

avec Cl'; = [s]) ;Ci- Nous utilisons sur chaque arc C'; son abscisse curviligne
2 b2 2

finalement un poids p sur 7.
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e Soit une fonction u : ¥ ; — C. On dira que cette fonction est dans I'espace Lz(EZ, ;) si et seulement
si la quantité suivante

m 1/2
HUHLg(zg’j) = (Z /c" u(x)\u(m)]2d0> (5.2.9)
=1 i,

est finie, ou do;(x) désigne la mesure de 'abscisse curviligne associée a l'arc Cl’?j. Par convention,
I

J

e Soit une fonction u : 7 — C. On dira que cette fonction est dans I'espace Lﬁ(T) si et seulement

on notera
2
) () P = [ulf oy (5:2.10)

n .
P,J

si:
.. N n ) 2 n
1. la restriction de u & chaque X7 ; est dans I'espace LM(EPJ)’

2. la quantité suivante

Pl 1/2
2
”U”Lg(’r) = Z Z ”UHLg(z;j) (5.2.11)
neN j=0 ’
est finie. Par convention, on notera
2
(o) () 2dx = [lullZs ) (5.2.12)
T "

e On notera Lz 1oc(T) Pensemble des fonctions u définies sur 7 telles que la restriction de u a chaque
3, j soit dans I'espace Li(EZ’j).

Remarque 5.2.15. Nous pouvons déduire que ’appartenance d’une fonction “réguliére” est conditionnée
par son comportement au voisinage de '“infini”, de la méme maniére que ’appartenance d’une fonction
a lespace L2(R, ) est conditionnée par la limite de la norme L2(]0,n[) de cette fonction.

Définition 5.2.16 (Espace et norme H}L sur le réseau). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire , soit
4 un poids défini sur T, et soit M* un point de 7. Nous définissons 1'espace HL(T) I’espace

%i(T) ={ue L (T)NCT) tel que v’ € Lz(T)} (5.2.13)

ou, sur chaque arc définissant 7, u/ désigne la dérivée de u par rapport a I’abscisse curviligne. Cet
espace est un espace de Hilbert. Les normes et semi-normes associées & cet espace sont

[uba ey = [l (5.2.15)

Nous verrons dans la section 5.3.2 que cet espace est adapté a la résolution d’un probléme généralisé
de Laplace posé sur T.

Remarque 5.2.17. En utilisant I'inégalité de la moyenne, et & une constante multiplicative prés sur la
norme (5.2.14), la topologie de Iespace HL(T) ne dépend pas du choix du point M™.

Remarque 5.2.18. Une fonction particuliére qui appartient toujours a ’espace ’H}L(T) (méme si cette
fonction n’appartient pas a ’espace Lz(T)) est la fonction 1, qui vaut 1 sur 7.
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Définition 5.2.19 (Compacité du support d’une fonction). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire.
Une fonction u : 7 — C sera dite a support compact sur 7 si et seulement si il existe un entier ng € N
tel que, pour tout n > ng, la restriction de u & G™ est nulle. Dans ce cas, nous dirons que la fonction
u est & support dans 7.

Remarque 5.2.20. Nous pouvons voir que la notion de compacité introduite dans la définition 5.2.19
est différente de la notion de compacité dans R? - dés que toutes les similitudes sont strictement
contractantes, le réseau 7 est contenu dans une boule de volume finie de R%.

Définition 5.2.21 (Espaces ’H}MC et H}L,O sur le réseau). Soit T un réseau p-adique, soit p un poids
sur 7, et soit M* un point de 7.

1. On note ’H}L,C(T) le sous-espace des fonctions de HL(T) qui sont & support compact, au sens de
la définition 5.2.19.

2. On note H}L,O(T) le sous-espace des fonctions de HL(T) correspondant a la fermeture de ’H}M(T)
pour la norme (5.2.14).

Afin de pouvoir définir une notion de trace de fonction a l'infini pour les espaces 7-[;(7'), il est
important de savoir si les fonctions a support compact forment un espace dense ou non. Nous pouvons
formuler le probléme de maniére plus explicite :

Question 5.2.22. A quelle condition a-t-on ’H}L(T) = H};,O(T) ? Lorsque ce n’est pas le cas, peut-on
caractériser Vespace H,, o(T)?

La réponse a la question 5.2.22 est suffisamment longue pour faire ’objet de plusieurs paragraphes
- en 'occurence les sections 5.3 et 5.4. De plus, nous nous limiterons dans ces sections au cas de poids
auto-similaires, qui sont définis par la section ci-dessous.

5.2.2.2 Espaces a poids auto-similaires

Ici, nous supposons de plus que le poids g que nous choisissons pour définir I'espace ’H}L(T) possede
également une propriété d’auto-similarité donnée par la définition 5.2.23 qui suit. Cela nous permettra
de donner des propriétés supplémentaires sur la topologie de cet espace. En pratique (voir 'exemple
5.2.24), les poids naturels que nous définissons sur des réseaux p-adiques auto-similaires sont eux-mémes
auto-similaires.

Définition 5.2.23 (Poids auto-similaire). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire de similitudes

(50,81, --,5p—1), et soit 1 un poids sur 7. Nous dirons que p est un poids auto-similaire si et seulement
si il existe un p-uplet de nombres strictement positifs (uo, i1, ..., p—1) tels que

w(si(x)) = pip(x), Yo<i<p, VxeT (5.2.16)
On dira dans ce cas que p est un poids auto-similaire de rapports de similarité (uo, ft1,- .., tp—1)-

Exemple 5.2.24 (Réseau d-géométrique). Reprenons la géométrie de 'exemple 5.2.5. En considérant
le segment [M*N*] comme la limite d’un rectangle (ou d’un cylindre) de largeur (ou de diamétre) e, et
en considérant chaque segment [N*M;] comme la limite d'un rectangle (ou d’un cylindre) de largeur
(ou de diameétre) aye, le poids naturel (au sens de 'étude du chapitre 3) est le poids p satisfaisant :

e 1 =1 sur le segment [M*N*|,

o = ag_l sur chaque segment N*M,;,

o i est auto-similaire de rapports de similarité (po, pt1, - . . , fip—1), avec p; = a?il pour tout 0 < 7 < p.
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ou d désigne la dimension en espace dans lequel est plongé le réseau. De maniére générale, on appellera
réseau (p-adique) d-géométrique tout couple (7, i) tel que T est un réseau p-adique auto-similaire de
similitudes (s;)o<i<p de rapports respectifs (o;)o<i<p €t p est un poids auto-similaire de rapports de
similarité (@ )oci<p.

Proposition 5.2.25. Soit T un réseau p-adique auto-similaire de similitudes (so, $1,...,Sp—1), et soit
p un poids auto-similaire de rapports de similarité (po, p1, - . ., pip—1) sur T. Alors, pour tout n € N et
pour tout j € {0,...,p" — 1}, nous avons, Vx € T :

(s (%)) = [} 1(x) (5.2.17)

Démonstration. Soit n € N et soit j € {0,...,p" — 1}. En utilisant la définition 5.1.1 & la fois pour le
groupe des similitudes directes muni de la loi de composition (pour traiter les s;) et pour le groupe des
nombres réels strictements positifs muni de la loi de multiplication (pour traiter les p;), et en utilisant la
relation (5.2.16) qui caractérise 1'auto-similarité du poids p, nous avons, en notant [jn—1jn—2- .. j1jolp
I’écriture en base p du nombre j :

u([sly (%) = p(s50(85: (- (85,1 (x)))))
= 5o Sj1 (- - (85,1 (%))

= Wjolkjy - - - Wjn—y M(X)

= [u]y; n(x)

D’ou le résultat. O
Lemme 5.2.26. Soit T un réseau p-adique auto-similaire de similitudes (so, s1,...,Sp—1) de rapports
respectifs (o, a1, ..., 0p_1), et soit 1 un poids auto-similaire de rapports de similarité (fo, ft1, - - ., fp—1)
sur T. Soit n € N, soit j € {0,...,p" — 1}, et soit u une fonction définie sur X5 j- Notons alors 4 la
fonction définie sur ) par

a(x) = u(fs], ;(x)), VxeX (5.2.18)

Alors, en supposant que les quantités ci-dessous aient un sens, Vm € N, en notant u(™ la dérivée
m-iéme de u (au sens de l’asbcisse curviligne sur chaque arc de T) :

2
i i (5.2.19)

- b

40m) ‘

L2(37 ) L2(2)

Démonstration. Soit m € N. Supposons que la dérivée m®™° de u soit dans Li(E; j). Alors, par com-

positions, la dérivée mé™e de 4 est dans L2 (X)), et nous avons

)

am (x) = ([a]m) WM ([s]7(x), VxeS (5.2.20)

n

».j(X) pour nous ramener au domaine 37
2

Nous faisons le changement de variable z = [s] et 'intégration

.’
de la relation (5.2.20) élevée au carré donne

(R L / (@) [ (5], @) de

L2( X0

Pour finir, nous utilisons le changement x = [s]} .(z), dx = [a]] ; dz, et nous utilisons la proposition

5.2.25 pour ramener le poids p sur f], afin d’obtenir (5.2.19). O
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5.2.3 Fonctions auto-similaires

Le lemme 5.2.26 est intéressant dés lors qu’on étudie des fonctions u qui présentent le méme genre
de propriétés que les poids p. Nous allons détailler dans cette section ce que nous appelons fonctions
auto-similaires et les propriétés que nous pouvons déduire de ce type de fonctions.

Définition 5.2.27 (Fonction auto-similaire). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire de similitudes
(50,81,---,5p—1), et soit u : T — C. Nous dirons que la fonction u est auto-similaire s’il existe un
p-uplet de nombres complexes (rg,r1,...,rp—1) tels que

u(si(x)) =rju(x), vxeT, Y0O<i<p (5.2.21)
Nous dirons dans ce cas que u est une fonction auto-similaire de rapports de similarité (g, 71, ...,7p—1).

Proposition 5.2.28. Soit T un réseau p-adique auto-similaire de similitudes (so, s1,...,5p—1), et soit
u : T — C une fonction auto-similaire de rapports de similarité (ro,ri,...,rp—1). Alors pour tout
n € N et pour tout j € {0,...,p" — 1}, nous avons

u([s]y ;(x)) = [r]; ju(x), YxeT (5.2.22)
Démonstration. La preuve de cette proposition est identique a la preuve de la proposition 5.2.25. [

Lemme 5.2.29 (Comportement des normes a poids d'une fonction auto-similaire). Soit T un

réseau auto-similaire de générateur ¥ et de similitudes (sg,s1,...,Sp—1) de rapports respectifs
(o, 01, ..., ap_1), soit p un poids auto-similaire de rapports de similarité (po, p, ..., pfp—1) sur T,
et soit u : T — C une fonction auto-similaire de rapports de similarité (ro,ri,...,rp—1). Alors, pour
tout n € N et pour tout j € {0,...,p" —1}, nous avons, en supposant que les quantités ci-dessous aient
un sens :

Hu(m)‘ ’ = [,u|r2|oz172m]n , Hu(m)‘ ’ A (5.2.23)

LE (25 5) Py Li (%)

ot [u\rQ\aka];j est le produit des uji\rila};Qm, 0l [Jn—1-..J1Jo0 est Uécriture en base p du nombre

j en utilisant n chiffres.

Démonstration. Soit n € N et soit j € {0,...,p" — 1} fixés. En utilisant la proposition 5.2.28, nous
n

P,J
proposition 5.1.8 pour commuter les écritures des []Z ; dans RY . ]

notons @ = [r]’ .u, nous appliquons alors le lemme 5.2.26 avec cette fonction, et nous utilisons la

Le théoréme suivant donne un critére géométrique d’appartenance ou de non-appartenance d’une
fonction auto-similaire aux espaces Li(T) et Hb(T)

Théoréme 5.2.30 (Théoréme d’appartenance aux espaces a poids). Soit T un réseau auto-similaire

de générateur S et de similitudes (50,51, -..,8p—1) de rapports respectifs (o, a1, ...,0p_1) €t soit p un
poids auto-similaire de rapports de similarité (po, p, ..., fop—1) sur T.
1. Soit w : T — C une fonction auto-similaire de rapports de similarité (ro,r1,...,rp—1) sur T,

dont la restriction a S est dans Lﬁ(i) Alors u € Li(T) si et seulement st

p—1
Zﬂi|7’i|2ai <1 ou wu estnulle presque partout (5.2.24)
1=0
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2. Soit u : T — C une fonction auto-similaire de rapports de similarité (ro,r1,...,rp—1) sur T,
dont la restriction o X est dans H,,(X). Alors u € H,(T) si et seulement si

p—1
Zui!n\zafl <1 ou u=AL, AeC (5.2.25)
=0

Démonstration. Nous allons démontrer en détail la condition (5.2.24) (la condition (5.2.25) se démontre
de la méme maniére). Nous utilisons le lemme 5.2.29 pour m = 0 pour chaque n € N et pour chaque
j€{0,...,p" — 1}, et en utilisant que les domaines 237 ; sont d’intersections vides deux a deux, nous
obtenons

pr—1 p'—1
2 2 2
lulfaery = D2 3 lulltamy ) = 32 D lulrfa]l llull g (5.2.26)

neN j=0 neN j=0

. 2 o1e oy
Nous pouvons alors extraire [luf/}, 5 de la double somme, et utiliser la proposition 5.1.7 avec a; =
"

wilri|?a;. Nous obtenons alors

p—1 n
2 2
lullgs (7 = Nl ) > < m\m!Qai) (5.2.27)
0

neN \i=

Si u est nulle presque partout, la somme fait 0, donc la fonction est dans Li(T). Sinon, par auto-

similarité, u n’est pas nulle presque partout sur ¥, et la relation |lul|; . () < 00 équivaut a la convergence
. " " . . H
de la somme des termes d’une suite géométrique de raison

p—1
> walrilPa;
=0

ce qui explique le critére (5.2.24). O

5.3 Densité des fonctions & support compact

Dans cette section, nous allons donner des éléments de réponse a la premiére partie de la question
5.2.22, a savoir a quelle condition nous avons ’HL(T) = ’H}L,O(T), dans le cas de la géométrie de
I'exemple 5.2.5 et dans le cas de poids auto-similaires de rapports de similarité (uo, g1, ..., ftp—1). Nous
ne considérons pas nécessairement le cas de ’arbre d-géométrique.

Nous allons répondre en deux parties : tout d’abord en démontrant une relation équivalente a
la relation H}L(T) = H}L’O(T) (paragraphe 5.3.1), puis en caractérisant cette relation équivalente en
utilisant un probléme de Laplace auxiliaire (paragraphe 5.3.2).

5.3.1 H,(T)=H,(T) : une premiére CNS implicite

La condition nécessaire et suffisante pour avoir Hb(T) = 7—[}10(7') peut s’énoncer de la maniére
suivante :

Théoréme 5.3.1. Nous avons [’équivalence suivante

e

(T) =M o(T) < 1€H,o(T) (5.3.1)
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Démonstration. Cette démonstration reprend 1'idée de la démonstration d’un théoréme équivalent dans
un papier récent de B. Maury, D. Salort et C. Vannier [MSV09|. Le sens H,,(T) = H,, o(T) = 1 €
H, o(T) est trivial puisque 1 € H,(T). Pour le sens H,,(T) = H/, o(T) < 1 € H,, o(T), soit u € H,,(T),

et montrons qu'il existe une suite de fonctions (u,)nen dans ’H}MC(T) telle que

33 s = unlle

Par hypotheése, il existe une suite de fonctions (1,),en dans Hi7c(7') telle que
7}1—{20 |1 — ]l(IHH}L(T) =0 (5.3.3)

L’idée est de construire une suite de fonctions (u"),en qui se comporte comme u sur les n premiéres
générations de T, et qui se compirte comme un des 1, au-deld. Ainsi, pour chaque n € N, nous
construisons une suite (uy)gen & dérivée dans Li('T) de la maniére suivante :

(5.3.4)

u([M]"“)]lq(x)/maxu/z,]1q([M];jl)), T € [s];;jl(T)

{u(x), xeT"

D:J

Notons que cette fonction est bien définie : nous pouvons toujours décomposer un réseau p-adique auto-
similaire comme la réunion de sa troncature a la n®™° génération et I’ensemble des sous-arbres partant
de la (n 4 1)°m¢ génération. De plus, cette fonction & support compact inclus dans supp(1,) U T™.
Comme 1, converge vers 1 en norme 7—[}11(7'), et en utilisant la remarque 5.2.17, nous avons une
convergence point par point, donc pour chaque n € N il existe ¢} € N tel que pour ¢ > q7,

max(1/2,1,((MI350) = 1(MIEY, v <pt -1 (535)

n

y en chaque point [M]"T et comme 1, € 7-[;76(7'),

Nous obtenons ainsi la continuité de la fonction w pg
b

1
nous avons ug € H,, .(T) pour ¢ > g
n __

De plus, comme sur 7", nous avons Uy

u, nous avons

2
ur —u = x)|(u) (%) — ' (x)[2dx
e =l /W () (ug)' (%) — ' ()|
Nous majorons brutalement cette relation de maniére & avoir

oy =l <2 | MO P 2 /| IVCICAIOIE (5.3.6)

Puisque u/ est dans I'espace Lz(T), pour tout € > 0, il existe ng € N tel que, pour n > ng :

/ p(x) v (x)]2dx < e (5.3.7)
T\T™

Le premier terme du membre de droite de (5.3.6) est alors majoré par 2e pour n > ng en utilisant
(5.3.7). Pour majorer le second terme, il suffit de constater que

pn+171

2
/ﬂTnu(x)\(ug) (x)[2dx < JZZ:O 4‘u([M]p31)‘ U]I‘IH[Qs];jl(T) (5.3.8)
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. / _ 7. . . /
Puisque ||1 HLﬁ([S]ZjI(T)) = 0, nous utilisons la majoration H]quLZ([S}ZjI(T)) < H]l_]quH}L(T) (le
membre de droite ne dépend plus de n et donc ne dépend plus du choix de ng); en utilisant alors
I'hypothese (5.3.3), a n fixé, il existe ¢5 € N tel que pour g > ¢4, nous avons

pn+171

2
(I T L; tlumlpih| < (5.3.9)
]:

Appelons maintenant (uy)nen la suite définie par u,, = u nous faisons une extraction de la

n

max(q7 ,q5) (
suite (ug )qen de maniére & avoir nos majorations (5.3.8) et (5.3.9) vraies, tout en ne gardant qu'un seul
indice d’indexation). En utilisant (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.9) dans l'inégalité (5.3.6), nous avons, pour

n=ng:
lun = ullgyy o) < de

Nous obtenons alors le résultat escompté. ]

Le théoreme 5.3.1 donne un critére implicite d’égalité entre les espaces H,(T) et H, o(T). La
proposition suivante permet d’avoir une condition suffisante plus explicite :

Proposition 5.3.2. Soit T un réseau p-adique auto-similaire de similitudes (s;)o<i<p de rapports

de similarité (oy)o<icp, €t soit p un poids auto-similaire de rapports de similarité (p;)o<i<p sur T.
p—1l
Supposons que Z % < 1, alors la fonction 1 est dans 7-[;70(7').

i=0 "
Démonstration. 11 suffit d’exhiber une famille de fonctions (1,,),en dans %i,c(T) telle que

Prenons le cas “bateau” p = u = o = 1 (donc le réseau T est assimilable a la demi-droite R, et le
point [M]], est assimilable au point d’abscisse n) : une approximation naturelle de la fonction 1 est
la fonction 1,, qui vaut 1 sur [0,n[, (2n —z)/n sur [n,2n[ et 0 sur [2n, +oo[ (donnée par la figure 5.5).
Cette fonction est bien continue, et tend bien vers la fonction 1 en semi-norme H'(R, ).

18
161
141

12r

0.8F \
0.6f \
\
0.4f \
\

02| \

)
11

FIGURE 5.5 — Tracé de la fonction 1,, pour n =1 (rouge) & n =5 (noir)
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Soit @ une fonction de Hi(i) tell que ®(M*) =1 et ®(M;) = 0 pour tout 0 < i < p. A partir de
cette fonction, nous construisons la fonction 1,, continue par
1

.o xeX o l<n0<j<p—1

D.J’
l . !
L(x)=¢ O xe€Xpl2misjsp -1 (5.3.10)
m—1-1 1=~
”T @([]J(x)>, xexh n<l<m, 0<j<p —1

La continuité de cette fonction aux points [M]” . est assurée par le choix de ®. Nous pouvons constater

que la famille de fonctions 1,, exhibée Ci—dessué) ést construite de maniére symétrique, méme si le réseau
n’est pas équilibré. Nous pouvons également voir que cette fonction est & support compact et a pour
support 72",

En appliquant le lemme 5.2.26 pour m = 1 avec la fonction 4@ = n_l:l\), nous avons

1 2

e ) == lma], @
12 p,J

, n<l<2n (5.3.11)
n

L)
En faisant la somme sur tous les El et en utilisant (5.3.11), nous obtenons

9 2n—1

pl—1
_17!
L2(§) Z Z [,U,Oz l]p,j
K l=n j=0

1 11~
1= L = =5 8]

qui devient, grace a la proposition 5.1.7

1 R 2n—1 ;
11 = 10309 :WHCI)‘LQ@ Z <Z”> (5.3.12)

p—1

Sous 'hypothése Z Hi < 1, nous pouvons majorer le membre de droite de (5.3.12) par n~!, d’ot le
— Q;
=0

résultat. O

Remarque 5.3.3. Dans le cas d'une inégalité stricte, il est possible de prendre une fonction qui passe
de 1 & 0 en une seule génération au lieu de prendre une fonction que passe de 1 a 0 en n générations.

Remarque 5.3.4. Le résultat du théoréme 5.3.1 ne suppose pas que le poids p choisi soit auto-similaire.
Dans le cas général, nous ne savons pas encore caractériser cette condition nécessaire et suffisante (cette
partie fait 'objet d’une collaboration avec Serge Nicaise). Dans le cas d’un poids auto-similaire, nous
avons la proposition 5.3.2 qui caractérise partiellement 1'identité ’H}L('T) = ’H}L,O(T). Nous allons finir
de caractériser cette identité dans le paragraphe suivant.

5.3.2 Etude d’un probléme de Laplace auxiliaire et CNS explicite

Le théoréeme 5.3.1 donne déja un élément de réponse a la premiére partie de la question 5.2.22,
du moment que l'on sait caractériser I'appartenance ou non de 1 & l’espace H}MO(T). Nous allons
étudier dans cette section un probléme de Laplace auxiliaire pour permettre d’expliciter une condition
nécessaire et suffisante pour avoir 1 € /H;lho(T)'
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N

5.3.2.1 Probléme avec conditions de “Neumann’ et de “Dirichlet” a ’infini

Nous considérons les deux problémes suivants

(Px) Trouver u € H;(T) telle que u(M*) = 1 et

/ru(x)u’(x)v’(x)dx =0, Ywe H}L(T), v(M*) =0

(Pp) Trouver u € H,lho(T) telle que u(M*) =1 et

[r,u(x)u’(x)v’(x)dx =0, Ve ’H}L,O(T), v(M*) =0

olt le poids v que I'on considére est continu sauf aux points [N]} .

Le probléme (Py) sera appelé probléme de Laplace généralisé (a cause du poids) avec condition de
“Neumann” (homogeéne) a I'infini, et le probléme (Pp) sera appelé probléme de Laplace généralisé avec
condition de “Dirichlet” a l'infini (par analogie a ce qui se passe dans le cas p = d = 1, i.e. lorsque le
réseau est identifiable & un segment ou & une demi-droite).

Remarque 5.3.5. Quand nous parlons de condition & 'infini, il s’agit de I'infini au sens de la génération
G™ du réseau T sur laquelle nous nous trouvons - si nous voulons que le réseau existe au sens de la
géométrie dans R il faut que son volume soit fini (sauf cas trés particuliers).

Proposition 5.3.6. Les problemes (Px) et (Pp) sont bien posés.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est une application directe du théoréme de Lax-Milgram
(une fois que nous avons fait un relévement consistant a prendre la fonction f € %bc(T) qui est affine
sur M*N*, qui vaut 1 en M* 0 en N* est qui est nulle sur 7 \ (M*N*)). Introduisons les espaces
fonctionnels suivants

Vu(T) = {veH,(T), o(M*)=0}
Vuo(T) = {v € ’H}L’O(T), v(M*) = 0}

Ce sont deux sous-espaces fermés de H}L(T) donc ce sont des espaces de Hilbert. Sur ces espaces, la
norme (5.2.14) est égale a la semi-norme (5.2.15). Sur ces espaces, la forme bilinéaire

a(u,v) = / p(x)u (x)v'(x)dx
T
est le produit scalaire associé a la semi-norme (5.2.15). La conclusion est immédiate. O
Proposition 5.3.7 (triviale). 1 est l'unique solution du probleme (Px).

Proposition 5.3.8. 1 est solution du probleme (Pp) si et seulement si H,,(T) = ’H}%O(T).

Démonstration. Si H,(T) = H,,(T), alors les problemes (Px) et (Pp) sont identiques, et ont la
méme solution 1 d’aprés la proposition 5.3.7. Inversement, si 1 est solution du probléme (Pp), alors
1 €H/o(T), et le théoreme 5.3.1 donne alors M, (T) = H,, o(T). O

Maintenant, nous particularisons le poids que nous prenons sur 7. Jusqu’a la fin de la section 5.3,
nous nous plagons sous I’hypothése d'un poids p auto-similaire. Nous allons voir que cette particulari-
sation nous donne des propriétés supplémentaires sur la solution du probléme (Pp).
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Lemme 5.3.9. Supposons maintenant que le poids i est auto-similaire. Alors la solution du probléme
(Pp) est elle-méme auto-similaire.

Démonstration. Nous prenons des fonctions tests v € ’H}M(T) (par définition de I’ensemble 7—[;70(7‘),
H,, o(T) est dense dans Hi70(7')). Le probléme (Pp) peut se réécrire formellement sous la forme :
trouver u € H,, o(T) telle que

(/) = 0 dans T

SO - 1 (5.3.13)

La premiére ligne de (5.3.13) signifie que u vérifie 'équation (uu’)" = 0 sur chaque segment (M N) et
vérifie des conditions de Kirchhoff classiques en chaque point [N ]Z ; qui sont :

p—1 ,
> ws () (INT3 ) = w3 () (INT;,) (5.3.14)
i=0

ot uf; est la restriction de u au segment [[N Jp 1M ]2]: il] ,pour 0 < i < p;et u;l* est la restriction de

u au segment [[M "N } (voir la figure 5.6). Nous condenserons (5.3.14) sous la forme

D,J p,J
[p] ([N]} ;) =0 (5.3.15)
Myl
My
My Ny
n+1
Mp,3j

FIGURE 5.6 — Configuration de X7 ;

. Nous savons d’aprés la proposition 5.3.6 que le probléme (5.3.13) est bien posé. Soit 0 < i < p, et
notons u; := u o s;, définie de 7 dans C. Nous avons alors

(nuy) = afp; t (pa') (s1(e)) = 0

u; vérifie donc la premiére ligne de (5.3.13), et nous avons u;(M*) = u(s;(M*)) = u(M;). Par unicité
du probléme (5.3.13), nous déduisons que u;(x) = u(M;)u(x) pour tout x € T, soit

u(si(x)) = u(M;)u(x), VxeT

ce qui n’est rien d’autre que la défintion de I'auto-similarité d’une fonction. ]
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5.3.2.2 Reéduction & un domaine borné

Le lemme 5.3.9 est primordial dans le sens ot, en utilisant le fait que pour toute fonction auto-
similaire u de rapports de similarité (rg,r,...,rp—1), avec r; = u(M;), nous avons u'(s;(x)) =
riai_lu’ (x), la résolution de I’équation de Laplace sur 7 avec condition homogéne a l'infini peut se
ramener & la résolution de 1’équation de Laplace sur i, modulo I'écriture des conditions de bord in-
duisant ’auto-similarité de la solution cherchée, que nous appellerons conditions d’auto-similarité. Le

probléme peut alors se réécrire sous la forme :

( Trouver u € ’H}L(i) tel que :

() (x) = 0, xe (M*N*)ouxe (N*M), 0<i<p
[/ (N*) = 0, (loi de Kirchhoff donnée par (5.3.15))

u(M*) =1 (5.3.16)
o' (M;) = o (M*)u(M;)a; !

p—1
(5.2.25) est satisfait, i.e. Z,ui lu(M;)?a; ' <1 ou u=M, AeC

=0

La derniére ligne de (5.3.16) revient a dire que la reconstruction de la solution sur le réseau entier T
est dans l'espace HL(T) Plus précisément :

Définition 5.3.10 (Extension sur le réseau). Soit u une fonction de ’H}L(i) Nous définissons 'exten-
sion auto-similaire de u sur 7, et nous notons Pr(u), la fonction définie sur T par

Pr(u)(x) = [r]} ;u([s],5(x)) pour x¢& ¥y, (5.3.17)
ou r; = u(M;), pour 0 < i < p.

Nous pouvons constater que la fonction Pr(u) définie par (5.3.17) est une fonction continue sur
T, y compris en chaque point [M ]Z j» que cette fonction est auto-similaire de rapports de similarité

(ro,71,-..,rp—1). De plus, la restriction de la fonction Pr(u) au domaine 5] est exactement la fonction
u. Il nous reste donc a caractériser la norme HPT(U)HH}L (1) pour déterminer 'appartenance ou non de
la fonction Pr(u) & lespace H,,(T).

Nous allons maintenant énoncer deux lemmes techniques qui nous permettront de dire que les
problémes (Py) et (Pp) d’'une part, et le probléme (5.3.16) d’autre part, sont équivalents.

Lemme 5.3.11. Soitu € H}L(f}) tel que la condition (5.2.25) soit satisfaite. Alors Pr(u) € H,(T) (la
réciproque a déja été énoncée par le théoreme 5.2.30).

Démonstration. Si u est constante sur f], alors Pr(u) est un multiple de la fonction 1, donc appartient
a 'espace 7-[;(’7') Supposons maintenant que u ne soit pas constante. En appelant r; = u(M;), et en
utilisant le lemme 5.2.29 avec m = 1, nous avons

1|2 _ 2 —11n 1|2 _ 2 —11n /
|| Pr(u) HLfL(E;’j) = [plr[ e ]p,j | Pr(u) HLg(i) = [plr[*e ]p,j [Ju HLg(i)
Nous concluons de la méme maniére que la conclusion de la preuve du théoréme 5.2.30 U
Lemme 5.3.12. Nous avons l’équivalence suivante :

u est solution de (Px) ou (Pp) < s, est solution de (5.3.16)
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Démonstration. Le sens “=" est quasiment trivial. En effet, si u est solution de (Px) ou (Pp), alors la
restriction de u & 3 vérifie les trois premiéres lignes du probléme (5.3.16). Le lemme 5.3.9 nous dit que
la solution est auto-similaire, ce qui nous donne les lignes 4 et 5 de (5.3.16). Démontrons maintenant
le sens “<=". Soit u solution du probléme (5.3.16). En utilisant le lemme 5.3.11, la fonction reconstruite
Pr(u) appartient a I'espace 7-[;(’7') De plus, comme u vérifie les deux premicres lignes de (5.3.16),
Pr(u) est solution de l’équation de Laplace sur chaque EZJ avec condition de Kirchhoff en chaque
[N]; ;- Nous multiplions alors Pr(u) par une fonction test v € ’HL(T) et nous faisons des intégrations
par parties. Nous obtenons alors

[ 0Py (0Bax + 3 3 Priu) wl((0M],) =0

T neN* j=0

Pour retrouver (Py) ou (Pp), il faut et il suffit que chaque saut en [M] ; s’annule. Or, les fonctions p
et v sont continues d’une part, et le saut de Py (u)" est nul d’autre part grace a la quatriéme ligne de
(5.3.16). O

Remarque 5.3.13. A ce stade, I'indétermination qui nous reste est : soit u une solution de (5.3.16).
Pr(u) est-elle solution de (Px) ou (Pp)?

Lemme 5.3.14. Le probléme (5.3.16) est équivalent au probléeme suivant : trouver u € ’H}L(i) et
(ro,71,Tp—1, ) € CPT tels que

(pu')(x) = 0, x€ (M*N*)ouxe (N*M;), 0<i<p
[pu'[(N*) = 0, (loi de Kirchhoff)
u(M*) =1
u(Mz) =7, 0<i<p
(Ps) o
uw(M*) = A
' (M;) = )\mai_l, 0<i<p
p—1
(5.2.25) est satisfait, i.e. Z,ul- iyt <1 ou A=0
=0

Démonstration. La démonstration de ce lemme est triviale (il ne s’agit que d’une réécriture du probléme
(5.3.16) qui consisite a réintroduire r; = u(M;) et A = v/ (M*) comme inconnues). O

Remarque 5.3.15. En utilisant le lemme 5.3.12, nous savons que (Pi) admet au moins une solution
et au plus deux solutions. Il nous reste a déterminer a quelle(s) condition(s) ces deux solutions sont
distinctes.

5.3.2.3 Reésolution du probléme en domaine borné et CNS explicite

Dans toute la suite, nous paramétrons le segment (M*N*) par son abscisse curviligne z* € (0, L*),
avec * = 0 au point M*, et nous paramétrons chaque segment (N*M;) par son abscisse curviligne
r; € (L*,L* + L;), avec w; = L* au point N*. Alors, pour le probleme (Pg), 'écriture explicite de la
solution u est :

e sur le segment (M*N*), la double intégration de la premiére ligne de (Pg) et 'utilisation de la
ligne 3 donne, sur le segment (M*N*) :

p(at)u (&) = p(M*)a/ (M*) = A
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Nous intégrons alors cette relation et nous utilisons la ligne 5 de (Pg) pour écrire u sur le segment
(M*N*) sous la forme :

(z*) = 1+>\/0$ % (5.3.18)

e de méme, sur chaque segment (N*M;), la fonction u est donnée par :

u(z;) = 4 <1+)\ﬂ/*+L o > (5.3.19)

Nous pouvons voir que la fonction w introduite par (5.3.18) et (5.3.19) satisfait les lignes 1,3,4,5 et 6
de (Pg). Introduisons maintenant les quantités suivantes :

dt iodt
o () < ()

La fonction u que nous voulons construire doit étre continue au point N* et satisfaire les lignes 2 et 7
de (Pg), ce qui se traduit par le systéme suivant :

ri(L=Xa; 'Liy) = ALh+1, YO<i<p (5.3.21-(i))
p—1

A (1 — Zrmiai—1> =0 (5.3.21-(i4))
=0

> pilrifPa;t < LouA=0 (5.3.21-(iii))

Nous pouvons résumer cette construction par le lemme suivant

Lemme 5.3.16. Soit (u,ro,71,...,7p—1,A) € Ht(i) x CP*Y unme solution de (Pg). Alors
(ro,715...,7p—1,A) est solution de (5.3.21).

Inversement, soit (10,71, ...,mp—1,A) € CP*L une solution de (5.3.21), et soitu € 7-[1( ) la fonction
définie par (5.3.18,5.8.19). Alors (u,70,71,...,7p—1,A) est solution de (Pg).

Démonstration. Le premier point de ce lemme est trivial par construction du probleme (5.3.21). In-
versement, soit (rg,71,...,7p-1,A) € CPTL une solution de (5.3.21), et soit u € 7—[1( ) la fonction
définie par (5.3.18,5.3.19). II est alors facile de voir que u vérifie les lignes 1,3,4,5 et 6 de (Pg) par
construction. Les lignes 2 et 7 sont automatiquement vérifiées grace au probléme (5.3.21). O

Nous allons énoncer un autre lemme technique qui nous donne des informations supplémentaires
sur A :

Lemme 5.3.17. Soit (rg,71,...,7p—1,A) € CP*L une solution de (5.3.21), alors A <0
Inversement, soit (ro,71,...,7p—1,\) € CPT une solution de (5.5.21-(i)) et (5.3.21-(ii)) avec X < 0
Alors la relation (5.5.21-(iii)) est satisfaite.

Démonstration. Soit (ro,71,...,7p—1,A) € CPT! une solution de (5.3.21), et définissons la fonction u
par (5.3.18) et (5.3.19). En utilisant le lemme 5.3.16, nous savons que u est solution du probléeme (Pg).
Nous multiplions alors la premiére ligne de (Ps) par %, et nous faisons une intégration par parties en
utilisant la seconde ligne de (Pg). Nous avons alors

0= /iwu')'(x)a(x)dx

p—1
= - /i p(o)l’ () Pdx + Y (M (MYa(M;) — (M) (M ya (M)
=0
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En utilisant les lignes 3 & 6 du probléme (Pi)’ la relation précédente s’écrit

a;

S il
A (M) <1 — Z palTi ) = —/E,u(x)]u'(x)]de (5.3.22)
1=0

Le membre de droite de (5.3.22) est négatif, donc le membre de gauche doit 1'étre aussi. Nous en

déduisons alors que (5.3.21-(74)) est satisfaite si et seulement si A < 0. O
Nous pouvons déja voir que le (p + 1)-uplet (1,1,...,1,0) (correspondant a la solution u = 1 sur

i) est solution du probléme (5.3.21). La question que nous pouvons alors nous poser est : existe-t-il
au moins un autre p-uplet solution de (5.3.21) 7

Pour répondre a cette question, 'idée est d’exprimer chaque r; en fonction de A, et de dire que A
est la racine d’une certaine fonction. En utilisant le lemme 5.3.17, nous pouvons sortir r; de la relation

(5.3.21-(7)), pour obtenir
ai(AL;, + 1)

p— 5.3.23
" oy — )‘Li# ( )
Nous remplagons 7; donné par (5.3.23) dans (5.3.21-(4)), pour obtenir la relation fonctionnelle
p—1 *
ALY +1
A 1- ——— | =0 5.3.24
(S o

Le lemme 5.3.17 associé a la relation (5.3.24) nous permet d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 5.3.18. Soit A € C, et r; défini par (5.3.28) pour i compris entre 0 et p—1. Alors le (p+1)-
uplet (ro,71,...,rp—1,A) est solution de (5.3.21) si et seulement si A < 0 et (5.8.24) est satisfaite.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est triviale. O

Jusqu’a présent, nous avons donné des problémes équivalents au probléme (Pg), grace aux lemmes
5.3.16 et 5.3.18. Maintenant, nous pouvons déterminer l'existence ou la non-existence de solutions
non-triviales du probléme (5.3.24) par le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.19. [l existe un unique X\ < 0 tel que (5.3.24) soit satisfaite si et seulement si

p—1
B (5.3.25)

(6%
i=0 "

Démonstration. Nous étudions la fonction f définie par

p—1 *
AL +1
f(A) = Zﬂiia_ —M)\L
i=0 g b

Nous pouvons voir que f(A) est la somme de fonctions qui se comportent comme A\ +— %, dont le

graphique est donné par la figure 5.7.
Le théoréme revient a démontrer sous quelle condition il existe un unique A < 0 tel que f(\) = 1.

Sur 'intervalle | — oo, 0], f est une somme de fonctions continues et strictement croissantes (la dérivée

f/(\) est égale & Y (L, + ouLy,)/(a; — AL )% et est strictement positive), et la limite de f quand

A — —o0 vaut

il

)\EIEloo f()\) - 2 Li,#
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Y% % 5 = =2 o
FIGURE 5.7 — Tracé de la fonction \ — %

Dong, en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique A < 0 tel que f(\) =1 si
et seulement si f(0) > 1. Or, nous avons

p—1
=3
: (67
i=0
d’otut le résultat. O

Finalement, nous savons que le probléme de Laplace admet deux solutions auto-similaires différentes
si et seulement si (5.3.25) est satisfait.

Théoréme 5.3.20. Nous avons [’équivalence suivante

0%}

p—1
HLUT) # Hpo(T) = > 21 (5.3.26)
=0

Démonstration. Le théoréme 5.3.1 nous dit que #,(T) # /H;lho(T) si et seulement si 1 ¢ ’H}%O(T). Les
résultats de la section 5.3.2.2 couplés au lemme 5.3.17 nous dit que 1 & Hb7O(T) si et seulement si le
probléme (5.3.21) a moins deux solutions, ce qui est équivalent a dire qu’il existe A < 0 satisfaisant
(5.3.24), en utilisant le lemme 5.3.18. Finalement, le théoréme 5.3.19 nous donne la condition nécessaire
et suffisante d’existence de A < 0 satisfaisant (5.3.24). O

5.4 Quelques résultats sur les opérateurs de trace

Nous savons maintenant donner une condition nécessaire et suffisante sur la géométrie du réseau
T pour avoir H,(T) # H,,o(T) dans le cas dun poids auto-similaire. Comme I'espace H,, ;(T) est
un espace vectoriel fermé pour la norme définie sur ’H}L(T), il est assez naturel de considérer I'espace
quotient

1
3 1 1
H;(0T) = Hu(T) / 7—[%0(7') (5.4.1)
Nous cherchons a caractériser cet espace quotient au moyen d’opérateurs de traces que nous allons

1
définir par la suite. Une remarque préliminaire que nous pouvons faire est que I’espace quotient Hj; (0T
est non trivial si les espaces H},(T) et ’H}L,O(T) sont différents, autrement dit si les problémes (Py) et
(Pp) sont différents.
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5.4.1 Définition des opérateurs de trace

Dans cette section, nous allons introduire la notion d’opérateur de trace, et nous allons expliquer
1

pourquoi cet opérateur n’a de sens que lorsque ’espace quotient HE (OT) n’est pas vide.

Définition 5.4.1 (p-partition de I'intervalle unité). Nous appellerons p-partition de l'intervalle unité
tout p-uplet v = (y0,71,--.,7p—1) tel que

Exemple 5.4.2. Un exemple de p-partition trivial est de prendre ~; = %, i.e. on découpe le segment
(0,1) en p morceaux de méme longueur.

Définition 5.4.3 (Opérateur de trace sur une p-partition). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire
de similitudes (s, s1,. .., sp—1) de rapports respectifs (g, a1, ..., qp_1), soit u un poids auto-similaire
de rapports de similarité (g, 11, ..., pp—1) sur T et soit v = (70,71,...,7—1) une p-partition de
Vintervalle unité. Soit u € H,,(T). Nous pouvons alors définir, en notant [M]} i = [sly;(M*)
e T7'(u) € L*(]0,1]) la fonction constante par morceaux définie sur (0,1) par

T (w)(@) = w(M},), € [0 [T

Nous notons, grace a la proposition 5.1.10, que [[7]] =1 quel que soit v et quel que soit n.

n

p,p"

e T la limite dans L2(]0,1[) (sous réserve d’existence) de T lorsque n — oo. Nous appellerons
alors trace de u sur la p-partition 7 la quantité 75°

Remarque 5.4.4. Quel que soit la p-partition v que 1'on considére, nous avons TQ/’O(]I) =1

Exemple 5.4.5. Nous partons du motif S donné par la réunion de 2 segments M*My et M*M;.
1

Construisons sur ce mofif un réseau 2-adique dont les similitudes ont pour rapport ap = a1 = 3.
Prenons alors pp = 1 = 3, (il s’agit d'un cas pour lequel H(T) # ’H}MO(T)). Soit u la fonction affine
par morceaux sur chaque segment de I'arbre 7T telle que u([M]} ;) = 21=n 4 27y,

Prenons maintenant 7y = v, = 3. Par définition des [[v]]”

'YL nous avons
9

Nous avons, pour n € N et pour 0 < j < 2™,
TH(u)(z) =277 427", we 27,27 (i +1)]
Nous pouvons voir que Tf(u) tend vers la fonction = — x lorsque n tend vers U'infini (c.f. figure 5.8).

Proposition 5.4.6. En reprenant les notations de la définition 5.4.8, si 1 € Hb7O(T), alors il n’existe
aucune p-partition 7y telle que Uopérateur T7° soit continu de HL(T) dans L2(]0.1]).

Démonstration. Supposons que 1 € H}MO (T), et soit v une p-partition de I'intervalle unité. En reprenant
la remarque 5.4.4, nous avons 77°(1) = 1. Or, 1 € H}L,O(T), donc il existe une suite de fonctions
(1,)nen € HL7C(T) telle que
11, — ]lHH}L(T) —0, n—o0
Or, pour n fixé, 1,, € ’H}L,C(T) donc nous avons T2°(1,) = 0. Nous obtenons par suite
7=, =

= Dll2gupy =1 ¥neN

ce qui achéve la démonstration. O
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FIGURE 5.8 — Tracé de la fonction T2 (u)

De la proposition 5.4.6, nous en déduisons que si il existe une p-partition 7 telle que T7° €
L(M,,(T),L2(J0.1])), alors H,(T) # ’H}MO(T). Nous allons démontrer dans la section suivante que
I'implication réciproque est également vraie.

5.4.2 Théorémes de trace

Théoréme 5.4.7 (Théoréme de trace). Reprenons les notations de la définition 5.4.3, et considérons
le réseau donné par l'exemple 5.2.5. Supposons que 7-[;(7') # HbO(T), alors il existe une p-partition
telle que iy < i pour tout 0 < i < p, et telle que TS° € L(H,,(T),L*(]0.1])).

Remarque 5.4.8. Nous considérons le réseau donné par I’exemple 5.2.5 pour la clarté de la démonstration
qui va suivre. Il est cependant facile de généraliser cette démonstration pour un choix quelconque de
3.

Démonstration du théoréeme 5.4.7. Nous allons d’abord démontrer ’existence d’une telle p-partition ~
satisfaisant y;a; < p;. Soit v la p-partition définie par

-1
i

p—1

-1
D> iy
k=0

Vi =

Nous pouvons constater que, pour tout 0 < i < p, v;a; = i/ (Z ,ukoz,;l). Or, le théoréme 5.3.20 nous
donne justement que ,ukal;l > 1, donc la propriété voulue sur ~ est satisfaite.

Maintenant, nous départicularisons le choix de v et nous supposons simplement que v;o; < p; pour
tout 0 < i < p, et soit u € H,(T). Nous allons démontrer que la suite (77 (u))nen est une suite de
Cauchy dans L2(]0,1[), avec un contrdle si possible uniforme de la forme par la norme ’HL(T) de w.

Nous allons démontrer ce résultat en deux étapes.
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e Pour tout n € N, nous avons :

1
73 0) = Ty = [ (0@ - T @) de

pr—1p—1 9
+1 +1
= g o (M) = w (10415
Jj=0 k=0 (5.4.2)
p"—1 p—1
= 3 b S [ () — () [
D,J p,pj+k 2]
=0 k=0

(On utilise le lemme 5.1.4)

Or, pour tout 0 < j < p” — 1 et pour tout 0 < k < p — 1, nous avons

(M7
ntl o) n) = R
w(IMlphi) = (IM]7) /[M};;;;M“(X)dx (5.4.3)

Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz sur (5.4.3) afin d’obtenir

n n 2 [M];’j n n
u (1) = (101y,)| < ( /WH |u'<x>|2dx> (M (M (5.4.4)
p,pjt+k

De plus, nous avons la majoration

e
U ePax < max(e ) [ ol (P
[M] P Xp.d

et, toujours en utilisant des arguments d’auto-similarité, nous avons

M]3 5 B .
[0 e Pax < max(e [ [ w0 Pax (5.4.5)
[M}p,pj-kk = Z,J'

En utilisant des arguments d’auto-similarité, la longueur [M]] ;[M ]Z;]l 4, intervenant dans (5.4.4)
est égale a [a]) ;(L* + Ly). Par conséquent, en combinant les relations (5.4.4) et (5.4.5), nous
obtenons
n+1 n 2 —17"n l 2
‘u ([M]p’pﬁk) —u <[M]p7j>‘ < Clap ]m’ /2” p(x)|u' (x)|“dx (5.4.6)

P,J

avec C' = maxy(L* + Li,) maxg (') ne dépendant ni de j, ni de k, ni de n. Nous sommons alors
Y,(5.4.6) pour 0 < k < p— 1, en constatant que le membre de droite de (5.4.6) ne dépend pas de
k, nous utilisons le fait que 7 est une p-partition, donc »_ yx = 1, nous sommons ensuite sur j afin

de faire apparaitre le membre de droite de (5.4.2). Finalement, nous obtenons ’estimation

p"—1

|75 () = T3 )21y < € D [ran™0 /2 ()l (x)Pdx (5.4.7)
j=0 p.J

En notant g = max; ('yiaiui_l), et par définition de ['ya,ufl]zj, nous obtenons

[yau ] <B" VO<j<pt—1
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et en utilisant que

1
« 1n~ u X = x)|v/ (x)]?dx
;w by [ o Gorax= [ el

D,J

nous obtenons 'estimation
mn mn 2 n
175+ (@) = T3 (@)l 2 oy < OB [; p()l (x)[Pdx (5.4.8)

Nous majorons l'intégrale sur G™ par I'intégrale sur 7, et nous obtenons, en prenant la racine carré
de la relation (5.4.8) :

HT‘7+1(U) - T’:L(U)HIQ(}OJD < \/E\/B" ‘U‘H}L(’T) (5'4'9)

e Soient maintenant (g,7) € N2, avec ¢ < r. En utilisant une inégalité triangulaire, nous avons

r—1
175 (u) — Tg(u)Hm(]o,u) S Z HTvnH(u) - Tvn(“)Hm(]o,l[)
n=gq

N

r—1
Z @\/Bn |u|H}L(T) (relation (5.4.9))
n=q

N

r—1
n=q

(VB! = (VB)
\/5 |u|’H‘1L(’T) 1— \/B
(somme des termes d’une suite géométrique de raison \/E)
(5.4.10)

Puisque ;o ,u;l < 1 pour tout 7, nous obtenons 8 < 1, et il est alors facile de démontrer que :

L WB - (B
q,r—00 1— \/ﬁ

La suite 77'(u) est une suite de Cauchy dans L2(]0, 1[) qui est un espace complet. Cette suite converge

<

=0

donc dans L?(]0,1[) vers un élément que nous appelons T2°(u). Par passage & la limite dans (5.4.10)
en prenant ¢ = 0, nous obtenons

\/_

HT“?O(U) a TO HL2 (o, 1[ \/— ‘ulﬂl(’r

(5.4.11)

En utilisant de nouveau une inégalité triangulaire sur (5.4.11), et en utilisant le fait que Tg(u) = u(M*),
nous avons

o Ve
HT'\/ (U)HLQGOJD < max (1’ W HuH’H}L(T) (5412)

ce qui prouve le fait que T5° € L(H,,(T),L*(]0.1)). O

Corollaire 5.4.9. Sous les hypotheses du théoréme 5.4.7, pour toute p-partition v telle que T7° €
L(M,,(T),L2(J0.1])), pour toute fonction u € ’H}MO(T), T5°(u) = 0. Autrement dit,

H,lho('r) c{ue 7-[;(7') tel queTS°(u) =0}
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Démonstration. Soit u € H,, o(T). 1l existe alors une suite de fonctions (un)nen € H,, .(T) telle que
[t — w41 () = 0 quand n — oco. Nous utilisons alors le fait que I'opérateur 7 est linéaire continu,
m

et que 7! $°(un) = (0 puisque u,, est a support compact. ]

Conjecture 5.4.10. Nous conjecturons que la relation I'inclusions donnée dans le corollaire 5.4.9 est
en fait une égalité, i.e.

H}MO(T) ={ue H}L(T) tel queTs°(u) =0}

Remarque 5.4.11. Dans la démonstration du théoréme 5.4.7, nous avons vu que la condition v;o; < u;
était une condition suffisante pour assurer la continuité de ’opérateur de trace de HL(T) dans L2(]0, 1]).
Nous pouvons également presque démontrer que c’est une condition nécessaire (le cas y;a; = p; est un
cas trés particulier dont 1'écriture ne ferait que compliquer cette section).
Soit v une p-partition de I'intervalle unité telle qu’il existe i avec v;o; > ;. Soit 4 € ’H}L(E) tel que
o u(M;) =1,
e u(My) =0, pour k # i,
0

o u(M*) =
n
Pour tout n € N, on note j, = Z p" i (autrement dit, I’écriture de j en base p avec n chiffres est
n/=0
i3 ... 1). Ainsi, pour tout a p-uplet de (K,*), on a [a]; ; = af. Soit maintenant u, € ’H}L(T) défini par

= (o) w0 e
o u, = <W> sur [S]Zjiﬂ(T)’

e wu, = 0 sur le reste du réseau T

de sorte que [up[l1 () ne dépende pas de n (nous utilisons le lemme 5.2.26 avec m = 1). De plus,
m

comme u, ne varie plus a partir de la génération n + 1, nous pouvons voir que pour q = n + 1,

T (un) = T (uy). Or, il est facile de voir que

2 —
HT'?H(“”)HL%}OJD - [’Y]Z:.;:-H (ipi )"
= i (vicup; )"

Puisque y;a; > 5, cette norme explose quand n — oco. Il ne peut donc exister de constante C' telle que
pour tout u € H,(T), on ait HT"?O(U)HLQ(]OJ[) <C HUHH}L(T)'

Le théoréme 5.4.7 nous dit que la trace d’une fonction de ’H}L(T) est dans I'espace L2(]0,1[). Nous
pouvons toutefois raisonnablement supposer que la trace est dans un meilleur espace que L2(]0,1]),
typiquement un H"(]0, 1[). La proposition suivante nous dit que nous ne pouvons pas espérer avoir

1
T 2 5.

Proposition 5.4.12. Sous les hypothéses du théoréeme 5.4.7, il n’existe aucune p-partition v de |0, 1]
1
telle que limage de M, (T) par Uopérateur T5° soit dans H2(]0, 1]).

Démonstration. Soit v = (70,71, ..., Vp—1) une p-partition de l'intervalle unité. Nous savons que la
fonction ® de L2(]0,1[) qui vaut 1 sur ]0,vo[ et O sinon n’est pas une fonction de H%(]O, 1]). Or, en
prenant u une fonction de 7-[;(7') qui vaut 1 sur so(7) et 0 sur s;(7), pour 1 <i < p— 1, il est facile
de voir que pour n > 1, T7(u) = @, et par convergence L2, 13°(u) = ®. Nous avons donc exhibé une

fonction de ’H}L('T) dont sa trace n’est pas dans H%(]O, 1]). O
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Nous pouvons donc nous poser la question suivante : a-t-on, pour tout r < 1, e €

L(H,(T),H"(J0.1]) ? ’

Théoréme 5.4.13. Sous les hypothéses du théoréeme 5.4.7, pour tout r tel que
In(pjo !
0 <r < min L min l—n(ulia’)
27 0<i<p \ 2 21n(y;)

T3 € L(H,,(T),H"(10.1]))

alors

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire a la démonstration du théoréme

5.4.7. La différence, que nous allons détailler ici, réside dans le fait que nous devons estimer
+1 - +1

HT]/‘ (u) — T,?(u){ Hr(o,1) 20 lieu de HT]/‘ (u) =T U)HLQ(]O,l[)'

Nous rappelons (nous pouvons trouver une définition plus générale dans [MC97|) qu'une fonction
v € L2(]0, 1) est dans I'espace H"(]0, 1]) si et seulement si

1
v
/ / ’]x— ’1+2r‘ dydx < o0 (5.4.13)

Pour une fonction v constante par morceaux sur chaque intervalle ][M]Z P Izl [, nous avons, en
notant v; la valeur de v sur cet intervalle

p"—1p"—1
= > D Iy~ AJ(r)
j=0 1=0
avee W Pl
[y Gl Yp,i+1 duyd
Aﬂh T — pj+ " _y f+27' pour j # l’ A;Yvi]n(r) = 0 (5.4.14)
e, Jee, e =yl

Nous appliquons le calcul de cette norme avec la fonction v = T]/“H(u) — T3 (u). En réutilisant la
majoration (5.4.6), nous savons

,pn

pt—1p—1p"—1
T ) = TP ()], <40 30 S
j=0 k=0 =0

p—1
5 (fow L o ) 0
m=0 D,J

soit, en notant £ = pl + m et en sortant les termes dépendant uniquement de j des sommes sur k et ¢

p—1 p—1prtli—1
1) =70} <40 3 oy [ ueolGoPax [ 003 A | )
j=0 P, k=0 (=0

Dans la majoration (5.4.15), nous pouvons voir que nous devons calculer une somme sur ¢ des quantités

A;;T;Z( ). Si nous revenons a la définition donnée par (5.4.14), et si nous utilisons le fait que les
intervalles } [[7]];”51, [[7]];1—&1 { sont disjoints deux a deux, alors
n+1 n n n
Z ! A%"H /[[“f]]p;;+k+1 /[M]p;;% dydx . /[hﬂp;;ﬂﬂﬂ /1 dydzx
-Hcf 1+2 142
" Ml Jo z =y St et 1y
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Nous majorons brutalement les intégrales du membre de droite, en utilisant le fait que r < %, par

/W]Z;;+k+1 /HVHZ;JI'M dydzx N /[[’YHZ;JI'MJA /+°° dydz _ [71_27"];;;,?
(51 RAS e =yl et St et (1= 2r)
La relation (5.4.15) devient alors
p"—1 p—1
730 = TR < s S e Ty [ ol 0P (Z ";;k)
Jj=0 . k=0
Nous pouvons finalement écrire que [71 27’};;]1 ke 7;72” [y]; ; < [7] j» buisque v, < Let que 1-2r > 0

Finalement, nous obtenons la majoration

n+1 n 2 ~ 1 2r g, n / 2
17 0) = T < s Z% A [ o o Pax (5.4.16)
= 2%

Si il existe un 8 < 1 tel que ’yl 2

membre de droite de (5.4.16) pour obtenir

raiui_l < B pour tout 0 < ¢ < p, alors nous pouvons majorer le

b ) P

qui est I'équivalent de la relation (5.4.8). Nours avons alors

|5 () - Ty ()] <

VPt < B = (1-2r)Iny; — In(ia; ') < In(B)

In (,Uz ) + 1n(/8)

— (1-2r)> (7 < 1, donc In~; < 0)

111%‘
<:>T<l_1(,uz )"’ln(ﬁ)
2 In ~;

Cette derniére relation implique que

1 In(pa;?!
pe Lo lme) g
2 In ~;

Inversement, si cette relation est vérifiée, il suffit de prendre 3 tel que

1

0215 >0 (3

2—111(,11@-@;1)—7“), VOo<i<p

D’ou le résultat. 0

Remarque 5.4.14. Nous pouvons nous poser la question de la plus grande valeur de r que nous pouvons
prendre, étant donné les rapports (a;) des similitudes et les rapports (u;) du poids. Nous avons deux
possibilités.

e [l existe 7 tel que ,ul-ozi_1 > 1. Dans ce cas-1a, quelle que soit la valeur de ~;, nous avons

1 In(piagt) - 1

2 In vi 2
Alors pour tout r’ < %, pour tout j tel que ,ujaj_l, nous posons y; = r]rlin(]fl7 (ujajfl)l/(1*3r))
de maniére & avoir '’hypothése du théoréme 5.4.13 satisfaite, et nous choisissons les autres ~; de
maniére a avoir y_ 7; = 1.
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e Pour tout ¢, nous avons ,uia;l < 1. Nous recherchons alors sur I’ensemble

p—1
{(%‘)0@'@ ERY /D = 1}

=0

le maximum de la fonctionnelle

inf (1 B lnwia;l))

? 2 In Yi
. . . 1 In(ua; )
Nous pouvons voir que le maximum est atteint lorsque la quantité — — 17’ ne dépend pas
75
de i. Cela revient a dire que ,ul-oz;1 est une puissance de v; indépendante de ¢, que 1'on notera s.
p—1
La condition Z =1 devient alors
=0
p—1
(g )" =1
=0

Puisque chaque ,uioz;l < 1, il existe un unique s satisfaisant cette relation (le calcul de s revient
au calcul d’'une dimension de Hausdorff). Dans ce cas-1a, nous devons avoir
1 1

<___
"S5 9

Nous pouvons particulariser ces résultats dans le cas de I'arbre d-géométrique (pour lequel nous
avons j; = a7 1).
e Pour d = 2, nous avons pu; = «;, et dans ce cas-1a quel que soit la p-partition unitaire v que 1’'on
considere, quel que soit 7 < 3, T°° € L(H,(T),H"(J0.1])).
e Pour d = 3, nous avons y1; = «2. Dans ce cas, nous avons que nous pouvons trouver une p-partition
unitaire v telle T2° € L(#},(T),H"(]0.1[)) si et seulement si r < 3 — 52, oll s est la dimension de
Hausdorff de I'arbre 3-géométrique.






CHAPITRE 6
Résolution du probléme de Helmholtz
dans un réseau fractal

Résumé

Dans ce chapitre, nous gardons les notations du chapitre 5. A partir des problémes (Px) et (Pp),
nous définissons les problémes de Helmholtz associés aux problémes de Laplace, et nous allons donner
quelques propriétés sur ces problémes de Helmholtz.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la section 6.1, nous introduisons les problémes de Helmholtz
et les espaces fonctionnels associés & ces problémes de Helmholtz, et nous donnons quelques résultats
généraux sur 'existence et I'unicité des solutions de ces problémes. Dans la section 6.2, nous don-
nons des résultats sur le comportement de la solution dans le cas de réseaux auto-similaires. Enfin,
nous présentons dans la section 6.3 des résultats numériques obtenus sur la résolution de ce type de

problémes.
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6.1 Introduction du probléme de Helmholtz et résultats généraux

6.1.1 Compléments sur les espaces de Sobolev et probléme de Helmholtz

Définition 6.1.1 (Espace H! a poids). Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire et soit p un poids
défini sur 7. Nous définissons les espaces H},(T) et HL7O(T) de la maniére suivante

H,(T) = LA(T) NHL(T) (6.1.1)
H! o(T) = Lo(T)NH,o(T) (6.1.2)

Nous munissons ces deux espaces de la norme

2 2 2
el ory = Ml + 11 (6.1
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Nous pourrons voir par la suite que cet espace est adapté aux problémes suivants (i.e. problémes
de Helmholtz).
Nous considérons les deux problémes suivants, pour une fréquence donnée.

(Pnw)  Trouver u € Hy(T) telle que u(M*) =1 et
/T 1(x) <U’(X)v’(><) - wQu(x)@) dx =0, YveHL(T), v(M*)=0
(Ppw)  Trouver u € H), o(T) telle que u(M*) =1 et

/T,u(x) <u’(x)m - wQu(X)m) dx =0, VveH,(T), v(M*)=0

n
P’
considérions les problémes de Laplace définis dans la section 5.3.2, pour ne pas avoir de discontinuités

ou le poids p que l'on considére est continu sauf aux points [N] de la méme maniére que nous

de v ailleurs qu’en [N ]Z j Nous pouvons déja donner un premier résultat d’existence et d’unicité pour
les probléemes (Pn ) et (Ppw) :

Proposition 6.1.2. Pour tout w € C tel que (w) # 0, les problémes (Pxw) et (Ppw) sont bien posés
et admettent une unique solution.

Démonstration. Il s’agit encore de 'application du théoréme de Lax-Milgram, une fois que nous avons
fait le méme relévement que le relévement utilisé dans la preuve de la proposition 5.3.6. Appelons
ay(u,v) la forme bilinéaire associée a notre probléme de Helmholtz. Pour la continuité de cette forme
bilinéaire, nous obtenons aprés une majoration brutale
2
(. 0)] < (14 0] lullgy o [0l o

La ceoercivité est un point un peu plus délicat & démontrer, et la démonstration de ce point repose sur
I’hypothése que w a une partie imaginaire non-nulle. Nous partons de

aw(u7u) - Hu/Hii(T) - w? HuHiﬁ(T)

Nous obtenons, en prenant le carré de la norme dans chacun des deux membres de 1’égalité précédente,
I’expression suivante :
jaw(u, u)|* = (A + B)* + C?

avec

2
A = |’“/“Lg(7)
B = (3(w)?* = R()*) lullfz(r
C = 2R(w)3(w) lullz

En utilisant une inégalité de Young, nous avons, pout tout ¢ € R* |

lag (u, u)|* = (1 —t) A2 + <1 - %) B*4C?

soit

1

law(u,w)|? > (1 — ) H“/Hig(ﬂ - ((1 - ;) (S(w)? - §R(w)2)2 + 4§R(w)2s(w)2> H“Hfﬁ(’r)
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Prenons ¢ € R tel que les deux termes multipliant ||’ Hig (1) et ][ 12 (1) soient positifs. Pour cela, il
n n
faut et il suffit de choisir ¢ tel que

R(w)? — I(w)? 2
(%(w)? T %<w>2> st

ce qui est possible si et seulement si $(w) # 0. Prenons un tel ¢ satisfaisant cette double inégalité, il
existe alors une constante C; > 0 telle que

w2 Co ([ + Ity )

soit
Ct 2
o (u, w)| 2 ) = llulli ()

D’ou le résultat. O

A priori, les problémes (Px.,) et (Pn) peuvent étre mal posés dés que la fréquence w est réelle,
ce qui correspond au niveau temporel & un probléme de propagation d’ondes sans absorption. Si nous
nous intéressons au cas “bateau” p = p = 1, nous savons par exemple que le probléme de Neumann est
bien posé quand « < 1 sauf pour un nombre dénombrable de valeurs de w qui forment un ensemble
discret dans R, et ce méme probléme est toujours mal posé dans le cas contraire. Ce résultat s’appuie
fondamentalement sur la compacité de H' (0, L) dans L?(0, L). Pour établir un résultat similaire pour les
réseaux, nous allons démontrer un résultat de compacité analogue, en utilisant une approche similaire
a ce qui a été fait dans le travaux de Y. Achdou et N. Tchou [AT07] :

6.1.2 Quelques résultats de compacité

Lemme 6.1.3. Supposons qu’il existe (yn)nen telle que vy, — 0 lorsque n — oo avec
ACRS Hi(T), HUHLi(T\Tn) <M HUHH}L(T) (6.1.4)

Alors Uingection de H),(T) dans L2(T) est compacte.

Inversement, si l'injection de H}L(T) dans Li(T) est compacte, alors il existe (yn)nen telle que
Yo — 0 lorsque n — o0 4 une sous-suite prés, avec

Vo € Hy(T), \|U\|L3(T\Tn) < M ||U||H}L(T)

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite (v, )nen telle que 7, tende vers 0 lorsque n tend vers
Vinfini et telle que (6.1.4) soit satisfaite, et montrons que Iinjection de H},(T) dans L7(7) est une
injection compacte. Soit (u,) une suite bornée dans HL(’T) Quitte & en extraire une sous-suite, nous
pouvons supposer que u,, converge faiblement dans Hb(T) vers une fonction w.
Par hypothése sur u,, la restriction de u, a I’arbre T est bornée dans H}L(’Tl). Par compacité de
(1)

H,(T") dans L2(T™), nous pouvons extraire une suite uy,’ de u,, telle que

ull) — ) = wrr dans L2(T)
De proche en proche, nous pouvons construire une suite de suites (%(f))k,neN ayant les propriétés
suivantes

(u,(fﬂ)) est une suite extraite de <u,(1k)>
neN neN

(6.1.5)
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On construit alors la suite diagonale
Uy = ul
qui vérifie :
Vk>1, u,— udans LZ(Tk) (6.1.6)

En effet, pour n > k, (ugn))qu est une sous-suite extraire de la suite (ugk))qu - il s’agit de la relation

(6.1.5). Toujours en utilisant la relation (6.1.5), nous savons que uék) tend vers u en norme Lﬁ(Tk)
quand g — oo.
Nous utilisons enfin 'identité

- 2 ~ 2 U 2
@ — g oy = 1 = wllgs ey + lan = ullgs g
Nous utilisons alors I'hypothése. (6.1.4 et "identité précédente pour écrire
. 2 ~ 2 ~ 2
i = iz oy < Wi = wlli ey + e [l = wlligy oy

Comme la suite u,, est une suite bornée dans Hb(T), nous avons donc

~ 2 ~ 2
[t = ullgz () < un = ullgz (rey + O (6.1.7)

Comme ~;, tend vers 0 lorsque k tend vers +oo, étant donné € > 0 arbitrairement petit, on peut choisir
k assez grand pour lequel 2Cv; < e. k étant désormais fixé, en utilisant (6.1.6), il existe n* € N tel
que, pour tout n > n*, -
~ 2
[an = ullgz (7+) < 5
ce qui donne
~ 2
[un = ulliz(ry <€

La preuve du premier point est donc compléte.

Pour la partie réciproque, supposons que l'injection de HL(T) dans Li(T) est une injection com-
pacte, et montrons l'existence d’une suite (v, )nen telle que lim 7y, = 0 et telle que (6.1.4) soit satisfaite.
Introduisons

_ 2
o = sup g oo (6.L.8)

ot B est la boule unité de I'espace H}L(’T) En utilisant la compacité de la boule B dans Li(T), il existe
une fonction u,, € B telle que la condition (6.1.8) soit atteinte, i.e. telle que

Tn = ”unHiﬁ(T\Tn) (6.1.9)

La suite (un)nen est une suite bornée dans Hj,(T), Dinjection de H}(T) dans L2(T) étant compacte
par hypothese, il existe une sous-suite (uy(n))nen et il existe u € Hb(T) telles que

lim w
n—0o0

o(n) —u =0 dans Li(’T) (6.1.10)

En appliquant I'inégalité triangulaire a u,, = u + (u, — u) et la relation (6.1.9), nous obtenons

) 2

< 2ulty ey + 2 [l = o s oy

Nous utilisons alors (6.1.10) et le fait que ||u||ig (T\T#(m)) tende vers 0 lorsque n tend vers I'infini pour
m
conclure. O
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Remarque 6.1.4. La partie directe du lemme 6.1.3 est en fait un résultat particulier d’'un cas beaucoup
plus général démontré par F. Ali Mehmeti et S. Nicaise [AMN93].

Remarque 6.1.5. En fait, il suffit que la suite -, vérifiant (6.1.4) admette 0 comme valeur d’adhérence
pour avoir compacité de HL(T) dans Li(’T). La démonstration sous cette hypothése moins restrictive
se fait de la méme maniére que la démonstration de la premiére partie du lemme 6.1.3, i.e. dans le cas
ou la suite entiére converge vers 0, mais en considérant la sous-suite 7,(,) qui converge vers 0.

Nous nous demandons maintenant sous quelle condition sur p; et sur a; l'existence d’une suite ()

pour 'hypothese (6.1.4) est satisfaite.

Théoréme 6.1.6. Sous [’hypothése suivante :

p—1
2%0@ <1 et 012?<><pal- <1, (6.1.12)
1=

il existe une famille (Yn)nen satisfaisant (6.1.4). L'injection de H) (T) dans L7(T) et donc compacte.

Démonstration. Quitte a considérer la fonction u — u(M*)®, avec ® étant une fonction a support
compact inclus dans 7 telle que ®(M*) = 1, nous pouvons supposer que u(M*) = 0.

En procédant comme pour la démonstration de l'inégalité (5.4.6) (il suffit de remplacer [M]
par x), nous établissons 'inégalité :

n+1
p,pj+k

Vx et ‘u(x) iy <[M]Z7j) ‘2 < Clop™", /E w(w)|d () Py (6.1.13)

P,J

n

p.j» €N Temarquant que la quantité de

Nous multiplions cette relation par p(x) et nous intégrons sur ¥
droite ne dépend que de p(x) :

2
< Clap™". / o () 12d /
L2 (s ) o Lw( - p(y)|u'(y)] y) ( g

_ 2 _ n 2
[, w0dx = [0y, = bl 1013

D,J

o) = (15,

Nous utilisons le fait que

u(x)dx) (6.1.14)

n .
P,J

ce qui permet de réécrire la majoration (6.1.14) sous la forme (en faisant rentrer ||1 H% dans la constante
) :

Hu(-) —u <[M]Z’j)‘ ’ (6.1.15)

21M 2
Ly, S 0T 1 gy

De plus, pour une valeur de n donnée, [aQ]Zj est le produit de n facteurs en a%. Chacun de ces facteurs

est majoré par max a?. Nous avons donc la majoration

w]" (max o) |
P \o<i<p

Nous utilisons cette majoration dans (6.1.15), et nous sommons sur 0 < j < p pour avoir

rl 2 2n
" 2
jZ:% Hu () - ([ ]p ]) ‘ Lﬁ(gg’j) <0 (gg?é}(h) HU’/HL%L(Q") (6116)
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Afin de pouvoir récupérer la norme L2 sur X de u, nous allons majorer u([M]" ). Pour cela,

)
p.J
nous allons tout d’abord réutiliser (5.4. 3), en regardant quel chemin doit-on suivre pour aller de M*

a [M]} ; et en utilisant le fait que u(M*) = 0. Pour cela, il suffit de constater que, étant donnée une

génération ¢, les points connectés au point [M ]ﬁ ; de la génération £+ 1 sont les points (M ]ﬁ itk

< k < p. Dong, en regardant a 'envers, le point [M]f;j est connecté au point [M]ZIJ‘IPAJ’ ott [jpt|
1

avec

désigne la partie entiére de jp~

n—1
u([M];L,j) = u([M]I;I;pkH—nJ)—U([M]l;,upk—nJ) (6.1.17)
k=0
G M, e
= / o (x)dx
k=0 7 M1} |k

ou |z] désigne la partie entiére de x (nous pouvons alors constater que si [joji ... jn—1] est Pécriture

de j en base p en utilisant n chiffres, [joJi ... jn_g—1] est écriture de |jpF~"|

en base p en utilisant
n — k chiffres). En faisant une majoration brutale sur (6.1.17), et en utilisant la méme inégalité de

Cauchy-Schwartz que celle qui a servi a obtenir (5.4.3), et nous avons

9 n—1
_11k
ju(m )< On 3 fon Ty e I g (61.18)
k=0
Nous intégrons cette inégalité sur X7, et nous sommons sur tous les X7 pour 0 < j < p", pour
obtenir
pr—1 9 pr—1 9
> @, g = 2 Bl [uay )
§=0 §=0
pt—1 n—1 X
< C'nfx] Z [an]p [O‘f‘il]pt h=n | [/ HL 2 (s ) (6.1.19)
=0 k=0 Lk n)
n—1p"—1 .
< SIS ol o T e I e
k=0 j=0

Dans la derniére somme de la relation (6.1.19), nous inversons la somme sur k et la somme sur j, et

pour chaque k donné, nous découpons j sous la forme j = p"*l4+m, avec 0 <1 < pFet 0 < m < p"~*,
de maniére & avoir |jp*~"| = I. Nous avons donc alors
p"—1 n—1pF—1pn=F—1 .
/(2
Z HU([ ‘ _ Z Z Z [S77] i bl [0 ]p,lHu HLﬁ(E’;J)
j=0 “pi k=0 1=0 m=0
Nous pouvons décomposer [oz,u] pn—ki4m SOUS la forme suivante, en utilisant le corollaire 5.1.6 :

n o k n—Fk
[Oélu’]pp"*kl-i-m - [Oélu’]p,l [alu’]pﬂn

pour avoir

k 2
L2 ) < C'nl3)| Z Z Z ]p,z Hu,HLg(zg’l)
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ou encore
ph—1 9 n— 1p — ) pn—k_l .
/ / -
Y CICLN] <cnrz\22 a6 ey D2 ol
j=0 k=0 1=0 T om=0

Nous utilisons de nouveaux les hypothéses (6.1.12) et nous utilisons le lemme 5.1.7 pour avoir :

. 2 nolpf-l 2% [p—1 n—k
Z H ‘LQ(En < C'nlS)| kZO ; | HL2 (2 ) <0r£?<>;a,~> <Z ,u,a,) (6.1.20)
Donc
Pl 2 nzl 2k /p—1 n—k )
> Hu([M]ZJ)‘ vy SO > (ggag;a) (Z uiai> 12 (6.1.21)
j=0 KATP k=0 i—0

En utilisant la majoration (a + b)? < 2a? + 2b% avec les termes (6.1.16) et (6.1.21), nous avons

2n
Iiltgion < 20 (aes) 14150

o o - (6.1.22)

Nous pouvons alors poser

'~k

2n n'—1 2k /p—1 e
=3 |20 (()Igfm}pm) +20 |5 Z <Orgia<>§)ai> <ZO m%) (6.1.23)
1=

n'>n

En posant alors

p—1
8 = max <<Z; ,u,a,) , <Or£?<>§) a,)) <1 par hypothése (6.1.12)
1=
nous pouvons majorer brutalement (6.1.23) par
3 (20 + 20'(n')2|§|) gn
n'>n

Nous constatons alors que 7, est majoré par le reste d'une série absolument convergente, donc tend
vers 0 quand n tend vers l'infini. O

Le théoréme 6.1.6 nous donne une condition suffisante de compacité. Nous pouvons nous poser la
question de savoir ce qui se passe lorsque la condition (6.1.12) n’est pas satisfaite. Le théoréme suivant
permet de donner une réponse partielle & cette question :

Théoréme 6.1.7. Sous I’hypothése suivante :

max «; > 1, (6.1.24)
0<i<p

Uhypotheése (6.1.4) est fausse, i.e. : il existe une constante C indépendante de n et il existe une suite
de fonctions (vn)nen € Hy,(T) telle que

anHLg(T\Tn) >C HUnHHIIL(T) (6.1.25)
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Démonstration. Supposons qu’il existe 0 < igp < p tel que o, > 1. Nous considérons une fonction
® € H),(X) non-nulle telle que ®(M*) = 0 et ®(M') = 0 pour tout 0 < i < p. Pour n € N, nous
construisons la fonction v, par :

o v, = [,uoz];’?;l@ <[s];’;:1()), ot jn, = S p_oP"io (autrement dit, 1'écriture du nombre 7, en base

p sur n + 1 chiffres ne fait intervenir que le chiffre i),
e v, = 0 ailleurs.

En utilisant le lemme 5.2.26 avec m = 0 et m = 1, et le fait que la fonction v, est & support compact
inclus dans EZ;}, nous avons les normes suivantes :

2 2
lonls ey = 1212, s,

(6.1.26)
ol = (@30) 20 2, o

En utilisant le fait que o, > 1, pour tout n € N, nous pouvons majorer la semi-norme HL de v,, donnée
par (6.1.26) pour obtenir

2 2
anHH}L(T) < H(I)HH}L(T)

D’autre part, comme v, est nulle sur 7", la valeur de sa norme Li sur 7 est la méme que sur 7 \ T".
En utilisant alors la derniére inégalité, nous obtenons

1251 (7
e ol Ty

vnllg 7y <
nllHL(T) Hq)”Lg(i)

Nous obtenons alors la minoration (6.1.25) en posant

_ Hq)HLZ(i)
1@l (1)

O

Remarque 6.1.8. Nous pouvons voir que le résultat obtenu par la combinaison du lemme 6.1.3 et des
théorémes 6.1.6 et 6.1.7 est indépendant du résultat obtenu dans le théoréme 5.3.20, a savoir que nous
pouvons avoir compacité de Hy,(T) dans Lj,(7) méme si H,,(T) = H/,o(T). Cependant, dans le cas
“bateau” p = pu = 1, si nous nous plagons dans 'hypothése du théoréme 6.1.6, alors H}L(T) # H}L,O(T) ;
et si nous nous plagons dans 'hypothese du théoréme 6.1.7, alors H,,(T) = H,, o(T).

La question qui reste ouverte est le cas ot chaque max(a;) < 1 et > p;c; = 1. Nous ne sommes
ni dans le cas du théoréme 6.1.6, ni dans le cas du théoréme 6.1.7. Actuellement, nous ne savois pas
conclure.

Supposons maintenant que nous somme dans le cas ou Uinjection de H},(7) dans LZ(T) est com-
pacte. Si nous appelons ® qui & f € Li(T) associe ®(f) € Hb(T) I'unique solution du probléme
suivant : trouver u € Hb(T) avec u(M*) =1 telle que, pour tout v € H}L avec v(M*) = 0, nous avons :

/r () (' ()07 (%) + u(x)u(x) ) dx = / () £ ()0 () dx

T

En utilisant 'alternative de Fredholm [Ram01], et en utilisant le théoréme 6.1.6 et le lemme 6.1.3, nous
pouvons énoncer le résultat suivant :
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Théoréme 6.1.9. Sous l’hypothése

p—1
2;@0@ <1 et Oril?é;ai <1 (6.1.27)
1=

il existe deux familles dénombrables discrétes de wvaleurs propres wy et wj telles que, pour w # wy
(respectivement w]), le probléme (Px.;) (respectivement le probléme (Pp,)) est bien posé. De plus,
la, fonction w — u(w,-) € HY(T) solution (Px.,) (respectivement w +— u(w,-) € H}L,O(T) solution de
(Ppw)) est méromorphe sur son domaine de définition & valeurs dans Hy,(T) (resp. H}, o(T)).

Démonstration. Nous allons démontrer ce théoréme pour le probléme (P ), la démonstration pour le
probléme (Pp,,) se fait de la méme maniére. L’existence d’une famille dénombrable discréte est donnée
par les résultats de l'alternative de Fredholm. Soit maintenant wy € C n’appartenant pas a la famille
des (wp)nen. Comme cette famille forme un ensemble discret de C, nous pouvons trouver un € € R*_ tel
que la boule dans C de centre wy et de rayon € ne contienne aucun des w?. Etant donné w € B(wo, ),
et étant donné u(w, -) la solution du probléme (Py,,) a fréquence w, nous cherchons (w,-) € H}(T)
tel que w(w, M*) = 0 et, pour toute fonction v € H},(T) telle que v(M*) =0

/T,u(x) (ﬂ'(w,x)W—i—wZﬂ(w,x)m) dx = —2w /T,u(x)u(w,x)v(x) (6.1.28)

En utilisant Palternative de Fredholm, nous avons que le probléme (6.1.28) admet une unique solution si
et seulement si nous arrivons & démontrer 'unicité de ce probléme, qui est obtenue en utilisant 1'unicité
du probléme (Pn,) (la forme bilinéaire est la méme dans les deux cas). Nous pouvons également voir
que, étant donné h tel que w+ h € B(wp, €), les fonctions u(w, ) et u(w + h, ) sont définies de maniére
unique, et que la fonction h™!(u(w + h,-) — u(w,-)) € H,(T), quand h tend vers 0, tend vers une
fonction solution du probléme (6.1.28). Par existence et unicité de ce dernier, nous savons ainsi que la
fonction u(w, ) est dérivable par rapport a w a dérivée dans HL(T), donc est méromorphe a valeurs

dans Hb (7). O

En utilisant la proposition 6.1.2, nous pouvons déduire que les familles (w})nen et (w])nen sont
sur l'axe réel, et la symétrie du probléme par rapport & w nous donne également la symétrie de ces
familles par rapport & w = 0. La question naturelle que nous pouvons nous poser est : 0 appartient-il
a ces familles ?

Corollaire 6.1.10. Sous les hypotheses du théoreme 6.1.9, il eriste ¢ € RY tel que, sur la boule
centrée en w = 0 et de rayon e, la fonction w — u(w,-) € HL(T) solution (Px,) (respectivement
wru(w,:) € HL,O(T) solution de (Pp,,)) est méromorphe.

Démonstration. 1l suffit de prouver le caractére bien posé des problémes (P ) et (Pp,) pour w = 0.
Or, nous savons que les problémes (Px) et (Pp) sont bien posés. Comme nous avons les inclusions
HL(T) C H,(T) et H}MO(T) - %i,O(T)? nous récupérons l'unicité des problémes (Px ) et (Pp,) pour
w = 0. I nous reste a vérifier 'existence, i.e. que la solution du probléme (Py) (respectivement la
solution du probléme (Pp)) est dans HL(T) (respectivement HL,O (T)).

e Pour le probléme de Neumann, nous savons que la solution du probléme (Py) est la fonction 1.

Comme ) p;o; < 1, la norme H“”Lﬁ(ﬂ est finie, et par suite u € H,(T).

e Pour le probléme de Dirichlet, nous avons deux cas possibles. Soit HL(T) = 7—[}1‘70(7'), et dans ce cas
en utilisant le point précédent nous savons que 1 € HL,O (T). Soit ’H}L('T) # H};,O(T)' En utilisant
le fait que a; < 1 pour tout 4, et en notant (7;)o<i<p les rapports de similarité de la solution du
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probléme de Dirichlet (le lemme 5.3.9 nous assure du caractére auto-similaire de la solution), nous

p—1 p—1
D wilrilfai <Y palrilet
i=0 i=0

En utilisant alors le théoréme 5.2.30, en sachant que la solution du probléme (Pp) n’est pas

avons

constante, nous avons le résultat souhaité. O

Remarque 6.1.11. La question peut étre posée de savoir si, dans le cas ou 'hypothése (6.1.27) du
théoréme 6.1.9 n’est pas satisfaite, nous avons toujours compacité de HL(T) dans Li(’T). Actuellement,
nous ne savons répondre que dans certains cas particuliers (par exemple le cas “bateau”, détaillé dans
la section 6.2.2.1).

6.2 Résolution du probléme auto-similaire et construction d’opéra-
teurs DtN

Nous nous intéressons maintenant a ce qui se passe dans le cas d’un réseau auto-similaire. Nous
donnerons tout d’abord quelques définitions et propriétés générales dans la section 6.2.1, puis nous
détaillerons la résolution dans la section 6.2.2.2 dans le cas d'une géométrie particuliére. Nous verrons
que nous pouvons ramener la résolution du probléme de Helmholtz sur 7 & la résolution d’un probléme
de Helmholtz posé sur 7", modulo I’écriture de conditions Dirichlet-to-Neumann aux endroits de
troncature.

6.2.1 Définitions et propriétés générales

Définition 6.2.1 (Fonction quasi-auto-similaire). Cette définition est similaire a la définition 5.2.27.
Soit 7 un réseau p-adique auto-similaire de similitudes (so,s1,...,5p—1) de rapports respectifs
(o, 1, ...,ap—1). Nous dirons que la fonction u : C x T — C est quasi-auto-similaire si et seule-
ment si il existe un p-uplet de fonctions (7;)o<i<p : C — C telles que, pour tout 0 < ¢ < p, pour tout
(w,x) € C x T, nous avons

u(w, si(x)) = ri(w)u(a;w, x) (6.2.1)
Proposition 6.2.2. Les solutions des problémes (Pnw) et (Pp), lorsqu’elles existent, sont quasi-

auto-similaires.

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a la preuve du lemme 5.3.9. O

Proposition 6.2.3. Soit T un réseau p-adique auto-similaire de similitudes (sg, $1,...,Sp—1) de rap-
ports respectifs (g, o, ..., 0p—1). Soit u une fonction quasi-auto-similaire de fonctions rapport de
similarité (ro,r1,...,rp—1). Alors, nous pouvons calculer la norme de la fonction w sur T par les
formules suivantes :

n—1

-1
Hu(wa )Hii(’]’) = Z Z H T'(j mod pk+1)/pk([a]l;,(j mod pk+1)w) [@M]Z,j
neN j=0 |k=0

n—1

-1
lw @iz = D 32 [ TI76 mod prerypr (00 moa o) [0 ) [
neN j=0 [k=0
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Démonstration. La preuve de cette proposition se fait en utilisant principalement le lemme 5.2.26 et la
relation (6.2.1) de la définition 6.2.1. Etant donné n € N* et 0 < j < p", si nous notons [j,_1 ... j1/o]
I’écriture de 7 en base p avec n chiffres, nous avons

w(w, [8]7 (%)) = 10 (@)r, (70) mm< H%) ol . )

que nous réécrivons sous forme condensée :

n—1
u(w7 [S]ZJ(X)) - (H T'(j mod pk+1)/pk([a]l;,(j mod pk+1)w)> u([a];]w X)

k=0

Nous utilisons alors le lemme 5.2.26 pour conclure. ]

Lorsque le probléme de Helmhotz est bien posé pour la fréquence w, nous notons A, (w) la valeur de
la dérivée spatiale entrante de la solution dans H}L(T) et A\g(w) la valeur de la dérivée spatiale entrante
la solution dans HL,O (7). 11 est alors trés facile de voir que, en notant A\(w) = Ap(w) ou A(w) = Agq(w),
que :

' (w, M*) = MNw)u(w, M*) (6.2.3)

Il nous reste donc & caractériser cet opérateur A(w), en utilisant un cheminement de pensée analogue
au cheminement de pensée de la section 5.3.2.2.

Si nous considérons la géométrie de ’exemple 5.2.5, nous pouvons réduire la résolution du probléme
de Helmholtz (P ) ou (Pp) de la maniére suivante, en résolution la famille de problémes suivantes :
trouver des fonctions u : C x T — C et (3, A) : C — C telles que

( (px)u(w, ))+wu()WJ)=0 dans € x (N*M)
[nu(w,-)] = 0 sur Cx{N"}
u(w, M*) = sur C
W (w, M*) = AMw) sur C (6.2.4)
u(w, M;) = ri(w) sur C,0<1 -1
u(w, M;) = m(w)uj\(a,w) sur C,0<i<p—1

ot la solution reconstruite a sa norme 6.2.2 finie. Sur la construction du probléme (6.2.4), nous obtenons
un résultat de régularité sur r; et A dérivant du résultat de régularité obtenu sur u(w, -) par le théoréme
6.1.9. En particulier, nous avons le lemme suivant, qui jouera un roéle important dans la section suivante :

Lemme 6.2.4. Sous [’hypothése du théoreme 6.1.9, que nous rappelons ici :

Z,uiai <1l e maxao; <1
- 0<i<p

alors il existe € > 0 telle que la restriction de la fonction X a la boule B(0,¢€) soit une fonction analytique
et paire.
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6.2.2 Restriction du probléme pour certains cas particuliers
6.2.2.1 Le cas “bateau”

Nous allons regarder le probléme (6.2.4) dans le cas particulier ou 5 est un segment et o p = p = 1.
Le réseau est donc généré par une seule similitude s de rapport «, et est identifiable au segment
(0, L*Y en a"), que cette somme soit finie ou non. Dans le cas ot a < 1, le probléme (6.2.4) devient :

trouver u telle que
(v (w,z) + wu(w,z) = 0, =z (0,L%

u(w,0) =1
d(@.0) = Aw) (6.2.5)
AMaw)

w'(w,L*) = u(w, L*)

\
et telle que les normes définies par les membres de droite de (6.2.2-(7)) et (6.2.2-(i7)) soient finies.
Des trois premiéres lignes de (6.2.8), nous avons

Alw) sin(wz) (6.2.6)

w

u(w, z) = cos(wx) +

En utilisant la derniére ligne, nous avons
AMaw)

AMw) cos(wL™) — wsin(wL*) = <cos(wL*) + ¥ sin(wL*)> "

(6.2.7)

Cette relation admet comme solution les deux fonctions méromorphes ci-dessous, qui correspondent
au calcul de v/ (w, 0) lorsque nous résolvons I’équation de Helmholtz sur le réseau entier avec condition
de Neumann ou de Dirichlet & 'infini :

(@) = wtan <1L*“ >

—

L*
Ad(w) = —wcotan(1 w)

—

et nous voyons que les valeurs de w pour lequel A n’est pas défini correspondent aux fréquences de
résonnance.

Dans le cas ot &« > 1, le réseau T est identifiable & la demi-droite infinie, et les expressions des A
ci-dessus ne conviennent plus. En fait, dans ce cas-la, le “bon” calcul de A est donné par la fonction

AMw) = wsign(J(w))

Nous pouvons alors voir que cette fonction est discontinue sur tout I'axe réel.

6.2.2.2 Le cas d’un arbre p-adique

Nous allons regarder le probléme (6.2.4) dans le cas particulier de la géométrie de I'exemple 5.2.5,
ou L; = 0 pour tout i et dans le cas particulier ou le poids p est constant. Le probléme (6.2.4) se
résume a trouver u et \ tels que

u”(w,x) + wu(w,x) = 0 dans C x (N*M)
uw(w,M*) =1 sur C
w'(w,M*) = Mw) sur C (6.2.8)

p_l,u-)\(oz-w)
/ N* — N* 1 1
V) = v $ )
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et tels que les normes définies par les membres de droite de (6.2.2-(7)) et (6.2.2-(4i)) soient finies.
Des trois premiéres lignes de (6.2.8), nous avons, en utilisant I’abscisse curviligne x avec x = 0 en
M*etx=L"en N*:
Aw)

u(w, ) = cos(wz) + »

sin(wx) (6.2.9)

nous utilisons la relation (6.2.8) avec x = L* pour la quatriéme ligne de (6.2.4) :

1 M auw
AMw) cos(wL*) — wsin(wL*) = (cos(wL*) + Aw) sin(wL*)> Z pidaiw) (6.2.10)

w (6%
i=0 ¢

Nous obtenons ainsi une relation quadratique sur A. En utilisant le lemme 6.2.4, nous savons qu’il
existe une famille (A2y,),, oy telle que, sur une boule au voisinage de w = 0,

w) =Y Aopw (6.2.11)
n=0

Nous développement également les fonctions w +— cos(wL*) et w — sin(wL*) :

0 *\2n
cos(wL®) = Z(—l) ((L ;'
n=0
D 7 i
sin(wL*) = nZ:;](—l) Gn )

En injectant ces différents développements dans (6.2.10), nous avons

0 e8] wL* 2n o wlwL* 2n+1
B g

n=0 n=0
00 WL* 00 L WL* 2n p— i .
(6.2.12)

Nous identifions alors les coefficients de (6.2.12) suivant une méme puissance de w, et nous avons

e pour la puissance 0 de w, nous obtenons la relation

I
-

p
Ao = (1+AoL")

i

Ao (6.2.13)

21E

I
o

Nous pouvons voir que cette relation n’est autre que la relation (5.3.24) pour le cas particulier
que nous considérons ici (nous rappelons que p est constant sur (M*N*) et que L; = 0 pour tout
i). Nous savons que la relation quadratique (6.2.13) admet deux solutions : A\g = 0, la fonction u

associée satisfait les conditions de norme finie; et Ay = e %“’ i+ la fonction u associée satisfait les
mic
conditions de norme finie si et seulement si 3 p;o; ' > 1 (autrement dit, en utilisant un argument

similaire au théoréme 5.3.20, si et seulement si HL( ) # H%O( ))-

De plus, nous savons que les fonctions A et r; sont analytiques sur la boule de centre 0 et de rayon
e. A partir du moment ot les relations (6.2.2-(7)) et (6.2.2-(44)) sont vérifiées pour w = 0, quitte a
prendre une valeur de ¢ plus petite, elles sont vérifiées sur la boule B(0, ).
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e pour une puissance 2n de w, avec n > 0, nous obtenons

on 1 n—1 . (L*)Q(nfk:)
(—l)n(L*) =1 4 Ny, + (_1)n— b
g:; (2(n — k))!

p—1 -1

=0 =0

n—1 n—1—k pe1
L*)Q(n k—1)+1
A n k— l ( o 1y,

+k:0 * ; 2n—k—1)+1)! Z/‘ 20

Nous obtenons une équation du premier ordre. Les hypothéses du lemme 6.2.4 nous pemettent de
démontrer le caractére bien posé de cette équation.

Nous pouvons donc, étant donné la valeur en w = 0 et en utilisant le fait que la solution du probléme
de Helmholtz est paire et analytique par rapport a w (et, par extension, la fonction A\ est également
paire et analytique), construire la fonction A. Plus précisément :

Théoréme 6.2.5. Etant donné \g satisfaisant (6.2.13), il existe une unique fonction paire et méro-
morphe \ satisfaisant (6.2.10) telle que A\(0) = Xp.

Démonstration. En utilisant les propriétés sur les fonctions méromorphes (que nous pouvons trouver
par exemple dans [Lan99]), il suffit démontrer l'existence et 1'unicité sur une boule de centre 0 et de
rayon £. Si A est une fonction paire et méromorphe satisfaisant A(0) = Xg, alors la relation (6.2.14)
nous donne 'unicité des coefficients Ao, .

Inversement, soit la fonction \ : w = > Ag,w??, ot le ceefficient Ao, est défini par (6.2.14). Nous
voyons clairement que A(0) = A\g. Pour montrer que A est une fonction analytique par rapport a la
variable complexe, il suffit de déterminer deux constantes M et v telles que

Aon| < MA™, V¥n €N (6.2.15)

Or, nous avons la relation affine (6.2.14), ou le coefficient devant Ay, peut étre bornée inférieurement
par une quantité C' > 0 ne dépendant pas de n. Nous allons supposer que la majoration (6.2.15) que
nous avons est vérifiée pour tout k£ < n, nous pouvons alors majorer le second membre de (6.2.14) (i.e
les termes ne dépendant pas de \gy,) par

)Z(nk - n—1-k (nkl

(L*)2n 1+Mkzo,y (212 M2kzo,y Z ,7 +1 'ZMZ -1 (6216)

Un choix naturel pour 7 est de prendre v = $(L*)?, avec 8 > 1. En utilisant le fait que 8 > 1, nous
pouvons majorer la relation (6.2.16) par

1 2n—1 = 1 g (L) e e 1 2(k-+1) (Lx)2n—k=D
n—lipx\2n=14 nr n—1(px +M n— L* :
ot St eSS e LSS o

(6.2.17)
Il faut donc majorer la relation (6.2.17) par C~'M 3" (L*)?", avec M indépendant de n. Nous obtenons

alors, aprés simplification par g7~!(L*)?" :

n—1n—1—k

+MZ +M2kzo Z: e —z - Zl‘@ Hl<o'MB (6.2.18)
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Nous majorons la simple somme sur k de (6.2.18) de la maniére suivante :

n

1
= 2 @

=0 ’ k'=1

<y 1 (6.2.19)

k!
keN

< exp(1)

3
|M|
AR
S
|

Pour la majoration de la triple somme sur k,[,, nous fixons un i € {0,...,p — 1}, et nous faisons des
changements d’indices et de sommes.

_ n—1n—~k

; g 2(n — —l)+1) ZZZZ l’+1 of !

kOl’l

n n—l'

=3y 2z'+1 k=l (6.2.20)

l’lkO

n n—l

B ZZ 21/+1

U'=1Fk=

Sous I'hypothése a; < 1, nous pouvons majorer la double somme (6.2.20) écrite sous la derniére forme

par
n n-—l

1
3 Z l/ Al o < iXp( ) (6.2.21)
V=1k'= + T
Nous pouvons alors, en utilisant (6.2.19) et (6.2.21), majorer le membre de gauche de (6.2.18) par
= iy exp(1)
L7 4 Mexp(1) + M2y FE0 6.2.22
(L)™' + Mexp(1) + ; — (6.2.22)

11 suffit donc d’avoir la majoration

p—1
(L) + Mexp(l) + M* ) 10 &) oot (6.2.23)
pr
Nous prenons alors M = max(1, [\o|), et 3 satisfaisant (6.2.23). O

6.3 Calculs numériques de 'opérateur DtN )

Pour le cas de figure de la section 6.2.2.2, nous calculons la fonction A\(w) sur une boule de centre
0 et de rayon wg en utilisant la méthode suivante :

e sur la boule de centre 0 et de rayon dw, ol dw est un petit paramétre que nous fixons, nous utilisons
une approximation & l'ordre 2k du développement basse fréquence de la fonction A donnée par
(6.2.11), ou les coefficients de ce développement vérifient (6.2.13, 6.2.14),

e 3 l'extérieur de cette boule, nous utilisons la formule (6.2.10) pour calculer A, en utilisant une
interpolation pour calculer les différents A(o;w)
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Nous pouvons voir que la relation (6.2.10) permet de calculer A(w) sur I'axe arg(w) = cte. La méthode de
calcul que nous faisons intervenir est séquentielle sur |w|, et est paralléle sur arg(w). Nous parallélisons
en utilisant la bibliothéque OPENMP ! et nous visualisons a I’aide de MATLAB.

6.3.1 Résultats qualitatifs pour la fonction \g

Nous tragons dans le plan complexe la partie réelle de A\(w) et la partie imaginaire de A\(w), ou le
coefficient A(0) est égal au coefficient obtenu pour le probléme de Laplace avec condition de Dirichlet
a l'infini (Pp) (en s’assurant que la condition (5.3.26) était satisfaite). Nous avons fait tous les calculs
numeériques avec L* = 1 (en utilisant un argument de similarité, il est possible de se ramener & une
valeur quelconque de L*) et k = 1, i.e. nous considérons I"approximation d’ordre 2 de la fonction A(w)
sur la boule a Porigine de rayon dw.

Nous avons d’abord regardé (voir figure 6.1) ce que donne la fonction A\(w) dans le cas d’un réseau
diadique symétrique, ou de plus la relation > p;a; < 1 est satisfaite.
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FIGURE 6.1 — Tracé de la partie réelle de A\g(w) et de la partie imaginaire de Aq(w) - les jeux de
parametres sont p = 2, uo = p1 = 0.6, ap = a1 = 0.6, et dw = 55

Nous avons regardé ce que donne ensuite la fonction A(w) dans le cas d’un réseau non-nécessairement
symétrique (voir figure 6.2), et non-nécessairement diadique (voir figure 6.3).
Nous pouvons constater plusieurs propriétés sur la fonction Ag(w) :

e \g(w) = A\g(w). Cette propriété est due au fait que sur la boule de centre 0 et de rayon dw, la
troncature a l'ordre 2 de la fonction A\(w), et que I’équation fonctionnelle (6.2.10) est a coefficients
réels.

e Nous pouvons également constater que plus le maximum des «; s’approche de 1, plus le nombre de
pdle sur la boule donnée de rayon 27 est important. Nous pouvons mettre ce résultat en corrélation
avec le théoréme 6.1.7.

6.3.2 FEtude de la singularité de )\, diie a la géométrie

Lorsque nous calculons le développement & I'ordre 2 de la fonction A, (w), nous obtenons, en utilisant

(6.2.14)

1. http://openmp.org/wp/


http://openmp.org/wp/
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FIGURE 6.2 — Tracé de la partie réelle de A\g(w) et de la partie imaginaire de Aq(w) - les jeux de
parametres sont p = 3, uo = g = 0.4, g1 = a1 = 0.6, et dw = 55
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FIGURE 6.3 — Tracé de la partie réelle de A\g(w) et de la partie imaginaire de Ag(w) - les jeux de
parametres sont p = 3, po = g = 0.1, g = a1 = 0.2, g = az = 0.8, et dw = &5
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Nous constatons que le coefficient devant le terme en w? est positif si et seulement si Y pa; < 1

(donc si la premiére hypothése du théoréme 6.1.6 est satisfaite). Afin de simplifier 'étude numérique,
nous nous plagons dans le cas d'un arbre diadique 2-géométrique symétrique (i.e. p = 2 et pg = 1 =

An(w) = w? + O(w?) (6.3.1)

oo = a1). La valeur a pour lequel la premiére hypothése du théoréme 6.1.6 est 202 = 1, soit v = v/2/2.
Nous pouvons déja voir sur la figure 6.4 que quand nous prenons « proche de la valeur critique,
la premiére singularité de A, sur I’axe réel se rapproche de w = 0. Nous avons donc choisi de faire un
calcul plus précis dans cette zone, en prenant des valeurs de a de plus en plus proches de la valeur
critique. Nous obtenons alors le graphe de la figure 6.5.
Le résultat obtenu aurait tendance a nous dire que si Y u;c; > 1, alors nous sommes dans le cadre
ou il 0’y a pas compacité de H},(7) dans L2 (7).
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FIGURE 6.4 — Tracé de A\p(w) - les jeux de parameétres sont o = 0.6 (courbe noire) et a = 0.7 (courbe

bleue), et dw = 575
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FIGURE 6.5 — Tracé de Ay(w) - les jeux de paramétres sont aw = 0.7 (courbe verte), a = 0.702 (courbe
noire), @ = 0.704 (courbe bleue), @ = 0.706 (courbe rouge) et a = 0.7065 (courbe bleue cyan); et

_ s
0w = 3505
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FIGURE 6.6 — Tracé de Ap(w) - les jeux de paramétres sont o = 0.707 (courbe noire) et o = 0.707106
(courbe bleue), et dw = 5555000






CHAPITRE 7
Résolution du probléme d’onde acoustique
dans un réseau fractal

Résumé

Nous savons que pour presque toute fréquence w fixée, nous pouvons ramener la résolution du probléeme
de Helmholtz posé sur le réseau 7 a la résolution du probléme de Helmholtz posé sur 7" modulo
Iécriture de conditions DtN exactes au bout de la n®™¢ génération. Le probléme qui se pose si nous
voulons revenir en domaine temporel est que cet opérateur n’est pas facilement inversible. A la place,
nous allons utiliser une troncature de notre opérateur DtN, qui nous permettra d’écrire un probléeme
posé en temps. Nous démontrons dans la section 7.1 que le probléme en régime temporel conserve une
énergie bornée sous certaines conditions. Nous montrons ensuite dans la section 7.2 des simulations
qualitatives et quantitatives effectuées sur le probléeme temporel.

Sommaire
7.1 Caractére bien posé du probléme en temporel . . . . . ... ... ... ..... 173
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7.2.1 Reésultats qualitatifs pour le modéle temporel . . . . . . . .. .. .. ... L. 176
7.2.2 Reésultats quantitatifs pour le modéle temporel . . . . . ... ..o 177
7.2.3 Test de l'instabilité pour le probléme de Neumann . . . . . . .. .. .. ... ... 177

7.1 Caractére bien posé du probléme en temporel

Toujours dans le cas de figure de la section 6.2.2.2, nous pouvons voir que nous pouvons remplacer la
résolution sur chaque [s]; j (T) par une écriture d’opérateur Dirichlet-to-Neumann analogue a l'écriture
(6.2.3), puisque [s]} ;(7T) est homothétique a I'arbre 7. Nous utilisons le développement basse fréquence
de X\ donné par (6.2.11) - en effet, plus nous couperons loin dans I’arbre, plus la fréquence qui sera vue
par la partie coupée sera vue comme petite. En chaque point [M ]ZJ- (il y a p"~! points distincts de
par la nature de la géométrie), nous considérons chacun des p sous-arbres [S]Z j (T) qui partent, nous
remplacons par le développement tronqué a l'ordre 2m de lambda, et nous utilisons la loi de Kirchhoff

en ce point, pour écrire une relation sous la forme

(e, [M]) = (Z Azm«[M]z,j)wW) ulw, [M]2,), 0<j<p] (7.11)
m/=0

Nous remplacgons alors la résolution de I’équation de Helmholtz sur 7 par la résolution de I’équation de
Helmholtz sur 77! et 'utilisation des opérateurs DtN approchés d’ordre 2m = 2 donnés par (7.1.1),
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i.e. : trouver u € Hy,(T) telle que

(u) + w?pu = 0, dans 7!

) ([M], ;) = 0, 1<I<n—1,0<j<p"! (7.1.2)
%([M]Z,j) = No([M]y u([M]5) + Xo(M]) ) u([M]) ), 0<j<p"

. ~ 2 P 3 ~
Afin d’obtenir un modéle temporel, nous remplacons w? par —%, et nous pouvons écrire le probléme

temporel sous la forme : trouver u € CY(R%,, H}L(’T”*I) NCHRY, Li(T”fl)) telle que

9%u

W(t,x) — (pu)'(t,x) = 0, pour (t,x) € R% x 7!
()8, (ML) = 0, 1<i<n—1,0<j<p ! teR]
Ou n n n n d*u n . n—
O, iaalg,) = Aol (e 1) — Me(MTL) T2 [Ig,), 0< <y, LR

(7.1.3)
auquel nous rajoutons des conditions en ¢t = 0 et des conditions au bord M*. Nous allons considérer le
probléme avec condition de Neumann en x = M™, et nous allons démontrer quelques résultats sur le

modéle temporel.

Proposition 7.1.1. En notant, pour v € CO(Ri,H}L(T"_l) N Cl(Ri,Lz(T"_l)), E™(v) la quantité
donnée par

2
EMw)(t) = /Tnl,u(x) ( %(t,x) —i—W(t,x)‘z)

pr—1_1

— S MM ot ()| (714)
=0
-1 v 2

b MMM | S M)
=0

Alors, pour la solution u du probléeme (7.1.3) avec condition de Neumann homogéne en M*, cette
quantité est indépendante du temps.

Démonstration. La preuve de cette proposition se fait de maniére classique. Nous considérons " (u)(t),
ot u est la solution du probléme (7.1.3) avec condition de Neumann homogéne en M*, et nous dérivons
cette quantité par rapport au temps. Nous obtenons alors

e u 2u u/
W = [ wo (G0 G0+ a0 G ex)
pr-1
_ ZO p([M]5 Ao ([M] )ult, [M]Z,j)%(t, M) .-
5 ou a2u
+ 2 (M, DA ((My ) (1 (M ) (8, 1M )

*

+
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Nous faisons alors une intégration par parties sur chaque segment ([M];l [M ]Zj:i) en utilisant la

condition de Neumann en M* pour avoir :

Ty U 2u 1 Ou
M = [ e0GH e 0 — (o 0) St

no1p 1l ou

- )8, (M1} ) S5 (1, 1M, )
I=1 j=0
Lt ou

— p(IM )Mo ([MT (s [MT )= (¢, [M; ) (7.1.6)
j=0
ot ou 0%u

+ p(MIy Do (M 5) 2 (8 [M ) = (8, (M )
=0
pr-1

> (M) 0, (017 ) 2, )

Nous utilisons la premiére ligne de (7.1.3) pour éliminer la premiére ligne de la relation (7.1.6). Nous
utilisons ensuite la seconde ligne de (7.1.3) et le fait que w soit une fonction continue en espace pour
éliminer la seconde ligne de la relation (7.1.6). Finalement, nous réorganisons les lignes 3 & 5 de (7.1.6),
et nous utilisons la troisiéme ligne de (7.1.3), pour avoir

DE™ (u)
at

(t)=0
ce qui achéve la démonstration. O

En regardant I’énergie définie par (7.1.4), une condition nécessaire pour avoir une majoration L™

"= nous devons avoir

de la dérivée de la solution u par rapport au temps est : pour tout 0 < j,p
Mo([M]5 ;) < 0et A2([M]]) ;) > 0. En fait, nous pouvons constater que cette condition est une condition

également nécessaire, en utilisant un argument similiaire a ’argument de la proposition suivant :

Proposition 7.1.2. Considérons le systéeme suivant : trowver u € CO(R%, H} .(R*))NCH(RY, L2 (R*))

loc
telle que
(
0%u 0%u
w(f,x)—@(t,ﬂ?) = 0, t>0, xr <0
u(0,z) = up(z), =<0
5 (7.1.7)
8—1‘(0,35) — 0, <0
ou 0%u
—(t,0) = Xu(t,0) — Ao—=(¢,0 t>0
L 8.%'(,) Ou(’) 28t2(a)a >
ot ug € HY (R*) est a support dans | — oo, —al, avec a > 0, et ot (Ao, A2) € R. Si Ag > 0 ou si Ay <0,

alors la norme |[u(t, )|+ de la solution croit exponentiellement avec t.

Démonstration. Pour ¢ < a, nous avons I’écriture de la solution u du probléme (7.1.7) en utilisant la
formule de d’Alembert :

u(t, z) = % (o — 1) + uo(x + 1)) (7.1.8)
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La question que nous nous posons alors est : comment étendre ug sur 'axe x > 0 pour que la formule
(7.1.8) reste vraie pour ¢t > a, tout en gardant le fait que u est solution de (7.1.7) 7 Il est clair que quelle
que soit I'extension Hlloc sur R de la fonction ug que nous prenons, la fonction u associée vérifiera les
trois premiéres lignes de (7.1.7). La question peut cependant étre posée pour la quatriéme ligne : en
remplagant u par la formule (7.1.8), nous voyons que ug doit satisfaire I’équation différentielle ordinaire
suivante

)\ng(t) + ué(t) — Aouo(t) = )\ng(—t) - u6(—t) — Aouo(—t) (719)

Dans la suite de la preuve, nous supposerons Ay # 0 (si A2 = 0, I’équation différentielle du second
ordre (7.1.9) est en fait une équation différentielle du premier ordre - nous pouvons alors voir que cette
équation différentielle n’admet pas de mode exponentiellement croissant si Ag > 0). Nous cherchons
les modes propres de (7.1.9) sous la forme ug(t) = exp(vt), o v € R et t € R,. En injectant ce mode
propre, nous avons la relation quadratique suivante :

My +y =X =0 (7.1.10)

Si Ao > 0, ce qui arrive dés lors que Ao > 0 ou A\g < 0, alors I’équation (7.1.10) admet deux racines de
signes opposés, donc une de ces racines est strictement positive. Supposons maintenant que A2\g < 0.
Le discrimant est A = 1 + 43 \g. Nous avons deux possibilités :

— le discriminant est négatif ou nul : nous avons deux racines complexes conjugées (éventuellement

égales)
- —1 — 1/ —4Xo Ny — 1 oto — —1 42/ —4X Ny — 1
M= g Y2 = 2

Le signe de la partie réelle de ces deux racines est 'opposé du signe de Ay : si Ay < 0 (ou si
Ao > 0, ce qui revient au méme car AgA2 < 0), alors la partie réelle est strictement positive, et le
mode associé est exponentiellement croissant ;

— le discriminant est strictement positif : nous avons deux racines réelles

—1—\/4)\2)\0—|—1 ¢ —1—|—\/4)\2)\0—1

= T etyy = o

Le produit de ces deux racines vaut —Ag/A2, qui est donc positif, et la premiére racine a son
signe qui est I'opposé du signe de \s. On conclut alors de la méme maniére que pour le premier
cas. O

7.2 Résolution numérique

7.2.1 Reésultats qualitatifs pour le modéle temporel

De la méme maniére que pour la résolution du probléme temporel décrit dans la section 4.4,
nous avons rajouté I'implémentation des conditions DtN données par la troisiéme ligne de (7.1.3), en
implicitant le terme en Ao([M]} Ju(t, [M]} ;) avec un @-schéma en prenant comme valeur 6 = 1, et
nous utilisons GNUPLOT ! pour tracer les instantanés de la solution en un point donné du réseau.

Nous avons tracé sur la figure 7.1 les instantanés wu(t,x) en fonction de ¢, pour x se situant au
milieu du segment i, pour une donnée de Cauchy étant égale a une donnée de Gaussienne a support
compact dans f), centrée en x et se déplacant vers les générations suivantes de l'arbre, pour différents
ordres de la condition de Dirichlet (condition d’ordre 0 sur la partie gauche de la figure, et condition

d’ordre 2 sur la partie droite de la figure), pour différentes valeurs de n, pour les valeurs p = 2 et

1. http://wuw.gnuplot.info/


http://www.gnuplot.info/
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FIGURE 7.1 — Tracé des instantanés par rapport au temps pour la condition de Dirichlet d’ordre 0
(gauche) et d’ordre 2 (droite) pour différentes valeurs de n : n = 5 (rouge), n = 6 (vert), n = 7 (blue),
n = 8 (violet) et n =9 (cyan).

Kfo0,1} = @f0,13 = 0.6. Nous pouvons voir quand n — oo, la solution u™(t,x) converge vers une fonction
u(t, x).

7.2.2 Reésultats quantitatifs pour le modéle temporel

Pour tester la validité¢ de la convergence, nous prenons le jeu de parameétres p = 2 et pgp 1) =
afo,1} = 0.5, pour lequel nous savons faire le calcul explicite de la solution du probléme posé sur I'arbre
entier, que ce soit dans le cas du probléme de Dirichlet ou dans le cas du probléme de Neumann. Nous
regardons ce qui se passe dans le cas du probléme sur 'arbre tronqué avec condition de Neumann & la
troncature et avec condition DtN & la troncature, et nous comparons a la solution

Nous pouvons constater sur la figure 7.1 que lerreur entre la solution exacte et la solution du
probléme tronquée est une puissance de la longueur restante. Nous constatons que numériquement

—1.2349n ot que 1'équation régissant la courbe noire

I’équation régissant la courbe bleue est £ = Ca
est £ = Ca 318487 Nous retrouvons alors aux erreurs numériques prés les ordres de convergences

auxquels nous pouvions nous attendre :
e la condition de Neumann qui est une condition d’ordre 0 nous donne une erreur d’ordre 1

e la condition DtN que nous avons construite qui est une condition d’ordre 2 nous donne une erreur
d’ordre 3.

7.2.3 Test de I'instabilité pour le probléme de Neumann

Nous avons vu dans la proposition 7.1.2 que si I'un des coefficients \g ou A9 n’avait pas le bon signe,
la solution possédait généralement une partie exponentiellement croissante en temps. Afin de constater
numériquement ce phénomeéne, nous regardons ce que donne le probléme (7.1.2), avec en chaque point
[M]} ; les valeurs de Ao([M]}; ;) et A2([M]} ;) qui correspondent au probléme de Neumann :

(7.2.1)
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FIGURE 7.2 — Erreurs relatives obtenues pour le probléme tronqué avec condition de Neumann & I'infini
(courbe bleue) et opérateur DtN a l'infini (courbe noire)

et nous choisissons un jeu de parameétres (p, i, ) tel que Ao < 0 (pour nos expériences numériques,
nous avons pris p = 2 et ug 1} = o1} = 0.8). Nous obtenons alors les instantanés u(t,x) en fonction
de ¢, pour x se situant au milieu du segment f), pour une donnée de Cauchy étant égale a une donnée
de Gaussienne a support compact dans f], centrée en x et se déplacant vers les générations suivantes de
I’arbre, pour différentes valeurs de n, et en gardant le méme temps de calcul final que précédemment.

05 | E 0.5 |

amplitude of solution
amplitude of solution
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FIGURE 7.3 — Tracé des instantanés par rapport au temps pour la condition de Neummann d’ordre 2
(gauche) et pour la condition de Dirichlet d’ordre 2 (droite) cas le cas “instationnaire” pour différentes
valeurs de n : n =5 (rouge), n = 6 (vert), n =7 (blue), n = 8 (violet) et n =9 (cyan).

Aussi bien sur le probléme de Neumann que sur le probléme de Dirichlet, lorsque nous regardons
la figure 7.3, contrairement & ce qui pouvait se passer sur la figure 7.1, nous n’avons plus stabilité du
signal en temps long. Nous avons donc poussé plus loin le temps de calcul pour obtenir la figure 7.4.



7.2. Résolution numérique

179

Nous pouvons alors constater ’explosion de la solution pour le probléme de Neumann, alors que nous

avons toujours une convergence de la solution pour le probléme de Dirichlet.
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FIGURE 7.4 — Tracé des instantanés par rapport au temps pour la condition de Neummann d’ordre 2

(gauche) et pour la condition de Dirichlet d’ordre 2 (droite) cas le cas “instationnaire” pour différentes

valeurs de n : n =5 (rouge), n =6 (vert), n =7 (blue), n = 8 (violet) et n =9 (cyan).
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CHAPITRE 8

Conclusion générale

8.1 Principaux résultats obtenus

Nous avons vu dans le chapitre 2 et dans le chapitre 3 qu’il est possible de ramener la résolution
d’un probléme d’équation d’onde sur un domaine 2 composé d’une jonction d’un nombre fini de fentes
minces a la résolution d’un probléme d’équation d’ondes sur un graphe. Nous avons vu que le probléme
que nous définissons sur le graphe, avec des conditions pouvant étre vu comme une perturbation des
lois de Kirchhoff aux noeuds du graphe, est bien posé, et peut étre approché par un schéma numérique
dont la condition de stabilité ne dépend pas du paramétre de perturbation. Cette partie a donné lieu au
code numérique NETWAVES, co-écrit avec K. Boxberger. La seule partie qui n’a pas été implémentée
au sein de ce code est la résolution des problémes de Laplace avec opérateur DtN qui donnent les
coefficients des perturbations que nous mettons sur les nceuds du graphe. A la place, nous avons utilisé
différents outils de calculs (MATLAB et FREEFEM++) pour obtenir ces coefficients.

Nous avons également vu dans le chapitre 5, que nous pouvons définir un cadre fonctionnel pour
résoudre un probléme de Laplace dans un réseau fractal. Nous avons également vu que nous pouvons
définir des opérateurs de trace sur ce type de géométrie et donner des propriétés sur ces opérateurs de
trace. Enfin, nous avons vu dans le chapitre 6 qu’il était possible d’étendre les techniques du chapitre
5 au probléme de Helmholtz, voire au probléme d’onde acoustique en domaine temporel. Nous savons
donner des conditions suffisantes d’existence de la solution du probléme de Helmholtz pour quasiment
toute fréquence dans C. Nous savons aussi montrer partiellement que ces conditions sont également des
conditions nécessaire. Enfin, dans le chapitre 7, nous avons corroboré les résultats avec des simulations
numériques qui ont également été faites avec le code NETWAVES.

Les différents résultats présentés ont donné lieu aux publications suivantes :

o (Construction and analysis of improved Kirchoff conditions for acoustic wave propagation in a
Junction of thin slots, avec P. Joly, paru dans ESAIM Proceedings [JS08] (référence correspondant
aux travaux du chapitre 2)

e Study of propagation of acoustic waves in junction of thin slots, avec P. Joly, Rapport de Recherche
INRIA [JS10] (référence correspondant aux travaux du chapitre 3)

e Nmerical resolution of the wave equation on a network of slots, Rapport Technique INRIA [Sem09|
(référence correspondans aux travaux du chapitre 4, en particulier des sections 4.3 et 4.4)

e Propagation of acoustic waves in fractal networks, avec P. Joly, accepté pour publication dans
Oberwolfach Reports (http://www.ems-ph.org/journals/journal.php?jrn=owr) - redonne les
résultats des sections 5.2.2 et 5.3 dans le cadre de la géométrie du chapitre 6.

8.2 Perspectives de recherche

8.2.1 Jonction de fentes minces

Il est possible d’étendre les résultats des chapitres 2 et 3 au cas de la résolution du probléme
d’acoustique (aussi bien en harmonique qu’en temporel) dans le cas d’une jonction de fentes 3D (auquel


http://www.ems-ph.org/journals/journal.php?jrn=owr
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cas, deux dimensions sont de lordre de e petit). Le principal point qui change pour l'écriture des
développements modaux des fonctions de champ proche UF est que nous n’utilisons plus des fonctions
propres de Laplacien 1D, mais des fonctions propres de Laplacien 2D. Bien que nous n’avons pas encore
soumis de papier sur ce point (le papier associé est en cours de préparation), nous avons déja implémenté
la résolution des problémes de Laplace 3D avec opérateurs non-locaux DtN 2D sous FREEFEM-++, et
nous avons tracé sur la figure 8.1 le calcul de la fonction W) pour une jonction de deux fentes carrées
centrées sur les axes y = z = 0 et © = z = 0 sur laquelle nous connaissons analytiquement les fonctions
propres du Laplacien 2D associées a chacune des faces. La visualisation de la solution utilise le logiciel
MEDIT [Fre01].

FI1GURE 8.1 — Calcul de la fonction W) pour une jonction de deux fentes carrées identiques

Le cas de la résolution de I'équation de I’électromagnétisme (aussi bien dans le cadre harmonique -
équation de Maxwell - que dans le cadre temporel) est a priori beaucoup plus délicat, aussi bien d'un
point de vue théorique que d’un point de vue numérique.

8.2.2 Reéseaux infinis

Dans le cas d’un réseau p-adique auto-similaire, plusieurs questions restent ouvertes.

e Nous savons démontrer que, du moment que les fonctions a support compact ne sont pas denses
dans 'espace ’H}L(T), la trace sur le “bord” infini de la fermeture des fonctions & support compact
est nulle. Toutefois, nous ne savons pas démontrer la réciproque, & savoir que si la trace d’une
fonction sur le bord infini est nulle, alors cette fonction est a support compact.
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e Nous savons donner des inclusions de I'espace d’arrivée, mais la question réciproque peut se poser :
dans quel espace doit-on prendre ® pour étre siir de trouver u € H}L(’T) ? A priori, si nous nous
référons aux travaux de B. Maury, D. Salort et C. Vannier [MSV09], ce n’est pas dans un espace H*
que nous devrons chercher cet espace d’arrivée, mais dans un espace A®. Dans le cas d’un réseau
diadique symétrique, nous pouvons introduire la base de Haar. Dans le cas d’'un réseau p-adique
non symétrique, il faut introduire une version plus générale de cette base de Haar - les travaux de
Y. Meyer sont une premiére voie d’étude [Mey90, MC97].

e Nous avons développé la fonction A(w) en utilisant des développements de Taylor. Toutefois ceux-ci
ne reflétent pas le comportement de la fonction vis-a-vis des poéles. Un de nos prochains points sera
d’utiliser des développements de Paddé pour mieux prendre en compte ce comportement.

e Nous avons des résultats numériques sur la résolution du probléme d’ondes en temporel sur un
réseau p-adique auto-similaire donnés dans le chapitre 7, mais un certain nombre de résultats
théoriques restent & démontrer.

8.2.3 Combinaison des deux phénomeénes

Une des perspectives d’étude de ce travail de thése est d’étudier ce qui se passe pour la résolution
du probléme de Helmholtz dans le cas d’un réseau p-adique auto-similaire si, au lieu de considérer des
fonctions continues sur le réseau entier et la loi de Kirchhoff en chaque noeud intérieur du réseau, nous
considérons a la place des fonctions continues sur chaque aréte du réseau et la loi de Kirchhoff améliorée
telle qu’elle a été détaillée dans le chapitre 3 de cette thése. En particulier, nous pouvons nous poser
la question de I'impact des matrices J et A reflétant le comportement de la géométrie au niveau de
chaque nceud intérieur sur 'opérateur DtN que nous voulons écrire pour restreindre le probléme sur
un nombre fini de générations.






ANNEXE A
Quelques propriétés sur les opérateurs
DtN non-locaux

Dans ce chapitre, nous donnons des propriétés générales sur les opérateurs DtN rencontrés dans les
chapitres 2 (section A.1) et 3 (section A.2).

A.1 Cas particulier d’une jonction de deux fentes

En utilisant I’analyse de Fourier, nous savons que toute fonction v € L?(]—1,0[) peut se décomposer

sous la forme d’une somme de cosinus et de sinus de pulsation prm, avec p € N Nous nous intéressons

2

%0s(] —1,0[) des fonctions dont la décomposition ne fait intervenir que des cosinus, i.e.

ici & 'espace L

0

Lzosu—l,on:{vem—l,on, w1, |

v(y) sin(pry) = 0} (A.1.1)
-1

De la méme maniére, pour s > 0, nous définissons 1'espace H5 (] — 1,0[) par

0
(1= 10) = {0 e B = 100, %=1, [ osinmy) =0 (A12)

(] = 1,0[), de la méme maniére que H* (] — 1,0[) C
H#(] — 1,0[). Nous rappelons ici la base orthnormale de fonctions de L2 (] —1,0[)

COs

Notons que pour s < s/, HS (] — 1,0[) C H}

COs

wo(y) =1, wy(y) = V2cos(pmy), p=>1 (A.1.3)

Avec cette base de fonctions, une norme naturelle sur 'espace des fonctions HS (] —1,0[) est la norme
induite par les coefficients de la série de Fourier, i.e.

HUH%{gOS(]—l,O[) = Z(l +p%)* (v, wp)ol? (A.1.4)
peN
ou
0
(v, wp)o| = / ol )y (A.L5)

Nous définissons alors 'opérateur DtN 1" de la maniére suivante

Définition A.1.1. Pour toute fonction v € H?

COs

Tv =" pr(v,wp)ow, (A.1.6)
peN

(] = 1,0[), nous définissons T'v par

Remarque A.1.2. Dans la définition A.1.1, si nous choisissons v = 1, alors Tv = 0. Le noyau de T
contient donc toutes les fonctions constantes.
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Sur cet opérateur, nous avons quatre propriétés & démontrer : une propriété de continuité, une
propriété de positivité, une propriété de symétrie, et une inégalité de Cauchy-Schwartz.

Proposition A.1.3 (Continuité de lopérateur 7). Pour tout s > 0, T €
L (H(S:os(] - 1’0[)’HS_1(] - 150[)) De plu‘s pour tout S 1 T e L (Hgos(] 0[) Hgosl(] 1’0[))

Démonstration. Nous traitons différement le cas s > 1 du cas s < 1.

e Cas s > 1 :soit ve HS (] —1,0[), et montrons que

1T ol gt (1,00 < 7 01l -1.00)

Nous partons de

HTUHIQJggsl(]_LOD = Z(l"‘pQ)s_l‘(TU?wp)O’Q

peN
2
= Z(l +p)*! qu(v,wq)o (wp, wq)o
peN qeN

Puisque (wp)pen est une base orthonormale de L2 (] — 1,0[), nous obtenons

ITol e (rop = Do ™ (L4 PP (T0,wp)of
peN

et nous majorons p? par 1+ p? pour obtenir le résultat souhaité.

e Cas s <1 :soit v € HS (] —1,0[) et montrons que, pout toute fonction v € HX:*(] — 1,0[),

™ ||UHHS —1,0[) HT/’HHCOS —1,0[)

‘/ Y(y)To(y)dy

Pour cela, nous partons de

'/01 ¢(y)Tv(y)dy' = > pr(v,wp)o (v, wp)o

peN

< ™ V1+P2|(v,wp)ol | (8, wp)ol
peN

s 1—s
< WZ (14 )3 | (v, wp)o| (1 +p?) 2 |(1, w,)o]

peN

Nous utilisons alors I'inégalité de Cauchy-Schwartz et la définition des normes HZ (] — 1,0[) et
H.#(] = 1,0[) pour conclure. O

COs

1
Proposition A.1.4 (Positivité de I'opérateur T'). Pour toute fonction v € Hés(] —1,0[), nous avons

0
/_j(y)Tv(y)dy >0
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1
Démonstration. Soit v € Héys(] —1,0[). En utilisant la proposition A.1.3 pour s = %, nous savons que

0

la quantité / (y)Tv(y)dy est finie. Nous avons de plus
~1

0 -
/i@ﬂﬂ@@=§}ﬂ@%mmmm=§)mu%mmwm

-1 peN peN

Cette quantité est donc écrite comme étant égale a une somme de termes positifs, donc est elle-méme
positive. ]

Proposition A.1.5 (Symétrie de l'opérateur T'). T est un opérateur symétrique au sens de la moyenne.

Démonstration. Soient (v,1)) € HCOS(] —1,0[). Montrons

0 0
/ v(y)Tw(y)dy=/_1w(y)Tv(y)dy

-1

Nous pouvons remarquer, par définition de 1" que

0 0
/_1v(y)T¢(y)dy = le(y)zpwwawp)owp(y)dy

p=1

En utilisant les arguments de continuité démontrés dans la proposition A.1.3, nous pouvons inverser
intégrale suivant y et somme suivant p, et nous obtenons

/_ v(y)T(y)dy = Z/ Y)p (3, wp)owp(y)dy

p=>1

En faisant sortir le terme indépendant de y devant I'intégrale, et en utilisant (A.1.5), nous obtenons

0
/ 1 v(y)TP(y)dy =Y pr(h, wy)o(v,wp)o

p=1

De la méme maniére, nous obtenons

L/wTv@—me%@wm

p=>1

En faisant la différence entre les deux derniéres relations, nous avons le résultat escompté. ]

1
Proposition A.1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Pour toutes fonctions (v,v) € Hés(] — 1,0[),

o e ‘ / )dy < / " B()To(y)dy / 01 V)TV w)dy

—1
Démonstration. Nous partons de la derniére relation de la proposition A.1.5, et nos obtenons

/.

Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz sur le membre de droite de cette relation et nous obtenons

0 2
‘/1v <W22p|(v,wp)0|2 Zp|(¢,wp)0

p>1 p=>1
Nous utilisons la relation de la démonstration de la proposition A.1.4 pour conclure. U

2
2

= Z p7‘r(¢, wp)o(va wp)O

p=1
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A.2 Cas général

Ici, nous identifions ¥ au segment ]—g, g [, ou 3 est paramétre fixé dans cette section. Nous nous

intéressons a 1’espace

B

H2 (%) = {v CHY(]—1,0), V¥p>1, /__é o(y) sin (m (% - %)) - } (A2.1)

2

Cet espace admet comme base de fonctions

= s s (m (4-1)) e

Avec cette base de fonctions, une norme naturelle sur 'espace des fonctions HS (] —1,0[) est la norme

induite par les coefficients de la série de Fourier, i.e.

vllfs, () = D> (14" (v, wp )0l (A.2.3)
peEN
ou
%
(v, wg.p)ol =/5v(y)wB,p(y)dy (A.2.4)

2

Nous définissons alors I'opérateur DtN T3 de la maniére suivante

Définition A.2.1. Pour toute fonction v € H?

50s(2), nous définissons Tgv par

p
Tgv = Z F(U’ WE.p)oWEp (A.2.5)

Nous avons alors les mémes propriétés que pour 'opérateur 1" de la section A.1.
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Résumé : Cette thése traite de la modélisation de la propagation d’ondes dans des jonctions de
fentes minces, i.e. dont 1’épaisseur est plus petite que la longueur caractéristique des ondes que 1’'on
considére ; et dans des réseau fractals. Concernant le traitement des jonctions de fentes minces, en
utilisant la méthode des développements asymptotiques raccordés, nous dérivons un développement
de la solution de I’équation des ondes, aussi bien dans le cas harmonique que dans le cas temporel,
a partir duquel nous pouvons construire un probléme existant sur une géométrie limite ne dépendant
plus de I’épaisseur des fentes, mais qui fait intervenir la résolution de problémes de Laplace posés
sur des géométries canoniques et faisant intervenir des opérateurs Dirichlet-to-Neumann non-locaux.
Nous montrons le caractére bien posé du probléme que nous construisons. Nous donnons également
une méthode numérique performante pour résoudre ce probléme. Concernant le traitement des réseaux
fractals, nous introduisons des espaces de Sobolev afin de pouvoir définir I’équation des ondes sur ce
type de géométrie. Nous montrons une condition nécessaire et suffisante pour définir une trace a I'infini
du réseau fractal. Nous montrons que nous pouvons ramener la résolution & un réseau fini modulo la
construction d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann. Nous montrons le caractére bien posé de ce probléme.
Mots clés : développements asymptotiques raccordés, loi de Kirchhoff, réseaux, fractales, Helmholtz,
modélisation, estimation d’erreur, calcul paralléle.




Propagation of waves in junction of thin slots

Abstract : This thesis deals with modelisation of wave propagation in junctions of thins slots,
i.e. whose width is smaller than the characteristic wavelength we consider; and in fractal networks.
Concerning treatment of junctions of thins slots, using method of matched asymptotics, we derive
a development of the solution of the wave equation, both in time-harmonic and time-domain case,
from which we can build a problem on a limit geometry that does not depend on the width of the
slots. This problem uses solutions of some Laplacian equation posed on canonical domains with
non-local Dirichlet-to-Neumann operators. We prove the well-posedness of the problems. We also give
a performant numerical method to solve this problem. Concerning treatment of fractal networks, we
introduce Sobolev spaces to be able to define wave equation on this kind of geometry. We exhib some
necessary and sufficient condition to be able to define some trace operator at infinity of this domain.
We prove that we can solve on a finite domain modulo building of Dirichlet-to-Neumann operators.
We prove well-posedness of this problem.

Keywords : matched asymptotic expansions, Kirchhoff laws, networks, fractals, Helmholtz,
modelisation, error estimate, parallel computing.
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