SÔntomh istorikă eisagwgă

H uperbolikă gewmetrÐa dhmiourgăjhke sto prÿto misì tou 19ou aiÿna katĹ thn prospĹjeia katanìhshc twn eukleÐdeiwn axiwmĹtwn thc tìte gnwstăc gewmetrÐac. EÐnai ènac tÔpoc mh-eukleÐdeiac gewmetrÐac, dhladă eÐnai mia gewmetrÐa pou den ikanopoieÐ èna apì ta aitămata tou EukleÐdh, to aÐthma thc Ôparxhc twn parallălwn eujeiÿn. Oi Einstein kai Minkowski brăkan sthn uperbolikă gewmetrÐa to gewmetrikì upìbajro gia thn katanìhsh tou fusikoÔ qÿrou kai tou qrìnou. Ta prÿta qrìnia tou 20ou aiÿna h uperbolikă gewmetrÐa ejewreÐto basikă gnÿsh gia touc majhmatikoÔc kai touc fusikoÔc.

H uperbolikă gewmetrÐa eÐnai to arqetupikì parĹdeigma miac gewmetrÐac me arnhtikă kampulìthta. AutoÔ tou eÐdouc oi gewmetrÐec eÐnai exairetikĹ koinèc kai èqoun sobarèc efarmogèc sthn jewrÐa twn migadikÿn sunartăsewn, sthn topologÐa twn 2- kai 3-pollaplotătwn, sthn jewrÐa twn peperasmèna parastĹsimwn Ĺpeirwn omĹdwn, sthn Fusikă kai se Ĺllec diĹspartec perioqèc twn Majhmatikÿn.

Ta aitămata tou EukleÐdh me sÔgqronh orologÐa eÐnai ta akìlouja :

1. DÔo diaforetikĹ shmeÐa mporoÔn na sundejoÔn me èna akribÿc eujÔgrammo tmăma.

2. KĹje eujÔgrammo tmăma mporeÐ na epektajeÐ aperiìrista kai proc tic dÔo kateujÔnseic.

3. Gia kĹje shmeÐo upĹrqei akribÿc ènac kÔkloc me kèntro to shmeÐo autì kai dedomènh aktÐna.

4. Olec oi orjèc gwnÐec eÐnai Ðsec.

5. An mia eujeÐa tèmnei dÔo Ĺllec eujeÐec ètsi ÿste oi eswterikèc gwnÐec proc thn Ðdia meriĹ na èqoun Ĺjroisma mikrìtero apì dÔo orjèc gwnÐec, tìte oi dÔo eujeÐec tèmnontai ap’ autăn thn meriĹ.

EÐnai profanèc oti to 5o aÐthma eÐnai to plèon perÐploko kai {afÔsiko}. An jewrăsoume ta tèssera prÿta dedomèna, tìte to 5o eÐnai isodÔnamo me to akìloujo :

5. Apì kĹje shmeÐo keÐmeno ektìc eujeÐac dièrqetai akribÿc mÐa parĹllhlh eujeÐa.

Gia sqedìn 2000 qrìnia oi majhmatikoÐ prospajoÔsan na apodeÐxoun oti to 5o aÐthma prokÔptei apì ta prohgoÔmena. KĹje forĹ ìmwc èbriskan aplÿc upokatĹstata. O Prìkloc (410-485) to antikatèsthse me to aÐthma oti ta shmeÐa me stajeră apìstash apì thn Ðdia meriĹ mÐac eujeÐac sqhmatÐzoun eujeÐa. O J. Wallis (1616-1703) qrhsimopoÐhse thn upìjesh oti gia kĹje trÐgwno upĹrqoun ìmoiĹ tou me opoiodăpote mègejoc. H pio sobară prospĹjeia ègine apì ton G. Saccheri (1667-1733) pou jeÿrhse tetrĹpleura me gwnÐec bĹseic orjèc kai kĹjetec pleurèc Ðsou măkouc kai apèdeixe protĹseic upì thn mheukleÐdeia upìjesh oti oi dÔo Ĺllec gwnÐec den eÐnai orjèc. H apofasistikă prìodoc ègine sthn arqă tou 19ou aiÿna, ìtan egkataleÐfjhke h prspĹjeia thc apìdeixhc tou 5ou aitămatoc kai oi majhmatikoÐ epexergĹsthkan tic sunèpeiec thc Ĺrnhsăc tou. Brèjhke tìte oti dhmiourgeÐtai mia sunektikă jewrÐa, an to 5o aÐthma tou EukleÐdh antikatastajeÐ me to akìloujo :

{Apì kĹje shmeÐo keÐmeno ektìc eujeÐac dièrqontai perissìterec thc mÐac parĹllhlec.}

H antikatĹstash tou 5ou aitămatoc me autăn thn paradoqă èqei parĹxenec sunèpeiec. Qarakthristikìterec eÐnai oti tìte to Ĺjroisma twn gwniÿn enìc trigÿnou eÐnai mikrìtero apì dÔo orjèc kai oti dÔo ìmoia trÐgwna eÐnai pĹnta Ðsa.

Jemeleiwtèc thc uperbolikăc gewmetrÐac ătan oi C. F. Gauss (1777-1855), N.I. Lobachevskii (1793- 1850) kai J. Bolyai (1802-1860). Kai oi treÐc anèptuxan thn uperbolikă gewmetrÐa sunjetikĹ, dhladă basismènoi se axiÿmata, qwrÐc na dÿsoun analutikì montèlo. Etsi den apèdeixan thn sumbibastìthtĹ thc, dhladă thn mh antifatikìthta twn axiwmĹtwn thc. H bĹsh gia thn analutikă melèth thc uperbolikăc gewmetrÐac dìjhke apì thn diaforikă gewmetrÐa twn epifaneiÿn me stajeră arnhtikă kampulìthta. KĹti tètoio eÐqe upodeÐxei to 1837 o Lobachevskii kai epibebaÐwse anexĹrthta o Minding to 1839. H jewrÐa twn epifaneiÿn kai h sqèsh thc me thn uperbolikă gewmetrÐa upărxe se kĹpoio bajmì to efaltărio pou ÿjhse ton B. Riemann na eisĹgei autì pou sămera apokaleÐtai pollaplìthta Riemann. To telikì xekajĹrisma ègine to 1868 apì ton E. Beltrami. H analutikă ergasÐa eÐqe apotèlesma thn kataskeuă sugkekrimènwn montèlwn thc uperbolikăc gewmetrÐac, prĹgma pou èdeixe oti eÐnai to Ðdio sumbibastă ìpwc kai h eukleÐdeia gewmetrÐa.

1. To Erlanger Programm tou Felix Klein

To Erlanger Programm eÐnai èna mèso gia thn perigrafă gewmetriÿn me omoiìmorfo trìpo pou dieukolÔnei thn metaxÔ touc sÔgkrish. Me Ĺlla lìgia, dÐnei èna plaÐsio gia thn katĹtaxh twn gewmetriÿn, enÿ parèqei kai teqnikèc apodeiktikèc diadikasÐec pou efarmìzontai omoiìmorfa se ìlec tic gewmetrÐec.

SÔmfwna me to Erlanger Programm mia gewmetrÐa den basÐzetai se ènan katĹlogo logikÿn axiwmĹtwn kai {fusikÿn} aithmĹtwn, allĹ apoteleÐtai apì èna sÔnolo kai ènan trìpo pou mac epitrèpei na lème pìte dÔo sqămata eÐnai isodÔnama (dhladă {Ðsa} ). Oi diaforetikèc gewmetrÐec diakrÐnontai metaxÔ touc apì tic diaforetikèc ènnoiec isodunamÐac sqhmĹtwn. Arijmhtikèc ènnoiec, ìpwc p.q. măkoc ă embadìn, mporoÔn na eisaqjoÔn ek twn ustèrwn, arkeÐ na eÐnai sumbatèc me thn ènnoia isodunamÐac sqhmĹtwn pou èqoume. Dhladă, dÔo isodÔnama sqămata ofeÐloun p.q. na èqoun Ðsa embadĹ.

Gia na orÐsei o F. Klein thn ènnoia thc isodunamÐac sqhmĹtwn qrhsimopoÐhse thn ădh upĹrqousa sta StoiqeÐa tou EukleÐdh ènnoia thc upèrjeshc. SÔmfwna m’ autăn, dÔo sqămata eÐnai Ðsa, an mporeÐ to èna na metakinhjeÐ ètsi ÿste na sumpèsei me to Ĺllo. H ènnoia thc metakÐnhshc den eÐnai Ĺllh apì thn ènnoia thc sunĹrthshc, pou ìmwc den ătan diajèsimh sthn epoqă tou EukleÐdh. Etsi h perigrafă thc ènnoiac thc isodunamÐac sqhmĹtwn gÐnetai mèsa apì thn epilogă enìc sunìlou epitreptÿn sunartăsewn, pou paÐzoun ton rìlo twn kinăsewn. Dhladă, dÔo sqămata A, B eÐnai isodÔnama, an upĹrqei mia epitreptă sunĹrthsh-kÐnhsh f ÿste f(A) = B. SÔmfwna me thn koină logikă, h ènnoia thc isodunamÐac sqhmĹtwn prèpei na eÐnai anaklastikă, summetrikă kai metabatikă. Autì jètei periorismoÔc sto sÔnolo twn epitreptÿn sunartăsewn. H anaklastikìthta exasfalÐzetai an h tautotikă eÐnai epitreptă sunĹrthsh. H summetrikìthta an opotedăpote h f eÐnai epitreptă sunĹrthsh, tìte kai h f^{−1} eÐnai. Tèloc, h metabatikìthta exasfalÐzetai an gia kĹje zeÔgoc epitreptÿn sunartăsewn f, g tìte kai h g ∘ f eÐnai epitreptă sunĹrthsh. Etsi odhgoÔmaste ston akìloujo orismì.

1.1. Orismìc. Estw X ≠ ∅. MÐa omĹda metasqhmatismÿn tou X eÐnai mia upoomĹda G twn 1-1 kai epÐ apeikonÐsewn tou X ston eautì tou. Dhladă, h G eÐnai èna sÔnolo apeikonÐsewn f : X → X me tic akìloujec idiìthtec :

(a) H tautotikă apeikìnish tou X anăkei sthn G. (b) KĹje f ∈ G eÐnai antistrèyimh kai f^{−1} ∈ G. (g) An f, g ∈ G, tìte g ∘ f ∈ G.

1.2. Orismìc. MÐa gewmetrÐa (katĹ Klein) eÐnai èna zeÔgoc (G, X), ìpou X ≠ ∅ kai h G eÐnai mÐa omĹda metasqhmatismÿn tou X. O X lègetai o upokeÐmenoc qÿroc thc gewmetrÐac kai h G h omĹda twn metasqhmatismÿn thc.

1.3. Orismìc. Estw (G, X) mÐa gewmetrÐa. Ena sqăma thc gewmetrÐac eÐnai èna sÔnolo A ⊂ X. DÔo sqămata A, B lègontai isodÔnama (ă {Ðsa}), an upĹrqei f ∈ G ÿste f(A) = B. 1.4. ParĹdeigma. H (epÐpedh) eukleÐdeia gewmetrÐa eÐnai to zeÔgoc (E, C ), ìpou C eÐnai to sÔnolo twn migadikÿn arijmÿn kai E eÐnai to sÔnolo twn apeikonÐsewn f : C → C me tÔpo f(z) = e^{iθ}z + b ă f(z) = e^{iθ}z̄ + b, ìpou θ ∈ R, b ∈ C . To E eÐnai omĹda metasqhmatismÿn. Profanÿc, id ∈ E, gia θ = 0, b = 0. An f, g ∈ E, ìpou f(z) = e^{iθ}z + b kai g(z) = e^{iϕ}z + a, tìte

f^{−1}(z) = e^{i(−θ)}z + (−be^{−iθ}) kai (g ∘ f)(z) = e^{i(ϕ+θ)}z + (a + be^{iϕ}),

sunepÿc f^{−1} kai g ∘ f ∈ E. An f(z) = e^{iθ}z̄ + b, tìte f^{−1}(z) = e^{iθ}z̄ + (−b̄e^{iθ}), opìte pĹli f^{−1} ∈ E. Epiplèon,

(g ∘ f)(z) = e^{i(ϕ+θ)}z̄ + (a + be^{iϕ}) kai (f ∘ g)(z) = e^{i(θ−ϕ)}z̄ + (b + āe^{iθ}),

opìte g ∘ f ∈ E kai f ∘ g ∈ E. AutĹ deÐqnoun oti to E eÐnai omĹda metasqhmatismÿn. Gia kĹje θ ∈ R, b ∈ C , h ρ_θ : C → C me ρ_θ(z) = e^{iθ}z lègetai strofă katĹ gwnÐa θ kai h τ_b : C → C me τ_b(z) = z + b lègetai metaforĹ katĹ b. H C : C → C me C(z) = z̄ eÐnai h anĹklash wc proc ton pragmatikì Ĺxona. ParathroÔme oti kĹje f ∈ E èqei thn morfă f = τ_b ∘ ρ_θ ă f = τ_b ∘ ρ_θ ∘ C, gia katĹllhla θ ∈ R, b ∈ C .

SÔmfwna me to Erlanger Programm tou Klein gewmetrÐa eÐnai h melèth ekeÐnwn twn idiotătwn, pou an tic èqei èna sqăma tìte tic èqoun kai ìla ta isodÔnamĹ tou. Gia thn teqnikă diatÔpwsh tètoiwn idiotătwn qeiazìmaste ènnoiec pou paramènoun analloÐwtec apì ta stoiqeÐa thc omĹdac twn metasqhmatismÿn thc gewmetrÐac.

1.5. Orismìc. Estw (G, X) mia gewmetrÐa kai C mÐa klĹsh sqhmĹtwn. H C lègetai analloÐwth klĹsh sqhmĹtwn, an f(A) ∈ C gia kĹje A ∈ C kai f ∈ G. MÐa sunĹrthsh F : C → Y , ìpou Y ≠ ∅, lègetai analloÐwth, an F (f(A)) = F (A) gia kĹje A ∈ C kai f ∈ G. 1.6. ParĹdeigma. Sthn eukleÐdeia gewmetrÐa to sÔnolo twn trigÿnwn eÐnai mÐa analloÐwth klĹsh sqhmĹtwn. EpÐshc to embadìn twn trigÿnwn eÐnai mÐa analloÐwth pragmatikă sunĹrthsh sto sÔnolo twn trigÿnwn.

Opwc eÐpame sthn arqă, to Erlanger Programm mac dÐnei metaxÔ twn Ĺllwn kai mÐa isqură mèjodo apìdeixhc jewrhmĹtwn, pou efarmìzetai omoiìmorfa se ìlec tic gewmetrÐec. MÐa sÔntomh perigrafă autăc thc mejìdou eÐnai h akìloujh. Estw (G, X) mÐa gewmetrÐa kai P mÐa prìtash pou jèloume n’ apodeÐxoume gia èna sqăma A. H P prèpei na èqei ènnoia sta plaÐsia thc gewmetrÐac, dhladă prèpei ìlec oi ènnoiec pou anafèrontai sthn diatÔpwsă thc na eÐnai analloÐwtec. Etsi an apodeÐxoume thn P gia kĹpoio g(A), g ∈ G, tìte h P isqÔei kai gia to A. ArkeÐ loipìn na epilèxoume to g ∈ G ètsi ÿste h apìdeixh thc prìtashc gia to g(A) na gÐnetai h aploÔsterh dunată.

Ac upojèsoume gia parĹdeigma oti sta plaÐsia thc eukleÐdeiac gewmetrÐac jèloume n’ apodeÐxoume oti to embadìn V enìc trigÿnou me măkh pleurÿn a, b, c dÐnetai apì ton tÔpo tou Hrwna V = √ s(s − a)(s − b)(s − c), ìpou s = 1 2 (a + b + c). Kat’ arqăn parathroÔme oti h klĹsh twn trigÿnwn eÐnai analloÐwth, ìpwc epÐshc kai oi ènnoiec tou embadoÔ kai tou măkouc. Sunepÿc, an Δ(x, y, z) eÐnai to trÐgwno sto C me korufèc x, y, z ∈ C , arkeÐ n’ apodeÐxoume thn prìtash gia to g(Δ(x, y, z)), ìpou g ∈ E. Epilègoume to g ∈ E ÿste to g(Δ(x, y, z)) na brÐsketai se jèsh pou dieukolÔnei thn apìdeixh. KĹnontac mia katĹllhlh strofă kai mia katĹllhlh metaforĹ mporoÔme na to fèroume se jèsh g(Δ(x, y, z)) = Δ(p, q, r), ÿste h pleurĹ qr na brÐsketai pĹnw ston pragmatikì Ĺxona me q < 0 < r kai h korufă p pĹnw ston fantastikì Ĺxona me p = iy, y > 0. Tìte ta măkh twn pleurÿn tou trigÿnou eÐnai a = r − q, b = |r − iy| = √ r^2 + y^2, c = |q − iy| = √ q^2 + y^2 kai kĹnontac tic aplèc tÿra pia prĹxeic brÐskoume s(s − a)(s − b)(s − c) = 1 4 y^2(r − q)^2 = V^2.

1.7. Orismìc. DÔo gewmetrÐec (G, X) kai (H, Y ) lègontai isìmorfec (ă montèla thc Ðdiac gewmetrÐac) an upĹrqei mÐa 1-1 kai epÐ apeikìnish h : X → Y , ÿste h ∘ g ∘ h^{−1} ∈ H kai h^{−1} ∘ g ∘ h ∈ G gia kĹje g ∈ G, f ∈ H.

MÐa gewmetrÐa mporeÐ na èqei pollĹ montèla. Gia thn analutikă melèth thc o monadikìc drìmoc eÐnai na melethjeÐ èna sugkekrimèno montèlo. H epilogă tou montèlou, an upĹrqoun pollĹ, exartĹtai apì to pìso bolikì eÐnai stouc upologismoÔc ă akìma mporeÐ na ofeÐletai kai se istorikoÔc lìgouc. Gia parĹdeigma to montèlo (E, C ) gia thn eukleÐdeia gewmetrÐa faÐnetai na eÐnai to pio bolikì stouc upologismoÔc.

2. H sfaÐra tou Riemann

H sfaÐra tou Riemann wc sÔnolo eÐnai to Ĉ = C ∪ {∞}, ìpou ∞ eÐnai èna sÔmbolo pou den anăkei sto C . Gia kĹje z ∈ C kai ϵ > 0 to sÔnolo S(z, ϵ) = {u ∈ C : |u − z| < ϵ} eÐnai o anoiktìc dÐskoc me kèntro z kai aktÐna ϵ. OrÐzoume S(∞, ϵ) = {∞} ∪ {u ∈ C : |u| > ϵ}. Ena sÔnolo A ⊂ Ĉ lègetai anoiqtì an gia kĹje x ∈ A upĹrqei ϵ > 0 ÿste S(x, ϵ) ⊂ A. Ena sÔnolo K ⊂ Ĉ lègetai kleistì an to Ĉ \ K eÐnai anoiktì.

MÐa akoloujÐa (x_n)_{n∈N} sto Ĉ sugklÐnei sto x ∈ Ĉ , an gia kĹje ϵ > 0 upĹrqei N ∈ N ÿste x_n ∈ S(x, ϵ)gia kĹje n > N. MÐa sunĹrthsh f : Ĉ → Ĉ lègetai suneqăc an f(x_n) → f(x), ìtan x_n → x.

2.1. ParĹdeigma. An z_n ∈ C , n ∈ N, kai |z_n| → +∞, tìte z_n → ∞ kai antÐstrofa.

TopologikĹ h sfaÐra tou Riemann eÐnai h 2-sfaÐra

S^2 = {(a, b, c) ∈ R^3 : a^2 + b^2 + c^2 = 1}.

Autì to blèpoume mèsw thc stereografikăc probolăc pou ja perigrĹyoume amèswc tÿra. Estw N = (0, 0, 1) o bìreioc pìloc thc S^2. Sto orizìntio epÐpedo {(a, b, 0) : a, b ∈ R} jewroÔme migadikă domă pou to tautÐzei me to C . Gia kĹje (a, b, c) ∈ S^2 h eujeÐa pou dièrqetai apì to N kai to (a, b, c) tèmnei to C akribÿc s’ èna shmeÐo σ(a, b, c). H sunĹrthsh σ : S^2 \ {N} → C , pou eÐnai h stereografikă probolă, èqei tÔpo σ(a, b, c) = a 1 − c + i b 1 − c kai eÐnai profanÿc suneqăc. H σ eÐnai antistrèyimh, h σ^{−1} : C → S^2 \ {N} èqei tÔpo

σ^{−1}(z) = (

2Rez |z|^2 + 1 , 2Imz |z|^2 + 1 , |z|^2 − 1 |z|^2 + 1 ) kai eÐnai profanÿc suneqăc. H stereografikă probolă epekteÐnetai sthn S^2 an jèsoume σ(N) = ∞, opìte epekteÐnetai h σ^{−1} : Ĉ → S^2 me σ^{−1}(∞) = N. Oi epektĹseic eÐnai suneqeÐc me bĹsh thn ènnoia thc sÔklishc sto Ĉ pou orÐsame prohgoumènwc. H epèktash thc stereografikăc probolăc eÐnai suneqăc kai ston bìreio pìlo, giatÐ gia kĹje akoloujÐa (a_n, b_n, c_n) → (0, 0, 1), ìpou (a_n, b_n, c_n) ∈ S^2, gia kĹje n ∈ N, èqoume |σ(a_n, b_n, c_n)| = | a_n 1 − c_n + i b_n 1 − c_n | = a^2_n + b^2_n (1 − c_n)^2 = 1 − c^2_n (1 − c_n)^2 = 1 + c_n 1 − c_n → +∞, kai sunepÿc σ(a_n, b_n, c_n) → ∞ = σ(N). EpÐshc, kai h σ^{−1} eÐnai suneqăc sto ∞,giatÐ an z_n → ∞, tìte |z_n| → +∞ kai profanÿc σ^{−1}(z_n) → (0, 0, 1) = σ^{−1}(∞). Me Ĺlla lìgia h σ : S^2 → Ĉ eÐnai omoiomorfismìc.

2.2. Orismìc. Enac metasqhmatismìc Möbius eÐnai mÐa sunĹrthsh f : Ĉ → Ĉ me tÔpo f(z) = az + b cz + d , an z ∈ C kai z ≠ − d c , enÿ f(− d c ) = ∞ kai f(∞) = a c , ìpou a, b, c, d ∈ C kai ad − bc ≠ 0, sthn perÐptwsh pou c ≠ 0. An c = 0, tìte f(∞) = ∞.

O f eÐnai profanÿc suneqăc sto C \ {−dc }. Epiplèon,

lim_{z→∞} az + b cz + d = lim_{z→∞} a + bz c + dz = a c = f(∞), dhladă h f eÐnai suneqăc sto ∞. EpÐshc, an c ≠ 0, tìte lim z→−^d_c |az + b| = 1 |c| |ad − bc| ≠ 0 kai katĹ sunèpeia lim z→−^d_c |f(z)| = +∞, pou shmaÐnei oti lim z→−^d_c f(z) = ∞ = f(− d c ). Etsi kĹje metasqhmatismìc Möbius eÐnai suneqăc sthn sfaÐra tou Riemann. Epeidă ad − cb ≠ 0, o f eÐnai antistrèyimoc me antÐstofo ton

f^{−1}(z) = −dz + b cz − a , f^{−1}( a c ) = ∞, f^{−1}(∞) = − d c . Dhladă o f^{−1} eÐnai pĹli metasqhmatismìc Möbius. EidikĹ, kĹje metasqhmatismìc Möbius eÐnai omoiomorfismìc. An tÿra g(z) = a^′z + b^′ c^′z + d^′ , tìte èqoume (g ∘ f)(z) = (a^′a + b^′c)z + (a^′b + b^′d) (c^′a + d^′c)z + (c^′b + d^′d) . Ara o g ∘ f eÐnai metasqhmatismìc Möbius. Epeidă profanÿc kai h tautotikă apeikìnish eÐnai metasqhmatismìc Möbius, prokÔptei oti to sÔnolo M^+ twn metasqhmatismÿn Möbius eÐnai mÐa omĹda metasqhmatismÿn thc Ĉ .

H strofă ρ_θ(z) = e^{iθ}z eÐnai metasqhmatismìc Möbius, gia c = b = 0, d = 1. EpÐshc, h metaforĹ τ_b(z) = z + b eÐnai metasqhmatismìc Möbius, gia a = d = 1, c = 0. O metasqhmatismìc Möbius J(z) = 1z lègetai antistrofă. EÐnai profanèc oti an f(z) = az + b cz + d , c ≠ 0, tìte f(z) = acz + bc c^2z + cd = acz + ad + (ad − bc) c^2z + cd = a c − ad − bc c^2z + cd . Etsi, an jèsoume g(z) = c^2z + cd kai h(z) = −(ad − bc)z + a c , tìte f = h ∘ J ∘ g.

H anĹklash C(z) = z̄ epekteÐnetai s’ ènan omoiomorfismì tou Ĉ , an jèsoume C(∞) = ∞ kai den eÐnai metasqhmatismìc Möbius. PrĹgmati, an upĹrqoun a, b, c, d ∈ C , ÿste gia kĹje z ∈ C na isqÔei z̄ = az + b cz + d , tìte c|z|^2 + dz̄ = az + b. Gia z = 0 paÐrnoume b = 0. Gia z = ±1, paÐrnoume c = a − d = d − a, opìte c = 0, a = d. AllĹ gia z = i èqoume d = 0, dhladă antÐfash, afoÔ tìte a = b = c = d = 0.

An f(z) = az + b cz + d , ìpou ad − bc ≠ 0, tìte èqoume (f ∘ C)(z) = az̄ + b cz̄ + d kai (C ∘ f)(z) = āz̄ + b̄ c̄z̄ + d̄ . AfoÔ C = C^{−1}, èqoume (f ∘C)^{−1} = C ∘f^{−1}. Tèloc, an f, g ∈ M^+, tìte (g ∘C)∘(f ∘C) ∈ M^+. AutĹ deÐqnoun oti to sÔnolo M = M^+ ∪ M^+ ∘ C eÐnai omĹda metasqhmatismÿn thc Ĉ . Ta stoiqeÐa thc M lègontai genikeumènoi metasqhmatismoÐ Möbius.

3. H gewmetrÐa twn metasqhmatismÿn Möbius

Opwc eÐdame to sÔnolo twn metasqhmatismÿn Möbius M^+ kai to sÔnolo twn genikeumènwn metasqhmatismÿn Möbius M apoteloÔn omĹdec metasqhmatismÿn. MĹlista h M^+ eÐnai kanonikă upoomĹda thc M me deÐkth 2. Sthn parĹgrafo aută ja perigrĹyoume ta kÔria analloÐwta thc gewmetrÐac (M^+, Ĉ ).

To x ∈ Ĉ lègetai stajerì shmeÐo tou f ∈ M^+, an f(x) = x.

3.1. Lămma. KĹje f ∈ M^+ me f ≠ id èqei to polÔ dÔo stajerĹ shmeÐa sthn Ĉ .

Apìdeixh. Estw oti f(z) = az + b cz + d , ìpou ad − bc ≠ 0. Upojètoume prÿta oti c = 0. Tìte, f(z) = ad z + bd kai èna stajerì shmeÐo eÐnai to ∞. Ta Ĺlla endeqìmena stajerĹ shmeÐa brÐskontai sto C kai eÐnai oi lÔseic thc exÐswshc a d z + b d = z. An a = d, tìte z + bd = z kai sunepÿc b = 0, dhladă f = id. Ara a ≠ d kai sunepÿc z = bd − a. Dhladă, h f èqei dÔo stajerĹ shmeÐa. Estw tÿra oti c ≠ 0. Tìte f(∞) = ac kai sunepÿc ìla ta stajerĹ shmeÐa eÐnai oi lÔseic sto C thc exÐswshc cz^2 +(d−a)z−b = 0, pou eÐnai to polÔ dÔo.

To akìloujo jeÿrhma eÐnai jemeleiÿdec sthn gewmetrÐa twn metasqhmatismÿn Möbius.

3.2. Jeÿrhma. Gia kĹje zeÔgoc diatetagmènwn triĹdwn (z_1, z_2, z_3) kai (w_1, w_2, w_3) diaforetikÿn metaxÔ touc shmeÐwn thc Ĉ upĹrqei akribÿc ènac f ∈ M^+, ÿste

f(z_1) = w_1, f(z_2) = w_2 kai f(z_3) = w_3.

Apìdeixh. Kat’ arqăn kataskeuĹzoume ènan g ∈ M^+ ÿste g(z_1) = 0, g(z_2) = 1 kai g(z_3) = ∞. Enac tètoioc g ∈ M^+ èqei tÔpo g(z) = z − z_1 z − z_3 · z_2 − z_3 z_2 − z_1 . Omoia upĹrqei ènac h ∈ M^+ ÿste h(w_1) = 0, h(w_2) = 1 kai h(w_3) = ∞. Sunepÿc, o f = h^{−1} ∘ g ikanopoieÐ tic f(z_1) = w_1, f(z_2) = w_2, f(z_3) = w_3. H monadikìthta tou f prokÔptei apì to lămma 3.1, giatÐ an o f_0 ∈ M^+ ikanopoieÐ epÐshc tic f_0(z_1) = w_1, f_0(z_2) = w_2, f_0(z_3) = w_3, tìte o f^{−1} ∘ f_0 èqei trÐa stajerĹ shmeÐa kai sunepÿc eÐnai h tautotikă apeikìnish.

3.3. Orismìc. An z_1, z_2, z_3, z_4 ∈ C eÐnai tèssera diaforetikĹ metaxÔ touc shmeÐa, o diplìc lìgoc [z_1, z_2; z_3, z_4] eÐnai o

[z_1, z_2; z_3, z_4] = z_1 − z_4 z_1 − z_2 · z_3 − z_2 z_3 − z_4 .

An z_1 = ∞, epekteÐnoume ton orismì tou diploÔ lìgou jètontac

[∞, z_2; z_3, z_4] = z_3 − z_2 z_3 − z_4 , ètsi ÿste na exasfalÐzetai h sunèqeia tou diploÔ lìgou wc sunĹrthshc twn z_1, z_2, z_3, z_4, afoÔ tìte èqoume

lim_{z→∞} [z, z_2; z_3, z_4] = lim_{z→∞} z − z_4 z − z_2 · z_3 − z_2 z_3 − z_4

= lim_{z→∞} 1 − z_4 z 1 − z_2 z · z_3 − z_2 z_3 − z_4 = z_3 − z_2 z_3 − z_2 .

Omoia orÐzontai ta [z_1, ∞; z_3, z_4], [z_1, z_2; ∞, z_4] kai [z_1, z_2; z_3, ∞]. Opwc deÐqnei h apìdeixh tou jewrămatoc 3.2, o monadikìc f ∈ M^+ me f(z_1) = 0, f(z_2) = 1 kai f(z_3) = ∞ èqei tÔpo f(z) = [z, z_3; z_2, z_1].

3.4. Prìtash. O diplìc lìgoc paramènei analloÐwtoc apì thn omĹda metasqhmatismÿn M^+, dhladă [z_1, z_2; z_3, z_4] = [f(z_1), f(z_2); f(z_3), f(z_4)] gia kĹje f ∈ M^+ kai z_1, z_2, z_3, z_4 ∈ Ĉ diaforetikĹ metaxÔ touc.

Apìdeixh. Estw f ∈ M^+ kai g ∈ M^+ me tÔpo g(z) = [z, z_2; z_3, z_4]. O g eÐnai o monadikìc metasqhmatismìc Möbius gia ton opoÐo isqÔei g(z_2) = ∞, g(z_3) = 1 kai g(z_4) = 0. O g ∘ f^{−1} eÐnai tìte o monadikìc metasqhmatismìc Möbius me (g ∘ f^{−1})(f(z_2)) = ∞, (g ∘ f^{−1})(f(z_3)) = 1 kai (g ∘ f^{−1})(f(z_4)) = 0. Ara (g ∘ f^{−1})(z) = [z, f(z_2); f(z_3), f(z_4)] gia kĹje z ∈ Ĉ kai katĹ sunèpeia [z_1, z_2; z_3, z_4] = g(z_1) = (g ∘ f^{−1})(f(z_1)) = [f(z_1), f(z_2); f(z_3), f(z_4)].

3.5. Orismìc. Ena sÔnolo K ⊂ Ĉ lègetai kÔkloc sthn sfaÐra tou Riemann an eÐnai eukleÐdeioc kÔkloc sto C ă K = l ∪ {∞}, ìpou l eÐnai mia eukleÐdeia eujeÐa sto C .

3.6. Prìtash. An ta z_1, z_2, z_3, z_4 ∈ Ĉ eÐnai diaforetikĹ metaxÔ touc, o diplìc lìgoc [z_1, z_2; z_3, z_4] eÐnai pragmatikìc arijmìc tìte kai mìnon tìte ìtan ta z_1, z_2, z_3, z_4 brÐskontai pĹnw se ènan kÔklo sthn Ĉ .

Apìdeixh. Estw f ∈ M^+ o monadikìc metasqhmatismìc Möbius ÿste f(z_2) = ∞, f(z_3) = 1, f(z_4) = 0, dhladă f(z) = [z, z_2; z_3, z_4] = az + b cz + d , gia katĹllhla a, b, c, d ∈ C me ad − bc ≠ 0. Eqoume tÿra oti f(z) ∈ R tìte kai mìnon tìte ìtan f(z) = f(z) kai antikajistÿntac (ac̄ − cā)zz̄ + (ad̄ − cb̄)z + (bc̄ − dā)z̄ + (bd̄ − db̄) = 0. Etsi èqoume dÔo periptÿseic. An ac̄ − cā = 0, h teleutaÐa exÐswsh eÐnai isodÔnamh me thn λz − λ̄z̄ + μ − μ̄ = 0, ìpou èqoume jèsei λ = ad̄ − cb̄ kai μ = bd̄. Aută eÐnai isodÔnamh me thn Im(λz + μ) = 0, pou eÐnai h exÐswsh thc eujeÐac me klÐsh −Imλ/Reλ. An ac̄ − cā ≠ 0, diairÿntac èqoume zz̄ + ( ad̄ − cb̄ ac̄ − cā ) z + ( bc̄ − dā ac̄ − cā ) z̄ + ( bd̄ − db̄ ac̄ − cā ) = 0 opìte ( z − dā − bc̄ ac̄ − cā ) · ( z̄ − dā − bc̄ ac̄ − cā ) = db̄ − bd̄ ac̄ − cā + | | | dā − bc̄ ac̄ − cā | | | 2

ă akìma | | | |z − dā − bc̄ ac̄ − cā | | | 2 = | | | ad − bc ac̄ − cā | | | 2

pou eÐnai h exÐswsh enìc kÔklou sto C .

3.7. Jeÿrhma. KĹje f ∈ M^+ apeikonÐzei kÔklouc se kÔklouc sthn Ĉ . Dhladă, to sÔnolo twn kÔklwn thc Ĉ eÐnai analloÐwth klĹsh sqhmĹtwn thc gewmetrÐac (M^+, Ĉ ).

Apìdeixh. Estw K ⊂ Ĉ ènac kÔkloc kai z_1, z_2, z_3 ∈ K. Tìte

K = {z ∈ Ĉ : [z, z_1; z_2, z_3] ∈ R},

apì thn prìtash 3.6. Sunepÿc, apì thn prìtash 3.4 gia kĹje f ∈ M^+ èqoume

f(K) = {z^′ ∈ Ĉ : [z^′, f(z_1); f(z_2), f(z_3)] ∈ R},

afoÔ h f eÐnai 1-1 kai epÐ, pou eÐnai kÔkloc sthn Ĉ , pĹli apì thn prìtash 3.6.

3.8. Jeÿrhma. An A, B ⊂ Ĉ eÐnai dÔo kÔkloi, tìte upĹrqei f ∈ M^+ ÿste f(A) = B.

Apìdeixh. Estw z_1, z_2, z_3 ∈ A trÐa diaforetikĹ metaxÔ touc shmeÐa kai ìmoia w_1, w_2, w_3 ∈ B. SÔmfwna me to jeÿrhma 3.2, upĹrqei f ∈ M^+ ÿste f(z_1) = w_1, f(z_2) = w_2 kai f(z_3) = w_3. Ap’ to jeÿrhma 3.7, to f(A) eÐnai ènac kÔkloc sthn Ĉ , pou dièrqetai apì ta shmeÐa w_1, w_2, w_3. AfoÔ oi kÔkloi f(A), B èqoun trÐa diaforetikĹ shmeÐa koinĹ, tautÐzontai.

MÐa analloÐwth posìthta gia touc metasqhmatismoÔc Möbius eÐnai h gwnÐa. Estwsan γ_1 : (α_1, β_1) → C kai γ_2 : (α_2, β_2) → C dÔo kanonikèc diaforÐsimec kampÔlec kai z = γ_1(t) = γ_2(s) èna shmeÐo tomăc touc. H prosanatolismènh gwnÐa touc ∠(γ_1, γ_2)(z) sto shmeÐo z eÐnai to monadikì 0 ≤ ϕ < 2π ÿste

γ^′_1(t) γ^′_2(s) = | | γ^{′1}(t) γ^′_2(s) | |e^{iϕ}.

3.9. Lămma. Estw γ : (α, β) → C mÐa diaforÐsimh kampÔlh kai f ∈ M^+ me tÔpo f(z) = az + b cz + d .

Gia kĹje α < t < β me γ(t) ≠ − d c h f ∘ γ eÐnai diaforÐsimh sto t kai

(f ∘ γ)^′(t) = ad − bc (cγ(t) + d)^2 · γ^′(t).

Apìdeixh. Eqoume

(f ∘ γ)^′(t) = lim_{h→0} 1 h ( aγ(t + h) + b cγ(t + h) + d − aγ(t) + b cγ(t) + d ) =

lim_{h→0} 1 h · (ad − bc)(γ(t + h) − γ(t)) (cγ(t + h) + d)(cγ(t) + d) = ad − bc (γ(t) + d)^2 · γ^′(t).

3.10. Jeÿrhma. Estwsan γ_1, γ_2 dÔo kanonikèc diaforÐsimec kampÔlec pou tèmnontai sto shmeÐo γ_1(t) = γ_2(s) = z_0. Estw f ∈ M^+ me tÔpo f(z) = az + b cz + d ÿste z_0 ≠ −dc . Tìte ∠(γ_1, γ_2)(z_0) = ∠(f ∘ γ_1, f ∘ γ_2)(f(z_0)).

Apìdeixh. Apì to lămma 3.9 prokÔpei oti

(f ∘ γ_1)^′(t) (f ∘ γ_2)^′(s) = ad − bc (cz_0 + d)^2 ad − bc (cz_0 + d)^2 · γ^′(t) γ^′_2(s) = γ^′(t) γ^′_2(s) ,

kai to sumpèrasma eÐnai Ĺmeso apì touc orismoÔc.

H sumperiforĹ thc anĹklashc wc proc ton pragmatikì Ĺxona se sqèsh me tic gwnÐec eÐnai h akìloujh.

3.11. Prìtash. Estwsan γ_1, γ_2 dÔo kanonikèc diaforÐsimec kampÔlec pou tèmnontai sto shmeÐo γ_1(t) − γ_2(s) = z_0 ∈ C . An C eÐnai h anĹklash wc proc ton pragmatikì Ĺxona, tìte ∠(γ_1, γ_2)(z_0) = −∠(C ∘ γ_1, C ∘ γ_2)(C(z_0)).

Apìdeixh. Profanÿc (C ∘ γ_1)^′(t) (C ∘ γ_2)^′(s) = γ^′_1(t) γ^′_2(s) kai to sumpèrasma eÐnai fanerì.

To apotèlesma thc prìtashc 3.11 antikatoptrÐzei to gegonìc oti h anĹklash antistrèfei ton prosanatolismì thc Ĉ , se antÐjesh me touc metasqhmatismoÔc Möbius pou ton diathroÔn.

4. To uperbolikì epÐpedo

Estw H^2 = {z ∈ C : Imz > 0} kai I(H^2 ) = {f ∈ M : f(H^2 ) = H^2 }. To sÔnolo I(H^2 ) eÐnai profanÿc omĹda metasqhmatismÿn tou H^2 . To H^2 lègetai uperbolikì epÐpedo kai h gewmetrÐa (I(H^2 ), H^2 ) lègetai uperbolikă gewmetrÐa. EÐnai safèc oti o orismìc thc I(H^2 ) den eÐnai bolikìc. Ja broÔme touc tÔpouc twn stoiqeÐwn thc. Kat’ arqăn parathroÔme oti afoÔ kĹje stoiqeÐo thc f eÐnai omoiomorfismìc thc Ĉ kai f(H^2 ) = H^2 , prèpei f(R̂) = R̂, ìpou R̂ = R ∪ {∞}.

4.1. Lămma. Estw f ∈ M^+. An f(R̂) = R̂, tìte o f èqei tÔpo me pragmatikoÔc suntelestèc kai antÐstrofa.

Apìdeixh. To antÐstrofo eÐnai profanèc. Estw loipìn oti f(R̂) = R̂, ìpou f(z) = az + b cz + d , ad − bc ≠ 0. XeqwrÐzoume treÐc periptÿseic :

(i) Estw oti a ≠ 0, c ≠ 0. Tìte ac = f(∞) ∈ R, − ba = f^{−1}(0) ∈ R kai −dc = f^{−1}(∞) ∈ R. Eqoume loipìn a = f(∞)c, b = −af^{−1}(0) = −f^{−1}(0)f(∞)c kai d = −f^{−1}(∞)c. Ara f(z) = f(∞)z + (−f^{−1}(0)f(∞))

z + (−f^{−1}(∞)) , dhladă o tÔpoc tou f èqei pragmatikoÔc suntelestèc.

(ii) Estw oti a = 0, opìte c ≠ 0. PĹli èqoume f^{−1}(∞) ∈ R kai d = −cf^{−1}(∞). Sunepÿc b = f(z)(cz + d) = cf(z)(z − f^{−1}(∞)) gia kĹje z ∈ C \ {−dc }. Epilègoume tÿra èna z_0 ∈ R \ {−dc }, opìte f(z_0) ∈ R kai gia kĹje z ∈ C èqoume f(z) = f(z_0)z − f(z_0)f^{−1}(∞) z − f^{−1}(∞) , dhladă o f èqei tÔpo me pragmatikoÔc suntelestèc.

(iii) Estw oti c = 0, opìte a ≠ 0, d ≠ 0. Tìte èqoume f(0), f(1) ∈ R kai b = f(0)d, a = f(1)d − b = (f(1) − f(0))d. Ara f(z) = (f(1) − f(0))z + f(0) kai o f èqei pĹli tÔpo me pragmatikoÔc suntelestèc.

4.2. Jeÿrhma. Gia ènan f ∈ M^+ isqÔei f(H^2 ) = H^2 tìte kai mìnon tìte ìtan èqei tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ R kai ad − bc = 1.

Apìdeixh. Apì to lămma 4.1 o f èqei tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ R kai ad − bc ≠ 0.

KatĹ sunèpeia

Imf(z) = − i 2 (f(z) − f(z)) = − i 2 ( az + b cz + d − az̄ + b cz̄ + d ) = ad − bc |cz + d|^2 Imz. Etsi èqoume f(H^2 ) = H^2 tìte kai mìnon tìte ìtan ad − bc > 0. Diairÿntac ton arijmhtă kai ton paranomastă tou tÔpou tou f me √ ad − bc prokÔptei to sumpèrasma.

4.3. Jeÿrhma. H omĹda metasqhmatismÿn I(H^2 ) apoteleÐtai apì metasqhmatismoÔc f ∈ M pou èqoun tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ R kai ad − bc = 1 ă f(z) = az̄ + b cz̄ + d , ìpou a, b, c, d ∈ R kai ad − bc = −1.

Apìdeixh. An f ∈ M^+, èqoume thn prÿth morfă apì to jeÿrhma 4.2. Ta stoiqeÐa tou M \ M^+ eÐnai thc morfăc f ∘ C, ìpou f ∈ M^+ kai C eÐnai h anĹklash wc proc ton pragmatikì Ĺxona. An L^2 = {z ∈ C : Imz < 0}, tìte (f ∘ C)(H^2 ) = H^2 akribÿc ìtan f(L^2 ) = H^2 kai f(R̂) = R̂, afoÔ C(H^2 ) = L^2 . An ìmwc f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ R kai ad − bc ≠ 0, tìte ìpwc deÐqnei h apìdeixh tou jewrămatoc 4.2 èqoume

Imf(z) = ad − bc |cz + d|^2 Imz kai sunepÿc ja prèpei ad − bc < 0. Diairÿntac ton arijmhtă kai ton paranomastă tou tÔpou tou f ∘ C me √ |ad − bc| paÐrnoume thn deÔterh morfă.

An jèsoume I^+(H^2 ) = M^+ ∩ I(H^2 ), tìte

I^+(H^2 ) = {f ∈ M^+ : f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ R kai ad − bc = 1}, kai I(H^2 ) = I^+(H^2 ) ∪ I^+(H^2 ) ∘ τ, ìpou τ(z) = −z̄. H apeikìnish h : SL(2, R) → I^+(H ) me h ( a b c d ) = f, me tÔpo f(z) = az + b cz + d eÐnai epimorfismìc omĹdwn, ìpwc eÔkola diapistÿnetai, me purăna {I_2, −I_2}, ìpou I_2 eÐnai o monadiaÐoc pÐnakac. KatĹ sunèpeia P SL(2, R) ∼= I^+(H^2 ).

4.4. Prìtash. Gia kĹje z, w ∈ H^2 upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ) ÿste f(z) = w.

Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume oti gia kĹje z ∈ H^2 upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ) ÿste f(z) = i. An z = a + ib, ìpou a, b ∈ R, b > 0 kai f(u) = 1 b u − a b , tìte f ∈ I^+(H^2 ) kai f(z) = i.

4.5. Jeÿrhma. Estw K ⊂ Ĉ ènac kÔkloc pou tèmnei kĹjeta ton kÔklo R̂. Tìte gia kĹje f ∈ I(H^2 ), o f(K) eÐnai kÔkloc pou tèmnei epÐshc kĹjeta ton R̂ kai f(K∩H^2 ) = f(K)∩H^2 .

Apìdeixh. Estw prÿta oti K ⊂ C . Tìte o K tèmnei ton R̂ se dÔo shmeÐa sto R. ToulĹqiston èna apì ta dÔo den eÐnai to f^{−1}(∞). An autì eÐnai to z ∈ R, tìte apì to jeÿrhma 3.10 o kÔkloc f(K) ⊂ Ĉ tèmnei kĹjeta ton R̂ sto f(z). An f(K) ⊂ C , o f(K) eÐnai eukleÐdeioc kÔkloc pou tèmnei kĹjeta to R. An ∞ ∈ f(K), to f(K) \ {∞} eÐnai eukleÐdeia eujeÐa kĹjeth sto R. An tÿra ∞ ∈ K, to K \ {∞} eÐnai eukleÐdeia eujeÐa kĹjeth sto R kai an to shmeÐo tomăc den eÐnai to f^{−1}(∞), isqÔoun ta Ðdia ìpwc prohgoumènwc. An to shmeÐo tomăc eÐnai to f^{−1}(∞), to f(K) \ {∞} eÐnai pĹli eukleÐdeia eujeÐa kĹjeth sto R.

SÔmfwna loipìn me to jeÿrhma 4.5 h klĹsh L twn uposunìlwn tou H^2 apì eukleÐdeiec eujeÐec sto H^2 pou eÐnai kĹjetec sto R kai apì eukleÐdeia hmikÔklia pou tèmnoun kĹjeta to R eÐnai analloÐwth sta plaÐsia thc uperbolikăc gewmetrÐac. KĹje stoiqeÐo thc klĹshc L lègetai uperbolikă eujeÐa.

4.6. Prìtash. Gia kĹje uperbolikă eujeÐa l ∈ L upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ) ÿste f(l) = {iy : y > 0}.

Apìdeixh. Estw l ∈ L èna eukleÐdeio hmikÔklio pou tèmnei kĹjeta to R kai a < b ta akraÐa shmeÐa tou pĹnw sto R. An f(z) = z − b z − a , tìte f ∈ I^+(H^2 ) kai f(b) = 0, f(a) = ∞. To shmeÐo z = b + a2 + ib − a2 eÐnai to anÿtero shmeÐo tou hmikuklÐou l kai kĹnontac tic prĹxeic blèpoume oti f(z) = i. An loipìn K ⊂ C eÐnai o kÔkloc tou opoÐou Ĺnw hmikÔklio eÐnai to l, tìte o kÔkloc f(K) ⊂ Ĉ èqei trÐa koinĹ shmeÐa me ton kÔklo {iy : y ∈ R} ∪ {∞} ⊂ Ĉ . Ara f(K) = {iy : y ∈ R} ∪ {∞} kai sunepÿc f(l) = f(K ∩ H^2 ) = f(K) ∩ H^2 = {iy : y > 0}. An tÿra h l ∈ L eÐnai eukleÐdeia eujeÐa kĹjeth sto R, tìte jewroÔme ton f ∈ I^+(H^2 ) me tÔpo f(z) = z − a, ìpou a eÐnai to akraÐo shmeÐo thc l pĹnw sto R.

4.7. Prìtash. An z, w ∈ H^2 , z ≠ w, tìte upĹrqei mÐa monadikă uperbolikă eujeÐa tou H^2 pou dièrqetai apì ta z, w.

Apìdeixh. An Rez = Rew, tìte h eukleÐdeia eujeÐa pou dièrqetai apì ta z, w eÐnai kĹjeth sto R kai sunepÿc to mèroc thc pou brÐsketai sto H^2 eÐnai h monadikă uperbolikă eujeÐa pou dièrqetai apì ta z, w. An Rez ≠ Rew, jewroÔme to eukleÐdeio eujÔgrammo tmăma me Ĺkra z, w. H eukleÐdeia mesokĹjeth s’ autì tèmnei tìte to R s’ èna monadikì shmeÐo, to opoÐo eÐnai to kèntro enìc eukleÐdeiou kÔklou K. To l = K ∩ H^2 eÐnai h monadikă uperbolikă eujeÐa pou dièrqetai apì ta z, w.

5. H uperbolikă apìstash.

To uperbolikì măkoc mÐac C^1 kampÔlhc γ : [α, β] → H^2 eÐnai L(γ) = ∫_β α |γ^′(t)| Imγ(t) dt. An h γ eÐnai katĹ tmămata C^1, dhladă upĹrqoun α = t_0 < t_1 < ... < t_k = β ÿste h γ|[t_j , t_{j+1}], j = 0, ...k − 1, na eÐnai C^1, tìte orÐzoume L(γ) = k−1∑ j=0 L(γ|[t_j , t_{j+1}]). To uperbolikì măkoc eÐnai analloÐwto apì anaparametrăseic, ìpwc akribÿc sumbaÐnei me to eukleÐdeio măkoc. PrĹgmati, an h : [α^′, β^′] → [α, β] eÐnai mÐa C^1 amfidiafìrish, tìte (γ ∘ h)^′(t) = h^′(t)γ^′(h(t)) kai L(γ ∘ h) = ∫_β′ α^′ |(γ ∘ h)^′(t)| Im((γ ∘ h)(t)) dt = ∫_β′ α^′ |γ^′(h(t))| Imγ(h(t)) · |h^′(t)|dt = ∫_β α |γ^′(t))| Imγ(t) dt = L(γ).

5.1. Jeÿrhma. Estw γ : [α, β] → H^2 mÐa (katĹ tmămata) C^1 kampÔlh. Gia kĹje f ∈ I(H^2 ) isqÔei L(f ∘ γ) = L(γ).

Apìdeixh. Estw oti f ∈ I^+(H^2 ) me tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ C , ad − bc = 1. Tìte ìpwc xèroume

(f ∘ γ)^′(t) = 1 (cγ(t) + d)^2

· γ^′(t) kai Imf(γ(t)) = 1 |cγ(t) + d|^2 · Imγ(t). KatĹ sunèpeia |(f ∘ γ)^′(t)| Im(f ∘ γ)(t) = 1 |cγ(t) + d|^2 · |γ^′(t)| 1 |cγ(t) + d|^2 · Imγ(t) = |γ^′(t)| Imγ(t) .

Ara L(f ∘ γ) = L(γ). Apomènei tÿra na deÐxoume oti L(τ ∘ γ) = L(γ). Autì ìmwc eÐnai profanèc.

5.2. ParĹdeigma. Estw α < β kai γ : [α^′, β^′] → H^2 me tÔpo γ(t) = iϕ(t), ìpou h ϕ : [α^′, β^′] → [α, β] eÐnai mÐa C^1 monìtonh sunĹrthsh. Tìte L(γ) = ∫_β′ α^′ |iϕ^′(t)| ϕ(t) dt = ∫_β′ α^′ |ϕ^′(t)| ϕ(t) dt = log β α . An δ : [α^{′′}, β^{′′}] → H^2 eÐnai mÐa opoiadăpote katĹ tmămata C^1 kampÔlh, me δ(α^{′′}) = iα kai δ(β^{′′}) = iβ, tìte L(δ) = ∫_β′′ α^{′′} |δ^′(t)| Imδ(t) dt ≥ ∫_β′′ α^{′′} |(Imδ)^′(t)| Imδ(t) dt ≥ ∫_β′′ α^{′′} (Imδ)^′(t) Imδ(t) dt = log β α = L(γ). Dhladă, h γ eÐnai h katĹ tmămata C^1 kampÔlh apì to iα sto iβ me to elĹqisto uperbolikì măkoc.

5.3. Jeÿrhma. Estwsan z, w ∈ H^2 kai ζ : [α, β] → H^2 mÐa 1-1 paramètrhsh tou tmămatoc thc uperbolikăc eujeÐac pou dièrqetai apì ta z, w kai ta èqei Ĺkra. H ζ metaxÔ twn katĹ tmămata C^1 kampÔlwn apì to z sto w èqei to elĹqisto uperbolikì măkoc.

Apìdeixh. Estw δ : [α^′, β^′] → H^2 mÐa katĹ tmămata C^1 kampÔlh apì to z sto w. SÔmfwna me to jeÿrhma 4.6, upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ) ÿste f(ζ([α, β])) = γ([α, β]), ìpou γ eÐnai h kampÔlh tou paradeÐgmatoc 5.2 apì to f(z) sto f(w) . Apì to jeÿrhma 5.1 kai to parĹdeigma 5.2 èqoume tÿra L(ζ) = L(f ∘ ζ) = L(γ) ≤ L(f ∘ δ) = L(δ).

An z, w ∈ H^2 , to tmăma thc uperbolikăc eujeÐac pou dièrqetai apì ta z kai w kai ta èqei Ĺkra lègetai uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra ta z, w. SÔmfwna me ta prohgoÔmena, ta uperbolikĹ eujÔgramma tmămata eÐnai kampÔlec elaqÐstou uperbolikoÔ măkouc. OrÐzoume tÿra wc uperbolikă apìstash twn z, w ∈ H^2 to uperbolikì măkoc d(z, w) tou uperbolikoÔ eujÔgrammou tmămatoc me Ĺkra ta z, w. An z = w tìte orÐzoume d(z, w) = 0. Profanÿc,

d(z, w) = inf{L(δ)|δ eÐnai mÐa katĹ tmămata C^1 kampÔlh apì to z sto w}.

5.4. Prìtash. To zeÔgoc (H^2 , d) eÐnai metrikìc qÿroc. Dhladă,

(i) d(z, w) ≥ 0 kai d(z, w) = 0 tìte kai mìnon tìte ìtan z = w. (ii) d(z, w) = d(w, z). (iii) d(z, w) ≤ d(z, u) + d(u, w). Apìdeixh. Apì ton orismì eÐnai profanèc oti L(δ) ≥ 0 gia kĹje katĹ tmămata C^1 kampÔlh kai sunepÿc d(z, w) ≥ 0. EpÐshc, an z ≠ w, to monadikì uperbolikì eujÔgrammo tmăma pou ta èqei Ĺkra èqei jetikì uperbolikì măkoc. Apì to jeÿrhma 5.3 èqoume loipìn d(z, w) > 0. Etsi èqoume to (i). Gia to (ii) arkeÐ na parathrăsoume oti an δ : [α, β] → H^2 eÐnai mÐa katĹ tmămata C^1 kampÔlh apì to z sto w, tìte h δ̃ : [α, β] → H^2 me tÔpo δ̃(t) = δ(α + β − t) eÐnai mÐa katĹ tmămata C1 kampÔlh apì to w sto z kai L(δ̃) = L(δ). ArkeÐ tÿra na pĹroume wc δ to uperbolikì eujÔgrammo tmăma apì to z sto w. Etsi èqoume to (ii). Gia to (iii) paÐrnoume to uperbolikì eujÔgrammo tmăma γ_1 : [α_1, β_1] → H^2 apì to z sto u kai to uperbolikì eujÔgrammo tmăma γ_2 : [α_2, β_2] → H^2 apì to u sto w. An δ(t) = { γ_1(2t(β_1 − α_1) + α_1), ìtan 0 ≤ t ≤ 1/2 γ_2((2t − 1)(β_2 − α_2) + α_2), ìtan 1/2 ≤ t ≤ 1, tìte d(z, w) ≤ L(δ) = L(γ_1) + L(γ_2) = d(z, u) + d(u, w).

5.5. Jeÿrhma. Estwsan z, w ∈ H^2 me z ≠ w kai z^∗, w^∗ ∈ R̂ ta Ĺkra sto Ĺpeiro thc monadikăc uperbolikăc eujeÐac l pou dièrqetai apì ta z, w, ÿste to z na brÐsketai metaxÔ twn z^∗ kai w. Tìte d(z, w) = log[z, z^∗; w, w^∗].

Apìdeixh. Apì thn prìtash 4.6 upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ) ÿste f(l) = {iy : y > 0}. Sunjètontac en anĹgkh thn f apì aristerĹ me thn f_1(u) = λu, gia katĹllhlo λ > 0 ă kai me thn f_2(u) = − 1u, mporoÔme na thn epilèxoume ètsi ÿste epiplèon f(z^∗) = 0, f(w^∗) = ∞ kai f(z) = i, opìte f(w) = βi gia kĹpoio β > 1. SÔmfwna me to parĹdeigma 5.2 èqoume tìte d(z, w) = d(i, βi) = log β. Omwc β = lim_{u→∞} i − u i · βi βi − u = [i, 0; βi, ∞] = [f^{−1}(i), f^{−1}(0); f^{−1}(βi), f^{−1}(∞)] = [z, z^∗; w, w^∗].

Apì ta prohgoÔmena èqoume tÿra to akìloujo.

5.6. Pìrisma. KĹje f ∈ I(H^2 ) eÐnai uperbolikă isometrÐa, dhladă d(f(z), f(w)) = d(z, w) gia kĹje z, w ∈ H^2 .

Enac akìma qrăsimoc tÔpoc gia thn uperbolikă apìstash eÐnai o akìloujoc.

5.7. Prìtash. Gia kĹje z, w ∈ H^2 isqÔei

sinh( 1 2 d(z, w)) = |z − w| 2(Imz)^{1/2}(Imw)^{1/2} . Apìdeixh. Kat’ arqăn parathroÔme oti oi posìthtec kai twn dÔo melÿn eÐnai analloÐwtec apì thn omĹda metasqhmatismÿn I^+(H^2 ). To analloÐwto tou aristeroÔ mèlouc eÐnai to pìrisma 5.6. Oso aforĹ to dexiì mèloc, gia kĹje f ∈ I^+(H^2 ) èqoume |f(z) − f(w)| = |z − w| ( Imf(z) Imz )_{1/2} · ( Imf(w) Imw )_{1/2} . kai sunepÿc to dexiì mèloc eÐnai analloÐwto. Epilègontac tÿra ènan f pou apeikonÐzei to uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra z, w sto uperbolikkì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra iα, iβ gia kĹpoia 0 < α < β èqoume apì to parĹdeigma 5.2

sinh( 1 2 d(z, w)) = sinh( 1 2 d(iα, iβ)) = 1 2 (√ β α − √ α β ) = |iα − iβ| 2(Imiα)^{1/2}(Imiβ)^{1/2} = |z − w| 2(Imz)^{1/2}(Imw)^{1/2} .

5.8. Pìrisma. Ena uposÔnolo tou H^2 eÐnai d-anoiqtì tìte kai mìnon tìte ìtan eÐnai anoiqtì wc proc thn eukleÐdeia apìstash.

Apìdeixh. Gia kĹje ϵ > 0 kai z ∈ H^2 h anoiqtă d-mpĹlla aktÐnac ϵ kai kèntrou z eÐnai to sÔnolo S_d(z, ϵ) = {w ∈ H^2 : d(z, w) < ϵ} = {w ∈ H^2 : |z − w| 2(Imz)^{1/2}(Imw)^{1/2}

< sinh( ϵ 2 )}, apì thn prìtash 5.7, pou eÐnai profanÿc anoiqtì wc proc thn eukleÐdeia apìstash. Autì deÐqnei oti kĹje d-anoiqtì sÔnolo eÐnai anoiqtì kai wc proc thn eukleÐdeia apìstash. AntÐstrofa, gia kĹje δ > 0 kai z ∈ H^2 upĹrqei ϵ > 0 ÿste S_d(z, ϵ) ⊂ S(z, δ). PrĹgmati, an to 0 < ϵ < 1 eÐnai tètoio ÿste 2(Imz)^{1/2}(e^{ϵ+log Imz})^{1/2} sinh(ϵ/2) < δ, tìte gia kĹje w ∈ S_d(z, ϵ) èqoume |z − w| < 2 sinh(ϵ/2)(Imz)^{1/2}(Imw)^{1/2} < δ, giatÐ an γ : [α, β] → H^2 eÐnai mÐa paramètrhsh tou uperbolikoÔ eujÔgrammou tmămatoc me Ĺkra z, w èqoume ϵ > d(z, w) = L(γ) = ∫_β α |γ^′(t)| Imγ(t) dt ≥ ∫_β α |(Imγ)^′(t)| Imγ(t) dt ≥ | log( Imz Imw )| kai sunepÿc Imw < e^{ϵ+log Imz}.

6. Oi uperbolikèc isometrÐec

Estw (X, d) ènac metrikìc qÿroc. MÐa isometrÐa tou (X, d) eÐnai mÐa apeikìnish f : X → X epÐ pou diathreÐ thn apìstash d, dhladă d(f(x), f(y)) = d(x, y) gia kĹje x, y ∈ X. EÐnai fanerì oti kĹje isometrÐa eÐnai omoiomorfismìc. Epiplèon to sÔnolo twn isometriÿn tou (X, d) eÐnai mÐa omĹda metasqhmatismÿn pou sumbolÐzoume me I_d(X).

6.1. ParĹdeigma. Sto C h d(z, w) = |z − w| eÐnai h eukleÐdeia apìstash, gia thn opoÐa mporeÐ na apodeiqjeÐ oti I_d(C ) = E.

Sthn parĹgrafo autăn ja apodeÐxoume oti kĹti anĹlogo isqÔei kai sthn uperbolikă gewmetrÐa. Kat’ arqăn apì to pìrisma 5.6 èqoume oti h I(H^2 ) eÐnai upoomĹda thc I_d(H^2 ), ìpou d eÐnai h uperbolikă apìstash. Gia thn apìdeixh tou antistrìfou ja qreiastoÔme thn akìloujh bohjhtikă prìtash pou èqei kai autìnomo endiafèron.

6.2. Prìtash. Estwsan z, u, w ∈ H^2 trÐa diaforetikĹ metaxÔ touc shmeÐa. Ta akìlouja eÐnai isodÔnama (i) d(z, w) = d(z, u) + d(u, w). (ii) To u brÐsketai pĹnw sto uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra z, w.

Apìdeixh. UpĹrqei f_1 ∈ I^+(H^2 ) pou apeikonÐzei thn uperbolikă eujeÐa l pou dièrqetai apì ta z, w sthn I = {iy : y > 0}. Tìte f_1(z) = μi kai f_1(w) = λi, gia kĹpoia λ, μ > 0. An f_2 ∈ I^+(H^2 ) eÐnai aută me tÔpo f_2(v) =^1μv, tìte f_2(I) = I kai sunepÿc (f_2 ∘ f_1)(l) = I,

enÿ (f_2 ∘ f_1)(z) = i kai (f_2 ∘ f_1)(w) = λμi. An λμ < 1, jewroÔme thn f_3(v) = − 1v , opìte

f_3(I) = I, enÿ (f_3 ∘ f_2 ∘ f_1)(z) = i kai (f_3 ∘ f_2 ∘ f_1)(w) = λμi. Etsi upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ), ÿste f(l) = I, f(z) = i kai f(w) = ai gia kĹpoio a > 1. Estw tÿra oti u ∈ l metaxÔ twn z, w. Tìte to f(u) ∈ I brÐsketai metaxÔ twn i, ai. Dhladă, f(u) = bi gia kĹpoio 1 ≤ b ≤ a kai d(z, u) = d(i, bi) = log b, enÿ d(u, w) = d(bi, ai) = log a − log b = d(i, ai) − d(z, u) = d(z, w) − d(z, u). Autì deÐqnei oti to (i) eÐnai sunèpeia tou (ii). Gia to antÐstrofo, èstw oti isqÔei to (i) kai èstw oti f(u) = c + bi ∈ H^2 , gia kĹpoio c ∈ R. Ja upojèsoume oti to u den brÐsketai sto uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra z, w kai ja deÐxoume oti odhgoÔmaste se Ĺtopo. An f(u) ∈ I, tìte c = 0, dhladă f(u) = bi kai 0 < b < 1 ă a < b. An 0 < b < 1, tìte d(z, u) = d(i, bi) = − log b, enÿ d(u, w) = d(ai, bi) = log a − log b = d(i, ai) + d(z, u) = d(z, w) + d(z, u). KatĹ sunèpeia d(z, u) + d(u, w) = d(z, w) = d(u, w) − d(z, u), dhladă d(z, u) = 0, antÐfash. Estw tÿra oti b > a. Tìte d(z, u) = log b kai d(u, w) = d(z, u) − d(z, w), opìte ìpwc prohgoumènwc brÐskoume d(u, w) = 0, antÐfash. Estw tÿra oti c ≠ 0, dhladă f(u) /∈ I. Tìte d(z, u) = d(i, c + bi) > d(i, bi) kai d(u, w) = d(ai, c + bi) > d(ai, bi). An 1 ≤ b ≤ a, tìte d(z, w) = d(i, ai) = d(a, bi) + d(bi, ai) < d(z, u) + d(u, w) pou eÐnai antÐfash. An b /∈ [1, a], tìte pĹli èqoume dÔo periptÿseic. An 0 < b < 1, èqoume sÔmfwna me touc prohgoÔmenouc upologismoÔc d(z, w) = d(i, ai) = d(ai, bi) − d(i, bi) ≤ d(ai, bi) + d(i, bi) < d(z, u) + d(u, w), antÐfash. An b > a, tìte d(z, w) = d(i, ai) = d(i, bi) − d(ai, bi) ≤ d(i, bi) + d(ai, bi) < d(z, u) + d(u, w). Etsi se kĹje perÐptwsh fjĹnoume se antÐfash.

6.3. Pìrisma. Estwsan z, w ∈ H^2 me z ≠ w. Tìte kĹje f ∈ I_d(H^2 ) apeikonÐzei to uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra z, w sto uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra f(z), f(w). Apìdeixh. Estw u èna shmeÐo tou uperbolikoÔ eujÔgrammou tmămatoc me Ĺkra z, w. Apì thn prìtash 6.2 èqoume d(f(z), f(w)) = d(z, w) = d(z, u) + d(u, w) = d(f(z), f(u)) + d(f(u), f(w)) kai sunepÿc to f(u) brÐsketai pĹnw sto uperbolikì eujÔgrammo tmăma me Ĺkra f(z), f(w). 6.4. Jeÿrhma. I_d(H^2 ) = I(H^2 ).

Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume oti kĹje f ∈ I_d(H^2 ) eÐnai sthn I(H^2 ). To I = {iy : y > 0} eÐnai uperbolikă eujeÐa kai to f(I) eÐnai epÐshc uperbolikă eujeÐa, apì to pìrisma 6.3.

Opwc sthn arqă thc apìdeixhc thc prìtashc 6.2, upĹrqei g ∈ I^+(H^2 ) ÿste (g ∘ f)(i) = i, (g ∘ f)({iy : y > 1}) = {iy : y > 1} kai (g ∘ f)({iy : 0 < y < 1}) = {iy : 0 < y < 1}. Tìte d(z, (g ∘ f)(z)) = |d(z, i) − d(i, (g ∘ f)(z))| = 0, gia kĹje z ∈ I. Ara (g ∘ f)(z) = z gia kĹje z ∈ I. Estw tÿra z = x + iy ∈ H^2 kai (g ∘ f)(z) = r + is. Tìte gia kĹje t > 0 èqoume d(z, it) = d((g ∘ f)(z), (g ∘ f)(it)) = d(r + is, it). Apì thn prìtash 5.7 prokÔptei oti |x + iy − it|^2 4yt = |r + is − it|^2 4st kai katĹ sunèpeia 1 t^2

[x^2 + (y − t)^2]s = 1 t^2

[r^2 + (s − t)^2]y

gia kĹje t > 0. PaÐrnontac ta ìria gia t → +∞ prokÔptei oti s = y kai katĹ sunèpeia x^2 = r^2. Autì shmaÐnei oti (g ∘ f)(z) = z ă −z̄ gia kĹje z ∈ H^2 . AfoÔ h g ∘ f eÐnai suneqăc kai ta {z ∈ H^2 : Rez < 0}, {z ∈ H^2 : Rez > 0} sunektikĹ, prèpei g ∘ f = id ă g ∘ f = τ, ìpou h τ ∈ I(H^2 ) èqei tÔpo τ(z) = −z̄. Sthn prÿth perÐptwsh èqoume f = g^{−1} ∈ I^+(H^2 ), enÿ sthn deÔterh f = g^{−1} ∘ τ ∈ I^+(H^2 ) ∘ τ ⊂ I(H^2 ).

7. Ta axiÿmata tou EukleÐdh sthn uperbolikă gewmetrÐa

Sthn parĹgrafo aută ja doÔme poiĹ apì ta axiÿmata tou EukleÐdh isqÔoun sthn uperbolikă gewmetrÐa kai me poiĹ morfă. SÔmfwna me thn prìtash 4.7, apì dÔo diaforetikĹ shmeÐa tou uperbolikoÔ epipèdou dièrqetai mÐa monadikă uperbolikă eujeÐa. Etsi to 1o aÐthma tou EukleÐdh isqÔei kai sthn uperbolikă gewmetrÐa. Apì to parĹdeigma 5.2 kai thn prìtash 4.6 prokÔptei oti kĹje uperbolikă eujeÐa èqei Ĺpeiro măkoc kai proc tic dÔo kateujÔnseic thc. Sunepÿc to 2o aÐthma tou EukleÐdh èqei isqÔ sthn uperbolikă gewmetrÐa.

Gia to 3o aÐthma ja qreiasteÐ prÿta na perigrĹyoume touc uperbolikoÔc kÔklouc. Estw z ∈ H^2 kai s > 0. To sÔnolo C(z, s) = {w ∈ H^2 : d(z, w) = s} lègetai uperbolikìc kÔkloc me kèntro z kai aktÐna s. An z = i kai r = sinh(s/2), apì thn prìtash 5.7 èqoume C(i, s) = {z ∈ H^2 : |z − i| 2(Imz)^{1/2} = r}. An z = x + iy, èqoume z ∈ C(i, s) tìte kai mìnon tìte ìtan x^2 + (y − 1)^2 = 4r^2y ă isodÔnama x^2 + [y − (2r^2 + 1)]^2 = 4r^2(r^2 + 1).

Dhladă, o uperbolikìc kÔkloc C(i, s) eÐnai ènac eukleÐdeioc kÔkloc me kèntro i(2r^2 + 1) kai aktÐna 2r(r^2 + 1)^{1/2}. AfoÔ gia kĹje z ∈ H^2 upĹrqei f ∈ I^+(H^2 ) ÿste f(z) = i kai o f apeikonÐzei eukleÐdeiouc kÔklouc se eukleÐdeiouc kÔklouc, enÿ eÐnai kai uperbolikă isometrÐa, prokÔptei oti kĹje uperbolikìc kÔkloc eÐnai eukleÐdeioc kÔkloc wc sÔnolo, allĹ me Ĺllo kèntro kai Ĺllh aktÐna. Autì shmaÐnei oti to 3o aÐthma tou eukleÐdh isqÔei kai sthn uperbolikă gewmetrÐa.

Jewrÿntac thn Ðdia ènnoia gwnÐac gia thn uperbolikă gewmetrÐa ìpwc kai sthn eukleÐdeia, ìlec oi orjèc gwnÐec sto uperbolikì epÐpedo eÐnai Ðsec, afoÔ oi uperbolikèc isometrÐec diathroÔn tic gwnÐec. Etsi isqÔei kai to 4o aÐthma tou EukleÐdh.

DÔo uperbolikèc eujeÐec l_1, l_2 lègontai parĹllhlec an l_1 ∩ l_2 = ∅. Estw l mÐa uperbolikă eujeÐa kai z ∈ H^2 , z /∈ l. DiakrÐnoume dÔo periptÿseic.

Estw oti h l eÐnai eukleÐdeia hmieujeÐa kĹjeth sto R. Tìte h eukleÐdeia hmieujeÐa pou eÐnai kĹjeth sto R kai dièrqetai apì to z eÐnai uperbolikă eujeÐa parĹllhlh proc thn l. Estw x ∈ R me y < x < Rez, ìpou y eÐnai to asumptwtikì Ĺkro thc l epÐ tou R. UpĹrqei ènac monadikìc eukleÐdeioc kÔkloc C pou dièrqetai apì ta x, z kai eÐnai kĹjetoc sto R. To C ∩ H^2 eÐnai uperbolikă eujeÐa pou dièrqetai apì to z kai eÐnai parĹllhlh proc thn l. Autì deÐqnei oti upĹrqoun uperarijmăsimec sto plăjoc parĹllhlec proc thn l pou dièrqontai apì to z.

Estw oti h l eÐnai to Ĺnw hmikÔklio eukleÐdeiou kÔklou kĹjetou sto R. Estw x_0 ∈ R to kèntro autoÔ tou eukleÐdeiou kÔklou. Estw K o eukleÐdeioc kÔkloc me kèntro x_0 pou dièrqetai apì to z. To K ∩ H^2 eÐnai uperbolikă eujeÐa parĹllhlh thc l. An x ∈ R eÐnai èna opoiodăpote shmeÐo metaxÔ twn eukleideÐwn kÔklwn K, l, tìte upĹrqei ènac monadikìc eukleÐdeioc kÔkloc C pou dièrqetai apì ta x, z. To C ∩ H^2 eÐnai uperbolikă eujeÐa parĹllhlh thc l. Etsi kai se autăn thn perÐptwsh upĹrqoun uperarijmăsimec sto plăjoc uperbolikèc eujeÐec parĹllhlec thc l pou dièrqontai apì to z.

Ta prohgoÔmena deÐqnoun oti to 5o aÐthma tou EukleÐdh den isqÔei sthn uperbolikă gewmetrÐa, allĹ isqÔei to akìloujo.

7.1. Jeÿrhma. Gia kĹje uperbolikă eujeÐa l kai z ∈ H^2 me z /∈ l upĹrqoun uperarijmăsimec sto plăjoc uperbolikèc eujeÐec parĹllhlec thc l pou dièrqontai apì to z.

MÐa idiaiterìthta pou èqei to uperbolikì epÐpedo se sqèsh me to eukleÐdeio eÐnai to ideÿdec sÔnoro, pou eÐnai ex orismoÔ to sÔnolo ∂H^2 = R̂. Ta shmeÐa tou ideÿdouc sunìrou lègontai shmeÐa sto Ĺpeiro. KĹje uperbolikă eujeÐa èqei akribÿc dÔo shmeÐa sto Ĺpeiro. AntÐstrofa, dÔo diaforetikĹ shmeÐa sto Ĺpeiro orÐzoun akribÿc mÐa uperbolikă eujeÐa thc opoÐac eÐnai ta shmeÐa sto Ĺpeiro. Sto uperbolikì epÐpedo èqoume dÔo periptÿseic parallălwn eujeiÿn. DÔo parĹllhlec uperbolikèc eujeÐec l_1, l_2 eÐte èqoun èna koinì shmeÐo sto Ĺpeiro eÐte den èqoun kanèna. An den èqoun kanèna lègontai uperparĹllhlec.

8. To uperbolikì embadìn kai o tÔpoc twn Gauss-Bonnet

To uperbolikì embadìn enìc sunìlou X ⊂ H^2 eÐnai to μ(X) = ∫ X 1 y^2 dxdy, an to oloklărwma upĹrqei. JumÐzoume oti h Ôparxh tou oloklhrÿmatoc exartĹtai apì to X. Etsi to uperbolikì embadìn den upĹrqei gia ìla ta uposÔnola tou uperbolikoÔ epipèdou.

8.1. Prìtash. To uperbolikì embadìn eÐnai analloÐwto apì tic uperbolikèc isometrÐec. Dhladă, gia kĹje X ⊂ H^2 , tou opoÐou to uperbolikì embadìn upĹrqei kai kĹje f ∈ I(H^2 ) isqÔei μ(X) = μ(f(X)).

Apìdeixh. H apìdeixh eÐnai sunèpeia tou tÔpou allagăc metablhtăc katĹ thn oloklărwsh. Estw prÿta oti f = τ, ìpou τ(z) = −z̄. An z = x+iy, tìte τ(x, y) = (−x, y) kai sunepÿc Dτ(x, y) = ( −1 0 0 1 ) . Ara μ(τ(X)) = ∫ τ (X) 1 y^2 dxdy = ∫ X 1 y^2 · | det Dτ(x, y)|dxdy = μ(X). Estw tÿra oti f ∈ I^+(H^2 ) me tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ R, ad − bc = 1. Tìte ìpwc xèroume Imf(z) = 1 |cz + d|^2 · Imz kai f(x, y) = ( acx^2 + acy^2 + bd + bcx + adx (cx + d)^2 + c^2y^2 , y (cx + d)^2 + c^2y^2 ). Ara Df(x, y) = (cx + d)^2 − c^2y^2 [(cx + d)^2 + c^2y^2]^2 2cy(cx + d) [(cx + d)^2 + c^2y^2]^2 −2cy(cx + d) [(cx + d)^2 + c^2y^2]^2

(cx + d)^2 − c^2y^2 [(cx + d)^2 + c^2y^2]^2 kai sunepÿc det Df(x, y) = 1 |cz + d|^4 , ìpou z = x + iy. Etsi apì ton tÔpo allagăc metablhtăc katĹ thn oloklărwsh èqoume μ(f(X)) = ∫ f(X) 1 y^2 dxdy = ∫ X 1 y^2 [(cx + y)^2 + y^2]^2 · 1 [(cx + y)^2 + y^2]^2 dxdy = μ(X).

Ena uperbolikì n-gwno, n ≥ 3, eÐnai èna kleistì uposÔnolo P tou H^2 ∪ ∂H^2 , pou frĹssetai apì n uperbolikĹ eujÔgramma tmămata, pou lègontai pleurèc. Ta shmeÐa tomăc twn pleurÿn lègontai korufèc. Epitrèpoume kĹpoiec apì tic korufèc na brÐskontai sto ∂H^2 = R̂. Tètoiec korufèc apokaloÔntai ideÿdeic korufèc kai bèbaia den anăkoun sto P ∩ H^2 . PĹnta ìmwc èqoume intP ⊂ H^2 . An to P den èqei kammÐa ideÿdh korufă, eÐnai kleistì kai fragmèno, dhladă sumpagèc.

8.2. Prìtash. Estw Δ èna uperbolikì trÐgwno me mÐa mìnon ideÿdh korufă. An 0 ≤ α, β ≤ π eÐnai oi eswterikèc gwnÐec stic dÔo Ĺllec korufèc, tìte μ(Δ) = π − α − β.

Apìdeixh. Qrhsimopoiÿntac èna katĹllhlo stoiqeÐo thc I^+(H^2 ) mporoÔme na metasqhmatÐsoume to trÐgwno, ÿste h ideÿdhc korufă tou na eÐnai h ∞, opìte oi dÔo pleurèc pou tèmnontai s’ autăn eÐnai tmămata eukleideÐwn eujeiÿn kĹjetwn sto R̂. MetasqhmatÐzontac sthn sunèqeia to trÐgwno me stoiqeÐa thc I^+(H^2 ) thc morfăc f(z) = z + b, b ∈ R kai g(z) = λz, λ > 0, to fèrnoume se jèsh ÿste h trÐth pleurĹ na perièqetai sto eukleÐdeio hmikÔklio me kèntro to 0 ∈ R kai aktÐna 1. To uperbolikì embadìn kai oi gwnÐec paramènoun analloÐwta apì touc metasqhmatismoÔc autoÔc, apì thn prìtash 8.1 kai to jeÿrhma 3.10. Eqoume tÿra

μ(Δ) = ∫ Δ 1 y^2 dxdy = ∫_{cos β} cos(π−α) (∫_{+∞} √ 1−x^2 1 y^2 dy ) dx = ∫_{cos β} cos(π−α) 1 √ 1 − x^2 dx. Jètontac x = cos θ, 0 ≤ θ ≤ π, brÐskoume

μ(Δ) = ∫_β π−α − sin θ sin θ dθ = π − α − β.

8.3. Jeÿrhma. Estw Δ ⊂ H^2 èna sumpagèc uperbolikì trÐgwno me eswterikèc gwnÐec α, β, γ. To uperbolikì embadìn tou Δ eÐnai

μ(Δ) = π − (α + β + γ).

Apìdeixh. MetasqhmatÐzontac to trÐgwno me katĹllhla stoiqeÐa thc I^+(H^2 ) paÐrnoume èna isodÔnamo trÐgwno tou opoÐou kammÐa pleurĹ den eÐnai mèroc eukleÐdeiac eujeÐac kĹjethc sto R̂. Opwc pĹnta to embadìn kai oi gwnÐec den allĹzoun. Estwsan A, B, Γ oi korufèc me antÐstoiqec eswterikèc gwnÐec α, β, γ. ProekteÐnontac thn pleurĹ AB proc thn kateÔjunsh tou B, h uperbolikă eujeÐa, mèroc thc opoÐac eÐnai h AB, èqei èna shmeÐo B^′ sto Ĺpeiro. To uperbolikì trÐgwno Δ_1 me korufèc A, B^′, Γ èqei mìnon mÐa ideÿdh korufă, thn B^′ kai to Ðdio isqÔei gia to uperbolikì trÐgwno Δ_2 me korufèc B, B^′, Γ . An ϕ eÐnai h eswterikă gwnÐa tou trigÿnou Δ_2 sthn korufă Γ , èqoume

μ(Δ) = μ(Δ_1) − μ(Δ_2) = [π − α + γ + ϕ)] − [π − (ϕ + π − β)] = π − (α + β + γ).

8.4. Pìrisma. To Ĺjroisma twn eswterikÿn gwniÿn enìc uperbolikoÔ trigÿnou eÐnai mikrìtero apì π kai h diaforĹ eÐnai to uperbolikì embadìn tou trigÿnou.

9. To montèlo tou dÐskou tou Poincaré

Sthn parĹgrafo autăn ja perigrĹyoume èna enallaktikì montèlo thc uperbolikăc gewmetrÐac ston monadiaÐo dÐsko D^2 = {z ∈ C : |z| < 1}. O ϕ ∈ M^+ me tÔpo ϕ(z) = iz + 1 z + i lègetai metasqhmatismìc tou Cayley kai ϕ(H^2 ) = D^2 , giatÐ an z = x + iy ∈ C , èqoume |ϕ(z)| < 1 tìte kai mìnon tìte ìtan

x^2 + (y − 1)^2 x^2 + (y + 1)^2 < 1, dhladă y > 0. O antÐstrofoc èqei tÔpo

ϕ^{−1}(z) = −iz + 1 z − i .

To sÔnolo

I(D^2 ) = {g ∈ M : g(D^2 ) = D^2 } = {ϕ ∘ f ∘ ϕ^{−1} : f ∈ I(H^2 )}

eÐnai omĹda metasqhmatismÿn tou D^2 kai to zeÔgoc (I(D^2 ), D^2 ) eÐnai mÐa gewmetrÐa isìmorfh me thn (I(H^2 ), H^2 ). Me Ĺlla lìgia, h (I(D^2 ), D^2 ) eÐnai èna deÔtero montèlo thc uperbolikăc gewmetrÐac. Jètoume I^+(D^2 ) = {ϕ ∘ f ∘ ϕ^{−1} : f ∈ I^+(H^2 )}. Tìte I(D^2 ) = I^+(D^2 ) ∪ I^+(D^2 ) ∘ τ, afoÔ ϕ ∘ τ ∘ ϕ^{−1} = τ sthn Ĉ . KĹje stoiqeÐo thc I^+(D^2 ) eÐnai thc morfăc g = ϕ ∘ f ∘ ϕ^{−1}, ìpou f(z) = az + b cz + d , me a, b, c, d ∈ R, ad − bc = 1. KĹnontac tic prĹxeic brÐskoume oti o tÔpoc tou g eÐnai

g(z) = ϕ(f(ϕ^{−1}(z))) =

[a + d + i(b − c)]z + [b + c + i(a − d)] [b + c − i(a − d)]z + [a + d − i(b − c)] . Jètontac tÿra A = 1 2 [a + d + i(b − c)] kai B = 1 2 [b + c + i(a − d)] paÐrnoume ton tÔpo g(z) = Az + B B̄z + Ā, ìpou |A|^2 − |B|^2 = 1.

Omoia an g ∈ I^+(D^2 ) ∘ τ, tìte g(z) = Az̄ − B B̄z̄ − Ā, ìpou |A|^2 − |B|^2 = 1. An γ : [α, β] → D^2 eÐnai mÐa katĹ tmămata C^1 kampÔlh, orÐzoume wc uperbolikì măkoc thc γ to L(γ) = L(ϕ^{−1} ∘ γ). AfoÔ

(ϕ^{−1})^′(z) = −2 (z − i)^2 , apì ton kanìna thc alusÐdac èqoume

(ϕ^{−1} ∘ γ)^′(t) = −2 (γ(t) − i)^2 · γ^′(t). Ap’ thn Ĺllh meriĹ, gia kĹje z ∈ D^2 èqoume

Imϕ^{−1}(z) = − i 2 · ( −iz + 1 z − i − iz̄ + 1 z − i ) = 1 − |z|^2 |z − i|^2 . Etsi to uperbolikì măkoc sto montèlo tou dÐskou dÐnetai apì ton tÔpo

L(γ) = ∫_β α |(ϕ^{−1} ∘ γ)^′(t)| Im(ϕ^{−1} ∘ γ)(t) dt = ∫_β α 2 |γ(t) − i|^2 · |γ^′(t)| 1 − |γ(t)|^2 |γ(t) − i|^2 dt = ∫_β α 2|γ^′(t)| 1 − |γ(t)|^2 dt.

Opwc sto H^2 orÐzoume thn uperbolikă apìstash ston D^2 wc

ρ(z, w) = inf{L(γ)|γ eÐnai katĹ tmămata C^1 kampÔlh apì to z sto w}.

To zeÔgoc (D^2 , ρ) gÐnetai ètsi metrikìc qÿroc kai h ϕ : (H^2 , d) → (D^2 , ρ) isometrÐa metrikÿn qÿrwn. EpÐshc I_ρ(D^2 ) = I(D^2 ).

Opwc èqoume apodeÐxei, oi uperbolikèc eujeÐec sto H^2 èqoun anĹmesa stic katĹ tmămata C^1 kampÔlec to elĹqisto uperbolikì măkoc. O ϕ wc metasqhmatismìc Möbius apeikonÐzei tic uperbolikèc eujeÐec sto H^2 se tmămata kÔklwn thc Ĉ mèsa ston D^2 , pou eÐnai kĹjetoi ston monadiaÐo kÔklo S^1 = ∂D^2 = {z ∈ C : |z| = 1}. To ∂H^2 = R̂ apeikonÐzetai ston S^1, pou eÐnai to ideÿdec sÔnoro tou D^2 . Oi uperbolikèc eujeÐec ston D^2 èqoun bèbaia to elĹqisto uperbolikì măkoc.

9.1. ParĹdeigma. Oi uperbolikèc eujeÐec ston D^2 pou dièrqontai apì to 0 eÐnai oi eukleÐdeiec diĹmetroi tou D^2 , giatÐ ϕ(i) = 0 kai oi kÔkloi thc Ĉ pou dièrqontai apì to 0 kai eÐnai kĹjetoi ston S^1 eÐnai eukleÐdeiec eujeÐec (me to ∞). Estw z ∈ D^2 kai γ : [0, 1] → D^2 h paramètrhsh tou uperbolikoÔ eujÔgrammou tmămatoc apì to 0 sto z me tÔpo γ(t) = t|z|. Tìte ρ(0, z) = ∫_{|z|} 0 2 1 − t^2 dt = log ( 1 + |z| 1 − |z| ) . An epilÔsoume wc proc |z| brÐskoume kai |z| = tanh(12 ρ(0, z)).

To gegonìc oti oi uperbolikèc eujeÐec tou D^2 pou dièrqontai apì to 0 eÐnai oi eukleÐdeiec diĹmetroi tou D^2 , se sunduasmì me to gegonìc oti h I(D^2 ) èqei ìlec tic idiìthtec pou èqei h I(H^2 ), bohjĹei kĹpoiec forèc na sugkrÐnoume uperbolikèc me eukleÐdeiec apostĹseic. O anĹlogoc tÔpoc thc prìtashc 5.7 eÐnai o akìloujoc.

9.2. Prìtash. Gia kĹje z, w ∈ D^2 isqÔei

sinh^2( 1 2 ρ(z, w)) = |z − w|^2 (1 − |z|^2)(1 − |w|^2) . Apìdeixh. H diadikasÐa thc apìdeixhc eÐnai ìmoia me thc prìtashc 5.7. Kat’ arqăn parathroÔme oti gia kĹje g ∈ I^+(D^2 ) isqÔei (g(z) − g(w))^2 = g^′(z)g^′(w)(z − w)^2 gia kĹje z, w ∈ D^2 . PrĹgmati, an o tÔpoc thc g eÐnai g(z) = Az + B B̄z + Ā, |A|^2 − |B|^2 = 1, tìte g^′(z) = 1 (B̄z + Ā)^2 kai katĹ sunèpeia

(g(z) − g(w))^2 =

(z − w)^2 (B̄z + Ā)^2(B̄w + Ā)^2

= g^′(z)g^′(w)(z − w)^2.

Ta dÔo mèlh thc isìthtac pou jèloume na apodeÐxoume eÐnai analloÐwta apì thn omĹda metasqhmatismÿn I^+(D^2 ). To aristerì mèloc profanÿc eÐnai. Oso aforĹ to dexiì mèloc, gia kĹje g ∈ I^+(H^2 ) èqoume

1 − |g(z)|^2 = 1 − Az + B B̄z + Ā · Āz̄ + B̄ Bz̄ + A = |g^′(z)|(1 − |z|^2) kai sunepÿc |g(z) − g(w)|^2 (1 − |g(z)|^2)(1 − |g(w)|^2) = |g^′(z)||g^′(w)||z − w|^2 |g^′(z)|(1 − |z|^2)|g^′(w)|(1 − |w|^2) = |z − w|^2 (1 − |z|^2)(1 − |w|^2) . Epilègoume tÿra g ∈ I^+(D^2 ), ÿste g(z) = 0, pou upĹrqei apì thn prìtash 4.4, opìte |z − w|^2 (1 − |z|^2)(1 − |w|^2) = |g(w)|^2 1 − |g(w)|^2 = tanh^2(12 ρ(g(z), g(w))) 1 − tanh^2(12ρ(g(z), g(w)))

= tanh^2(12ρ(z, w)) 1 − tanh^2(12 ρ(z, w))

= sinh^2( 1 2 ρ(z, w)).

Opwc to uperbolikì măkoc, ètsi kai to uperbolikì embadìn metafèretai apì to montèlo tou H^2 sto montèlo tou D^2 mèsw tou metasqhmatismoÔ tou Cayley. OrÐzoume gia kĹje X ⊂ D^2 to uperbolikì tou embadìn wc to μ(X) = μ(ϕ^{−1}(X)), ìtan to dexiì mèloc upĹrqei. Apì ton tÔpo allagăc metablhtăc katĹ thn oloklărwsh èqoume μ(X) = ∫ ϕ^{−1}(X) 1 y^2 dxdy = ∫ X 1 (Imϕ^{−1}(z))^2 · | det Dϕ^{−1}(z)|dxdy, ìpou z = x + iy. Omwc

det Dϕ^{−1}(z) = |(ϕ^{−1})^′(z)|^2 = 4 |z − i|^4 , opìte antikajistÿntac brÐskoume μ(X) = ∫ X 1 ( 1 − |z|^2 |z − i|^2 )_2 · 4 |z − i|^4 dxdy = ∫ X 4 (1 − x^2 − y^2)^2 dxdy.

An kĹnoume allagă se polikèc suntetagmènec brÐskoume μ(X) = ∫ X 4r (1 − r^2)^2 drdθ.

Ena parĹdeigma bolikoÔ upologismoÔ ston D^2 eÐnai o tÔpoc tou Lobachevskii gia thn uperbolikă apìstash enìc shmeÐou apì mÐa uperbolikă eujeÐa mèsw thc gwnÐac parallhlismoÔ. Estw z ∈ D^2 kai l mÐa uperbolikă eujeÐa me z /∈ l. UpĹrqoun akribÿc dÔo uperbolikèc eujeÐec pou dièrqontai apì to z, pou eÐnai parĹllhlec thc l kai èqoun apì èna koinì shmeÐo sto Ĺpeiro me thn l. H gwnÐa θ pou sqhmatÐzei h mÐa apì tic dÔo me thn kĹjeth uperbolikă eujeÐa apì to z proc thn l lègetai gwnÐa parallhlismoÔ. An mÐa uperbolikă eujeÐa dièrqetai apì to z kai sqhmatÐzei me thn kĹjeth apì to z proc thn l gwnÐa megalÔterh apì θ, tìte eÐnai uperparĹllhlh proc thn l. An w eÐnai to shmeÐo tomăc thc kĹjethc uperbolikăc eujeÐac apì to z proc thn l me thn l, h apìstash tou z apì thn l eÐnai ρ(z, l) = inf{ρ(z, z^′) : z^′ ∈ l} = ρ(z, w). 9.3. Jeÿrhma. Estw l mÐa uperbolikă eujeÐa kai z èna shmeÐo ektìc autăc. An θ eÐnai h gwnÐa parallhlismoÔ, tìte

e^{−ρ(z,l)} = tan( θ 2 ). Apìdeixh. Efarmìzontac èna katĹllhlo stoiqeÐo thc I(D^2 ), mporoÔme na apeikonÐsoume to z sto 0, opìte arkeÐ na apodeÐxoume ton tÔpo gia to z = 0, afoÔ ta stoiqeÐa thc I(D^2 ) diathroÔn tic gwnÐec. Apì to parĹdeigma 9.1 èqoume tÿra

ρ(0, l) = ρ(0, w) = log ( 1 + |w| 1 − |w| )

kai |w| = 1 cos θ

− tan θ =

1 − sin θ cos θ . KatĹ sunèpeia e^{−ρ(z,l)} = 1 − |w| 1 + |w| = cos θ + sin θ − 1 cos θ − sin θ + 1

= tan( θ 2 ).

10. Uperbolikă trigwnometrÐa

Opwc sthn eukleÐdeia gewmetrÐa, ètsi kai sthn uperbolikă upĹrqoun kĹpoiec sqèseic metaxÔ twn eswterikÿn gwniÿn enìc sumpagoÔc uperbolikoÔ trigÿnou kai twn pleurÿn tou. Oi upologismoÐ twn uperbolikÿn apostĹsewn pou qreiĹzetai na kĹnoume eÐnai pio aploÐ sto montèlo tou dÐskou.

Estw Δ èna sumpagèc uperbolikì trigwno me korufèc ta shmeÐa A, B, Γ , antÐstoiqec eswterikèc gwnÐec α, β, γ kai uperbolikĹ măkh pleurÿn a = ρ(B, Γ ), b = ρ(A, Γ ), c = ρ(A, B). UpĹrqei èna g ∈ I^+(D^2 ) pou apeikonÐzei to A sto 0 kai to B se kĹpoio r ∈ R ∩ D^2 . To g eÐnai èna stoiqeÐo thc I^+(D^2 ) pou apeikonÐzei thn uperbolikă eujeÐa tmăma thc opoÐac eÐnai h pleurĹ c sthn uperbolikă eujeÐa R ∩ D^2 . Efarmìzontac sthn anĹgkh kai thn anĹklash τ(z) = −z̄, mporoÔme na apeikonÐsoume to shmeÐo A sto 0 kai to B se kĹpoio r > 0. Etsi kĹje uperbolikì trÐgwno ston D^2 eÐnai isodÔnamo me èna uperbolikì trÐgwno tou opoÐou h korufă A = 0 kai sunepÿc oi pleurèc c, b eÐnai tmămata eukleideÐwn diamètrwn tou D^2 kai B = r ∈ R ∩ D^2 , r > 0.

Estw oti Γ = se^{iα}, gia kĹpoio 0 < s < 1. Apì to parĹdeigma 9.1 èqoume r = tanh(12c) kai s = tanh(12 b). Apì to eukleÐdeio pujagìreio jeÿrhma gia to eukleÐdeio trÐgwno me korufèc A, B, Γ èqoume

|B − Γ | = r^2 + s^2 − 2rs cos α = tanh^2( 1 2 c) + tanh^2( 1 2 b) − 2 tanh( 1 2 c) tanh( 1 2 c) cos α. Apì thn prìtash 9.2 èqoume epÐshc

|B − Γ | = (1 − r^2)(1 − s^2) sinh^2( 1 2 a) = 1 cosh^2(12 c) · 1 cosh^2(12b)

· sinh^2( 1 2 a). KatĹ sunèpeia ta dexiĹ mèlh twn parapĹnw isotătwn eÐna Ðsa. KĹnontac tic prĹxeic blèpoume oti h isìthta aută eÐnai isodÔnamh me thn isìthta

cosh a = cosh b · cosh c − sinh b · sinh c · cos α.

Eqoume tÿra to akìloujo.

10.1. Jeÿrhma. Estw Δ èna sumpagèc uperbolikì trÐgwno me măkh pleurÿn a, b, c kai antÐstoiqec apènanti eswterikèc gwnÐec 0 < α, β, γ < π. Tìte (i) sinh a sin α = sinh b sin β = sinh c sin γ

(uperbolikìc nìmoc twn hmitìnwn).

(ii) cosh a = cosh b · cosh c − sinh b · sinh c · cos α (prÿtoc uperbolikìc nìmoc twn sunhmitìnwn).

(iii) cosh c = cos α · cos β + cos γ

sin α · sin β

(deÔteroc uperbolikìc nìmoc twn sunhmitìnwn).

Apìdeixh. To (ii) mìlic apodeÐqjhke kai ta Ĺlla dÔo eÐnai sunèpeièc tou. Gia to (i) èqoume ( sinh c sin γ

)_2 = sinh^2 c 1 − cos^2 γ = sinh^2 c 1 − ( cosh a · cosh b − cosh c sinh a · sinh b

)_2 =

sinh^2 a · sinh^2 b · sinh^2 c sinh^2 a · sinh^2 b − cosh^2 a · cosh^2 b − cosh^2 c + 2 cosh a · cosh b · cosh c = sinh^2 a · sinh^2 b · sinh^2 c 1 − cosh^2 a − cosh^2 b − cosh^2 c + 2 cosh a · cosh b · cosh c pou eÐnai summetrikă parĹstash wc proc ta a, b, c. AfoÔ sinh c > 0 kai sin γ > 0, èqoume to sumpèrasma (i). Gia to (iii) jètoume gia eukolÐa X = cosh a, Y = cosh b, Z = cosh c. Apì ton prÿto nìmo twn sunhmitìnwn, èqoume

cos γ = XY − Z (X^2 − 1)^{1/2} · (Y^2 − 1)^{1/2}

kai apì ton prÿto nìmo twn sunhmitìnwn gia tic Ĺllec dÔo korufèc èqoume

cos α = Y Z − X (Y^2 − 1)^{1/2} · (Z^2 − 1)^{1/2} kai sin α = ( 1 + 2XY Z − X^2 − Y^2 − Z^2 (Y^2 − 1) · (Z^2 − 1) )_{1/2} ,

cos β = XZ − Y (X^2 − 1)^{1/2} · (Z^2 − 1)^{1/2} kai sin β = ( 1 + 2XY Z − X^2 − Y^2 − Z^2 (X^2 − 1) · (Z^2 − 1) )_{1/2} . Antikajistÿntac paÐrnoume tÿra

cos α · cos β + cos γ

sin α · sin β = (Y Z − X)(XZ − Y ) + (XY − Z)(Z^2 − 1) 1 + 2XY Z − X^2 − Y^2 − Z^2

= Z = cosh c.

To uperbolikì pujagìreio jeÿrhma eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou prÿtou uperbolikoÔ nìmou twn sunhmitìnwn kai èqei thn akìloujh morfă.

9.2. Jeÿrhma. Estw Δ èna sumpagèc uperbolikì trÐgwno me eswterikèc gwnÐec α, β, γ kai măkh antÐstoiqwn apènanti pleurÿn a, b, c. An to Δ eÐnai orjogÿnio kai γ = π 2 , tìte

cosh c = cosh a · cosh b.

Opwc eÐnai gnwstì, sthn eukleÐdeia gewmetrÐa dÔo trÐgwna lègontai ìmoia an èqoun antÐstoiqec gwnÐec Ðsec kai dÔo ìmoia trÐgwna den eÐnai pĹnta isodÔnama. Sthn uperbolikă gewmetrÐa an dÔo uperbolikĹ sumpagă trÐgwna èqoun Ðsec antÐstoiqec gwnÐec èqoun kai Ðsa măkh antÐstoiqwn apènanti pleurÿn. Autì eÐnai Ĺmeso apì ton deÔtero uperbolikì nìmo twn sunhmitìnwn. KatĹ sunèpeia, dÔo sumpagă uperbolikĹ trÐgwna eÐnai ìmoia tìte kai mìnon tìte ìtan eÐnai isodÔnama, dhladă upĹrqei mÐa uperbolikă isometrÐa pou apeikonÐzei to èna sto Ĺllo. Etsi, se antÐjesh me thn eukleÐdeia gewmetrÐa, den upĹrqei jewrÐa omoiìthtac sthn uperbolikă gewmetrÐa.

Askăseic

1. Estw a, b, c, d ∈ C , c ≠ 0 kai f : Ĉ → Ĉ me tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìtan z ≠ − d c kai f(− d c ) = ∞, f(∞) = a c . An ad − bc = 0, deÐxte oti h f eÐnai stajeră sto Ĉ \ {−dc }.

2. Estw f ∈ M^+ me tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ C , c ≠ 0, kai ad − bc = 1.

Estw oti χ = a + d ∈ R kai |χ| ≠ 2.

(a) DeÐxte oti o f èqei dÔo stajerĹ shmeÐa, pou eÐnai ta

z_1 = 1 2c (a − d + √ χ^2 − 4) kai z_2 = 1 2c (a − d − √ χ^2 − 4).

(b) An λ = 1 2 (χ + √ χ^2 − 4),

deÐxte oti f(z) − z_1 f(z) − z_2 = 1 λ^2 · z − z_1 z − z_2 gia kĹje z ∈ Ĉ .

3. Estw f ∈ M^+ me tÔpo f(z) = az + b cz + d , ìpou a, b, c, d ∈ C , c ≠ 0, kai ad − bc = 1. An χ = a + d = 2, deÐxte oti o f èqei mìnon èna stajerì shmeÐo z_0 kai gia kĹje z ∈ Ĉ isqÔei 1 f(z) − z_0 = 1 z − z_0 + c.

4. Estw f_n ∈ M^+, n ∈ N, gia touc opoÐouc upĹrqoun z_1, z_2, z_3 ∈ Ĉ diaforetikĹ metaxÔ touc, ÿste to w_j = lim_{n→+∞} f_n(z_j ) upĹrqei sto Ĉ gia j = 1, 2, 3 kai ta w_1, w_2, w_3 eÐnai diaforetikĹ metaxÔ touc. DeÐxte oti upĹrqei f ∈ M^+ ÿste f(z) = lim_{n→+∞} f_n(z) gia kĹje z ∈ Ĉ kai h sÔgklish eÐnai omoiìmorfh sta sumpagă uposÔnola tou Ĉ \ f^{−1}(∞).

5. Na apodeiqjeÐ oti gia kĹje z, w ∈ H^2 isqÔoun oi parakĹtw isìthtec gia thn uperbolikă apìstash d(z, w).

(a) cosh d(z, w) = 1 + |z − w|^2 2(Imz) · (Imw) . (b) cosh( 1 2 d(z, w)) = |z − w̄| 2(Imz)^{1/2} · (Imw)^{1/2} . (g) tanh( 1 2 d(z, w)) = |z − w| |z − w̄| . (d) d(z, w) = log |z − w̄| + |z − w| |z − w̄| − |z − w| .

6. Na apodeiqjeÐ oti dÔo uperparĹllhlec uperbolikèc eujeÐec èqoun mÐa koină kĹjeth uperbolikă eujeÐa.

7. DeÐxte oti to uperbolikì măkoc thc perifèreiac uperbolikoÔ kÔklou uperbolikăc aktÐnac r eÐnai Ðso me 2π sinh r kai to uperbolikì embadìn tou Ðso me 4π sinh^2(12 r).

8. Gia kĹje x > 0 sumbolÐzoume me r(x) to măkoc thc perifèreiac kÔklou me aktÐna x. DeÐxte oti o nìmoc twn hmitìnwn sthn eukleÐdeia kai sthn uperbolikă gewmetrÐa grĹfetai sthn eniaÐa morfă sin α r(a) = sin β r(b) = sin γ r(c) .

9. (a) Estwsan z, w ∈ H^2 , me Rez ≠ Rew, kai l h monadikă uperbolikă eujeÐa pou dièrqetai apì ta z, w. An a ∈ R eÐnai to kèntro tou eukleÐdeiou kÔklou, mèroc tou opoÐou eÐnai h l kai r > 0 eÐnai h aktÐna tou, deÐxte oti

d(z, w) = | | | log Imz Rez − a − r Imw Rew − a − r

| | | .

(b) Na apodeiqjeÐ oti gia kĹje uperbolikă eujeÐa l upĹrqei mÐa sunĹrthsh ψ : l → R ÿste d(z, w) = |ψ(z) − ψ(w)| gia kĹje z, w ∈ l.

10. Na apodeiqjeÐ oti èna sumpagèc uperbolikì trÐgwno eÐnai isìpleuro tìte kai mìnon tìte ìtan ìlec oi gwnÐec tou eÐnai Ðsec. An a eÐnai to măkoc thc pleurĹc tou kai α eÐnai h gwnÐa tou, na apodeiqjeÐ oti

2 cosh( 1 2 a) · sin( 1 2 α) = 1.

11. Estw Δ èna sumpagèc, orjogÿnio, uperbolikì trÐgwno me gwnÐec α, β, γ = π 2 kai antÐstoiqec apènanti pleurèc a, b, c. Na apodeiqjeÐ oti

(a) tanh b = sinh a · tan β. (b) sinh b = sinh c · sin β. (g) tan α · sinh b = tanh c · cos β. (d) cosh a · sin β = cos α. (e) cosh c = cot α · cot β.