
9ο Εργαστήριο - Runge-Kutta.
Για την αριθµητική επίλυση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών (Π.Α.Τ.)

µπορούµε να θεωρήσουµε και τις µεθόδους Runge - Kutta. Αυτές οι µέθοδοι είναι
µονοβηµατικές περιγράφονται από ένα µητρώο Butcher  σταδίων, που δίνεται ως

και χρησιµοποιούν προσεγγίσεις της ακριβούς λύσης σε σηµεία ενδιάµεσα των  και
, , , ως εξής: Κατασκευάζουµε τις τιµές , ,

σύµφωνα µε

και

Αν ισχύει ότι ,  τότε έχουµε µια άµεση µέθοδο Runge-Kutta γιατί ο
προσδιορισµός των τιµών ,  γίνεται µε άµεσο τρόπο, χωρίς τη λύση
κάποιου συστήµατος.

Αν η συνάρτηση  είναι µη γραµµική ως προς τη δεύτερη µεταβλητή της, , τότε για να
προσδιορίσουµε τις τιµές ,  χρειάζεται να λύσουµε ένα µη γραµµικό
σύστηµα  εξισώσεων µε  αγνώστους.

Άσκηση 1: Έστω , στο  η οποία είναι λύση στο

Θεωρείστε τη µέθοδο Runge-Kutta

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b], y(0) = y0
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y′(t) = 4t(y(t))1/2, t ∈ [0, 2], y(0) = 1.

0 0 0

0

0 1

1
2

1
2



Θεωρήστε ένα διαµερισµό του  σε  σηµεία, και για να υλοποιήσετε αυτές τις
δύο µεθόδους χρησιµοποιήστε την αρχική τιµή .
Βρείτε το σφάλµα , για  καθώς και την
προσεγγιστική τάξη σύγκλισης .
Παρατήρηση: Η µέθοδος είναι µια άµεση µονοβηµατική µέθοδος  σταδίων και είναι
τάξη ακρίβειας είναι . Η απλή µονοβηµατικη µέθοδος Euler έχει τάξη κατά ένα
λιγότερο.
Άσκηση 2: Επαναλάβατε την προηγούµενη άσκηση για την ακόλουθη µέθοδο Runge-
Kutta 3-σταδίων

Παρατήρηση: Η µέθοδος είναι µια άµεση µονοβηµατική µέθοδος  σταδίων και είναι
τάξη ακρίβειας είναι .

Άσκηση 3: Επαναλάβατε την προηγούµενη άσκηση για την ακόλουθη µέθοδο Runge-
Kutta 4-σταδίων

Παρατήρηση: Η µέθοδος είναι µια άµεση µονοβηµατική µέθοδος  σταδίων και είναι
τάξη ακρίβειας είναι .

Πεπλεγµένες µέθοδοι Runge-Kutta

Οι πεπλεγµένες µέθοδοι Runge-Kutta, µε στοιχεία , , χωρίζονται σε δύο είδη

1. στις ηµιπλεγµένες, µε µη µηδενικά στοιχεία στη διαγώνιο  και µηδενικά
στοιχεία πάνω από τη διαγώνιο, , $i

2. και στις πλήρως πεπλεγµένες
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Ηµιπεπλεγµένες µέθοδοι

Στην περίπτωση των ηµιπεπλεγµένων µεθόδων χρειάζεται να λύσουµε µια µη γραµµική
εξίσωση  φορές, για να προσδιορίσουµε τις τιµές , . Αν έχουµε
προσδιορίζει τα  για  τότε το  είναι η λύση της µη-γραµµικής
εξίσωσης

Την  την προσδιορίζουµε µε ανάλογο τρόπο όπως υλοποίησαµε τις πεπλεγµένες
µεθόδους µέχρι τώρα. Αφού βρούµε όλες τις τιµές , , ο υπολογισµός της

 είναι άµεσος.
Άσκηση 4: Επαναλάβατε την προηγούµενη άσκηση για τις ακόλουθες ηµιπεπλεγµένες
µεθόδους Runge-Kutta 2-σταδίων

για 

Παρατήρηση: Η µέθοδος είναι µια ηµιπεπλεγµενη µονοβηµατική µέθοδος 2 σταδίων και

είναι η τάξη ακρίβειας  είναι:  για  και  για .

Πλήρως πεπλεγµένες µεθόδοι

Στην περίπτωση των πλήρως πεπλεγµένων µεθόδων Runge-Kutta για να
προσδιορίσουµε τις τιµές ,  χρειάζεται να λύσουµε ένα µη γραµµικό
σύστηµα  εξισώσεων µε  αγνώστους. Δεν προσδιορίζουµε τις τιµές  µία κάθε φορά,
αλλά όλες µαζί. Λύνουµε δηλαδή µια διανυσµατική µη- γραµµική εξίσωση.

Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι , , . Τότε λύνουµε τη µη-
γραµµική εξίσωση

όπου

Άσκηση 5: Επαναλάβετε την προηγούµενη άσκηση για την ακόλουθη πεπλεγµένη
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µέθοδο Runge-Kutta 2-σταδίων

για 

Παρατήρηση: Η µέθοδος είναι µια πεπλεγµενη µονοβηµατική µέθοδος 2 σταδίων µε
τάξη ακρίβειας .
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