
8ο Εργαστήριο - Συστήµατα Δ.Ε.
Για την αριθµητική επίλυση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών (Π.Α.Τ.)

θεωρήσαµε άµεσες και πεπλεγµένες µεθόδους όπως του Euler και του τραπεζίου, του
µέσου, Adams Moulton (2), η BDF2 και άλλες. Αν οι συνάρτησεις  και  είναι
διανυσµατικές. Είδαµε ορισµένα παραδείγµατα, όπως η εξέλιξη πλυθυσµών (π.χ.
θήραµα-κυνηγός). Αν η Δ.Ε. είναι 2ης τάξεως π.χ.

τότε µπορούµε να βρούµε τη λύση της χρησιµοποιώντας µεθόδους που µελετήσαµε για
πρώτης τάξεως διαφορικές εξισώσεις. Δευτερης τάξεως Δ.Ε. Η κίνηση ενός εκρεµµούς
µε βάρος  που κρέµεται από µια ράβδο µήκους , περιγράφεται από την παρακάτω
Δ.Ε., όπου  συµβολίζουµε τη γωνία που σχηµατίζει η ράβδος µε την κάθετο
από το σηµείο στήριξης,

και  η επιτάχυνση της βαρύτητας. Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα µοναδικά
χρειαζόµαστε την αρχική µετατόπιση  και την αρχική ταχύτητα . Αν
θεωρήσουµε ότι

τότε οδηγούµαστε στο σύστηµα

και , 
Παρατήρηση: Στην περίπτωση που η γωνία  είναι µικρή τότε  περίπου ίση  και
η διαφορική εξίσωση θα πάρει τη µορφή

Τότε η περίοδος της κίνησης είναι .

Άσκηση 1: θεωρήστε την άµεση µέθοδο του Euler για τη λύση του παραπάνω
προβλήµατος. Θεωρήστε ότι το εκρεµές έχει µήκος , η επιταχυνση της βαρύτητας
είναι , αρχικά έχει µετατοπιστεί κατά 5 µοίρες και το αφήνουµε (η αρχική
ταχύτητα είναι 0). Βρείτε τη µετατόπιση του από τον κάθετο άξονα για  αν
θεωρείστε έναν διαµερισµό µε . Δηµιουργήστε το γράφηµα της προσεγγιστικής
λύσης . Επανέρχεται το σώµα στην αρχική θέση για ; Ποιά είναι η διαφορά

. Επαναλάβετε για διαµερισµoυς µε . H 1 µοίρα είναι

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [a, b], y(0) = y0
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ίση µε .

Άσκηση 2: Επαναλάβετε την Άσκηση 1 για τη πεπλεγµένη µέθοδο του Euler και τη
µέθοδο του τραπεζίου. Επιλέξε εσείς ένα µέγιστο αριθµό επαναλήψεων Nmax και tol σε
κάθε χρονικό βήµα .

Άσκηση 3: Επαναλάβετε την Άσκηση 1 για τη µέθοδο του µέσου, τις µεθόδους BDF2 και
AM2. Για δοσµένα , Μέθοδος Μέσου

Μέθοδος Adams Multon(2)

Μέθοδος BDF(2) Για δοσµένα ,

και για πρώτη προσέγγιση χρησιµοποιήστε την άµεση µέθοδο του Euler.

Άσκηση 4: Επαναλάβετε την άσκηση 1 για τη µέθοδο πρόβλεψης-διόρθωσης, Euler-
Τραπεζίου.

Άµεση Euler - Μέθοδος Τραπεζίου

Αν η κίνηση του εκρεµούς διαφοροποιηθεί ως εξης:  γίνει 60 µοίρες, τότε θα
επιστρέψει στην αρχική θέση σε κάποιο άλλο χρόνο, αλλά η µέγιστη γωνία δεν θα είναι
µεγαλύτερη από την αρχική των 60 µοιρών.

Στο διάνυσµα της προσεγγιστικής λύσης της  βρείτε τη µέγιστη τιµή και συγκρίνετε
την µε την αρχική τιµή της γωνίας .

Άσκηση 5: Επαναλάβετε την Άσκηση 1 για τις παραπάνω µεθόδους µε   τώρα 60
µοίρες, και βρείτε σε για ποιό  η  γίνεται µέγιστη και τη διαφορά ανάµεσα στη µέγιστη
τιµή της προσεγγιστικής λύσης και της αρχικής τιµής , για .
Μπορείτε να θεωρήσετε µεγαλύτερο χρόνο από ότι πριν, γιατί ο χρόνος της περιόδου θα
είναι µεγαλύτερος από .
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