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Eισαγωγή
• Μελέτη της νοηματοδότησης της συνάρτησης ως σχέσης 

μεταξύ δύο συμμεταβαλλόμενων ποσοτήτων και η μετάβαση 
προς τη συναρτησιακή σχέση μεταξύ δύο μεταβλητών

• Δραστηριότητες μοντελοποίησης  διερευνητικών 
προβλημάτων στα οποία εμφανίζεται η έννοια της 
συνάρτησης  

• Πολλαπλότητα μοντέλων και των μεταξύ τους συνδέσεων

• Χρήση ψηφιακών περιβαλλόντων που προσφέρουν 
διασυνδεόμενες αλγεβρικές και γεωμετρικές 
αναπαραστάσεις της συνάρτησης

• Σύνδεση με αυθεντικές πρακτικές επαγγελματιών του χώρου 
εργασίας  



Διερεύνηση μέσω μοντελοποίησης και 
αξιοποίησης της ψηφιακής τεχνολογίας   

• Αναγκαία στροφή των μαθηματικών του 21ου αιώνα μέσα 
από τη σύνδεση  της διδασκαλίας των μαθηματικών με 
διερευνητικές καταστάσεις και ρεαλιστικά προβλήματα

• Μέσω αξιοποίηση ψηφιακής τεχνολογίας, μοντελοποίησης 
και επαγγελματικών πρακτικών π.χ. του χώρου εργασίας 

– ευκαιρίες για διερεύνηση μαθηματικών εννοιών (Wake, 2014) 

– εμπλοκή των μαθητών σε πρωτότυπες πρακτικές επίλυσης 
προβλήματος (Gravemeijer et al., 2017) 

– ανάπτυξη των μαθηματικού συλλογισμού και μεταγνωστικών
ικανοτήτων (Nielsen et al., 2009; Dierdorp et al., 2011) 



Έρευνα στην έννοια της συνάρτησης   
• Δευτεροβάθμια εκπαίδευση: Εισαγωγή ως διαδικασία 

(κανόνας) αντιστοίχισης

• Διαδικαστική κατανόηση (συνάρτηση ως διαδικασία / 
process) vs. Δομική κατανόηση (συνάρτηση ως αντικείμενο /
object) (Sfard, 1991)

• Σταδιακή μετακίνηση της εστίασης της έρευνας από τη 
συνάρτηση ως διαδικασία-αντικείμενο στη συνάρτηση ως 
συμμεταβολή (Thompson, 2011; Lagrange & Psycharis, 2014)
• Συναρτησιακή προσέγγιση (functional perspective)

• Αποφυγή της παράκαμψης του αλγεβρικού συμβολισμού 

• Ψηφιακά περιβάλλοντα με διασυνδεόμενες αλγεβρικές και γεωμετρικές 
αναπαραστάσεις της συνάρτησης



Η συνάρτηση ως συμμεταβολή
• Παρατήρηση (‘συντονισμός’) των τρόπων με τους οποίους 

μεταβάλλοντας τις τιμές μίας μεταβλητής ποσότητας 
μεταβάλλονται οι τιμές μίας άλλης (Thompson, 1994; 
Carlson et al., 2002) 

• Η κατανόηση της συμμεταβολής είναι θεμελιώδης για την 
ανάπτυξη της συναρτησιακής σκέψης, δηλαδή της σκέψης 
των μεταβολών και των εξαρτήσεων (Confrey & Smith, 1994; 
Hoffkamp, 2011; Blanton et al., 2015)

• Εστίαση στην εξέλιξη  της σκέψης των μαθητών για την 
κατανόηση της σχέσης μεταξύ δύο συμμεταβαλλόμενων
ποσοτήτων που καταλήγει σε συναρτησιακή σχέση (Castillo-
Garsow, 2012; Johnson et al., 2017; Thompson & Carlson, 2017; 
Ellis et al., 2020). 



Επίπεδα σκέψης για τη συμμεταβολή
• Εξάρτηση: Συσχέτιση αλλαγών μίας μεταβλητής με αλλαγές μίας άλλης

• Κατεύθυνση αλλαγής: Συσχέτιση της κατεύθυνσης της αλλαγής μίας 
μεταβλητής - αύξηση ή μείωση – με αλλαγές μίας άλλης

• Ποιοτική συσχέτιση: Συσχέτιση του ποσού της αλλαγής μίας μεταβλητής 
με αλλαγές μίας άλλης

• Μέσος ρυθμός μεταβολής: Συσχέτιση του μέσου ρυθμού μεταβολής με 
ομοιόμορφες αυξήσεις της ανεξάρτητης μεταβλητής

• Στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής: Συσχέτιση του στιγμιαίου ρυθμού 
μεταβολής με συνεχείς αυξήσεις της ανεξάρτητης μεταβλητής

(Carlson et al., 2002)



Η συνάρτηση ως συμμεταβολή: από τον 
ποσοτικό στον αλγεβρικό συλλογισμό   

 Η συμμεταβολή στα έργα μοντελοποίησης εμφανίζεται αρχικά στο επίπεδο 
των ποσοτήτων και σταδιακά γίνεται η μετάβαση στον κόσμο των 
συναρτήσεων (Artigue & Lagrange, 2009; Thompson, 2011; Lagrange, 2014)

 Συμμεταβολή και αλληλεξαρτήσεις σε ένα φυσικό σύστημα - Ποσότητες
 Συμμεταβολή και αλληλεξαρτήσεις σε επίπεδο μέτρησης – Μεγέθη 
 Συναρτήσεις μίας μεταβλητής - Μεταβλητές 

• Ποσότητα/quantity: «αντικείμενο με ένα χαρακτηριστικό που μπορεί να 
μετρηθεί», π.χ. μήκος, εμβαδόν

• Μέγεθος/Magnitude: μετρήσεις των ποσοτήτων χωρίς αναφορά στη μονάδα 
μέτρησης

(Thompson, 2011) 

Εξαρτήσεις σε ένα 
φυσικό σύστημα 
Dependencies in a 
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Η συνάρτηση ως συμμεταβολή: από τον 
ποσοτικό στον αλγεβρικό συλλογισμό   

Εξαρτήσεις μεταξύ αντικειμένων (Χαρακτηριστικά 
των ποσοτήτων) 

Μετρήσεις αλληλεξαρτώμενων ποσοτήτων (Μεγέθη) 

Συναρτήσεις (Μεταβλητές)



Ο κύκλος μοντελοποίησης  



Ο κύκλος μοντελοποίησης (Lagrange, 2014)



Μαθηματικά Πεδία Εργασίας 

Επιστημολογικό επίπεδο
• Representamen: σύνολο αντικειμένων, σχημάτων και συμβόλων 
• Αrtifacts: σύνολο τεχνουργημάτων  (π.χ. ψηφιακά λογισμικά)
• Referential: θεωρητικό σύστημα αναφοράς (θεωρήματα, ορισμοί, ιδιότητες και τύποι)

Γνωστικό επίπεδο
• Visualization

(Οπτικοποίηση)
• Construction

(Κατασκευή)
• Proving

(Αποδεικτική διαδικασία)



Μαθησιακές τροχιές / Learning 
Trajectories

 Χαρακτηριστικά μιας μαθησιακής τροχιάς (Clements & 
Sarama, 2009) 
1. ένας συγκεκριμένος μαθηματικός στόχος
2. εκπαιδευτικές δραστηριότητες προκειμένου να 

επιτευχθεί ο μαθηματικός στόχος 
3. μία περιγραφή της αναπτυξιακής πορείας σκέψης των 

μαθητών καθώς αυτοί εμπλέκονται με τις 
δραστηριότητες

 Εργαλείο σχεδιασμού και ανάλυσης 
 Περιγραφή της ανάπτυξης των νοηματοδοτήσεων των 

μαθητών για τη συνάρτηση ως συμμεταβολή από απλές σε 
περισσότερο σύνθετες μορφές



Το ψηφιακό περιβάλλον Casyopée
Casyopée (Calcul Symbolique Offrant 
des Possibilités à l’Elève et 
l’Enseignant) (https://casyopee.eu) 

 Συνδυασμός παραθύρου 
Δυναμικής Γεωμετρίας (DG 
window) και παραθύρου Άλγεβρας 
με στοιχεία CAS: Πίνακας, 
Γράφημα, Συμβολική έκφραση 

 Παρατήρηση συμμεταβολής
ποσοτήτων

 Ορισμός ανεξάρτητων και 
εξαρτημένων μεγεθών

 Έλεγχος αν δύο 
συμμεταβαλλόμενα μεγέθη έχουν 
συναρτησιακή σχέση

 Ερμηνεία συναρτήσεων μέσω 
διασυνδεόμενων αναπαραστάσεων



Ερευνητική εστίαση 

• Μελέτη της εξέλιξης της νοηματοδότησης της συνάρτησης ως 
σχέσης μεταξύ δύο συμμεταβαλλόμενων ποσοτήτων σε 
διαφορετικά μοντέλα   

• Η συνάρτηση εμφανίζεται αρχικά ως εξάρτηση μεταξύ 
φυσικών αντικειμένων, στη συνέχεια μεταξύ γεωμετρικών 
αντικειμένων και μεταξύ ποσοτήτων και τελικά ως μαθηματική 
συνάρτηση 

• Εστίαση στις συνδέσεις μεταξύ των μοντέλων



Δραστηριότητες μοντελοποίησης  

• Ρεαλιστικά προβλήματα μεγιστοποίησης σχετικά με χώρους 
εργασίας 

• Συνεργασία με επαγγελματίες και εκπαιδευτικούς 

• Οι μαθητές καλούνται να

• πειραματιστούν με χειραπτικά εργαλεία ή με ψηφιακή 
προσομοίωση του προβλήματος

• μοντελοποιήσουν το πρόβλημα με τη χρήση των ψηφιακών 
εργαλείων

• ορίσουν μία συνάρτηση

• καταλήξουν σε μία λύση χρησιμοποιώντας τις διαθέσιμες 
αναπαραστάσεις



Δραστηριότητες μοντελοποίησης  

• Σχεδιασμός Υδρορροής

– Εμπειρία συμμεταβολής και βέλτιστος 
σχεδιασμός υδρορροής 

• Πρόσοψη Καταστήματος

– Συμμεταβολή μεταξύ εμβαδών και 
μετάβαση στον ρυθμό μεταβολής 
λαμβάνοντας υπόψη τους περιορισμούς 
αρχιτεκτονικού σχεδίου

• Δεξαμενή Πετρελαίου

– Εκτεταμένος πειραματισμός με τη 
συμμεταβολή και τον ρυθμό μεταβολής 
στο πλαίσιο του ανεφοδιασμού ενός 
πρατηρίου καυσίμων



Πρόσοψη Καταστήματος

– Συζήτηση για εστίαση σε σημαντικά στοιχεία 
της κατασκευής (π.χ. το πάχος DA του 
οριζόντιου δοκαριού αλλάζει ανάλογα με την 
απόσταση OE ανάμεσα στις κατακόρυφες 
κολώνες)

– Εντοπισμός συμμεταβαλλόμενων ποσοτήτων 
στο σχήμα, απόστασης ΟΕ για μεγιστοποίηση
του εμβαδού της άνω βιτρίνας (ΑΒΗΚ) και 
διερεύνηση του αθροίσματος δύο ποσοτήτων 
και της σχέσης της συμμεταβολής με τον ρυθμό 
μεταβολής

– Οι σχετικές συναρτήσεις με το πρόβλημα της 
πρόσοψης είναι: (α) το εμβαδό της άνω 
βιτρίνας (ΟΕ - ΑΒΗΚ), (β) το εμβαδό της κάτω 
βιτρίνας (ΟΕ - ΜΗΕΝ), και (γ) το άθροισμά 
τους (ΟΕ - ΑΒΗΚ + ΜΗΕΝ)



Δεξαμενή Πετρελαίου

– Συζήτηση σχετικά με την 
πρακτική μέτρησης του 
βενζινοπώλη με χρήση ράβδου 

– Πειραματισμός με μοντέλο 
οριζόντια τοποθετημένης
κυλινδρικής δεξαμενής 
(Geogebra)

– Διερεύνηση ρυθμού μεταβολής 
μέσω της σχέσης ύψους - όγκου



Σχεδιασμός Υδρορροής 
Οι υδρορροές συλλέγουν το νερό της βροχής και το 
κατευθύνουν μέσω σωληνώσεων στο έδαφος. Για να 
δημιουργηθεί μία υδρορροή χρησιμοποιούνται μεταλλικά 
τμήματα, στα οποία ο σχεδιαστής αναζητά τον τρόπο 
δίπλωσης, ώστε να συγκρατείται κι έτσι να μεταφέρεται η 
μεγαλύτερη δυνατή ποσότητα νερού. Η κατασκευή της 
υδρορροής πραγματοποιείται λυγίζοντας τα πλαϊνά 
τμήματα κάθετα στο υπόλοιπο σώμα της μεταλλικής 
λαμαρίνας.

Εργάζεστε σε μία εταιρεία σχεδιασμού και παρέχετε 
βοήθεια σε εργοστάσια σχετικά με την κατασκευή 
υδρορροών. Η εταιρεία που εργάζεστε έχει αναλάβει να 
προτείνει στο εργοστάσιο τον τρόπο που θα γίνει η 
δίπλωση στις μεταλλικές λαμαρίνες, ώστε να 
κατασκευαστεί μία υδρορροή που θα συγκρατεί τη 
μεγαλύτερη ποσότητα νερού.

Η εργασία που σας έχει ανατεθεί είναι να υποδείξετε τον 
βέλτιστο τρόπο δίπλωσης μίας λαμαρίνας σχήματος 
ορθογωνίου παραλληλογράμμου συγκεκριμένων 
διαστάσεων προκειμένου να κατασκευαστεί μία 
υδρορροή που προσαρμόζεται στη στέγη ενός σπιτιού.



Μοντέλα στη διαδικασία 
μοντελοποίησης (1)

• Χειραπτικό μέσο/φύλλο χαρτί
– κοντά στην πραγματικότητα
– ένα ορθογώνιο φύλλο μπορεί να διπλωθεί 

προκειμένου να σχεδιαστεί ένα μοντέλο
υδρορροής

– επιτρέπει στους μαθητές να εκτιμήσουν 
αισθητηριακά πώς η επιλογή δίπλωσης 
επηρεάζει την ροή/ποσότητα νερού

– συμμεταβολή μεταξύ χειροπιαστών
ποσοτήτων, ωστόσο παραμένει δύσκολος ο 
εντοπισμός των μεταβολών λόγω της μη 
δυναμικότητας του μοντέλου



Μοντέλα στη διαδικασία 
μοντελοποίησης (2)

• Δυναμική Γεωμετρία
– δυναμική κατασκευή, διεύρυνση 

αλληλεπίδρασης 
– βοηθάει τους μαθητές να αναγνωρίσουν  

τις μεταβολές 
– ένα ελεύθερο σημείο πρέπει να 

κατασκευαστεί αρχικά και ακολούθως  
άλλα “εξαρτώμενα” σημεία

• χρειάζεται να τεθούν περιορισμοί στην 
κατασκευή των σημείων  

• η μετακίνηση του ελεύθερου σημείου 
επιτρέπει την παρατήρηση των μεταβολών 
στο ορθογώνιο 



Μοντέλα στη διαδικασία 
μοντελοποίησης (3)

• Μετρήσεις 
– αποτέλεσμα της διαδικασίας 

ποσοτικοποίησης, η συμμεταβολή
εμφανίζεται μεταξύ των μέτρων των 
ποσοτήτων και όχι των γεωμετρικών 
αντικειμένων

– Δυνατότητα χρήσης της λειτουργίας 
αυτόματης μοντελοποίησης του 
λογισμικού



Μοντέλα στη διαδικασία 
μοντελοποίησης (4)

• Συναρτήσεις
– η συνάρτηση δημιουργείται ως αποτέλεσμα της επιλογής δύο 

αλληλεξαρτώμενων ποσοτήτων (π.χ. μήκος ορθογωνίου και 
εμβαδόν) 

• όχι προφανές βήμα για τους μαθητές,  απαιτεί ισχυρή κατανόηση 
της κατάστασης και μαθηματικό υπόβαθρο (δηλ. επιλογή 
ανεξάρτητης-εξαρτημένης μεταβλητής )

– οι μαθητές μπορούν να εργαστούν με διαφορετικές 
αναπαραστάσεις της συνάρτησης



Σχεδιασμός υδρορροής 
Τι ζητήθηκε από τους μαθητές 

(1) Πειραματισμός με τι δίπλωση ενός χαρτιού
(10cm Χ 20cm), διερεύνηση της κατασκευής, 
παρατήρηση συμμεταβολών και έκφραση 
αλγεβρικής σχέσης με τη χρήση μίας 
μεταβλητής

(2) Σχεδιασμός και διερεύνηση δυναμικού 
σχήματος που μοντελοποιεί το πρόβλημα 
στο Casyopée

(3) Χρήση διαθέσιμων εργαλείων για την 
εύρεση συνάρτησης που μοντελοποιεί το 
πρόβλημα

(4) Επίλυση του προβλήματος με τη χρήση 
διαθέσιμων αναπαραστάσεων

• Ρεαλιστική κατάσταση: 
σχεδιασμός υδρορροής

• Τεχνουργήματα: 
Casyopée

• Μαθητές: ρόλος 
σχεδιαστή; εύρεση 
βέλτιστης κατασκευής με 
βάση το εμβαδό διατομής

• Μαθηματικό μοντέλο: 
ζητούμενο ( L+ 2l= C (C η 
μια πλευρά της
λαμαρίνας); Ττο
ζητούμενο σχήμα είναι 
για L=2l και l= C/4, L=C/2). 



Μεθοδολογία 

• Έρευνα σχεδιασμού σε σχολική τάξη – Κύκλοι σχεδιασμού / 
επανασχεδιασμού (Prediger et al., 2015)

• Τρία δημόσια σχολεία της Αθήνας 
• Συνεργασία με τρεις εκπαιδευτικούς 
• 8-14 ώρες συνολικά ανά τάξη 
• Μαθητές Β΄ Λυκείου (σε ομάδες των τριών) 
• Ομάδες εστίασης ανά σχολείο
• Οι μαθητές είχαν διδαχτεί τη συνάρτηση ως αντιστοιχία
• Ρόλος ερευνητή στην τάξη: συμμετοχικός παρατηρητής
• Συμπληρωματικά δεδομένα: συνεντεύξεις με ομάδες
• Δεδομένα από βιντεοσκοπήσεις, μαγνητοφωνήσεις.
• Ανάλυση δεδομένων δύο ομάδων εστίασης



Τροχιά νοηματοδότησης

ΕΞΕΛΙΞΗ
ΝΟΗΜΑΤΟΔΟΤΗΣΕΩΝ

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΟΝΤΕΛΑ

Αλληλεξάρτηση 
(Interdependence)

Αναγνώριση και έκφραση αλληλεξαρτήσεων μεταξύ 
χαρακτηριστικών των συμμεταβαλλόμενων ποσοτήτων (π.χ. 

φυσικά ή γεωμετρικά αντικείμενα)

Χειραπτικά εργαλεία, 
Δυναμική Γεωμετρία

Συσχέτιση (Correlation)
Συσχέτιση των αλλαγών στο ένα μέγεθος σε σχέση με τις 

αλλαγές στο άλλο 
(χωρίς ένδειξη για αύξηση ή μείωση)

Χειραπτικά εργαλεία, 
Δυναμική Γεωμετρία, 

Μετρήσεις

Κατεύθυνση (Direction)
Συσχέτιση της κατεύθυνσης της αλλαγής στο ένα μέγεθος με 

τις αλλαγές στο άλλο (π.χ. αύξηση ή μείωση)
Δυναμική Γεωμετρία, 

Μετρήσεις

Επιλογή μεταβλητών (Variable 
selection)

Προσδιορισμός ενός ζεύγους μεγεθών ως ζεύγος ανεξάρτητης 
και εξαρτημένης μεταβλητής

Δυναμική Γεωμετρία, 
Μετρήσεις, Συναρτήσεις

Συντονισμός (Coordination)
Συντονισμός αλλαγών στις τιμές τις ανεξάρτητης μεταβλητής 
με αλλαγές στην εξαρτημένη μεταβλητή σε διαφορετικές 

αναπαραστάσεις στης συνάρτησης
Συναρτήσεις

Ποσό μεταβολής
(Amount of change)

Συντονισμός του ποσού μεταβολής στις τιμές τις ανεξάρτητης 
μεταβλητής με μεταβολές στην εξαρτημένη μεταβλητή σε 

διαφορετικές αναπαραστάσεις στης συνάρτησης
Συναρτήσεις

Πηλίκο διαφορών
(Ομοιόμορφος και στιγμιαίος 

ρυθμός μεταβολής – Uniform and 
instantaneous rate of change)

Συντονισμός του ρυθμού μεταβολής των τιμών της 
συνάρτησης με ομοιόμορφες μεταβολές ή ενδείξεις από συνεχείς 

μεταβολές στην ανεξάρτητη μεταβλητή μέσω του πηλίκου 
διαφορών

Συναρτήσεις



Αλληλεξάρτηση (Μοντέλο Φύλλο χαρτί)  
Επεισόδιο 1

76 Μ1: Νομίζω ότι ο μέγιστος όγκος νερού εξαρτάται από τον 
μέγιστο όγκο του μεταλλικού φύλλου.

77 Μ3: [Δείχνει τη διατομή της υδρορροής] Εξαρτάται από το 
εμβαδόν αυτού του σχήματος.

78 Ε: Γιατί;

79 Μ3: Επειδή ο όγκος θα ήταν αυτός [δείχνει τη διατομή] 
και το μήκος του όλου πράγματος [υδρορροή]… δεν έχει 
σημασία

[Η Μ3 διπλώνει το χαρτί με πολύ μικρές πλαϊνές πλευρές]

80 Μ3: Τι γίνεται αν διπλώσω το μεταλλικό φύλλο έτσι; Θέλω 
να έχω τον μέγιστο όγκο νερού.

81 Ε: Οι μαθητές εδώ λένε ότι πρέπει να μεγιστοποιήσετε 
μόνο το εμβαδόν της διατομής.

82 Μ3: [Μετακινώντας τα όρια της δίπλωσης] Πρέπει να 
επικεντρωθούμε στις αλλαγές. Καθώς το μήκος μεγαλώνει, το 
ύψος μειώνεται και το εμβαδό αλλάζει. Πρέπει λοιπόν να 
βρούμε μια αναλογία για την οποία το ύψος και το μήκος θα 
είναι ακριβώς αυτό που χρειαζόμαστε.

82 Μ1: Βασικά, το μέγιστο του γινομένου. 

● Ο πειραματισμός με τη 
δίπλωση βοηθάει την Μ3 να 
εξηγήσει την ιδέα της σχετικά 
με τη σχέση των δύο πλευρών 
και την επιρροή της στο 
εμβαδόν της διατομής –
αναγνώριση της 
αλληλεξάρτησης των δύο 
πλευρών για τη μεγιστοποίηση 
της ποσότητας νερού  
● Ο Μ1 αναγνωρίζει το μέγιστο 
γινόμενο ως κριτήριο για την 
μεγιστοποίηση της ποσότητας 
νερού (γραμμή 82).



• Διαλογική/discursive διάσταση

– Νοηματοδότηση αλληλεξαρτήσεων σε ποιοτικό επίπεδο

– Συνύπαρξη/μίξη λεξιλογίου με αναφορές σε συγκεκριμένα αντικείμενα (όγκος 
νερού, ‘όλο πράγμα’), έννοιες της 2D και 3D γεωμετρίας και μεγέθη (πλευρές, 
εμβαδόν, γινόμενο)

– Τα μεγέθη δεν ποσοτικοποιούνται

• Σημειωτική/semiotic διάσταση 

– Μη εμφάνιση σημειωτικού συστήματος 

• Εργαλειακή/instrumental διάσταση

– Η δίπλωση ως εργαλείο/instrument για τη διερεύνηση διαφορετικών μορφών 
υδρορροής (υδρορροή με πολύ μικρό ύψος), αλλά ανεπαρκές για την ακριβή 
κατανόηση των μεταβολών 

Αλληλεξάρτηση (Μοντέλο Φύλλο Χαρτιού)  



Επεισόδιο 2
67 Ε: Χρειάζεστε ένα σημείο για το κάτω μέρος της 
υδρορροής [το D] και ένα σημείο που περιγράφει τη 
μέγιστη δίπλωση [το Ε].

68 Μ4: Χρειαζόμαστε ένα ακόμη σημείο [ελεύθερο σημείο
C] ανάμεσα σε αυτά τα δύο σημεία που θα δείχνει κάθε 
φορά τη διαφορετική δίπλωση.

69 Μ3: Προτείνω να βάλουμε το σημείο D στο (0;0). 

70 Μ4: Θα φτιάξουμε το Ε στο (0;10) σε περίπτωση που 
διπλώσουμε τη λαμαρίνα στο μέσο. Έτσι θα έχουμε ένα 
τμήμα για το ελεύθερο σημείο C.

Μετά τη δημιουργία του σημείου C, οι μαθητές 
παρατήρησαν τη δίπλωση ώστε να βρουν μια έκφραση για 
τη συντεταγμένη x του Α. Οι περισσότερες ομάδες 
προσπάθησαν λύνοντας την εξίσωση x+x+y=20 ως προς y. 

Σχόλια μαθητών

“Προσπαθήσαμε να φτιάξουμε το A ως (20-2*x ; 0) αλλά 
δεν δούλεψε!”, “Κατασκευάσαμε το A ως (20-2*yC;0) και 
δούλεψε!”, “Εμείς δημιουργήσαμε το A ως (20-2*DC;0) και 
επίσης δούλεψε!”.

● Ανάγκη διάκρισης του 
σημείου που ‘προκαλεί’ τη 
δυναμική αλλαγή 
● Επιτυχείς και μη 
προσπάθειες συσχέτισης 
των συντεταγμένων του Α 
με το σημείο C 
● Προοδευτικός 
συντονισμός της 
εμπειρίας δίπλωσης με τις 
συμβολικές δομή του 
περιβάλλοντος Δυναμικής 
Γεωμετρίας 

Συσχέτιση (Μοντέλο Δυναμική Γεωμετρία)  



• Εργαλειακή/instrumental διάσταση

– Εργασία με εργαλεία Δυναμικής Γεωμετρίας σε πρώτο πλάνο 

• Σημειωτική/semiotic διάσταση 

– Προοδευτική χρήση συμβόλων από το περιβάλλον για την έκφραση της 
τετμημένης του Α

– Η έκφραση 20-2*x ενός μαθητή ως ένδειξη γενίκευσης (κάθε x)

Συσχέτιση (Μοντέλο Δυναμική Γεωμετρία)  



Κατεύθυνση (Μοντέλο Μετρήσεις)

Επεισόδιο 3 (Μέρος A)

11 Μ5: Κοιτάξτε το εμβαδόν εδώ [ενν. το c3=DC x DA στο 
παράθυρο Γεωμετρικοί Υπολογισμοί]. Βλέπουμε ότι το 
μέγιστο εμβαδόν είναι 50 και καθώς αλλάζουμε την τιμή... 
[του DC] … Εντάξει. Δεν μπορούμε να πούμε ότι είναι το 
μέγιστο. Αν αλλάξουμε το σημείο C σε αυτή την ευθεία 
[ενν. στο τμήμα DE] το εμβαδόν μειώνεται συνεχώς και 
μεγιστοποιείται όταν [το DC] πάρει τη μέγιστη τιμή του.

12 Μ6: Κοιτάξτε εδώ, λέει 50 και έχουμε τη μέγιστη τιμή 
του τμήματος DC. Καθώς κινούμε προς τα κάτω το 
σημείο C, βλέπουμε ότι το εμβαδόν περιοχή μειώνεται 
επίσης.

● Με τη μετακίνηση του 
σημείου C, ο Μ5 παρατηρεί 
τις αλλαγές στις τιμές των 
δύο μετρήσεων και 
συσχετίζει τα δύο 
συμμεταβαλλόμενα μεγέθη 
(DC, DC x DA) για να βρει
λύση (γραμμή 11) 
● Ο Μ6 νοηματοδοτεί την 
κατεύθυνση της αλλαγής 
(γραμμή 12)



Διάκριση ανεξάρτητης-εξαρτημένης μεταβλητής
(Μοντέλο Μετρήσεις)

Επεισόδιο 3 (Μέρος B)

[Οι μαθητές επιλέγουν τις μετρήσεις (DC*DA, DC) ως ζεύγος 
ανεξάρτητης-εξαρτημένης μεταβλητής στο tab Αυτόματη 
Μοντελοποίηση και  εμφανίζεται μήνυμα σφάλματος]

180 Μ6: Δεν μπορεί [η Αυτόματη Μοντελοποίηση] να 
υπολογίσει συνάρτηση. 

81 Ε: Γιατί; Τι νομίζεις; 

82 Μ5: Το [DC*DA] είναι η εξαρτημένη. 

83 Ε: Επομένως;

84 Μ5: Θα επιλέξουμε εδώ το εμβαδόν [ως εξαρτημένη 
μεταβλητή] και εδώ [ως ανεξάρτητη μεταβλητή] κάτι που είναι 
ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα. Δηλαδή, το DC. 

. 

● Η ανατροφοδότηση 
διαμεσολαβεί τη σωστή 
επιλογή τους ζεύγους 
ανεξάρτητης-εξαρτημένης 
μεταβλητής (γραμμή 82). 
● Το DC αναγνωρίζεται ως 
κατάλληλο μέγεθος που 
‘προκαλεί’ την αλλαγή του 
εμβαδού του ορθογωνίου 
ABCD (“ανεξάρτητο από 
τα υπόλοιπα”) (γραμμή 
84).



Κατεύθυνση / Διάκριση ανεξάρτητης-
εξαρτημένης μεταβλητής (Μοντέλο Μετρήσεις)

• Εργαλειακή/instrumental διάσταση

– Το παράθυρο γεωμετρικών υπολογισμών επιτρέπει 

• την παρακολούθηση των δυναμικών αλλαγών στο σχήμα και την σύνδεση της 
κίνησης του ελεύθερου σημείου με τις τιμές των αντίστοιχων μεγεθών   

• την επιλογή ζεύγους ανεξάρτητης-εξαρτημένης μεταβλητής 

• Σημειωτική/semiotic διάσταση 

– Σημειωτική σύγχυση όταν αναφέρονται στην τιμή του DC (DC = 5) για το 
εμβαδόν του 50 ως «μέγιστη τιμή του τμήματος DC». Δυσκολία ακριβούς 
περιγραφής των μεταβολών. 

• Διαλογική/discursive διάσταση 

– Ο λόγος που το Casyopée δεν το αποδέχεται το DC x DA ως ανεξάρτητη 
μεταβλητή δεν συζητείται αρκετά

• Θα ήταν χρήσιμο να συζητηθεί ότι το γινόμενο λαμβάνει την ίδια για 
δύο θέσεις του C (π.χ. το γινόμενο είναι 32 για δύο μήκη, 2 και 8 )



Συντονισμός αλλαγών ανεξάρτητης-εξαρτημένης 
μεταβλητής (Μοντέλο Συναρτήσεις)

Επεισόδιο 4

41 Μ1: Από τον πίνακα βλέπουμε ότι η μέγιστη τιμή είναι στο 5.

42 Μ2: Δείχνει [ενν. ο πίνακας] το εμβαδόν για κάθε τιμή του x
με τους περιορισμούς που θέσαμε. 

43 Μ1: Αν αλλάξουμε το βήμα, μας δείχνει το εμβαδόν σε σχέση 
με την πλευρά DC που αλλάζει κατά 0,5. Βλέπουμε ότι το 5 
παραμένει η τιμή της πλευράς DC ώστε να έχουμε το μέγιστο 
εμβαδόν. Παρατηρούμε ότι για τις διαφορετικές τιμές του x το 
εμβαδόν αλλάζει και φτάνει στο μέγιστο όταν DC [ίσο με 5]

44 Μ3: Περίμενε. Για τις διάφορες τιμές του x, το εμβαδόν 
αλλάζει και γίνεται μέγιστο για x = 5. Το εμβαδόν είναι τότε ίσο με 
f(5) = 50. 

. 

● Εργασία με μεταβλητές
● Ο Μ2 βοηθάει τον Μ1 να 
κατανοήσει τη μεταβολή του 
DC ως μεταβολή της 
ανεξάρτητης μεταβλητής x 
(γραμμή 43)
● Ο Μ3 συντονίζει τις 
αλλαγές στις δύο στήλες του 
πίνακα σε σχέση με την 
εξαρτημένη και την 
ανεξάρτητη μεταβλητή 
(γραμμή 44). 



Συντονισμός αλλαγών ανεξάρτητης-εξαρτημένης 
μεταβλητής (Μοντέλο Συναρτήσεις)

• Εργαλειακή/instrumental διάσταση

– Συντονισμός των παρατηρήσεων στον πίνακα (παράθυρο Άλγεβρας) με τις 
αλλαγές των ποσοτήτων (παράθυρο γεωμετρικών υπολογισμών)

• Σημειωτική/semiotic διάσταση 

– Οι ποσότητες (μήκος πλευρών) συνυπάρχουν με αλγεβρικά σύμβολα (x, 
f(…))

– Παραγωγική σύνδεση ποσοτήτων και άλγεβρας για την κατανόηση του 
συμβολισμού

– Παρότι σε προηγούμενο επεισόδιο αναφέρθηκαν στην τιμή του DC για το 
εμβαδόν του 50 ως τη «μέγιστη τιμή του τμήματος DC», εδώ σωστά την 
αναφέρουν ως «την τιμή ώστε να έχουμε το μέγιστο εμβαδόν». Η εργασία 
με τις εξαρτήσεις στο πλαίσιο των μαθηματικών συναρτήσεων διευκολύνει 
την κατανόηση των μεταβλητών. 



Ρυθμός μεταβολής ως πηλίκο διαφορών
(Μοντέλο Συναρτήσεις)

Επεισόδιο 5 

Οι μαθητές είχαν βρει έναν αλγεβρικό/αναλυτικό τρόπο υπολογισμού του όγκου 
χρησιμοποιώντας τις μετρήσεις της ράβδου και είχαν χαράξει τη γραφική 
παράσταση (ύψους – όγκου) με βάση τον πίνακα στο Geogebra. 

Στην παρουσίαση της λύσης στην ολομέλεια κάνουν σύνδεση της γραφικής 
παράστασης (ύψους – όγκου) με τη γραφική παράσταση του ρυθμού μεταβολής 
που είχε σχεδιάσει άλλη ομάδα στον πίνακα. 

. 



Ρυθμός μεταβολής ως πηλίκο διαφορών
(Μοντέλο Συναρτήσεις)

Επεισόδιο 5 

1139. Κ: Λες ότι το κρίσιμο σημείο είναι στη μέση ή στα τέταρτα. Ας 
δούμε τι αλλάζει σε αυτή τη γραφική παράσταση

1140. Μ4: Ο ρυθμός μεταβολής αλλάζει. 

1141. Κ: Τι εννοείς;

1142. Μ2: Εμείς υπολογίσαμε το V/h εδώ και…

1143. Κ: Επομένως αυτός είναι ο αριθμός με τον οποίο ο όγκος αλλάζει 
σε σχέση με το ύψος αλλά εδώ υπάρχει ένα μέγιστο σημείο όπου η 
αλλαγή του όγκου σε σχέση με το ύψος μεγιστοποιείται.

1144. Μ2: Χρησιμοποιώντας το ρυθμό μεταβολής εννοούμε πόσο 
γρήγορα ο όγκος αλλάζει σε σχέση με το ύψος.

1145. Κ: Εντάξει, το κρατάμε αυτό. Πόσο γρήγορα: γρήγορα ή αργά; 
Πού φαίνεται πόσο γρήγορα αλλάζει ο όγκος σε σχέση με το ύψος;

1146. Μ4: Άμα πάρουμε εδώ πέρα το ΔV/Δh [ΔV/Δh στο κάτω μέρος της 
γραφικής παράστασης]  τότε είναι μικρότερο από αυτό [ΔV/Δh κοντά στη 
μέση της γραφικής παράστασης]

1265. Κ: Μπορείτε να μου πείτε τελικά τι αλλάζει σε αυτή την κατάσταση;

1266. Μ4: Το πετρέλαιο που παίρνουμε για κάθε Δh. Αυτό αλλάζει, 
δηλαδή ο ρυθμός μεταβολής.



Συνδέσεις ανάμεσα στα μοντέλα
• Προοδευτικός χαρακτήρας των συνδέσεων που αναπτύσσουν οι 

μαθητές μεταξύ των μοντέλων 
- Μοντέλο Δυναμική Γεωμετρία: αξιοποίησαν την εμπειρία με τη δίπλωση στο 

χαρτί και αναγνώρισαν κύριες λειτουργίες του ψηφιακού περιβάλλοντος 
προκειμένου να μοντελοποιήσουν το δυναμικό ορθογώνιο

- Μοντέλο Μετρήσεις: συνέδεσαν το κινούμενο σημείο στο δυναμικό σχήμα με 
μεταβολές των μετρήσεων (“Αν αλλάξουμε τη θέση του σημείου C…”)

- Μοντέλο Συναρτήσεις: σύνδεση του μοντέλου μετρήσεις με το μοντέλο 
συναρτήσεις, αναγνωρίζοντας τις μεταβλητές ως μέσα αναπαράστασης 
ποσοτήτων και νοηματοδοτώντας τη συνάρτηση ως συμμεταβολή
(αναπαράσταση συμμεταβολών μετρήσεων)

• Ευρύτερες συνδέσεις: σύνδεση του πίνακα της συνάρτησης (μοντέλο 
συναρτήσεις) με έννοιες από άλλα μοντέλα (εμβαδό, πλευρά…): 

“Βλέπουμε στον πίνακα ότι το εμβαδόν γίνεται μέγιστο όταν η τετμημένη του 
ελεύθερου σημείου C [yC] είναι 5. Δηλαδή, έχουμε το μέγιστο εμβαδόν όταν η 
μια πλευρά [της υδρορροής] είναι το μισό της άλλης.”



Θέματα για συζήτηση  

• Πολλαπλότητα καταστάσεων και μοντέλων / Μαθηματικών Πεδίων 
Εργασίας στη διαδικασία μοντελοποίησης 

• Εστίαση στη μαθηματική εργασία των μαθητών στα διαφορετικά 
μοντέλα και αντίστοιχα πεδία εργασίας 

• Σύνδεση διαφορετικών πεδίων εργασίας μέσω της αξιοποίησης της 
ψηφιακής τεχνολογίας 

• Οριοθέτηση αυθεντικότητας – Αυθεντικά vs. Ρεαλιστικά έργα



Αναφορές   
• Kafetzopoulos, G. - I., & Psycharis, G. (2022). Conceptualization of function as a 

covariational relationship between two quantities through modeling tasks. Journal of 
Mathematical Behavior, 67. https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2022.100993

• Psycharis, G., Kafetzopoulos, G. - I., & Lagrange, J. - B. (2021). A framework for analysing
students’ learning of function at upper secondary level: Connected Working Spaces and 
Abstraction in Context. In A. Clark-Wilson, Donevska-Todorova, A., Faggiano, E., 
Trgalová, J., & Weigand, H. - G. (Eds.), Mathematics Education in the Digital Age: 
Learning Practice and Theory (pp. 150-167). Abingdon, UK: Routledge. 

• Lagrange, J. - B., Huincahue, J., & Psycharis, G. (2022). Modeling in Education: New 
Perspectives Opened by the Theory of Mathematical Working Spaces. In A. Kuzniak, 
Montoya-Delgadillo, E., & Richard, P. R. (Eds.), Mathematical Work in Educational 
Context. Mathematics Education in the Digital Era (Vol. 18, pp. 247-266). Springer. 

• Kafetzopoulos, G. - I., & Psycharis, G. (2018). Conceptualization of function as 
covariation through the use of learning trajectories. In H. - G. Weigand, Clark-Wilson, A., 
Donevska-Todorova, A., Faggiano, E., Grønbæk, N., & Trgalova, J. (Eds.), Proceedings of 
the Fifth ERME Topic Conference (ETC 5) on Mathematics Education in the Digital Age 
(MEDA) (pp. 139-146). Copenhagen, Denmark: University of Copenhagen. 


