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Προκαταρκτικά.

Το αντικείμενο αυτού του βιβλίου είναι οι πραγματικοί αριθμοί και οι πραγματικές συναρ-
τήσεις μιας πραγματικής μεταβλητής. Αφού εκτεθούν οι βασικές ιδιότητες των (πραγματικών)
αριθμών, δηλαδή η Ιδιότητα Supremum και τα πορίσματά της, εισάγονται οι έννοιες του ορίου
ακολουθίας και του ορίου συνάρτησης, η έννοια της συνεχούς συνάρτησης και οι έννοιες της πα-
ραγώγου και του ολοκληρώματος. Ακολουθεί η μελέτη των σειρών αριθμών, των ακολουθιών
συναρτήσεων, των σειρών συναρτήσεων και των γενικευμένων ολοκληρωμάτων. Ανάμεσα στις
σειρές συναρτήσεων και στα γενικευμένα ολοκληρώματα περιλαμβάνεται μια σύντομη μελέτη
των μετρικών χώρων. Το βιβλίο τελειώνει με το ζήτημα της αξιωματικής θεμελίωσης των πραγ-
ματικών αριθμών.

Το επίπεδο του βιβλίου δεν είναι στοιχειώδες, διότι ασχολείται με τη βαθύτερη ιδιότητα των
πραγματικών αριθμών, την Ιδιότητα Supremum, και αποδεικνύει όλα τα βασικά πορίσματα της
ιδιότητας αυτής. Για παράδειγμα, αποδεικνύονται η ύπαρξη ριζών των θετικών αριθμών, το θεώ-
ρημα των Bolzano - Weierstrass για ακολουθίες, τα βασικά θεωρήματα για συνεχείς συναρτήσεις,
θεμελιώνεται η έννοια του ολοκληρώματος και αποδεικνύεται η ολοκληρωσιμότητα των συνεχών
συναρτήσεων.

Το επίπεδο του βιβλίου δεν είναι ούτε εύκολο: είναι αρκετά πυκνογραμμένο και απαιτεί συγκέ-
ντρωση. Οι αναγνώστες (κυρίως φοιτητές) πρέπει να δώσουν μεγάλη έμφαση στην ακριβή διατύ-
πωση των εννοιών, στην κατανόηση και, κυρίως, στην αναπαραγωγή των αποδείξεων των κυριότε-
ρων αποτελεσμάτων και, οπωσδήποτε, στη μαθηματικά αυστηρή επίλυση θεωρητικών ασκήσεων.

Θα ήθελα να κάνω κάποια σχόλια για το περιεχόμενο.
1. Τονίζεται η έννοια της περιοχής σε σχέση με την έννοια του ορίου ακολουθίας. Επίσης, δίνεται
ιδιαίτερη έμφαση στις εκφράσεις “από κάποιον n και πέρα” και “για άπειρους n”. Αντιστοίχως,
δίνεται έμφαση στις εκφράσεις “κοντά στο ξ” και “σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ” σε σχέση
με την έννοια του ορίου συνάρτησης.
2. Οι αναλυτικοί ορισμοί των τριγωνομετρικών συναρτήσεων, μέσω δυναμοσειρών αλλά και μέσω
ολοκληρωμάτων, παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 10 και αποδεικνύονται οι γνωστές ιδιότητες αυ-
τών των συναρτήσεων. Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις χρησιμοποιούνται, όμως, ελεύθερα στα
προηγούμενα κεφάλαια ως παραδείγματα.
3. Το ολοκλήρωμα Riemann ορίζεται αρχικά μέσω των αθροισμάτων Darboux και βάσει αυτού
του ορισμού αποδεικνύονται οι διάφορες ιδιότητές του. Κατόπιν, παρουσιάζεται και ο ορισμός
μέσω των αθροισμάτων Riemann και αποδεικνύεται η ισοδυναμία των δύο ορισμών. Παρά το ότι
τα αθροίσματα Riemann συνδέονται πιο άμεσα και φυσιολογικά με τις εφαρμογές των ολοκληρω-
μάτων, προτάσσω τα αθροίσματα Darboux διότι μου φαίνεται ότι οι αποδείξεις των περισσότερων
ιδιοτήτων του ολοκληρώματος είναι λίγο απλούστερες αν βασιστούν στα αθροίσματα Darboux
απ’ ότι αν βασιστούν στα αθροίσματα Riemann.
4. Η μελέτη των μετρικών χώρων είναι πολύ σύντομη. Θεωρήθηκε απαραίτητη για δύο λόγους.
Πρώτον, για να παρουσιαστεί η κοινή γενίκευση των δύο εννοιών “απόστασης” που εμφανίζονται
στα προηγούμενα κεφάλαια: της Ευκλείδειας απόστασης ανάμεσα στα σημεία τουR και της ομοιό-
μορφης απόστασης ανάμεσα σε συναρτήσεις (στα κεφάλαια για ακολουθίες και σειρές συναρτή-
σεων). Η έμφαση δίνεται ακριβώς στους Ευκλείδειους χώρουςRd και στους χώρους συναρτήσεων
με την ομοιόμορφη μετρική. Ο δεύτερος λόγος μελέτης των μετρικών χώρων και, ειδικώτερα, των
Ευκλείδειων χώρων είναι ότι στα γενικευμένα ολοκληρώματα με παράμετρο εμφανίζεται η έννοια
της (ομοιόμορφης) συνέχειας συναρτήσεων δύο πραγματικών μεταβλητών. Τέλος, ανάμεσα στα
θέματα μετρικών χώρων υπάρχει και μια μικρή ενότητα για την έννοια της συνεκτικότητας η οποία
χρειάζεται στα μαθήματα Μιγαδικής Ανάλυσης.
5. Ο χρόνος δεν επαρκεί για να διδαχτούν όλα τα θέματα αυτού του βιβλίου και πρέπει να γίνει
επιλογή ποιων, από όσα διδαχτούν, θα γίνουν οι αποδείξεις στον πίνακα. Μάλιστα, μερικά τέτοια
θέματα (η διαδοχική άθροιση διπλών σειρών, το θεώρημα του Riemann για αναδιατάξεις σειρών,
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το μεγαλύτερο μέρος του κεφαλαίου για τα γενικευμένα ολοκληρώματα, η αξιωματική θεμελίωση
κ.τ.λ.) υπάρχουν μόνο για να τα διαβάσει όποιος αναγνώστης δείξει ιδιαίτερο ενδιαφέρον.
6. Στο δέκατο τρίτο κεφάλαιο εκτίθεται η αξιωματική θεμελίωση των πραγματικών αριθμών θεω-
ρώντας δεδομένους τους φυσικούς και τα Αξιώματα του Peano. Αυτή είναι, πιστεύω, η φυσιολογική
μέθοδος. Η παρουσίαση βασίζεται στο βιβλίο Foundations of Analysis του E. Landau με πολλές δι-
κές μου παρεμβάσεις και προσαρμογές. Η μετάβαση από τους (θετικούς) ρητούς στους (θετικούς)
πραγματικούς βασίζεται στη μέθοδο των τομών του Dedekind. Εκτίθενται, όμως, και οι μέθοδοι
των ακολουθιών Cauchy και των εγκιβωτισμένων διαστημάτων, συνοπτικά και χωρίς αποδείξεις.
7. Για αρκετά θέματα παρουσιάζονται αρκετές αποδείξεις είτε στο κυρίως κείμενο της θεωρίας
είτε υπο μορφή ασκήσεων. Για παράδειγμα, για το κριτήριο του Cauchy για σύγκλιση ακολου-
θιών υπάρχουν τέσσερις αποδείξεις.
8. Υπάρχουν μερικά θέματα, τα οποία δύσκολα βρίσκει κανείς σε βιβλία και, μάλιστα, τέτοιου επι-
πέδου. Για παράδειγμα: η ακριβής αιτιολόγηση του ότι δεν ορίζονται δυνάμεις αρνητικών αριθμών
με μη-ακέραιους εκθέτες, η σύνδεση ανάμεσα στις έννοιες της μέσης τιμής συνάρτησης και της
μέσης τιμής αριθμών και μια διεξοδική ανάπτυξη της ολοκλήρωσης ρητών παραστάσεων τριγω-
νομετρικών συναρτήσεων. Υπάρχουν, επίσης, πολλά προχωρημένα θέματα στη μορφή ασκήσεων.
Δύο τέτοια θέματα είναι: η κατασκευή συνάρτησης συνεχούς και πουθενά παραγωγίσιμης και το
ότι μια συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν το σύνολο των σημείων ασυνέχειάς της
έχει μηδενικό μέτρο.
9. Το βιβλίο περιέχει εύκολες, μέτριες και δύσκολες ασκήσεις. Όμως, δεν υπάρχουν “εξυπνακίστι-
κες” ασκήσεις (τουλάχιστον, συνειδητά). Δηλαδή, δεν υπάρχουν ασκήσεις τις οποίες σκοτώνεται
κανείς για να τις λύσει αλλά που η λύση τους δεν έχει κάτι να προσφέρει πέρα από την “επιβεβαί-
ωση” ενός υψηλού IQ. Προσπάθησα να συμπεριλάβω ασκήσεις οι οποίες ελέγχουν την κατανόηση
των εννοιών και διδάσκουν μεθόδους Ανάλυσης. Τουλάχιστον, όσες από τις ασκήσεις είναι δύσκο-
λες υπάρχουν μόνο διότι πιστεύω ότι έχουν να προσφέρουν κάτι ουσιαστικό.
10. Στο δέκατο τέταρτο κεφάλαιο υπάρχουν λύσεις (πολλές φορές παραπάνω από μία) ή υποδείξεις
λύσης των περισσοτέρων ασκήσεων του βιβλίου. Για περισσότερα δείτε στην αρχή του δέκατου
τέταρτου κεφαλαίου.
11. Τα παρακάτω βιβλία διαμόρφωσαν, άλλο λιγότερο και άλλο περισσότερο, την άποψή μου για
τα θέματα αυτού του βιβλίου και κατ’ επέκταση τη μορφή που αυτά πήραν σ’ αυτό το βιβλίο:
Mathematical Analysis, T. Apostol.
Differential and Integral Calculus, R. Courant.
The Theory of Functions of Real Variables, L. Graves.
Foundations of Analysis, E. Landau.
Principles of Mathematical Analysis, W. Rudin.
The Theory of Functions, E. C. Titchmarsh.

Το χρέος μου προς αυτά είναι μεγάλο. Για παράδειγμα, το βιβλίο του Graves έχει παλιομοδίτικο
και δύσκολο συμβολισμό και μπορεί να θεωρείται πια ξεπερασμένο, αλλά από αυτό έμαθα κάποια
λεπτά και διαφωτιστικά σημεία της ομοιόμορφης σύγκλισης ακολουθίας συναρτήσεων.
Εκτός από αυτά τα έξι βιβλία, έχω συγκεντρώσει στο τέλος κάθε κεφαλαίου έναν κατάλογο βιβλίων
τον οποίο χωρίζω σε βασική και σε συμπληρωματική βιβλιογραφία. Για κάθε βιβλίο αναφέρω τα
κεφάλαιά του τα οποία είναι (με μεγάλη προσέγγιση) σχετικά με το αντίστοιχο κεφάλαιο του ανά
χείρας βιβλίου.
Προσοχή: δεν υπάρχει βιβλίο το οποίο ταυτίζεται με το βιβλίο αυτό. Ο αναγνώστης θα συμβου-
λευτεί την βιβλιογραφία για να δει τα ζητήματα από μία - λίγο ή πολύ - διαφορετική σκοπιά ή για
να μάθει επεκτάσεις των διαφόρων μεθόδων και αποτελεσμάτων.

Για να πάρει την παρούσα μορφή του το βιβλίο αυτό έχει γραφτεί, με το χέρι και με τον
υπολογιστή, διορθωθεί και ξαναδιορθωθεί άπειρες φορές και συμπυκνώνει εξαιρετικά πολύ κόπο.
Επειδή, όμως, είναι σαφές ότι κι αυτή η μορφή απέχει αρκετά από το να είναι βέλτιστη, είναι απεί-
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ρως ευπρόσδεκτες οποιεσδήποτε επισημάνσεις λαθών αλλά και παρατηρήσεις ως προς το στυλ
παρουσίασης ή την επιλογή των θεμάτων.

Μιχάλης Παπαδημητράκης
Τμήμα Μαθηματικών και Εφαρμοσμένων Μαθηματικών Πανεπιστημίου Κρήτης
Δεκέμβριος 2015.
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Κεφάλαιο 1

Οι πραγματικοί αριθμοί.

1.1 Τα σύνολα R και R.

Το σύνολο των πραγματικών αριθμών το συμβολίζουμε R. Τα σύνολα των φυσικών, των ακε-
ραίων και των ρητών τα συμβολίζουμε, αντιστοίχως,N, Z καιQ. Προσέξτε: δεχόμαστε ως σύνολο
των φυσικών το N = {1, 2, 3, . . . }. Δηλαδή, δεν θεωρούμε φυσικό τον ακέραιο 0.

Στο βιβλίο αυτό όταν λέμε “αριθμός” ή “σύνολο” εννοούμε “πραγματικός αριθμός” ή “υπο-
σύνολο του R” εκτός αν υπάρχει διευκρίνηση για κάτι διαφορετικό.1

Από τις αλγεβρικές ιδιότητες των αριθμών θα αναφέρουμε μόνο δύο βασικές ταυτότητες και
δύο ανισότητες.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.1. Έστω n ∈ N, n ≥ 2.
[α] Για κάθε x, y ισχύει

yn − xn = (y − x)(yn−1 + yn−2x+ · · ·+ yxn−2 + xn−1). (1.1)

[β] Ισχύει
nxn−1(y − x) ≤ yn − xn ≤ nyn−1(y − x) αν 0 ≤ x ≤ y. (1.2)

Απόδειξη. [α] Πολλαπλασιάζουμε τις δύο παρενθέσεις και διαγράφουμε όμοιους όρους.
[β] Με την υπόθεση 0 ≤ x ≤ y παρατηρούμε ότι, αν στην δεύτερη παρένθεση στη δεξιά μεριά
της (1.1) αντικαταστήσουμε κάθε x με το y, τότε το άθροισμα στην παρένθεση αυξάνεται (με την
ευρεία έννοια) και καθένας από τους n όρους της γίνεται yn−1 ενώ, αν αντικαταστήσουμε κάθε y
με το x, τότε το άθροισμα στην παρένθεση φθίνει (με την ευρεία έννοια) και καθένας από τους n
όρους της γίνεται xn−1.

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΤΟΥ BERNOULLI. Έστω n ∈ N. Ισχύει

(a+ 1)n ≥ na+ 1 αν a ≥ −1.

Απόδειξη. 2 Αν a ≥ 0, θέτουμε y = a + 1 και x = 1 στην αριστερή ανισότητα (1.2) ενώ, αν
−1 ≤ a ≤ 0, θέτουμε y = 1 και x = a+ 1 στην δεξιά ανισότητα (1.2).

ΔΙΩΝΥΜΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ NEWTON. Έστω n ∈ N. Για κάθε x, y ισχύει

(x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k =

∑n
k=0

n!
k!(n−k)!x

kyn−k.

1Στο κεφάλαιο 11 θα γίνεται ευρύτερη χρήση του όρου “σύνολο”.
2Άλλες δύο αποδείξεις της ανισότητας του Bernoulli είναι στην άσκηση 1.1.5 και στο παράδειγμα 5.4.6.
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Απόδειξη. 3 Αν αναπτύξουμε το γινόμενο

(x+ y)n = (x+ y) · · · (x+ y) (n φορές)

χρησιμοποιώντας την επιμεριστική ιδιότητα, θα βρούμε ένα άθροισμα όρων καθένας από τους
οποίους είναι ένα γινόμενο n όρων το οποίο προκύπτει παίρνοντας από κάθε παρένθεση είτε τον
x είτε τον y και πολλαπλασιάζοντάς τους. Δηλαδή, για κάθε k ∈ Z με 0 ≤ k ≤ n σχηματίζουμε
το γινόμενο xkyn−k παίρνοντας τον x από k από τις παρενθέσεις και τον y από τις υπόλοιπες
n − k παρενθέσεις. Τώρα, για κάθε συγκεκριμένο k ∈ Z με 0 ≤ k ≤ n, το πλήθος των όμοιων
όρων xkyn−k που θα προκύψουν στο συνολικό άθροισμα είναι ίσο με το πλήθος των τρόπων
επιλογής από τις n συνολικές παρενθέσεις εκείνων των k παρενθέσεων που θα μας δώσουν τους k
παράγοντες x. Όμως, το πλήθος των τρόπων επιλογής k αντικειμένων από n αντικείμενα ισούται
με τον λεγόμενο διωνυμικό συντελεστή(

n
k

)
= n!

k!(n−k)! =
n(n−1)···(n−k+1)

k! .

Άρα για κάθε k ∈ Z με 0 ≤ k ≤ n υπάρχουν
(
n
k

)
όμοιοι όροι xkyn−k.

Σημειώνουμε, επίσης, ότι η απόλυτη τιμή |x| εκφράζει το μέγεθος του x καθώς και την από-
σταση του x από τον 0. Και, γενικότερα, η |x − y| εκφράζει την απόσταση4 ανάμεσα στους x και
y. Όσο μικρότερη είναι η |x− y| τόσο κοντύτερα είναι ο x στον y.

Τέλος, ας θυμηθούμε μερικές βασικές ανισοτικές σχέσεις για την απόλυτη τιμή.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.2. [α] Αν a > 0, τότε ισχύουν οι ισοδυναμίες:

|x| ≤ a αν και μόνο αν − a ≤ x ≤ a.

|x| < a αν και μόνο αν − a < x < a.

[β] Για κάθε x, y ισχύει η τριγωνική ανισότητα:

|x± y| ≤ |x|+ |y|.

Απόδειξη. Διακρίνουμε περιπτώσεις σχετικά με το αν οι x και y είναι ≥ 0 ή ≤ 0. Κατά τα άλλα,
η απόδειξη είναι στοιχειώδης.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1. Ορίζουμε το επεκτεταμένο R, δηλαδή το σύνολο

R = R ∪ {−∞,+∞}.

Δεχόμαστε ότι το +∞ είναι μεγαλύτερο από κάθε αριθμό, ότι το −∞ είναι μικρότερο από κάθε
αριθμό και ότι το −∞ είναι μικρότερο από το +∞. Δηλαδή:

−∞ < x, x < +∞, −∞ < +∞.

Ορίζουμε τα αντίθετα
−(+∞) = −∞ , −(−∞) = +∞ .

Ορίζουμε τα αθροίσματα

(+∞) + x = +∞, x+ (+∞) = +∞, (+∞) + (+∞) = +∞,

3Άλλες δύο αποδείξεις του διωνυμικού τύπου του Newton είναι στην άσκηση 1.1.5 και στο παράδειγμα 5.4.8. Πά-
ντως, η πιο ουσιαστική απόδειξη είναι αυτή εδώ.

4Αυτή είναι η λεγόμενη Ευκλείδεια απόσταση ανάμεσα στα σημεία της ευθείας. Η έννοια αυτή επεκτείνεται ως
Ευκλείδεια απόσταση ανάμεσα στα σημεία του επιπέδου και ανάμεσα στα σημεία του χώρου και, ακόμη περισσότερο,
ανάμεσα στα σημεία του d-διάστατου Ευκλείδειου χώρου. Επίσης, υπάρχει και η έννοια της απόστασης ανάμεσα σε
συναρτήσεις την οποία θα δούμε στα κεφάλαια 9 και 10. Όλες αυτές οι έννοιες της απόστασης θα μελετηθούν με ενιαίο
τρόπο στη γενικότητά τους στο κεφάλαιο 11 των μετρικών χώρων.
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(−∞) + x = −∞, x+ (−∞) = −∞, (−∞) + (−∞) = −∞.

Όμως, δεν ορίζεται αποτέλεσμα για τις παραστάσεις

(+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞)

και αυτές οι παραστάσεις χαρακτηρίζονται απροσδιόριστες μορφές αθροίσματος.
Ορίζουμε τις διαφορές

(+∞)− x = +∞, x− (−∞) = +∞, (+∞)− (−∞) = +∞,

(−∞)− x = −∞, x− (+∞) = −∞, (−∞)− (+∞) = −∞.

Δεν ορίζεται αποτέλεσμα για τις παραστάσεις

(+∞)− (+∞), (−∞)− (−∞)

και χαρακτηρίζονται απροσδιόριστες μορφές διαφοράς.
Ορίζουμε τα γινόμενα

(±∞)x = ±∞, x(±∞) = ±∞ αν x > 0,

(±∞)x = ∓∞, x(±∞) = ∓∞ αν x < 0,

(±∞)(±∞) = +∞, (±∞)(∓∞) = −∞.

Δεν ορίζεται αποτέλεσμα για τις παραστάσεις

(±∞)0, 0(±∞)

και χαρακτηρίζονται απροσδιόριστες μορφές γινομένου.
Ορίζουμε τα αντίστροφα

1
+∞ = 0, 1

−∞ = 0.

Δεν ορίζεται αποτέλεσμα για την παράσταση

1
0

και χαρακτηρίζεται απροσδιόριστη μορφή αντιστρόφου.
Ορίζουμε τους λόγους

±∞
x = ±∞ αν x > 0, ±∞

x = ∓∞ αν x < 0, x
±∞ = 0.

Δεν ορίζεται αποτέλεσμα για τις παραστάσεις

x
0 ,

±∞
0 , ±∞

±∞ ,
±∞
∓∞

και χαρακτηρίζονται απροσδιόριστες μορφές λόγου.
Τέλος,5 ορίζουμε τις απόλυτες τιμές

|+∞| = +∞, | −∞| = +∞.

Βάσει της επέκτασης της έννοιας της ανισότητας από το R στο R αιτιολογείται η χρήση των
συμβόλων (a,+∞), [a,+∞), (−∞, b), (−∞, b] και (−∞,+∞) για τα αντίστοιχα διαστήματα
{x |x > a}, {x |x ≥ a}, {x |x < b}, {x |x ≤ b} και R, δηλαδή για τα λεγόμενα μη-φραγμένα
διαστήματα. Στο R έχουμε, επιπλέον, και τα διαστήματα (a,+∞], [a,+∞], [−∞, b), [−∞, b],
[−∞,+∞), (−∞,+∞], [−∞,+∞].

5Κάποιοι επιπλέον ανάλογοι ορισμοί σε σχέση με την πράξη της δύναμης θα δούμε στους ορισμούς 1.10 και 2.13.
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Οι επεκτάσεις των αλγεβρικών πράξεων από το R στο R δεν είναι αυθαίρετες. Όλοι οι πα-
ραπάνω τύποι ανάγονται στην εμπειρική αντίληψή μας για τις έννοιες του “μεγάλου” (θετικού ή
αρνητικού) και του “μικρού” (θετικού ή αρνητικού) και για τις μεταξύ τους σχέσεις. Για παρά-
δειγμα, η εμπειρία υπαγορεύει ότι το άθροισμα δύο πολύ μεγάλων θετικών ποσοτήτων είναι πολύ
μεγάλη θετική ποσότητα και αυτό αιτιολογεί το να ορίσουμε ότι (+∞)+ (+∞) = +∞. Από την
εμπειρία μας, και πάλι, γνωρίζουμε ότι η διαφορά δύο πολύ μεγάλων θετικών ποσοτήτων μπορεί
να είναι είτε πολύ μεγάλη θετική ποσότητα είτε πολύ μεγάλη αρνητική ποσότητα είτε οποιαδή-
ποτε ενδιάμεση ποσότητα. Αυτό δικαιολογεί το ότι δεν ορίζεται συγκεκριμένο αποτέλεσμα για το
(+∞) − (+∞) και τον χαρακτηρισμό του ως απροσδιόριστη μορφή. Επίσης, το γινόμενο μιας
πολύ μεγάλης θετικής ποσότητας και μιας πολύ μικρής ποσότητας (θετικής ή αρνητικής) μπορεί
να είναι είτε πολύ μεγάλη θετική ποσότητα είτε πολύ μεγάλη αρνητική ποσότητα είτε οποιαδήποτε,
ακόμη και πολύ μικρή, ενδιάμεση ποσότητα. Αυτό δικαιολογεί το ότι δεν ορίζεται αποτέλεσμα για
το (+∞)0 και τον χαρακτηρισμό του, επίσης, ως απροσδιόριστη μορφή.

Σύμβολα όπως το a ή το A δηλώνουν, συνήθως, αριθμούς ή σύνολα αριθμών. Αν, όμως, γρά-
ψουμε, για παράδειγμα, a ∈ (−3,+∞] θα εννοούμε ότι το a μπορεί να πάρει και την τιμή +∞.
Και αν γράψουμε A ⊆ [−∞, 2] θα εννοούμε ότι το σύνολο A μπορεί να περιέχει και το −∞.

Ασκήσεις.

1.1.1. 6 Αν a ≤ x ≤ b και a ≤ y ≤ b, αποδείξτε ότι |x−y| ≤ b−a και διατυπώστε το γεωμετρικό
νόημα αυτής της ανισότητας.

1.1.2. Αν x ≤ y < 0 και z ≤ w < 0, αποδείξτε ότι 0 < yw ≤ xz. Βασίστε την απόδειξή σας στο
ότι: αν a, b ≥ 0, τότε ab ≥ 0.

1.1.3. [α] Έστω b1, . . . , bn > 0. Αν l ≤ a1
b1
, . . . , anbn ≤ u, αποδείξτε ότι l ≤ a1+···+an

b1+···+bn
≤ u.

[β]7 Έστω ν1, . . . , νn ∈ N. Αν l ≤ y1, . . . , yn ≤ u, αποδείξτε ότι l ≤ ν1y1+···+νnyn
ν1+···+νn

≤ u.
Γενικότερα, έστω w1, . . . , wn > 0 και w1 + · · · + wn = 1. Αν l ≤ y1, . . . , yn ≤ u, αποδείξτε
ότι l ≤ w1y1 + · · ·+ wnyn ≤ u.

1.1.4. Για καθεμιά από τις παρακάτω ανισότητες γράψτε στη μορφή ένωσης διαστημάτων το σύ-
νολο των x για τους οποίους η ανισότητα είναι αληθής: |x+1| > 2, |x−1| < |x+1|, x

x+2 >
x+3
3x+1 ,

(x− 2)2 ≥ 4, |x2 − 7x| > x2 − 7x, (x−1)(x+4)
(x−7)(x+5) > 0, (x−1)(x−3)

(x−2)2 ≤ 0.
Για καθένα από τα επόμενα σύνολα βρείτε μία ανισότητα με μεταβλητή x ώστε το σύνολο αυτό
να είναι το σύνολο των x για τους οποίους η ανισότητα είναι αληθής: (−∞, 3], (2,+∞), (3, 7),
(−∞,−2) ∪ (1, 4) ∪ (7,+∞), [−2, 4] ∪ [6,+∞), [−1, 4) ∪ (4, 8], (−∞,−2] ∪ [1, 4) ∪ [7,+∞).

1.1.5. Αποδείξτε την ανισότητα του Bernoulli και τον διωνυμικό τύπο του Newton με επαγωγή.

1.2 Supremum και infimum.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.2. Έστω μη-κενό σύνολο A.
Το A χαρακτηρίζεται άνω φραγμένο αν υπάρχει u με την ιδιότητα να ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A.
Κάθε u με την ιδιότητα αυτή χαρακτηρίζεται άνω φράγμα του A.

6Το περιεχόμενο αυτής της “ανώδυνης” άσκησης είναι πιο χρήσιμο απ’ ό,τι δείχνει.
7Η μέση τιμή οποιωνδήποτε αριθμών y1, . . . , yn, όπου ο κάθε yk εμφανίζεται νk φορές, είναι ο λόγος του συνο-

λικού αθροίσματος των αριθμών προς το συνολικό πλήθος τους, δηλαδή ο αριθμός

ν1y1+···+νnyn
ν1+···+νn

= ν1
ν1+···+νn

y1 + · · ·+ νn
ν1+···+νn

yn = w1y1 + · · ·+ wnyn,

όπου κάθε wk = νk
ν1+···+νn

είναι η σχετική συχνότητα ή σχετικό βάρος του αντίστοιχου yk, δηλαδή η αναλογία του
αριθμού εμφανίσεων του yk προς τον συνολικό αριθμό εμφανίσεων των y1, . . . , yn. Γενικότερα, αν w1, . . . , wn > 0
και w1 + · · ·+ wn = 1, οι αριθμοί w1, . . . , wn ονομάζονται βάρη και ο w1y1 + · · ·+ wnyn ονομάζεται μέση τιμή
των y1, . . . yn ως προς αυτά τα βάρη.

4



Το A χαρακτηρίζεται κάτω φραγμένο αν υπάρχει l με την ιδιότητα να ισχύει l ≤ x για κάθε x ∈ A.
Κάθε l με την ιδιότητα αυτή χαρακτηρίζεται κάτω φράγμα του A.
Τέλος, τοA χαρακτηρίζεται φραγμένο αν είναι άνω φραγμένο και κάτω φραγμένο, δηλαδή αν υπάρ-
χουν l και u με την ιδιότητα να ισχύει l ≤ x ≤ u για κάθε x ∈ A.

Προσέξτε: αν ο u είναι άνω φράγμα του A, τότε κάθε u′ ≥ u είναι κι αυτός άνω φράγμα του
A. Επίσης, αν ο l είναι κάτω φράγμα του A, τότε κάθε l′ ≤ l είναι κι αυτός κάτω φράγμα του A.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.3. [α] Έστω ότι ισχύει l ≤ x για κάθε x > a. Τότε l ≤ a.
[β] Έστω ότι ισχύει u ≥ x για κάθε x < b. Τότε u ≥ b.

Απόδειξη. [α] Υποθέτουμε (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι a < l. Θεωρούμε τον αριθμό x =
a+l
2 για τον οποίο ισχύει a < x < l. Υπάρχει, επομένως, αριθμός x > a για τον οποίο δεν ισχύει
l ≤ x. Αυτό είναι, σύμφωνα με την υπόθεσή μας, άτοπο.
[β] Ομοίως, υποθέτουμε ότι u < b. Θεωρούμε τον αριθμό x = u+b

2 για τον οποίο ισχύει u < x < b.
Υπάρχει, επομένως, αριθμός x < b για τον οποίο δεν ισχύει u ≥ x. Αυτό είναι άτοπο.

Παράδειγμα 1.2.1. Είναι προφανές ότι κάθε l ≤ a είναι κάτω φράγμα καθενός από τα διαστήματα
[a, b], (a, b], [a, b), (a, b), (a,+∞), [a,+∞). Αναρωτιόμαστε αν υπάρχουν και άλλοι l οι οποίοι
είναι κάτω φράγματα αυτών των διαστημάτων.
Ας δούμε την περίπτωση των διαστημάτων [a, b], [a, b), [a,+∞). Αν ο l είναι κάτω φράγμα ενός
από αυτά τα διαστήματα, τότε πρέπει να ισχύει l ≤ a, διότι ο a είναι στοιχείο αυτών των δια-
στημάτων. Άρα τα κάτω φράγματα και των τριών αυτών διαστημάτων είναι οι αριθμοί l ≤ a και
κανένας άλλος.
Τώρα πάμε στην περίπτωση των διαστημάτων (a, b], (a, b), (a,+∞). Έστω ότι ο l είναι κάτω
φράγμα ενός από αυτά τα διαστήματα. Τώρα ο a δεν είναι στοιχείο κανενός από αυτά τα διαστή-
ματα, οπότε δεν μπορούμε να συμπεράνουμε αμέσως ότι l ≤ a. Και προχωράμε ως εξής. Αρχικά
βλέπουμε ότι, όποιο κι αν είναι το διάστημα που έχουμε επιλέξει, ο l είναι αυτομάτως κάτω φράγμα
του (a,+∞). Αυτό, φυσικά, σημαίνει ότι ισχύει l ≤ x για κάθε x > a. Τώρα, όμως, η πρόταση
1.3 λέει ότι l ≤ a. Άρα τα κάτω φράγματα και των διαστημάτων (a, b], (a, b), (a,+∞) είναι οι
αριθμοί l ≤ a και κανένας άλλος.
Βλέπουμε, λοιπόν, ότι καθένα από τα διαστήματα [a, b], (a, b], [a, b), (a, b), (a,+∞), [a,+∞)
έχει ένα μέγιστο κάτω φράγμα, τον a, και οι αριθμοί l ≤ a είναι όλα τα κάτω φράγματά του. Το
σύνολο των κάτω φραγμάτων καθενός από αυτά τα διαστήματα είναι το διάστημα (−∞, a].

Παράδειγμα 1.2.2. Όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, είναι προφανές ότι κάθε u ≥ b είναι άνω
φράγμα καθενός από τα διαστήματα [a, b], [a, b), (a, b], (a, b), (−∞, b), (−∞, b]. Μπορούμε να
αποδείξουμε, με “συμμετρικό” τρόπο, ότι κανένας άλλος αριθμός δεν είναι άνω φράγμα οποιου-
δήποτε από αυτά τα διαστήματα. Αυτό είναι άμεσο για τα [a, b], (a, b], (−∞, b] και είναι πόρισμα
της πρότασης 1.3 για τα [a, b), (a, b), (−∞, b). Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι καθένα από αυτά τα
διαστήματα έχει ένα ελάχιστο άνω φράγμα, τον b, και οι αριθμοί u ≥ b είναι όλα τα άνω φράγματά
του. Το σύνολο των άνω φραγμάτων καθενός από αυτά τα διαστήματα είναι το διάστημα [b,+∞).

Παράδειγμα 1.2.3. Τα διαστήματα (a,+∞), [a,+∞), (−∞,+∞) δεν είναι άνω φραγμένα και
τα διαστήματα (−∞, b), (−∞, b], (−∞,+∞) δεν είναι κάτω φραγμένα.

Παράδειγμα 1.2.4. Το σύνολο N είναι κάτω φραγμένο και, επειδή ο 1 είναι το ελάχιστο στοιχείο
του, τα κάτω φράγματα του N είναι όλοι οι l ≤ 1 και κανένας άλλος. Δηλαδή, ο 1 είναι το μέγιστο
κάτω φράγμα του N και το σύνολο των κάτω φραγμάτων του N είναι το (−∞, 1].
Στην επόμενη ενότητα θα αποδείξουμε ότι το N δεν είναι άνω φραγμένο.

Στα παραδείγματα 1.2.1, 1.2.2 και 1.2.3 όλα τα σύνολα είναι διαστήματα. Το σύνολο του παρα-
δείγματος 1.2.4 δεν είναι διάστημα. Πρέπει να έχουμε συνεχώς κατά νου ότι υπάρχουν σύνολα τα
οποία δεν είναι διαστήματα. Όταν διαβάζουμε κάτι (πρόταση, θεώρημα, άσκηση κ.τ.λ.) το οποίο
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αναφέρεται σε κάποια σύνολα, δεν πρέπει να επιτρέπουμε στον εαυτό μας να υποθέτει ως δεδομένο
ότι τα σύνολα αυτά είναι διαστήματα. Το να σχηματίζουμε την συγκεκριμένη εικόνα διαστήματος
για ένα αφηρημένο σύνολο πολλές φορές βοηθά την σκέψη μας, αλλά επίσης πολλές φορές είναι
παραπλανητικό και οδηγεί σε εσφαλμένες απλοϊκές “αποδείξεις”. Έχοντας αυτήν την παρατήρηση
κατά νου, προχωράμε παρακάτω.

Η ΙΔΙΟΤΗΤΑ SUPREMUM. Κάθε μη-κενό, άνω φραγμένο σύνολο έχει ελάχιστο άνω φράγμα.

Η ιδιότητα supremum είναι η σημαντικότερη και βαθύτερη ιδιότητα του R. Η ιδιότητα αυτή,
όπως θα βλέπουμε διαρκώς από εδώ και πέρα, είναι η βάση για να αποδειχτούν όλα τα σημαντικά
αποτελέσματα της Ανάλυσης.

Δεν θα αποδείξουμε τώρα την ιδιότητα supremum. Η απόδειξή της εντάσσεται στο πλαίσιο
της αξιωματικής θεμελίωσης του R και προκύπτει από τον τρόπο με τον οποίο δημιουργείται το
σύνολο R από το υποσύνολό του N. Με όλα αυτά τα ζητήματα, δηλαδή την δημιουργία του R από
το N και την απόδειξη της ιδιότητας supremum, ασχολείται το κεφάλαιο 13.

Τώρα, με βάση την ιδιότητα supremum, θα αποδείξουμε τη “συμμετρική” ιδιότητα infimum.
Θα δείτε ότι η απόδειξη βασίζεται σε μια απλή ιδέα: η “συμμετρία” ως προς τον 0 αντιστρέφει τις
ανισοτικές σχέσεις ή, με άλλα λόγια, τα “πάνω” γίνονται “κάτω” και τα “κάτω” γίνονται “πάνω”.

Η ΙΔΙΟΤΗΤΑ INFIMUM. Κάθε μη-κενό, κάτω φραγμένο σύνολο έχει μέγιστο κάτω φράγμα.

Απόδειξη. Έστω μη-κενό, κάτω φραγμένο σύνολο A.
Θεωρούμε το σύνολο

−A = {−x |x ∈ A}.
Τα σύνολα A και −A είναι “συμμετρικά” ως προς τον 0. Δηλαδή, τα στοιχεία του ενός συνόλου
είναι τα αντίθετα των στοιχείων του άλλου συνόλου.
Το A είναι μη-κενό, οπότε και το −A είναι μη-κενό.
Επίσης, αν l είναι ένα οποιοδήποτε κάτω φράγμα του A, τότε ο −l είναι άνω φράγμα του −A,
οπότε το −A είναι άνω φραγμένο.
Επειδή, λοιπόν, το−A είναι μη-κενό και άνω φραγμένο, από την ιδιότητα supremum συνεπάγεται
ότι έχει ελάχιστο άνω φράγμα και έστω u0 το ελάχιστο άνω φράγμα του −A.
Επειδή ο u0 είναι άνω φράγμα του −A, ο −u0 είναι κάτω φράγμα του A.
Αν υπήρχε κάτω φράγμα l του A μεγαλύτερο του −u0, τότε το −l θα ήταν άνω φράγμα του −A
μικρότερο του u0. Αυτό είναι άτοπο διότι ο u0 είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του −A. Άρα δεν
υπάρχει κάτω φράγμα l του A μεγαλύτερο του −u0.
Άρα ο −u0 είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του A.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.3. Το μέγιστο κάτω φράγμα ενός μη-κενού και κάτω φραγμένου συνόλου A ονομά-
ζεται και infimum του A.
Το ελάχιστο άνωφράγμα ενός μη-κενού και άνω φραγμένου συνόλουA ονομάζεται και supremum
του A.
Το infimum και το supremum του A συμβολίζονται, αντιστοίχως,

infA ή g.l.b.A supA ή l.u.b.A.

Παράδειγμα 1.2.5. Όπως είδαμε στα παραδείγματα 1.2.1 και 1.2.2, όλα τα διαστήματα [a, b],
(a, b), (a, b], [a, b) (−∞, b], (−∞, b) έχουν το ίδιο supremum, τον b, και όλα τα διαστήματα [a, b],
(a, b), (a, b], [a, b), (a,+∞), [a,+∞) έχουν το ίδιο infimum, τον a.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.4. Αν το σύνολο A έχει ελάχιστο ή μέγιστο στοιχείο, τότε αυτό ονομάζεται, αντιστοί-
χως, και minimum ή maximum του A.
Το minimum και το maximum του A συμβολίζονται, αντιστοίχως,

minA maxA.
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Από τα διαστήματα [a, b] και [a, b) καταλαβαίνουμε ότι κάποια μη-κενά, άνω φραγμένα σύ-
νολα έχουνmaximumκαι κάποια άλλα δεν έχουνmaximum.Πάντως, κάθε μη-κενό, άνωφραγμένο
σύνολο έχει οπωσδήποτε supremum.

Παράδειγμα 1.2.6. Αν ένα σύνολο A έχει maximum, τότε supA = maxA, δηλαδή το supremum
του A ταυτίζεται με το maximum του A.
Πράγματι, κάθε στοιχείο τουA είναι μικρότερο ή ίσο τουmaxA, οπότε τοmaxA είναι άνωφράγμα
του A. Επίσης, επειδή το maxA είναι στοιχείο του A δεν μπορεί να υπάρχει άνω φράγμα του A
μικρότερο του maxA. Άρα το maxA είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του A.
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι, αν ένα σύνολο A έχει minimum, τότε infA = minA, δηλαδή το
infimum του A ταυτίζεται με το minimum του A.
Το A = {0} ∪ [2, 3] ∪ {4} έχει minA = 0 και maxA = 4. Άρα infA = 0 και supA = 4.

Παράδειγμα 1.2.7. minN = 1, οπότε infN = 1. Όμως, το N δεν έχει μέγιστο στοιχείο: κανένας
n ∈ N δεν μπορεί να είναι μέγιστο στοιχείο του N διότι ο n+ 1 ∈ N είναι μεγαλύτερος του n.
Βέβαια, το ότι το N δεν έχει μέγιστο στοιχείο δεν σημαίνει ότι το N δεν έχει άνω φράγμα και κατ’
επέκταση supremum. Το ότι το N δεν έχει μέγιστο στοιχείο σημαίνει ότι δεν έχει άνω φράγμα το
οποίο να είναι συγχρόνως και στοιχείο του. Θα μπορούσε, όμως, τοN να έχει άνω φράγμα κάποιον
μη-φυσικό αριθμό. Αυτό θα το ξεκαθαρίσουμε στην επόμενη ενότητα.

Παράδειγμα 1.2.8. Το A = { 1
n |n ∈ N} = {1, 12 ,

1
3 ,

1
4 , . . . } έχει maxA = 1, οπότε supA = 1.

Τώρα, το A δεν έχει ελάχιστο στοιχείο: κανένας 1
n ∈ A δεν είναι ελάχιστο στοιχείο του A διότι ο

1
n+1 ∈ A είναι μικρότερος του 1

n . Όμως, επειδή το A είναι κάτω φραγμένο με κάτω φράγμα, για
παράδειγμα, τον 0, το A έχει infimum. Θα υπολογίσουμε το infA στην επόμενη ενότητα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.5. Αν το μη-κενό σύνολο A δεν είναι κάτω φραγμένο, ορίζουμε infA = −∞.
Αν το μη-κενό σύνολο A δεν είναι άνω φραγμένο, ορίζουμε supA = +∞.

Αιτιολογούμε (προσέξτε: δεν αποδεικνύουμε) τον ορισμό. Αν το A δεν είναι άνω φραγμένο,
δεν έχει ως άνω φράγμα κανέναν αριθμό. Όμως, το +∞ συμβολίζει μια “ποσότητα” μεγαλύτερη
από κάθε αριθμό, οπότε μπορεί να θεωρηθεί ως το μοναδικό, και, επομένως, το ελάχιστο, “άνω
φράγμα” του A.

Παρατηρήστε ότι κάθε μη-κενό σύνολοA έχει supremum και infimum. Αν τοA είναι άνω φραγ-
μένο, το supremum του είναι αριθμός και, αν δεν είναι άνω φραγμένο, το supremum του είναι+∞.
Ομοίως, αν τοA είναι κάτω φραγμένο, το infimum του είναι αριθμός και, αν δεν είναι κάτω φραγ-
μένο, το infimum του είναι −∞. Επίσης, για κάθε μη-κενό σύνολο A ισχύει

infA ≤ supA.

Πράγματι, για κάθε x ∈ A ισχύει infA ≤ x και x ≤ supA επειδή, ακριβώς, το infA είναι κάτω
φράγμα του A και το supA είναι άνω φράγμα του A.

Γενικά, όταν γράφουμε supA, χωρίς άλλη ιδιαίτερη διευκρίνηση, θα εννοούμε ότι αυτό είναι
αριθμός ή +∞. Επίσης, όταν γράφουμε infA θα εννοούμε ότι αυτό είναι αριθμός ή −∞.

Τα επόμενα θα μας βοηθήσουν να σχηματίσουμε καλύτερη “εικόνα” των ποσοτήτων supA και
infA. Δείτε το σχήμα 1.

Το supA χαρακτηρίζεται από τις εξής δύο ιδιότητες (i) και (ii):
(i) Δεν υπάρχει κανένα στοιχείο του A μεγαλύτερο του supA.
Αυτό είναι προφανές στην περίπτωση που είναι supA = +∞ και, αν το supA είναι αριθμός, αυτό
προκύπτει από το ότι το supA είναι άνω φράγμα του A.
Η ιδιότητα (i) διατυπώνεται, ισοδύναμα, ως εξής:

Για κάθε x ∈ A ισχύει x ≤ supA.

(ii) Όσο θέλουμε κοντά στο supA υπάρχει στοιχείο του A.
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Πράγματι, στην περίπτωση supA = +∞ πάρτε οποιονδήποτε αριθμό u, όσο μεγάλο θέλετε. Τότε
ο u δεν είναι άνω φράγμα του A (διότι το A δεν είναι άνω φραγμένο), οπότε υπάρχει x ∈ A ώστε
u < x. Άρα όσο θέλουμε κοντά στο +∞ υπάρχει στοιχείο του A.
Στην περίπτωση που το supA είναι αριθμός πάρτε έναν οποιονδήποτε ϵ > 0, όσο μικρό θέλετε.
Τότε ο supA− ϵ δεν είναι άνω φράγμα του A (διότι ο supA είναι το μικρότερο άνω φράγμα του
A), οπότε υπάρχει x ∈ A ώστε supA− ϵ < x και, επομένως (λόγω του (i)),

supA− ϵ < x ≤ supA.

Άρα υπάρχει x στο A, του οποίου η απόσταση από τον supA είναι μικρότερη από τον προεπιλεγ-
μένο ϵ. Άρα όσο θέλουμε κοντά στον supA υπάρχει στοιχείο του A.
Η ιδιότητα (ii) διατυπώνεται, ισοδύναμα, ως εξής:

Για κάθε u < supA υπάρχει x ∈ A ώστε να ισχύει u < x ≤ supA.

Γιατί λέμε ότι οι ιδιότητες (i) και (ii) χαρακτηρίζουν το supremum του συνόλου A; Το λέμε
διότι, όπως είδαμε, το supA έχει αυτές τις ιδιότητες, αλλά και, αντιστρόφως, αν έχουμε κάποιο
στοιχείο του R με αυτές τις δύο ιδιότητες, τότε το στοιχείο αυτό είναι αναγκαστικά το supA.
Πράγματι, έστω ότι ο αριθμός u έχει τις ιδιότητες (i) και (ii). Η ιδιότητα (i) του u (Δεν υπάρχει
κανένα στοιχείο του A μεγαλύτερο του u.) λέει, προφανώς, ότι ο u είναι άνω φράγμα του A. Η
ιδιότητα (ii) του u (Όσο θέλουμε κοντά στον u υπάρχει στοιχείο του A.) λέει ότι δεν υπάρχει άνω
φράγμα του A μικρότερο από τον u. Διότι, αν υπήρχε u′ < u ο οποίος είναι άνω φράγμα του A,
τότε στο διάστημα ανάμεσα στους u′ και u δεν θα υπήρχε κανένα στοιχείο του A και άρα ο u δεν
θα είχε την ιδιότητα (ii). Στην περίπτωση που το u = +∞ έχει τις ιδιότητες (i) και (ii), τότε
πάλι η ιδιότητα (ii) του +∞ λέει ότι το A δεν έχει κανένα άνω φράγμα και άρα δεν είναι άνω
φραγμένο, οπότε supA = +∞.

Ομοίως, το infA χαρακτηρίζεται από τις εξής δύο ιδιότητες (i) και (ii):
(i) Δεν υπάρχει κανένα στοιχείο του A μικρότερο του infA.

Για κάθε x ∈ A ισχύει infA ≤ x.

(ii) Όσο θέλουμε κοντά στο infA υπάρχει στοιχείο του A.

Για κάθε l > infA υπάρχει x ∈ A ώστε να ισχύει infA ≤ x < l.

Τώρα θα δούμε μια λίγο απρόσμενη εφαρμογή της ύπαρξης των supremum και infimum ενός
συνόλου.

Έστω ότι το σύνολο A είναι οποιοδήποτε διάστημα. Γνωρίζουμε ότι το A έχει την εξής ιδιό-
τητα: για κάθε x1, x2 ∈ A με x1 < x2 και για κάθε x ώστε x1 < x < x2 ισχύει x ∈ A. Με άλλα
λόγια: ένα διάστημα περιέχει κάθε στοιχείο που είναι ανάμεσα σε δύο στοιχεία του. Η πρόταση 1.4
λέει ότι, από τα μη-κενά υποσύνολα του R, η ιδιότητα αυτή χαρακτηρίζει τα διαστήματα.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 1.4. Έστω μη-κενό σύνολο A με την εξής ιδιότητα: για κάθε x1, x2 ∈ A με x1 < x2
και για κάθε x με x1 < x < x2 ισχύει x ∈ A. Τότε το A είναι διάστημα.

Απόδειξη. Έστω
u = supA, l = infA,

οπότε −∞ ≤ l ≤ u ≤ +∞. Τότε, προφανώς, A ⊆ [l, u].
Έστω x ∈ (l, u). Τότε ο x δεν είναι κάτω φράγμα ούτε άνω φράγμα του A, οπότε υπάρχουν
x1, x2 ∈ A με x1 < x < x2. Βάσει της υπόθεσης, συνεπάγεται x ∈ A. Επομένως, (l, u) ⊆ A.
Από τη διπλή σχέση (l, u) ⊆ A ⊆ [l, u] προκύπτουν ακριβώς τέσσερις περιπτώσεις:

A = (l, u) ή A = [l, u] ή A = (l, u] ή A = [l, u).

Σε κάθε περίπτωση το A είναι διάστημα και, μάλιστα, με άκρα τα infA και supA.

Ασκήσεις.

1.2.1. Αποδείξτε ότι max{x, y} = x+y+|x−y|
2 και min{x, y} = x+y−|x−y|

2 .

1.2.2. Αποδείξτε ότι το διάστημα (a,+∞) δεν είναι άνω φραγμένο και ότι το [a, b) δεν έχει μέγιστο
στοιχείο.

1.2.3. Αν ισχύει l ≤ a+ ϵ για κάθε ϵ > 0, αποδείξτε ότι l ≤ a.
Αν ισχύει |a− b| ≤ ϵ για κάθε ϵ > 0, αποδείξτε ότι a = b.

1.2.4. Αν ισχύει a ≤ ϵ
1−ϵ για κάθε ϵ με 0 < ϵ < 1, αποδείξτε ότι a ≤ 0.

1.2.5. Έστω infA = infB και supA = supB. Συνεπάγεται A = B;

1.2.6. Έστω μη-κενό σύνολοA. Αποδείξτε ότι το κλειστό διάστημα [infA, supA] είναι το ελάχιστο
κλειστό διάστημα στο R το οποίο περιέχει το A.

1.2.7. Υπάρχει ελάχιστο ανοικτό διάστημα το οποίο να περιέχει ένα κλειστό διάστημα [a, b];

1.2.8. Έστω μη-κενό σύνολο A. Περιγράψτε (με τύπο) συναρτήσει του supA το σύνολο των άνω
φραγμάτων του A, διακρίνοντας τις περιπτώσεις: supA = +∞ και supA < +∞. Κάντε το ίδιο
σε σχέση με το σύνολο των κάτω φραγμάτων του A και με το infA.

1.2.9. Έστω μη-κενό σύνολο A. Αποδείξτε ότι supA ∈ A αν και μόνο αν το A έχει μέγιστο
στοιχείο. Κάντε το ίδιο για το infA και για το ελάχιστο στοιχείο του A.

1.2.10. Έχοντας υπ’ όψη και τα παραδείγματαA = [0, 2],A = [0, 2),A = [0, 1]∪{2}, απαντήστε,
γενικά, για ένα μη-κενό, άνω φραγμένο σύνολο A και για τον u = supA στα εξής ερωτήματα:
Είναι σωστό ότι ισχύει A ∩ (u− ϵ, u] ̸= ∅ για κάθε ϵ > 0;
Είναι σωστό ότι ισχύει A ∩ (u− ϵ, u) ̸= ∅ για κάθε ϵ > 0;
Ποιά είναι η απάντηση στα προηγούμενα ερωτήματα αν υποθέσουμε, επιπλέον, ότι u /∈ A;
Προσαρμόστε όλα τα προηγούμενα στην περίπτωση του l = infA.

1.2.11. Έστω μη-κενό σύνολο A και αριθμός u.
Αποδείξτε ότι supA ≤ u αν και μόνο αν ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι u ≤ supA αν και μόνο αν για κάθε γ < u υπάρχει x ∈ A ώστε γ < x.
Προσαρμόστε όλα τα προηγούμενα για το infA και αριθμό l.
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1.2.12. Έστω μη-κενά σύνολα A,B.
[α] Αποδείξτε ότι supA ≤ infB αν και μόνο αν ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
[β] Πρώτον, μερικά παραδείγματα.
Δείτε ότι τα σύνολα A = (−∞, 0], B = [0,+∞) έχουν την ιδιότητα να ισχύει x ≤ y για κάθε
x ∈ A, y ∈ B. Κατόπιν, βρείτε το σύνολο όλων των ξ με την ιδιότητα να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για
κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Κάντε το ίδιο για τα A = (−∞, 0], B = (0,+∞), για τα A = (−4,−2), B = (−2,+∞) και για
τα A = (−∞, 0), B = [1, 13].
Τώρα, γενικά, έστω ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B. Περιγράψτε (με τύπο) συναρτήσει
των supA, infB το σύνολο όλων των ξ με την ιδιότητα να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A,
y ∈ B.
[γ] Έστω ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B και έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν x ∈ A,
y ∈ B ώστε y − x ≤ ϵ. Αποδείξτε ότι supA = infB και ότι υπάρχει μοναδικός ξ με την ιδιότητα
να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B. Ποιός είναι αυτός ο ξ;
[δ] Έστω ότι ισχύει 0 < x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B και έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν
x ∈ A, y ∈ B ώστε y

x ≤ 1 + ϵ. Αποδείξτε ότι supA = infB και ότι υπάρχει ακριβώς ένας ξ με
την ιδιότητα να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.

1.2.13. Έστω μη-κενά σύνολα A,B ώστε A ∪ B = R και ώστε να ισχύει x < y για κάθε x ∈ A,
y ∈ B. Παρατηρήστε ότι τα A,B είναι συμπληρωματικά και ότι το A είναι αριστερά του B.
Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ώστε είτεA = (−∞, ξ), B = [ξ,+∞) είτεA = (−∞, ξ], B = (ξ,+∞).

1.2.14. Έστω μη-κενά σύνολαA,B. Aποδείξτε ότι supA ≤ supB αν και μόνο αν για κάθε x ∈ A
και κάθε γ < x υπάρχει y ∈ B ώστε y > γ.

1.2.15. Έστω μη-κενά σύνολα A, B ώστε A ⊆ B. Αποδείξτε ότι infB ≤ infA ≤ supA ≤ supB.

1.2.16. [α] Έστω μη-κενά σύνολα A, B.
Αποδείξτε ότι sup(A ∪B) = max{supA, supB} και inf(A ∪B) = min{infA, infB}.
Αν, επιπλέον, το A ∩ B δεν είναι κενό, αποδείξτε ότι sup(A ∩ B) ≤ min{supA, supB} και ότι
inf(A ∩B) ≥ max{infA, infB}.
Ισχύει πάντοτε ότι sup(A ∩B) = min{supA, supB} ή ότι inf(A ∩B) = max{infA, infB};
[β] Για το μη-κενό σύνολο A ορίζουμε −A = {−x |x ∈ A}.
Αποδείξτε ότι sup(−A) = − infA και inf(−A) = − supA.
[γ] Για μη-κενά σύνολα A,B ορίζουμε A+B = {x+ y |x ∈ A, y ∈ B}.
Ποιό είναι το A+B αν A = [3, 5], B = [1, 7] καθώς και αν A = (3, 5), B = (1, 7) ;
Αποδείξτε ότι inf(A+B) = infA+ infB και sup(A+B) = supA+ supB.
[δ] Για μη-κενά σύνολα A,B ορίζουμε A ·B = {xy |x ∈ A, y ∈ B}.
Ποιό είναι τοA ·B ανA = [3, 5],B = [1, 7], ανA = (3, 5),B = (1, 7) αλλά και ανA = (−1, 5),
B = (−2, 7) ;
Αν A,B ⊆ (0,+∞), αποδείξτε ότι inf(A ·B) = infA infB και sup(A ·B) = supA supB.

1.2.17. Ποιά πιστεύετε ότι είναι τα κάτω φράγματα και τα άνω φράγματα του ∅; Επομένως, πώς
θα ορίζατε τα inf ∅, sup ∅; Θα ίσχυε τότε η ανισότητα inf ∅ ≤ sup ∅;

1.2.18. 8 [α] Έστω συνάρτηση f : [a, b] → R αύξουσα στο [a, b]. Αν f(a) > a και f(b) < b,
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = ξ.
[β] Έστω διάστημα I και f : I → R και έστω ότι για κάθε x ∈ I υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ (x − δ, x + δ) ∩ I με x′ ≤ x ≤ x′′. Αποδείξτε ότι η f
είναι αύξουσα στο I .

8Αυτήν την άσκηση θα τήν ξαναδούμε ως άσκηση 2.4.16.
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1.3 Άμεσα πορίσματα της Ιδιότητας Supremum.

Ξαναδείτε τα παραδείγματα 1.2.4 και 1.2.7.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.1. Το N δεν είναι άνω φραγμένο και, επομένως, supN = +∞.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι το N είναι άνω φραγμένο, οπότε το
supN είναι αριθμός.
Ο αριθμός supN − 1 δεν είναι άνω φράγμα του N, οπότε υπάρχει n ∈ N ώστε supN − 1 < n.
Συνεπάγεται supN < n+ 1 και καταλήγουμε σε άτοπο, διότι n+ 1 ∈ N.

Το θεώρημα 1.1 συνεπάγεται το εξής:

Η ΑΡΧΙΜΗΔΕΙΑ ΙΔΙΟΤΗΤΑ. Αν l > 0, τότε υπάρχει n ∈ N ώστε 0 < 1
n < l.

Πράγματι, αν l > 0, θεωρούμε τον αριθμό 1
l και, επειδή το N δεν είναι άνω φραγμένο, υπάρχει

n ∈ N ώστε 1
l < n ή, ισοδύναμα, 0 < 1

n < l.

Παράδειγμα 1.3.1. Ξαναδείτε το παράδειγμα 1.2.8.
Το σύνολο A = { 1

n |n ∈ N} = {1, 12 ,
1
3 ,

1
4 , . . . } έχει infA = 0.

Πράγματι, αφ’ ενός ο 0 είναι κάτω φράγμα του A αφ’ ετέρου από την Αρχιμήδεια ιδιότητα προ-
κύπτει ότι κανένας l > 0 δεν είναι κάτω φράγμα του A. Επομένως, το μέγιστο κάτω φράγμα του
A είναι ο 0.

Η πρόταση 1.5 λέει ότι κάθε αριθμός είναι ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς ακεραίους.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.5. Για κάθε x υπάρχει μοναδικός k ∈ Z ώστε k ≤ x < k + 1.

Απόδειξη. Έστω αριθμός x.
Σύμφωνα με το θεώρημα 1.1 υπάρχει n ∈ N ώστε n > x και υπάρχει m ∈ N ώστε m > −x.
Θέτουμε l = −m, οπότε οι l, n είναι ακέραιοι και

l < x < n.

Ας θεωρήσουμε ότι ισχύει η επαγωγική υπόθεση:

για κάθε k ∈ Z, αν ισχύει η ανισότητα k ≤ x, τότε ισχύει και η ανισότητα k + 1 ≤ x.

Τότε από την αρχή της επαγωγής και από το ότι η ανισότητα k ≤ x ισχύει για k = l, συμπεραίνουμε
ότι η ανισότητα k ≤ x ισχύει για κάθε k ∈ Z με k ≥ l. Αυτό, όμως, δεν είναι σωστό διότι η
ανισότητα k ≤ x δεν ισχύει για τον k = n.
Επομένως, η αρχική επαγωγική υπόθεση δεν είναι σωστή, οπότε υπάρχει k ∈ Z ώστε k ≤ x και
k + 1 > x, δηλαδή ώστε k ≤ x < k + 1.
Τώρα θα δούμε ότι ο ακέραιος k με την ιδιότητα k ≤ x < k + 1 είναι μοναδικός.
Έστω k ≤ x < k+1 και k′ ≤ x < k′+1 για κάποιους k, k′ ∈ Z. Τότε k < k′+1 και k′ < k+1,
οπότε −1 < k′ − k < 1. Επειδή k′ − k ∈ Z, συνεπάγεται k′ − k = 0, οπότε k′ = k.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.6. Ο k ∈ Z για τον οποίο ισχύει k ≤ x < k + 1, η ύπαρξη και η μοναδικότητα του
οποίου εξασφαλίζεται από την πρόταση 1.5, ονομάζεται ακέραιο μέρος του x και συμβολίζεται [x].

Δηλαδή,
[x] ∈ Z και [x] ≤ x < [x] + 1.

Παράδειγμα 1.3.2. [3] = 3, [−3] = −3, [3.5] = 3, [−3.5] = −4.
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Το επόμενο αποτέλεσμα λέει ότι κάθε ανοικτό διάστημα, οσοδήποτε μικρό, περιέχει τουλάχι-
στον έναν ρητό. Η ιδιότητα αυτή των ρητών, δηλαδή το να περιέχει οποιοδήποτε δοσμένο ανοικτό
διάστημα κάποιον από αυτούς, ονομάζεται πυκνότητα των ρητών (στο R) ή πυκνότητα του Q (στο
R). Λίγο πιο μετά θα δούμε ότι την ίδια ιδιότητα έχουν και οι άρρητοι.

ΠYKNOTHTA ΤΩΝ ΡΗΤΩΝ. Για κάθε a, b με a < b υπάρχει ρητός r ώστε a < r < b.

Απόδειξη. Επειδή b − a > 0, συνεπάγεται, σύμφωνα με την Αρχιμήδεια ιδιότητα, ότι υπάρχει
n ∈ N ώστε 1

n < b− a. Επομένως, na+ 1 < nb, οπότε

na < [na] + 1 ≤ na+ 1 < nb.

Τότε για τον ρητό r = [na]+1
n ισχύει a < r < b.

Ασκήσεις.

1.3.1. Ξαναδείτε την άσκηση 1.2.3.
Αν ισχύει l ≤ a+ 1

n για κάθε n ∈ N, αποδείξτε ότι l ≤ a.
Αν ισχύει |a− b| ≤ 1

n για κάθε n ∈ N, αποδείξτε ότι a = b.

1.3.2. Βρείτε τα infimum και supremum των συνόλων {(−1)nn |n ∈ N}, N ∪ { 1
n |n ∈ N},

{(−1)n − 1
n |n ∈ N}, { 1

2n |n ∈ N} ∪ {1− 1
2n |n ∈ N},

∪+∞
n=1[2n− 1, 2n],

∪+∞
n=1[

1
2n ,

1
2n−1 ].

1.3.3. Βρείτε το infimum και το supremum του (a, b) ∩Q = {r ∈ Q | a < r < b}.

1.3.4. Ξαναδείτε την άσκηση 1.2.12.
Τα σύνολα A = {− 1

n |n ∈ N}, B = { 1
n |n ∈ N} ικανοποιούν την υπόθεση ότι ισχύει x ≤ y για

κάθε x ∈ A, y ∈ B. Βρείτε το σύνολο όλων των ξ με την ιδιότητα να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε
x ∈ A, y ∈ B. Κάντε το ίδιο για τα A = {r ∈ Q | r < 0}, B = {r ∈ Q | r > 0}.

1.3.5. Αν ισχύει r ≥ a για κάθε r ∈ Q με r > b, αποδείξτε ότι b ≥ a.
Αν {r ∈ Q | r < a} = {r ∈ Q | r < b}, αποδείξτε ότι a = b.
Αν {r ∈ Q | r < a} ∩ {r ∈ Q | r > b} = ∅, αποδείξτε ότι a ≤ b.
Αν {r ∈ Q | r ≤ a} ∪ {r ∈ Q | r ≥ b} = Q, αποδείξτε ότι b ≤ a.

1.4 Ρίζες, δυνάμεις, λογάριθμοι.

Υπενθυμίζουμε τους ορισμούς των δυνάμεων με ακέραιο εκθέτη.
Αν n ∈ Z, n ≥ 1 (δηλαδή, αν n ∈ N), ορίζουμε τη δύναμη an με τον γνωστό τρόπο:

an = a · · · a (n φορές).

Αν n ∈ Z, n ≤ −1 και a ̸= 0, ορίζουμε:

an = 1
a···a (−n φορές) .

Τέλος, αν n = 0 και a ̸= 0, ορίζουμε:
a0 = 1.

Οι βασικές ιδιότητες των δυνάμεων με ακέραιους εκθέτες εκτίθενται στην άσκηση 1.4.3 και
όλες έχουν απλές αλγεβρικές αποδείξεις γνωστές από το λύκειο. Το μοναδικό ουσιαστικό στοιχείο
αυτών των αποδείξεων είναι το σωστό μέτρημα των παραγόντων των διαφόρων γινομένων. Θα
τις θεωρήσουμε γνωστές.
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1.4.1 Ρίζες.

Όμως, δεν θα θεωρήσουμε γνωστές τις δυνάμεις με μη-ακέραιους εκθέτες και, ειδικώτερα, τις
ρίζες παρά το ότι στο λύκειο μαθαίνουμε να χειριζόμαστε αλγεβρικά όλες αυτές τις παραστάσεις.
Ο λόγος είναι ότι στον ορισμό τους παίζει ουσιαστικό ρόλο η ιδιότητα supremum.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.2. Έστω n ∈ N, n ≥ 2. Για κάθε y ≥ 0 υπάρχει μοναδικός x ≥ 0 ώστε xn = y.

Απόδειξη. 9 Έστω n ∈ N, n ≥ 2 και y ≥ 0.
Θεωρούμε το σύνολο

X = {x |x ≥ 0, xn ≤ y}.

Πρώτον, είναι προφανές ότι 0 ∈ X , οπότε το X είναι μη-κενό. Κατόπιν, από το y + 1 ≥ 1
συνεπάγεται (y+1)n ≥ y+1 > y. Άρα για κάθε x ∈ X ισχύει xn ≤ y < (y+1)n και, επομένως,
x < y + 1. Άρα το X είναι άνω φραγμένο με άνω φράγμα τον y + 1.
Επειδή το X είναι μη-κενό και άνω φραγμένο, το supX είναι αριθμός. Θέτουμε

ξ = supX.

Προφανώς, ξ ≥ 0, διότι 0 ∈ X . Θα αποδείξουμε ότι ξn = y.
Έστω ξn < y. Τότε y−ξn

n(ξ+1)n−1 > 0 και θεωρούμε έναν οποιονδήποτε ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε
ϵ ≤ 1 και ϵ ≤ y−ξn

n(ξ+1)n−1 . Από την ανισότητα (1.2) συνεπάγεται

(ξ + ϵ)n − ξn ≤ n(ξ + ϵ)n−1
(
(ξ + ϵ)− ξ

)
= n(ξ + ϵ)n−1ϵ ≤ n(ξ + 1)n−1ϵ ≤ y − ξn.

Άρα (ξ + ϵ)n ≤ y, οπότε ξ + ϵ ∈ X . Άτοπο, διότι ο ξ είναι άνω φράγμα του X . Άρα ξn ≥ y.
Έστω ξn > y. Τότε ξn−y

nξn−1 > 0 και θεωρούμε έναν οποιονδήποτε ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε
ϵ ≤ ξn−y

nξn−1 . Με λίγες πράξεις βλέπουμε ότι συνεπάγεται ϵ ≤ ξ και, πάλι από την ανισότητα (1.2),
συνεπάγεται

ξn − (ξ − ϵ)n ≤ nξn−1
(
ξ − (ξ − ϵ)

)
= nξn−1ϵ ≤ ξn − y.

Άρα y ≤ (ξ− ϵ)n. Άρα για κάθε x ∈ X ισχύει xn ≤ y ≤ (ξ− ϵ)n και, επομένως, x ≤ ξ− ϵ. Άρα
ο ξ − ϵ είναι άνω φράγμα του X . Αυτό είναι άτοπο, διότι ο ξ είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του
X . Άρα ξn ≤ y.
Από τις ανισότητες ξn ≥ y και ξn ≤ y συνεπάγεται ξn = y.
Αποδείξαμε, λοιπόν, την ύπαρξη μη-αρνητικής λύσης της xn = y στη γενική περίπτωση y ≥ 0.
Μένει να αποδείξουμε τη μοναδικότητα της μη-αρνητικής λύσης της xn = y. Αυτό είναι εύκολο:
αν ξ1, ξ2 ≥ 0, ξ1n = y και ξ2n = y, τότε ξ1n = ξ2

n, οπότε ξ1 = ξ2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.7. Έστω n ∈ N, n ≥ 2. Για κάθε y ≥ 0, η μη-αρνητική λύση της εξίσωσης xn = y,
την ύπαρξη και τη μοναδικότητα της οποίας εξασφαλίζει το θεώρημα 1.2, ονομάζεται n-οστή ρίζα
του y και συμβολίζεται

n
√
y.

Αν n = 2, τότε η 2
√
y συμβολίζεται και√y.

Τονίζουμε ότι η n
√
y ορίζεται μόνο για μη-αρνητικούς αριθμούς y. Επίσης, είναι σαφές από τον

ορισμό της n-οστής ρίζας (ως μη-αρνητική λύση της εξίσωσης xn = y) ότι n
√
0 = 0 και ότι ισχύει

n
√
y > 0 για κάθε y > 0.
Τώρα, θεωρώντας δεδομένη την ύπαρξη μοναδικής μη-αρνητικής λύσης της εξίσωσης xn = y

για y ≥ 0, θεωρούμε γνωστά από το λύκειο τα εξής. Αν ο n είναι άρτιος, τότε η εξίσωση xn = y
έχει (i) ακριβώς δύο λύσεις, τους n

√
y και− n

√
y, αν y > 0, (ii) ακριβώς μία λύση, τον 0, αν y = 0,

και (iii) καμία λύση, αν y < 0. Αν ο n είναι περιττός, τότε η εξίσωση xn = y έχει (i) ακριβώς
9Αργότερα, στο παράδειγμα 4.4.20 θα ξανααποδείξουμε την ύπαρξη της n-οστής ρίζας n

√
y ενός οποιουδήποτε

μη-αρνητικού αριθμού y. Άλλη μία απόδειξη υπάρχει στην άσκηση 2.4.12.
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μία λύση, τον n
√
y, αν y > 0, (ii) ακριβώς μία λύση, τον 0, αν y = 0, και (iii) ακριβώς μία λύση,

τον − n
√
−y, αν y < 0. Όλα αυτά αποδεικνύονται πολύ εύκολα.

Σ’ αυτό το σημείο πρέπει να συνειδητοποιήσουμε το εξής. Στο λύκειο δεν αποδεικνύεται η
ύπαρξη των ριζών n

√
y. Ο λόγος είναι ότι στο λύκειο δεν μαθαίνουμε τίποτα για την βάση αυτής

της απόδειξης, δηλαδή την ιδιότητα supremum. Στο λύκειο απλώς δεχόμαστε ότι οι ρίζες υπάρχουν
και απλώς μαθαίνουμε να χειριζόμαστε αλγεβρικά αυτούς τους αριθμούς. Όποιος επιθυμεί μπορεί
να δει την άσκηση 1.4.4 και να αποδείξει εύκολα, με αλγεβρικό τρόπο, τις βασικές ιδιότητες των
ριζών. Στα παρακάτω αυτές τις ιδιότητες θα τις θεωρούμε γνωστές.

Το θεώρημα 1.2 μπορεί να “διαβαστεί” και με άλλο τρόπο. Γνωρίζουμε ότι, αν n ∈ N, η
συνάρτηση με τύπο xn είναι γνησίως αύξουσα (και, επομένως, ένα-προς-ένα) στο [0,+∞) και
έχει τιμές στο [0,+∞). Αυτά είναι στοιχειώδη. Το θεώρημα 1.2 λέει ότι η συνάρτηση xn με πεδίο
ορισμού το [0,+∞) είναι και επί του [0,+∞). Δηλαδή, η y = xn εκφράζει μια αμφιμονοσήμαντη
αντιστοιχία ανάμεσα στο πεδίο ορισμού της, το [0,+∞), και στο σύνολο τιμών της, το [0,+∞).
Τώρα, σύμφωνα με τον ορισμό των ριζών, η x = n

√
y εκφράζει την αντίστροφη αμφιμονοσήμαντη

αντιστοιχία με πεδίο ορισμού το [0,+∞) και σύνολο τιμών το [0,+∞). Δηλαδή, οι συναρτήσεις
y = xn (περιορισμένη στο [0,+∞)) και x = n

√
y είναι αντίστροφες. Και, επειδή η y = xn είναι

γνησίως αύξουσα, η x = n
√
y είναι κι αυτή γνησίως αύξουσα.

Ας δούμε τώρα ένα χρήσιμο - και βαθύ - κριτήριο για το αν μια ρίζα είναι ρητός ή άρρητος.
Το περιλαμβάνουμε αν και η απόδειξή του είναι καθαρά αλγεβρικής φύσης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.6. Έστω φυσικοί n, k. Τότε ο n
√
k είναι ρητός αν και μόνο αν ο k είναι n-οστή δύναμη

φυσικού. Με άλλα λόγια, αν ο n
√
k είναι ρητός, τότε είναι φυσικός.

Απόδειξη. Έστω ότι ο k είναι n-οστή δύναμη φυσικού, δηλαδή ότι υπάρχειm ∈ N ώστε k = mn.
Τότε ο n

√
k = m είναι φυσικός και, επομένως, ρητός.

Αντιστρόφως, έστω ότι ο n
√
k είναι ρητός, δηλαδή n

√
k = m

l , όπουm, l ∈ N. Κάνοντας απλοποί-
ηση, αν χρειάζεται, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οιm, l δεν έχουν κοινό διαιρέτη > 1.
Από την n

√
k = m

l συνεπάγεται lnk = mn. Γνωρίζουμε ότι, αν ένας φυσικός διαιρεί το γινόμενο
δύο φυσικών και δεν έχει κοινούς διαιρέτες > 1 με έναν από τους δύο αριθμούς, τότε διαιρεί
τον άλλον. Τώρα, ο l διαιρεί τον lnk, οπότε διαιρεί τον mn = mn−1m. Επειδή ο l δεν έχει κοι-
νούς διαιρέτες > 1 με τον m, ο l διαιρεί τον mn−1 = mn−2m. Για το ίδιο λόγο, ο l διαιρεί τον
mn−2 = mn−3m. Συνεχίζοντας επαγωγικά, καταλήγουμε στο ότι ο l διαιρεί τον m0 = 1. Άρα
l = 1, οπότε k = mn και ο k είναι n-οστή δύναμη φυσικού.

Τώρα θα δούμε, επιτέλους, ότι το R δεν αποτελείται μόνο από ρητούς.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.7. Το R \Q δεν είναι κενό.

Απόδειξη. Επειδή, προφανώς, ο 2 δεν είναι τετράγωνο φυσικού, από την πρόταση 1.6 συνεπάγεται
ότι ο

√
2 δεν είναι ρητός.

Παρατηρήστε ότι η ύπαρξη έστω και ενός αρρήτου βασίζεται στο θεώρημα 1.2 του οποίου η
απόδειξη βασίζεται, με τη σειρά της, στην ιδιότητα supremum.

Το επόμενο αποτέλεσμα λέει ότι κάθε ανοικτό διάστημα, οσοδήποτε μικρό, περιέχει τουλάχι-
στον έναν άρρητο. Η ιδιότητα αυτή των αρρήτων ονομάζεται πυκνότητα των αρρήτων (στο R) ή
πυκνότητα του R \Q (στο R).

ΠYKNOTHTA ΤΩΝ ΑΡΡΗΤΩΝ. Για κάθε a, b με a < b υπάρχει άρρητος x ώστε a < x < b.

Απόδειξη. Έστω a < b.
Θεωρούμε οποιονδήποτε άρρητο c, για παράδειγμα τον c =

√
2. Επειδή a − c < b − c, υπάρχει

ρητός r ώστε a− c < r < b− c. Τότε ο r + c είναι άρρητος και a < r + c < b.
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1.4.2 Δυνάμεις με ρητούς μη-ακέραιους εκθέτες.

Τώρα θα ασχοληθούμε για λίγο με τον ορισμό των δυνάμεων με μη-ακέραιο εκθέτη αρχίζοντας
με την περίπτωση ρητού μη-ακέραιου εκθέτη.

ΛΗΜΜΑ 1.1. Έστω y > 0,m, k ∈ Z, n, l ∈ N, n, l ≥ 2 ώστε m
n = k

l . Τότε ( n
√
y)m = ( l

√
y)k.

Απόδειξη. Θέτουμε c = ( n
√
y)m και d = ( l

√
y)k, οπότε πρέπει να αποδείξουμε ότι c = d.

Τώρα, λόγω ιδιοτήτων των δυνάμεων με ακέραιους εκθέτες,

cnk = ( n
√
y)mnk =

(
( n
√
y)n

)mk
= ymk, dml = ( l

√
y)kml =

(
( l
√
y)l

)mk
= ymk

και, επομένως,
cnk = dml. (1.3)

Τώρα, γνωρίζουμε ότι nk = ml.
Αν nk = ml ̸= 0, από την (1.3) συνεπάγεται c = d.
Αν nk = ml = 0 ή, ισοδύναμα, m = k = 0, τότε η ισότητα ( n

√
y)m = ( l

√
y)k = 1 είναι

προφανής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.8. Τώρα, έστω y > 0 και r ∈ Q ώστε ο r να μην είναι ακέραιος. Υπάρχουν άπειρα
ζεύγη αριθμώνm ∈ Z, n ∈ N με n ≥ 2 ώστε r = m

n . Όμως, σύμφωνα με το λήμμα 1.1, ο αριθμός
( n
√
y)m είναι ο ίδιος για κάθε τέτοιο ζεύγος. Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε και ορίζουμε

yr = ( n
√
y)m,

χρησιμοποιώντας ένα οποιοδήποτε ζεύγοςm ∈ Z, n ∈ N με n ≥ 2 ώστε r = m
n .

Τέλος, αν r ∈ Q με r > 0, ορίζουμε
0r = 0.

Από τον ορισμό είναι σαφές ότι για κάθε n ∈ N με n ≥ 2 ισχύει y1/n = n
√
y για κάθε y ≥ 0.

Άρα οι ρίζες είναι ειδικές περιπτώσεις δυνάμεων με ρητούς εκθέτες.
Επίσης, είναι σαφές ότι ισχύει yr > 0 για κάθε y > 0 και για κάθε ρητό r.
Στην άσκηση 1.4.5 διατυπώνονται οι βασικές ιδιότητες των δυνάμεων με ρητούς εκθέτες. Όλες

οι ιδιότητες αποδεικνύονται με αλγεβρικό τρόπο, εύκολα, με χρήση των αντίστοιχων ιδιοτήτων
των δυνάμεων με ακέραιους εκθέτες και των ιδιοτήτων των ριζών. Κι αυτές τις ιδιότητες θα τις
θεωρούμε γνωστές.

Όπως και στην περίπτωση των ριζών, τονίζουμε ότι η δύναμη yr με ρητό μη-ακέραιο εκθέτη r
ορίζεται μόνο για μη-αρνητικούς αριθμούς y και, μάλιστα, αν r ≤ 0, η δύναμη yr ορίζεται μόνο για
θετικούς y.

1.4.3 Δυνάμεις με άρρητους εκθέτες.

Τέλος, έστω ότι ο x είναι άρρητος και έστω y > 1. Θεωρούμε το σύνολο

X = {yr | r ∈ Q, r < x}.

Το X είναι μη-κενό αφού μπορούμε να πάρουμε οποιονδήποτε ρητό r < x (για παράδειγμα, τον
r = [x]) και τότε ο αντίστοιχος yr ανήκει στο X . Είναι εύκολο να δούμε ότι το X είναι και άνω
φραγμένο. Πράγματι, για κάθε r ∈ Q με r < x ισχύει r < [x] + 1 και, επομένως, yr < y[x]+1

(λόγω των ιδιοτήτων των δυνάμεων με ρητούς εκθέτες). Άρα ο y[x]+1 είναι άνω φράγμα του X .
Άρα το supX είναι αριθμός.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.9. 10 Αν y > 1 και ο x είναι άρρητος, ορίζουμε

yx = sup{yr | r ∈ Q, r < x}.
10Δεύτερος ορισμός της δύναμης με άρρητο εκθέτη υπάρχει στην άσκηση 2.4.20.
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Κατόπιν, αν y = 1 και ο x είναι άρρητος, ορίζουμε

1x = 1.

Αν 0 < y < 1 και ο x είναι άρρητος, τότε 1
y > 1, οπότε έχει ορισθεί ο ( 1y )

x και ορίζουμε

yx = 1
(1/y)x .

Τέλος, αν ο x είναι άρρητος και x > 0, ορίζουμε

0x = 0.

Επομένως, συνυπολογίζοντας τους προηγούμενους σχετικούς ορισμούς, έχουμε τα εξής.
Αν y < 0, τότε ο yx ορίζεται αν και μόνο αν ο x είναι ακέραιος.11 Αν y = 0, τότε ο yx ορίζεται αν
και μόνο αν ο x είναι θετικός. Αν y > 0, τότε ο yx ορίζεται για κάθε x.

ΛΗΜΜΑ 1.2. Έστω y > 1. Για κάθε b > 1 υπάρχει n ∈ N ώστε 1 < y1/n < b.

Απόδειξη. Αν y > 1 και b > 1, τότε, επειδή b−1
y−1 > 0, από την Αρχιμήδεια ιδιότητα συνεπάγεται

ότι υπάρχει n ∈ N ώστε 0 < 1
n <

b−1
y−1 . Από την ανισότητα (1.2) συνεπάγεται, για έναν τέτοιον n,

ότι
bn − 1 ≥ n(b− 1) > y − 1

και, επομένως, y1/n < b. Η ανισότητα 1 < y1/n είναι προφανής.

ΛΗΜΜΑ 1.3. Έστω x ∈ Q και y > 1. Τότε yx = sup{yr | r ∈ Q, r < x}.

Απόδειξη. Έστω x ∈ Q και y > 1.
Αν r ∈ Q και r < x, τότε yr < yx. Άρα ο yx είναι άνω φράγμα του συνόλου {yr | r ∈ Q, r < x}.
Έστω a οποιοδήποτε άνω φράγμα του συνόλου {yr | r ∈ Q, r < x}.
Επειδή τα στοιχεία του συνόλου είναι θετικοί αριθμοί, συνεπάγεται a > 0.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι a < yx, οπότε yx

a > 1. Τότε, σύμφωνα με το λήμμα 1.2,
υπάρχει n ∈ N ώστε 1 < y1/n < yx

a και, επομένως, a < yx−(1/n). Αυτό, όμως, είναι άτοπο διότι
x− 1

n ∈ Q και x− 1
n < x και, επομένως, ο yx−(1/n) ανήκει στο {yr | r ∈ Q, r < x}.

Άρα yx ≤ a.
Άρα ο yx είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του συνόλου {yr | r ∈ Q, r < x}.

Παρατηρήστε ότι το λήμμα 1.3 αποδεικνύει την ισότητα yx = sup{yr | r ∈ Q, r < x} στην
περίπτωση που ο x είναι ρητός. Όμως, στην περίπτωση που ο x είναι άρρητος η ίδια ισότητα δεν
αποδεικνύεται: απλώς χρησίμευσε για να οριστεί ο αριθμός yx.

ΛΗΜΜΑ 1.4. [α] Έστω r ∈ Q και r < x1 + x2. Τότε υπάρχουν r1, r2 ∈ Q ώστε r1 < x1 και
r2 < x2 και r1 + r2 = r.
[β] Έστω x1, x2 > 0, r ∈ Q και 0 < r < x1x2. Τότε υπάρχουν r1, r2 ∈ Q ώστε 0 < r1 < x1 και
0 < r2 < x2 και r1r2 = r.

Απόδειξη. [α] Έστω r ∈ Q και r < x1 + x2.
Τότε r − x1 < x2, οπότε υπάρχει r2 ∈ Q ώστε r − x1 < r2 < x2. Θέτουμε r1 = r − r2, οπότε
r1 ∈ Q. Προφανώς, r1 < x1 και r2 < x2 και r1 + r2 = r.
[β] Έστω x1, x2 > 0, r ∈ Q και 0 < r < x1x2.
Τότε 0 < r

x1
< x2, οπότε υπάρχει r2 ∈ Q ώστε 0 < r

x1
< r2 < x2. Θέτουμε r1 = r

r2
, οπότε

r1 ∈ Q. Προφανώς, 0 < r1 < x1 και 0 < r2 < x2 και r1r2 = r.

Στην πρόταση 1.8 αποδεικνύονται οι βασικές ιδιότητες των δυνάμεων. Όλες οι ιδιότητες απο-
δεικνύονται χρησιμοποιώντας τις αντίστοιχες ιδιότητες των δυνάμεων με ρητούς εκθέτες.

11Αργότερα, στην υποενότητα 4.3.1, θα δούμε γιατί δεν ορίζονται οι δυνάμεις yx με μη-ακέραιο εκθέτη όταν y < 0.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 1.8. [α] Έστω y, y1, y2 > 0. Τότε y1xy2x = (y1y2)
x, yx1yx2 = yx1+x2 , (yx1)x2 =

yx1x2 .
[β] Έστω x1 < x2. Αν y > 1, τότε yx1 < yx2 . Αν 0 < y < 1, τότε yx1 > yx2 .
[γ] Έστω 0 < y1 < y2. Αν x > 0, τότε y1x < y2

x. Αν x < 0, τότε y1x > y2
x.

Απόδειξη. [α] Στα παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε ελεύθερα τις εξής δύο παρατηρήσεις.
(i) Αν y > 1, τότε ισχύει yr ≤ yx για κάθε r ∈ Q με r < x.
(Διότι γνωρίζουμε ότι ο yx είναι άνω φράγμα του συνόλου {yr | r ∈ Q, r < x}.)
(ii) Αν y > 1 και ισχύει yr ≤ a για κάθε r ∈ Q με r < x, τότε yx ≤ a.
(Διότι, βάσει της υπόθεσης, ο a είναι άνω φράγμα του συνόλου {yr | r ∈ Q, r < x} και διότι
γνωρίζουμε ότι ο yx είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του ίδιου συνόλου.)
Απόδειξη της πρώτης ισότητας.
Έστω y1, y2 > 1.
Έστω οποιοσδήποτε r ∈ Q με r < x. Τότε (y1y2)r = y1

ry2
r ≤ y1

xy2
x. Άρα (y1y2)

x ≤ y1
xy2

x.
Έστω οποιοιδήποτε r1, r2 ∈ Q με r1, r2 < x. Θέτουμε r = max{r1, r2} ∈ Q, οπότε r < x, και
τότε y1r1y2r2 ≤ y1

ry2
r = (y1y2)

r ≤ (y1y2)
x. Άρα ισχύει y1r1 ≤ (y1y2)x

y2r2
. Άρα y1x ≤ (y1y2)x

y2r2
.

Συνεπάγεται y2r2 ≤ (y1y2)x

y1x
και, επομένως, y2x ≤ (y1y2)x

y1x
. Άρα y1xy2x ≤ (y1y2)

x.
Από τις (y1y2)x ≤ y1

xy2
x και y1xy2x ≤ (y1y2)

x προκύπτει y1xy2x = (y1y2)
x.

Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν αλγεβρικά από την περίπτωση που εξετάσαμε.
Απόδειξη της δεύτερης ισότητας.
Έστω y > 1.
Έστω οποιοιδήποτε r1, r2 ∈ Q με r1 < x1 και r2 < x2. Τότε yr1yr2 = yr1+r2 ≤ yx1+x2

και, επομένως, yr1 ≤ yx1+x2

yr2 . Άρα yx1 ≤ yx1+x2

yr2 . Συνεπάγεται yr2 ≤ yx1+x2

yx1 και, επομένως,

yx2 ≤ yx1+x2

yx1 . Άρα yx1yx2 ≤ yx1+x2 .
Έστω οποιοσδήποτε r ∈ Q με r < x1 + x2. Τότε υπάρχουν r1, r2 ∈ Q ώστε r1 < x1 και r2 < x2
και r1 + r2 = r. Άρα ισχύει yr = yr1+r2 = yr1yr2 ≤ yx1yx2 . Άρα yx1+x2 ≤ yx1yx2 .
Από τις yx1yx2 ≤ yx1+x2 και yx1+x2 ≤ yx1yx2 προκύπτει yx1yx2 = yx1+x2 .
Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν αλγεβρικά από την περίπτωση που εξετάσαμε.
Απόδειξη της τρίτης ισότητας.
Έστω y > 1 και x1, x2 > 0.
Έστω οποιοιδήποτε r1, r2 ∈ Q με r1 < x1 και r2 < x2. Θεωρούμε r′1, r′2 ∈ Q με r1 ≤ r′1 και
r2 ≤ r′2 και 0 < r′1 < x1 και 0 < r′2 < x2. Τότε (yr

′
1)r

′
2 = yr

′
1r

′
2 ≤ yx1x2 και, επομένως,

yr1 ≤ yr
′
1 ≤ (yx1x2)1/r

′
2 . Άρα yx1 ≤ (yx1x2)1/r

′
2 . Επειδή yx1 ≥ yr

′
1 > 1, συνεπάγεται (yx1)r2 ≤

(yx1)r
′
2 ≤ yx1x2 και, επομένως, (yx1)x2 ≤ yx1x2 .

Έστω οποιοσδήποτε r ∈ Q με r < x1x2. Θεωρούμε r′ ∈ Q με r ≤ r′ και 0 < r′ < x1x2. Τότε
υπάρχουν r1, r2 ∈ Q ώστε 0 < r1 < x1 και 0 < r2 < x2 και r1r2 = r′. Άρα yr ≤ yr

′
= yr1r2 =

(yr1)r2 ≤ (yx1)r2 ≤ (yx1)x2 . Άρα yx1x2 ≤ (yx1)x2 .
Από τις (yx1)x2 ≤ yx1x2 και yx1x2 ≤ (yx1)x2 προκύπτει (yx1)x2 = yx1x2 .
Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν αλγεβρικά από την περίπτωση που εξετάσαμε.
[β] Έστω x1 < x2 και y > 1.
Θεωρούμε r1, r2 ∈ Q ώστε x1 < r1 < r2 < x2. Τότε για κάθε r ∈ Q με r < x1 ισχύει yr ≤ yr1 .
Άρα yx1 ≤ yr1 . Από την άλλη μεριά, ισχύει yr1 < yr2 ≤ yx2 . Άρα yx1 < yx2 .
Η περίπτωση 0 < y < 1 προκύπτει αλγεβρικά από την περίπτωση που εξετάσαμε.
[γ] Έστω 0 < y1 < y2 και x > 0.
Τότε 1 < y2

y1
και, από το [β], 1 = (y2y1 )

0 < (y2y1 )
x και, από το [α], y1x < y1

x(y2y1 )
x = (y1

y2
y1
)x = y2

x.
Η περίπτωση x < 0 προκύπτει αλγεβρικά από την περίπτωση που εξετάσαμε.

Ξεχωρίζουμε δύο από τις ιδιότητες των δυνάμεων.
Η πρώτη είναι η εξής. Αν y > 1, τότε η yx είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του x στο R
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και, αν 0 < y < 1, τότε η yx είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του x στο R.
Η δεύτερη, ανάλογη ιδιότητα είναι η εξής. Αν x > 0, τότε η yx είναι γνησίως αύξουσα συνάρ-

τηση του y στο [0,+∞) και, αν x < 0, τότε η yx είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του y στο
(0,+∞).

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.10. Ορίζουμε τις δυνάμεις

a+∞ = +∞ αν a > 1, a+∞ = 0 αν 0 ≤ a < 1,

a−∞ = 0 αν a > 1, a−∞ = +∞ αν 0 < a < 1,

(+∞)b = +∞ αν b > 0 ή b = +∞, (+∞)b = 0 αν b < 0 ή b = −∞.

Δεν ορίζεται αποτέλεσμα για τις παραστάσεις

00, 1+∞, 1−∞, (+∞)0, 0−∞

και χαρακτηρίζονται απροσδιόριστες μορφές δύναμης.

Οι παραπάνω απροσδιόριστες μορφές δύναμης δεν είναι τόσο γνωστές όσο οι απροσδιόριστες
μορφές των πιο απλών πράξεων και τις οποίες είδαμε στον ορισμό 1.1. Όμως, παρουσιάζονται,
όπως θα δούμε, συχνά στον υπολογισμό ορίων και η επιπόλαιη χρήση αυτών των παραστάσεων
καταλήγει σε λάθη.

1.4.4 Λογάριθμοι.

Εδώ, στο τελευταίο μέρος αυτής της ενότητας, θα δούμε τον ορισμό των λογαρίθμων.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.3. Έστω a > 0, a ̸= 1. Τότε για κάθε y > 0 υπάρχει μοναδικός x ώστε ax = y.

Απόδειξη. Έστω a > 1 και y > 1.
Θεωρούμε το σύνολο

X = {x | ax ≤ y}.

Προφανώς, 0 ∈ X . Επίσης, σύμφωνα με το λήμμα 1.2, υπάρχει n ∈ N ώστε an > y. Τότε, για
κάθε x ∈ X ισχύει ax ≤ y ≤ an, οπότε x ≤ n. Άρα τοX είναι μη-κενό και άνω φραγμένο, οπότε
το supX είναι αριθμός.
Θέτουμε

ξ = supX.

Θα αποδείξουμε ότι aξ = y.
Έστω aξ < y. Σύμφωνα με το λήμμα 1.2 υπάρχει n ∈ N ώστε a1/n < y

aξ
. Τότε aξ+(1/n) < y,

οπότε ξ + 1
n ∈ X . Αυτό είναι άτοπο διότι ο ξ είναι άνω φράγμα του X . Άρα aξ ≥ y.

Έστω aξ > y. Από το λήμμα 1.2, και πάλι, υπάρχει n ∈ N ώστε a1/n < aξ

y . Τότε y < aξ−(1/n),
οπότε για κάθε x ∈ X ισχύει ax ≤ y < aξ−(1/n) και, επομένως, x < ξ− 1

n . Άρα ο ξ−
1
n είναι άνω

φράγμα του X . Αυτό είναι άτοπο διότι ο ξ είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του X . Άρα aξ ≤ y.
Από τις aξ ≥ y και aξ ≤ y συνεπάγεται aξ = y.
Οι αποδείξεις στις άλλες περιπτώσεις ανάγονται στο αποτέλεσμα της πρώτης περίπτωσης ως εξής.
Αν a > 1 και y = 1, τότε η ax = y έχει την προφανή λύση x = 0.
Αν a > 1 και 0 < y < 1, τότε, επειδή 1

y > 1, υπάρχει η ώστε aη = 1
y και, επομένως, για τον

ξ = −η ισχύει aξ = a−η = y.
Τέλος, αν 0 < a < 1 και y > 0, τότε, επειδή 1

a > 1, υπάρχει η ώστε ( 1a)
η = y, οπότε για τον

ξ = −η ισχύει aξ = a−η = y.
Απομένει να αποδείξουμε ότι η λύση της εξίσωσης ax = y είναι μοναδική: αν aξ1 = y και aξ2 = y,
τότε aξ1 = aξ2 , οπότε ξ1 = ξ2.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.11. 12 Αν y > 0 και a > 0, a ̸= 1, τότε η λύση της ax = y, η ύπαρξη και η
μοναδικότητα της οποίας εξασφαλίζεται από το θεώρημα 1.3, ονομάζεται λογάριθμος του y με βάση
a και συμβολίζεται

loga y.

Έστω a > 1. Τότε, όπως έχουμε ήδη αναφέρει, η συνάρτηση y = ax έχει πεδίο ορισμού
το (−∞,+∞) και είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞). Οι τιμές της y = ax είναι θετικές.
Τώρα, το θεώρημα 1.3 λέει ότι το σύνολο τιμών της είναι ακριβώς το (0,+∞). Δηλαδή, η y = ax

εκφράζει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στο (−∞,+∞) και στο (0,+∞). Και, σύμ-
φωνα με τον ορισμό των λογαρίθμων, η x = loga y εκφράζει την αντίστροφη αμφιμονοσήμαντη
αντιστοιχία ανάμεσα στο (0,+∞) και στο (−∞,+∞). Επειδή η y = ax είναι γνησίως αύξουσα
συνάρτηση του x στο (−∞,+∞), η x = loga y είναι κι αυτή γνησίως αύξουσα συνάρτηση του y
στο (0,+∞).

Αν 0 < a < 1, ισχύουν όσα είπαμε για την περίπτωση a > 1 με μία διαφορά. Η y = ax είναι
γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του x στο (−∞,+∞) με σύνολο τιμών το (0,+∞) και ηx = loga y
είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση του y στο (0,+∞) με σύνολο τιμών το (−∞,+∞). Και πάλι,
οι δύο συναρτήσεις είναι αντίστροφες.

Η πρόταση 1.9 περιγράφει όλες τις βασικές ιδιότητες των λογαρίθμων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1.9. Έστω a, b > 0, a, b ̸= 1.
[α] loga(y1y2) = loga y1 + loga y2 για κάθε y1, y2 > 0.
[β] loga(yz) = z loga y για κάθε y > 0 και κάθε z.
[γ] logb y =

loga y
loga b για κάθε y > 0.

[δ] loga 1 = 0, loga a = 1.
[ε] Έστω 0 < y1 < y2. Αν a > 1, τότε loga y1 < loga y2. Αν 0 < a < 1, τότε loga y1 > loga y2.

Απόδειξη. [α] Ορίζουμε x1 = loga y1 και x2 = loga y2, οπότε ax1 = y1 και ax2 = y2. Τότε
ax1+x2 = ax1ax2 = y1y2, οπότε loga(y1y2) = x1 + x2 = loga y1 + loga y2.
[β] Ορίζουμε x = loga y, οπότε ax = y. Τότε azx = (ax)z = yz και, επομένως, loga(yz) = zx =
z loga y.
[γ] Ορίζουμε x = logb y και w = loga b, οπότε bx = y και aw = b. Άρα awx = (aw)x = bx = y.
Άρα loga y = wx = loga b logb y.
[δ] Η loga 1 = 0 προκύπτει από την a0 = 1 και η loga a = 1 από την a1 = a.
[ε] Ορίζουμε x1 = loga y1 και x2 = loga y2, οπότε y1 = ax1 και y2 = ax2 . Τότε ax1 < ax2 και,
αν a > 1, συνεπάγεται x1 < x2 ενώ, αν 0 < a < 1, συνεπάγεται x1 > x2.

Ασκήσεις.

1.4.1. Βρείτε το infimum και το supremum του (a, b) ∩ (R \Q) = {x ∈ R \Q | a < x < b}.

1.4.2. Έστω οποιοσδήποτε άρρητος a και το σύνολο A = {r ∈ Q | r < a}. Παρατηρήστε ότι
A ⊆ Q και ότι το A είναι μη-κενό και άνω φραγμένο στο Q. Δηλαδή, υπάρχει u ∈ Q (για
παράδειγμα, ο u = [a] + 1) ώστε να ισχύει r ≤ u για κάθε r ∈ A.
Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει αριθμός στο Q, ο οποίος να είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του A.
Συμπεράνατε ότι το Q δεν έχει την ιδιότητα supremum.

1.4.3. [α] Αν a, b > 0 καιm,n ∈ Z, αποδείξτε ότι anbn = (ab)n, aman = am+n, (am)n = amn.
[β] Έστω m,n ∈ Z και m < n. Αν a > 1, αποδείξτε ότι am < an. Αν 0 < a < 1, αποδείξτε ότι
an < am.
[γ] Έστω 0 < a < b και n ∈ Z. Αν n > 0, αποδείξτε ότι 0 < an < bn. Αν n < 0, αποδείξτε ότι
0 < bn < an.

12Δεύτερος ορισμός του λογαρίθμου υπάρχει στην άσκηση 2.4.21.
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1.4.4. Έστω n,m ∈ N και n,m ≥ 2.
[α] Αν y, y1, y2 ≥ 0, αποδείξτε ότι n

√
y1y2 = n

√
y1 n

√
y2 και n

√
m
√
y = nm

√
y.

[β] Έστω n < m. Αν y > 1, αποδείξτε ότι m
√
y < n

√
y. Αν 0 < y < 1, αποδείξτε ότι n

√
y < m

√
y.

[γ] Έστω 0 ≤ y1 < y2. Αποδείξτε ότι n
√
y1 < n

√
y2.

1.4.5. Έστω r, r1, r2 ∈ Q.
[α] Αν y, y1, y2 > 0, αποδείξτε ότι y1ry2r = (y1y2)

r, yr1yr2 = yr1+r2 , (yr1)r2 = yr1r2 .
[β] Έστω r1 < r2. Αν y > 1, αποδείξτε ότι yr1 < yr2 . Αν 0 < y < 1, αποδείξτε ότι yr1 > yr2 .
[γ] Έστω 0 < y1 < y2. Αν r > 0, αποδείξτε ότι y1r < y2

r. Αν r < 0, αποδείξτε ότι y1r > y2
r.

1.4.6. Έστω y > 1. Αποδείξτε ότι yx = inf{yr | r ∈ Q, x < r}.

1.4.7. Αποδείξτε ότι οι
√
3, 7

√
129 και 3

√
2 +

√
5 είναι άρρητοι.

1.4.8. 13 [α] Έστω n, k,m ∈ N ώστε οι k,m να μην έχουν κοινό διαιρέτη > 1. Αποδείξτε ότι ο
n
√
k/m είναι ρητός αν και μόνο αν καθένας από τους k,m είναι n-οστή δύναμη φυσικού.

[β] Έστω a0, a1, . . . , an ∈ Z και έστω ότι οι k,m ∈ Z δεν έχουν κοινό διαιρέτη > 1. Αν ο k
m

είναι ρίζα του πολυωνύμου anxn + an−1x
n−1 + · · · + a0, αποδείξτε ότι ο k διαιρεί τον a0 και ο

m διαιρεί τον an.

1.4.9. Έστω m,n ∈ N, m,n ≥ 2. Βρείτε συνθήκη, σχετική με τους πρώτους παράγοντες των
m,n, η οποία να είναι ισοδύναμη με το ότι ο logm n είναι ρητός.

13Δύο γενικεύσεις της πρότασης 1.6.
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Κεφάλαιο 2

Ακολουθίες και όρια ακολουθιών.

2.1 Ακολουθίες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1. Χαρακτηρίζουμε ακολουθία (πραγματικών αριθμών) κάθε συνάρτηση x : N →
R με πεδίο ορισμού το N και πραγματικές τιμές. Για κάθε n ∈ N η αντίστοιχη τιμή x(n) της συνάρ-
τησης συμβολίζεται, παραδοσιακά, xn. Δηλαδή, για κάθε n ∈ N θέτουμε

xn = x(n).

Μπορούμε να πούμε, κάπως απλοϊκά, ότι ακολουθία είναι οποιαδήποτε άπειρη επιλογή αριθ-
μών με συγκεκριμένη σειρά ο καθένας: ο πρώτος αριθμός x1, ο δεύτερος x2, ο τρίτος x3 κ.τ.λ.
Οι επιλεγμένοι αριθμοί, δηλαδή οι τιμές της ακολουθίας/συνάρτησης ονομάζονται όροι της ακο-
λουθίας. Ο όρος xn+1 χαρακτηρίζεται επόμενος του xn και ο xn−1 προηγούμενος του xn. Η
ανεξάρτητη μεταβλητή n, η οποία διατρέχει το N, ονομάζεται δείκτης και δείχνει τη σειρά επιλο-
γής των όρων της ακολουθίας. Αντί του συναρτησιακού συμβόλου x : N → R χρησιμοποιούμε,
παραδοσιακά, τα σύμβολα

(x1, x2, . . . , xn, . . . ) ή (xn) ή (xn)
+∞
n=1.

Μπορούμε, φυσικά, να χρησιμοποιούμε κι άλλα γράμματα, εκτός των x, n, για να συμβολίσουμε
ακολουθίες: (yn), (xk), (zm) κ.τ.λ.

Στο εξής θα κάνουμε, χάριν συντομίας, μια άτυπη σύμβαση. Κάθε φορά που κάποιο σύμβολο,
όπως τα n,m, k, εμφανίζεται ως δείκτης όρου οποιασδήποτε ακολουθίας, θα εννοείται ότι το σύμ-
βολο αυτό δηλώνει φυσικό αριθμό (μερικές φορές θα επιτρέπεται και η τιμή 0), έστω κι αν δεν
αναφέρουμε ρητά ότι n ∈ N ήm ∈ N ή k ∈ N.

Παράδειγμα 2.1.1. Η ακολουθία ( 1n) ή (1, 12 ,
1
3 , . . . ,

1
n , . . . ).

Παράδειγμα 2.1.2. Η ακολουθία (n) ή (1, 2, 3, 4, . . . , n, . . . ).

Παράδειγμα 2.1.3. Η ακολουθία (1) ή (1, 1, 1, . . . , 1, . . . ).

Παράδειγμα 2.1.4. Η ακολουθία ((−1)n−1) ή (1,−1, 1,−1, . . . , 1,−1, . . . ).

Παράδειγμα 2.1.5. Η ακολουθία
(

1
10n

)
ή ( 1

10 ,
1

102
, 1
103
, . . . , 1

10n , . . . ).

Παράδειγμα 2.1.6. Η ακολουθία με n-οστό όρο ίσο με το πλήθος των θετικών διαιρετών του n,
δηλαδή η ακολουθία (1, 2, 2, 3, 2, 4, 2, 4, 3, 4, 2, . . . ). Δεν υπάρχει απλός τύπος για τον n-οστό
όρο της ακολουθίας.

Παράδειγμα 2.1.7. Η ακολουθία (m− n)+∞n=1 ή (m− 1,m− 2,m− 3, . . . ,m− n, . . . ).

Παράδειγμα 2.1.8. Η ακολουθία (m− n)+∞m=1 ή (1− n, 2− n, 3− n, . . . ,m− n, . . . ).
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Στα δύο τελευταία παραδείγματα βλέπουμε ότι μερικές φορές χρειάζεται να χρησιμοποιή-
σουμε το σύμβολο (xn)

+∞
n=1, αντί του απλούστερου (xn), για να δηλώσουμε ποιός, ανάμεσα σε

διάφορα γράμματα, είναι ο δείκτης της ακολουθίας.
Προσέξτε: μια ακολουθία είναι συνάρτηση και όχι το σύνολο τιμών της. Με πιο απλά λό-

για, μια ακολουθία είναι διαδοχική επιλογή αριθμών και όχι το σύνολο των αριθμών αυτών. Το
σύνολο των όρων της ακολουθίας (1)+∞n=1 είναι το μονοσύνολο {1} . Η ακολουθία, όμως, είναι
η διαδοχική επιλογή (1, 1, 1, . . . ). Το πλήθος των όρων μιας ακολουθίας είναι πάντοτε άπειρο,
ενώ άλλες ακολουθίες έχουν άπειρο σύνολο όρων και άλλες έχουν πεπερασμένο σύνολο όρων.
Επίσης, δύο διαφορετικές ακολουθίες μπορεί να έχουν το ίδιο σύνολο όρων. Για παράδειγμα, οι
(1,−1, 1,−1, 1,−1, . . . ), (1, 1,−1, 1, 1,−1, 1, 1,−1, . . . ) είναι διαφορετικές ακολουθίες αλλά
και οι δύο έχουν σύνολο όρων το {−1, 1}. Οι (1, 12 ,

1
3 ,

1
4 ,

1
5 ,

1
6 , . . . ), (

1
2 , 1,

1
4 ,

1
3 ,

1
6 ,

1
5 , . . . ) είναι

διαφορετικές ακολουθίες αλλά και οι δύο έχουν σύνολο όρων το { 1
n |n ∈ N}.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2.Μια ακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται αύξουσα αν ισχύει xn+1 ≥ xn για κάθε n,
γνησίως αύξουσα αν ισχύει xn+1 > xn για κάθε n, φθίνουσα αν ισχύει xn+1 ≤ xn για κάθε n και
γνησίως φθίνουσα αν ισχύει xn+1 < xn για κάθε n.
Η (xn) χαρακτηρίζεται μονότονη αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα και γνησίως μονότονη αν είναι
γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα.
Η (xn) χαρακτηρίζεται σταθερή αν όλοι οι όροι της είναι ίσοι μεταξύ τους, δηλαδή αν υπάρχει cώστε
να ισχύει xn = c για κάθε n. Φυσικά, μια τέτοια ακολουθία συμβολίζεται (c) ή (c, c, c, . . . , c, . . . ).

Μια σταθερή ακολουθία είναι αύξουσα και φθίνουσα. Στα παραδείγματα 2.1.1, 2.1.5, 2.1.7 οι
ακολουθίες είναι γνησίως φθίνουσες, στα παραδείγματα 2.1.2, 2.1.8 οι ακολουθίες είναι γνησίως
αύξουσες, στο παράδειγμα 2.1.3 η ακολουθία είναι σταθερή και στα παραδείγματα 2.1.4, 2.1.6 οι
ακολουθίες δεν είναι μονότονες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3.Μια ακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται άνω φραγμένη αν το σύνολο των όρων της
είναι άνω φραγμένο, δηλαδή αν υπάρχει u με την ιδιότητα: ισχύει xn ≤ u για κάθε n. Κάθε τέτοιος
u χαρακτηρίζεται άνω φράγμα της (xn).
Μια ακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται κάτω φραγμένη αν το σύνολο των όρων της είναι κάτω φραγ-
μένο, δηλαδή αν υπάρχει l με την ιδιότητα: ισχύει l ≤ xn για κάθε n. Κάθε τέτοιος l χαρακτηρίζεται
κάτω φράγμα της (xn).
Μια ακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται φραγμένη αν είναι άνω και κάτω φραγμένη, δηλαδή αν υπάρ-
χουν l και u με την ιδιότητα: ισχύει l ≤ xn ≤ u για κάθε n.

Παρατηρούμε ότι, αν ο u είναι άνω φράγμα της ακολουθίας (xn), τότε κάθε u′ ≥ u είναι άνω
φράγμα της και, αν ο l είναι κάτω φράγμα της (xn), τότε κάθε l′ ≤ l είναι κάτω φράγμα της.

Παράδειγμα 2.1.9. Κάθε σταθερή ακολουθία (c) είναι φραγμένη.

Παράδειγμα 2.1.10. Οι ακολουθίες ( 1n),
( (−1)n−1

n

)
, (n−1n ), ((−1)n−1) είναι φραγμένες αφού όλοι

οι όροι τους ανήκουν στο διάστημα [−1, 1].

Παράδειγμα 2.1.11. Η ακολουθία
( (1+(−1)n−1)n

2

)
ή (1, 0, 3, 0, 5, 0, 7, 0, . . . ) είναι κάτω φραγ-

μένη αλλά όχι άνω φραγμένη. Προφανώς, κάθε l ≤ 0 είναι κάτω φράγμα της ακολουθίας. Από
την άλλη μεριά, αν υπήρχε άνω φράγμα της ακολουθίας αυτής, το σύνολο των περιττών φυσικών
θα ήταν άνω φραγμένο. Αυτό δεν ισχύει και η ακολουθία δεν είναι άνω φραγμένη.

Παράδειγμα 2.1.12. Η ακολουθία (−1, 0,−3, 0,−5, 0,−7, 0, . . . ), δηλαδή η αντίθετη της προη-
γούμενης, είναι άνω φραγμένη αλλά όχι κάτω φραγμένη. Αν κάποιος l ήταν κάτω φράγμα της,
δηλαδή αν όλοι οι όροι της ήταν ≥ l, τότε όλοι οι όροι της προηγούμενης ακολουθίας θα ήταν
≤ −l, οπότε η προηγούμενη ακολουθία θα ήταν άνω φραγμένη.
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Παράδειγμα 2.1.13. Η ακολουθία ((−1)n−1n) ή (1,−2, 3,−4, 5,−6, . . . ) δεν είναι άνω φραγ-
μένη ούτε κάτω φραγμένη. Πράγματι, αν η ακολουθία ήταν άνω φραγμένη, το σύνολο των περιτ-
τών φυσικών θα ήταν άνω φραγμένο και, αν η ακολουθία ήταν κάτω φραγμένη, το σύνολο των
άρτιων φυσικών θα ήταν άνω φραγμένο.

Έστω ότι η ακολουθία (xn) είναι φραγμένη, δηλαδή ότι υπάρχουν l, u ώστε να ισχύει

l ≤ xn ≤ u

για κάθε n. Με άλλα λόγια, ισχύει xn ∈ [l, u] για κάθε n. Τώρα, όμως, μπορούμε να βρούμε ένα
συμμετρικό ως προς τον 0 διάστημα [−M,M ] το οποίο να περιέχει το διάστημα [l, u], οπότε ισχύει

−M ≤ xn ≤M

ή, ισοδύναμα, |xn| ≤M για κάθε n. Δηλαδή, αν μια ακολουθία (xn) είναι φραγμένη, τότε υπάρχει
M ώστε να ισχύει |xn| ≤M για κάθε n. Το αντίστροφο είναι κι αυτό σωστό: αν υπάρχειM ώστε
να ισχύει |xn| ≤ M για κάθε n, τότε ισχύει −M ≤ xn ≤ M για κάθε n, οπότε οM είναι άνω
φράγμα και ο −M είναι κάτω φράγμα της (xn). Επομένως:
Η ακολουθία (xn) είναι φραγμένη αν και μόνο αν υπάρχειM ώστε να ισχύει |xn| ≤M για κάθε n.

Ας υποθέσουμε ότι κάποια συγκεκριμένη ιδιότητα ισχύει ή όχι ανάλογα με τις τιμές που παίρνει
ο φυσικός n. Για παράδειγμα: “ο n διαιρεί τον 234” ή “ο 4 διαιρεί τον n” ή “n2 − n > 8” ή
“xn < xn+1” για κάποια συγκεκριμένη ακολουθία (xn).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4. Λέμε ότι μια συγκεκριμένη ιδιότητα, η οποία εξαρτάται από τον φυσικό n, ισχύει
τελικά ή, ισοδύναμα, ότι ισχύει από κάποιον n και πέρα αν υπάρχει n0 ώστε να ισχύει η ιδιότητα
αυτή για κάθε n ≥ n0.

Αν οn είναι ο δείκτης μιας συγκεκριμένης ακολουθίας (xn) και η ιδιότητα για την οποία μιλάμε
αναφέρεται στους όρους της (xn), τότε λέμε ότι η (xn) έχει τελικά ή, ισοδύναμα, από κάποιον n
και πέρα την ιδιότητα αυτή. Τέτοιες ιδιότητες είναι για παράδειγμα οι: xn+1 ≤ xn, xn+1 > xn,
xn ≤ u, xn = c. Αν μια από αυτές ισχύει τελικά, λέμε ότι η (xn) είναι, αντιστοίχως, τελικά
φθίνουσα, τελικά γνησίως αύξουσα, τελικά άνω φραγμένη με άνω φράγμα τον u, τελικά σταθερή c.

Παράδειγμα 2.1.14. Η ακολουθία (1, 23 , 7,−2,−1,−1,−1,−1, . . . ) είναι τελικά σταθερή, διότι
είναι σταθερή από τον πέμπτο όρο και πέρα.

Παράδειγμα 2.1.15. Η ακολουθία (n2 − 14n + 8) είναι τελικά γνησίως αύξουσα. Πράγματι, ο
n2 − 14n+8 = (n− 7)2 − 41 αυξάνεται γνησίως για n ≥ 7 ενώ, αντιθέτως, οι αρχικοί επτά όροι
φθίνουν γνησίως.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε δύο ιδιότητες που εξαρτώνται από τον φυσικό n και ας υποθέσουμε
ότι υπάρχουν n0′, n0′′ ώστε η πρώτη ιδιότητα να ισχύει για κάθε n ≥ n0

′ και η δεύτερη ιδιότητα
να ισχύει για κάθε n ≥ n0

′′. Θεωρούμε τον

n0 = max{n0′, n0′′}.

Επειδή n0 ≥ n0
′, η πρώτη ιδιότητα ισχύει για κάθε n ≥ n0. Επίσης, επειδή n0 ≥ n0

′′, η δεύτερη
ιδιότητα ισχύει κι αυτή για κάθε n ≥ n0. Άρα ισχύουν και οι δύο ιδιότητες για κάθε n ≥ n0. Το
σχήμα που περιγράψαμε διατυπώνεται ως εξής:
Αν μια ιδιότητα ισχύει τελικά και μια άλλη ιδιότητα ισχύει τελικά κι αυτή, τότε ισχύουν τελικά και οι
δύο, ταυτόχρονα, ιδιότητες.

Παράδειγμα 2.1.16. Ισχύει n2 − 3n ≥ 37 για κάθε n ≥ 8. Επίσης, ισχύει 2n+1
n+1 > 25

13 για κάθε
n ≥ 13. Άρα ισχύει n2 − 3n ≥ 37 και 2n+1

n+1 > 25
13 για κάθε n ≥ max{8, 13} = 13.
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Το προηγούμενο συμπέρασμα αληθεύει και για τρεις ή τέσσερις ή, γενικά, πεπερασμένου πλή-
θους ιδιότητες: αντί να θεωρήσουμε τον μέγιστο από δύο φυσικούς, τους n0′, n0′′, θα θεωρήσουμε
τον μέγιστο από τρεις ή τέσσερις αντίστοιχους φυσικούς, έναν για κάθε ιδιότητα. Δεν μπορούμε,
όμως, να επεκτείνουμε το παραπάνω επιχείρημα σε άπειρες ιδιότητες διότι άπειροι φυσικοί μπορεί
να μην έχουν μέγιστο!

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.5. Το νόημα του ότι μια ιδιότητα ισχύει για άπειρους n είναι σαφές.

Παράδειγμα 2.1.17. Ισχύει (−1)n−1 > 0 για άπειρους n, αφού ισχύει για κάθε περιττό n. Ομοίως,
ισχύει και η αντίθετη ιδιότητα (−1)n−1 ≤ 0 για άπειρους n, αφού ισχύει για κάθε άρτιο n.

Το παράδειγμα αυτό δείχνει ότι μπορεί μια ιδιότητα να ισχύει για άπειρους n αλλά να μην
είναι σωστό ότι ισχύει από κάποιον n και πέρα. Από την άλλη μεριά, αν μια ιδιότητα ισχύει από
κάποιον n και πέρα, τότε, προφανώς, αυτή ισχύει για άπειρους n.

Ασκήσεις.

2.1.1. Αν μια ακολουθία είναι αύξουσα και φθίνουσα, αποδείξτε ότι είναι σταθερή.

2.1.2. Βρείτε το σύνολο των όρων της ακολουθίας
(
a+b
2 + (−1)n−1 a−b2

)
.

Αν m ∈ N, βρείτε το σύνολο των όρων της ακολουθίας
(
n − m[ nm ]

)+∞
n=1

. Θεωρήστε πρώτα τις
περιπτώσειςm = 1, 2, 3.

2.1.3. Οι έξι πρώτοι όροι μιας άγνωστης ακολουθίας είναι: 1, 4, 9, 16, 25, 36. Ο έβδομος πρέπει να
είναι ο 49; ο 24; ή μπορεί να είναι οποιοσδήποτε αριθμός;

2.1.4. Αποδείξτε ότι κάθε αύξουσα ακολουθία είναι κάτω φραγμένη και ότι κάθε φθίνουσα ακο-
λουθία είναι άνω φραγμένη.

2.1.5. Το άθροισμα δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία (xn + yn). Αποδείξτε ότι το
άθροισμα δύο αυξουσών ή δύο φθινουσών ακολουθιών είναι, αντιστοίχως, αύξουσα ή φθίνουσα
ακολουθία. Αποδείξτε ότι το άθροισμα δύο άνω φραγμένων ή δύο κάτω φραγμένων ακολουθιών
είναι, αντιστοίχως, άνω φραγμένη ή κάτω φραγμένη ακολουθία.
Το γινόμενο δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία (xnyn). Διατυπώστε και αποδείξτε
τα ανάλογα με τα παραπάνω αποτελέσματα, υποθέτοντας, επιπλέον, ότι ισχύει xn, yn ≥ 0 για
κάθε n.

2.1.6. Ποιές από τις ((−1)n−1n),
( (−1)n−1

n

)
,
(

18−n
n2+n+1

)
,
(
13n

n!

)
,
(
n30

2n

)
,
(
2[n2 ]

)
,
(
n − 3[n3 ]

)
είναι

τελικά μονότονες; τελικά άνω φραγμένες; τελικά κάτω φραγμένες ακολουθίες;

2.1.7. Αποδείξτε ότι μια ιδιότητα ισχύει για άπειρους n αν και μόνο αν για κάθε k υπάρχει κάποιος
n > k για τον οποίο η ιδιότητα ισχύει.
Αποδείξτε ότι μια ιδιότητα ισχύει για άπειρουςn αν και μόνο αν είναι λάθος ότι η αντίθετη ιδιότητα
ισχύει τελικά.

2.1.8. Αποδείξτε ότι, αν μια ακολουθία είναι τελικά άνω φραγμένη ή τελικά κάτω φραγμένη, τότε
είναι, αντιστοίχως, άνω φραγμένη ή κάτω φραγμένη. Με άλλα λόγια, το να είναι ή όχι μια ακο-
λουθία άνω φραγμένη ή κάτω φραγμένη δεν εξαρτάται από τους αρχικούς όρους της.

2.1.9. Έστω ότι το σύνολο των όρων μιας ακολουθίας (xn) είναι πεπερασμένο. Αποδείξτε ότι
υπάρχει c ώστε να ισχύει xn = c για άπειρους n.

2.1.10. 1 Έστω a, b, p, q, όπου οι p, q δεν είναι και οι δύο 0, και ακολουθία (xn) που ορίζεται από
τους δύο πρώτους όρους x1 = a και x2 = b και από τον αναδρομικό τύπο xn+2 = pxn+1 + qxn.

1Εδώ περιγράφεται ο υπολογισμός του n-οστού όρου ακολουθίας που ορίζεται με τον γενικό γραμμικό αναδρομικό
τύπο δεύτερης τάξης.
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(i) Έστω p ̸= 0, q = 0. Αποδείξτε ότι ισχύει xn = bpn−2 για κάθε n ≥ 2.
(ii) Έστω p = 0, q ̸= 0. Αποδείξτε ότι ισχύει xn = aq

n−1
2 για κάθε περιττό n και xn = bq

n−2
2 για

κάθε άρτιο n.
(iii) Έστω p ̸= 0, q ̸= 0.
Αν η εξίσωση x2 = px + q έχει δύο πραγματικές λύσεις, τις ρ1, ρ2, βρείτε κ, λ ώστε να ισχύει
xn = κρ1

n−1 + λρ2
n−1 για κάθε n.

Αν η εξίσωση x2 = px + q έχει μόνο μία πραγματική λύση, την ρ, βρείτε κ, λ ώστε να ισχύει
xn = κρn−1 + λ(n− 1)ρn−1 για κάθε n.
Αν η εξίσωση x2 = px+ q έχει δύο συζυγείς μιγαδικές λύσεις, βρείτε κ, λ, ρ και θ ∈ [0, 2π) ώστε
να ισχύει xn = κρn−1 cos((n− 1)θ) + λρn−1 sin((n− 1)θ) για κάθε n.
Υπολογίστε τον n-οστό όρο καθεμιάς από τις τέσσερις ακολουθίες2 που ορίζονται με πρώτους
όρους x1 = x2 = 1 και με τους αναδρομικούς τύπους xn+2 = 3xn, xn+2 = xn+1 + xn, xn+2 =
2xn+1 − xn, xn+2 = xn+1 − xn.

2.1.11. Ποιοί αρχικοί όροι (και με τι περιορισμούς) χρειάζονται για να ορισθεί η ακολουθία (xn)
με τον αναδρομικό τύπο xn+1 = x1 + · · ·+ xn ; Απαντήστε στην ίδια ερώτηση για καθέναν από
τους αναδρομικούς τύπους xn+3 =

xnxn+2

xn+1
, xn+1 = 1− 1

xn
και xn+1 = 2− 1

xn
.

2.2 Όρια ακολουθιών, περιοχές.

Παράδειγμα 2.2.1. Οι διαδοχικοί όροι της ακολουθίας ( 1n) είναι οι:

1, 12 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5 , . . . ,

1
100 ,

1
101 , . . . ,

1
100000 , . . . ,

1
100000000 , . . . .

Είναι σαφές ότι, αν ο δείκτης n γίνει “αρκετά μεγάλος”, το μέγεθος του αντίστοιχου όρου 1
n της

ακολουθίας θα γίνει “όσο θέλουμε μικρό” ή, πιο παραστατικά, το σημείο 1
n θα πλησιάσει “όσο

θέλουμε κοντά” το σημείο 0.

Παράδειγμα 2.2.2. Οι διαδοχικοί όροι της ακολουθίας (n−1n ) είναι οι:

0, 12 ,
2
3 ,

3
4 ,

4
5 , . . . ,

99
100 ,

100
101 , . . . ,

99999
100000 , . . . ,

99999999
100000000 , . . . .

Πάλι, αν ο δείκτης n γίνει “αρκετά μεγάλος”, τότε η απόσταση του αντίστοιχου όρου n−1
n από τον

αριθμό 1 θα γίνει “όσο θέλουμε μικρή”. Πράγματι, η απόσταση του n−1
n από τον 1 είναι ίση με

|n−1n − 1| = 1
n και, όπως είδαμε στο προηγούμενο παράδειγμα, αν ο n γίνει “αρκετά μεγάλος”, ο

αντίστοιχος 1
n θα γίνει “όσο θέλουμε μικρός”.

Στα παραδείγματα αυτά είδαμε δύο ακολουθίες (xn) με την εξής κοινή ιδιότητα:
Αν ο δείκτης n γίνει “αρκετά μεγάλος”, η απόσταση του xn από κάποιον x θα γίνει “όσο θέλουμε
μικρή”.
Επεξήγηση. Όταν λέμε ότι η απόσταση του xn από τον x θα γίνει “όσο θέλουμε μικρή” εννοούμε
ότι η |xn−x| θα γίνει “μικρότερη από οποιονδήποτε θετικό αριθμό”. Όταν λέμε “αν ο n γίνει αρ-
κετά μεγάλος” εννοούμε “αν ο n γίνει μεγαλύτερος από κάποιον κατάλληλο αριθμό”. Μπορούμε,
λοιπόν, να διατυπώσουμε πιο καθαρά την ιδιότητα που εξετάζουμε ως εξής:
Η |xn−x| θα γίνει μικρότερη από οποιονδήποτε θετικό αριθμό αν ο n γίνει μεγαλύτερος από κάποιον
κατάλληλο αριθμό.

Ας δούμε ξανά το:

Παράδειγμα 2.2.1. Έστω η ακολουθία ( 1n).
Η απόσταση του 1

n από τον 0 είναι ίση με | 1n − 0| = 1
n και, όπως έχουμε ήδη πει, θα γίνει μικρό-

τερη από οποιονδήποτε θετικό αριθμό αν ο n γίνει μεγαλύτερος από κάποιον κατάλληλο φυσικό.
2Η δεύτερη ακολουθία είναι η γνωστή ακολουθία Fibonnaci και οι εφτά αρχικοί όροι της είναι οι 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13.
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Τί σημαίνει αυτό;
Ας πάρουμε έναν οποιονδήποτε μικρό θετικό αριθμό, για παράδειγμα τον 0.000132. Μπορούμε
να εξασφαλίσουμε ότι η απόσταση 1

n θα γίνει μικρότερη από τον 0.000132 αν ο n γίνει μεγαλύ-
τερος από κάποιον κατάλληλο φυσικό; Με άλλα λόγια, ρωτάμε: μεγαλύτερος από ποιόν φυσικό
πρέπει να γίνει ο n ώστε η απόσταση 1

n να γίνει μικρότερη από τον 0.000132; Αυτό είναι εύκολο:
για να γίνει 1

n < 0.000132 αρκεί να γίνει n > 1000000
132 = 7575.75 . . . . Ποιοί φυσικοί αριθμοί

n είναι > 1000000
132 ; Παρατηρούμε ότι ο φυσικός 7576 είναι > 1000000

132 και, επομένως, αν ο n γί-
νει ≥ 7576, τότε η απόσταση 1

n θα γίνει < 0.000132. Ας πάρουμε, για δεύτερο παράδειγμα τον
μικρό θετικό αριθμό 0.0000000000132. Με τους ίδιους συλλογισμούς βλέπουμε ότι, αν ο n γί-
νει ≥ 75757575758, τότε η απόσταση 1

n θα γίνει < 0.0000000000132. Αυτήν την διαδικασία
μπορούμε, αν θέλουμε, να τήν επαναλάβουμε πολλές φορές: κάθε φορά θα επιλέγουμε έναν πολύ
μικρό θετικό αριθμό (όπως τους 0.000132 και 0.0000000000132) και κατόπιν θα βρίσκουμε έναν
κατάλληλο φυσικό (όπως τους 7576 και 75757575758). Δεν θέλουμε, όμως, κάτι τέτοιο. Αυτό που
χρειάζεται είναι να αποδείξουμε ότι για κάθε θετικό αριθμό υπάρχει κάποιος αντίστοιχος κατάλλη-
λος φυσικός. Οι θετικοί αριθμοί είναι άπειροι και, όσες φορές κι αν επαναλάβουμε την παραπάνω
διαδικασία, ποτέ δεν θα τελειώσουμε. Γι αυτό πρέπει να θεωρήσουμε όχι συγκεκριμένους θετικούς
αριθμούς αλλά τον γενικό θετικό αριθμό με ένα γενικό σύμβολο, για παράδειγμα το σύμβολο ϵ,
και να αποδείξουμε ότι υπάρχει κάποιος αντίστοιχος κατάλληλος φυσικός, ας τόν συμβολίσουμε
n0, ώστε, αν ο n γίνει ≥ n0, τότε η απόσταση 1

n θα γίνει < ϵ. Αυτό, όμως, είναι ακριβώς το πε-
ριεχόμενο της Αρχιμήδειας ιδιότητας: για κάθε ϵ > 0 υπάρχει κάποιος φυσικός n0 ώστε ο 1

n0
και,

επομένως, όλοι οι 1
n0
, 1
n0+1 ,

1
n0+2 , . . . να είναι < ϵ.

Είναι φανερό (και από τα παραδείγματα με τους δύο συγκεκριμένους ϵ που εξετάσαμε) ότι η τιμή
του n0 εξαρτάται από την τιμή του ϵ. Μπορούμε να υπολογίσουμε έναν n0 (συναρτήσει του ϵ) από
τον οποίο και πέρα ισχύει 1

n < ϵ ; Θα κάνουμε ό,τι κάναμε για τα συγκεκριμένα παραδείγματα.
Γράφουμε την 1

n < ϵ ισοδύναμα ως n > 1
ϵ (δηλαδή, λύνουμε ως προς n) και χρησιμοποιούμε το

εξής απλό λήμμα.

ΛΗΜΜΑ 2.1. Αν a ≥ 0, τότε ο n0 = [a] + 1 είναι ο ελάχιστος φυσικός n > a. Αν a < 0, τότε ο
n0 = 1 είναι ο ελάχιστος φυσικός n > a.

Απόδειξη. Προφανής.

Για παράδειγμα: ο ελάχιστος φυσικός n > −3 είναι ο 1, ο ελάχιστος φυσικός n > 8
3 είναι ο

3 = [83 ] + 1 και ο ελάχιστος φυσικός n > 2 είναι και πάλι ο 3 = 2 + 1 = [2] + 1.
Άρα (επειδή 1

ϵ ≥ 0) ο n0 που ψάχνουμε είναι ο n0 = [1ϵ ] + 1. Εργαζόμενοι με τον γενικό θετικό
ϵ, (εκτός από το ότι αυτό είναι το σωστό) έχουμε καταφέρει να βρούμε και έναν γενικό τύπο για
έναν κατάλληλο n0 συναρτήσει του ϵ, οπότε για κάθε συγκεκριμένο ϵ μπορούμε να υπολογίζουμε
αμέσως έναν αντίστοιχο κατάλληλο n0.

Βάσει της προηγούμενης συζήτησης, δίνουμε τον εξής γενικό ορισμό. Δείτε το σχήμα 2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.6. Λέμε ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει στον αριθμό x ή ότι η (xn) τείνει στον x ή
ότι ο x είναι όριο της (xn) αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε
n ≥ n0. Συνοπτικά: η (xn) συγκλίνει στον x αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ.
Το ότι η (xn) συγκλίνει στον x το συμβολίζουμε

xn → x ή limxn = x ή limn→+∞ xn = x.

Αν η (xn) δεν συγκλίνει σε κανέναν αριθμό, λέμε ότι η (xn) αποκλίνει.

Μπορούμε να πούμε, κάπως πιο παραστατικά, ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει στον x αν ο
n-οστός όρος xn πλησιάζει απεριόριστα τον x όταν ο n γίνεται κατάλληλα μεγάλος.
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Αξίζει να διατυπώσουμε τον προηγούμενο ορισμό με τα σύμβολα της μαθηματικής λογικής:

xn → x ⇔
[
∀ϵ > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N (n ≥ n0 ⇒ |xn − x| < ϵ)

]
Για να αποδείξουμε ότι xn → x θεωρούμε τον τυχόντα και γενικό ϵ > 0 και προσπαθούμε να

αποδείξουμε την ύπαρξη ενός n0 (ο οποίος εξαρτάται από τον ϵ) τέτοιου ώστε

το n ≥ n0 συνεπάγεται (⇒) το |xn − x| < ϵ

ή, ισοδύναμα, ώστε

το |xn − x| < ϵ συνεπάγεται από (⇐) το n ≥ n0.

Η ιδέα είναι να ξεκινήσουμε από τη σχέση |xn − x| < ϵ και να περάσουμε σε μια επόμενη σχέση
και από αυτήν να περάσουμε σε μια επόμενη σχέση και ούτω καθ’ εξής μέχρι να φτάσουμε στην
τελική σχέση n ≥ n0.Με άλλα λόγια: να λύσουμε ως προς n την αρχική σχέση. Το λογικό σχήμα
έχει ως εξής:

|xn − x| < ϵ ⇐ P1 ⇐ · · · · · · ⇐ Pm ⇐ n ≥ n0,

όπου P1, . . . , Pm είναι οι ενδιάμεσες σχέσεις. Κάθε φορά που περνάμε από μια προηγούμενη
σχέση σε μια επόμενη σχέση πρέπει να προσέχουμε δύο πράγματα: η προηγούμενη σχέση να συ-
νεπάγεται από την επόμενη σχέση και η επόμενη σχέση να είναι απλούστερη από την προηγούμενη
σχέση. Πολλές φορές συμβαίνει δύο διαδοχικές σχέσεις να είναι ισοδύναμες, αλλά αυτό δεν πει-
ράζει. Το να συνεπάγεται η προηγούμενη σχέση την επόμενη μας είναι αδιάφορο. Αυτό που μας
ενδιαφέρει είναι να ισχύει οπωσδήποτε η αντίστροφη συνεπαγωγή.

Ας ξαναδούμε το παράδειγμα 2.2.1 πιο συνοπτικά.

Παράδειγμα 2.2.1. Θα αποδείξουμε ότι

1
n → 0.

Έστω ϵ > 0. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει | 1n − 0| < ϵ για κάθε n ≥ n0. Ή, με
άλλη διατύπωση, το | 1n − 0| < ϵ να συνεπάγεται από το n ≥ n0.
Τώρα, το | 1n − 0| < ϵ συνεπάγεται από (είναι ισοδύναμο με) το 1

n < ϵ κι αυτό συνεπάγεται από
(είναι ισοδύναμο με) το n > 1

ϵ . Με σύμβολα:

| 1n − 0| < ϵ ⇐ 1
n < ϵ ⇐ n > 1

ϵ .

Τώρα, το θεώρημα 1.1 αποδεικνύει ότι πράγματι υπάρχει n0 ώστε n0 > 1
ϵ . Φυσικά, τότε η ανισό-

τητα n > 1
ϵ ισχύει όχι μόνο για τον n0 αλλά και για κάθε n ≥ n0. Άρα υπάρχει n0 ώστε από το

n ≥ n0 να συνεπάγεται το n > 1
ϵ και από αυτό να συνεπάγεται το |

1
n − 0| < ϵ. Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒ n > 1
ϵ ⇒ 1

n < ϵ ⇒ | 1n − 0| < ϵ.

Μπορούμε (αν και δεν είναι υποχρεωτικό) να βρούμε συγκεκριμένο n0. Πράγματι, επειδή 1
ϵ ≥ 0,

ο n0 = [1ϵ ] + 1 είναι ο ελάχιστος n > 1
ϵ . Άρα, με αυτόν τον n0 ή και με οποιονδήποτε μεγαλύτερο

n0, ισχύει | 1n − 0| < ϵ για κάθε n ≥ n0.
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Παράδειγμα 2.2.3. Θα αποδείξουμε ότι η σταθερή ακολουθία (c) συγκλίνει στον c. Δηλαδή

c→ c.

Έστω ϵ > 0. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει n0 ώστε το |c− c| < ϵ να συνεπάγεται από το n ≥ n0.
Το |c−c| < ϵ συνεπάγεται από (είναι ισοδύναμο με) το 0 < ϵ. Προφανώς, το 0 < ϵ ισχύει για κάθε
n (ακριβώς επειδή είναι σωστό και επειδή είναι ανεξάρτητο του n). Επομένως, με οποιονδήποτε
n0 (για παράδειγμα, τον n0 = 1), ισχύει |c− c| < ϵ για κάθε n ≥ n0.

Παράδειγμα 2.2.4. Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία ((−1)n−1) δεν συγκλίνει σε κανέναν αριθμό.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι η ((−1)n−1) συγκλίνει σε κάποιον x. Τότε για κάθε ϵ > 0
υπάρχει n0 ώστε από το n ≥ n0 να συνεπάγεται το |(−1)n−1−x| < ϵ. Όμως, όποιος κι αν είναι ο
n0, υπάρχουν άρτιοι και περιττοί n ≥ n0.Άρα, από τους άρτιους n ≥ n0 συνεπάγεται |−1−x| < ϵ
και από τους περιττούς n ≥ n0 συνεπάγεται |1 − x| < ϵ. Το | − 1 − x| < ϵ ισοδυναμεί με το
−1 ∈ (x− ϵ, x+ ϵ) και το |1−x| < ϵ ισοδυναμεί με το 1 ∈ (x− ϵ, x+ ϵ). Άρα, για κάθε ϵ > 0 οι
−1, 1 ανήκουν και οι δύο στο διάστημα (x− ϵ, x+ ϵ). Αυτό, όμως, είναι αδύνατο αν 0 < ϵ ≤ 1,
διότι τότε το συγκεκριμένο ανοικτό διάστημα έχει μήκος ≤ 2, και καταλήγουμε σε άτοπο.

Παράδειγμα 2.2.5. Θα αποδείξουμε ότι (−1)n−1

n → 0.

Έστω ϵ > 0. Το
∣∣ (−1)n−1

n − 0
∣∣ < ϵ συνεπάγεται από (είναι ισοδύναμο με) το 1

n < ϵ και αυτό
συνεπάγεται από (είναι ισοδύναμο με) το n > 1

ϵ . Τώρα, γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 >
1
ϵ .Με έναν

τέτοιο n0, από το n ≥ n0 συνεπάγεται το n > 1
ϵ και από αυτό συνεπάγεται το |

1
n − 0| < ϵ.

Παράδειγμα 2.2.6. Θα αποδείξουμε ότι n2+1
2n3−n → 0.

Έστω ϵ > 0. Το
∣∣ n2+1
2n3−n − 0

∣∣ < ϵ συνεπάγεται από (είναι ισοδύναμο με) το n2+1
2n3−n < ϵ και αυτό

συνεπάγεται από (είναι ισοδύναμο με) το 2n3 − n > 1
ϵ (n

2 + 1). Τώρα, αντιλαμβανόμαστε ότι
η τελευταία ανισότητα είναι δύσκολο να λυθεί ως προς n, οπότε κάνουμε κάτι λίγο διαφορετικό.
Παρατηρούμε (μεγαλώνοντας τον αριθμητή και μικραίνοντας τον παρονομαστή) ότι

n2+1
2n3−n ≤ n2+n2

2n3−n3 = 2
n ,

οπότε το n2+1
2n3−n < ϵ συνεπάγεται από (όμως, δεν είναι ισοδύναμο με) το 2

n < ϵ και αυτό συνεπά-
γεται από (είναι ισοδύναμο με) το n > 2

ϵ . Και τελειώνουμε όπως σε προηγούμενα παραδείγματα.
Γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 > 2

ϵ . Με έναν τέτοιον n0, από το n ≥ n0 συνεπάγεται το n > 2
ϵ και

από αυτό συνεπάγεται το
∣∣ n2+1
2n3−n − 0

∣∣ < ϵ.
Προσέξτε την “αντικατάσταση” του n2+1

2n3−n με το μεγαλύτερό του, αλλά απλούστερο, 2
n .Αυτό απο-

τελεί συγκεκριμένη υλοποίηση μιας γενικότερης τεχνικής, πολύ χρήσιμης σε τέτοιες καταστάσεις,
η οποία βασίζεται στο ότι:

Αν a ≤ b, τότε το a < ϵ συνεπάγεται από το b < ϵ.

Η τεχνική συνίσταται στη μετάβαση από την ανισότητα a < ϵ στην ανισότητα b < ϵ. Εφαρμόζουμε
αυτήν την τεχνική, προσέχοντας ο b να είναι μεγαλύτερος ή ίσος του a αλλά και απλούστερος από
τον a.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.7. Λέμε ότι η ακολουθία (xn) αποκλίνει στο+∞ ή ότι η (xn) τείνει στο+∞ ή ότι το
+∞ είναι όριο της (xn) αν για κάθεM > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn > M για κάθε n ≥ n0.
Πιο συνοπτικά: η (xn) αποκλίνει στο +∞ αν για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M .
Αν η (xn) αποκλίνει στο +∞, γράφουμε

xn → +∞ ή limxn = +∞ ή limn→+∞ xn = +∞.

Επίσης, λέμε ότι η ακολουθία (xn) αποκλίνει στο −∞ ή ότι η (xn) τείνει στο −∞ ή ότι το −∞
είναι όριο της (xn) αν για κάθεM > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn < −M για κάθε n ≥ n0.

30



Πιο συνοπτικά: η (xn) αποκλίνει στο −∞ αν για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn < −M .
Αν η (xn) αποκλίνει στο −∞, γράφουμε

xn → −∞ ή limxn = −∞ ή limn→+∞ xn = −∞.

Μπορούμε να πούμε, πιο παραστατικά, ότι: η ακολουθία (xn) αποκλίνει στο+∞ αν ο n-οστός
όρος xn πλησιάζει απεριόριστα το +∞ όταν ο n γίνεται κατάλληλα μεγάλος. Ανάλογη διατύπωση
υπάρχει για την απόκλιση στο −∞.

Ας διατυπώσουμε και αυτούς τους ορισμούς με τα σύμβολα της μαθηματικής λογικής:

xn → +∞ ⇔
[
∀M > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N (n ≥ n0 ⇒ xn > M)

]
xn → −∞ ⇔

[
∀M > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N (n ≥ n0 ⇒ xn < −M)

]
Παράδειγμα 2.2.7. Θα αποδείξουμε ότι

n→ +∞.

ΈστωM > 0. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει n0 ώστε το n > M να συνεπάγεται από το n ≥ n0.
Η κατάσταση είναι ξεκάθαρη. Σύμφωνα με το θεώρημα 1.1, υπάρχει n0 > M . Προφανώς, η
ανισότητα n > M ισχύει όχι μόνο για τον n0 αλλά και για κάθε n ≥ n0. Άρα υπάρχει n0 ώστε
από το n ≥ n0 να συνεπάγεται το n > M .
Μπορούμε (χωρίς να είναι υποχρεωτικό) να θεωρήσουμε τον n0 = [M ] + 1 και βλέπουμε ότι, με
αυτόν τον n0 ή και με οποιονδήποτε μεγαλύτερο n0, ισχύει n > M για κάθε n ≥ n0.

Παράδειγμα 2.2.8. Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία ((−1)n−1n) ή (1,−2, 3,−4, 5,−6, . . . )
ούτε αποκλίνει στο +∞ ούτε αποκλίνει στο −∞.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι η ακολουθία αποκλίνει στο +∞. Τότε για κάθεM > 0
υπάρχει n0 ώστε το (−1)n−1n > M να συνεπάγεται από το n ≥ n0. Όμως, όποιος κι αν είναι ο
n0, υπάρχουν άρτιοι και περιττοί n ≥ n0. Τότε από τους άρτιους n ≥ n0 συνεπάγεται −n > M
και από τους περιττούς n ≥ n0 συνεπάγεται n > M . Τώρα, το −n > M είναι, προφανώς, αδύ-
νατο, οπότε καταλήγουμε σε άτοπο.
Με τον ίδιο τρόπο, το ότι η ακολουθία αποκλίνει στο −∞ οδηγεί σε άτοπο.

Παράδειγμα 2.2.9. Θα αποδείξουμε ότι n3+n
n2+3

→ +∞.

ΈστωM > 0. Το n3+n
n2+3

> M συνεπάγεται από το n3+n > Mn2+3M . Επειδή η ανισότητα αυτή
είναι δύσκολο να λυθεί ως προς n, επιστρέφουμε στην n3+n

n2+3
> M και αντικαθιστούμε το n3+n

n2+3
με

κάτι μικρότερο. Παρατηρούμε (μικραίνοντας τον αριθμητή και μεγαλώνοντας τον παρονομαστή)
ότι

n3+n
n2+3

≥ n3

n2+3n2 = n
4 .

Άρα το n3+n
n2+3

> M συνεπάγεται από το n
4 > M και αυτό συνεπάγεται από το n > 4M . Γνωρί-

ζουμε ότι υπάρχει n0 ώστε n0 > 4M και, τότε, με έναν τέτοιο n0, από το n ≥ n0 συνεπάγεται το
n > 4M και από αυτό συνεπάγεται το n3+n

n2+3
> M .

Προσέξτε την “αντικατάσταση” του n3+n
n2+3

με τον μικρότερό του, αλλά απλούστερο, n
4 . Αυτό είναι

συγκεκριμένο παράδειγμα μιας γενικότερης τεχνικής, η οποία βασίζεται στο ότι:

Αν a ≥ b, τότε το a > M συνεπάγεται από το b > M.

Η τεχνική συνίσταται στη μετάβαση από την ανισότητα a > M στην ανισότητα b > M . Εφαρμό-
ζουμε αυτήν την τεχνική, προσέχοντας ο b να είναι μικρότερος ή ίσος του a αλλά και απλούστερος
από τον a.3

3Παρατηρήστε ότι συναντήσαμε την ίδια ακριβώς τεχνική στο παράδειγμα 2.2.6.
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Χρησιμοποιούμε τη λέξη “όριο” και τα σύμβολα →, lim, limn→+∞ σε όλες τις περιπτώσεις
που η ακολουθία έχει όριο, είτε συγκλίνει σε αριθμό είτε αποκλίνει σε ένα από τα ±∞. Χρησιμο-
ποιούμε το ρήμα “συγκλίνει” όταν το όριο είναι αριθμός και το ρήμα “αποκλίνει” σε κάθε άλλη
περίπτωση, δηλαδή όταν το όριο δεν υπάρχει ή υπάρχει και είναι ένα από τα±∞. Όταν γράφουμε
limn→+∞ xn, χωρίς άλλη διευκρίνηση, εννοούμε ότι το όριο είναι στοιχείο του R.

Τώρα θα ξαναδιατυπώσουμε τους ορισμούς του ορίου ακολουθίας με διαφορετικό τρόπο, αφού
εισαγάγουμε την έννοια της περιοχής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.8. Έστω ϵ > 0. Το διάστημα (x− ϵ, x+ ϵ) ονομάζεται ϵ-περιοχή του x.
Το (1ϵ ,+∞] ονομάζεται ϵ-περιοχή του +∞ και το [−∞,−1

ϵ ) ονομάζεται ϵ-περιοχή του −∞.
Συμβολίζουμε

Nx(ϵ) = (x− ϵ, x+ ϵ), N+∞(ϵ) = (1ϵ ,+∞], N−∞(ϵ) = [−∞,−1
ϵ ).

Μέσω των αντίστροφων τύπων M = 1
ϵ , ϵ = 1

M βλέπουμε ότι μπορούμε να γράφουμε τις
περιοχές του+∞ είτε με τη μορφή (1ϵ ,+∞] είτε με τη μορφή (M,+∞] και τις περιοχές του−∞
να τις γράφουμε είτε με τη μορφή [−∞,−1

ϵ ) είτε με τη μορφή [−∞,−M).
Είναι σημαντικό να κατανοήσουμε ότι:

Όταν ο ϵ μικραίνει και το x ∈ R μένει αμετάβλητο, τότε η αντίστοιχη περιοχή Nx(ϵ) μικραίνει.
Ο ϵ αποτελεί το “μέτρο” της εγγύτητας στο x των στοιχείων της περιοχής Nx(ϵ). Όσο πιο μικρός
είναι ο ϵ τόσο πιο μικρή είναι η Nx(ϵ) και τόσο πιο κοντά στο x είναι τα στοιχεία της Nx(ϵ).
Μάλιστα, μπορούμε να δούμε εύκολα τα εξής.
Αν l < x, δηλαδή το x (αριθμός ή +∞) είναι δεξιά του l, τότε μπορούμε να βρούμε έναν αρκετά
μικρό ϵ > 0 ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι δεξιά του l.
Συμμετρικά, αν x < u, δηλαδή το x (αριθμός ή−∞) είναι αριστερά του u, τότε μπορούμε να βρούμε
έναν αρκετά μικρό ϵ > 0 ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι αριστερά του u.
Και, τέλος, αν l < x < u, δηλαδή ο x (αριθμός) είναι ανάμεσα στους l, u, τότε μπορούμε να βρούμε
έναν αρκετά μικρό ϵ > 0 ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι ανάμεσα στους l, u.

Παρατηρήστε ότι η ανισότητα |xn − x| < ϵ στον ορισμό του xn → x γράφεται, ισοδύναμα,
x− ϵ < xn < x+ ϵ ή, ισοδύναμα, xn ∈ (x− ϵ, x+ ϵ) ή, ισοδύναμα, xn ∈ Nx(ϵ).
Ομοίως, οι ανισότητες xn > M και xn < −M που αναφέρονται στους ορισμούς των xn → ±∞
γράφονται, ισοδύναμα, xn ∈ (M,+∞] και xn ∈ [−∞,−M) ή, ισοδύναμα, xn ∈ N+∞(ϵ) και
xn ∈ N−∞(ϵ), όπου ϵ = 1

M .4

Μετά από αυτήν την παρατήρηση μπορούμε να διατυπώσουμε και τους τρεις ορισμούς ορίων
ως έναν ενιαίο ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.9. Έστω x ∈ R. Τότε xn → x αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn ∈
Nx(ϵ) για κάθε n ≥ n0 ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ).

Βλέπουμε, λοιπον, ότι με την έννοια της περιοχής μπορούμε να ενοποιήσουμε τους τρεις ορι-
σμούς ορίων σε έναν. Αν, σε μια συγκεκριμένη κατάσταση, η φύση των επιχειρημάτων δεν απαιτεί
να διακρίνουμε περιπτώσεις ως προς το αν ένα όριο είναι αριθμός ή ένα από τα±∞, τότε θα χρη-
σιμοποιούμε τις περιοχές.5

Ασκήσεις.

2.2.1. Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς, αποδείξτε τα όρια: 1
n+8 → 0, 3n+1

2n+5 → 3
2 ,

1√
n+5

→ 0,

2n2−n→ +∞, n
2n2−1 → 0, n2− 7n→ +∞, n

4−n2+1
n2+3

→ +∞, 2n− 2n/2 → +∞, 1
5n−4n → 0.

4Είναι δεδομένο ότι οι όροι μιας ακολουθίας είναι αριθμοί, οπότε δεν κινδυνεύουμε να θεωρήσουμε ότι ο xn μπορεί
να πάρει την τιμή +∞ ή την τιμή −∞ όταν γράφουμε xn ∈ N+∞(ϵ) = ( 1

ϵ
,+∞] ή xn ∈ N−∞(ϵ) = [−∞,− 1

ϵ
).

5Κάπως πιο σημαντικό ρόλο θα παίξουν οι περιοχές στο επόμενο κεφάλαιο σε σχέση με τα όρια συναρτήσεων, όπου
οι περιπτώσεις ορίων είναι πολύ περισσότερες.
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2.2.2. Αποδείξτε τους ισχυρισμούς μετά από τον ορισμό 2.8.

2.2.3. Έστω x, y ∈ R, x ̸= y. Αποδείξτε ότι υπάρχει ϵ > 0 ώστε Nx(ϵ) ∩Ny(ϵ) = ∅.

2.2.4. Έστω x ∈ R.
Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει φυσικός n ώστε Nx(

1
n) ⊆ Nx(ϵ).

Αποδείξτε ότι
∩

ϵ>0Nx(ϵ) = {x} ή, με άλλα λόγια, το μοναδικό στοιχείο που ανήκει σε όλες τις
περιοχές του x είναι το ίδιο το x.
Αποδείξτε ότι

∩+∞
n=1Nx(

1
n) = {x}.

2.2.5. Έστω xn → x. Για κάθε ϵ > 0 έστω n0(ϵ) ο ελάχιστος n0 ώστε να ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για
κάθε n ≥ n0. Αποδείξτε ότι, αν 0 < ϵ′ < ϵ, τότε n0(ϵ′) ≥ n0(ϵ).

2.2.6. 6 Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) δεν συγκλίνει στο x αν και μόνο αν υπάρχει ϵ > 0 ώστε
να ισχύει xn /∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.

2.2.7. 7 Έστω ϵ0 > 0. Αποδείξτε ότι xn → x αν και μόνο αν για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει
τελικά xn ∈ Nx(ϵ).

2.2.8. Έστω ότι για την ακολουθία (xn) και τον x ισχύει ότι: υπάρχει n0 ώστε για κάθε ϵ > 0 να
ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε n ≥ n0. Να αντιπαραβάλετε με τον ορισμό του xn → x. Αποδείξτε
ότι η (xn) είναι τελικά σταθερή.

2.2.9. [α] Έστω ότι το σύνολο των όρων της ακολουθίας (xn) είναι πεπερασμένο. Αποδείξτε ότι,
αν xn → x, τότε η (xn) είναι τελικά σταθερή και ότι ο x είναι ένας από τους όρους της.
[β] Έστω ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει xn ∈ Z για κάθε n. Αν xn → x, αποδείξτε ότι η (xn)
είναι τελικά σταθερή και ότι x ∈ Z.

2.2.10. Έστω x και ακολουθία (xn).
[α] Προφανώς, αν για κάποιον ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ, τότε για τον ίδιο ϵ ισχύει τελικά
|xn − x| ≤ ϵ. Το αντίστροφο δεν αληθεύει. Παράδειγμα: xn = (−1)n−1, x = 0, ϵ = 1.
Αποδείξτε τον εξής ισοδύναμο ορισμό ορίου: xn → x αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά
|xn − x| ≤ ϵ.
[β] Προφανώς, αν για κάποιονM > 0 ισχύει τελικά xn > M , τότε για τον ίδιοM ισχύει τελικά
xn ≥M . Το αντίστροφο δεν αληθεύει. Παράδειγμα: xn = 1,M = 1.
Αποδείξτε τον εξής ισοδύναμο ορισμό ορίου: xn → +∞ αν και μόνο αν για κάθεM > 0 ισχύει
τελικά xn ≥M .

2.3 Ιδιότητες σχετικές με όρια ακολουθιών.

Η πρόταση 2.1 λέει ότι το αν έχει όριο ή όχι μια ακολουθία καθώς και η τιμή του ορίου της,
στην περίπτωση που αυτή έχει όριο, δεν εξαρτώνται από τους αρχικούς όρους της.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1. Έστω δύο ακολουθίες οι οποίες ταυτίζονται από κάποιους όρους τους και πέρα. Αν
η μία από τις δύο ακολουθίες έχει κάποιο όριο, τότε και η άλλη έχει το ίδιο όριο.

Απόδειξη. Το ότι οι ακολουθίες (xn), (yn) ταυτίζονται από κάποιους όρους τους και πέρα σημαίνει
ότι υπάρχουν k0,m0 ώστε να ισχύει

xk0 = ym0 , xk0+1 = ym0+1, xk0+2 = ym0+2, . . . . (2.1)
6Η αναλυτική διατύπωση της άρνησης του ορίου.
7Ισοδύναμος ορισμός ορίου. Το συμπέρασμα είναι ότι στον ορισμό του ορίου μπορούμε να περιοριστούμε σε ϵ > 0

οι οποίοι δεν ξεπερνούν έναν αυθαίρετα προεπιλεγμένο ϵ0 > 0.
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Υποθέτουμε ότι xn → a ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει xn ∈ Na(ϵ) από κάποιον δείκτη και πέρα. Λόγω της (2.1) είναι προφανές
ότι ισχύει και yn ∈ Na(ϵ) από κάποιον δείκτη και πέρα. Πράγματι, έστω ότι ισχύει xn ∈ Na(ϵ)
από τον n0 και πέρα. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Πρώτη περίπτωση. Αν n0 ≤ k0, τότε ισχύει xn ∈ Na(ϵ) από τον k0 και πέρα και, επομένως, ισχύει
yn ∈ Na(ϵ) από τονm0 και πέρα.
Δεύτερη περίπτωση. Αν n0 > k0, τότε γράφουμε n0 = k0 + p και βλέπουμε αμέσως ότι ισχύει
yn ∈ Na(ϵ) από τονm0 + p και πέρα.
Άρα yn → a.

Παράδειγμα 2.3.1. Δείτε τις ακολουθίες (1, 12 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5 ,

1
6 , . . . ), (−2, 5, 14 ,

1
5 ,

1
6 , . . . ). Έχουμε απο-

δείξει ότι η πρώτη συγκλίνει στον 0. Τώρα παρατηρούμε ότι οι δύο ακολουθίες ταυτίζονται, ξεκι-
νώντας από τον τέταρτο όρο της πρώτης και από τον τρίτο όρο της δεύτερης. Άρα και η δεύτερη
ακολουθία συγκλίνει στον 0.

Παράδειγμα 2.3.2. Η ακολουθία (xn) γράφεται (x1, x2, x3, . . . ). Η ακολουθία (xn+1) γράφεται
(x2, x3, x4, . . . ) και η ακολουθία (xn+2) γράφεται (x3, x4, x5, . . . ). Γενικότερα, η ακολουθία
(xn+m) γράφεται (x1+m, x2+m, x3+m, . . . ). Σύμφωνα με την πρόταση 2.1,

limn→+∞ xn = x αν και μόνο αν limn→+∞ xn+m = x.

Για παράδειγμα: 1
n+3 → 0 επειδή 1

n → 0.

2.3.1 Από ανισότητες ορίων σε ανισότητες όρων.

Η πρόταση 2.2 είναι απλή αλλά βασική: συμπεραίνει ανισοτικές σχέσεις για τους όρους μιας
ακολουθίας από ανάλογες ανισοτικές σχέσεις για το όριο της ακολουθίας.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.2. Έστω xn → x ∈ R και αριθμοί u, l.
[α] Αν x > u, τότε ισχύει τελικά xn > u.
[β] Αν x < l, τότε ισχύει τελικά xn < l.
[γ] Αν u < x < l, τότε ισχύει τελικά u < xn < l.

Απόδειξη. [α] Θεωρούμε έναν ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε ολόκληρη η περιοχήNx(ϵ) να είναι δεξιά
του u. Επειδή ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ), συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά xn > u.
[β] Θεωρούμε έναν ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε ολόκληρη η περιοχήNx(ϵ) να είναι αριστερά του l.
Επειδή ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ), συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά xn < l.
[γ] Θεωρούμε έναν ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι ανάμεσα στους
u, l. Επειδή ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ), συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά u < xn < l.
Με δεύτερο τρόπο. Από τα [α] και [β] συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά xn > u και ότι ισχύει τελικά
xn < l. Άρα ισχύει τελικά xn > u και xn < l και, επομένως, u < xn < l.

Η πρόταση 2.3 εκφράζει τη μοναδικότητα του ορίου. Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να μιλάμε
για το όριο μιας ακολουθίας.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.3. Καμιά ακολουθία δεν έχει δύο διαφορετικά όρια.

Απόδειξη. Έστω ότι η ακολουθία (xn) έχει δύο διαφορετικά όρια a, b.
Τότε μπορούμε να βρούμε έναν ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε οι περιοχέςNa(ϵ) καιNb(ϵ) να μην έχουν
κανένα κοινό στοιχείο. Τότε ισχύει τελικά xn ∈ Na(ϵ) και, επίσης, ισχύει τελικά xn ∈ Nb(ϵ). Άρα
ισχύει τελικά xn ∈ Na(ϵ) και xn ∈ Nb(ϵ) και καταλήγουμε σε άτοπο.
Με δεύτερο τρόπο. Υποθέτουμε πάλι ότι η (xn) έχει δύο διαφορετικά όρια a, b και θεωρούμε έναν
οποιονδήποτε c ανάμεσα στους a, b. Από τα [α] και [β] της πρότασης 2.2 συνεπάγεται ότι ισχύει
τελικά xn < c και ότι ισχύει τελικά xn > c. Άρα ισχύει τελικά xn < c και xn > c και καταλήγουμε
πάλι σε άτοπο.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 2.4. [α] Αν xn → x ∈ R, τότε η (xn) είναι φραγμένη.
[β] Αν xn → +∞, τότε η (xn) είναι κάτω φραγμένη αλλά όχι άνω φραγμένη.
[γ] Αν xn → −∞, τότε η (xn) είναι άνω φραγμένη αλλά όχι κάτω φραγμένη.

Απόδειξη. [α] Θεωρούμε μια οποιαδήποτε περιοχή του x, για παράδειγμα την (x−1, x+1). Τότε
όλοι οι όροι της (xn) από κάποιον δείκτη n0 και πέρα ανήκουν στο διάστημα (x−1, x+1). Τώρα,
από τους όρους της (xn) μπορεί να βρίσκονται εκτός του διαστήματος (x−1, x+1) μόνο κάποιοι
από τους x1, . . . , xn0−1. Επειδή το πλήθος τους είναι πεπερασμένο, μπορούμε να μεγαλώσουμε,
αν χρειάζεται, το διάστημα (x − 1, x + 1) και να βρούμε ένα διάστημα [l, u] το οποίο περιέχει
όλους τους όρους της (xn). Άρα η (xn) είναι φραγμένη.
[β] Θεωρούμε μια οποιαδήποτε περιοχή του +∞, για παράδειγμα την (1,+∞]. Τότε όλοι οι όροι
της (xn) από κάποιον δείκτη n0 και πέρα ανήκουν στο διάστημα (1,+∞]. Άρα από τους όρους της
(xn) μπορεί να βρίσκονται εκτός του διαστήματος (1,+∞] μόνο κάποιοι από τους x1, . . . , xn0−1.
Επειδή το πλήθος τους είναι πεπερασμένο, μπορούμε να μεγαλώσουμε, αν χρειάζεται, το διάστημα
(1,+∞] και να βρούμε ένα διάστημα [l,+∞] το οποίο περιέχει όλους τους όρους της (xn). Άρα
η (xn) είναι κάτω φραγμένη.
Τέλος, για κάθε l ισχύει τελικά xn > l. Άρα κανένας l δεν είναι άνω φράγμα της (xn), οπότε η
(xn) δεν είναι άνω φραγμένη.
[γ] Όπως στο [β].

Παράδειγμα 2.3.3. H ακολουθία ((−1)n−1) είναι φραγμένη αλλά δεν συγκλίνει. Άρα δεν αλη-
θεύει το αντίστροφο στην πρόταση 2.4[α].

Παράδειγμα 2.3.4. Γνωρίζουμε ότι η ακολουθία
( (1+(−1)n−1)n

2

)
, δηλαδή η (1, 0, 3, 0, 5, 0, 7, . . . ),

είναι κάτω φραγμένη και όχι άνω φραγμένη. Όμως, η ακολουθία δεν αποκλίνει στο+∞, διότι τότε
θα έπρεπε, σύμφωνα με την πρόταση 2.2, να είναι τελικά οι όροι της> 1, το οποίο δεν είναι σωστό.
Ομοίως, η ακολουθία (−1, 0,−3, 0,−5, 0,−7, . . . ) είναι άνω φραγμένη, όχι κάτω φραγμένη και
δεν αποκλίνει στο −∞. Άρα τα αντίστροφα στην πρόταση 2.4[β,γ] δεν αληθεύουν.

2.3.2 Από ανισότητες όρων σε ανισότητες ορίων.

Η πρόταση 2.5 είναι κι αυτή απλή αλλά βασική: συμπεραίνει ανισοτικές σχέσεις για το όριο
μιας ακολουθίας από ανάλογες ανισοτικές σχέσεις για τους όρους της ακολουθίας. Τα πρώτα δύο
συμπεράσματα της πρότασης 2.5 είναι ακριβώς ισοδύναμα με τα πρώτα δύο συμπεράσματα της
πρότασης 2.2. Τα αναφέρουμε σε ξεχωριστή πρόταση με τη νέα μορφή τους, διότι με αυτήν τη
μορφή προκύπτει πολλές φορές η ανάγκη εφαρμογής τους. Το τρίτο συμπέρασμα της πρότασης
2.5 αποτελεί ένα χρήσιμο κριτήριο μη-ύπαρξης ορίου: αν δύο συγκεκριμένοι αριθμοί χωρίζουν κά-
ποιους άπειρους όρους μιας ακολουθίας από κάποιους άλλους άπειρους όρους της ίδιας ακολουθίας,
τότε η ακολουθία δεν έχει όριο.8

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.5. [α] Αν ισχύει xn ≥ l για άπειρους n και xn → x ∈ R, τότε x ≥ l.
[β] Αν ισχύει xn ≤ u για άπειρους n και xn → x ∈ R, τότε x ≤ u.
[γ] Αν u < l και ισχύει xn ≤ u για άπειρους n και xn ≥ l για άπειρους n, τότε η (xn) δεν έχει όριο.

Απόδειξη. [α] Αν ήταν x < l, τότε, σύμφωνα με την πρόταση 2.2, θα ίσχυε τελικά xn < l, οπότε
θα ίσχυε xn ≥ l για το πολύ πεπερασμένους n και έτσι θα καταλήγαμε σε άτοπο. Άρα x ≥ l.
[β] Ομοίως.
[γ] Αν η (xn) είχε όριο, τότε, λόγω των [α] και [β], το όριο αυτό θα ήταν≤ u και≥ l και, επομένως,
θα ίσχυε l ≤ u και θα καταλήγαμε σε άτοπο. Άρα η (xn) δεν έχει όριο.

Παράδειγμα 2.3.5. Αν xn → x ∈ R και ισχύει xn ∈ [l, u] για άπειρους n, τότε x ∈ [l, u].
8Ισχύει και το αντίστροφο. Δείτε την άσκηση 2.5.15.
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Παράδειγμα 2.3.6. Η ακολουθία ((−1)n−1n), δηλαδή η (1,−2, 3,−4, 5,−6, . . . ), δεν έχει όριο,
αφού άπειροι όροι της είναι ≥ 1 και άπειροι όροι της είναι ≤ −1.

Παράδειγμα 2.3.7. Η ακολουθία
(
n− 3[n3 ]

)
, δηλαδή η (1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, . . . ), δεν έχει όριο,

διότι άπειροι όροι της είναι ≥ 2 και άπειροι όροι της είναι ≤ 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.6. Αν ισχύει xn ≤ yn για άπειρους n και xn → x ∈ R και yn → y ∈ R, τότε x ≤ y.

Απόδειξη. Υποθέτουμε (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι y < x.
Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε a ώστε y < a < x. Τότε ισχύει τελικά yn < a και ισχύει τελικά
a < xn. Επομένως, ισχύει τελικά yn < a και a < xn. Άρα ισχύει τελικά yn < xn και, επομένως,
ισχύει xn ≤ yn για το πολύ πεπερασμένους n. Άτοπο.
Άρα x ≤ y.

Παράδειγμα 2.3.8. Ισχύει − 1
n <

1
n για κάθε n και − 1

n → 0 και 1
n → 0.

Το παράδειγμα αυτό δείχνει ότι, αν ισχύει xn < yn για άπειρους n και xn → x ∈ R και yn → y ∈
R, τότε δεν συνεπάγεται x < y. Από το ότι ισχύει xn < yn για άπειρους n συνεπάγεται ότι ισχύει
xn ≤ yn για άπειρους n και συμπεραίνουμε ότι x ≤ y. Άρα x < y ή x = y και δεν μπορούμε να
αποκλείσουμε καμιά από τις δύο αυτές περιπτώσεις.

Οι προτάσεις 2.7 και 2.8 είναι πολύ χρήσιμες για την απόδειξη ύπαρξης αλλά και τον υπο-
λογισμό του ορίου μιας ακολουθίας: η μέθοδος είναι να συγκρίνουμε την ακολουθία με άλλες
κατάλληλες ακολουθίες των οποίων γνωρίζουμε (ή βρίσκουμε πιο εύκολα) τα όρια.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.7. Έστω ότι ισχύει τελικά xn ≤ yn.
[α] Αν xn → +∞, τότε yn → +∞.
[β] Αν yn → −∞, τότε xn → −∞.

Απόδειξη. [α] Έστω M > 0. Τότε ισχύει τελικά xn > M και, επειδή ισχύει τελικά yn ≥ xn,
συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά xn > M και yn ≥ xn. Άρα ισχύει τελικά yn > M . Επομένως,
yn → +∞.
[β] Ομοίως.

Παράδειγμα 2.3.9. Ισχύει 2n + (−1)nn = 2n ± n ≥ n για κάθε n και n → +∞. Επομένως,
2n+ (−1)nn→ +∞.

Παράδειγμα 2.3.10. Ισχύει n2+2n+1
n+2 ≥ n για κάθε n και n→ +∞. Άρα n2+2n+1

n+2 → +∞.

Παράδειγμα 2.3.11. Ισχύει n! ≥ n για κάθε n. Άρα n! → +∞.

Η πρόταση 2.8 εκφράζει τη λεγόμενη ιδιότητα παρεμβολής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.8. Έστω ότι ισχύει τελικά xn ≤ yn ≤ zn. Αν xn → a και zn → a, τότε yn → a.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει τελικά xn ∈ (a − ϵ, a + ϵ) και, επίσης, ισχύει τελικά zn ∈
(a − ϵ, a + ϵ). Άρα ισχύει τελικά xn, zn ∈ (a − ϵ, a + ϵ) και, επειδή ο yn είναι ανάμεσα στους
xn, zn, ισχύει τελικά yn ∈ (a− ϵ, a+ ϵ). Άρα yn → a.

Παράδειγμα 2.3.12. Ισχύει − 1
n ≤ (−1)n

n ≤ 1
n για κάθε n. Επειδή − 1

n → 0 και 1
n → 0, συνεπάγε-

ται (−1)n
n → 0.

Παράδειγμα 2.3.13. Ισχύει 0 ≤ n−2[n/2]
n ≤ 1

n για κάθε n. Επειδή 0 → 0 και 1
n → 0, συνεπάγεται

n−2[n/2]
n → 0.
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2.3.3 Αλγεβρικοί κανόνες ορίων.

Ο επόμενος ορισμός περιγράφει κάποιους βασικούς τρόπους με τους οποίους δημιουργούμε
νέες ακολουθίες από ήδη υπάρχουσες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.10. Η αντίθετη ακολουθία μιας ακολουθίας (xn) είναι η ακολουθία (−xn).
Το άθροισμα δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία (xn + yn).
Η διαφορά δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία (xn − yn). Επειδή xn − yn =
xn + (−yn), η διαφορά των (xn) και (yn) είναι η ίδια ακολουθία με το άθροισμα της (xn) και
της αντίθετης της (yn).
Το γινόμενο δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία (xnyn).
Το γινόμενο αριθμού λ και ακολουθίας (xn) είναι η ακολουθία (λxn). Προφανώς, η ακολουθία
(λxn) είναι η ίδια με το γινόμενο της σταθερής ακολουθίας (λ) και της (xn)
Η αντίστροφη μιας ακολουθίας (xn) είναι η ακολουθία

(
1
xn

)
.

Για να ορίζεται η ακολουθία
(

1
xn

)
πρέπει να ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n.

Ο λόγος δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία
(
xn
yn

)
. Επειδή xn

yn
= xn

1
yn
, ο λόγος των

(xn) και (yn) είναι η ίδια ακολουθία με το γινόμενο της (xn) και της αντίστροφης της (yn).
Για να ορίζεται η ακολουθία

(
xn
yn

)
πρέπει να ισχύει yn ̸= 0 για κάθε n.

Η απόλυτη τιμή μιας ακολουθίας (xn) είναι η ακολουθία (|xn|).

Η επόμενη πρόταση περιέχει τους λεγόμενους αλγεβρικούς κανόνες ορίων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.9. Έστω x, y ∈ R και αριθμός λ.
[α] Αν xn → x, τότε −xn → −x.
[β] Αν xn → x, τότε |xn| → |x|.
[γ] Αν xn → x και yn → y και το x+ y δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε xn + yn → x+ y.
[δ] Αν xn → x και yn → y και το x− y δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε xn − yn → x− y.
[ε] Αν xn → x και yn → y και το xy δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε xnyn → xy.
[στ] Αν xn → x και το λx δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε λxn → λx.
[ζ]Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n. Αν xn → x και το 1

x δεν είναι απροσδιόριστη μορφή (δηλαδή,
αν x ̸= 0), τότε 1

xn
→ 1

x .

[η] Έστω ότι ισχύει yn ̸= 0 για κάθε n. Αν xn → x και yn → y και το x
y δεν είναι απροσδιόριστη

μορφή, τότε xn
yn

→ x
y .

Απόδειξη. [α] Έστω xn → x και x ∈ R. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ και,
επομένως,

|(−xn)− (−x)| = |xn − x| < ϵ.

Άρα −xn → −x.
Έστω xn → +∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M και, επομένως, −xn < −M . Άρα
−xn → −∞, οπότε −xn → −(+∞).
Έστω xn → −∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn < −M και, επομένως, −xn > M . Άρα
−xn → +∞, οπότε −xn → −(−∞).
[β] Έστω xn → x και x ∈ R. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ και, επομένως,∣∣|xn| − |x|

∣∣ ≤ |xn − x| < ϵ.

Άρα |xn| → |x|.
Έστω xn → +∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M και, επομένως, |xn| > M . Άρα
|xn| → +∞, οπότε |xn| → |+∞|.
Έστω xn → −∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn < −M και, επομένως, |xn| > M . Άρα
|xn| → +∞, οπότε |xn| → | −∞|.
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[γ] Έστω xn → x και yn → y και x, y ∈ R. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ
2

και, επίσης, ισχύει τελικά |yn − y| < ϵ
2 , οπότε ισχύουν τελικά και οι δύο αυτές ανισότητες, οπότε

ισχύει τελικά

|(xn + yn)− (x+ y)| = |(xn − x) + (yn − y)| ≤ |xn − x|+ |yn − y| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα xn + yn → x+ y.
Έστω xn → +∞ και yn → y και y ∈ (−∞,+∞]. Τότε η (yn) είναι κάτω φραγμένη, οπότε
υπάρχει l ώστε να ισχύει yn > l για κάθε n. Τώρα, για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M − l
και, επομένως, ισχύει τελικά

xn + yn > (M − l) + l =M.

Άρα xn + yn → +∞, οπότε xn + yn → x+ y.
Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν από την τελευταία περίπτωση και από το [α].
[δ] Άμεση συνέπεια των [α] και [γ].
[ε] Έστω xn → x και yn → y και x, y ∈ R. Τότε η (yn) είναι φραγμένη, οπότε υπάρχειM ≥ 0
ώστε να ισχύει |yn| ≤ M για κάθε n. Τώρα, για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ

2M+1 και,
επίσης, ισχύει τελικά |yn − y| < ϵ

2|x|+1 , οπότε ισχύουν τελικά και οι δύο αυτές ανισότητες, οπότε
ισχύει τελικά

|xnyn − xy| = |(xn − x)yn + x(yn − y)| ≤ |xn − x||yn|+ |x||yn − y| ≤ ϵM
2M+1 + |x|ϵ

2|x|+1 < ϵ.

Άρα xnyn → xy.
Έστω xn → +∞ και yn → y και y ∈ (0,+∞]. Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε l ώστε 0 < l < y.
Τότε ισχύει τελικά l < yn. Τώρα, για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M

l και, επομένως, ισχύει
τελικά

xnyn >
M
l l =M.

Άρα xnyn → +∞, οπότε xnyn → xy.
Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν από την τελευταία περίπτωση και από το [α].
[στ] Άμεση συνέπεια του [ε].
[ζ] Έστω xn → x και x ∈ R\{0} και έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n. Τότε |xn| → |x|. Επειδή
|x| > 0, θεωρούμε έναν οποιονδήποτε l ώστε 0 < l < |x| και τότε ισχύει τελικά |xn| > l. Τώρα,
για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < |x|lϵ και, επομένως, ισχύει τελικά∣∣ 1

xn
− 1

x

∣∣ = |xn−x|
|x||xn| <

|x|lϵ
|x|l = ϵ.

Άρα 1
xn

→ 1
x .

Έστω xn → +∞. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά xn > 1
ϵ και, επομένως,∣∣ 1

xn
− 0

∣∣ = 1
xn
< ϵ.

Άρα 1
xn

→ 0, οπότε 1
xn

→ 1
+∞ .

Η περίπτωση xn → −∞ προκύπτει από την τελευταία περίπτωση και από το [α].
[η] Άμεση συνέπεια των [ε] και [ζ].

Παράδειγμα 2.3.14. Αν xn → x, x ∈ R και k ∈ N, τότε xnk → xk.
Πράγματι, xnk = xn · · ·xn (k φορές) → x · · ·x (k φορές) = xk.
Για παράδειγμα, από το n−1

n → 1 συνεπάγεται το (n−1n )3 → 13 = 1.
Αν xn → +∞, τότε, με την ίδια απόδειξη, xnk → +∞. Ομοίως, αν xn → −∞, τότε xnk → +∞,
αν ο k είναι άρτιος, και xnk → −∞, αν ο k είναι περιττός.
Τέλος, από τα δύο τελευταία και από τον κανόνα αντιστρόφου (ή από τον κανόνα αντιστρόφου και
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από το πρώτο), συμπεραίνουμε ότι, αν xn → ±∞, τότε σε κάθε περίπτωση 1
xn

k → 0.
Ειδικότερα:

nk →

{
+∞, αν k ∈ Z, k > 0

0, αν k ∈ Z, k < 0

Παράδειγμα 2.3.15.
∣∣(−1)n−1

∣∣ = 1 → 1 ενώ η ακολουθία ((−1)n−1) δεν έχει όριο. Δηλαδή, το
αντίστροφο της πρότασης 2.9[β] δεν ισχύει.
Αν, όμως, x = 0, τότε το αντίστροφο ισχύει: xn → 0 αν και μόνο αν |xn| → |0| = 0.
Πράγματι, οι ανισότητες |xn − 0| < ϵ και

∣∣|xn| − 0
∣∣ < ϵ που εμφανίζονται στους ορισμούς των

ορίων xn → 0 και |xn| → 0 είναι ισοδύναμες.

Παράδειγμα 2.3.16. Έστω πολυώνυμο a0 + a1x+ · · ·+ akx
k τουλάχιστον πρώτου βαθμού. Δη-

λαδή, έστω k ≥ 1 και ak ̸= 0.
Τότε γράφουμε

a0 + a1n+ · · ·+ akn
k = nk

(
a0

1
nk + a1

1
nk−1 + · · ·+ ak−1

1
n + ak

)
.

Το όριο της παρένθεσης είναι ak, διότι κάθε όρος της εκτός του τελευταίου έχει όριο 0. Επίσης,
nk → +∞. Άρα

a0 + a1n+ · · ·+ akn
k → ak(+∞) =

{
+∞, αν ak > 0

−∞, αν ak < 0

Παρατηρήστε ότι η τιμή του ορίου εξαρτάται μόνο από τον μεγιστοβάθμιο όρο του πολυωνύμου.
Δηλαδή, limn→+∞(a0 + a1n+ · · ·+ akn

k) = limn→+∞ akn
k.

Μερικά συγκεκριμένα παραδείγματα: 3n2 − 5n+ 2 → +∞ και −1
2n

5 + 4n4 − n3 → −∞.
Ακόμη: −2n5 − 2n2 + n− 7 → −∞, οπότε (−2n5 − 2n2 + n− 7)8 → +∞.
Επίσης: −n3 + 2n− 1 → −∞, οπότε (−n3 + 2n− 1)5 → −∞.

Παράδειγμα 2.3.17. Έστω ρητή παράσταση a0+a1x+···+akx
k

b0+b1x+···+bmxm , όπου ak ̸= 0, bm ̸= 0.
Γράφουμε

a0+a1n+···+akn
k

b0+b1n+···+bmnm = nk

nm

(
a0

1
nk + · · ·+ ak−1

1
n + ak

)/(
b0

1
nm + · · ·+ bm−1

1
n + bm

)
.

Είδαμε προηγουμένως ότι τα όρια του αριθμητή και του παρονομαστή του τελευταίου λόγου είναι
ίσα με ak και bm. Επειδή nk

nm = nk−m, προκύπτει ότι

a0+a1n+···+akn
k

b0+b1n+···+bmnm →


(ak/bm)(+∞), αν k > m

ak/bm, αν k = m

0, αν k < m

Βλέπουμε ότι η τιμή του ορίου εξαρτάται μόνο από τους μεγιστοβάθμιους όρους του αριθμητή και
του παρονομαστή.
Για παράδειγμα: n3−2n2+n+1

2n2−3n−1 → +∞, −n
2+n

n+2 → −∞, n4−n3

n4+1
→ 1 και −n2+n+4

n3+n2+5n+6
→ 0.

Επίσης: −2n
3+n2+n+1
2n+3 → −∞, οπότε

(−2n3+n2+n+1
2n+3

)7 → −∞.
Και: n3+n+7

−3n3+n2+1
→ −1

3 , οπότε
(

n3+n+7
−3n3+n2+1

)3 → − 1
27 .

Παράδειγμα 2.3.18. Θα αποδείξουμε ότι

na →

{
+∞, αν a > 0

0, αν a < 0

Έστω a > 0. ΘεωρούμεM > 0 και θα αποδείξουμε ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει na > M για
κάθε n ≥ n0.
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Τώρα, το na > M συνεπάγεται από το n > M1/a. Σύμφωνα με το θεώρημα 1.1, υπάρχει
n0 > M1/a. Προφανώς, η ανισότητα n > M1/a ισχύει όχι μόνο για τον n0 αλλά και για κάθε
n ≥ n0. Άρα, με έναν τέτοιο n0, ισχύει n > M1/a και, επομένως, na > M για κάθε n ≥ n0.
Μπορούμε (χωρίς να είναι υποχρεωτικό) να θεωρήσουμε τον n0 = [M1/a] + 1 και βλέπουμε ότι,
με αυτόν τον n0 ή και με οποιονδήποτε μεγαλύτερο n0, ισχύει n > M1/a για κάθε n ≥ n0.
Έστω a < 0. Μπορούμε, όπως πριν, να αποδείξουμε ότι na → 0 βάσει του ορισμού, αλλά
μπορούμε επίσης να χρησιμοποιήσουμε το προηγούμενο όριο: είναι −a > 0 και, επομένως,
na = 1

n−a → 1
+∞ = 0.

Παράδειγμα 2.3.19. Θεωρούμε την ακολουθία (a, a2, a3, a4, . . . ), δηλαδή την (an). Η ακολουθία
αυτή είναι γνωστή από το λύκειο: είναι η γεωμετρική πρόοδος με λόγο a.
Αν a = 1, προκύπτει η σταθερή ακολουθία (1) η οποία συγκλίνει στον 1. Επίσης, αν a = 0,
προκύπτει η σταθερή ακολουθία (0) η οποία συγκλίνει στον 0.
Αν a ≤ −1, οι όροι της (an) είναι a ≤ −1, a2 ≥ 1, a3 ≤ −1, a4 ≥ 1, . . . . Δηλαδή, η ακολουθία
έχει άπειρους όρους ≤ −1 και άπειρους όρους ≥ 1 και, επομένως, δεν έχει όριο.
Έστω a > 1. Από την ανισότητα του Bernoulli συνεπάγεται ότι ισχύει

an ≥ n(a− 1) + 1

για κάθε n. Επειδή n(a− 1) + 1 → +∞, συνεπάγεται an → +∞.
Μπορούμε, επίσης, να βασιστούμε στον ορισμό του ορίου. ΘεωρούμεM > 0 και θα βρούμε n0
ώστε να ισχύει an > M για κάθε n ≥ n0. Τώρα, το an > M συνεπάγεται από το n > logaM .
Γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 > logaM και, με έναν τέτοιο n0, συνεπάγεται ότι ισχύει n > logaM
και, επομένως, an > M για κάθε n ≥ n0.
Τέλος, έστω 0 < |a| < 1. Τότε 1

|a| > 1, οπότε από την προηγούμενη περίπτωση συνεπάγεται
|an| = 1

(1/|a|)n → 1
+∞ = 0. Άρα an → 0.

Συμπέρασμα:9

an


→ +∞, αν a > 1

→ 1, αν a = 1

→ 0, αν −1 < a < 1

δεν έχει όριο, αν a ≤ −1

Παράδειγμα 2.3.20. Η ακολουθία (1 + a + a2 + · · · + an−1 + an) ονομάζεται ακολουθία των
γεωμετρικών αθροισμάτων με λόγο a. Το αποτέλεσμα είναι:

1 + a+ a2 + · · ·+ an


→ +∞, αν a ≥ 1

→ 1/(1− a), αν −1 < a < 1

δεν έχει όριο, αν a ≤ −1

Αν a ≥ 1, τότε
1 + a+ a2 + · · ·+ an ≥ 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1 = n+ 1.

Επειδή n+ 1 → +∞, συνεπάγεται 1 + a+ a2 + · · ·+ an → +∞.
Οι υπόλοιπες περιπτώσεις βασίζονται στο όριο της γεωμετρικής προόδου. Αν −1 < a < 1, τότε

1 + a+ a2 + · · ·+ an = an+1−1
a−1 → 0−1

a−1 = 1
1−a .

Έστω a ≤ −1. Είδαμε ότι ισχύει an+1 = 1 + (a − 1)(1 + a + a2 + · · · + an) για κάθε n. Αν
υποθέσουμε ότι 1+ a+ a2 + · · ·+ an → x ∈ R, τότε an+1 → 1+ (a− 1)x. Όμως, η (an+1) δεν
έχει όριο. Άρα η (1 + a+ a2 + · · ·+ an−1 + an) δεν έχει όριο.

9Η άσκηση 2.4.9 περιέχει δεύτερη απόδειξη του ορίου της γεωμετρικής προόδου καθώς και των ακολουθιών στα
παραδείγματα 2.3.22, 2.3.23, 2.3.24 και 2.3.25.
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Παράδειγμα 2.3.21. Θα αποδείξουμε ότι

loga n→

{
+∞, αν a > 1

−∞, αν 0 < a < 1

Έστω a > 1. Θεωρούμε M > 0 και θα δούμε ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει loga n > M για
κάθε n ≥ n0. Επειδή a > 1, το loga n > M συνεπάγεται από το n > aM . Όμως, γνωρίζουμε
ότι υπάρχει n0 ώστε n0 > aM και, τότε, με έναν τέτοιο n0, ισχύει loga n > M και, επομένως,
n > aM για κάθε n ≥ n0.
Έστω 0 < a < 1. Τότε 1

a > 1, οπότε loga n = − log1/a n→ −(+∞) = −∞.

Ας δούμε τώρα μερικά λίγο πιο δύσκολα - αλλά χρήσιμα - παραδείγματα ορίων.

Παράδειγμα 2.3.22. Θα αποδείξουμε ότι
n
√
a→ 1 αν a > 0.

Η περίπτωση a = 1 είναι απλή: n
√
1 = 1 → 1.

Έστω a > 1. Από την ανισότητα του Bernoulli συνεπάγεται ότι ισχύει (1+ a−1
n )n ≥ 1+na−1

n = a
και, επομένως, 1 ≤ n

√
a ≤ 1 + a−1

n για κάθε n. Με παρεμβολή, n
√
a→ 1.

Αν 0 < a < 1, τότε 1
a > 1, οπότε n

√
a = 1

n
√

1/a
→ 1

1 = 1.

Παράδειγμα 2.3.23. Θα αποδείξουμε ότι
n
√
n→ 1.

Από την ανισότητα του Bernoulli συνεπάγεται ότι ισχύει (1 +
√
n−1
n )n ≥ 1 + n

√
n−1
n =

√
n και,

επομένως, 1 ≤ n
√
n ≤ (1 +

√
n−1
n )2 < (1 + 1√

n
)2 για κάθε n. Άρα n

√
n→ 1.

Η πρόταση 2.10 εκφράζει το λεγόμενο κριτήριο λόγου για ακολουθίες και είναι πολύ χρήσιμη
για τον υπολογισμό κάποιων “περίεργων” ορίων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.10. 10 Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
[α] Αν 0 < b < 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ b, τότε xn → 0.

[β] Αν b > 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≥ b, τότε xn → +∞.

[γ] Αν 0 ≤ a < 1 και αν xn+1

xn
→ a, τότε xn → 0.

[δ] Αν a > 1 και αν xn+1

xn
→ a, τότε xn → +∞.

Απόδειξη. Όπως θα φανεί στην απόδειξη, πίσω και από τα τέσσερα όρια κρύβεται μια “σύγκριση”
με κατάλληλη γεωμετρική πρόοδο.
[α] Σύμφωνα με την υπόθεση, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn+1

xn
≤ b για κάθε n ≥ n0. Τότε για

κάθε n ≥ n0 + 1 ισχύει

0 < xn = xn
xn−1

xn−1

xn−2
· · · xn0+2

xn0+1

xn0+1

xn0
xn0 ≤ b b · · · b b xn0 = bn−n0 xn0 =

xn0
bn0 b

n = c bn,

όπου c = xn0
bn0 . Επειδή 0 < b < 1, συνεπάγεται bn → 0. Άρα xn → 0.

[β] Σύμφωνα με την υπόθεση, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn+1

xn
≥ b για κάθε n ≥ n0. Τότε για

κάθε n ≥ n0 + 1 ισχύει

xn = xn
xn−1

xn−1

xn−2
· · · xn0+2

xn0+1

xn0+1

xn0
xn0 ≥ b b · · · b b xn0 = bn−n0 xn0 =

xn0
bn0 b

n = c bn,

όπου c = xn0
bn0 . Επειδή b > 1, συνεπάγεται bn → +∞. Άρα xn → +∞.

[γ] Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε b ώστε a < b < 1. Τότε ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ b και από το [α]

συνεπάγεται xn → 0.
[δ] Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε b ώστε a > b > 1. Τότε ισχύει τελικά xn+1

xn
≥ b και από το [β]

συνεπάγεται xn → +∞.
10Μια χρήσιμη επέκταση αυτής της πρότασης είναι στην άσκηση 2.4.11.
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Παράδειγμα 2.3.24. Θα αποδείξουμε ότι

an

nk → +∞ αν a > 1 και k ∈ N.

Είναι an+1/(n+1)k

an/nk = a
(

n
n+1

)k → a και a > 1. Άρα an

nk → +∞.
Το αποτέλεσμα αυτό διατυπώνεται ως εξής:
Οποιαδήποτε γεωμετρική πρόοδος (an) με λόγο a > 1 αυξάνεται πιο γρήγορα από οποιαδήποτε
δύναμη (nk).

Παράδειγμα 2.3.25. Θα αποδείξουμε ότι

an

n! → 0.

Αν a = 0, τότε, προφανώς, an

n! = 0 → 0.
Έστω a ̸= 0. Τότε |a|

n+1/(n+1)!
|a|n/n! = |a|

n+1 → 0. Άρα |a|
n

n! → 0 και, επομένως, an

n! → 0. Δηλαδή:
Οποιαδήποτε γεωμετρική πρόοδος (an) με λόγο a > 1 αυξάνεται πιο αργά από το παραγοντικό (n!).

Τα αποτελέσματα στην πρόταση 2.11 είναι κάπως γενικότερα από ανάλογα αποτελέσματα της
πρότασης 2.9 και είναι χρήσιμο να τα έχουμε υπ’ όψη μας.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.11. [α] Αν xn → +∞ και η (yn) είναι κάτω φραγμένη, τότε xn + yn → +∞.
Αν xn → −∞ και η (yn) είναι άνω φραγμένη, τότε xn + yn → −∞.
[β] Αν xn → 0 και η (yn) είναι φραγμένη, τότε xnyn → 0.
[γ] Αν xn → +∞ και η (yn) έχει τελικά θετικό κάτω φράγμα, τότε xnyn → +∞.
Αν xn → −∞ και η (yn) έχει τελικά θετικό κάτω φράγμα, τότε xnyn → −∞.
[δ] Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n.
Αν xn → 0 και η (xn) είναι τελικά θετική, τότε 1

xn
→ +∞.

Αν xn → 0 και η (xn) είναι τελικά αρνητική, τότε 1
xn

→ −∞.
[ε] Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n. Αν |xn| → +∞, τότε 1

xn
→ 0.

Απόδειξη. [α] Έστω xn → +∞ και έστω ότι η (yn) είναι κάτω φραγμένη, οπότε υπάρχει αριθμός
l ώστε να ισχύει yn ≥ l για κάθε n. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M−l και, επομένως,
xn + yn > (M − l) + l =M . Άρα xn + yn → +∞.
Το δεύτερο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το πρώτο.
[β] Έστω xn → 0 και έστω ότι η (yn) είναι φραγμένη, οπότε υπάρχει αριθμός M ≥ 0 ώστε να
ισχύει |yn| ≤M για κάθε n. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn| < ϵ

M+1 και, επομένως,

|xnyn| = |xn||yn| ≤ ϵM
M+1 < ϵ.

Άρα xnyn → 0.
[γ] Έστω xn → +∞ και έστω ότι η (yn) έχει τελικά θετικό κάτω φράγμα, οπότε υπάρχει αριθμός
l > 0 ώστε να ισχύει τελικά yn ≥ l. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει τελικά xn > M

l και, επομένως,
ισχύει τελικά xnyn > M

l l =M . Άρα xnyn → +∞.
Το δεύτερο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το πρώτο.
[δ] Έστω xn → 0 και έστω ότι ισχύει τελικά xn > 0. Τότε για κάθε M > 0 ισχύει τελικά
|xn − 0| < 1

M . Άρα ισχύει τελικά 0 < xn <
1
M και, επομένως, 1

xn
> M . Άρα 1

xn
→ +∞.

Το δεύτερο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το πρώτο.
[ε] Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθεn και |xn| → +∞. Τότε 1

|xn| → 0 και, επομένως, 1
xn

→ 0.

Παράδειγμα 2.3.26. Αν η (xn) είναι φραγμένη, τότε xn
n → 0.

Για παράδειγμα, 1+(−1)n−1

n → 0. Επίσης: n−3[n/3]
n → 0 και sinn

n → 0.
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Παράδειγμα 2.3.27. Για την ακολουθία
(
(−1)n−1n

)
ισχύει

∣∣(−1)n−1n
∣∣ = n → +∞. Άρα

1
(−1)n−1n

→ 0. Πράγματι, 1
(−1)n−1n

= (−1)n−1

n → 0. Παρατηρήστε ότι η αρχική ακολουθία(
(−1)n−1n

)
δεν έχει όριο.

Τι γίνεται αν x = 0 στην πρόταση 2.9[ζ]; Θα δούμε το επόμενο παράδειγμα ως ευκαιρία για
να κάνουμε κάποια σχόλια για τη φύση της απροσδιόριστης μορφής 1

0 .

Παράδειγμα 2.3.28. Ισχύει (−1)n−1

n → 0, αλλά η αντίστροφη ακολουθία
(
(−1)n−1n

)
δεν έχει

όριο.

Ποιό ακριβώς είναι το πρόβλημα με το παράδειγμα 2.3.28; Το πρόβλημα είναι η εναλλαγή
προσήμων των όρων της ακολουθίας

( (−1)n−1

n

)
και, μάλιστα, όχι ακριβώς η εναλλαγή προσήμων

των διαδοχικών όρων αλλά το ότι υπάρχουν άπειροι θετικοί όροι και άπειροι αρνητικοί όροι.
Αν μια ακολουθία (xn) έχει όριο μηδέν και είναι τελικά θετική, τότε γνωρίζουμε ότι η ( 1

xn
) έχει

όριο +∞. Ομοίως, αν μια (xn) έχει όριο μηδέν και είναι τελικά αρνητική, τότε η ( 1
xn

) έχει όριο
−∞. Από την άλλη μεριά, έστω ότι η (xn) δεν είναι τελικά θετική ούτε τελικά αρνητική, δηλαδή
ότι έχει άπειρους θετικούς όρους και άπειρους αρνητικούς όρους. Από το xn → 0 συνεπάγεται το
|xn| → 0 και από αυτό συνεπάγεται το 1

|xn| → +∞. Άρα ισχύει τελικά 1
|xn| ≥ 1, οπότε, λόγω

της υπόθεσης για τα πρόσημα των όρων, ισχύει 1
xn

≥ 1 για άπειρους n και ισχύει 1
xn

≤ −1 για
άπειρους n. Άρα η ακολουθία ( 1

xn
) δεν έχει όριο.

Μπορούμε, επομένως, να συμπεράνουμε ότι:
Η παράσταση 1

0 είναι απροσδιόριστη μορφή αν και μόνο αν το 0 εκφράζει το όριο μιας ακολουθίας
η οποία συγκλίνει στον 0 και δεν είναι τελικά θετική ούτε τελικά αρνητική.

Αν με το σύμβολο 0+ εκφράσουμε το όριο μιας ακολουθίας η οποία συγκλίνει στον 0 και
είναι τελικά θετική και με το σύμβολο 0− εκφράσουμε το όριο μιας ακολουθίας η οποία συγκλίνει
στον 0 και είναι τελικά αρνητική, τότε μπορούμε να δώσουμε τον εξής ορισμό, ο οποίος εκφράζει
συμβολικά το περιεχόμενο της πρότασης 2.11[δ].

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.11. Ορίζουμε
1
0+ = +∞, 1

0− = −∞.

Ο ορισμός αυτός θα μπορούσε να περιέχεται στον ορισμό 1.1 και συμφωνεί απολύτως με
την εμπειρία: αν μια ποσότητα είναι πολύ μικρή θετική, τότε η αντίστροφη ποσότητα είναι πολύ
μεγάλη θετική και, αν μια ποσότητα είναι πολύ μικρή αρνητική, τότε η αντίστροφη ποσότητα είναι
πολύ μεγάλη αρνητική.

Τέλος, θα διατυπώσουμε την πρόταση 2.12, αλλά θα τήν αποδείξουμε στην ενότητα 4.3. Η
τυπική θέση της είναι εδώ, αλλά η απόδειξή της (αν και θα μπορούσε να γίνει στο σημείο αυτό)
ταιριάζει καλύτερα στο πλαίσιο των εννοιών του ορίου και της συνέχειας συνάρτησης. Ας θυμη-
θούμε από τον ορισμό 1.10 τις απροσδιόριστες μορφές της δύναμης ab. Αυτές είναι οι 00, 1+∞,
1−∞, (+∞)0 και 0−∞.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.12. Η δύναμη ακολουθίας (xn) με εκθέτη την ακολουθία (yn) είναι η ακολουθία(
xn

yn
)
.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.12. Έστω xn > 0 για κάθε n. Αν xn → x ∈ R και yn → y ∈ R και αν η δύναμη
xy δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε xnyn → xy. Ακόμη, αν xn → 0 και yn → −∞, τότε
xn

yn → +∞.

Παράδειγμα 2.3.29. Βάσει της πρότασης 2.12, μπορεί να αποδειχθεί το όριο n
√
a→ 1 όταν a > 0.

Πράγματι, θεωρούμε τη σταθερή ακολουθία (a) και την ακολουθία ( 1n). Τότε a → a και 1
n → 0,

οπότε n
√
a = a1/n → a0 = 1.
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Παράδειγμα 2.3.30. Η γεωμετρική πρόοδος (an) στις περιπτώσεις a > 1 και 0 < a < 1 μπορεί,
επίσης, να ενταχθεί στο πλαίσιο της πρότασης 2.12. Θεωρούμε τη σταθερή ακολουθία (a) και την
ακολουθία (n). Επειδή a → a και n → +∞, συνεπάγεται an → a+∞, το οποίο είναι ίσο είτε με
+∞, αν a > 1, είτε με 0, αν 0 < a < 1.

Παράδειγμα 2.3.31. Το όριο n
√
n → 1 δεν αποδεικνύεται με την πρόταση 2.12. Αν θεωρήσουμε

τις ακολουθίες (n) και ( 1n), τότε n→ +∞ και 1
n → 0, αλλά η δύναμη (+∞)0 είναι απροσδιόριστη

μορφή.

Παρά το ότι η παράσταση 0−∞ είναι, όπως είπαμε, απροσδιόριστη μορφή, η τελευταία περί-
πτωση της πρότασης 2.12 μας οδηγεί στον επόμενο ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.13. Ορίζουμε
(0+)−∞ = +∞.

Ασκήσεις.

2.3.1. Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
( (n+1)27(n+3)79

(2n+1)106

)
,
(−n3+(−1)nn2+1

3n2+2(−1)n−1n

)
,
(n(n+1)

n+4 − 4n3

4n2+1

)
,

((1− n)5 + n4),
(
( −n

3+n+1
3n2+3n+1

)9
)
,
(

2n+3n

2n+1+3n+1

)
, (
√
n+ 1−

√
n), (

√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1).

2.3.2. Βρείτε, αν υπάρχουν, τα όρια των ακολουθιών (1+ 2+22 + · · ·+2n),
(
1+ 1

2 + · · ·+ 1
2n

)
,

(1− 2 + 22 + · · ·+ (−1)n2n),
(
27

37
+ 28

38
+ · · ·+ 2n+6

3n+6

)
,
(
2n

3n + 2n+1

3n+1 + · · ·+ 22n

32n

)
.

2.3.3. Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
(
2−1
2+1

3−1
3+1 · · ·

n−1
n+1

)
,
(
23−1
23+1

33−1
33+1

· · · n3−1
n3+1

)
.

2.3.4. Αποδείξτε ότι για κάθε x ̸= −1 η ακολουθία (x
n−1

xn+1) έχει όριο και υπολογίστε το.

Αποδείξτε ότι για κάθε x η ακολουθία (x
2n−1

x2n+1
) έχει όριο και υπολογίστε το.

2.3.5. Για ποιές τιμές του x υπάρχει το limn→+∞
(x+1)2n

(2x+1)n ;

2.3.6. Έστω x ̸= 1 και έστω ότι ισχύει xn ̸= 1 για κάθε n. Αποδείξτε ότι xn → x αν και μόνο αν
xn

1−xn
→ x

1−x .

2.3.7. 11 Αποδείξτε ότι 3+(−1)n
2n → 0, ότι ισχύει 3+(−1)n

2n > 0 για κάθε n και ότι η ακολουθία(3+(−1)n
2n

)
δεν είναι φθίνουσα.

Αποδείξτε ότι (3−(−1)n−1)n
2 → +∞ και ότι η ακολουθία

( (3−(−1)n−1)n
2

)
δεν είναι αύξουσα.

2.3.8. Βρείτε το όριο της (xn) αν ισχύει τελικά n2 − 2n < n2xn ≤ n2 + 3.
Κάντε το ίδιο για καθεμιά από τις σχέσεις: n + 1 ≤ 2nxn ≤ n + 2xn + 3, n2 + nxn ≤ 15n και
n2xn

2 − 2n(n− 1)xn + n2 − 2n− 3 ≤ 0.

2.3.9. Έστω xn → x ∈ R και yn → y ∈ R. Αν x < y, αποδείξτε ότι ισχύει τελικά xn < yn.

2.3.10. Έστω xn → x ∈ R και yn → y ∈ R και x ̸= y. Αν |x − y| > a, αποδείξτε ότι ισχύει
τελικά |xn − yn| > a.

2.3.11. Γνωρίζουμε ότι, αν ισχύει xn ∈ [l, u] για άπειρους n και xn → x, τότε x ∈ [l, u]. Υπάρχει
παρόμοιο συμπέρασμα για το όριο x της (xn), αν ισχύει xn ∈ (l, u) για άπειρους n; Ποιό είναι το
γενικό συμπέρασμα σ’ αυτήν την περίπτωση;

2.3.12. Χρησιμοποιώντας την πρόταση 2.5[γ], αποδείξτε ότι δεν υπάρχουν τα όρια των ακολου-
θιών

(
2(−1)

n−1), ((1 + (−1)n−1

2

)n), ((−1)n−1 + 10
n3

)
,
(
(−1)n−1 n

n+1

)
.

11Αν κάποιοι θετικοί αριθμοί πλησιάζουν τον 0 ή απομακρύνονται προς το+∞, έχουμε την αυθόρμητη αλλά εσφαλ-
μένη τάση να θεωρούμε ότι αυτοί, αντιστοίχως, φθίνουν ή αυξάνονται.
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2.3.13. Αποδείξτε ότι 2n+ (−1)n−1n→ +∞, 2−2n+(−1)n−1n → 0,
(
1
2 + (−1)n−1

4

)n → 0.

2.3.14. Αποδείξτε ότι
[
3n2−n+1

n+2

]
→ +∞, [

√
n]√
n

→ 1 και n+2
3n2−n+1

[
3n2−n+1

n+2

]
→ 1.

2.3.15. Αποδείξτε ότι (1 + 1
n)

n2 → +∞, (1− 1
n2 )

n → 1, (1 + 1
n2 )

n → 1.

2.3.16. 12 Αποδείξτε ότι [nx] →


+∞, αν x > 0

0, αν x = 0

−∞, αν x < 0

[nx]− [ny] →


+∞, αν x > y

0, αν x = y

−∞, αν x < y

nx− [ny]


→ +∞, αν x > y

→ 0, αν x = y ∈ Z
→ −∞, αν x < y

δεν έχει όριο, αν x = y ∈ Q \ Z

2.3.17. Αποδείξτε ότι (3n)!
(n!)3

→ +∞.

2.3.18. Έστω 0 ≤ a ≤ b ≤ c. Αποδείξτε ότι n
√
an + bn → b, n

√
an + bn + cn → c.

2.3.19. Αποδείξτε ότι n
√
n3 → 1, n

√
n4 + 3n2 + n+ 1 → 1.

2.3.20. Για κάθε a, αποδείξτε ότι [a]+[2a]+···+[na]
n2 → a

2 .

2.3.21. Αποδείξτε ότι n
n2+1

+ n
n2+2

+ · · ·+ n
n2+n

→ 1 και 1√
n2+1

+ 1√
n2+2

+ · · ·+ 1√
n2+n

→ 1.

2.3.22. Αποδείξτε ότι limm→+∞
(
limn→+∞(cosm!πx)2n

)
=

{
1, αν x ∈ Q
0, αν x ∈ R \Q

2.3.23. Ποιά είναι τα πιθανά όρια της ακολουθίας (xn) αν ικανοποιεί οποιονδήποτε από τους παρα-
κάτω αναδρομικούς τύπους: xn+1 = −xn+2, xn+3 = xn−3, xn+1 = xn

2−2, xn+2 = −xn2+2,
xn+1 = xn

2 + 3, xn+2 = xn+1 + xn
3 ;

2.3.24. Αν xn → x και yn → y, αποδείξτε ότι max{xn, yn} → max{x, y} και min{xn, yn} →
min{x, y}.

2.3.25. Βρείτε το λάθος: n 1
n = 1

n + · · ·+ 1
n (n φορές) → 0 + · · ·+ 0 (n φορές) = n0 = 0.

Βρείτε το λάθος: (1 + 1
n)

n = (1 + 1
n) · · · (1 +

1
n) (n φορές) → 1 · · · 1 (n φορές) = 1n = 1.

Ποιά είναι η σχέση των δύο “ορίων” με την πρόταση 2.9[γ,ε];

2.3.26. Έστω x1 > 0 και xn+1 ≥ x1 + · · · + xn για κάθε n ∈ N. Αν 0 < a < 2, αποδείξτε ότι
xn
an → +∞. Για την περίπτωση a = 2 εξετάστε την ακολουθία (2n).

2.3.27. Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) που δεν έχουν όριο ώστε η (xn + yn) να έχει όριο.
Βρείτε (xn), (yn) που δεν έχουν όριο ώστε η (xnyn) να έχει όριο.

2.3.28. Αν η (xn + yn) έχει όριο και μια από τις (xn), (yn) έχει όριο, αποδείξτε ότι, υπό κάποια
προϋπόθεση, και η άλλη έχει όριο.
Αν η (xnyn) έχει όριο και μια από τις (xn), (yn) έχει όριο, αποδείξτε ότι, υπό κάποια προϋπόθεση,
και η άλλη έχει όριο.

12Με την περίπτωση x = y ∈ R \Q του τελευταίου ορίου ασχολείται η άσκηση 2.7.18.
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2.3.29. 13 Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → +∞, yn → −∞ και η (xn + yn) (i) να έχει
όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 0, yn → +∞ και η (xnyn) (i) να έχει όριο έναν
οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn)ώστε xn → 0, yn → 0 και η (xn

yn
) (i) να έχει όριο έναν οποιονδήποτε

c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → +∞, yn → +∞ και η (xn

yn
) (i) να έχει όριο έναν

οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η (xn
yn
) να έχει όριο c ∈ [−∞, 0);

2.3.30. 14 Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → +∞, yn → 0 και η
(
xn

yn
)
(i) να έχει

όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο

c ∈ [−∞, 0);
Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 0, yn → 0 και η

(
xn

yn
)
(i) να έχει όριο έναν οποιον-

δήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο c ∈ [−∞, 0);

Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 0, yn → −∞ και η
(
xn

yn
)
(i) να έχει όριο έναν

οποιονδήποτε c ∈ {+∞,−∞} (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο c ∈ R;

2.3.31. Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε να ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n, xn → 0, yn → +∞
και η (xnyn) να μην έχει όριο.

2.3.32. Αποδείξτε ότι για κάθε x υπάρχει ακολουθία ρητών (rn) ώστε rn → x.
Αποδείξτε ότι για κάθε x υπάρχει ακολουθία αρρήτων (tn) ώστε tn → x.
Αποδείξτε ότι για κάθε x υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) και γνησίως φθίνουσα
ακολουθία ρητών (sn) ώστε rn → x και sn → x. Τα ίδια γίνονται και με ακολουθίες αρρήτων.

2.3.33. Έστω μη-κενό σύνολο A.
Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία στοA με όριο το supA και ότι δεν υπάρχει ακολουθία στοA με
όριο μεγαλύτερο του supA. Διατυπώστε και αποδείξτε το ανάλογο αποτέλεσμα για το infA.
Για καθένα από τα [0, 2], [0, 2), {2}, [0, 1]∪{2} βρείτε διάφορες ακολουθίες στο σύνολο οι οποίες
συγκλίνουν στο supremum του συνόλου. Παρατηρήστε ότι για το πρώτο, το τρίτο και το τέταρτο
σύνολο υπάρχει ως επιλογή ο απλούστερος τύπος ακολουθίας (δηλαδή μια σταθερή ακολουθία) η
οποία, όμως, δεν υφίσταται ως επιλογή για το δεύτερο σύνολο. Παρατηρήστε, επίσης, ότι για το
τρίτο σύνολο υπάρχει μία μόνο επιλογή ακολουθίας, ενώ για το τέταρτο σύνολο οι μόνες επιλογές
είναι οι τελικά σταθερές ακολουθίες.
Για καθένα από τα σύνολα N, Z, Q, { 1

n |n ∈ N}, (0, 1] ∩ (R \ Q), (0, 2) ∩ Q βρείτε δύο όσο το
δυνατό πιο απλές ακολουθίες στο σύνολο, μία με όριο το supremum και μία με όριο το infimum
του συνόλου.

2.3.34. Έστω μη-κενό σύνολο A και u άνω φράγμα του A. Αποδείξτε ότι u = supA αν και μόνο
αν υπάρχει ακολουθία στο A με όριο τον u. Προσαρμόστε το συμπέρασμα αυτό για το infA και
για κάτω φράγμα l του A.

2.3.35. Έστω μη-κενό σύνολο A.
Αν supA ∈ A βρείτε μια όσο το δυνατό πιο απλή ακολουθία στο A με όριο το supA.
Αν supA /∈ A, αποδείξτε ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία στο A με όριο το supA.
Προσαρμόστε τα προηγούμενα για το infA.

2.3.36. Έστω k ∈ N, k ≥ 2 και έστω ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n.
Αν xn → x, αποδείξτε ότι k

√
xn → k

√
x.

Αν xn → +∞, αποδείξτε ότι k
√
xn → +∞.

Μην χρησιμοποιήσετε την πρόταση 2.12.
13Μελέτη των απροσδιόριστων μορφών.
14Μελέτη των απροσδιόριστων μορφών δύναμης. Συνεχίζεται στην άσκηση 2.4.10.
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2.3.37. Έστω ότι ισχύει |xn−xm| ≥ 1 για κάθε n,m με n ̸= m. Αποδείξτε ότι |xn| → +∞. Έχει
η (xn) όριο; Εξετάστε ως παραδείγματα τις ακολουθίες (n), (−n), ((−1)n−1n).

2.3.38. Αν xn → x και ισχύει xn ≤ x για κάθε n, αποδείξτε ότι sup{xn |n ∈ N} = x.
Αν x < y και ισχύει xn < y για κάθε n και xn → x, αποδείξτε ότι sup{xn|n ∈ N} < y.

2.3.39. Αν xn → x, αποδείξτε ότι για κάθε k ισχύει inf{xn |n ≥ k} ≤ x ≤ sup{xn |n ≥ k}.

2.3.40. Έστω xn → x.
Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) έχει μέγιστο όρο αν και μόνο αν υπάρχει k ώστε xk ≥ x.
Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) έχει ελάχιστο όρο αν και μόνο αν υπάρχει k ώστε xk ≤ x.

2.3.41. 15 [α] Αποδείξτε το θεώρημα του Cesáro: Αν xn → x ∈ R, τότε x1+···+xn
n → x.

Αν ισχύει xn = (−1)n−1 για κάθε n, αποδείξτε ότι x1+···+xn
n → 0.

Αν ισχύει xn = 1+(−1)n
2 n για κάθε n, αποδείξτε ότι x1+···+xn

n → +∞.
Και οι δύο προηγούμενες ακολουθίες (xn) δεν έχουν όριο. Συμπεράνατε ότι δεν ισχύει το αντί-
στροφο του θεωρήματος του Cesáro.
[β] Αν an+1 − an → a ∈ R, αποδείξτε ότι an

n → a.

Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
(
an

n

)
και

( loga n
n

)
με a > 1.

[γ] Αποδείξτε την γενίκευση του θεωρήματος του Cesáro: 16 Έστω ακολουθίες (xn), (yn) ώστε να
ισχύει yn > 0 για κάθε n και y1 + · · ·+ yn → +∞. Αν xn

yn
→ l ∈ R, τότε x1+···+xn

y1+···+yn
→ l.

[δ]17 Αν ισχύει xn > 0 για κάθε n και xn → x ∈ [0,+∞], αποδείξτε ότι n
√
x1 · · ·xn → x.

[ε] Αν ισχύει an > 0 για κάθε n και an+1

an
→ a ∈ [0,+∞], αποδείξτε ότι n

√
an → a.

Βρείτε τα όρια των ακολουθιών ( n
√
n),

(
n
√
n!
)
και

(
n
√

(2n)!/(n!)2
)
.

2.3.42. [α] Για κάθε n θεωρούμε kn ∈ N και αριθμούς θn,1, . . . , θn,kn με τις ιδιότητες:
(i) Υπάρχει κάποιοςM ώστε να ισχύει |θn,1|+ · · ·+ |θn,kn | ≤M για κάθε n,
(ii) θn,1 + · · ·+ θn,kn → 1,
(iii) για κάθε k ισχύει θn,k → 0 (όπου θεωρούμε θn,k = 0 για τους n για τους οποίους kn < k).
Αποδείξτε ότι, αν xn → x, τότε θn,1x1 + · · ·+ θn,knxkn → x.
[β] Αν xn → x, αποδείξτε ότι 1

2nx1 +
1

2n−1x2 + · · ·+ 1
22
xn−1 +

1
2xn → x.

2.4 Μονότονες ακολουθίες.

Το θεώρημα 2.1 είναι πολύ σημαντικό. Το κυριότερο συμπέρασμά του είναι ότι κάθε μονότονη
ακολουθία έχει όριο και ότι, αν μια μονότονη ακολουθία είναι φραγμένη, τότε το όριό της είναι
αριθμός και, αν μια μονότονη ακολουθία δεν είναι φραγμένη, τότε το όριό της είναι ένα από τα
±∞. Τέτοιο συμπέρασμα δεν ισχύει για μη-μονότονες ακολουθίες: η ακολουθία ((−1)n−1) αν και
είναι φραγμένη δεν έχει όριο και η ((−1)n−1n) αν και δεν είναι φραγμένη δεν έχει όριο.

Βάσει του θεωρήματος 2.1 μπορούμε να συμπεράνουμε για μια δοσμένη ακολουθία ότι έχει
όριο αρκεί μόνο να ελέγξουμε ότι είναι μονότονη.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.1. 18 Κάθε μονότονη ακολουθία έχει όριο. Πιο συγκεκριμένα:
[α] Αν η ακολουθία (xn) είναι αύξουσα, τότε limn→+∞ xn = sup{xn |n ∈ N}.
Δηλαδή: η (xn) είτε δεν είναι άνω φραγμένη, οπότε αποκλίνει στο +∞, είτε είναι άνω φραγμένη,

15Η άσκηση αυτή συνεχίζεται στην άσκηση 2.7.13.
16Έχουμε το θεώρημα του Cesáro όταν yn = 1 για κάθε n.
17Στην άσκηση 4.3.3 θα δούμε πώς αυτό ανάγεται στο [α] μέσω ιδιοτήτων της λογαριθμικής και της εκθετικής συ-

νάρτησης.
18Για την ακριβή σχέση αυτού του θεωρήματος με την ιδιότητα supremum δείτε την άσκηση 2.4.17.
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οπότε συγκλίνει. Και στις δύο περιπτώσεις το όριό της ισούται με το ελάχιστο άνω φράγμα του συ-
νόλου των όρων της.
[β] Αν η ακολουθία (xn) είναι φθίνουσα, τότε limn→+∞ xn = inf{xn |n ∈ N}.
Δηλαδή: η (xn) είτε δεν είναι κάτω φραγμένη, οπότε αποκλίνει στο −∞, είτε είναι κάτω φραγμένη,
οπότε συγκλίνει. Και στις δύο περιπτώσεις το όριό της ισούται με το μέγιστο κάτω φράγμα του συ-
νόλου των όρων της.

Δείτε το σχήμα 3.

Απόδειξη. [α] Θεωρούμε το μη-κενό σύνολο {xn |n ∈ N}. Αν αυτό είναι άνω φραγμένο (δηλαδή
αν η ακολουθία είναι άνω φραγμένη) τότε το supremum του είναι αριθμός ενώ, αν δεν είναι άνω
φραγμένο (δηλαδή αν η ακολουθία δεν είναι άνω φραγμένη) τότε το supremum του είναι το +∞.
Έστω ότι η ακολουθία (xn) δεν είναι άνω φραγμένη. Τότε

sup{xn |n ∈ N} = +∞

και θα αποδείξουμε ότι xn → +∞.
ΈστωM > 0. Επειδή οM δεν είναι άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}, υπάρχει n0 ώστε xn0 > M .
Επειδή η (xn) είναι αύξουσα, ισχύει

xn ≥ xn0 > M

για κάθε n ≥ n0. Άρα xn → +∞.
Έστω ότι η ακολουθία (xn) είναι άνω φραγμένη. Ορίζουμε

x = sup{xn |n ∈ N}

και θα αποδείξουμε ότι xn → x.
Έστω ϵ > 0. Επειδή x− ϵ < x, ο x− ϵ δεν είναι άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}. Άρα υπάρχει n0
ώστε x− ϵ < xn0 . Επειδή η (xn) είναι αύξουσα, ισχύει

x− ϵ < xn0 ≤ xn

για κάθε n ≥ n0. Ακόμη, επειδή ο x είναι άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}, ισχύει

xn ≤ x < x+ ϵ

για κάθε n. Άρα ισχύει
x− ϵ < xn < x+ ϵ

για κάθε n ≥ n0. Άρα xn → x.
[β] Ομοίως.

Ας δούμε ένα χρήσιμο συμπλήρωμα του θεωρήματος 2.1. Αν μια ακολουθία (xn) είναι αύ-
ξουσα και άνω φραγμένη, τότε, σύμφωνα με το θεώρημα 2.1, η (xn) συγκλίνει και το όριό της,
έστω x, είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του συνόλου των όρων της. Επομένως, ισχύει xn ≤ x
για κάθε n. Αν, επιπλέον, η (xn) δεν είναι τελικά σταθερή, τότε ισχύει xn < x για κάθε n.

48



Πράγματι, αν ήταν xn0 = x για κάποιον n0, τότε (επειδή η ακολουθία είναι αύξουσα) θα ίσχυε
x = xn0 ≤ xn ≤ x για κάθε n ≥ n0 και, επομένως, η ακολουθία θα ήταν τελικά σταθερή. Ειδι-
κώτερα, αν η (xn) είναι γνησίως αύξουσα, τότε ισχύει xn < x για κάθε n. Τα ανάλογα ισχύουν
για φθίνουσες ακολουθίες. Συμπέρασμα:
Αν η ακολουθία (xn) είναι αύξουσα και xn → x, τότε ισχύει xn ≤ x για κάθε n. Αν, επιπλέον, η
(xn) δεν είναι τελικά σταθερή (και, ειδικώτερα, αν είναι γνησίως αύξουσα), τότε ισχύει xn < x για
κάθε n.
Αν η ακολουθία (xn) είναι φθίνουσα και xn → x, τότε ισχύει xn ≥ x για κάθε n. Αν, επιπλέον, η
(xn) δεν είναι τελικά σταθερή (και, ειδικώτερα, αν είναι γνησίως φθίνουσα), τότε ισχύει xn > x για
κάθε n.

Το θεώρημα 2.1 δεν παρέχει τρόπο υπολογισμού του ορίου μονότονης ακολουθίας. Όμως,
εκμεταλλευόμενοι την πληροφορία ότι μια ακολουθία έχει όριο, μπορεί να καταφέρουμε με κάποιο
τρόπο (ανάλογα με την περίπτωση) να υπολογίσουμε και την τιμή του ορίου.19

Παράδειγμα 2.4.1. Έστω ακολουθία (xn) η οποία καθορίζεται από τον πρώτο όρο x1 = 1 και
από τον αναδρομικό τύπο

xn+1 =
3xn+6
xn+4 για n ≥ 1.

Οι αρχικοί όροι της ακολουθίας είναι οι

x1 = 1, x2 =
9
5 , x3 =

57
29 , x4 =

345
173 .

Για να ορίζεται, πράγματι, μια τέτοια ακολουθία πρέπει να βεβαιωθούμε ότι κανείς όρος της δεν
θα πάρει την τιμή −4, διότι σε μια τέτοια περίπτωση δεν θα μπορούσε να υπολογιστεί ο αμέσως
επόμενος όρος. Εύκολα βλέπουμε, όμως, ότι ισχύει

xn ≥ 0

για κάθε n. Πράγματι, ισχύει x1 = 1 ≥ 0 και, αν υποτεθεί ότι ισχύει xn ≥ 0, τότε, προφανώς, από
τον αναδρομικό τύπο θα ισχύει και xn+1 ≥ 0.
Από τους αρχικούς όρους υποψιαζόμαστε ότι η ακολουθία μπορεί να είναι αύξουσα, οπότε εξετά-
ζουμε την διαφορά xn+1 − xn ως εξής:

xn+1 − xn = 3xn+6
xn+4 − 3xn−1+6

xn−1+4 = 6(xn−xn−1)
(xn+4)(xn−1+4) .

Βλέπουμε ότι το πρόσημο της διαφοράς xn+1−xn είναι ανεξάρτητο του n και, επειδή x2−x1 > 0,
συνεπάγεται ότι ισχύει xn+1 − xn > 0 για κάθε n. Άρα η (xn) είναι γνησίως αύξουσα.
Από την σχέση xn+1 > xn και τον αναδρομικό τύπο έχουμε ότι ισχύει 3xn+6

xn+4 > xn και, επομένως,
xn

2 + xn − 6 < 0 ή, ισοδύναμα, −3 < xn < 2 για κάθε n. Δηλαδή, η (xn) εκτός από γνησίως
αύξουσα είναι και φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει.
Έστω, λοιπόν, ότι xn → x. Από το ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n συνεπάγεται x ≥ 0 και, τώρα,
από τον αναδρομικό τύπο συνεπάγεται

x = 3x+6
x+4 .

Άρα x = −3 ή x = 2 και, επειδή x ≥ 0, συμπεραίνουμε ότι x = 2. Δηλαδή, xn → 2.
Μάλιστα, επειδή η (xn) είναι γνησίως αύξουσα, συνεπάγεται ότι ισχύει xn < 2 για κάθε n.
Υπάρχουν και άλλοι τρόποι χειρισμού αυτού του παραδείγματος. Συμπληρώστε τις λεπτομέρειες:
Δεύτερος τρόπος: Αφού αποδείξουμε ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n και ότι η (xn) είναι αύξουσα
(όπως παραπάνω), συμπεραίνουμε ότι η (xn) έχει όριο. Αν xn → +∞, τότε, επειδή από τον
αναδρομικό τύπο συνεπάγεται ότι ισχύει xn+1 = 3+(6/xn)

1+(4/xn)
για κάθε n, βρίσκουμε +∞ = 3, το

οποίο είναι άτοπο. Άρα η (xn) είναι φραγμένη και, όπως παραπάνω, αποδεικνύουμε ότι xn → 2.
19Δείτε, για παράδειγμα, την άσκηση 2.3.23.
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Τρίτος τρόπος: Παρατηρούμε τους πρώτους όρους. Είναι x1 = 1, x2 = 1.8, x3 = 1.9655... και
x4 = 1.994219... . Έτσι υποψιαζόμαστε ότι η (xn) συγκλίνει στον 2, ότι είναι γνησίως αύξουσα
και ότι ισχύει xn < 2 για κάθε n. Αποδεικνύουμε με επαγωγή την τρίτη σχέση και, κατόπιν, και
με τη βοήθεια του αναδρομικού τύπου, αποδεικνύουμε ότι η (xn) είναι γνησίως αύξουσα και ότι
συγκλίνει στον 2.

Ακολουθούν δύο πάρα πολύ σημαντικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 2.4.2. Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία
(
1 + 1

1! +
1
2! + · · ·+ 1

n!

)
συγκλίνει.

Θέτουμε xn = 1 + 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

n! για κάθε n.
Είναι φανερό ότι ισχύει

xn+1 = 1 + 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

n! +
1

(n+1)! = xn + 1
(n+1)! > xn

για κάθε n, οπότε η (xn) είναι γνησίως αύξουσα.
Τώρα, εύκολα βλέπουμε ότι ισχύει

n! ≥ 2n−1

για κάθε n. Πράγματι, για n = 1 η ανισότητα ισχύει ως ισότητα και για n ≥ 2 είναι n! =
1 · 2 · 3 · · ·n ≥ 1 · 2 · 2 · · · 2 = 2n−1.
Επομένως,

xn ≤ 1 + 1
1 + 1

2 + · · ·+ 1
2n−1 = 1 + 1−(1/2n)

1−(1/2) < 1 + 1
1−(1/2) = 3.

για κάθε n. Άρα η (xn) είναι και άνω φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει.

Παράδειγμα 2.4.3. Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία
(
(1 + 1

n)
n
)
συγκλίνει και, μάλιστα, ότι το

όριό της ταυτίζεται με το όριο της προηγούμενης ακολουθίας.20

Θέτουμε an =
(
1 + 1

n

)n για κάθε n.
Βάσει του διωνυμικού τύπου του Newton με x = 1

n και y = 1, έχουμε

an = 1 +
(
n
1

)
1
n +

(
n
2

)
1
n2 + · · ·+

(
n
k

)
1
nk + · · ·+

(
n
n

)
1
nn

= 1 + 1
1! +

1
2!(1−

1
n) + · · ·+ 1

k!(1−
1
n)(1−

2
n) · · · (1−

k−1
n )

+ · · ·+ 1
n!(1−

1
n) · · · (1−

n−1
n ).

(2.2)

και, ομοίως, για τον n+ 1,

an+1 = 1 +
(
n+1
1

)
1

n+1 +
(
n+1
2

)
1

(n+1)2
+ · · ·+

(
n+1
k

)
1

(n+1)k
+ · · ·+

(
n+1
n

)
1

(n+1)n

+
(
n+1
n+1

)
1

(n+1)n+1

= 1 + 1
1! +

1
2!(1−

1
n+1) + · · ·+ 1

k!(1−
1

n+1)(1−
2

n+1) · · · (1−
k−1
n+1)

+ · · ·+ 1
n!(1−

1
n+1) · · · (1−

n−1
n+1) +

1
(n+1)!(1−

1
n+1) · · · (1−

n−1
n+1)(1−

n
n+1).

(2.3)

Τώρα συγκρίνουμε τα τελικά αθροίσματα στις (2.2) και (2.3). Για κάθε k με 2 ≤ k ≤ n, ο k-οστός
όρος στο τελικό άθροισμα της (2.2) είναι μικρότερος από τον k-οστό όρο στο τελικό άθροισμα της
(2.3), διότι για να περάσουμε από τον πρώτο στον δεύτερο αντικαθιστούμε σε κάθε παρένθεση
του πρώτου τον παρονομαστή n με τον παρονομαστή n+1. Επίσης, το τελικό άθροισμα της (2.3)
έχει έναν επιπλέον θετικό όρο, αυτόν που αντιστοιχεί στον k = n+ 1. Άρα

an < an+1

για κάθε n, οπότε η ακολουθία (an) είναι γνησίως αύξουσα.
Θεωρούμε πάλι xn = 1 + 1

1! +
1
2! + · · ·+ 1

n! για κάθε n, όπως στο προηγούμενο παράδειγμα.
20Ένας εναλλακτικός τρόπος χειρισμού της ακολουθίας αυτής είναι στην άσκηση 2.4.4.
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Γνωρίζουμε ότι η (xn) συγκλίνει και ότι ισχύει xn < 3 για κάθε n.
Επειδή όλες οι παρενθέσεις στο τελικό άθροισμα της (2.2) είναι > 0 και < 1, ισχύει

an ≤ 1 + 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

k! + · · ·+ 1
n! = xn < 3 (2.4)

για κάθε n. Άρα η ακολουθία (an) είναι, εκτός από γνησίως αύξουσα, και άνω φραγμένη και,
επομένως, συγκλίνει. Ας συμβολίσουμε a το όριο της (an). Δηλαδή

an → a.

Τώρα σταθεροποιούμε, προσωρινά, τον k στο τελικό άθροισμα της (2.2) και, παραλείποντας τους
(θετικούς) όρους μετά από τον k-οστό, βρίσκουμε

an ≥ 1 + 1
1! +

1
2!(1−

1
n) + · · ·+ 1

k!(1−
1
n)(1−

2
n) · · · (1−

k−1
n ).

Παίρνοντας όρια καθώς n→ +∞, βρίσκουμε (με τον σταθεροποιημένο k)

a ≥ 1 + 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

k! = xk.

Αυτό ισχύει, λοιπόν, για κάθε k και, με αλλαγή συμβολισμού, a ≥ xn για κάθε n. Από αυτό και
από την (2.4) συνεπάγεται ότι ισχύει

an ≤ xn ≤ a

για κάθε n και, επειδή an → a, συνεπάγεται

xn → a.

ΟΡΙΣΜΟΣ2.14. Σύμφωνα με τα παραδείγματα 2.4.2 και 2.4.3, οι ακολουθίες
(
1+ 1

1!+
1
2!+· · ·+ 1

n!

)
και

(
(1 + 1

n)
n
)
συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό. Το κοινό όριο των δύο ακολουθιών το συμβολίζουμε

με το γράμμα e. Δηλαδή, ορίζουμε

e = limn→+∞
(
1 + 1

n

)n
= limn→+∞

(
1 + 1

1! +
1
2! + · · ·+ 1

n!

)
.

Πρέπει να τονιστεί ότι ο αριθμός e ορίζεται να είναι το κοινό όριο των δύο συγκεκριμένων
ακολουθιών

(
1 + 1

1! +
1
2! + · · · + 1

n!

)
και

(
(1 + 1

n)
n
)
. Δεν αποδεικνύεται ότι ο e είναι ίσος με το

όριο των δύο ακολουθιών, διότι ο e δεν είναι κάποιος εκ των προτέρων γνωστός αριθμός.
Επειδή η ακολουθία ((1 + 1

n)
n) είναι γνησίως αύξουσα, ισχύει (1 + 1

n)
n < e για κάθε n.

Ομοίως, ισχύει 1 + 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

n! < e για κάθε n.
Τώρα, ας πούμε δύο λόγια για την όχι τόσο γνωστή απροσδιόριστη μορφή 1+∞ (δείτε τον

ορισμό 1.10). Στην περίπτωση xn → 1 και yn → +∞ συχνά καταλήγει κανείς στο λανθασμένο
συμπέρασμα: xnyn → 1. Η “λογική διαδρομή” φαίνεται να είναι η: xnyn → 1yn = 1 → 1 ή
κάτι τέτοιο. Δείτε, όμως, πώς το όριο (1 + 1

n)
n → e ακυρώνει ένα τέτοιο συμπέρασμα. Πράγματι,

έχουμε 1 + 1
n → 1 και n→ +∞ αλλά δεν συνεπάγεται (1 + 1

n)
n → 1.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.15. Ονομάζουμε φυσικούς λογαρίθμους τους λογαρίθμους με βάση τον e και χρησι-
μοποιούμε για κάθε y > 0, αντί του loge y, τα απλούστερα σύμβολα

log y ή ln y.

Η πρόταση 2.13 είναι, φυσικά, εξειδίκευση της πρότασης 1.9.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.13. [α] log(y1y2) = log y1 + log y2 για κάθε y1, y2 > 0.
[β] log(yz) = z log y για κάθε y > 0 και κάθε z.
[γ] loga y = log y

log a για κάθε y > 0 και κάθε a > 0, a ̸= 1.
[δ] log 1 = 0, log e = 1.
[ε] Αν 0 < y1 < y2, τότε log y1 < log y2.
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Έχουμε ακόμη δύο σημαντικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 2.4.4. Θα αποδείξουμε ότι21

1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n → +∞.

Θέτουμε xn = 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n για κάθε n.

Ισχύει xn+1 − xn = 1
n+1 > 0 για κάθε n, οπότε η (xn) είναι αύξουσα και, επομένως, έχει όριο.

Παρατηρούμε ότι για κάθε n ισχύει

x2n − xn = 1
n+1 + · · ·+ 1

n+n ≥ 1
n+n + · · ·+ 1

n+n = n 1
n+n = 1

2 .

Αν το όριο της (xn) είναι αριθμός x, τότε, επειδή η (xn) είναι αύξουσα, συνεπάγεται ότι ισχύει
xn ≤ x2n ≤ x για κάθε x. Επειδή xn → x, συνεπάγεται x2n → x. Άρα x2n − xn → x − x = 0
και καταλήγουμε σε άτοπο, αφού ισχύει x2n − xn ≥ 1

2 για κάθε n.
Άρα xn → +∞.
Υπάρχει άλλος ένας τρόπος να αποδείξουμε ότι xn → +∞ τον οποίο αξίζει να μνημονεύσουμε.
Αρχικά παρατηρούμε ότι για κάθε φυσικό n υπάρχει μοναδικός ακέραιος k ≥ 0 έτσι ώστε 2k ≤
n < 2k+1. Δηλαδή, ο n είναι ανάμεσα σε δύο διαδοχικές δυνάμεις του 2. Πράγματι, η ανισότητα
αυτή ισοδυναμεί με την k ≤ log2 n < k + 1, οπότε ο ακέραιος που ζητάμε είναι ο k = [log2 n].
Τώρα, με αυτόν τον k, έχουμε

xn = 1 + 1
2 + (13 + 1

4) + (15 + 1
6 + 1

7 + 1
8) + · · ·+ ( 1

2k−1+1
+ · · ·+ 1

2k
) + 1

2k+1
+ · · ·+ 1

n

≥ 1 + 1
2 + (14 + 1

4) + (18 + 1
8 + 1

8 + 1
8) + · · ·+ ( 1

2k
+ · · ·+ 1

2k
)

= 1 + 1
2 + 21

4 + 41
8 + · · ·+ 2k−1 1

2k

= 1 + 1
2 + 1

2 + 1
2 + · · ·+ 1

2 = 1 + k
2 .

Άρα ισχύει
xn ≥ 1 + 1

2 [log2 n] > 1 + 1
2(log2 n− 1) = 1

2 log2 n+ 1
2

για κάθε n και, επειδή log2 n→ +∞, συνεπάγεται xn → +∞.

Παράδειγμα 2.4.5. Θα αποδείξουμε ότι22

Η ακολουθία
(
1 + 1

22
+ 1

32
+ · · ·+ 1

n2

)
συγκλίνει.

Θέτουμε xn = 1 + 1
22

+ 1
32

+ · · ·+ 1
n2 για κάθε n.

Ισχύει xn+1−xn = 1
(n+1)2

> 0 για κάθε n, οπότε η (xn) είναι αύξουσα. Παρατηρούμε ότι ισχύει

xn ≤ 1 + 1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
(n−1)n = 1 + (11 − 1

2) + (12 − 1
3) + · · ·+ ( 1

n−1 − 1
n) = 2− 1

n < 2

για κάθε n. Άρα η (xn) είναι και άνω φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει.

ΕΓΚΙΒΩΤΙΣΜΕΝΑ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΑ. Έστω ακολουθία διαστημάτων [a1, b1], [a2, b2], . . . ώστε
να ισχύει [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] για κάθε n. Ισοδύναμα, έστω αύξουσα ακολουθία (an) και φθί-
νουσα ακολουθία (bn) ώστε να ισχύει an ≤ bn για κάθε n. Τότε:
(i) οι ακολουθίες (an) και (bn) συγκλίνουν.
(ii) υπάρχει τουλάχιστον ένας x ώστε να ισχύει an ≤ x ≤ bn για κάθε n.
(iii) υπάρχει μοναδικός x με την ιδιότητα που αναφέρεται στο (ii) αν και μόνο αν bn − an → 0.
Στην περίπτωση (iii), οι (an), (bn) έχουν το ίδιο όριο και ο μοναδικός x είναι το κοινό όριο των
δύο ακολουθιών.

21Άλλοι τρόποι αντιμετώπισης της ακολουθίας αυτής είναι στις ασκήσεις 2.5.4, 2.6.2 και 7.3.20 και στα παραδείγματα
8.2.7, 8.2.10 και 8.3.1. Σχετικές είναι και οι ασκήσεις 2.4.6, 6.4.11.

22Για εναλλακτικούς τρόπους δείτε τα παραδείγματα 2.6.1, 8.2.7 και 8.2.10 και τις ασκήσεις 6.4.11, 7.3.20 και 8.2.1.
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Απόδειξη. Επειδή η (an) είναι αύξουσα και η (bn) είναι φθίνουσα, ισχύει

a1 ≤ an ≤ bn ≤ b1

για κάθε n, οπότε η (an) είναι, εκτός από αύξουσα, άνω φραγμένη (από τον b1 για παράδειγμα)
και η (bn) είναι, εκτός από φθίνουσα, κάτω φραγμένη (από τον a1 για παράδειγμα). Άρα και οι
δύο ακολουθίες συγκλίνουν και έστω

an → a, bn → b.

Επειδή ισχύει an ≤ bn για κάθε n, συνεπάγεται a ≤ b. Λόγω της μονοτονίας των δύο ακολουθιών,
ισχύει

an ≤ a ≤ b ≤ bn

για κάθε n.
Για κάθε x ∈ [a, b] ισχύει an ≤ a ≤ x ≤ b ≤ bn για κάθε n. Αντιστρόφως, αν για κάποιον x
ισχύει an ≤ x ≤ bn για κάθε n, τότε a ≤ x ≤ b, δηλαδή x ∈ [a, b].
Άρα οι x για τους οποίους ισχύει an ≤ x ≤ bn για κάθε n είναι ακριβώς τα στοιχεία του δια-
στήματος [a, b]. Επομένως, υπάρχει μοναδικός τέτοιος x αν και μόνο αν το διάστημα [a, b] είναι
μονοσύνολο ή, ισοδύναμα, a = b ή, ισοδύναμα, bn − an → 0. Στην περίπτωση αυτή ο μοναδικός
x είναι ο x = a = b.

Το an ≤ x ≤ bn είναι, φυσικά, ισοδύναμο με το x ∈ [an, bn]. Επομένως, το να ισχύει an ≤
x ≤ bn για κάθε n σημαίνει ότι ο x ανήκει σε όλα τα διαστήματα [an, bn], δηλαδή στην τομή των
διαστημάτων αυτών. Άρα μέσα στην απόδειξη της προηγούμενης πρότασης βρίσκεται το εξής
συμπέρασμα:
Αν τα διαστήματα [an, bn] είναι εγκιβωτισμένα, τότε∩+∞

n=1[an, bn] = [a, b],

όπου a = limn→+∞ an και b = limn→+∞ bn. Δείτε το σχήμα 4.

Παράδειγμα 2.4.6. Έστω p ∈ N, p ≥ 2. Θεωρούμε οποιονδήποτε x ∈ [0, 1), δηλαδή

0 ≤ x < 1. (2.5)

Προφανώς, ο x ανήκει σε ακριβώς ένα από τα p διαδοχικά διαστήματα[
0, 1p

)
,
[
1
p ,

2
p

)
, . . . ,

[p−1
p , 1

)
καθένα από τα οποία έχει μήκος 1

p . Πώς βρίσκουμε σε ποιό από αυτά τα διαστήματα ανήκει ο x;
Γράφουμε k

p ≤ x < k+1
p και λύνουμε ως προς k = 0, 1, . . . , p−1. Πράγματι, έχουμε, ισοδύναμα,

k ≤ px < k+1 και, επομένως, η λύση είναι k = [px]. Για να ελέγξουμε αν όντως ο συγκεκριμένος
k είναι ένας από τους 0, 1, . . . , p − 1 παρατηρούμε ότι από την υπόθεση (2.5) συνεπάγεται 0 ≤
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px < p, οπότε το ακέραιο μέρος του px είναι ένας από τους 0, 1, . . . , p− 1.
Θέτουμε x1 = [px] (δηλαδή τον k που βρήκαμε) και έχουμε ότι

x1
p ≤ x < x1

p + 1
p για κάποιον x1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}. (2.6)

Τώρα, χωρίζουμε το διάστημα [x1
p ,

x1
p + 1

p), το οποίο έχει μήκος
1
p , στα p διαδοχικά διαστήματα[

x1
p ,

x1
p + 1

p2

)
,
[
x1
p + 1

p2
, x1

p + 2
p2

)
, . . . ,

[
x1
p + p−1

p2
, x1

p + 1
p

)
καθένα από τα οποία έχει μήκος 1

p2
. Ο x ανήκει σε ακριβώς ένα από αυτά τα διαστήματα και,

όπως πριν, γράφουμε x1
p + k

p2
≤ x < x1

p + k+1
p2

και βρίσκουμε k ≤ p2x− px1 < k + 1, δηλαδή
k = [p2x− px1]. Από την (2.6) συνεπάγεται 0 ≤ p2x− px1 < p και, επομένως, το ακέραιο μερος
του p2x− px1 είναι ένας από τους 0, 1, . . . , p− 1.
Θέτουμε x2 = [p2x− px1] (δηλαδή τον k που βρήκαμε) και έχουμε ότι

x1
p + x2

p2
≤ x < x1

p + x2
p2

+ 1
p2

για κάποιους x1, x2 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Συνεχίζουμε επαγωγικά. Έστω ότι στο n-οστό στάδιο έχουμε καταλήξει στο ότι

x1
p + · · ·+ xn

pn ≤ x < x1
p + · · ·+ xn

pn + 1
pn για κάποιους x1, . . . , xn ∈ {0, 1, . . . , p−1}. (2.7)

Χωρίζουμε το διάστημα [x1
p +· · ·+ xn

pn ,
x1
p +· · ·+ xn

pn +
1
pn ), το οποίο έχει μήκος

1
pn , σε p διαδοχικά

διαστήματα της μορφής [x1
p + · · · + xn

pn + k
pn+1 ,

x1
p + · · · + xn

pn + k+1
pn+1 ) με k = 0, 1, . . . , p − 1,

καθένα από τα οποία έχει μήκος 1
pn+1 . Ο x ανήκει σε ακριβώς ένα από αυτά τα διαστήματα και

για να το βρούμε γράφουμε x1
p + · · · + xn

pn + k
pn+1 ≤ x < x1

p + · · · + xn
pn + k+1

pn+1 και βρίσκουμε
k ≤ pn+1x− pnx1 − · · · − pxn < k+1 δηλαδή k = [pn+1x− pnx1 − · · · − pxn]. Από την (2.7)
συνεπάγεται 0 ≤ pn+1x− pnx1 − · · · − pxn < p, οπότε το ακέραιο μερος του pn+1x− pnx1 −
· · · − pxn είναι ένας από τους 0, 1, . . . , p− 1.
Θέτουμε xn+1 = [pn+1x− pnx1 − · · · − pxn] και έχουμε ότι

x1
p +· · ·+xn+1

pn+1 ≤ x < x1
p +· · ·+xn+1

pn+1+
1

pn+1 για κάποιους x1, . . . , xn+1 ∈ {0, 1, . . . , p−1}.

Άρα, με αυτόν τον τρόπο, από τον οποιονδήποτε x ∈ [0, 1) ορίζονται τρεις ακολουθίες: η (xn), η
(sn) και η (tn). Οι δύο τελευταίες ορίζονται για κάθε n με τους τύπους:

sn = x1
p + · · ·+ xn

pn , tn = x1
p + · · ·+ xn

pn + 1
pn .

Είδαμε ότι, για κάθε n, ο xn είναι ένας από τους ακεραίους 0, 1, . . . , p− 1 και ότι ισχύει

sn ≤ x < tn (2.8)

για κάθε n. Επίσης, από τον τρόπο κατασκευής των ακολουθιών αυτών έχουμε ότι κάθε διάστημα
[sn, tn) περιέχει το επόμενο διάστημα [sn+1, tn+1). Δηλαδή, η (sn) είναι αύξουσα και η (tn) είναι
φθίνουσα. Αυτό μπορούμε να το ελέγξουμε ανεξάρτητα και ως εξής:

sn+1 = sn + xn+1

pn+1 ≥ sn , tn+1 =
(
tn − 1

pn

)
+
(xn+1

pn+1 + 1
pn+1

)
≤ tn − 1

pn + p−1
pn+1 +

1
pn+1 = tn.

Επομένως, οι ακολουθίες (sn) και (tn) ικανοποιούν τις υποθέσεις της πρότασης με τα εγκιβωτι-
σμένα διαστήματα. Μάλιστα, είναι

tn − sn = 1
pn → 0,

οπότε οι (sn), (tn) συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό. Ποιό είναι αυτό το κοινό όριο; Μα από την (2.8)
αμέσως συνεπάγεται ότι

sn → x, tn → x.
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Η ακολουθία (xn) έχει μία επιπλέον αξιοσημείωτη ιδιότητα: δεν είναι τελικά σταθερή p− 1.
Ας υποθέσουμε (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn = p − 1 για
κάθε n ≥ n0. Τότε για κάθε n ≥ n0 ισχύει

tn+1 =
(
tn − 1

pn

)
+

(xn+1

pn+1 + 1
pn+1

)
= tn − 1

pn + p−1
pn+1 + 1

pn+1 = tn.

Άρα η (tn) είναι τελικά σταθερή και, επειδή tn → x, ισχύει τελικά tn = x. Αυτό αντιφάσκει με
την (2.8).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.16. Η (xn) ονομάζεται ακολουθία των p-αδικών ψηφίων του x.
Η (sn) ονομάζεται ακολουθία των p-αδικών προσεγγίσεων (καθ’ έλλειψιν) του x και η (tn) ακο-
λουθία των p-αδικών προσεγγίσεων καθ’ υπεροχήν του x.

Μερικές απλές περιπτώσεις είναι:
η περίπτωση p = 2 με τα δυαδικά ψηφία 0, 1,
η περίπτωση p = 3 με τα τριαδικά ψηφία 0, 1, 2,
η περίπτωση p = 10 με τα δεκαδικά ψηφία 0, 1, . . . , 9 και
η περίπτωση p = 16 με τα δεκαεξαδικά ψηφία 0, 1, . . . , 14, 15.

Η ακολουθία των p-αδικών προσεγγίσεων θα μελετηθεί πληρέστερα στην υποενότητα 8.2.2.

Ασκήσεις.

2.4.1. Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
(
2nn!
nn

)
και

(
4nn!
nn

)
.

2.4.2.Με τα σύμβολα του παραδείγματος 2.4.2, αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 4 ισχύει 1+ 1
1! +

1
2! +

1
3! ≤ xn ≤ 1 + 1

1! +
1
2! +

1
3! +

1
23

+ · · · + 1
2n−1 και συμπεράνατε ότι 2 < 32

12 ≤ e ≤ 35
12 < 3.

Προσπαθήστε να βρείτε με παρόμοιο τρόπο ακόμη καλύτερες εκτιμήσεις για την αριθμητική τιμή
του e.

2.4.3. 23 Με επαγωγή ως προς τον k, αποδείξτε ότι (1 + k
n)

n → ek (όταν n → +∞, φυσικά) για
κάθε k ∈ N.
Να αποδείξετε το όριο (1 + k

n)
n → ek γενικότερα για k ∈ Z.

2.4.4. 24 Αποδείξτε ότι η ακολουθία
(
(1 + 1

n)
n
)
είναι αύξουσα, με δεύτερο τρόπο, ως εξής: μετα-

τρέψτε την ανισότητα (1 + 1
n)

n ≤ (1 + 1
n+1)

n+1 σε n
n+1 ≤

(n(n+2)
(n+1)2

)n+1
=

(
n2+2n

n2+2n+1

)n+1 και
αποδείξτε την τελευταία με την ανισότητα του Bernoulli.
Αποδείξτε με όμοιο τρόπο ότι η ακολουθία

(
(1 + 1

n)
n+1

)
είναι φθίνουσα.

Συνδυάζοντας τα προηγούμενα με την πρόταση για τα εγκιβωτισμένα διαστήματα, αποδείξτε ότι
οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν και ότι έχουν το ίδιο όριο, το οποίο συμβολίζουμε e.
Πολλαπλασιάστε τις ανισότητες (k+1

k )k ≤ e ≤ (k+1
k )k+1 για k = 1, 2, . . . , n− 1 και αποδείξτε

ότι ισχύει nn

n! ≤ en−1 ≤ nn+1

n! για κάθε n.

Αποδείξτε το ενδιαφέρον όριο25
n√
n!
n → 1

e και από αυτό το
26 n

√
n! → +∞.

2.4.5. Αποδείξτε ότι ισχύει 1+ 1
2 + · · ·+ 1

n ≤ log2 n+1 για κάθε n, παραλλάσσοντας την δεύτερη
απόδειξη στο παράδειγμα 2.4.4.

2.4.6. Δείτε την άσκηση 2.4.4 και θεωρήστε τις ακολουθίες (an) και (bn) με an = 1 + 1
2 + · · ·+

1
n−1−logn και bn = 1+ 1

2+· · ·+ 1
n−logn για κάθεn. Αποδείξτε ότι η (an) είναι γνησίως αύξουσα,

ότι η (bn) είναι γνησίως φθίνουσα και ότι οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό.27
23Η άσκηση αυτή συνεχίζεται στην άσκηση 2.5.3.
24Δεύτερη προσέγγιση στον αριθμό e.
25Θα ξαναδούμε αυτό το όριο στην άσκηση 7.3.19.
26Το όριο αυτό υπάρχει και στην άσκηση 2.3.41 και, κυρίως, στο παράδειγμα 8.3.7.
27Το κοινό όριο των δύο αυτών ακολουθιών ονομάζεται σταθερά του Euler και συμβολίζεται γ. Θα ξαναδούμε το

θέμα αυτό στις ασκήσεις 6.4.11 και 7.3.20.
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2.4.7.Μιμηθείτε την εργασία στα παραδείγματα 2.4.2 και 2.4.3 και αποδείξτε ότι, αν t > 0, τότε
οι ακολουθίες

(
1 + t

1! +
t2

2! + · · ·+ tn

n!

)
και

(
(1 + t

n)
n
)
συγκλίνουν και έχουν το ίδιο όριο.28

2.4.8. [α] Έστω x1 = 1 και ότι ισχύει xn+1 = xn + 1
xn

2 για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία
(xn) είναι αύξουσα και βρείτε το όριό της.
[β] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 =

√
2xn για κάθε n. Αποδείξτε ότι, ανάλογα με την τιμή

του x1, η ακολουθία (xn) είναι αύξουσα ή φθίνουσα και βρείτε το όριό της.
[γ] Έστω ότι ισχύει 7xn+1 = xn

3 + 6 για κάθε n. Αποδείξτε ότι, ανάλογα με την τιμή του x1, η
ακολουθία (xn) είναι αύξουσα ή φθίνουσα και βρείτε το όριό της.
[δ] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 = 6+6xn

7+xn
για κάθε n. Αποδείξτε ότι, ανάλογα με την τιμή

του x1, η ακολουθία (xn) είναι αύξουσα ή φθίνουσα και βρείτε το όριό της.
[ε] Έστω ότι ισχύει xn+1 = 2− 1

xn
για κάθε n. Αν x1 = 1, αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι

σταθερή. Αν x1 > 1, αποδείξτε ότι η (xn) είναι φθίνουσα και βρείτε το όριό της. Αν x1 < 1 και
ισχύει x1 ̸= k−1

k για κάθε k ∈ N, αποδείξτε ότι η (xn) είναι τελικά φθίνουσα και βρείτε το όριό
της. Τί συμπεραίνετε αν ισχύει x1 = k−1

k για κάποιον k ∈ N;
[στ] Έστω x1, x2 > 0 και ότι ισχύει xn+2 = xn+1 + 2xn για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία
(xn+1

xn
) έχει όριο και υπολογίστε το.

[ζ] Έστω ότι ισχύει xn+1 = sinxn για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι φραγμένη
και, από τον δεύτερο όρο και πέρα, μονότονη και βρείτε το όριό της.

2.4.9. 29 [α] Αν a > 1, αποδείξτε ότι η ακολουθία (an) είναι αύξουσα και, χρησιμοποιώντας τη
σχέση an+1 = aan, ότι an → +∞. Μελετήστε με τον ίδιο τρόπο και την περίπτωση 0 < a < 1.
[β] Αν a > 1 και k ∈ N, αποδείξτε ότι η ακολουθία (a

n

nk ) είναι τελικά αύξουσα και, χρησιμοποιώ-
ντας τη σχέση an+1

(n+1)k
= a nk

(n+1)k
an

nk , ότι an

nk → +∞.

[γ] Αν a > 1, αποδείξτε ότι η ακολουθία ( n
√
a) είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη και, χρησιμο-

ποιώντας τη σχέση
(

2n
√
a
)2

= n
√
a, ότι n

√
a→ 1. Τί γίνεται στις περιπτώσεις a = 1, 0 < a < 1;

[δ] Αποδείξτε ότι η ακολουθία ( n
√
n) είναι φθίνουσα από τον τρίτο όρο της και πέρα και κάτω

φραγμένη και ότι n
√
n→ 1.

[ε] Αποδείξτε ότι η ακολουθία (a
n

n! ) είναι τελικά φθίνουσα και, με τη σχέση
an+1

(n+1)! =
an

n!
a

n+1 , ότι
an

n! → 0.

2.4.10. 30 Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 1, yn → +∞ και η
(
xn

yn
)
(i) να έχει

όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο

c ∈ [−∞, 0);
Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 1, yn → −∞ και η

(
xn

yn
)
(i) να έχει όριο έναν

οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο c ∈ [−∞, 0);

2.4.11. [α] Αν ο b δεν είναι αρνητικός ακέραιος, αποδείξτε ότι 1
b+1+

1
b+2+

1
b+3+· · ·+ 1

b+n → +∞.
[β]31 Αποδείξτε με την αρχή της επαγωγής ότι (1 + a1) · · · (1 + an) ≥ 1 + a1 + · · · + an, αν
a1, . . . , an ≥ 0, και (1− a1) · · · (1− an) ≥ 1− a1 − · · · − an, αν 0 ≤ a1, . . . , an ≤ 1.
Αν ο b δεν είναι αρνητικός ακέραιος, βρείτε το limn→+∞

(a+1)(a+2)···(a+n)
(b+1)(b+2)···(b+n) , διακρίνοντας περι-

πτώσεις a = b, a > b, a < b.
[γ] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αν c < 0 και αν ισχύει τελικά n

(xn+1

xn
− 1

)
≤ c, αποδείξτε ότι xn → 0.

Αν c > 0 και αν ισχύει τελικά n
(xn+1

xn
− 1

)
≥ c, αποδείξτε ότι xn → +∞.

28Η συνέχεια στην άσκηση 2.5.5.
29Άλλες αποδείξεις για τα παραδείγματα 2.3.19 και 2.3.22, 2.3.23, 2.3.24 και 2.3.25.
30Μελέτη των απροσδιόριστων μορφών δύναμης. Συνέχεια της άσκησης 2.3.30.
31Η πρώτη και η δεύτερη ανισότητα είναι γενικεύσεις της ανισότητας (1 + a)n ≥ 1 + na του Bernoulli για a ≥ 0

και για −1 ≤ a ≤ 0, αντιστοίχως.
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Αν d < 0 και αν n
(xn+1

xn
− 1

)
→ d, αποδείξτε ότι xn → 0.

Αν d > 0 και αν n
(xn+1

xn
− 1

)
→ d, αποδείξτε ότι xn → +∞.

Δείτε ότι αυτά τα τέσσερα αποτελέσματα είναι επεκτάσεις των αντίστοιχων αποτελεσμάτων της
πρότασης 2.10.
Εφαρμόστε τα προηγούμενα για να αποδείξετε ότι (2n)!

4n(n!)2
→ 0. Μπορείτε να το αποδείξετε χρη-

σιμοποιώντας την πρόταση 2.10;

2.4.12. 32 Έστω y ≥ 0 και k ∈ N, k ≥ 2. Ορίζουμε ακολουθία (xn) με οποιονδήποτε x1 > 0 και
με τον αναδρομικό τύπο xn+1 =

k−1
k xn + 1

k
y

xn
k−1 για κάθε n.

Αποδείξτε ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αποδείξτε, χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Bernoulli, ότι ισχύει xnk ≥ y για κάθε n ≥ 2
και, κατόπιν, ότι ισχύει xn+1 ≤ xn για κάθε n ≥ 2.
Συμπεράνατε ότι η (xn) συγκλίνει και ότι, αν x = limn→+∞ xn, τότε xk = y και x ≥ 0.

2.4.13. Έστω ότι ισχύει xn+1 ≤ xn+xn+2

2 για κάθε n.33

Έστω, επιπλέον, η (xn) είναι φραγμένη. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn − xn+1) είναι φθίνουσα
και ότι xn − xn+1 → 0. Αποδείξτε ότι η (xn) είναι φθίνουσα. Αποδείξτε ότι η (xn) συγκλίνει.
Αν η (xn) δεν είναι φραγμένη, αποδείξτε ότι, και πάλι, έχει όριο.

2.4.14. Έστω 0 < a ≤ b.
Αν x1 = a και y1 = b και ισχύει xn+1 =

√
xnyn και yn+1 = xn+yn

2 για κάθε n, αποδείξτε
ότι η (xn) είναι αύξουσα, η (yn) φθίνουσα, ότι ισχύει xn ≤ yn για κάθε n και ότι οι (xn), (yn)
συγκλίνουν στο ίδιο όριο, έστω GA (a, b).34

Αν w1 = a και z1 = b και ισχύει wn+1 = 2wnzn
wn+zn

και zn+1 =
√
wnzn για κάθε n, αποδείξτε

ότι η (wn) είναι αύξουσα, η (zn) φθίνουσα, ότι ισχύει wn ≤ zn για κάθε n και ότι οι (wn), (zn)
συγκλίνουν στο ίδιο όριο, έστω HG (a, b).35

Ποιά είναι η σχέση διάταξης ανάμεσα στους a, b,HG (a, b),GA (a, b) και στον αρμονικό μέσο
H (a, b) = 2ab

a+b , τον γεωμετρικό μέσο G (a, b) =
√
ab και τον αριθμητικό μέσο A (a, b) = a+b

2 ;

2.4.15. Έστω ότι ισχύει xn = 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (nxn

2) είναι
αύξουσα και ότι η

(
(n+ 1

2)xn
2
)
είναι φθίνουσα. Αποδείξτε ότι και οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν

και έχουν το ίδιο όριο.

2.4.16. Λύστε με δεύτερο τρόπο την άσκηση 1.2.18.

2.4.17. Έστω ότι κάθε αύξουσα και άνω φραγμένη ακολουθία συγκλίνει. Ακολουθώντας τα παρα-
κάτω βήματα, αποδείξτε ότι ισχύει η ιδιότητα supremum.36

Αποδείξτε ότι κάθε φθίνουσα και κάτω φραγμένη ακολουθία συγκλίνει. Αποδείξτε ότι 1
2n → 0.

Τώρα, έστω μη-κενό και άνω φραγμένο σύνολο A.
Θεωρήστε x1 ∈ A και άνω φράγμα y1 του A. Το [x1, y1] περιέχει ένα στοιχείο του A και ένα άνω
φράγμα του A. Αν το x1+y1

2 είναι άνω φράγμα του A, πάρτε x2 = x1, y2 = x1+y1
2 , αν όχι, πάρτε

x2 = x1+y1
2 , y2 = y1. Αποδείξτε ότι το [x2, y2] περιέχει ένα στοιχείο του A και ένα άνω φράγμα

του A. Συνεχίζοντας αυτήν την διαδικασία επ’ άπειρον, δημιουργείται ακολουθία διαστημάτων
[x1, y1], [x2, y2], . . . ώστε να ισχύει [xn+1, yn+1] ⊆ [xn, yn] και yn − xn = y1−x1

2n−1 για κάθε n και
ώστε κάθε [xn, yn] να περιέχει ένα an ∈ A και ένα άνω φράγμα un του A. Αποδείξτε ότι υπάρχει
u ώστε xn → u, yn → u και, επίσης, an → u, un → u. Αποδείξτε ότι ο u είναι το ελάχιστο άνω
φράγμα του A.

32Δεύτερη απόδειξη του θεωρήματος 1.2.
33Μια τέτοια ακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται κυρτή. Αν ισχύει η αντίθετη ανισότητα για κάθε n, η ακολουθία χα-

ρακτηρίζεται κοίλη.
34Ο GA (a, b) ονομάζεται γεωμετρικός-αριθμητικός μέσος των a, b.
35Ο HG (a, b) ονομάζεται αρμονικός-γεωμετρικός μέσος των a, b.
36Άρα η ιδιότητα supremum είναι ισοδύναμη με την ιδιότητα: κάθε αύξουσα και άνω φραγμένη ακολουθία συγκλίνει.
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2.4.18. 37 Έστω διάστημα I , όχι μονοσύνολο.
Υποθέστε (για να καταλήξετε σε άτοπο) ότι υπάρχει ακολουθία (an) ώστε I = {an |n ∈ N}.
Θεωρήστε [x1, y1] ⊆ I ώστε y1 − x1 > 0 και a1 /∈ [x1, y1]. Θεωρήστε [x2, y2] ⊆ [x1, y1] ώστε
y2 − x2 > 0 και a2 /∈ [x2, y2]. Συνεχίζοντας αυτήν την διαδικασία επ’ άπειρον, δημιουργείται
ακολουθία διαστημάτων [x1, y1], [x2, y2], . . . ώστε να ισχύει [xn+1, yn+1] ⊆ [xn, yn] και an /∈
[xn, yn] για κάθε n. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ώστε να ισχύει ξ ∈ [xn, yn] και, επομένως, ξ ̸= an
για κάθε n. Καταλήξτε σε αντίφαση και συμπεράνατε ότι το I είναι υπεραριθμήσιμο.

2.4.19. 38 Έστω κύκλος Κ με ακτίνα 1 και, για κάθε n ≥ 2, ένα κανονικό πολύγωνο με 2n πλευρές
εγγεγραμμένο στον Κ και ένα κανονικό πολύγωνο με 2n πλευρές περιγεγραμμένο στον Κ. Έστω
pn και qn τα μήκη του εσωτερικού και του εξωτερικού, αντιστοίχως, πολυγώνου.
Παρατηρήστε ότι p2 = 4

√
2 και q2 = 8 και αποδείξτε γεωμετρικά τους αναδρομικούς τύπους

pn+1 = 2pn
(
2 +

(
4− pn2

4n

)1/2)−1/2 και qn+1 = 4qn
(
2 +

(
4 + qn2

4n

)1/2)−1 για κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε γεωμετρικά ότι ισχύει qn = pn

(
1− pn2

4n+1

)−1/2 για κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε ότι η (pn) είναι αύξουσα, η (qn) φθίνουσα και ότι ισχύει pn < qn για κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε ότι οι (pn), (qn) συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό.39

2.4.20. 40 Γνωρίζουμε ότι για κάθε x υπάρχει αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) ώστε rn → x. Για
παράδειγμα, μια τέτοια ακολουθία είναι η ακολουθία των p-αδικών προσεγγίσεων του x ή η ακο-
λουθία που αναφέρεται στην άσκηση 2.3.32.
Θεωρήστε ότι δεν έχουν οριστεί οι δυνάμεις με άρρητο εκθέτη.
Έστω y > 1 και ο x είναι άρρητος. Θεωρήστε οποιαδήποτε αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) με
rn → x και αποδείξτε ότι η ακολουθία (yrn) συγκλίνει. Αποδείξτε ότι για κάθε (όχι αναγκαστικά
αύξουσα) ακολουθία ρητών (rn) με rn → x το όριο της (yrn) υπάρχει και ότι το όριο αυτό είναι
ανεξάρτητο της ακολουθίας ρητών (rn) με rn → x. Ορίσατε yx = limn→+∞ y

rn με οποιαδήποτε
ακολουθία ρητών (rn) με rn → x.
Έστω y > 1 και ο x είναι ρητός. Αποδείξτε ότι yx = limn→+∞ y

rn για κάθε ακολουθία ρητών
(rn) με rn → x.
Έστω 0 ≤ y ≤ 1 και ο x είναι άρρητος. Ορίσατε την δύναμη yx βάσει της προηγούμενης περί-
πτωσης (όπως στον αντίστοιχο ορισμό 1.9).
Αποδείξτε την πρόταση 1.8 βάσει των προηγουμένων.

2.4.21. [α] Έστω y > 0.
Αν οι r1, r2 είναι ρητοί με r1 < r2 και r1, r2 ̸= 0, αποδείξτε ότι yr1−1

r1
≤ yr2−1

r2
.

Αν x1 < x2 και x1, x2 ̸= 0, αποδείξτε ότι yx1−1
x1

≤ yx2−1
x2

.
[β]41 Έστω y > 0.
Αποδείξτε ότι η ακολουθία

(
n( n

√
y − 1)

)
είναι φθίνουσα και ότι συγκλίνει.

Θεωρήστε ότι δεν έχουν οριστεί οι λογάριθμοι θετικών αριθμών.
Ορίσατε log y = limn→+∞ n( n

√
y − 1).

Αποδείξτε ότι ισχύει log y = limn→+∞
yxn−1
xn

για κάθε ακολουθία (xn) με xn → 0 και xn ̸= 0
για κάθε n.

37Ας θυμηθούμε ότι ένα σύνολο A, όχι αναγκαστικά υποσύνολο του R, χαρακτηρίζεται αριθμήσιμο αν υπάρχει
συνάρτηση a : N → A η οποία είναι επί τουA. Χρησιμοποιώντας τον παραδοσιακό συμβολισμό an = a(n), μπορούμε
να πούμε ότι το A είναι αριθμήσιμο αν μπορεί να γραφτεί A = {an |n ∈ N} ή, ισοδύναμα, αν το A είναι το σύνολο
των όρων κάποιας ακολουθίας. Αν ένα σύνολο A δεν είναι αριθμήσιμο, τότε χαρακτηρίζεται υπεραριθμήσιμο.

38Ο κλασσικός γεωμετρικός ορισμός του μήκους περιφέρειας κύκλου και του αριθμού π.
39Μια από τις μαθηματικές παραδοχές ή διαπιστώσεις της κλασσικής αρχαιότητας ήταν ότι το μήκος της περιφέρειας

του κύκλου Κ, το οποίο, παραδοσιακά, συμβολίζεται 2π, είναι ανάμεσα στα μήκη των εσωτερικών και των εξωτερικών
πολυγώνων. Δηλαδή, ισχύει pn ≤ 2π ≤ qn για κάθε n ≥ 2. Συμπεράνατε ότι pn → 2π και qn → 2π.

40Εναλλακτικός ορισμός της δύναμης με άρρητο εκθέτη.
41Εναλλακτικός ορισμός του λογαρίθμου.
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Αποδείξτε την πρόταση 2.13 (εκτός του [γ]) βάσει των προηγουμένων.
Έστω a > 0, a ̸= 1 και y > 0. Ορίσατε loga y = log y

log a και αποδείξτε την πρόταση 1.9.

2.4.22. Αν έχουμε μια ακολουθία εγκιβωτισμένων ανοικτών διαστημάτων, υπάρχει πάντοτε κά-
ποιος αριθμός κοινός σε όλα τα διαστήματα;

2.5 Υποακολουθίες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.17. Έστω ακολουθία (xn). Επιλέγουμε άπειρες τιμές n1, n2, n3, . . . , nk, . . . του
δείκτη n ώστε n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · . Μετά επιλέγουμε τους αντίστοιχους όρους
της (xn). Δηλαδή από τους x1, x2, . . . , xn, . . . επιλέγουμε τους xn1 , xn2 , . . . , xnk

, . . . . Αυτοί
οι αριθμοί αποτελούν μια άπειρη επιλογή αριθμών με συγκεκριμένη σειρά: πρώτος ο xn1 , δεύτερος
ο xn2 και ούτω καθ’ εξής. Άρα οι αριθμοί αυτοί αποτελούν τους όρους μιας νέας ακολουθίας, της
(xnk

). Επειδή οι όροι της νέας ακολουθίας είναι κάποιοι από τους όρους της αρχικής, η (xnk
)

χαρακτηρίζεται υποακολουθία της (xn).

Τονίζουμε ότι, λόγω της συνθήκης n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · , η σειρά επιλογής
των όρων της υποακολουθίας είναι ομόρροπη με τη σειρά επιλογής που έχουν αυτοί οι όροι ως
όροι της αρχικής ακολουθίας.

Παράδειγμα 2.5.1. Επιλέγοντας τους n1 = 2, n2 = 5, n3 = 6, n4 = 9, n5 = 13, μπορούμε να
αρχίσουμε μια υποακολουθία της (xn) με τους όρους x2, x5, x6, x9, x13.
Όμως, με τους n1 = 2, n2 = 5, n3 = 6, n4 = 10, n5 = 8 δεν επιτρέπεται να σχηματιστεί
υποακολουθία της (xn). Η σειρά επιλογής των x2, x5, x6, x10, x8 δεν είναι ομόρροπη με τη σειρά
επιλογής που έχουν ως όροι της (xn) : ο x10 ακολουθεί τον x8 στην (xn) (με ενδιάμεσο τον x9)
οπότε ο x10 πρέπει να ακολουθεί τον x8 και στην υποακολουθία.

Μερικά πιο συγκεκριμένα παραδείγματα υποακολουθιών.

Παράδειγμα 2.5.2. Επιλέγοντας nk = 2k για κάθε k, ορίζεται η υποακολουθία των άρτιων
δεικτών της (xn), δηλαδή η υποακολουθία (x2k) ή (x2, x4, x6, x8, x10, . . . ).

Παράδειγμα 2.5.3. Επιλέγοντας nk = 2k−1 για κάθε k, ορίζεται η υποακολουθία των περιττών
δεικτών της (xn), δηλαδή η υποακολουθία (x2k−1) ή (x1, x3, x5, x7, x9, . . . ).

Παράδειγμα 2.5.4. Επιλέγοντας nk = k για κάθε k, παίρνουμε την ίδια την αρχική ακολουθία
(xk) ή (x1, x2, x3, x4, x5, . . . ). Άρα μια από τις υποακολουθίες της (xn) είναι η ίδια η (xn).

Παράδειγμα 2.5.5. Επιλέγοντας nk = 2k−1 για κάθε k, ορίζουμε την υποακολουθία (x2k−1) ή
(x1, x2, x4, x8, x16, . . . ).

Πρέπει να θυμόμαστε ότι ο δείκτης μιας υποακολουθίας (xnk
) είναι ο k. Καθώς ο k μετα-

βάλλεται διατρέχοντας όλους τους φυσικούς 1, 2, 3, . . . , ο αντίστοιχος nk μεταβάλλεται γνησίως
αυξανόμενος διατρέχοντας κάποιους από τους δείκτες της αρχικής ακολουθίας (xn).

Επίσης, πρέπει να γίνει κατανοητό ότι το να έχουμε μια υποακολουθία μιας ακολουθίας (xn)
σημαίνει απλώς να έχουμε “άπειρους όρους” της (xn). Είναι, φυσικά, προφανές ότι οι όροι μιας
υποακολουθίας της (xn) είναι άπειροι όροι της (xn). Από την άλλη μεριά, αν έχουμε άπειρους
όρους της (xn), τότε από αυτούς ορίζεται μια υποακοουθία της (xn) ως εξής. Θεωρούμε από αυ-
τούς τους όρους της (xn) τον όρο με τον μικρότερο δείκτη και αυτόν τον δείκτη τον συμβολίζουμε
n1. Κατόπιν, αφού εξαιρέσουμε τον xn1 , θεωρούμε από αυτούς τους όρους της (xn) τον όρο με
τον μικρότερο δείκτη και αυτόν τον δείκτη τον συμβολίζουμε n2. Κατόπιν, αφού εξαιρέσουμε τους
xn1 και xn2 , θεωρούμε από αυτούς τους όρους της (xn) τον όρο με τον μικρότερο δείκτη και αυτόν
τον δείκτη τόν συμβολίζουμε n3 και ούτω καθ’ εξής. Έτσι δημιουργούμε μια υποακολουθία (xnk

)
της (xn) και οι όροι της είναι οι άπειροι όροι της (xn) από τους οποίους ξεκινήσαμε.
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ΛΗΜΜΑ 2.2. Έστω nk ∈ N και nk < nk+1 για κάθε k. Τότε ισχύει nk ≥ k για κάθε k.

Απόδειξη. Η n1 ≥ 1 είναι σωστή διότι n1 ∈ N. Έστω ότι ισχύει nk ≥ k για κάποιον k. Επειδή
nk+1 > nk και nk, nk+1 ∈ N, συνεπάγεται nk+1 ≥ nk + 1 και, επομένως, nk+1 ≥ k + 1.
Άρα ισχύει nk ≥ k για κάθε k.

Από το λήμμα 2.2 βλέπουμε αμέσως ότι για τους δείκτες που σχηματίζουν μια υποακολουθία
ισχύει

nk → +∞.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.14. Αν μια ακολουθία έχει όριο, τότε κάθε υποακολουθία της έχει το ίδιο όριο.

Απόδειξη. Έστω xn → x ∈ R και υποακολουθία (xnk
) της (xn). Θα αποδείξουμε ότι xnk

→ x.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε n ≥ n0. Πριν από λίγο είδαμε
ότι nk → +∞. Άρα από μια τιμή του k και πέρα ισχύει nk ≥ n0 και, επομένως, xnk

∈ Nx(ϵ).
Άρα xnk

→ x.

Η πρόταση 2.14 εφαρμόζεται, συνήθως, ως εξής: αν μια ακολουθία έχει δύο υποακολουθίες με
διαφορετικά όρια, τότε η ακολουθία δεν έχει όριο.42

Παράδειγμα 2.5.6. Η ακολουθία ((−1)n−1) δεν έχει όριο.
Πράγματι, για την υποακολουθία των περιττών δεικτών ισχύει (−1)(2k−1)−1 = 1 → 1 και για την
υποακολουθία των άρτιων δεικτών ισχύει (−1)(2k)−1 = −1 → −1.

Η πρόταση 2.15 είναι χρήσιμη σε αρκετές περιπτώσεις.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.15. Έστω x ∈ R και x2k → x και x2k−1 → x. Τότε xn → x.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Επειδή x2k → x, συνεπάγεται ότι ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε άρτιο
n από κάποιον άρτιο δείκτη n′ και πέρα. Επίσης, επειδή x2k−1 → x, συνεπάγεται ότι ισχύει
xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε περιττό n από κάποιον περιττό δείκτη n′′ και πέρα. Τώρα είναι φανερό ότι
ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε n από κάποιον δείκτη (τον μεγαλύτερο από τους n′ και n′′) και πέρα.
Άρα xn → x.

Παράδειγμα 2.5.7. Θα αποδείξουμε ότι43

Η ακολουθία
(
1− 1

2 + 1
3 − 1

4 + · · ·+ (−1)n−1 1
n

)
συγκλίνει.

Θέτουμε xn = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·+ (−1)n−1 1

n για κάθε n.
Ισχύει x2k+2 − x2k = 1

2k+1 − 1
2k+2 > 0 για κάθε k. Επίσης, ισχύει

x2k = 1− (12 − 1
3)− (14 − 1

5)− · · · − ( 1
2k−2 − 1

2k−1)−
1
2k < 1

για κάθε k, διότι κάθε παρένθεση είναι θετική. Άρα η υποακολουθία (x2k) είναι γνησίως αύξουσα
και άνω φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει.
Ομοίως, ισχύει x2k+1 − x2k−1 = − 1

2k + 1
2k+1 < 0 για κάθε k. Επίσης, ισχύει

x2k−1 = (1− 1
2) + (13 − 1

4) + · · ·+ ( 1
2k−3 − 1

2k−2) +
1

2k−1 > 0

για κάθε k, διότι κάθε παρένθεση είναι θετική. Άρα η υποακολουθία (x2k−1) είναι γνησίως φθί-
νουσα και κάτω φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει.
Τέλος,

x2k − x2k−1 = − 1
2k → 0,

42Ισχύει και το αντίστροφο. Δείτε την άσκηση 2.5.15.
43Για εναλλακτικές αποδείξεις δείτε τις ασκήσεις 2.6.3 και 6.4.11 και το παράδειγμα 8.3.9.
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οπότε οι (x2k), (x2k−1) συγκλίνουν στο ίδιο όριο. Άρα η (xn) συγκλίνει.
Αν x είναι το όριο της (xn), τότε αξίζει να παρατηρήσουμε τη διάταξη των όρων της:

x2 < x4 < . . . < x2k < x2k+2 < . . . < x < . . . < x2k+1 < x2k−1 < . . . < x3 < x1.

Αυτό συμβαίνει επειδή η (x2k) είναι γνησίως αύξουσα και συγκλίνει στον x και, ομοίως, η (x2k−1)
είναι γνησίως φθίνουσα και συγκλίνει στον x. Παρατηρήστε, επίσης, ότι τα διαστήματα [x2, x1],
[x4, x3], [x6, x5], . . . είναι εγκιβωτισμένα και ότι το όριο x είναι ο μοναδικός αριθμός που περιέ-
χεται σε όλα αυτά τα διαστήματα.

Γνωρίζουμε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγμένη. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Για
παράδειγμα, η ακολουθία ((−1)n−1) είναι φραγμένη αλλά δεν συγκλίνει. Όμως, η ((−1)n−1),
παρόλο που δεν συγκλίνει, έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία που συγκλίνει: η υποακολουθία
των περιττών δεικτών συγκλίνει στον 1 και η υποακολουθία των άρτιων δεικτών συγκλίνει στον
−1. Θα δούμε τώρα ότι αυτό το φαινόμενο παρατηρείται όχι μόνο στην ακολουθία ((−1)n−1)
αλλά και σε κάθε φραγμένη ακολουθία. Αυτό είναι το περιεχόμενο του επόμενου θεωρήματος,
ενός από τα σημαντικότερα θεωρήματα της Ανάλυσης.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ BOLZANO - WEIERSTRASS. Κάθε φραγμένη ακολουθία έχει τουλάχιστον
μία συγκλίνουσα υποακολουθία.

Απόδειξη. 44 Έστω ακολουθία (xn) και l, uώστε να ισχύει l ≤ xn ≤ u για κάθεn. Θα αποδείξουμε
ότι υπάρχει κάποια υποακολουθία της (xn) η οποία συγκλίνει, περιγράφοντας έναν “αλγόριθμο”
επιλογής των διαδοχικών όρων της υποακολουθίας: του πρώτου όρου της, κατόπιν του δεύτερου
όρου της, κατόπιν του τρίτου όρου της και ούτω καθ’ εξής.
Χωρίζουμε το [l, u] στα δύο ισομήκη διαστήματα [l, l+u

2 ], [ l+u
2 , u]. Επειδή όλοι οι (άπειροι) όροι

της (xn) ανήκουν στο [l, u], τουλάχιστον ένα από τα δύο υποδιαστήματα περιέχει άπειρους όρους
της (xn). Επιλέγουμε ένα τέτοιο υποδιάστημα και το συμβολίζουμε [l1, u1]. Άρα [l1, u1] ⊆ [l, u],
u1 − l1 =

u−l
2 και το [l1, u1] περιέχει άπειρους όρους της (xn). Επιλέγουμε κάποιον όρο της (xn)

από αυτούς (τους άπειρους) που ανήκουν στο [l1, u1]: έστω xn1 ∈ [l1, u1].
Χωρίζουμε το [l1, u1] στα δύο ισομήκη διαστήματα [l1,

l1+u1
2 ], [ l1+u1

2 , u1]. Επειδή το [l1, u1] πε-
ριέχει άπειρους όρους της (xn), ένα τουλάχιστον από τα δύο υποδιαστήματα περιέχει άπειρους
όρους της (xn). Επιλέγουμε ένα τέτοιο υποδιάστημα και το συμβολίζουμε [l2, u2] (ακριβώς όπως
στο πρώτο βήμα). Άρα [l2, u2] ⊆ [l1, u1], u2 − l2 =

u1−l1
2 και το [l2, u2] περιέχει άπειρους όρους

της (xn). Επιλέγουμε κάποιον όρο της (xn) από αυτούς (τους άπειρους) που ανήκουν στο [l2, u2]:
έστω xn2 ∈ [l2, u2].Προσέχουμε, όμως, ώστε να είναι n2 > n1. Αυτό είναι εφικτό, ακριβώς επειδή
υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) στο [l2, u2].
Χωρίζουμε το [l2, u2] στα δύο ισομήκη διαστήματα [l2, l2+u2

2 ], [ l2+u2
2 , u2]. Επειδή το [l2, u2] περιέ-

χει άπειρους όρους της (xn), ένα τουλάχιστον από τα δύο υποδιαστήματα περιέχει άπειρους όρους
της (xn). Επιλέγουμε ένα τέτοιο υποδιάστημα και το συμβολίζουμε [l3, u3]. Άρα [l3, u3] ⊆ [l2, u2],
u3 − l3 = u2−l2

2 και το [l3, u3] περιέχει άπειρους όρους της (xn). Επιλέγουμε κάποιον όρο της
(xn) από αυτούς (τους άπειρους) που ανήκουν στο [l3, u3]: έστω xn3 ∈ [l3, u3]. Προσέχουμε,
όμως, ώστε να είναι n3 > n2.
Συνεχίζουμε αυτήν τη διαδικασία επ’ άπειρον.
Επιλέγουμε έτσι, διαδοχικά, διαστήματα [lk, uk] για κάθε k ώστε να ισχύει

[lk+1, uk+1] ⊆ [lk, uk], uk+1 − lk+1 =
uk−lk

2

για κάθε k. Επίσης, επιλέγουμε όρους xnk
της (xn) για κάθε k ώστε να ισχύει

nk+1 > nk, xnk
∈ [lk, uk]

44Δεύτερη απόδειξη υπάρχει στην άσκηση 2.5.9.
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για κάθε k.
Από το ότι ισχύει uk+1 − lk+1 = uk−lk

2 για κάθε k προκύπτει ότι ισχύει uk − lk = u−l
2k

για κάθε
k, οπότε

uk − lk → 0.

Σύμφωνα με την πρόταση με τα εγκιβωτισμένα διαστήματα, οι (lk), (uk) συγκλίνουν στον ίδιο
αριθμό. Έστω lk → x και uk → x. Επειδή ισχύει nk+1 > nk για κάθε k, η (xnk

) είναι υποακο-
λουθία της (xn) και, επειδή ισχύει lk ≤ xnk

≤ uk για κάθε k, συνεπάγεται xnk
→ x.

Γνωρίζουμε ότι κάθε ακολουθία που αποκλίνει στο +∞ δεν είναι άνω φραγμένη. Το αντί-
στροφο δεν ισχύει. Η (1, 0, 3, 0, 5, 0, 7, . . . ) δεν είναι άνω φραγμένη αλλά δεν αποκλίνει στο+∞.
Όμως, στο ίδιο παράδειγμα, παρόλο που η ακολουθία δεν αποκλίνει στο +∞, υπάρχει κάποια
υποακολουθία της που αποκλίνει στο +∞: δείτε την υποακολουθία των περιττών δεικτών, την
(1, 3, 5, 7, . . . ). Αυτό το φαινόμενο ισχύει γενικότερα.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.16. [α] Κάθε ακολουθία που δεν είναι άνω φραγμένη έχει τουλάχιστον μία υποακο-
λουθία που αποκλίνει στο +∞.
[β]Κάθε ακολουθία που δεν είναι κάτω φραγμένη έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία που αποκλίνει
στο −∞.

Απόδειξη. 45 [α] Έστω ακολουθία (xn) όχι άνω φραγμένη.
Αρχικά θα αποδείξουμε ότι για κάθε u υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) που είναι> u. Έστω46 (για
να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι υπάρχει u ώστε μόνο πεπερασμένου πλήθους όροι της (xn) είναι
> u. Τότε όλοι οι όροι της (xn) από κάποιον δείκτη n0 και πέρα ανήκουν στο διάστημα (−∞, u].
Άρα από τους όρους της (xn) μπορεί να βρίσκονται εκτός του διαστήματος (−∞, u] μόνο κάποιοι
από τους x1, . . . , xn0−1. Επειδή το πλήθος τους είναι πεπερασμένο, μπορούμε να μεγαλώσουμε,
αν χρειάζεται, το διάστημα (−∞, u] και να βρούμε ένα διάστημα (−∞, u′] το οποίο περιέχει όλους
τους όρους της (xn). Άρα η (xn) είναι άνω φραγμένη. Άτοπο.
Τώρα θα αποδείξουμε ότι υπάρχει υποακολουθία της (xn) που αποκλίνει στο+∞, περιγράφοντας
“αλγοριθμικά” την επιλογή των όρων της.
Υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) που είναι > 1. Επιλέγουμε έναν τέτοιο όρο: έστω xn1 > 1.
Υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) που είναι > 2. Επιλέγουμε έναν τέτοιο όρο: έστω xn2 > 2.
Φροντίζουμε, όμως, να είναι n2 > n1. Αυτό είναι εφικτό διότι υπάρχουν άπειροι όροι > 2.
Υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) που είναι > 3. Επιλέγουμε έναν τέτοιο όρο: έστω xn3 > 3 με
n3 > n2.
Συνεχίζουμε αυτήν τη διαδικασία επ’ άπειρον.
Βρίσκουμε έτσι διαδοχικά όρους xnk

της (xn) ώστε να ισχύει nk+1 > nk και xnk
> k για κάθε

k. Άρα η (xnk
) είναι υποακολουθία της (xn) και xnk

→ +∞.
[β] Ομοίως.

Ασκήσεις.

2.5.1. Έστω a < b < c < d. Βρείτε μια πολύ απλή ακολουθία που να έχει τέσσερις (εκτός των
άλλων) υποακολουθίες ώστε η πρώτη να συγκλίνει στον a, η δεύτερη στον b, η τρίτη στον c και η
τέταρτη στον d. Πρώτα περιγράψτε τον τρόπο επιλογής των διαδοχικών όρων της ακολουθίας και
μετά γράψτε τον τύπο της.

2.5.2. Έστω ότι η ακολουθία (xn) έχει μια οποιαδήποτε από τις ιδιότητες: (γνησίως) αύξουσα,
(γνησίως) φθίνουσα, άνω φραγμένη, κάτω φραγμένη, φραγμένη. Αποδείξτε ότι κάθε υποακολου-
θία (xnk

) της (xn) έχει την ίδια ιδιότητα.
45Δεύτερη απόδειξη υπάρχει στην άσκηση 2.5.9.
46Το επιχείρημα είναι αυτό που χρειάζεται για την απόδειξη της πρότασης 2.4[γ] και έχουμε δει το “συμμετρικό” του

στην απόδειξη της πρότασης 2.4[β].
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2.5.3. Εφαρμόστε τα αποτελέσματα των ασκήσεων 2.3.36 και 2.4.3 για να αποδείξετε το όριο
(1 + p

qn)
n → q

√
ep για κάθε p ∈ Z και q ∈ N με q ≥ 2. Δηλαδή, (1 + r

n)
n → er για κάθε r ∈ Q.

Έστω άρρητος x. Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με τον ορισμό της δύναμης ex, αποδείξτε ότι υπάρχουν
r, s ∈ Q ώστε r < x < s και ex − ϵ < er < es < ex + ϵ. Τέλος, αποδείξτε ότι ισχύει τελικά
ex − ϵ < (1 + r

n)
n < (1 + x

n)
n < (1 + s

n)
n < ex + ϵ και συμπεράνατε ότι (1 + x

n)
n → ex.

2.5.4. Αν η ακολουθία (xn) έχει όριο και αν υπάρχει υποακολουθία (xnk
) ώστε xnk

→ x ∈ R,
αποδείξτε ότι xn → x.
Αν η ακολουθία (xn) είναι μονότονη και αν υπάρχει υποακολουθία (xnk

) ώστε xnk
→ x ∈ R,

αποδείξτε ότι xn → x.
Έστω47 xn = 1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

n για κάθε n. Από το παράδειγμα 2.4.4 γνωρίζουμε ότι ισχύει
x2n − xn ≥ 1

2 για κάθε n. Αποδείξτε με επαγωγή ότι ισχύει x2k ≥ k
2 + 1 για κάθε k και, βάσει

των προηγουμένων, συμπεράνατε ότι xn → +∞.

2.5.5. Συμπληρώνοντας την άσκηση 2.4.7, αποδείξτε ότι, αν t ≤ 0, τότε οι ακολουθίες
(
1 + t

1! +
t2

2! + · · ·+ tn

n!

)
και

(
(1 + t

n)
n
)
συγκλίνουν και έχουν το ίδιο όριο.

2.5.6. [α] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 = 1+ 2
xn

για κάθε n. Αποδείξτε ότι οι υποακολουθίες
(x2k), (x2k−1) είναι μονότονες και φραγμένες. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει και
βρείτε το όριό της.
[β] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 = 1 + 3

1+xn
για κάθε n. Αποδείξτε ότι οι υποακολουθίες

(x2k), (x2k−1) είναι μονότονες και φραγμένες. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει και
βρείτε το όριό της.
[γ] Έστω 0 < p < 1 και ότι ισχύει xn+2 = (1 − p)xn+1 + pxn για κάθε n. Αποδείξτε ότι οι
υποακολουθίες (x2k), (x2k−1) είναι μονότονες και φραγμένες. Αποδείξτε ότι η (xn) συγκλίνει.
Βρείτε τύπο για τον xn συναρτήσει του n, βρίσκοντας πρώτα τύπο για τον yn = xn+1 − xn
συναρτήσει του n. Βρείτε το όριο της (xn).

2.5.7. Έστω a, b, x ∈ R και a ̸= b. Έστω ότι x2k → a και x2k−1 → b και ότι υπάρχει υποακολου-
θία (xnk

) ώστε xnk
→ x. Αποδείξτε ότι η (xnk

) έχει άπειρους όρους κοινούς είτε με την (x2k)
είτε με την (x2k−1). Μπορεί η (xnk

) να έχει άπειρους όρους κοινούς και με την (x2k) και με την
(x2k−1); Αποδείξτε ότι x = a ή x = b.

2.5.8. [α] Έστω x ∈ R και x3k → x και x3k−1 → x και x3k−2 → x. Προσαρμόζοντας την από-
δειξη της πρότασης 2.15, αποδείξτε ότι xn → x. Γενικεύστε.
Έστω a, b, c, x ∈ R, a ̸= b, a ̸= c, b ̸= c. Έστω ότι x3k → a και x3k−1 → b και x3k−2 → c και
ότι υπάρχει υποακολουθία (xnk

) ώστε xnk
→ x. Αποδείξτε ότι x = a ή x = b ή x = c.

[β] Έστω ότι διαμερίζουμε το N σε πεπερασμένου πλήθους άπειρα υποσύνολά του και έστω ακο-
λουθία (xn). Παίρνοντας δείκτες από καθένα από τα παραπάνω υποσύνολα του N, διαμερίζουμε
την ακολουθία σε αντίστοιχες πεπερασμένου πλήθους υποακολουθίες. Αν όλες αυτές οι υποακο-
λουθίες έχουν το ίδιο όριο, αποδείξτε ότι και η (xn) έχει το ίδιο όριο.
Το αποτέλεσμα αυτό δεν ισχύει αν διαμερίσουμε το N σε άπειρου πλήθους άπειρα υποσύνολά του.
Να ένα παράδειγμα.
Κάθε n ∈ N γράφεται με μοναδικό τρόπο ως n = 2m−1k μεm ∈ N και περιττό k ∈ N. Άρα το N
διαμερίζεται στα εξής υποσύνολά του: A(m) = {2m−1k | k περιττός φυσικός } για κάθε m ∈ N.
Το A(1) αποτελείται από τους περιττούς φυσικούς, το A(2) από τους φυσικούς που είναι διπλά-
σιοι των περιττών, το A(3) από τους φυσικούς που είναι τετραπλάσιοι των περιττών κ.τ.λ. Τώρα,
ορίζουμε xn = 1

k αν n = 2m−1k για κάποιον m ∈ N και κάποιον περιττό k ∈ N. Η ακολουθία
(xn) διαμερίζεται στις αντίστοιχες υποακολουθίες: (x

(m)
k )+∞k=1 για κάθε m ∈ N, όπου, για κάθε

47Δεύτερη προσέγγιση της ακολουθίας του παραδείγματος 2.4.4. Δείτε και τις ασκήσεις 2.6.2 και 7.3.20 και τα πα-
ραδείγματα 8.2.7, 8.2.10 και 8.3.1 καθώς και τις ασκήσεις 2.4.6 και 6.4.11.
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m ∈ N, είναι x(m)
k = 1

k για κάθε k ∈ N. Προφανώς, καθεμιά από αυτές τις ακολουθίες έχει όριο
0. Αποδείξτε ότι η (xn) δεν έχει όριο 0, θεωρώντας την υποακολουθία (x2m−13)

+∞
m=1.

2.5.9. Έστω οποιαδήποτε ακολουθία (xn). Ένας όρος xn χαρακτηρίζεται φωτισμένος αν για κάθε
m > n ισχύει xm < xn.48

Αν η (xn) έχει άπειρους φωτισμένους όρους, αποδείξτε ότι οι όροι αυτοί σχηματίζουν γνησίως
φθίνουσα υποακολουθία της (xn). Αν η (xn) δεν έχει άπειρους φωτισμένους όρους, αποδείξτε ότι
η (xn) έχει κάποια αύξουσα υποακολουθία.
Συμπεράνατε ότι κάθε ακολουθία έχει τουλάχιστον μία μονότονη υποακολουθία.
Δώστε δεύτερη απόδειξη του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass.

2.5.10. Αποδείξτε ότι μια ακολουθία (xn) έχει μια ιδιότητα για άπειρους n αν και μόνο αν υπάρχει
υποακολουθία (xnk

) η οποία έχει την ίδια ιδιότητα για κάθε k.

2.5.11. 49 Αν το σύνολο των όρων μιας ακολουθίας είναι πεπερασμένο, αποδείξτε ότι υπάρχει στα-
θερή υποακολουθία της.

2.5.12. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) έχει όριο x ∈ R αν και μόνο αν κάθε υποακολουθία της
(xn) έχει υποακολουθία με όριο x.
Δείτε αν είναι σωστό το: η ακολουθία (xn) έχει όριο αν και μόνο αν κάθε υποακολουθία της (xn)
έχει υποακολουθία με όριο.

2.5.13. Έστω ότι ισχύει xn < x για κάθε n. Αποδείξτε ότι sup{xn |n ∈ N} = x αν και μόνο αν
υπάρχει γνησίως αύξουσα υποακολουθία της (xn) που συγκλίνει στον x.
Θεωρήστε την ακολουθία ( 1n). Είναι sup{

1
n |n ∈ N} = 1. Όμως, κάθε υποακολουθία της ( 1n)

συγκλίνει στον 0, το όριο της ( 1n), οπότε δεν υπάρχει υποακολουθία που συγκλίνει στον 1. Αντι-
φάσκει αυτό με το προηγούμενο γενικό αποτέλεσμα;

2.5.14. Έστω ακολουθία (xn) και υποακολουθία (xnk
). Αποδείξτε ότι κάθε υποακολουθία της

(xnk
) είναι υποακολουθία και της (xn).

2.5.15. Αν η ακολουθία (xn) δεν έχει όριο, αποδείξτε ότι υπάρχουν δύο υποακολουθίες της με
διαφορετικά όρια. Να αντιπαραβάλετε με την πρόταση 2.14.
Αν η (xn) δεν έχει όριο, αποδείξτε ότι υπάρχουν l, u ώστε u < l και ώστε να ισχύει xn ≤ u για
άπειρους n και xn ≥ l για άπειρους n. Να αντιπαραβάλετε με την πρόταση 2.5[γ].

2.5.16. [α] Έστω xn → x και ότι ισχύει xn ̸= x για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) δεν
έχει καμιά σταθερή υποακολουθία.
[β] Έστω φραγμένη ακολουθία (rn) χωρίς καμιά σταθερή υποακολουθία, ώστε να ισχύει rn = pn

qn
με pn ∈ Z και qn ∈ N για κάθε n. Αποδείξτε ότι qn → +∞.
[γ] Έστω άρρητος x και ακολουθία (rn) ώστε rn → x και ώστε να ισχύει rn = pn

qn
με pn ∈ Z και

qn ∈ N για κάθε n. Αποδείξτε ότι qn → +∞ και ότι pn → x(+∞).

2.6 Η Ιδιότητα Πληρότητας.

ΟΡΙΣΜΟΣ2.18. Ηακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται ακολουθία Cauchy αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
n0 ώστε να ισχύει |xn − xm| < ϵ για κάθε n,m ≥ n0. Αυτό το διατυπώνουμε:

limn,m→+∞(xn − xm) = 0.

Με άλλα λόγια: η (xn) είναι ακολουθία Cauchy αν οι όροι της πλησιάζουν απεριόριστα ο ένας
τον άλλο όταν οι δείκτες τους γίνονται κατάλληλα μεγάλοι.

48Ο όρος xn είναι πιο ψηλά από όλους τους επόμενους όρους και άρα φωτίζεται όταν ο ήλιος ανατέλλει από το+∞.
49Δείτε την άσκηση 2.1.9.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 2.17. Αν η ακολουθία (xn) συγκλίνει, τότε είναι ακολουθία Cauchy.

Απόδειξη. Έστω xn → x. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| < ϵ
2 για κάθε

n ≥ n0. Επομένως, αλλάζοντας απλώς το σύμβολο από n σε m, ισχύει |xm − x| < ϵ
2 για κάθε

m ≥ n0. Άρα ισχύει

|xn − xm| = |(xn − x)− (xm − x)| ≤ |xn − x|+ |xm − x| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ

για κάθε n,m ≥ n0.
Άρα η (xn) είναι ακολουθία Cauchy.

Το κριτήριο του Cauchy είναι το αντίστροφο της πρότασης 2.17.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ CAUCHY. Αν η (xn) είναι ακολουθία Cauchy, τότε συγκλίνει.

Απόδειξη. 50 Έστω ότι η (xn) είναι ακολουθία Cauchy.
Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − xm| < 1 για κάθε n,m ≥ n0. Ειδικώτερα (θεωρώντας
m = n0), για κάθε n ≥ n0 ισχύει |xn − xn0 | < 1, οπότε

|xn| = |(xn − xn0) + xn0 | ≤ |xn − xn0 |+ |xn0 | < 1 + |xn0 |.

Επομένως, αν θέσουμεM = 1+ |xn0 |, έχουμε ότι από έναν δείκτη και πέρα οι όροι της (xn) είναι
στο διάστημα [−M,M ], οπότε η (xn) είναι φραγμένη.
Επειδή η (xn) είναι φραγμένη, έχει, σύμφωνα με το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass, υποακο-
λουθία (xnk

) η οποία συγκλίνει. Έστω
xnk

→ x.

Θα αποδείξουμε ότι xn → x.
Έστω ϵ > 0. Υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|xn − xm| < ϵ
2 για κάθε n,m ≥ n0.

Τώρα παίρνουμε έναν οποιονδήποτε n ≥ n0 και τόν κρατάμε, προσωρινά, σταθερό.
Επειδή nk → +∞, συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά nk ≥ n0 και, επομένως, ισχύει τελικά

|xn − xnk
| < ϵ

2 . (2.9)

Επίσης, επειδή xnk
→ x, συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά

|xnk
− x| < ϵ

2 . (2.10)

Άρα ισχύουν τελικά ταυτόχρονα οι (2.9) και (2.10). Οπότε μπορούμε να πάρουμε κάποιον αρκετά
μεγάλο k για τον οποίο ισχύουν οι (2.9) και (2.10) και με έναν τέτοιο k βρίσκουμε

|xn − x| = |(xn − xnk
) + (xnk

− x)| ≤ |xn − xnk
|+ |xnk

− x| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Επειδή ισχύει |xn − x| < ϵ για τον οποιονδήποτε n ≥ n0, συνεπάγεται ότι xn → x.

Η χρησιμότητα του κριτηρίου του Cauchy είναι παρόμοια με τη χρησιμότητα του θεωρήματος
2.1. Αν θέλουμε να αποδείξουμε ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει και δεν γνωρίζουμε το υποψήφιο
όριο x της (xn), αντί να μελετήσουμε τις αποστάσεις |xn − x| των όρων της ακολουθίας απο τον
άγνωστο x, μελετάμε τις αποστάσεις |xn−xm| μεταξύ των όρων της ακολουθίας. Πρέπει, βέβαια,
να λάβουμε υπ’ όψη ότι το κριτήριο του Cauchy δεν προσδιορίζει το όριο μιας ακολουθίας Cauchy.

50Άλλες τρεις αποδείξεις υπάρχουν στις ασκήσεις 2.6.6, 2.6.7 και 2.7.14.
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Παράδειγμα 2.6.1. Έστω η ακολουθία (xn) με τύπο xn = 1+ 1
22

+ 1
32

+ · · ·+ 1
n2 για κάθε n. Θα

αποδείξουμε, με δεύτερο τρόπο (δείτε το παράδειγμα 2.4.5.51) ότι η (xn) συγκλίνει.
Έστωm > n. Τότε

|xn − xm| = 1
(n+1)2

+ 1
(n+2)2

+ · · ·+ 1
(m−1)2 + 1

m2

< 1
n(n+1) +

1
(n+1)(n+2) + · · ·+ 1

(m−2)(m−1) +
1

(m−1)m

= ( 1n − 1
n+1) + ( 1

n+1 − 1
n+2) + · · ·+ ( 1

m−2 − 1
m−1) + ( 1

m−1 − 1
m) = 1

n − 1
m < 1

n .

Τώρα, έστω ϵ > 0. Γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει 1
n0
< ϵ. Τότε από τοm > n ≥ n0

συνεπάγεται |xn − xm| < 1
n ≤ 1

n0
< ϵ.

Άρα η (xn) είναι ακολουθία Cauchy και, επομένως, συγκλίνει.

Το κριτήριο του Cauchy εκφράζει την ιδιότητα πληρότητας του R.

ΙΔΙΟΤΗΤΑ ΠΛΗΡΟΤΗΤΑΣ. Κάθε ακολουθία Cauchy συγκλίνει.

Η ιδιότητα πληρότητας αποδείχτηκε βάσει του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass, η από-
δειξη του οποίου ανάγεται, τελικά, στην ιδιότητα supremum.

Ασκήσεις.

2.6.1. Έστω ότι οι (xn), (yn) είναι ακολουθίες Cauchy. Αποδείξτε, με τον ορισμό, ότι οι (xn+yn),
(xnyn) είναι ακολουθίες Cauchy.

2.6.2. 52 Αν ισχύει xn = 1 + 1
2 + · · · + 1

n για κάθε n, από το παράδειγμα 2.4.4 γνωρίζουμε ότι
ισχύει x2n − xn ≥ 1

2 για κάθε n. Είναι η (xn) ακολουθία Cauchy; Συμπεράνατε ότι xn → +∞.

2.6.3. 53 Έστω ότι ισχύει xn = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·+ (−1)n−1

n για κάθε n.

Αποδείξτε ότι ισχύει |xn − xm| =
∣∣ 1
n+1 − 1

n+2 + · · · + (−1)m−n−1

m

∣∣ ≤ 1
n+1 για κάθε n,m με

n < m. Συμπεράνατε ότι η (xn) είναι ακολουθία Cauchy και ότι συγκλίνει.

2.6.4. [α] Έστω 0 < M < 1 και έστω ότι ισχύει τελικά |xn−xn+1| ≤ cMn. Αποδείξτε ότι υπάρχει
n0 ώστε να ισχύει |xn − xm| ≤ c Mn

1−M για κάθε n,m με n0 ≤ n < m. Αποδείξτε ότι η (xn) είναι
ακολουθία Cauchy. Αν x είναι το όριο της (xn), αποδείξτε ότι ισχύει τελικά |xn − x| ≤ c Mn

1−M .
[β] Έστω 0 < M < 1 και έστω ότι ισχύει τελικά |xn+1 − xn+2| ≤ M |xn − xn+1|.54 Αποδείξτε
ότι η (xn) είναι ακολουθία Cauchy. Αν x είναι το όριο της (xn), αποδείξτε ότι υπάρχει c ≥ 0 ώστε
να ισχύει τελικά |xn − x| ≤ c Mn

1−M .
[γ] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 = 1 + 3

1+xn
για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn)

συγκλίνει και βρείτε το όριό της. Βρείτε και μια εκτίμηση για την απόσταση του n-οστού όρου xn
από το όριο της ακολουθίας.
[δ] Έστω 0 < |κ| < 1 και ότι ισχύει xn+1 = a + κ sinxn για κάθε n. Αποδείξτε ότι η (xn)
συγκλίνει και βρείτε το όριό της. Βρείτε μια εκτίμηση για την απόσταση του n-οστού όρου xn
από το όριο της ακολουθίας.

2.6.5. Έστω ότι ισχύει η Αρχιμήδεια ιδιότητα και η ιδιότητα πληρότητας. Αποδείξτε, όπως περι-
γράφεται παρακάτω, ότι ισχύει η ιδιότητα supremum.55

51Δείτε και τα παραδείγματα 8.2.7 και 8.2.10 και τις ασκήσεις 6.4.11, 7.3.20 και 8.2.1.
52Άλλη προσέγγιση για την ακολουθία του παραδείγματος 2.4.4. Δείτε και τις ασκήσεις 2.5.4 και 7.3.20 και τα

παραδείγματα 8.2.7, 8.2.10 και 8.3.1 και τις ασκήσεις 2.4.6 και 6.4.11.
53Άλλη προσέγγιση του παραδείγματος 2.5.7. Δείτε και την άσκηση 6.4.11 και το παράδειγμα 8.3.9.
54Τότε η (xn) χαρακτηρίζεται γνησίως συστολική. Αν 0 ≤M ≤ 1, η ακολουθία χαρακτηρίζεται συστολική.
55Άρα η ιδιότητα supremum είναι ισοδύναμη με την σύζευξη της ιδιότητας πληρότητας και της Αρχιμήδειας ιδιότη-

τας.
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Δείτε την άσκηση 2.4.17 και τα βήματα στην απόδειξη του αποτελέσματός της. Παραλείψτε το
αρχικό βήμα, δηλαδή μην αποδείξετε ότι κάθε φθίνουσα και κάτω φραγμένη ακολουθία συγκλί-
νει. Αποδείξτε ότι 1

2n → 0 και, μετά, επαναλάβατε όλα τα επόμενα βήματα παρατηρώντας ότι οι
(xn), (yn) είναι ακολουθίες Cauchy. Συμπεράνατε ότι κάθε μη-κενό και άνω φραγμένο σύνολο
έχει ελάχιστο άνω φράγμα.

2.6.6. 56 Έστω ακολουθία Cauchy (xn).
Αποδείξτε ότι υπάρχει [a1, b1] ώστε b1 − a1 < 1 και ώστε να ισχύει τελικά xn ∈ [a1, b1]. Απο-
δείξτε ότι υπάρχει [a2, b2] ⊆ [a1, b1] ώστε b2 − a2 <

1
2 και ώστε να ισχύει τελικά xn ∈ [a2, b2].

Επαναλαμβάνοντας αυτήν την διαδικασία επ’ άπειρον, δημιουργούνται διαστήματα [ak, bk] για
κάθε k ώστε να ισχύει [ak+1, bk+1] ⊆ [ak, bk] και bk − ak <

1
k για κάθε k και ώστε να ισχύει

τελικά xn ∈ [ak, bk] για κάθε k. Συμπεράνατε ότι υπάρχει x ώστε να ισχύει x ∈ [ak, bk] για κάθε
k και, τέλος, ότι xn → x.

2.6.7. 57 Έστω ακολουθία Cauchy (xn).
Θεωρήστε ln = inf{xk | k ≥ n} και un = sup{xk | k ≥ n} για κάθε n και αποδείξτε ότι ισχύει
ln ≤ un και ln ≤ ln+1 και un+1 ≤ un για κάθε n. Αποδείξτε ότι un − ln → 0 και συμπεράνατε
ότι υπάρχει x ώστε ln → x και un → x. Αποδείξτε ότι ισχύει ln ≤ xn ≤ un για κάθε n, οπότε
xn → x.

2.7 Ανώτατο όριο και κατώτατο όριο ακολουθίας.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.19. Έστω ακολουθία (xn) και x ∈ R. Το x χαρακτηρίζεται υποακολουθιακό όριο
της ακολουθίας (xn) αν η (xn) έχει κάποια υποακολουθία με όριο x.

Παράδειγμα 2.7.1. Αν μια ακολουθία (xn) έχει όριο, τότε κάθε υποακολουθία της έχει το ίδιο όριο,
οπότε το όριό της είναι το μοναδικό υποακολουθιακό όριό της. Για παράδειγμα, η ακολουθία ( 1n)
έχει μοναδικό υποακολουθιακό όριο τον 0 και η ακολουθία (−n) το −∞.

Παράδειγμα 2.7.2. Η ακολουθία (xn) με xn = (−1)n−1 για κάθε n έχει τουλάχιστον δύο υποα-
κολουθιακά όρια, τους−1 και 1. Η υποακολουθία (x2k) έχει όριο−1 και η υποακολουθία (x2k−1)
έχει όριο 1.
Ας θεωρήσουμε ένα οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο x της (xn). Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει
υποακολουθία (xnk

) της (xn) με όριο x.
Επειδή οι υποακολουθίες (x2k) και (x2k−1) αποτελούν και οι δύο μαζί ολόκληρη την (xn), η (xnk

)
έχει είτε άπειρους όρους της κοινούς με την (x2k) είτε άπειρους όρους της κοινούς με την (x2k−1).
Αν η (xnk

) έχει άπειρους όρους της κοινούς με την (x2k), οι (xnk
) και (x2k) έχουν μια κοινή υπο-

ακολουθία η οποία, ως υποακολουθία της (xnk
), πρέπει να έχει όριο x και, ως υποακολουθία της

(x2k), πρέπει να έχει όριο −1 και, επομένως, θα είναι x = −1.
Ομοίως, αν η (xnk

) έχει άπειρους όρους της κοινούς με την (x2k−1), θα είναι x = 1.
Άρα, αν το x είναι υποακολουθιακό όριο της (xn), τότε είναι x = 1 ή x = −1. Άρα τα μοναδικά
υποακολουθιακά όρια της (xn) είναι οι −1 και 1.

Παράδειγμα 2.7.3. Ομοίως, η ακολουθία
( (−1)n−1+1

2 n
)
έχει μοναδικά υποακολουθιακά όρια τον

0 και το +∞.

Σύμφωνα με το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass και την πρόταση 2.16, κάθε ακολουθία
έχει τουλάχιστον ένα υποακολουθιακό όριο: αν είναι φραγμένη, τότε έχει τουλάχιστον ένα υποα-
κολουθιακό όριο το οποίο είναι αριθμός ενώ, αν δεν είναι φραγμένη, τότε ένα τουλάχιστον από τα
±∞ είναι υποακολουθιακό όριό της. Άρα το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων κάθε ακολου-
θίας είναι μη-κενό.

56Δεύτερη απόδειξη του κριτηρίου του Cauchy.
57Τρίτη απόδειξη του κριτηρίου του Cauchy.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2.2. Κάθε ακολουθία έχει ένα μέγιστο υποακολουθιακό όριο και ένα ελάχιστο υποα-
κολουθιακό όριο.

Απόδειξη. Πρώτη περίπτωση: η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη.
Τότε το +∞ είναι υποακολουθιακό όριο της (xn) και είναι, προφανώς, το μέγιστο υποακολου-
θιακό όριο της (xn).
Δεύτερη περίπτωση: η (xn) έχει ως μοναδικό υποακολουθιακό όριο το −∞.
Τότε το −∞ είναι, προφανώς, το μέγιστο υποακολουθιακό όριο της (xn).
Τρίτη περίπτωση: η (xn) είναι άνω φραγμένη και έχει υποακολουθιακό όριο ̸= −∞.
Επειδή η (xn) είναι άνω φραγμένη, υπάρχει αριθμός u ώστε να ισχύει xn ≤ u για κάθε n. Τότε
κάθε υποακολουθία της (xn) ικανοποιεί την ίδια ανισότητα και, επομένως, κάθε υποακολουθιακό
όριο της (xn) είναι ≤ u. Άρα η υπόθεση αυτής της περίπτωσης συνεπάγεται ότι η (xn) έχει υπο-
ακολουθιακό όριο ̸= −∞ και ότι κάθε τέτοιο υποακολουθιακό όριο είναι ≤ u. Άρα το σύνολο L
των πραγματικών υποακολουθιακών ορίων της (xn), δηλαδή το

L = {x ∈ R |x είναι υποακολουθιακό όριο της (xn) }.

είναι μη-κενό και άνω φραγμένο υποσύνολο του R. Άρα το L έχει supremum το οποίο είναι αριθ-
μός και θέτουμε

x = supL.

Θα αποδείξουμε ότι ο x είναι υποακολουθιακό όριο της (xn). Τότε θα συμπεράνουμε ότι ο x ανήκει
στοL, οπότε είναι το μέγιστο στοιχείο τουL και, επομένως, είναι το μέγιστο υποακολουθιακό όριο
της (xn).
Έστω οποιοσδήποτε ϵ > 0. Επειδή x = supL, υπάρχει x ∈ L ώστε x− ϵ < x ≤ x και, επομένως,
x − ϵ < x < x + ϵ. Επειδή x ∈ L, υπάρχει υποακολουθία της (xn) με όριο x. Άρα οι όροι της
υποακολουθίας τελικά ανήκουν στο διάστημα (x−ϵ, x+ϵ) και, επομένως, υπάρχουν άπειροι όροι
της (xn) μέσα στο διάστημα (x− ϵ, x+ ϵ). Αυτό το συμπέρασμα θα το εφαρμόσουμε διαδοχικά
για ϵ = 1, 12 ,

1
3 , . . . .

Επειδή υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) μέσα στο διάστημα (x− 1, x+1), επιλέγουμε έναν, έστω
τον xn1 , ώστε

x− 1 < xn1 < x+ 1.

Επειδή υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) μέσα στο διάστημα (x− 1
2 , x+

1
2), επιλέγουμε έναν, έστω

τον xn2 , ώστε
x− 1

2 < xn2 < x+ 1
2 και n2 > n1.

Επειδή υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) μέσα στο διάστημα (x− 1
3 , x+

1
3), επιλέγουμε έναν, έστω

τον xn3 , ώστε
x− 1

3 < xn3 < x+ 1
3 και n3 > n2.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, είναι φανερό ότι δημιουργείται μια υποακολουθία (xnk
) της (xn) έτσι

ώστε να ισχύει
x− 1

k < xnk
< x+ 1

k για κάθε k

και, επομένως,
xnk

→ x.

Άρα ο x είναι υποακολουθιακό όριο και, επομένως, το μέγιστο υποακολουθιακό όριο της (xn).
Δεν υπάρχει άλλη περίπτωση, οπότε έχουμε αποδείξει ότι σε κάθε περίπτωση η (xn) έχει μέγιστο
υποακολουθιακό όριο.
Με συμμετρικό τρόπο αποδεικνύεται ότι η (xn) έχει και ελάχιστο υποακολουθιακό όριο.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 2.20. 58 Το μέγιστο υποακολουθιακό όριο μιας ακολουθίας (xn) ονομάζεται και ανώ-
τατο όριο της (xn) και συμβολίζεται

lim sup
n→+∞

xn ή lim supxn ή limxn.

Το ελάχιστο υποακολουθιακό όριο μιας ακολουθίας (xn) ονομάζεται και κατώτατο όριο της (xn)
και συμβολίζεται

lim inf
n→+∞

xn ή lim infxn ή limxn.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.18. [α] Το limxn έχει τις εξής δύο ιδιότητες:
(i) Αν limxn < x, τότε ισχύει τελικά xn < x.
(ii) Αν x < limxn, τότε ισχύει x < xn για άπειρους n.
[β] Το limxn έχει τις εξής δύο ιδιότητες:
(i) Αν x < limxn, τότε ισχύει τελικά x < xn.
(ii) Αν limxn < x, τότε ισχύει xn < x για άπειρους n.

Απόδειξη. [α] (i) Έστω limxn < x και έστω ότι δεν είναι σωστό ότι ισχύει τελικά xn < x.
Τότε υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) οι οποίοι είναι ≥ x. Άρα υπάρχει υποακολουθία της (xn)
όλοι οι όροι της οποίας είναι≥ x. Άρα υπάρχει υποακολουθία της συγκεκριμένης υποακολουθίας
και, επομένως, υποακολουθία της (xn) όλοι οι όροι της οποίας είναι≥ x και η οποία έχει όριο. Το
όριο αυτό πρέπει να είναι ≥ x, οπότε υπάρχει υποακολουθιακό όριο της (xn) το οποίο είναι ≥ x.
Αυτό είναι άτοπο, διότι limxn < x και το limxn είναι το μέγιστο υποακολουθιακό όριο της (xn).
(ii)Έστω x < limxn. Επειδή το limxn είναι υποακολουθιακό όριο της (xn), υπάρχει υποακολου-
θία της (xn) με όριο το limxn. Τότε οι όροι της υποακολουθίας είναι τελικά> x, οπότε υπάρχουν
άπειροι όροι της (xn) οι οποίοι είναι > x.
[β] Ομοίως.

Γνωρίζουμε ότι δεν έχουν όλες οι ακολουθίες όριο. Πρέπει, όμως, να τονιστεί ότι, σύμφωνα
με όσα έχουμε πει σ’ αυτήν την ενότητα κάθε ακολουθία έχει ανώτατο όριο και κατώτατο όριο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.19. Έστω οποιαδήποτε ακολουθία (xn).
[α] limxn ≤ limxn.
[β]Η (xn) έχει όριο αν και μόνο αν limxn = limxn. Επίσης, στην περίπτωση που η (xn) έχει όριο,
ισχύει limxn = limxn = limxn.

Απόδειξη. [α] Προφανές, αφού το limxn είναι το ελάχιστο υποακολουθιακό όριο και το limxn
είναι το μέγιστο υποακολουθιακό όριο της (xn).
[β] Έστω ότι η (xn) έχει όριο.
Τότε το limxn είναι το μοναδικό και, επομένως, το μέγιστο και το ελάχιστο υποακολουθιακό όριο
της (xn). Άρα limxn = limxn = limxn. (Αυτό το είδαμε και στο παράδειγμα 2.7.1.)
Αντιστρόφως, έστω limxn = limxn.
Αν limxn = limxn = +∞, τότε από το (i) της πρότασης 2.18[β] συνεπάγεται ότι για κάθε x
ισχύει τελικά x < xn και, επομένως, limxn = +∞.
Αν limxn = limxn = −∞, τότε από το (i) της πρότασης 2.18[α] συνεπάγεται ότι για κάθε x
ισχύει τελικά xn < x και, επομένως, limxn = −∞.
Τέλος, έστω limxn = limxn = x ∈ R. Τότε από το (i) της πρότασης 2.18[α] συνεπάγεται ότι
για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά xn < x+ ϵ και από το (i) της πρότασης 2.18[β] συνεπάγεται ότι για
κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά x− ϵ < xn. Άρα για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά x− ϵ < xn < x+ ϵ. Άρα
limxn = x.

58Για έναν εναλλακτικό ορισμό του ανώτατου ορίου και του κατώτατου ορίου ακολουθίας δείτε την άσκηση 2.7.15
και τις αντίστοιχες υποσημειώσεις.
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Ασκήσεις.

2.7.1. Έστω a < b < c και οι ακολουθίες (a, b, a, b, a, b, a, b, . . . ) και (a, b, c, a, b, c, a, b, c, . . . ).
Βρείτε τα lim και lim των ακολουθιών αυτών καθώς και όλα τα υποακολουθιακά όριά τους.

2.7.2. Βρείτε, μέσω των ορισμών τους, τα lim, lim των ακολουθιών: (n+1
n ), (n

2+n+1
n+3 ), ((−2)n),(

2(−1)
n−1n

)
,
(
(−1)n−1(1− 1

n)
)
,
(
(−1)n−1(1 + 1

n)
)
,
(
2n−3[n/3]

)
,
(
sin 2nπ

3

)
.

2.7.3. Αποδείξτε ότι limxn = +∞ αν και μόνο αν η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη.
Αποδείξτε ότι limxn = −∞ αν και μόνο αν xn → −∞.
Ποιά είναι τα αντίστοιχα αποτελέσματα για το limxn ;

2.7.4. Αποδείξτε ότι limxn = − lim(−xn).

2.7.5. Αν ισχύει τελικά xn ≤ yn, αποδείξτε ότι limxn ≤ lim yn και limxn ≤ lim yn.

2.7.6. Έστω ότι ισχύει τελικά an ≤ bn ≤ cn. Αν lim cn ≤ lim an, αποδείξτε ότι οι ακολουθίες
(an), (bn), (cn) έχουν το ίδιο όριο.

2.7.7. Αποδείξτε ότι limxn + lim yn ≤ lim(xn + yn) και lim(xn + yn) ≤ limxn + lim yn αν δεν
προκύπτει απροσδιόριστη μορφή.
Αποδείξτε ότι limxn lim yn ≤ lim(xnyn) και lim(xnyn) ≤ limxn lim yn αν ισχύει τελικά xn > 0
και yn > 0 και δεν προκύπτει απροσδιόριστη μορφή.
Αν t > 0, αποδείξτε ότι lim(txn) = t limxn και lim(txn) = t limxn. Τί γίνεται αν t < 0;

2.7.8. Αν η ακολουθία (yn) έχει όριο και δεν προκύπτουν απροσδιόριστες μορφές, αποδείξτε ότι
lim(xn + yn) = limxn + lim yn και lim(xn + yn) = limxn + lim yn.
Αν ισχύει τελικά xn, yn > 0, η ακολουθία (yn) έχει όριο και δεν προκύπτουν απροσδιόριστες
μορφές, αποδείξτε ότι lim(xnyn) = limxn lim yn και lim(xnyn) = limxn lim yn.

2.7.9. Ανm ∈ N, αποδείξτε ότι οι ακολουθίες (xn), (xn+m) έχουν τα ίδια υποακολουθιακά όρια.

2.7.10. Έστω (xnk
) υποακολουθία της (xn).

Δείτε την άσκηση 2.5.14 και αποδείξτε ότι κάθε υποακολουθιακό όριο της (xnk
) είναι υποακο-

λουθιακό όριο και της (xn).
Αποδείξτε ότι limxn ≤ limxnk

≤ limxnk
≤ limxn.

2.7.11. [α] Αποδείξτε ότι ο x ∈ R είναι υποακολουθιακό όριο της ακολουθίας (xn) αν και μόνο
αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.
[β] Έστω X ⊆ R το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της ακολουθίας (xn). Αν (yn) είναι
οποιαδήποτε ακολουθία στο X και yn → y ∈ R, αποδείξτε ότι y ∈ X .
Έστω a < b < c ≤ d. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία (xn) με σύνολο υποακολουθιακών
ορίων το [a, b) ∪ [c, d] ή το [a, b] ∩Q.

2.7.12. Αποδείξτε ότι η (xn) έχει μέγιστο όρο αν και μόνο αν υπάρχει k ώστε xk ≥ limxn.
Αποδείξτε ότι η (xn) έχει ελάχιστο όρο αν και μόνο αν υπάρχει k ώστε xk ≤ limxn.

2.7.13. [α] Αποδείξτε ότι limxn ≤ lim x1+···+xn
n ≤ lim x1+···+xn

n ≤ limxn.
Πώς από αυτό προκύπτει ως άμεση συνέπεια το θεώρημα του Cesáro στην άσκηση 2.3.41[α];
[β] Αν ισχύει xn > 0 για κάθε n, αποδείξτε ότι limxn ≤ lim n

√
x1 · · ·xn ≤ lim n

√
x1 · · ·xn ≤

limxn.
[γ] Αν ισχύει yn > 0 για κάθε n και y1+ · · ·+yn → +∞, αποδείξτε ότι lim xn

yn
≤ lim x1+···+xn

y1+···+yn
≤

lim x1+···+xn
y1+···+yn

≤ lim xn
yn
.
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2.7.14. 59 Έστω ακολουθία Cauchy (xn).
Έστω x = limxn ∈ R και x = limxn ∈ R. Από την απόδειξη του κριτηρίου του Cauchy κρατάμε
ότι η (xn) είναι φραγμένη, οπότε x, x ∈ R. Έστω x < x. Θεωρήστε l, u ώστε x < l < u < x.
Τότε ισχύει xm < l για άπειρουςm και xn > u για άπειρους n. Άρα ισχύει xn − xm > u− l για
άπειρους n,m. Αποδείξτε ότι αυτό είναι άτοπο. Συμπεράνατε ότι x = x, οπότε η (xn) συγκλίνει.

2.7.15. Έστω ακολουθία (xn). Θέτουμε un = sup{xk | k ≥ n}, ln = inf{xk | k ≥ n} για κάθε n.
Παρατηρήστε ότι ισχύει ln ≤ un για κάθε n.
Αν η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη, αποδείξτε ότι ισχύει un = +∞ για κάθε n.
Αν η (xn) είναι άνω φραγμένη, αποδείξτε ότι ισχύει un ∈ R και un+1 ≤ un για κάθε n, οπότε η
(un) έχει όριο στο [−∞,+∞). Αποδείξτε ότι un → limxn.60

Αν η (xn) δεν είναι κάτω φραγμένη, αποδείξτε ότι ισχύει ln = −∞ για κάθε n.
Αν η (xn) είναι κάτω φραγμένη, αποδείξτε ότι ισχύει ln ∈ R και ln ≤ ln+1 για κάθε n, οπότε η
(ln) έχει όριο στο (−∞,+∞]. Αποδείξτε ότι ln → limxn.61

2.7.16. Δείτε την πρόταση 2.18.
[α] Αποδείξτε ότι το limxn είναι ο μοναδικός αριθμός x που έχει τις εξής δύο ιδιότητες: (i) αν
x < x, τότε ισχύει τελικά xn < x και (ii) αν x < x, τότε ισχύει x < xn για άπειρους n.
Διατυπώστε και αποδείξτε τα αντίστοιχα για το limxn.
[β] Αν ισχύει τελικά xn < x, αποδείξτε ότι limxn ≤ x. Αν ισχύει x < xn για άπειρους n,
αποδείξτε ότι x ≤ limxn. Διατυπώστε και αποδείξτε τα αντίστοιχα για το limxn.

2.7.17. Έστω ακολουθία (xn) με την ιδιότητα: xn+1 − xn → 0. Φυσικά, κάθε συγκλίνουσα ακο-
λουθία έχει αυτήν την ιδιότητα και ένα παράδειγμα ακολουθίας με αυτήν την ιδιότητα και με όριο
+∞ είναι η (1 + 1

2 + · · ·+ 1
n).

Αν x = limxn και x = limxn, αποδείξτε ότι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn)
είναι ολόκληρο το διάστημα [x, x] ⊆ R.
Θεωρήστε την ακολουθία (0, 1, 12 , 0,

1
3 ,

2
3 , 1,

3
4 ,

2
4 ,

1
4 , 0,

1
5 ,

2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1,

5
6 ,

4
6 ,

3
6 ,

2
6 ,

1
6 , 0, . . . ). Ποιό εί-

ναι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της;
Βρείτε ακολουθία (xn) ώστε xn+1 − xn → 0 και ώστε το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων
της να είναι το R.

2.7.18. [α]62 Έστω άρρητος a > 0. Θεωρήστε την ακολουθία (xn) με xn = na− [na] για κάθε n.
Αποδείξτε ότι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn) είναι το [0, 1].
[β] Έστω άρρητος a > 0. Θεωρήστε την ακολουθία (xn) με xn = sin(naπ) για κάθε n. Αποδείξτε
ότι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn) είναι το [−1, 1].

59Τέταρτη απόδειξη του κριτηρίου του Cauchy.
60Αυτός είναι ένας εναλλακτικός ισοδύναμος ορισμός του ανώτατου ορίου: limxn = +∞, αν η (xn) δεν είναι άνω

φραγμένη, και limxn = limun, αν η (xn) είναι άνω φραγμένη.
61Ο “συμμετρικός” εναλλακτικός ισοδύναμος ορισμός του κατώτατου ορίου: limxn = −∞, αν η (xn) δεν είναι

κάτω φραγμένη, και limxn = lim ln, αν η (xn) είναι κάτω φραγμένη.
62Συνέχεια της άσκησης 2.3.16.
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Κεφάλαιο 3

Όρια συναρτήσεων.

3.1 Συναρτήσεις, περιοχές και σημεία συσσώρευσης.

3.1.1 Οι βασικές συναρτήσεις.

Θεωρούμε συναρτήσεις f με πεδία ορισμού και σύνολα τιμών τα οποία είναι υποσύνολα του
R. Θα χρησιμοποιούμε τον γνωστό συμβολισμό

f : A→ R,

όπουA ⊆ R είναι το πεδίο ορισμού της f . Αν γνωρίζουμε τον τύπο f(x) της f και δεν αναφέρεται
το πεδίο ορισμού της, θα γράφουμε “η συνάρτηση f(x)” ή “η συνάρτηση y = f(x)” και θα θεω-
ρούμε ως πεδίο ορισμού το μέγιστο σύνολο το οποίο είναι συμβατό με τον τύπο της συνάρτησης,
δηλαδή το σύνολο των x για τους οποίους έχει νόημα ο τύπος f(x). Αν το A είναι υποσύνολο
αυτού του μέγιστου συνόλου θα λέμε “η συνάρτηση f(x) για x ∈ A” ή “η συνάρτηση f(x) στο
σύνολο A”.

Παράδειγμα 3.1.1. Η σταθερή συνάρτηση c έχει πεδίο ορισμού το (−∞,+∞) και σύνολο τιμών
το μονοσύνολο {c}.
Ειδικές περιπτώσεις είναι η σταθερή συνάρτηση 1 και η σταθερή συνάρτηση 0.

Παράδειγμα 3.1.2. Η συνάρτηση δύναμη

xa.

Δείτε το σχήμα 5.
Αν a ∈ N, τότε το πεδίο ορισμού της xa είναι το (−∞,+∞). Αν ο a είναι περιττός, τότε η xa είναι
γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞) και έχει σύνολο τιμών το (−∞,+∞). Αν ο a είναι άρτιος, τότε
η xa είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0] με αντίστοιχο σύνολο τιμών το [0,+∞) και γνησίως
αύξουσα στο [0,+∞) με αντίστοιχο σύνολο τιμών το [0,+∞).
Αν a ∈ Z\N, τότε το πεδίο ορισμού της xa είναι το (−∞, 0)∪ (0,+∞). Αν a = 0, τότε η x0 είναι
σταθερή 1 στο (−∞, 0) ∪ (0,+∞) και έχει σύνολο τιμών το {1}. Αν ο a είναι αρνητικός περιτ-
τός, τότε η xa είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0) με αντίστοιχο σύνολο τιμών το (−∞, 0) και
γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞) με αντίστοιχο σύνολο τιμών το (0,+∞). Αν ο a είναι αρνητικός
άρτιος, τότε η xa είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0) με αντίστοιχο σύνολο τιμών το (0,+∞)
και γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞) με αντίστοιχο σύνολο τιμών το (0,+∞).
Προσέξτε: η x0 έχει πεδίο ορισμού το (−∞, 0)∪ (0,+∞) ενώ η σταθερή συνάρτηση 1 έχει πεδίο
ορισμού το (−∞,+∞). Εκτός από τον x = 0, οι δύο συναρτήσεις έχουν την ίδια σταθερή τιμή 1.
Στον x = 0 η x0 δεν ορίζεται.
Αν a ∈ R \ Z και a > 0, τότε το πεδίο ορισμού της xa είναι το [0,+∞). Η xa είναι γνησίως
αύξουσα στο [0,+∞) με σύνολο τιμών το [0,+∞).
Τέλος, αν a ∈ R\Z και a < 0, τότε το πεδίο ορισμού της xa είναι το (0,+∞). Η xa είναι γνησίως
φθίνουσα στο (0,+∞) με σύνολο τιμών το (0,+∞).
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Παράδειγμα 3.1.3. Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

έχει πεδίο ορισμού το R.
Κάθε ρητή συνάρτηση

R(x) = a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm

έχει πεδίο ορισμού το αντίστοιχοR\{ξ1, . . . , ξk}, όπου ξ1, . . . , ξk είναι οι ρίζες του πολυωνύμου
b0+b1x+· · ·+bmxm. Αν, για παράδειγμα, οι ρίζες έχουν την διάταξη ξ1 < ξ2 < . . . < ξk−1 < ξk,
τότε το πεδίο ορισμού είναι η ένωση (−∞, ξ1) ∪ (ξ1, ξ2) ∪ . . . ∪ (ξk−1, ξk) ∪ (ξk,+∞).

Παράδειγμα 3.1.4. Η εκθετική συνάρτηση

ax ή expa x.

Δείτε το σχήμα 6.
Αν a = e, συνήθως συμβολίζουμε expx αντί expe x.
Αν a > 1, η ax είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞) με σύνολο τιμών το (0,+∞).
Αν 0 < a < 1, η ax είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞,+∞) με σύνολο τιμών το (0,+∞).
Αν a = 1, η ax είναι σταθερή 1 στο (−∞,+∞). Αν a = 0, η ax είναι σταθερή 0 στο (0,+∞).
Τέλος, αν a < 0, το πεδίο ορισμού της ax είναι το Z. Αυτές οι τελευταίες περιπτώσεις, δηλαδή
a = 1 και a ≤ 0, δεν έχουν ιδιαίτερη σημασία ως συναρτήσεις του x.

Παράδειγμα 3.1.5. Η λογαριθμική συνάρτηση

loga x.

Δείτε το σχήμα 7.
Αν a = e, συνήθως συμβολίζουμε logx ή lnx αντί loge x.
Αν a > 1, η loga x είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞) με σύνολο τιμών το (−∞,+∞).
Αν 0 < a < 1, η loga x είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞) με σύνολο τιμών το (−∞,+∞).
Αν a > 0, a ̸= 1, οι συναρτήσεις y = ax και x = loga y είναι αντίστροφες. Δηλαδή, για κάθε
x ∈ (−∞,+∞) και y ∈ (0,+∞) ισχύει y = ax αν και μόνο αν x = loga y.
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Παράδειγμα 3.1.6. Η συνάρτηση πρόσημο με τύπο

signx =


1, αν x > 0

0, αν x = 0

−1, αν x < 0

Δείτε το σχήμα 8.
Το πεδίο ορισμού της signx είναι το R, ενώ της συνάρτησης x

|x| είναι το R \ {0}. Πάντως στο
κοινό πεδίο ορισμού, δηλαδή για x ̸= 0, οι δύο συναρτήσεις ταυτίζονται.

Παράδειγμα 3.1.7. Η συνάρτηση ακέραιο μέρος με τύπο

[x]

έχει πεδίο ορισμού το R και είναι αύξουσα (αλλά όχι γνησίως αύξουσα) στο R. Για κάθε n ∈ Z, η
συνάρτηση αυτή είναι σταθερή [x] = n στο αντίστοιχο διάστημα [n, n+ 1). Δείτε το σχήμα 9.

Παράδειγμα 3.1.8. Τέλος, έχουμε τις τέσσερις τριγωνομετρικές συναρτήσεις. Αυτές είναι οι

cosx, sinx, tanx = sinx
cosx , cotx = cosx

sinx

με πεδίο ορισμού το R οι δύο πρώτες, το R \ {π
2 + kπ | k ∈ Z} η τρίτη και το R \ {kπ | k ∈ Z} η

τέταρτη. Δείτε τα σχήματα 10 και 11.
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Οι συναρτήσεις αυτές είναι γνωστές από το λύκειο και έχουν οριστεί με “γεωμετρικό” τρόπο. Οι
“γεωμετρικοί” ορισμοί των τριγωνομετρικών συναρτήσεων δεν θεωρούνται αποδεκτοί από την
Ανάλυση και θα δούμε στην ενότητα 10.4 κάποιους “αναλυτικούς” ορισμούς τους. Μέχρι τότε
μπορούμε να χρησιμοποιούμε ως παραδείγματα τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις με κάποιες γνω-
στές από το λύκειο ιδιότητές τους.
Θα θεωρήσουμε γνωστές μόνο μερικές βασικές αλγεβρικού τύπου ιδιότητες των τριγωνομετρικών
συναρτήσεων. Τις περιγράφουμε παρακάτω.
Κατ’αρχάς έχουμε κάποιες ενδεικτικές τιμές των cosx και sinx στο διάστημα [0, 2π] :

cos 0 = 1, cos π
2 = 0, cosπ = −1, cos 3π

2 = 0, cos 2π = 1,

sin 0 = 0, sin π
2 = 1, sinπ = 0, sin 3π

2 = −1, sin 2π = 0.

Κατόπιν έχουμε τις βασικές αλγεβρικές σχέσεις

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y, sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

για κάθε x, y και
(cosx)2 + (sinx)2 = 1

για κάθε x. Απο την τελευταία προκύπτει αμέσως ότι

| sinx| ≤ 1, | cosx| ≤ 1

για κάθε x. Έχουμε ακόμη ότι

cos(x+ 2π) = cosx, sin(x+ 2π) = sinx
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για κάθε x. Αυτό σημαίνει ότι οι cosx και sinx είναι περιοδικές με περίοδο 2π.
Για κάθε ακέραιο k έχουμε τα εξής. Η cosx είναι θετική στο διάστημα (−π

2 +2kπ, π2 +2kπ) και
αρνητική στο διάστημα (π2 +2kπ, 3π2 +2kπ) και η sinx είναι θετική στο διάστημα (2kπ, π+2kπ)
και αρνητική στο διάστημα (π + 2kπ, 2π + 2kπ). Επίσης, η cosx είναι γνησίως φθίνουσα στο
διάστημα (2kπ, π + 2kπ) και γνησίως αύξουσα στο διάστημα (π + 2kπ, 2π + 2kπ) και η sinx
είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (−π

2 + 2kπ, π2 + 2kπ) και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα
(π2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ).
Οι tanx και cotx είναι περιοδικές με περίοδο π και για κάθε ακέραιο k ισχύουν τα εξής. Η tanx
είναι αρνητική στο διάστημα (−π

2 + kπ, kπ) και θετική στο διάστημα (kπ, π2 + kπ) και η cotx
είναι θετική στο διάστημα (kπ, π2 + kπ) και αρνητική στο διάστημα (π2 + kπ, π+ kπ). Επίσης, η
tanx είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (−π

2 +kπ,
π
2 +kπ) και η cotx είναι γνησίως φθίνουσα

στο διάστημα (kπ, π + kπ).
Δύο ακόμη γνωστές και χρήσιμες ανισοτικές σχέσεις είναι οι

| sinx| ≤ |x| για κάθε x, |x| ≤ | tanx| για |x| < π
2 .

Δείτε το σχήμα 12.

Από όλες τις προηγούμενες ιδιότητες θα αποδεικνύουμε σιγά - σιγά στα επόμενα κεφάλαια τις
υπόλοιπες ιδιότητες των τριγωνομετρικών συναρτήσεων σχετικά με τα όριά τους, τις παραγώγους
τους και τα ολοκληρώματά τους. Μόλις φτάσουμε στην ενότητα 10.4 και δούμε τους “αναλυτι-
κούς” ορισμούς, τότε, βάσει αυτών των ορισμών, θα αποδείξουμε εξ αρχής όλες τις ιδιότητες των
τριγωνομετρικών συναρτήσεων.

3.1.2 Σημεία συσσώρευσης.

Ας ξαναθυμηθούμε από τον ορισμό 2.8 τις περιοχές των σημείων του R. Αν ξ ∈ R και δ > 0,
συμβολίζουμε

Nξ(δ) = (ξ − δ, ξ + δ).

Αν ξ = ±∞ και δ > 0, συμβολίζουμε

N−∞(δ) = [−∞,−1
δ ), N+∞(δ) = (1δ ,+∞].

Σε κάθε περίπτωση το διάστημα Nξ(δ) ονομάζεται δ-περιοχή του ξ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1. Το ξ ∈ R χαρακτηρίζεται σημείο συσσώρευσης του συνόλουA αν για κάθε δ > 0
υπάρχει x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ.

Πιο απλά, μπορούμε να πούμε ότι το ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν σε
οσοδήποτε μικρή περιοχή του ξ υπάρχουν σημεία του A διαφορετικά από το ξ. Ή, αλλιώς, ότι το

77



ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν όσο θέλουμε κοντά στο ξ υπάρχουν σημεία
του A διαφορετικά από το ξ. Ή, αλλιώς, ότι το ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A
αν υπάρχουν σημεία του A διαφορετικά από το ξ τα οποία πλησιάζουν απεριόριστα το ξ.

Πιο συγκεκριμένα: (i) ο ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του A αν για κάθε δ > 0 υπάρχει
x ∈ A ώστε 0 < |x − ξ| < δ, (ii) το +∞ είναι σημείο συσσώρευσης του A αν για κάθε N > 0
υπάρχει x ∈ A ώστε x > N και (iii) το−∞ είναι σημείο συσσώρευσης τουA αν για κάθεN > 0
υπάρχει x ∈ A ώστε x < −N .

Και ξανά: (i) ο ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του A αν για κάθε δ > 0, οσοδήποτε μικρό,
υπάρχει σημείο του A στην ένωση (ξ − δ, ξ) ∪ (ξ, ξ + δ), (ii) το +∞ είναι σημείο συσσώρευσης
του A αν για κάθε N > 0, οσοδήποτε μεγάλο, υπάρχει σημείο του A στο (N,+∞) και (iii) το
−∞ είναι σημείο συσσώρευσης του A αν για κάθε N > 0, οσοσδήποτε μεγάλο, υπάρχει σημείο
του A στο (−∞,−N).

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2. Έστω ξ ∈ A. Ο ξ χαρακτηρίζεται μεμονωμένο σημείο του A αν δεν είναι σημείο
συσσώρευσης του A ή, ισοδύναμα, αν υπάρχει δ > 0 ώστε το μοναδικό στοιχείο του A που ανήκει
στην Nξ(δ) είναι ο ξ, δηλαδή A ∩ (ξ − δ, ξ + δ) = {ξ}.

Παράδειγμα 3.1.9. Έστω a < b. Κάθε αριθμός ξ ∈ [a, b], συμπεριλαμβανομένων των a και b,
είναι σημείο συσσώρευσης του διαστήματος (a, b). Επίσης, κανένα ξ /∈ [a, b] δεν είναι σημείο
συσσώρευσης του (a, b). Επομένως, το σύνολο των σημείων συσσώρευσης του διαστήματος (a, b)
είναι το διάστημα [a, b].
Ομοίως, το σύνολο των σημείων συσσώρευσης καθενός από τα διαστήματα (a, b], [a, b), [a, b]
είναι το [a, b].

Παράδειγμα 3.1.10. Το σύνολο των σημείων συσσώρευσης καθενός από τα (a,+∞), [a,+∞)
είναι το [a,+∞]. Ειδικώτερα, τα άκρα a και +∞ είναι σημεία συσσώρευσης των διαστημά-
των (a,+∞), [a,+∞). Ομοίως, το σύνολο των σημείων συσσώρευσης καθενός από τα (−∞, b),
(−∞, b] είναι το [−∞, b]. Τέλος, το σύνολο των σημείων συσσώρευσης του (−∞,+∞) είναι το
[−∞,+∞].

Παράδειγμα 3.1.11. Έστω a < b. Το δισύνολο {a, b} δεν έχει κανένα σημείο συσσώρευσης. Ει-
δικώτερα, και τα δύο στοιχεία του {a, b} είναι μεμονωμένα σημεία του.

Παράδειγμα 3.1.12. Αν a < b < c, τότε το σύνολο των σημείων συσσώρευσης του [a, b) ∪ {c}
είναι το [a, b]. Ο c είναι μεμονωμένο σημείο του [a, b) ∪ {c}.

Παράδειγμα 3.1.13. Το μοναδικό σημείο συσσώρευσης του N είναι το+∞. Κάθε στοιχείο του N
είναι μεμονωμένο σημείο του.

Παράδειγμα 3.1.14. Ο 0 είναι το μοναδικό σημείο συσσώρευσης του { 1
n |n ∈ N}. Κάθε στοιχείο

του { 1
n |n ∈ N} είναι μεμονωμένο σημείο του.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.3. Αν ξ ∈ R και δ > 0, συμβολίζουμε

Nξ−(δ) = (ξ − δ, ξ], Nξ+(δ) = [ξ, ξ + δ)

και αυτά τα διαστήματα ονομάζονται αριστερή δ-περιοχή και δεξιά δ-περιοχή του ξ, αντιστοίχως.

Παρατηρήστε τις απλές σχέσεις:Nξ−(δ)∪Nξ+(δ) = Nξ(δ) καιNξ−(δ)∩Nξ+(δ) = {ξ}. Οι
πλευρικές δ-περιοχές έχουν κοινό σημείο μόνο τον ξ και η ένωσή τους είναι η δ-περιοχή.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.4. Ο ξ ∈ R χαρακτηρίζεται από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του συνόλου
A αν για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A ∩ Nξ−(δ) με x ̸= ξ ή, ισοδύναμα, υπάρχει x ∈ A ώστε
ξ − δ < x < ξ.
Ο ξ ∈ R χαρακτηρίζεται από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν για κάθε δ > 0
υπάρχει x ∈ A ∩Nξ+(δ) με x ̸= ξ ή, ισοδύναμα, υπάρχει x ∈ A ώστε ξ < x < ξ + δ.
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Δηλαδή, ο ξ είναι από δεξιά (αριστερά) του σημείο συσσώρευσης του συνόλουA αν υπάρχουν
σημεία του A στην δεξιά (αριστερή) μεριά του ξ τα οποία πλησιάζουν απεριόριστα τον ξ. Ή,
αλλιώς, ότι ο ξ είναι από δεξιά (αριστερά) του σημείο συσσώρευσης του συνόλουA αν όσο θέλουμε
κοντά στον ξ και δεξιά (αριστερά) του ξ υπάρχουν σημεία του A.

Είναι προφανές ότι:
Ο ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν και μόνο αν είναι είτε από αριστερά του είτε
από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A.

Παράδειγμα 3.1.15. Κάθε ξ στο (a, b] είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του (a, b) και
κάθε ξ στο [a, b) είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του (a, b). Άρα κάθε ξ στο (a, b) είναι
από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του (a, b).

Παράδειγμα 3.1.16. Ο b είναι μόνο από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του (a, b) και είναι
μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του (b, c). Αλλά ο b είναι από αριστερά του και από
δεξιά του σημείο συσσώρευσης του (a, b) ∪ (b, c).

Παράδειγμα 3.1.17. Ο 0 είναι μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του { 1
n |n ∈ N} και είναι

μόνο από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του {− 1
n |n ∈ N}. Αλλά, ο 0 είναι από αριστερά

του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του {− 1
n |n ∈ N} ∪ { 1

n |n ∈ N}.

Έστω μια ιδιότητα η οποία ισχύει ή όχι ανάλογα με τις τιμές που παίρνει η μεταβλητή x σε
κάποιο σύνολοA, δηλαδή έχει νόημα στο σύνολοA και ισχύει για κάποιους x ∈ A ενώ δεν ισχύει
για τους υπόλοιπους x ∈ A. Μια τέτοια ιδιότητα μπορεί να είναι η f(x) > 0 ή η f(x) ̸= −7, όπου
f : A → R είναι μια συγκεκριμένη συνάρτηση. Σ’ αυτήν την περίπτωση η ιδιότητα έχει νόημα
ακριβώς για τους x που ανήκουν στο πεδίο ορισμού A της f . Για κάποιους x στο πεδίο ορισμού
A της f η ιδιότητα ισχύει και για τους υπόλοιπους x στο A η ιδιότητα δεν ισχύει.

Παράδειγμα 3.1.18. Η ανισότητα 1√
x
> 2 έχει νόημα στο διάστημα (0,+∞), διότι αυτό είναι το

πεδίο ορισμού της συνάρτησης 1√
x
. Η ιδιότητα ισχύει στο (0, 14) και δεν ισχύει στο [

1
4 ,+∞).

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.5. Έστω μια ιδιότητα που έχει νόημα στο σύνολο A και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης
του A. Λέμε ότι η ιδιότητα ισχύει κοντά στο ξ αν υπάρχει δ > 0 ώστε η ιδιότητα να ισχύει για κάθε
x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ.

Παράδειγμα 3.1.19. Σύμφωνα με το προηγούμενο παράδειγμα, η ανισότητα 1√
x
> 2 έχει νόημα

στο (0,+∞) και ισχύει κοντά στον 0. Μπορείτε να ελέγξετε εύκολα ότι, όποιον αριθμόM > 0 κι
αν πάρουμε, η ανισότητα 1√

x
> M ισχύει κοντά στον 0.

Παράδειγμα 3.1.20. Αν ϵ > 0, η διπλή ανισότητα 0 < 1
x < ϵ ισχύει κοντά στο +∞, διότι ισχύει

στο διάστημα (1ϵ ,+∞).

Παράδειγμα 3.1.21. Αν M > 0, η ανισότητα 1
|x| > M ισχύει κοντά στον 0, διότι ισχύει στο

(− 1
M , 0) ∪ (0, 1

M ). Όμως, δεν είναι σωστό ότι η ανισότητα 1
x > M ισχύει κοντά στον 0.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.6. Έστω μια ιδιότητα που έχει νόημα στο σύνολο A και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης
τουA. Λέμε ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ αν για κάθε δ > 0 η ιδιότητα
ισχύει για τουλάχιστον έναν x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ.

Είναι προφανές ότι:
Αν μια ιδιότητα ισχύει κοντά στο ξ, τότε αυτή ισχύει και σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ.
Το αντίστροφο δεν ισχύει εν γένει.

Παράδειγμα 3.1.22. Η ανισότητα sinx > 0 έχει νόημα στοR και το+∞ είναι σημείο συσσώρευ-
σης τουR. Η ανισότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο+∞, αφού ισχύει για παράδειγμα
στο x = π

2 + 2kπ για κάθε k ∈ Z. Παρατηρούμε, όμως, ότι και η αντίθετη ανισότητα sinx ≤ 0
ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο +∞, αφού ισχύει στο x = −π

2 + 2kπ για κάθε k ∈ Z.
Άρα είναι λάθος ότι η ανισότητα sinx > 0 ισχύει κοντά στο +∞.
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Έστω δύο ιδιότητες οι οποίες έχουν νόημα στο ίδιο σύνολο A αλλά ισχύουν σε, πιθανώς,
διαφορετικά υποσύνολα του A και έστω ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
Αν δύο ιδιότητες έχουν νόημα στο ίδιο σύνολο και η μία ιδιότητα ισχύει κοντά στο ξ και η άλλη
ιδιότητα ισχύει, επίσης, κοντά στο ξ, τότε ισχύουν και οι δύο, ταυτόχρονα, ιδιότητες κοντά στο ξ.
Πράγματι, υπάρχει δ′ > 0 ώστε η πρώτη ιδιότητα να ισχύει για κάθε x ∈ A∩Nξ(δ

′) με x ̸= ξ και
υπάρχει δ′′ > 0 ώστε η δεύτερη ιδιότητα να ισχύει για κάθε x ∈ A∩Nξ(δ

′′) με x ̸= ξ. Θεωρούμε

δ = min{δ′, δ′′} > 0,

οπότε δ ≤ δ′ και δ ≤ δ′′. Άρα Nξ(δ) ⊆ Nξ(δ
′) και Nξ(δ) ⊆ Nξ(δ

′′). Άρα ισχύουν και οι δύο
ιδιότητες για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ.

Το προηγούμενο συμπέρασμα ισχύει για οποιονδήποτε πεπερασμένο αριθμό ιδιοτήτων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.7. Έστω μια ιδιότητα η οποία έχει νόημα στο σύνολο A.
Έστω ότι ο ξ ∈ R είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του A.
Λέμε ότι η ιδιότητα ισχύει κοντά στον ξ από αριστερά του αν υπάρχει δ > 0 ώστε η ιδιότητα να
ισχύει για κάθε x ∈ A ∩ (ξ − δ, ξ).
Λέμε ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ από αριστερά του αν για κάθε
δ > 0 η ιδιότητα ισχύει για τουλάχιστον έναν x ∈ A ∩ (ξ − δ, ξ).
Έστω ότι ο ξ ∈ R είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A.
Λέμε ότι η ιδιότητα ισχύει κοντά στον ξ από δεξιά του αν υπάρχει δ > 0 ώστε η ιδιότητα να ισχύει
για κάθε x ∈ A ∩ (ξ, ξ + δ).
Λέμε ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ από δεξιά του αν για κάθε δ > 0
η ιδιότητα ισχύει για τουλάχιστον έναν x ∈ A ∩ (ξ, ξ + δ).

Όλα τα συμπεράσματα για το “κοντά στον ξ” και για το “σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον
ξ” προσαρμόζονται με προφανή τρόπο και στο πλαίσιο των “κοντά στον ξ από δεξιά (αριστερά)
του” και “σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ από δεξιά (αριστερά) του”.

Παράδειγμα 3.1.23. Πίσω στο παράδειγμα 3.1.21. Ο 0 είναι από αριστερά του και από δεξιά του
σημείο συσσώρευσης του (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Η ιδιότητα 1

|x| > M ισχύει κοντά στον 0 και,
ταυτόχρονα, ισχύει κοντά στον 0 από αριστερά του και κοντά στον 0 από δεξιά του. Όμως, η
ιδιότητα 1

x > M ισχύει κοντά στον 0 από δεξιά του αλλά δεν είναι σωστό ότι ισχύει κοντά στον 0
από αριστερά του και, επομένως, δεν είναι σωστό ότι ισχύει κοντά στον 0.

Παράδειγμα 3.1.24. Η ιδιότητα 1√
x
> M του παραδείγματος 3.1.19 ισχύει κοντά στον 0 και,

ταυτόχρονα, κοντά στον 0 από δεξιά του. Δεν έχει νόημα το να ισχύει κοντά στον 0 από αριστερά
του, διότι ο 0 είναι μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του (0,+∞), του πεδίου ορισμού
της συνάρτησης 1√

x
.

Ασκήσεις.

3.1.1. Έστω a < b < c. Βρείτε τα σημεία συσσώρευσης των (a, b)∪(b, c), (a, b)∪{c+ 1
n |n ∈ N},

{(−1)n−1(1 + 1
n) |n ∈ N}, {2n + 1

m |n,m ∈ N}, { 1
n + 1

mn2 |n,m ∈ N}.

3.1.2. Αποδείξτε ότι το +∞ είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνο αν το A δεν είναι άνω
φραγμένο. Αποδείξτε ότι το −∞ είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνο αν το A δεν είναι
κάτω φραγμένο.

3.1.3. Αποδείξτε ότι το ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν και μόνο αν για κάθε
δ > 0 η περιοχή Nξ(δ) του ξ περιέχει άπειρα στοιχεία του A.

3.1.4. Έστω ξ ∈ R και A ⊆ B. Αν το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A, αποδείξτε ότι είναι
σημείο συσσώρευσης και του B.
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3.1.5. Αποδείξτε ότι κάθε ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης των συνόλων Q και R \Q.
Βρείτε τα σημεία συσσώρευσης των συνόλων (a, b) ∩Q και (a, b) \Q.

3.1.6. Έστω μη-κενό σύνολο A. Αποδείξτε ότι, αν το supA δεν ανήκει στο A, τότε είναι σημείο
συσσώρευσης του A. Ομοίως, για το infA.
Βρείτε μη-κενό σύνολο A ώστε το supA και το infA να μην είναι σημεία συσσώρευσής του.

3.1.7. Ποιό είναι το σύνολο στο οποίο έχει νόημα και ποιό το σύνολο στο οποίο ισχύει καθεμιά από
τις ανισότητες: 1

x2 > 100, x+2
|x−1| > 1000, − 1

100 <
1

x+3 <
1

100 ; Αποδείξτε ότι η πρώτη ανισότητα
ισχύει κοντά στον 0, η δεύτερη κοντά στον 1 και η τρίτη κοντά στα ±∞.
Ποιό είναι το σύνολο στο οποίο έχει νόημα και ποιό το σύνολο στο οποίο ισχύει καθεμιά από τις
ανισότητες: (−1)[1/x] < 0, x − [x] > 1

2 , sin
1
x >

1
2 ; Αποδείξτε ότι η πρώτη ανισότητα ισχύει σε

σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0, η δεύτερη σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο +∞ και η τρίτη
σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0. Αποδείξτε ότι είναι λάθος ότι η πρώτη ανισότητα ισχύει
κοντά στον 0, η δεύτερη κοντά στο +∞, η τρίτη κοντά στον 0.

3.1.8. Αποδείξτε ότι το ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν και μόνο αν υπάρχει
ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n.
Αποδείξτε ότι ο ξ ∈ R είναι από δεξιά (αριστερά) του σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν
και μόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να ισχύει xn > ξ (xn < ξ) για
κάθε n.
Έστω ξ ∈ A. Αποδείξτε ότι ο ξ είναι μεμονωμένο σημείο του A αν και μόνο αν κάθε ακολουθία
(xn) στο A με όριο ξ είναι τελικά σταθερή.

3.1.9. Έστω ιδιότητα η οποία έχει νόημα στο σύνολο A και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
Αποδείξτε ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ αν και μόνο αν υπάρχει ακο-
λουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ, ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n και ώστε ο xn να έχει την
ιδιότητα για κάθε n.
Αποδείξτε ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ από δεξιά (αριστερά) του αν
και μόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ, ώστε να ισχύει xn > ξ (xn < ξ) για
κάθε n και ώστε ο xn να έχει την ιδιότητα για κάθε n.

3.1.10. [α]1 Αποδείξτε ότι κάθε άπειρο και φραγμένο σύνολο έχει τουλάχιστον ένα σημείο συσ-
σώρευσης στο R.
[β] Αποδείξτε ότι κάθε άπειρο σύνολο έχει τουλάχιστον ένα σημείο συσσώρευσης στο R.

3.2 Όρια συναρτήσεων.

Τώρα θα δούμε τον συνοπτικό και ενιαίο ορισμό του ορίου συνάρτησης και, κατόπιν, θα τον
εξειδικεύσουμε στις διάφορες περιπτώσεις που παρουσιάζονται.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.8. Έστω f : A→ R και ξ, η ∈ R εκ των οποίων το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του
A. Λέμε ότι η f έχει όριο η στο ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ)
για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ. Πιο συνοπτικά: η f έχει όριο η στο ξ αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει
f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.
Συμβολίζουμε:

f(x) −−−→
x→ξ

η ή f(x) → η όταν x→ ξ ή lim
x→ξ

f(x) = η.

Εκτός από την έκφραση “έχει όριο η”, χρησιμοποιούμε την έκφραση “τείνει στο η” καθώς και τις
εκφράσεις “συγκλίνει στον η”, αν ο η είναι αριθμός, και “αποκλίνει στο η”, αν η = ±∞.
Αν η f δεν έχει όριο στο ξ, λέμε ότι η f αποκλίνει.

1Θεώρημα των Bolzano - Weierstrass
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Δείτε το σχήμα 13.

Μπορούμε να εκφράσουμε τον ορισμό του ορίου με απλούστερα λόγια ως εξής: η f έχει όριο η
στο ξ αν ο f(x) πλησιάζει απεριόριστα το η όταν ο x έρχεται κατάλληλα κοντά στο ξ παραμένοντας
διαφορετικός από το ξ.

Όταν limx→ξ f(x) = η, το ότι ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) για κάθε x ∈ A ∩ Nξ(δ) με x ̸= ξ
μπορούμε να το εκφράσουμε και ως εξής: η f απεικονίζει το σύνολο A∩ (Nξ(δ) \ {ξ}) μέσα στην
περιοχή Nη(ϵ) ή, ισοδύναμα,

f
(
A ∩ (Nξ(δ) \ {ξ})

)
⊆ Nη(ϵ).

Η διατύπωση του ορισμού του ορίου συνάρτησης με τα σύμβολα της μαθηματικής λογικής
έχει ως εξής:

lim
x→ξ

f(x) = η ⇔
[
∀ϵ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ A

[
(x ∈ Nξ(δ) και x ̸= ξ) ⇒ f(x) ∈ Nη(ϵ)

] ]
Ας δούμε, τώρα, τον ορισμό του ορίου συνάρτησης εξειδικευμένο στις διάφορες περιπτώσεις,

ανάλογα με το αν καθένα από τα ξ, η είναι αριθμός ή ±∞.
Περίπτωση 1: ξ ∈ R και η ∈ R.
Η f έχει όριο η στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − η| < ϵ για κάθε
x ∈ A με 0 < |x− ξ| < δ.
Περίπτωση 2: ξ ∈ R και η = +∞.
Η f έχει όριο +∞ στον ξ αν για κάθεM > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) > M για κάθε
x ∈ A με 0 < |x− ξ| < δ.
Περίπτωση 3: ξ ∈ R και η = −∞.
Η f έχει όριο−∞ στον ξ αν για κάθεM > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) < −M για κάθε
x ∈ A με 0 < |x− ξ| < δ.
Περίπτωση 4: ξ = +∞ και η ∈ R.
Η f έχει όριο η στο +∞ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − η| < ϵ για
κάθε x ∈ A με x > N .
Περίπτωση 5: ξ = +∞ και η = +∞.
Η f έχει όριο +∞ στο +∞ αν για κάθεM > 0 υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει f(x) > M για
κάθε x ∈ A με x > N .
Περίπτωση 6: ξ = +∞ και η = −∞.
Η f έχει όριο −∞ στο +∞ αν για κάθεM > 0 υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει f(x) < −M για
κάθε x ∈ A με x > N .
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Περίπτωση 7: ξ = −∞ και η ∈ R.
Η f έχει όριο η στο −∞ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − η| < ϵ για
κάθε x ∈ A με x < −N .
Περίπτωση 8: ξ = −∞ και η = +∞.
Η f έχει όριο +∞ στο −∞ αν για κάθεM > 0 υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει f(x) > M για
κάθε x ∈ A με x < −N .
Περίπτωση 9: ξ = −∞ και η = −∞.
Η f έχει όριο −∞ στο −∞ αν για κάθεM > 0 υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει f(x) < −M για
κάθε x ∈ A με x < −N .

Όταν θα γράφουμε limx→ξ f(x) = η χωρίς άλλη διευκρίνηση, θα εννοούμε ότι το όριο η είναι
στοιχείο του R, αλλά και ότι το ξ είναι στοιχείο του R.

Για να έχει νόημα η ύπαρξη ή η μη-ύπαρξη του ορίου limx→ξ f(x) προϋποτίθεται ότι το ξ ∈ R
είναι σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού της f . Πρέπει να πούμε ότι οι περισσότερες συναρ-
τήσεις που εμφανίζονται στην πράξη έχουν ως πεδίο ορισμού κάποιο διάστημα, το οποίο δεν είναι
μονοσύνολο, ή κάποια πεπερασμένη ένωση τέτοιων διαστημάτων. Σε μια τέτοια περίπτωση ένας
ξ αποτελεί σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού αν είναι εσωτερικό σημείο ή άκρο ένός του-
λάχιστον από τα διαστήματα που αποτελούν το πεδίο ορισμού της συνάρτησης. Για παράδειγμα,
αν το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης f είναι το (a, b], τότε η ύπαρξη ή όχι του limx→ξ f(x) έχει
νόημα μόνο για τους ξ που ανήκουν στο [a, b]. Ανάλογα, αν το πεδίο ορισμού μιας f είναι το
(a, b)∪ (b,+∞), τότε η ύπαρξη ή όχι του limx→ξ f(x) έχει νόημα μόνο για τα ξ που ανήκουν στο
[a,+∞]. Και, αν το πεδίο ορισμού μιας f είναι το (−∞, b]∪ {c} ∪ (d, e], όπου b < c < d, τότε η
ύπαρξη ή όχι του limx→ξ f(x) έχει νόημα μόνο για τα ξ που ανήκουν στο [−∞, b] ∪ [d, e] και όχι
για τον c, ο οποίος δεν είναι σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού.

Παράδειγμα 3.2.1. Τώρα θα δούμε παράδειγμα συνάρτησης με σχετικά απλό τύπο αλλά με κάπως
περίπλοκο πεδίο ορισμού. Θεωρούμε την συνάρτηση που ορίζεται με τον τύπο

f(x) =
(
x sin 1

x

)1/2
.

Το πεδίο ορισμού A της f προκύπτει λύνοντας την x sin 1
x ≥ 0 και εύκολα βρίσκουμε ότι

A =
(
−∞,− 1

π

]
∪
∪+∞

n=1

[
− 1

2nπ ,−
1

(2n+1)π

]
∪
∪+∞

n=1

[
1

(2n+1)π ,
1

2nπ

]
∪
[
1
π ,+∞

)
.

Παρατηρούμε ότι το A βρίσκεται και στις δύο μεριές του 0 και αποτελείται από άπειρα συμμε-
τρικά ως προς τον 0 διαστήματα τα οποία προσεγγίζουν απεριόριστα τον 0. Δηλαδή, ο 0 είναι (και
από τις δύο μεριές του) σημείο συσσώρευσης του A και, επομένως, έχει νόημα η ύπαρξη ή η μη-
ύπαρξη του ορίου limx→0 f(x). Στην επόμενη ενότητα θα δούμε πολύ εύκολα ότι το όριο αυτό
υπάρχει και είναι ίσο με 0.
Παρατηρήστε ότι εκτός από τα άπειρα διαστήματα στα οποία είναι ορισμένη η f , υπάρχουν και
άπειρα άλλα συμπληρωματικά διαστήματα και στις δύο μεριές του 0 τα οποία προσεγγίζουν απε-
ριόριστα τον 0 και στα οποία δεν είναι ορισμένη η f . Τα διαστήματα ορισμού και τα διαστήματα
μη-ορισμού της f εναλλάσσονται διαρκώς πλησιάζοντας τον 0 και από τις δύο μεριές του και, επο-
μένως, δεν υπάρχει κανένα διάστημα με άκρο τον 0, είτε δεξιά είτε αριστερά του 0, στο οποίο να
είναι ορισμένη η f .

Τώρα θα κάνουμε μερικές παρατηρήσεις ανάλογες εκείνων που είχαμε κάνει για τον ορισμό
του ορίου ακολουθίας. Για να αποδείξουμε ότι limx→ξ f(x) = η όταν ξ, η ∈ R, θεωρούμε έναν
τυχόντα ϵ > 0 και προσπαθούμε να αποδείξουμε την ύπαρξη ενός δ > 0 (ο οποίος εξαρτάται από
τον ϵ) τέτοιου ώστε

το 0 < |x− ξ| < δ να συνεπάγεται (⇒) το |f(x)− η| < ϵ

ή, ισοδύναμα, ώστε

το |f(x)− η| < ϵ να συνεπάγεται από (⇐) το 0 < |x− ξ| < δ.
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Φυσικά, για να έχουν νόημα όλα τα παραπάνω, εργαζόμαστε με την υπόθεση ότι ο x ανήκει και
στο πεδίο ορισμού της f .
Η τακτική που ακολουθούμε είναι να ξεκινήσουμε από την ανισοτική σχέση |f(x)−η| < ϵ και να
καταλήξουμε στην 0 < |x − ξ| < δ (δηλαδή, να λύσουμε ως προς x) περνώντας από διαδοχικές
ενδιάμεσες σχέσεις έτσι ώστε: αφ’ ενός κάθε επόμενη σχέση να συνεπάγεται την προηγούμενή της
σχέση και αφ’ ετέρου κάθε επόμενη σχέση να είναι απλούστερη από την προηγούμενή της σχέση.
Σε όλη τη διαδικασία πρέπει η μεταβλητή x να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης.

Τα ανάλογα μπορούμε να πούμε και για κάθε άλλη περίπτωση ορίου.

Παράδειγμα 3.2.2. Θα αποδείξουμε ότι limx→4(3x+ 2) = 14.
Έστω ϵ > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε για κάθε x με 0 < |x− 4| < δ να ισχύει |(3x+2)− 14| < ϵ.
Το |(3x+2)−14| < ϵ συνεπάγεται από το |3x−12| < ϵ κι αυτό συνεπάγεται από το |x−4| < ϵ

3 .
Με σύμβολα:

|(3x+ 2)− 14| < ϵ ⇐ |3x− 12| < ϵ ⇐ |x− 4| < ϵ
3 .

Προφανώς, αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ ϵ
3 , τότε για κάθε x με 0 < |x− 4| < δ

ισχύει |x− 4| < ϵ
3 και, λόγω των αντίστροφων συνεπαγωγών, |(3x+ 2)− 14| < ϵ. Με σύμβολα:

0 < |x− 4| < δ ⇒ |x− 4| < ϵ
3 ⇒ |3x− 12| < ϵ ⇒ |(3x+ 2)− 14| < ϵ.

Τώρα ένα λίγο πιο περίπλοκο όριο.

Παράδειγμα 3.2.3. Θα αποδείξουμε ότι limx→2
x2+1
x−1 = 5.

Έστω ϵ > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει |x2+1
x−1 − 5| < ϵ για κάθε x ̸= 1 με 0 < |x− 2| < δ.

Βάζουμε τον περιορισμό x ̸= 1, διότι ο x πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισμού της x2+1
x−1 .

Το |x2+1
x−1 − 5| < ϵ συνεπάγεται από το |x

2−5x+6|
|x−1| < ϵ κι αυτό συνεπάγεται από το |x−2||x−3||x−1| < ϵ.

Τώρα διαπιστώνουμε ότι η τελευταία ανισότητα είναι κάπως άβολο να λυθεί ως προς x, οπότε θα
εφαρμόσουμε κάποια τεχνική ήδη γνωστή μας από ανάλογες περιπτώσεις με υπολογισμούς ορίων
ακολουθιών: θα αντικαταστήσουμε την ποσότητα |x−2||x−3||x−1| με κάποια μεγαλύτερη και απλού-
στερη. Συγχρόνως, επειδή ο παρονομαστής |x − 1| μηδενίζεται όταν x = 1, θα προσπαθήσουμε
να πάρουμε τον δ έτσι ώστε από την 0 < |x−2| < δ να προκύπτει ότι ο x είναι μακρυά από τον 1.
Αυτό είναι εφικτό: αν ο x είναι κοντά στον 2, τότε είναι μακρυά από τον 1. Πράγματι, αν επιλέξουμε
οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ 1

2 , τότε από το 0 < |x − 2| < δ συνεπάγεται το |x − 2| < 1
2 και,

επειδή η απόσταση ανάμεσα στους 1 και 2 είναι ίση με 1, συνεπάγεται το |x− 1| > 1
2 . Επιπλέον,

αν ο x είναι κοντά στον 2, τότε δεν είναι πολύ μακρυά από τον 3. Πράγματι, επειδή η απόσταση
ανάμεσα στους 3 και 2 είναι ίση με 1, από το |x− 2| < 1

2 συνεπάγεται το |x− 3| < 3
2 .

Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ 1
2 , τότε από το 0 < |x− 2| < δ συνεπάγεται το

|x−2||x−3|
|x−1| < |x−2|(3/2)

1/2 = 3|x− 2|.

Με άλλα λόγια:

0 < δ ≤ 1
2 : 0 < |x− 2| < δ ⇒ |x−2||x−3|

|x−1| < 3|x− 2|. (3.1)

Τώρα έχουμε ότι από το |x−2| < ϵ
3 συνεπάγεται το 3|x−2| < ϵ. Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε

δ ώστε 0 < δ ≤ ϵ
3 , τότε από το 0 < |x− 2| < δ συνεπάγεται το 3|x− 2| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ ϵ
3 : 0 < |x− 2| < δ ⇒ 3|x− 2| < ϵ. (3.2)

Άρα, συνολικά, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1
2 και δ ≤ ϵ

3 , τότε συνδυάζουμε τις
(3.1) και (3.2) ως εξής: από το 0 < |x − 2| < δ συνεπάγεται το |x−2||x−3||x−1| < 3|x − 2| (επειδή
δ ≤ 1

2 ) καθώς και το 3|x− 2| < ϵ (επειδή δ ≤ ϵ
3 ) και, επομένως, το

|x−2||x−3|
|x−1| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ min{1
2 ,

ϵ
3} : 0 < |x− 2| < δ ⇒

{
|x−2||x−3|
|x−1| < 3|x− 2|
3|x− 2| < ϵ

}
⇒ |x−2||x−3|

|x−1| < ϵ.
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Τώρα θα δούμε μερικά βασικά όρια. Στα δύο πρώτα παρατηρήστε ότι τα επιχειρήματα είναι
διατυπωμένα με την ορολογία των περιοχών και δεν ξεχωρίζουμε τις περιπτώσεις ξ ∈ R και ξ =
±∞ (και τις ανάλογες περιπτώσεις για το η).

Παράδειγμα 3.2.4. Έστω η σταθερή συνάρτηση c. Για κάθε ξ ∈ R ισχύει

lim
x→ξ

c = c.

Έστω ϵ > 0. Βλέπουμε ότι για κάθε x ισχύει |c− c| = 0 < ϵ. Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε
οποιονδήποτε δ > 0 (για παράδειγμα, δ = 1) και τότε για κάθε x ∈ Nξ(δ) με x ̸= ξ ισχύει
|c− c| = 0 < ϵ.

Παράδειγμα 3.2.5. Για κάθε ξ ∈ R, θα αποδείξουμε ότι

lim
x→ξ

x = ξ.

Έστω ϵ > 0. Πρέπει να βρούμε δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ Nξ(δ) με x ̸= ξ να ισχύει x ∈ Nξ(ϵ).
Τώρα, προφανώς, παίρνοντας οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ ϵ έχουμε ότι Nξ(δ) ⊆ Nξ(ϵ).
Επομένως, για κάθε x ∈ Nξ(δ) με x ̸= ξ ισχύει x ∈ Nξ(ϵ).

Παράδειγμα 3.2.6. Θα αποδείξουμε ότι

limx→+∞
1
x = 0, limx→−∞

1
x = 0.

Για το πρώτο όριο, έστω ϵ > 0. Θα βρούμε N > 0 ώστε να ισχύει | 1x − 0| < ϵ για κάθε x > N .
Το | 1x−0| < ϵ συνεπάγεται από το 1

|x| < ϵ κι αυτό συνεπάγεται από το |x| > 1
ϵ κι αυτό συνεπάγεται

από το x > 1
ϵ . Άρα, αν επιλέξουμε οποιονδήποτε N ≥ 1

ϵ , τότε για κάθε x > N ισχύει x > 1
ϵ και,

επομένως, | 1x − 0| < ϵ.
Για το δεύτερο όριο, έστω ϵ > 0. Θα βρούμεN > 0 ώστε να ισχύει | 1x −0| < ϵ για κάθε x < −N .
Το | 1x−0| < ϵ συνεπάγεται από το 1

|x| < ϵ κι αυτό συνεπάγεται από το |x| > 1
ϵ κι αυτό συνεπάγεται

από το x < −1
ϵ . Άρα, αν επιλέξουμε οποιονδήποτεN ≥ 1

ϵ , τότε για κάθε x < −N ισχύει x < −1
ϵ

και, επομένως, | 1x − 0| < ϵ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.9. Έστω f : A → R, ξ από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του A και η ∈ R.
Λέμε ότι η f έχει αριστερό πλευρικό όριο η στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
f(x) ∈ Nη(ϵ) για κάθε x ∈ A∩Nξ−(δ) με x ̸= ξ. Πιο συνοπτικά: η f έχει αριστερό πλευρικό όριο
η στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ από αριστερά του.
Συμβολίζουμε:

f(x) −−−−→
x→ξ−

η ή f(x) → η όταν x→ ξ − ή lim
x→ξ−

f(x) = η.

Έστω f : A → R, ξ από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A και η ∈ R. Λέμε ότι η f έχει δεξιό
πλευρικό όριο η στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) για κάθε
x ∈ A∩Nξ+(δ) με x ̸= ξ. Πιο συνοπτικά: η f έχει δεξιό πλευρικό όριο η στον ξ αν για κάθε ϵ > 0
ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ από δεξιά του.
Συμβολίζουμε:

f(x) −−−−→
x→ξ+

η ή f(x) → η όταν x→ ξ + ή lim
x→ξ+

f(x) = η.

Με άλλα λόγια: η f τείνει στο η από τα δεξιά (αριστερά) του ξ αν ο f(x) πλησιάζει απεριόριστα
το η όταν ο x έρχεται κατάλληλα κοντά στον ξ παραμένοντας στην δεξιά (αριστερή) μεριά του ξ.

Για να έχει νόημα η ύπαρξη ή η μη-ύπαρξη του limx→ξ+ f(x) προϋποτίθεται ότι ο ξ είναι από
δεξιά του σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού της f ενώ για την ύπαρξη ή την μη-ύπαρξη του
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limx→ξ− f(x) προϋποτίθεται ότι ο ξ είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορι-
σμού της f . Θα ξαναπούμε ότι οι περισσότερες συναρτήσεις που εμφανίζονται στην πράξη έχουν
ως πεδίο ορισμού κάποιο διάστημα, το οποίο δεν είναι μονοσύνολο, ή κάποια πεπερασμένη ένωση
τέτοιων διαστημάτων. Σε μια τέτοια περίπτωση ένας ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης
του πεδίου ορισμού αν είναι εσωτερικό σημείο ή αριστερό άκρο ενός τουλάχιστον από τα διαστή-
ματα που αποτελούν το πεδίο ορισμού ενώ ένας ξ είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης
του πεδίου ορισμού αν είναι εσωτερικό σημείο ή δεξιό άκρο ενός τουλάχιστον από τα διαστήματα
που αποτελούν το πεδίο ορισμού.

Παράδειγμα 3.2.7. Θα αποδείξουμε ότι

limx→0− signx = limx→0−
x
|x| = −1, limx→0+ signx = limx→0+

x
|x| = 1.

Έστω ϵ > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει
∣∣ x
|x| − (−1)

∣∣ < ϵ για κάθε x με −δ < x < 0.
Παρατηρούμε ότι, αν x < 0, τότε ισχύει x

|x| = −1, οπότε
∣∣ x
|x| +1

∣∣ = 0. Επιλέγουμε οποιονδήποτε
δ > 0 και τότε για κάθε x με −δ < x < 0 ισχύει

∣∣ x
|x| + 1

∣∣ < ϵ.
Έστω ϵ > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει

∣∣ x
|x| − 1

∣∣ < ϵ για κάθε x με 0 < x < δ.
Παρατηρούμε ότι, αν x > 0, τότε ισχύει x

|x| = 1, οπότε
∣∣ x
|x| − 1

∣∣ = 0. Επιλέγουμε οποιονδήποτε
δ > 0 και τότε για κάθε x με 0 < x < δ ισχύει

∣∣ x
|x| − 1

∣∣ < ϵ.

Παράδειγμα 3.2.8. Θα αποδείξουμε ότι

limx→0−
1
x = −∞, limx→0+

1
x = +∞.

ΈστωM > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει 1
x < −M για κάθε x με −δ < x < 0.

Το 1
x < −M συνεπάγεται από το − 1

M < x < 0. Θεωρούμε οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ 1
M και

τότε για κάθε x με −δ < x < 0 ισχύει − 1
M < x < 0 και, επομένως, 1

x < −M .
ΈστωM > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει 1

x > M για κάθε x με 0 < x < δ.
Το 1

x > M συνεπάγεται από το 0 < x < 1
M . Θεωρούμε οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ 1

M και
τότε για κάθε x με 0 < x < δ ισχύει 0 < x < 1

M και, επομένως, 1
x > M .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.1. Έστω f : A → R και ξ ∈ R από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσ-
σώρευσης του A. Τότε το όριο της f στον ξ υπάρχει αν και μόνο αν και τα δύο πλευρικά όρια της
f στον ξ υπάρχουν και είναι ίσα και, σ’ αυτήν την περίπτωση, limx→ξ f(x) = limx→ξ− f(x) =
limx→ξ+ f(x).

Απόδειξη. Έστω limx→ξ f(x) = η ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ. Άρα ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ από
αριστερά του και κοντά στον ξ από δεξιά του.
Άρα limx→ξ− f(x) = η και limx→ξ+ f(x) = η.
Αντιστρόφως, έστω limx→ξ− f(x) = limx→ξ+ f(x) = η ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ από αριστερά του και κοντά στον ξ από
δεξιά του. Άρα ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ.
Άρα limx→ξ f(x) = η.

Παράδειγμα 3.2.9. Το limx→0 signx = limx→0
x
|x| δεν υπάρχει, διότι τα πλευρικά όρια είναι δια-

φορετικά.

Παράδειγμα 3.2.10. Ομοίως, το limx→0
1
x δεν υπάρχει.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.2. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R.
[α] Έστω ότι ο ξ είναι μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A. Τότε το όριο της f στον ξ
υπάρχει αν και μόνο αν το δεξιό πλευρικό όριο της f στον ξ υπάρχει και, σ’ αυτήν την περίπτωση,
limx→ξ f(x) = limx→ξ+ f(x).
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[β] Έστω ότι ο ξ είναι μόνο από αριστερά του σημείο συσσώρευσης τουA. Τότε το όριο της f στον ξ
υπάρχει αν και μόνο αν το αριστερό πλευρικό όριο της f στον ξ υπάρχει και, σ’ αυτήν την περίπτωση,
limx→ξ f(x) = limx→ξ− f(x).

Απόδειξη. [α] Έστω limx→ξ+ f(x) = η ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ από δεξιά του. Άρα ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ)
κοντά στον ξ.
Άρα limx→ξ f(x) = η.
Αντιστρόφως, έστω limx→ξ f(x) = η ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ, οπότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον ξ
από δεξιά του.
Άρα limx→ξ+ f(x) = η.
[β] Ομοίως.

Παράδειγμα 3.2.11. Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 2
x+|x| είναι το (0,+∞) και στο (0,+∞) η

2
x+|x| ταυτίζεται με την

2
x+x = 1

x . Επειδή, όπως έχουμε αποδείξει, είναι limx→0+
1
x = +∞, συνε-

πάγεται limx→0+
2

x+|x| = +∞. Τέλος, επειδή ο 0 είναι μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης
του (0,+∞) συμπεραίνουμε ότι limx→0

2
x+|x| = limx→0+

2
x+|x| = +∞.

3.2.1 Ασύμπτωτες ευθείες.

Ας μιλήσουμε λίγο και για τη σχέση του ορίου με το γράφημα μιας συνάρτησης.
Έστω ξ ∈ R και limx→ξ f(x) = η. Θεωρούμε ότι ο x πλησιάζει τον ξ παραμένοντας δια-

φορετικός από τον ξ και διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις. (i) Αν η ∈ R, το σημείο (x, f(x)) του
γραφήματος της f πλησιάζει το σημείο (ξ, η), δηλαδή πλησιάζει σε ύψος η την κατακόρυφη ευ-
θεία με εξίσωση x = ξ. (ii) Αν η = +∞, το σημείο (x, f(x)) ανεβαίνει απεριόριστα ψηλά, οπότε
πλησιάζει σε απεριόριστα μεγάλο θετικό ύψος την κατακόρυφη ευθεία x = ξ. (iii) Τέλος, αν
η = −∞, το σημείο (x, f(x)) κατεβαίνει απεριόριστα χαμηλά, οπότε πλησιάζει σε απεριόριστα
μεγάλο αρνητικό ύψος την κατακόρυφη ευθεία x = ξ. Σε κάθε περίπτωση, το σημείο (x, f(x))
παραμένει εκτός της ευθείας x = ξ, διότι ο x είναι διαφορετικός του ξ.

Στις δύο τελευταίες περιπτώσεις, δηλαδή αν ξ ∈ R και limx→ξ f(x) = ±∞, η κατακόρυφη
ευθεία με εξίσωση x = ξ χαρακτηρίζεται κατακόρυφη ασύμπτωτη του γραφήματος της f .

Έχουμε ανάλογες διατυπώσεις για τα πλευρικά όρια στον ξ. Στην περίπτωση του limx→ξ+ f(x)
η μόνη αλλαγή στα προηγούμενα είναι ότι το σημείο (x, f(x)) παραμένει δεξιά της κατακόρυφης
ευθείας x = ξ ενώ στην περίπτωση του limx→ξ− f(x) το σημείο (x, f(x)) παραμένει αριστερά
της κατακόρυφης ευθείας x = ξ. Γενικότερα:

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.10. Η ευθεία με εξίσωση x = ξ χαρακτηρίζεται κατακόρυφη ασύμπτωτη του γρα-
φήματος της f σε οποιαδήποτε από τις περιπτώσεις: limx→ξ± f(x) = ±∞, limx→ξ± f(x) = ∓∞.

Κατόπιν, έστω η ∈ R και limx→+∞ f(x) = η. Τότε, καθώς ο x απομακρύνεται προς τα δεξιά,
το σημείο (x, f(x)) του γραφήματος της f απομακρύνεται κι αυτό προς τα δεξιά και πλησιάζει
την οριζόντια ευθεία με εξίσωση y = η. Ομοίως, αν limx→−∞ f(x) = η, τότε, καθώς ο x απο-
μακρύνεται προς τα αριστερά, το σημείο (x, f(x)) απομακρύνεται κι αυτό προς τα αριστερά και
πλησιάζει την οριζόντια ευθεία y = η.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.11. Αν η ∈ R και limx→+∞ f(x) = η ή limx→−∞ f(x) = η, τότε η οριζόντια ευθεία
με εξίσωση y = η χαρακτηρίζεται οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞ ή στο −∞, αντιστοίχως, του
γραφήματος της f .

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.12. Η ευθεία l με εξίσωση y = µx+ ν χαρακτηρίζεται (πλάγια) ασύμπτωτη ευθεία
στο −∞ ή στο +∞ του γραφήματος της f αν, αντιστοίχως, limx→−∞(f(x) − µx − ν) = 0 ή
limx→+∞(f(x)− µx− ν) = 0.
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Αυτά σημαίνουν ότι το σημείο (x, f(x)) του γραφήματος της f και το αντίστοιχο σημείο
(x, µx + ν) της l (ο ίδιος x και στα δύο σημεία) πλησιάζουν το ένα το άλλο καθώς κινούνται
προς τα αριστερά ή προς τα δεξιά, αντιστοίχως. Πιο απλά: το γράφημα της συνάρτησης προσεγ-
γίζει την ευθεία l κοντά στο −∞ ή στο +∞.

Παρατηρήστε ότι οι οριζόντιες ασύμπτωτες ευθείες είναι, απλώς, πλάγιες ασύμπτωτες ευθείες
με συντελεστή µ = 0.

Στην επόμενη ενότητα θα μάθουμε τον τρόπο να βρίσκουμε, όταν υπάρχουν, τις πλάγιες ασύμ-
πτωτες ευθείες του γραφήματος μιας συνάρτησης.

Ασκήσεις.

3.2.1. Έχουν νόημα τα limx→0−
1

x+|x| , limx→1
1√

3x2+2x−6 , limx→0

√
−x2, limx→3+

√
18− 2x2,

limx→1− log(x2 − 1), limx→−∞(x+ 2)6/4 ;
Προσέξτε: η ερώτηση είναι αν έχουν νόημα τα όρια και όχι αν υπάρχουν ή ποιά είναι η τιμή τους.
Αποδείξτε ότι τα limx→+∞

1
sinx , limx→0

1
sin(1/x) , limx→+∞ log sinx, limx→0 log sin 1

x έχουν νό-
ημα.

3.2.2. Αποδείξτε βάσει των ορισμών ότι limx→2 3x = 6, limx→1(
1
x + 1) = 2, limx→1 x

2 = 1,
limx→1

3x
(x−1)2 = +∞, limx→2+

x
2−x = −∞, limx→±∞

x−3
2x+1 = 1

2 , limx→±∞(3x2 + x) = +∞.

3.2.3. ΈστωA ⊆ B και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA, οπότε, σύμφωνα με την άσκηση 3.1.4,
το ξ είναι σημείο συσσώρευσης και του B. Έστω g : B → R και limx→ξ g(x) = η ∈ R. Έστω
f : A → R ο περιορισμός της g στο A, δηλαδή f(x) = g(x) για κάθε x ∈ A. Αποδείξτε ότι
limx→ξ f(x) = η.

3.2.4. 2 Έστω A ∩ B = ∅ και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και του B. Αν f : A → R και

g : B → R, ορίζουμε h : A ∪ B → R με τύπο h(x) =

{
f(x), αν x ∈ A

g(x), αν x ∈ B
Αποδείξτε ότι το

limx→ξ h(x) υπάρχει αν και μόνο αν τα limx→ξ f(x), limx→ξ g(x) υπάρχουν και είναι ίσα και ότι,
σ’ αυτήν την περίπτωση, limx→ξ h(x) = limx→ξ f(x) = limx→ξ g(x).

3.2.5. 3 Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) = η είναι λάθος αν και μόνο αν υπάρχει ϵ > 0 ώστε να ισχύει
f(x) /∈ Nη(ϵ) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ.
Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) = η είναι λάθος αν και μόνο αν υπάρχει ϵ > 0 ώστε για κάθε δ > 0
να υπάρχει x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ ώστε f(x) /∈ Nη(ϵ).
Εξειδικεύστε (με ανισότητες κ.τ.λ.) στις εννέα περιπτώσεις ορίων.

3.2.6. 4 Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και έστω ϵ0 > 0. Αποδείξτε ότι
limx→ξ f(x) = η αν και μόνο αν για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.

3.2.7. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Έστω ότι υπάρχει δ > 0 ώστε για
κάθε ϵ > 0 να ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ. Τί συμπεραίνετε;

3.3 Ιδιότητες σχετικές με όρια συναρτήσεων.

Για όλες τις ιδιότητες ορίων ακολουθιών υπάρχουν αντίστοιχες ιδιότητες ορίων συναρτήσεων.
Αυτό είναι φανερό με μια απλή αντιπαραβολή αυτής της ενότητας με την ενότητα 2.3.

2Η συνάρτηση h αποτελεί “συγκόλληση” των συναρτήσεων f και g.
3Αναλυτικές διατυπώσεις της άρνησης του ορίου.
4Ισοδύναμος ορισμός του ορίου. Όπως και στην ανάλογη άσκηση 2.2.7 για όρια ακολουθιών: στον ορισμό του ορίου

μπορούμε να περιοριστούμε σε ϵ > 0 οι οποίοι δεν ξεπερνούν έναν αυθαίρετα προεπιλεγμένο ϵ0 > 0.
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Πριν προχωρήσουμε, θα κάνουμε μια παρατήρηση για τα συμπεράσματα αυτής της ενότητας
σε σχέση με πλευρικά όρια. Χάριν συντομίας, όλα τα συμπεράσματα διατυπώνονται για όρια (δη-
λαδή για x → ξ) αλλά ισχύουν και για πλευρικά όρια (δηλαδή για x → ξ+ και x → ξ−) με την
ανάλογη διατύπωση. Απλώς αλλάζουμε το “σημείο συσσώρευσης” σε “από δεξιά (αριστερά) του
σημείο συσσώρευσης”, το limx→ξ σε limx→ξ+ (limx→ξ−), το “κοντά στο ξ” σε “κοντά στον ξ από
δεξιά (αριστερά) του” και το “σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ” σε “σε σημεία όσο θέλουμε
κοντά στον ξ από δεξιά (αριστερά) του”.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.3. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι οι f , g
ταυτίζονται κοντά στο ξ. Αν η μία από τις f , g έχει κάποιο όριο στο ξ, τότε και η άλλη έχει το ίδιο
όριο στο ξ.

Απόδειξη. Έστω limx→ξ f(x) = η ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ. Επίσης, ισχύει f(x) = g(x) κοντά στο ξ,
οπότε ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) και f(x) = g(x) και, επομένως, g(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.
Άρα limx→ξ g(x) = η.

Δηλαδή, η οριακή συμπεριφορά μιας συνάρτησης στο ξ δεν επηρεάζεται από τις τιμές της
συνάρτησης μακρυά από το ξ αλλά μόνο από τις τιμές της σε μια περιοχή του ξ (χωρίς το ξ), η
οποία (περιοχή) μπορεί να είναι οσοδήποτε μικρή.

Παράδειγμα 3.3.1. Έστω f(x) =

{
1/x, αν 0 < |x| < 10−4

x, αν x = 0 ή |x| ≥ 10−4
Επειδή ισχύει f(x) = 1

x κοντά

στον 0 και το limx→0
1
x δεν υπάρχει, συνεπάγεται ότι ούτε το limx→0 f(x) υπάρχει.

Παράδειγμα 3.3.2. Έστω f(x) =

{
1/x, αν x > 10100

x, αν x ≤ 10100
Επειδή ισχύει f(x) = 1

x κοντά στο+∞

και limx→+∞
1
x = 0, συνεπάγεται limx→+∞ f(x) = 0. Επειδή ισχύει f(x) = x κοντά στο −∞

και limx→−∞ x = −∞, συνεπάγεται limx→−∞ f(x) = −∞.

3.3.1 Από ανισότητες ορίων σε ανισότητες τιμών.

Η πρόταση 3.4 περιγράφει πώς βγάζουμε συμπεράσματα για ανισοτικές σχέσεις των τιμών μιας
συνάρτησης κοντά στο ξ από ανάλογες ανισοτικές σχέσεις του ορίου της στο ξ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.4. Έστω f : A→ R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και limx→ξ f(x) = η ∈ R.
[α] Αν η > u, τότε ισχύει f(x) > u κοντά στο ξ.
[β] Αν η < l, τότε ισχύει f(x) < l κοντά στο ξ.
[γ] Αν u < η < l, τότε ισχύει u < f(x) < l κοντά στο ξ.

Απόδειξη. [α] Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε ολόκληρη η περιοχήNη(ϵ)
να είναι δεξιά του u. Επειδή ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) > u
κοντά στο ξ.
[β] Θεωρούμε έναν ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε ολόκληρη η περιοχήNη(ϵ) να είναι αριστερά του l.
Επειδή ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) < l κοντά στο ξ.
[γ] Θεωρούμε ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε ολόκληρη η περιοχή Nη(ϵ) να είναι ανάμεσα στους u, l.
Επειδή ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ, συνεπάγεται ότι ισχύει u < f(x) < l κοντά στο ξ.

Παράδειγμα 3.3.3. Έστω η συνάρτηση f(x) = x5+1
2x5−x3+x2+8x+1

. Θα μάθουμε λίγο αργότερα να
υπολογίζουμε όρια όπως το limx→−∞ f(x) =

1
2 = 0.5. Αν δεχτούμε αυτό το όριο, και πάρουμε

τους αριθμούς 0.4999999 και 0.5000001, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι υπάρχει κάποιοςN > 0
ώστε να ισχύει 0.4999999 < f(x) < 0.5000001 στο διάστημα (−∞,−N). Δηλαδή, οι τιμές της
συνάρτησης σε κάποιο διάστημα κοντά στο−∞ κυμαίνονται σε ένα πολύ μικρό διάστημα εύρους
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±0.0000001 γύρω από την οριακή τιμή 0.5. Φυσικά, το να βρούμε μια συγκεκριμένη τιμή του
N ώστε να ισχύει κάτι τέτοιο απαιτεί ιδιαίτερη εργασία, διότι ο τύπος της συνάρτησης δεν είναι
απλός. Αν θέλουμε, μπορούμε να πούμε τα ίδια σχετικά με την κύμανση των τιμών της συνάρτησης
κοντά στο −∞, παίρνοντας ένα ακόμη πιο μικρό διάστημα, για παράδειγμα εύρους ±10−1000

γύρω από την οριακή τιμή 0.5. Βέβαια, τότε ο αντίστοιχος N θα είναι διαφορετικός (και μάλλον
πολύ-πολύ μεγαλύτερος) από τον προηγούμενο N .

Η πρόταση 3.5 εκφράζει τη μοναδικότητα του ορίου. Επομένως, μπορούμε να μιλάμε για το
όριο συνάρτησης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.5. Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Το όριο της f στο ξ, αν
υπάρχει, είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι η f έχει δύο διαφορετικά όρια a, b στο ξ.
Θεωρούμε έναν ϵ > 0 αρκετά μικρό ώστε οι περιοχέςNa(ϵ) καιNb(ϵ) να είναι ξένες. Τότε ισχύει
f(x) ∈ Na(ϵ) κοντά στο ξ και ισχύει f(x) ∈ Nb(ϵ) κοντά στο ξ. Άρα ισχύει f(x) ∈ Na(ϵ) και
f(x) ∈ Nb(ϵ) κοντά στο ξ. Άτοπο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.6. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
[α] Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R, τότε η f είναι φραγμένη κοντά στο ξ.
[β] Αν limx→ξ f(x) = +∞, τότε η f είναι κάτω φραγμένη κοντά στο ξ αλλά είναι λάθος ότι είναι
άνω φραγμένη κοντά στο ξ.
[γ] Αν limx→ξ f(x) = −∞, τότε η f είναι άνω φραγμένη κοντά στο ξ αλλά είναι λάθος ότι είναι
κάτω φραγμένη κοντά στο ξ.

Απόδειξη. [α] Θεωρούμε δύο οποιουσδήποτε αριθμούς l και u ώστε l < η < u, για παράδειγμα
τους l = η − 1, u = η + 1. Σύμφωνα με την πρόταση 3.4, ισχύει l < f(x) < u κοντά στο ξ. Άρα
η f είναι φραγμένη κοντά στο ξ.
[β] Παίρνουμε οποιονδήποτε l και τότε ισχύει f(x) > l κοντά στο ξ, οπότε η f είναι κάτω φραγ-
μένη κοντά στο ξ.
Επίσης, για κάθε l ισχύει f(x) > l κοντά στο ξ. Αρα κανένας l δεν είναι άνω φράγμα της f κοντά
στο ξ, οπότε είναι λάθος ότι η f είναι άνω φραγμένη κοντά στο ξ.
[γ] Ομοίως.

Παράδειγμα 3.3.4. Ισχύει limx→+∞
1
x = 0. Άρα η συνάρτηση 1

x είναι φραγμένη κοντά στο +∞.
Αυτό δεν σημαίνει ότι η 1

x είναι φραγμένη στο πεδίο ορισμού της. Η 1
x δεν είναι φραγμένη στο

R\{0} ούτε καν στο (0,+∞). Υπάρχει, όμως, διάστημα (N,+∞) στο οποίο η 1
x είναι φραγμένη.

Αυτό ελέγχεται εύκολα επειδή η συνάρτηση έχει απλό τύπο. Για παράδειγμα, ισχύει 0 ≤ 1
x ≤ 1

για κάθε x ∈ (1,+∞).

3.3.2 Από ανισότητες τιμών σε ανισότητες ορίων.

Η πρόταση 3.7 περιγράφει πώς βγάζουμε συμπεράσματα για ανισοτικές σχέσεις του ορίου μιας
συνάρτησης στο ξ από ανάλογες ανισοτικές σχέσεις των τιμών της κοντά στο ξ. Τα πρώτα δύο συ-
μπεράσματα της πρότασης 3.7 είναι ισοδύναμα με τα αντίστοιχα συμπεράσματα της πρότασης 3.4.
Το τρίτο συμπέρασμα είναι ένα χρήσιμο κριτήριο μη-ύπαρξης ορίου: αν υπάρχουν δύο αριθμοί που
χωρίζουν τις τιμές μιας συνάρτησης σε κάποια σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ από τις τιμές της σε
κάποια άλλα σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ, τότε η συνάρτηση δεν έχει όριο στο ξ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.7. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
[α] Αν ισχύει f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ και limx→ξ f(x) = η ∈ R, τότε η ≥ l.
[β] Αν ισχύει f(x) ≤ u σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ και limx→ξ f(x) = η ∈ R, τότε η ≤ u.
[γ] Αν u < l και ισχύει f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ και ισχύει f(x) ≤ u σε σημεία
όσο θέλουμε κοντά στο ξ, τότε η f δεν έχει όριο στο ξ.
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Απόδειξη. [α] Αν ήταν η < l, θα ίσχυε f(x) < l κοντά στο ξ, οπότε δεν θα μπορούσε να ισχύει
f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ. Άρα η ≥ l.
[β] Ομοίως.
[γ] Αν η f είχε όριο στο ξ, το όριο αυτό θα ήταν ≥ l και ≤ u και, επομένως, θα ίσχυε l ≤ u. Άρα
η f δεν έχει όριο στο ξ.

Παράδειγμα 3.3.5. Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R και αν ισχύει f(x) ∈ [l, u] σε σημεία όσο θέλουμε
κοντά στο ξ, τότε η ∈ [l, u].

Παράδειγμα 3.3.6. Έχουμε ότι

τα lim
x→±∞

cosx και lim
x→±∞

sinx δεν υπάρχουν.

Πράγματι, για την μη-ύπαρξη του πρώτου ορίου μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι ισχύει cosx ≥ 1
σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στα ±∞ και, επίσης, ισχύει cosx ≤ −1 σε σημεία όσο θέλουμε
κοντά στα ±∞. Συγκεκριμένα, η πρώτη ανισότητα ανισότητα ισχύει για κάθε 2kπ με k ∈ Z και
η δεύτερη ανισότητα ισχύει για κάθε (2k + 1)π με k ∈ Z. Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται η
μη-ύπαρξη και του δεύτερου ορίου.
Τέλος, δεν υπάρχουν ούτε τα όρια limx→0± cos 1

x και limx→0± sin 1
x .

Για παράδειγμα, ισχύει cos 1
x ≥ 1 σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0 από αριστερά του και από

δεξιά του. Επίσης, ισχύει cos 1
x ≤ −1 σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0 από αριστερά του και

από δεξιά του. Συγκεκριμένα, η πρώτη ανισότητα ισχύει για 1
2kπ με k ∈ Z και η δεύτερη ισχύει

για 1
(2k+1)π με k ∈ Z. Ομοίως για την μη-ύπαρξη των limx→0± sin 1

x .

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.8. Έστω f, g : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA. Αν ισχύει f(x) ≤ g(x)
σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ και limx→ξ f(x) = η ∈ R και limx→ξ g(x) = ζ ∈ R, τότε
η ≤ ζ.

Απόδειξη. Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι ζ < η.
Θεωρούμε οποιονδήποτε aώστε ζ < a < η. Τότε ισχύει g(x) < a κοντά στο ξ και ισχύει a < f(x)
κοντά στο ξ. Άρα ισχύει g(x) < a και a < f(x) και, επομένως, g(x) < f(x) κοντά στο ξ. Άτοπο.
Άρα η ≤ ζ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.9. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Έστω, επίσης, ότι
ισχύει f(x) ≤ g(x) κοντά στο ξ.
[α]. Αν limx→ξ f(x) = +∞, τότε limx→ξ g(x) = +∞.
[β] Αν limx→ξ g(x) = −∞, τότε limx→ξ f(x) = −∞.

Απόδειξη. [α] Έστω M > 0. Τότε ισχύει f(x) > M κοντά στο ξ. Άρα ισχύει f(x) > M και
g(x) ≥ f(x) και, επομένως, g(x) > M κοντά στο ξ. Άρα limx→ξ g(x) = +∞.
[β] Ομοίως.

Παράδειγμα 3.3.7. Ισχύει x2+x−1
x ≥ x2

x = x για κάθε x ∈ (1,+∞) και limx→+∞ x = +∞. Άρα
limx→+∞

x2+x−1
x = +∞.

Η πρόταση 3.10 εκφράζει τη λεγόμενη ιδιότητα παρεμβολής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.10. Έστω f, g, h : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι ισχύει
f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) κοντά στο ξ. Αν είναι limx→ξ f(x) = limx→ξ h(x) = η ∈ R, τότε είναι
limx→ξ g(x) = η.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει f(x) ∈ (η−ϵ, η+ϵ) κοντά στο ξ και ισχύειh(x) ∈ (η−ϵ, η+ϵ)
κοντά στο ξ. Άρα ισχύει f(x), h(x) ∈ (η− ϵ, η+ ϵ) κοντά στο ξ και, επειδή ο g(x) είναι ανάμεσα
στους f(x), h(x) κοντά στο ξ, συνεπάγεται ότι ισχύει g(x) ∈ (η − ϵ, η + ϵ) κοντά στο ξ.
Άρα limx→ξ g(x) = η.
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Παράδειγμα 3.3.8. Ισχύει − 1
x ≤ sinx

x < 1
x για κάθε x > 0 και limx→+∞(− 1

x) = limx→+∞
1
x =

0. Άρα limx→+∞
sinx
x = 0. Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι limx→−∞

sinx
x = 0 καθώς και

ότι limx→±∞
cosx
x = 0.

3.3.3 Αλγεβρικοί κανόνες ορίων.

Ο επόμενος ορισμός περιγράφει κάποιους βασικούς τρόπους με τους οποίους δημιουργούμε
νέες συναρτήσεις από ήδη υπάρχουσες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.13. Η αντίθετη συνάρτηση μιας συνάρτησης f : A → R είναι η συνάρτηση −f :
A→ R με τύπο (−f)(x) = −f(x) για κάθε x ∈ A.
Το άθροισμα δύο συναρτήσεων f, g : A → R είναι η συνάρτηση f + g : A → R με τύπο (f +
g)(x) = f(x) + g(x) για κάθε x ∈ A.
Η διαφορά δύο συναρτήσεων f, g : A→ R είναι η συνάρτηση f−g : A→ R με τύπο (f−g)(x) =
f(x)− g(x) για κάθε x ∈ A.
Το γινόμενο δύο συναρτήσεων f, g : A → R είναι η συνάρτηση fg : A → R με τύπο (fg)(x) =
f(x)g(x) για κάθε x ∈ A.
Το γινόμενο αριθμού λ και συνάρτησης f : A → R είναι η συνάρτηση λf : A → R με τύπο
(λf)(x) = λf(x) για κάθε x ∈ A.
Το αντίστροφο μιας συνάρτησης f : A→ R είναι η συνάρτηση 1

f : A→ R με τύπο
(
1
f

)
(x) = 1

f(x)

για κάθε x ∈ A.
Για να ορίζεται η συνάρτηση 1

f : A→ R πρέπει να ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A.

Ο λόγος δύο συναρτήσεων f, g : A→ R είναι η συνάρτηση f
g : A→ R με τύπο

(f
g

)
(x) = f(x)

g(x) για
κάθε x ∈ A.
Για να ορίζεται η συνάρτηση f

g : A→ R πρέπει να ισχύει g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A.
Η απόλυτη τιμή μιας συνάρτησης f : A → R είναι η συνάρτηση |f | : A → R με τύπο |f |(x) =
|f(x)| για κάθε x ∈ A.

Η επόμενη πρόταση περιέχει όλα τα βασικά αποτελέσματα για τις σχέσεις ανάμεσα στα όρια
και τις αλγεβρικές πράξεις, δηλαδή τους λεγόμενους αλγεβρικούς κανόνες ορίων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.11. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και η, ζ ∈ R και
αριθμός λ. Θεωρούμε όλα τα παρακάτω όρια όταν x→ ξ.
[α] Αν f(x) → η, τότε −f(x) → −η.
[β] Αν f(x) → η, τότε |f(x)| → |η|.
[γ] Αν f(x) → η, g(x) → ζ και το η+ζ δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε f(x)+g(x) → η+ζ.
[δ] Αν f(x) → η, g(x) → ζ και το η−ζ δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε f(x)−g(x) → η−ζ.
[ε] Αν f(x) → η, g(x) → ζ και το ηζ δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε f(x)g(x) → ηζ .
[στ] Αν f(x) → η και το λη δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε λf(x) → λη.
[ζ] Έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A. Αν f(x) → η και το 1

η δεν είναι απροσδιόριστη
μορφή (δηλαδή αν η ̸= 0), τότε 1

f(x) →
1
η .

[η] Έστω ότι ισχύει g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A. Αν f(x) → η, g(x) → ζ και το η
ζ δεν είναι

απροσδιόριστη μορφή, τότε f(x)
g(x) → η

ζ .

Απόδειξη. [α] Έστω f(x) → η και η ∈ R. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x) − η| < ϵ και,
επομένως,

|(−f(x))− (−η)| = |f(x)− η| < ϵ

κοντά στο ξ. Άρα −f(x) → −η.
Έστω f(x) → +∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει f(x) > M και, επομένως,−f(x) < −M κοντά
στο ξ. Άρα −f(x) → −∞, οπότε −f(x) → −(+∞).
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Έστω f(x) → −∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει f(x) < −M και, επομένως,−f(x) > M κοντά
στο ξ. Άρα −f(x) → +∞, οπότε −f(x) → −(−∞).
[β] Έστω f(x) → η και η ∈ R. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x)− η| < ϵ και, επομένως,∣∣|f(x)| − |η|

∣∣ ≤ |f(x)− η| < ϵ

κοντά στο ξ. Άρα |f(x)| → |η|.
Έστω f(x) → +∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει f(x) > M και, επομένως, |f(x)| > M κοντά
στο ξ. Άρα |f(x)| → +∞, οπότε |f(x)| → |+∞|.
Έστω f(x) → −∞. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει f(x) < −M και, επομένως, |f(x)| > M κοντά
στο ξ. Άρα |f(x)| → +∞, οπότε |f(x)| → | −∞|.
[γ] Έστω f(x) → η και g(x) → ζ και η, ζ ∈ R. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x) − η| < ϵ

2 και,
επίσης, ισχύει |g(x)− ζ| < ϵ

2 κοντά στο ξ, οπότε ισχύουν και οι δύο αυτές ανισότητες κοντά στο
ξ, οπότε ισχύει

|(f(x) + g(x))− (η + ζ)| = |(f(x)− η) + (g(x)− ζ)| ≤ |f(x)− η|+ |g(x)− ζ| < ϵ
2 +

ϵ
2 = ϵ

κοντά στο ξ. Άρα f(x) + g(x) → η + ζ.
Έστω f(x) → +∞ και g(x) → ζ και ζ ∈ (−∞,+∞]. Τότε η g είναι κάτω φραγμένη κοντά στο ξ,
οπότε υπάρχει l ώστε να ισχύει g(x) > l κοντά στο ξ. Τώρα, για κάθεM > 0 ισχύει f(x) > M− l
και, επομένως, ισχύει

f(x) + g(x) > (M − l) + l =M

κοντά στο ξ. Άρα f(x) + g(x) → +∞, οπότε f(x) + g(x) → η + ζ.
Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν από την τελευταία περίπτωση και από το [α].
[δ] Άμεση συνέπεια των [α] και [γ].
[ε] Έστω f(x) → η και g(x) → ζ και η, ζ ∈ R. Τότε η g είναι φραγμένη κοντά στο ξ, οπότε
υπάρχειM ≥ 0 ώστε να ισχύει |g(x)| ≤ M κοντά στο ξ. Τώρα, για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x) −
η| < ϵ

2M+1 και, επίσης, ισχύει |g(x) − ζ| < ϵ
2|η|+1 κοντά στο ξ, οπότε ισχύουν και οι δύο αυτές

ανισότητες κοντά στο ξ, οπότε ισχύει

|f(x)g(x)− ηζ| = |(f(x)− η)g(x) + η(g(x)− ζ)| ≤ |f(x)− η||g(x)|+ |η||g(x)− ζ|

≤ ϵM
2M+1 + |η|ϵ

2|η|+1 < ϵ

κοντά στο ξ. Άρα f(x)g(x) → ηζ .
Έστω f(x) → +∞ και g(x) → ζ και ζ ∈ (0,+∞]. Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε l ώστε 0 <
l < ζ. Τότε ισχύει l < g(x) κοντά στο ξ. Τώρα, για κάθεM > 0 ισχύει f(x) > M

l και, επομένως,

f(x)g(x) > M
l l =M

κοντά στο ξ. Άρα f(x)g(x) → +∞, οπότε f(x)g(x) → ηζ.
Όλες οι άλλες περιπτώσεις προκύπτουν από την τελευταία περίπτωση και από το [α].
[στ] Άμεση συνέπεια του [ε].
[ζ] Έστω f(x) → η και η ∈ R \ {0} και έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A. Τότε
|f(x)| → |η|. Επειδή |η| > 0, θεωρούμε έναν οποιονδήποτε l ώστε 0 < l < |η| και τότε ισχύει
|f(x)| > l κοντά στο ξ. Τώρα, για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x)− η| < |η|lϵ και, επομένως, ισχύει∣∣ 1

f(x) −
1
η

∣∣ = |f(x)−η|
|η||f(x)| <

|η|lϵ
|η|l = ϵ

κοντά στο ξ. Άρα 1
f(x) →

1
η .

Έστω f(x) → +∞. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει f(x) > 1
ϵ και, επομένως,∣∣ 1

f(x) − 0
∣∣ = 1

f(x) < ϵ
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κοντά στο ξ. Άρα 1
f(x) → 0, οπότε 1

f(x) →
1

+∞ .
Η περίπτωση f(x) → −∞ προκύπτει από την τελευταία περίπτωση και από το [α].
[η] Άμεση συνέπεια των [ε] και [ζ].

Παράδειγμα 3.3.9. limx→0−
(
1 + 1

x

)
= 1 + (−∞) = −∞.

Παράδειγμα 3.3.10. limx→+∞
(
− 1 + 1

x

)
= −1 + 0 = −1.

Παράδειγμα 3.3.11. limx→1
1

x+1 = 1
1+1 = 1

2 .

Παράδειγμα 3.3.12. limx→+∞
1

x2+x+1
= 1

(+∞)2+(+∞)+1
= 1

+∞ = 0.

Παράδειγμα 3.3.13. limx→1
x2+x
x−2 = 12+1

1−2 = −2.

Παράδειγμα 3.3.14. Αν ξ ∈ R, τότε

lim
x→ξ

xk = ξk αν k ∈ Z, k > 0 ή k ∈ Z, k < 0 και ξ ̸= 0.

Διότι, αν k ∈ N, από το limx→ξ x = ξ παίρνουμε limx→ξ x
k = limx→ξ(x · · ·x) = ξ · · · ξ = ξk.

Αν, επιπλέον, ξ ̸= 0, από το προηγούμενο συνεπάγεται limx→ξ
1
xk = 1

ξk
.

Παράδειγμα 3.3.15. Έστω k ∈ N.
Επειδή limx→0+

1
x = +∞, συνεπάγεται limx→0+

1
xk = limx→0+(

1
x)

k = (+∞)k = +∞.
Επειδή limx→0−

1
x = −∞, τότε, αν ο k είναι άρτιος, έχουμε limx→0−

1
xk = limx→0−(

1
x)

k =

(−∞)k = +∞ και, αν ο k είναι περιττός, έχουμε limx→0−
1
xk = limx→0−(

1
x)

k = (−∞)k = −∞.
Έχουμε, λοιπόν, αποδείξει ότι

lim
x→0+

xk = +∞ αν k ∈ Z, k < 0 lim
x→0−

xk =

{
+∞, αν k ∈ Z, k < 0, k άρτιος
−∞, αν k ∈ Z, k < 0, k περιττός

Επομένως,

lim
x→0

xk

{
= +∞, αν k ∈ Z, k < 0, k άρτιος
δεν υπάρχει, αν k ∈ Z, k < 0, k περιττός

Παράδειγμα 3.3.16. Έστω k ∈ N.
Επειδή limx→+∞ x = +∞, συνεπάγεται limx→+∞ x

k = (+∞)k = +∞.
Επειδή limx→−∞ x = −∞, τότε, αν ο k είναι άρτιος, συνεπάγεται limx→−∞ x

k = (−∞)k = +∞
και, αν ο k είναι περιττός, συνεπάγεται limx→−∞ x

k = (−∞)k = −∞.
Από τα προηγούμενα συνεπάγεται limx→±∞

1
xk = 0.

Συνοψίζουμε:

lim
x→+∞

xk =

{
+∞, αν k ∈ Z, k > 0

0, αν k ∈ Z, k < 0
lim

x→−∞
xk =


+∞, αν k ∈ Z, k > 0, k άρτιος
−∞, αν k ∈ Z, k > 0, k περιττός
0, αν k ∈ Z, k < 0

Παράδειγμα 3.3.17. limx→1 |x− 2| = |1− 2| = 1.

Παράδειγμα 3.3.18. limx→0−
∣∣ 1
x − 1

x2

∣∣ = |(−∞)− (+∞)| = | −∞| = +∞.

Παράδειγμα 3.3.19. limx→+∞(x2 − x) = limx→+∞ x(x− 1) = (+∞)((+∞)− 1) = +∞.
Η εφαρμογή του κανόνα διαφοράς στο limx→+∞(x2 − x) καταλήγει σε απροσδιόριστη μορφή.

Παράδειγμα 3.3.20. limx→0(
2
x2 + 1

x) = limx→0
1
x2 (2 + x) = (+∞)(2 + 0) = +∞.

Ο κανόνας αθροίσματος δεν εφαρμόζεται στο limx→0(
2
x2 + 1

x) διότι δεν υπάρχει το limx→0
1
x .
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Παράδειγμα 3.3.21. limx→+∞
x2−x+1
x+2 = limx→+∞ x

1−(1/x)+(1/x2)
1+(2/x) = (+∞)1−0+0

1+0 = +∞.

Η άμεση εφαρμογή του κανόνα λόγου στο limx→+∞
x2−x+1
x+2 καταλήγει σε απροσδιόριστη μορφή.

Παράδειγμα 3.3.22. Δεν ισχύει το αντίστροφο στην πρόταση 3.11[β].
Πράγματι, limx→0 | signx| = limx→0 1 = 1, αλλά το limx→0 signx δεν υπάρχει.
Το αντίστροφο ισχύει μόνο στην περίπτωση η = 0.

Παράδειγμα 3.3.23. Έστω πολυωνυμική συνάρτηση P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n.

Τότε

lim
x→ξ

P (x) = lim
x→ξ

(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = a0 + a1ξ + · · ·+ anξ

n = P (ξ).

Έστω ότι η P (x) είναι βαθμού ≥ 1. Γράφουμε

P (x) = anx
n
(
a0
an

1
xn + · · ·+ an−1

an
1
x + 1

)
,

οπότε limx→±∞ P (x) = limx→±∞ anx
n. Δηλαδή, τα όρια limx→±∞ P (x) εξαρτώνται μόνο από

τον μεγιστοβάθμιο όρο, και

lim
x→+∞

P (x) = an(+∞), lim
x→−∞

P (x) =

{
an(+∞), αν n άρτιος
an(−∞), αν n περιττός

Για παράδειγμα: limx→+∞(−5x3+x2−4x−12) = −∞, limx→−∞(−5x3+x2−4x−12) = +∞,
limx→±∞(7x4 + x3 − x+ 5) = +∞.

Παράδειγμα 3.3.24. Έστω ρητή συνάρτηση R(x) = a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm , όπου an, bm ̸= 0.
Γράφουμε

R(x) = anxn

bmxm

(
a0
an

1
xn + · · ·+ an−1

an
1
x + 1

)/(
b0
bm

1
xm + · · ·+ bm−1

bm
1
x + 1

)
,

οπότε, και πάλι, τα limx→±∞R(x) εξαρτώνται μόνο από τους μεγιστοβάθμιους όρους του αριθ-
μητή και του παρονομαστή και

limx→+∞R(x) = limx→+∞
an
bm
xn−m =


(an/bm)(+∞), αν n > m

an/bm, αν n = m

0, αν n < m

limx→−∞R(x) = limx→−∞
an
bm
xn−m =


(an/bm)(+∞), αν n−m άρτιος > 0

(an/bm)(−∞), αν n−m περιττός > 0

an/bm, αν n = m

0, αν n < m

Για παράδειγμα: limx→+∞
x3−x2+4
2x3+1

= 1
2 , limx→+∞

−x3+4x2+2
2x2+x+1

= −∞, limx→+∞
3x2−2x+3
x4+x2+1

= 0,
limx→−∞

3x2+4
2x2−1 = 3

2 , limx→−∞
x3−4
−x4+2

= 0, limx→−∞
−x3−1
2x+1 = −∞, limx→−∞

3x4−2
2x+1 = −∞.

Αν ξ ∈ R, τότε για το limx→ξ R(x) έχουμε τις εξής περιπτώσεις.
Αν b0 + b1ξ + · · ·+ bmξ

m ̸= 0, τότε limx→ξ R(x) =
a0+a1ξ+···+anξn

b0+b1ξ+···+bmξm = R(ξ). Δηλαδή,

lim
x→ξ

R(x) = R(ξ).

Για παράδειγμα: limx→1
3x−2

x4+2x3−4 = 3·1−2
14+2·13−4 = −1.

Αν b0 + b1ξ + · · · + bmξ
m = 0, τότε το x − ξ διαιρεί το b0 + b1x + · · · + bmx

m. Αν (x − ξ)k
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είναι η μέγιστη δύναμη του x − ξ η οποία διαιρεί το b0 + b1x + · · · + bmx
m, τότε μπορούμε να

γράψουμε
b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m = (x− ξ)kQ(x),

όπουQ(x) είναι κάποιο πολυώνυμο το οποίο δεν διαιρείται από το x−ξ και, επομένως,Q(ξ) ̸= 0.
Τώρα, είτε το x− ξ διαιρεί το a0 + a1x+ · · ·+ anx

n είτε όχι, μπορούμε να γράψουμε

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = (x− ξ)lP (x),

όπου l ≥ 0 και P (x) είναι κάποιο πολυώνυμο το οποίο δεν διαιρείται από το x− ξ και, επομένως,
P (ξ) ̸= 0. Συνολικά, λοιπόν, έχουμε ότι

R(x) = (x− ξ)l−k P (x)
Q(x)

και, επειδή limx→ξ
P (x)
Q(x) =

P (ξ)
Q(ξ) ̸= 0, συνεπάγεται

lim
x→ξ

R(x)


= 0, αν l > k

= (P (ξ)/Q(ξ)), αν l = k

= (P (ξ)/Q(ξ))(+∞), αν k − l άρτιος > 0

δεν υπάρχει, αν k − l περιττός > 0

Ειδικώτερα,

limx→ξ−R(x) =
P (ξ)
Q(ξ)(−∞), limx→ξ+R(x) =

P (ξ)
Q(ξ)(+∞), αν k − l περιττός > 0.

Θα υπολογίσουμε το limx→1
x3−x2−x+1
x4−2x2+1

.
Ο 1 είναι ρίζα του x4−2x2+1, οπότε το x4−2x2+1 διαιρείται από το x−1. Παραγοντοποιούμε
είτε με τον αλγόριθμο της ευκλείδειας διαίρεσης είτε, πιο απλά, γράφοντας

x4 − 2x2 + 1 = (x2 − 1)2 = (x− 1)2(x+ 1)2.

Ο 1 είναι ρίζα και του x3 − x2 − x+ 1, οπότε:

x3 − x2 − x+ 1 = (x− 1)x2 − (x− 1) = (x− 1)2(x+ 1).

Άρα
x3−x2−x+1
x4−2x2+1

= (x−1)2(x+1)
(x−1)2(x+1)2

= 1
x+1

για κάθε x ̸= 1,−1. Επομένως,

limx→1
x3−x2−x+1
x4−2x2+1

= limx→1
1

x+1 = 1
1+1 = 1

2 .

Τώρα θα υπολογίσουμε το limx→1
x3+4x2+x−6
x3−x2−x+1

.
Ο 1 είναι ρίζα του x3 − x2 − x+ 1 και, όπως πριν, x3 − x2 − x+ 1 = (x− 1)2(x+ 1).
Ο 1 είναι ρίζα και του x3 + 4x2 + x− 6, οπότε:

x3 + 4x2 + x− 6 = x3 − x2 + 5x2 − 5x+ 6x− 6 = (x− 1)x2 + (x− 1)5x+ (x− 1)6

= (x− 1)(x2 + 5x+ 6).

Το x− 1 δεν διαιρεί το x2 + 5x+ 6 διότι ο 1 δεν είναι ρίζα του. Άρα

x3+4x2+x−6
x3−x2−x+1

= (x−1)(x2+5x+6)
(x−1)2(x+1)

= 1
x−1

x2+5x+6
x+1

για κάθε x ̸= 1,−1. Άρα:

limx→1+
x3+4x2+x−6
x3−x2−x+1

= (+∞)1
2+5·1+6
1+1 = +∞

και
limx→1−

x3+4x2+x−6
x3−x2−x+1

= (−∞)1
2+5·1+6
1+1 = −∞.

Επομένως, δεν υπάρχει το limx→1
x3+4x2+x−6
x3−x2−x+1

.
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Παράδειγμα 3.3.25. Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση y = µx+ ν είναι ασύμπτωτη ευθεία στο+∞
του γραφήματος της f , οπότε limx→+∞(f(x)− µx− ν) = 0.
Τότε limx→+∞

f(x)−µx−ν
x = 0

+∞ = 0, οπότε limx→+∞(f(x)x − µ− ν
x) = 0 και, επομένως,

µ = limx→+∞
f(x)
x .

Αυτό, φυσικά, σημαίνει ότι, αν δεν υπάρχει το όριο limx→+∞
f(x)
x ή αν υπάρχει αλλά είναι ±∞,

τότε δεν υπάρχει ασύμπτωτη ευθεία στο +∞. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει το όριο αυτό και είναι
αριθμός, οπότε η τιμή του είναι η ζητούμενη τιμή του µ. Τώρα, η ζητούμενη τιμή του ν δίνεται
από την ισότητα

ν = limx→+∞(f(x)− µx),

στην οποία χρησιμοποιούμε την τιμή του µ την οποία μόλις προσδιορίσαμε. Παρατηρούμε και
πάλι ότι, αν δεν υπάρχει το όριο limx→+∞(f(x) − µx) ή αν υπάρχει αλλά είναι ±∞, τότε δεν
υπάρχει ασύμπτωτη ευθεία στο +∞.
Με την ίδια διαδικασία βρίσκουμε, αν υπάρχει, την πλάγια ασύμπτωτη ευθεία στο −∞.
Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση x+ 1

x . Βρίσκουμε διαδοχικά τα µ = limx→+∞
1
x(x+

1
x) = 1

και ν = limx→+∞(x+ 1
x−1x) = 0. Άρα η πλάγια ασύμπτωτη στο+∞ είναι η ευθεία με εξίσωση

y = 1x+0 = x. Επίσης: µ = limx→−∞
1
x(x+

1
x) = 1 και ν = limx→−∞(x+ 1

x − 1x) = 0. Άρα
η πλάγια ασύμπτωτη ευθεία στο −∞ είναι πάλι η ευθεία με εξίσωση y = 1x+ 0 = x.

Τα αποτελέσματα στην πρόταση 3.12 είναι κάπως γενικότερα από ανάλογα αποτελέσματα της
πρότασης 3.11 και είναι χρήσιμο να τα έχουμε υπ’ όψη μας. Το [δ] της πρότασης 3.12 αποτελεί
το πραγματικό περιεχόμενο των συμβολικών κανόνων 1

0+ = +∞ και 1
0− = −∞, τους οποίους

έχουμε ορίσει στην ενότητα 2.3.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.12. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Θεωρούμε όλα τα
παρακάτω όρια όταν x→ ξ.
[α] Αν f(x) → +∞ και η g είναι κάτω φραγμένη κοντά στο ξ, τότε f(x) + g(x) → +∞.
Αν f(x) → −∞ και η g είναι άνω φραγμένη κοντά στο ξ, τότε f(x) + g(x) → −∞.
[β] Αν f(x) → 0 και η g είναι φραγμένη κοντά στο ξ, τότε f(x)g(x) → 0.
[γ] Αν f(x) → +∞ και η g έχει θετικό κάτω φράγμα κοντά στο ξ, τότε f(x)g(x) → +∞.
Αν f(x) → −∞ και η g έχει θετικό κάτω φράγμα κοντά στο ξ, τότε f(x)g(x) → −∞.
[δ] Έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A.
Αν f(x) → 0 και η f είναι θετική κοντά στο ξ, τότε 1

f(x) → +∞.
Αν f(x) → 0 και η f είναι αρνητική κοντά στο ξ, τότε 1

f(x) → −∞.

[ε] Έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A. Αν |f(x)| → +∞, τότε 1
f(x) → 0.

Απόδειξη. [α] Έστω f(x) → +∞ και έστω ότι η g είναι κάτω φραγμένη κοντά στο ξ, οπότε
υπάρχει αριθμός l ώστε να ισχύει g(x) ≥ l κοντά στο ξ. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει f(x) > M−l
και, επομένως, f(x) + g(x) > (M − l) + l =M κοντά στο ξ. Άρα f(x) + g(x) → +∞.
Το δεύτερο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το πρώτο.
[β] Έστω f(x) → 0 και έστω ότι η g είναι φραγμένη κοντά στο ξ, οπότε υπάρχει αριθμόςM ≥ 0
ώστε να ισχύει |g(x)| ≤M κοντά στο ξ. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x)| < ϵ

M+1 και, επομένως,

|f(x)g(x)| = |f(x)||g(x)| ≤ ϵM
M+1 < ϵ

κοντά στο ξ. Άρα f(x)g(x) → 0.
[γ] Έστω f(x) → +∞ και έστω ότι η g έχει θετικό κάτω φράγμα κοντά στο ξ, οπότε υπάρχει
αριθμός l > 0 ώστε να ισχύει g(x) ≥ l κοντά στο ξ. Τότε για κάθεM > 0 ισχύει f(x) > M

l και,
επομένως, f(x)g(x) > M

l l =M κοντά στο ξ. Άρα f(x)g(x) → +∞.
Το δεύτερο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το πρώτο.
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[δ] Έστω f(x) → 0 και έστω ότι ισχύει f(x) > 0 κοντά στο ξ. Τότε για κάθε M > 0 ισχύει
|f(x)− 0| < 1

M κοντά στο ξ. Άρα ισχύει 0 < f(x) < 1
M και, επομένως, 1

f(x) > M κοντά στο ξ.
Άρα 1

f(x) → +∞.
Το δεύτερο αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το πρώτο.
[ε] Έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A και |f(x)| → +∞. Τότε 1

|f(x)| → 0 και, επομένως,
1

f(x) → 0.

Παράδειγμα 3.3.26. Είναι limx→+∞
1
x = 0 και η συνάρτηση x − [x] είναι φραγμένη (και, ειδι-

κώτερα, κοντά στο +∞), διότι ισχύει 0 ≤ x− [x] < 1 για κάθε x. Άρα limx→+∞
x−[x]

x = 0.

Παράδειγμα 3.3.27. Η συνάρτηση x− [x] είναι κάτω φραγμένη (και, ειδικώτερα, κοντά στο+∞)
και limx→+∞ x = +∞. Άρα limx→+∞(2x− [x]) = limx→+∞(x+ (x− [x])) = +∞.

Παράδειγμα 3.3.28. Ισχύει 1
2−sinx ≥ 1

3 για κάθε x (και, ειδικώτερα, κοντά στο +∞) και, επίσης,
limx→+∞ x = +∞. Άρα limx→+∞

x
2−sinx = +∞.

Παράδειγμα 3.3.29. Ισχύει limx→0 x = 0 αλλά δεν υπάρχει το limx→0
1
x . Ο λόγος είναι η εναλ-

λαγή προσήμου της συνάρτησης x αριστερά και δεξιά του 0.

Παράδειγμα 3.3.30. limx→+∞( 1x − 1
x2 ) = 0− 0 = 0 και ισχύει 1

x − 1
x2 > 0 για κάθε x > 1. Άρα

limx→+∞
1

(1/x)−(1/x2)
= +∞.

3.3.4 Κανόνας σύνθεσης.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.14. Η σύνθεση δύο συναρτήσεων f : A → B και g : B → R είναι η συνάρτηση
g ◦ f : A→ R με τύπο (g ◦ f)(x) = g(f(x)) για κάθε x ∈ A.

Η πρόταση 3.13 εκφράζει τον λεγόμενο κανόνα σύνθεσης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.13. 5 Έστω f : A → B, g : B → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και η ∈ R
σημείο συσσώρευσης του B. Αν f(x) → η όταν x → ξ, αν ισχύει f(x) ̸= η κοντά στο ξ και αν
g(y) → ζ ∈ R όταν y → η, τότε (g ◦ f)(x) → ζ όταν x→ ξ.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

g(y) ∈ Nζ(ϵ) για κάθε y ∈ B ∩Nη(δ) με y ̸= η. (3.3)

Επειδή f(x) → η όταν x→ ξ, ισχύει f(x) ∈ Nη(δ) κοντά στο ξ. Επειδή, επίσης, ισχύει f(x) ̸= η
κοντά στο ξ και f(x) ∈ B για κάθε x ∈ A, συνεπάγεται ότι ισχύει

f(x) ∈ B ∩Nη(δ) και f(x) ̸= η κοντά στο ξ. (3.4)

Από την (3.4) και την (3.3) με y = f(x) συνεπάγεται ότι ισχύει (g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
∈ Nζ(ϵ)

κοντά στο ξ.
Άρα (g ◦ f)(x) → ζ όταν x→ ξ.

Εφαρμόζοντας τον κανόνα σύνθεσης, χρησιμοποιούμε την έκφραση “κάνουμε αλλαγή μετα-
βλητής από x σε y = f(x)” και γράφουμε

limx→ξ g
(
f(x)

)
= limy→η g(y).

Παράδειγμα 3.3.31. Θέλουμε να υπολογίσουμε το limx→0
(x7+1)4

(x7+1)8+(x7+1)12+5
.

Είναι limx→0(x
7 + 1) = 1 και ισχύει x7 + 1 ̸= 1 για κάθε x ̸= 0. Άρα, κάνοντας αλλαγή

μεταβλητής από x σε y = x7 + 1, έχουμε

limx→0
(x7+1)4

(x7+1)8+(x7+1)12+5
= limy→1

y4

y8+y12+5
= 1

7 .
5Θα δούμε μια άλλη μορφή του κανόνα σύνθεσης στην πρόταση 4.10.
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Παράδειγμα 3.3.32. Θα υπολογίσουμε το limx→1

(
1

(x−1)2 − 1
(x−1)6 + 1

)
.

Είναι limx→1
1

(x−1)2 = +∞. Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από x σε y = 1
(x−1)2 , βρίσκουμε

limx→1

(
1

(x−1)2 − 1
(x−1)6 + 1

)
= limy→+∞(y − y3 + 1) = −∞.

Παράδειγμα 3.3.33. Θα υπολογίσουμε το limx→+∞
(
( x−1
x2+x+1

)−2 + ( x−1
x2+x+1

)−4
)
.

Είναι limx→+∞
x−1

x2+x+1
= 0 και ισχύει x−1

x2+x+1
̸= 0 για κάθε x > 1. Με αλλαγή μεταβλητής από

x σε y = x−1
x2+x+1

, βρίσκουμε

limx→+∞
(
( x−1
x2+x+1

)−2 + ( x−1
x2+x+1

)−4
)
= limy→0(y

−2 + y−4) = +∞.

Παράδειγμα 3.3.34. Στο παράδειγμα αυτό θα δούμε ότι η υπόθεση ότι “ισχύει f(x) ̸= η κοντά
στο ξ” στην πρόταση 3.13 είναι απαραίτητη.

Θεωρούμε τις συναρτήσεις f(x) = sinx
x και g(y) =

{
0, αν y ̸= 0

1, αν y = 0

Είναι limx→+∞ f(x) = 0 και limy→0 g(y) = 0. Δεν είναι σωστό ότι ισχύει f(x) ̸= 0 κοντά στο
+∞, διότι ισχύει f(x) = 0 σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο+∞ και, συγκεκριμένα, στα σημεία
nπ για κάθε n ∈ Z \ {0}.

Τώρα, είναι (g ◦ f)(x) =

{
0, αν x ̸= nπ για κάθε n ∈ Z \ {0}
1, αν x = nπ για κάποιον n ∈ Z \ {0}

Επομένως, το limx→+∞(g◦f)(x) δεν υπάρχει, διότι ισχύει (g◦f)(x) ≤ 0 σε σημεία όσο θέλουμε
κοντά στο +∞ και ισχύει (g ◦ f)(x) ≥ 1 σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο +∞.

Ένα τελευταίο σχόλιο για την πρόταση 3.13 σε σχέση με πλευρικά όρια. Οι αλλαγές σε σχέση
με τους ξ, η γίνονται όπως περιγράψαμε στην αρχή αυτής της ενότητας. Όμως, σχετικά με τον
η πρέπει να προσέξουμε το εξής. Αν υποθέσουμε ότι ο η είναι από δεξιά (αριστερά) του σημείο
συσσώρευσης του B και ότι υπάρχει το όριο της g στον η από δεξιά (αριστερά) του, τότε, εκτός
από το ότι η f συγκλίνει στον η, πρέπει να υποθέσουμε και ότι ισχύει f(x) > η (f(x) < η) κοντά
στο ξ. Για παράδειγμα:
Αν f : A→ B, g : B → R, αν ο ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης τουA και ο η είναι από
αριστερά του σημείο συσσώρευσης του B, αν f(x) → η όταν x → ξ+, αν ισχύει f(x) < η κοντά
στον ξ από δεξιά του και αν g(y) → ζ ∈ R όταν y → η−, τότε (g ◦ f)(x) → ζ όταν x→ ξ+.

3.3.5 Τα βασικά όρια.

Θα δούμε τώρα κάποια βασικά όρια σχετικά με την συνάρτηση δύναμη, την εκθετική συνάρ-
τηση, την λογαριθμική συνάρτηση και τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις.

Παράδειγμα 3.3.35. Στα παραδείγματα 3.3.14, 3.3.15 και 3.3.16 μελετήσαμε τα διάφορα όρια της
συνάρτησης xk όταν ο k είναι ακέραιος. Θα δούμε τώρα την περίπτωση μη-ακέραιου εκθέτη.
Έστω a ∈ R \Z. Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης xa είναι το [0,+∞), αν a > 0, ή το (0,+∞),
αν a < 0.
Το πρώτο όριο που θα αποδείξουμε είναι το

lim
x→ξ

xa = ξa αν ξ > 0.

Έστω a > 0. Θεωρούμε ϵ > 0. Θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει |xa − ξa| < ϵ για κάθε x > 0 με
0 < |x− ξ| < δ. Ορίζουμε τον

ϵ′ = min{ϵ, ξa} > 0,

οπότε ϵ′ ≤ ϵ και ϵ′ ≤ ξa. Τότε το |xa − ξa| < ϵ συνεπάγεται από το |xa − ξa| < ϵ′ κι αυτό από
το ξa − ϵ′ < xa < ξa + ϵ′ κι αυτό από το (ξa − ϵ′)1/a < x < (ξa + ϵ′)1/a. Παρατηρούμε ότι ο ξ
βρίσκεται ανάμεσα στους (ξa − ϵ′)1/a και (ξa + ϵ′)1/a. Επιλέγουμε οποιονδήποτε δ ώστε

0 < δ ≤ min
{
ξ − (ξa − ϵ′)1/a, (ξa + ϵ′)1/a − ξ

}
,
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δηλαδή δ > 0 και όχι μεγαλύτερο από την απόσταση του ξ από τον κοντινότερο προς αυτόν από
τους (ξa − ϵ′)1/a και (ξa + ϵ′)1/a. Τότε για κάθε x με 0 < |x− ξ| < δ ισχύει (ξa − ϵ′)1/a < x <
(ξa + ϵ′)1/a και, επομένως, ισχύει |xa − ξa| < ϵ.
Αν a < 0, τότε −a > 0 και, επομένως, limx→ξ x

a = limx→ξ
1

x−a = 1
ξ−a = ξa.

Κατόπιν, έχουμε τα όρια

lim
x→+∞

xa =

{
+∞, αν a > 0

0, αν a < 0
lim

x→0+
xa =

{
0, αν a > 0

+∞, αν a < 0

Για το πρώτο όριο, έστω a > 0. ΘεωρούμεM > 0 και θα βρούμεN > 0 ώστε να ισχύει xa > M
για κάθε x > N . Τώρα, βλέπουμε ότι το xa > M συνεπάγεται από το x > M1/a. Επομένως,
αν επιλέξουμε οποιονδήποτε N ≥ M1/a, τότε για κάθε x > N ισχύει x > M1/a και, επομένως,
xa > M .
Τα υπόλοιπα όρια μπορούν να αποδειχτούν κι αυτά με βάση τον ορισμό, αλλά θα τα αποδείξουμε
από το πρώτο βάσει ιδιοτήτων.
Αν a < 0, τότε −a > 0 και έχουμε limx→+∞ x

a = limx→+∞
1

x−a = 1
+∞ = 0.

Αν a > 0, τότε limx→0+ x
a = limy→+∞( 1y )

a = limy→+∞
1
ya = 1

+∞ = 0.

Τέλος, αν a < 0, τότε −a > 0 και είναι limx→0+ x
a = limx→0+

1
x−a = 1

0+ = +∞.
Μερικά ειδικώτερα παραδείγματα.
(i) limx→+∞

√
x+ 1 = limy→+∞

√
y = +∞.

(ii) Θα αποδείξουμε το limx→+∞(
√
x+ 1 −

√
x) = 0. Από το αποτέλεσμα του (i) φαίνεται ότι

το όριο αυτό εμπίπτει στην κατηγορία των απροσδιόριστων μορφών (+∞) − (+∞). Χρησιμο-
ποιώντας την a− b = a2−b2

a+b , έχουμε

limx→+∞(
√
x+ 1−

√
x) = limx→+∞

(x+1)−x√
x+1+

√
x
= limx→+∞

1√
x+1+

√
x
= 1

(+∞)+(+∞) = 0.

(iii) limx→3(
x+1
x2+1

)1/5 = limy→2/5 y
1/5 = (25)

1/5.

Παράδειγμα 3.3.36. Θεωρούμε πάλι τη συνάρτηση f(x) = (x sin 1
x)

1/2 στο παράδειγμα 3.2.1 με
πεδίο ορισμού A (το έχουμε προσδιορίσει) του οποίου σημείο συσσώρευσης είναι ο 0. Ισχύει

0 ≤ (x sin 1
x)

1/2 ≤ |x|1/2

για κάθε x ∈ A, οπότε με την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται limx→0(x sin 1
x)

1/2 = 0.

Παράδειγμα 3.3.37. Θα μελετήσουμε τα όρια της εκθετικής συνάρτησης ax.
Το πρώτο όριο:

lim
x→ξ

ax = aξ.

Έστω a > 1. Θεωρούμε ϵ > 0 και θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει |ax − aξ| < ϵ για κάθε x με
0 < |x− ξ| < δ. Ορίζουμε τον

ϵ′ = min{ϵ, aξ2 } > 0,

οπότε ϵ′ ≤ ϵ και ϵ′ < aξ. Τώρα, το |ax − aξ| < ϵ συνεπάγεται από το |ax − aξ| < ϵ′ κι αυτό από
το aξ − ϵ′ < ax < aξ + ϵ′ κι αυτό από το loga(aξ − ϵ′) < x < loga(aξ + ϵ′). Παρατηρούμε ότι ο
ξ βρίσκεται ανάμεσα στους loga(aξ − ϵ′) και loga(aξ + ϵ′). Αν επιλέξουμε οποιονδήποτε δ ώστε

0 < δ ≤ min
{
ξ − loga(a

ξ − ϵ′), loga(a
ξ + ϵ′)− ξ

}
,

τότε για κάθε x με 0 < |x− ξ| < δ ισχύει loga(aξ− ϵ′) < x < loga(aξ+ ϵ′) και, επομένως, ισχύει
|ax − aξ| < ϵ.
Αν 0 < a < 1, τότε 1

a > 1, οπότε limx→ξ a
x = limx→ξ

1
(1/a)x = 1

(1/a)ξ
= aξ.
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Τέλος, έχουμε τα όρια

lim
x→+∞

ax =

{
+∞, αν a > 1

0, αν 0 < a < 1
lim

x→−∞
ax =

{
0, αν a > 1

+∞, αν 0 < a < 1

Για το πρώτο όριο, έστω a > 1. ΘεωρούμεM > 0 και θα βρούμεN > 0 ώστε να ισχύει ax > M
για κάθε x > N . Βλέπουμε ότι το ax > M συνεπάγεται από το x > logaM . Οπότε επιλέγουμε
οποιονδήποτε N > 0 ώστε N ≥ logaM και τότε για κάθε x > N ισχύει x > logaM και,
επομένως, ισχύει ax > M .
Αν 0 < a < 1, τότε 1

a > 1 και, επομένως, limx→+∞ a
x = limx→+∞

1
(1/a)x = 1

+∞ = 0.

Αν a > 1, τότε limx→−∞ a
x = limy→+∞ a

−y = limy→+∞
1
ay = 1

+∞ = 0.
Τέλος, αν 0 < a < 1, τότε 1

a > 1, οπότε limx→−∞ a
x = limx→−∞

1
(1/a)x = 1

0+ = +∞.
Αξίζει να γράψουμε ξεχωριστά τα όρια αυτής της ενότητας στην περίπτωση a = e, δηλαδή για τη
συνήθη εκθετική συνάρτηση:

lim
x→ξ

ex = eξ, lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

ex = +∞.

Παράδειγμα 3.3.38. Τώρα θεωρούμε τη λογαριθμική συνάρτηση loga x.
Το πρώτο όριο είναι το:

lim
x→ξ

loga x = loga ξ αν ξ > 0.

Έστω a > 1. Θεωρούμε ϵ > 0 και θα βρούμε δ > 0 ώστε να ισχύει | loga x − loga ξ| < ϵ
για κάθε x > 0 με 0 < |x − ξ| < δ. Τώρα, το | loga x − loga ξ| < ϵ συνεπαγεται από το
loga ξ− ϵ < loga x < loga ξ+ ϵ κι αυτό από το ξa−ϵ < x < ξaϵ. Βλέπουμε ότι ο ξ είναι ανάμεσα
στους ξa−ϵ και ξaϵ. Άρα, αν επιλέξουμε οποιονδήποτε δ ώστε

0 < δ ≤ min
{
ξ − ξa−ϵ, ξaϵ − ξ

}
,

τότε για κάθε x με 0 < |x− ξ| < δ ισχύει ξa−ϵ < x < ξaϵ, οπότε ισχύει | loga x− loga ξ| < ϵ.
Αν 0 < a < 1, τότε 1

a > 1, οπότε limx→ξ loga x = − limx→ξ log1/a x = − log1/a ξ = loga ξ.
Κατόπιν,

lim
x→+∞

loga x =

{
+∞, αν a > 1

−∞, αν 0 < a < 1
lim

x→0+
loga x =

{
−∞, αν a > 1

+∞, αν 0 < a < 1

Για το πρώτο όριο, έστω a > 1. Θεωρούμε M > 0 και θα βρούμε N > 0 ώστε να ισχύει
loga x > M για κάθε x > N . Το loga x > M συνεπάγεται από το x > aM . Άρα, αν επιλέξουμε
οποιονδήποτε N ≥ aM , τότε για κάθε x > N ισχύει x > aM και, επομένως, ισχύει loga x > M .
Αν 0 < a < 1, τότε 1

a > 1, οπότε limx→+∞ loga x = − limx→+∞ log1/a x = −∞.
Αν a > 1, τότε limx→0+ loga x = limy→+∞ loga

1
y = − limy→+∞ loga y = −(+∞) = −∞.

Και, αν 0 < a < 1, τότε 1
a > 1, οπότε limx→0+ loga x = − limx→0+ log1/a x = −(−∞) = +∞.

Επομένως, στην περίπτωση a = e, δηλαδή για τη συνήθη λογαριθμική συνάρτηση, έχουμε:

lim
x→ξ

logx = log ξ αν ξ > 0, lim
x→0+

logx = −∞, lim
x→+∞

logx = +∞.

Τώρα θα δούμε ένα σημαντικό παράδειγμα.

Παράδειγμα 3.3.39. Θα αποδείξουμε ότι

limx→+∞
(
1 + 1

x

)x
= e.
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Γνωρίζουμε από το κεφάλαιο των ακολουθιών ότι (1 + 1
n)

n → e. Συνεπάγεται

(1+ 1
n+1)

n = (1+ 1
n+1)

n+1/(1+ 1
n+1) →

e
1 = e, (1+ 1

n)
n+1 = (1+ 1

n)
n(1+ 1

n) → e ·1 = e.

Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε να ισχύει

e− ϵ < (1 + 1
n+1)

n < e+ ϵ, e− ϵ < (1 + 1
n)

n+1 < e+ ϵ

για κάθε n ∈ N, n ≥ n0. Τότε για κάθε (όχι κατ’ ανάγκη φυσικό) x > n0 συνεπάγεται [x] ≥ n0,
οπότε

e− ϵ <
(
1 + 1

[x]+1

)[x] ≤ (1 + 1
x)

x ≤
(
1 + 1

[x]

)[x]+1
< e+ ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 > 0 ώστε να ισχύει e − ϵ < (1 + 1
x)

x < e + ϵ ή, ισοδύναμα,
|(1 + 1

x)
x − e| < ϵ για κάθε x > n0.

Παράδειγμα 3.3.40. Για τα όρια των τριγωνομετρικών συναρτήσεων έχουμε τα εξής.
Από την | sinx| ≤ |x| και την cosx− cos ξ = −2 sin x−ξ

2 sin x+ξ
2 , βρίσκουμε

| cosx− cos ξ| = 2
∣∣ sin x−ξ

2

∣∣∣∣ sin x+ξ
2

∣∣ ≤ 2
∣∣ sin x−ξ

2

∣∣ ≤ 2
∣∣x−ξ

2

∣∣ = |x− ξ|.

Τώρα, έστω ϵ > 0. Θεωρούμε οποιονδήποτε δ ώστε 0 < δ ≤ ϵ και, τότε, για κάθε x με 0 <
|x− ξ| < δ ισχύει | cosx− cos ξ| ≤ |x− ξ| < ϵ. Άρα

lim
x→ξ

cosx = cos ξ.

Με τον ίδιο τρόπο, από την sinx− sin ξ = 2 sin x−ξ
2 cos x+ξ

2 αποδεικνύουμε ότι | sinx− sin ξ| ≤
|x− ξ| και, επομένως,

lim
x→ξ

sinx = sin ξ.

Από τον κανόνα λόγου:

lim
x→ξ

tanx = tan ξ, αν ξ ̸= π
2 + kπ για κάθε k ∈ Z.

lim
x→ξ

cotx = cot ξ, αν ξ ̸= kπ για κάθε k ∈ Z.

Επίσης, από τον κανόνα λόγου,

lim
x→ξ−

tanx = +∞, lim
x→ξ+

tanx = −∞ αν ξ = π
2 + kπ για κάποιον k ∈ Z.

lim
x→ξ−

cotx = −∞, lim
x→ξ+

cotx = +∞ αν ξ = kπ για κάποιον k ∈ Z.

Παράδειγμα 3.3.41. Αξίζει να αποδείξουμε ακόμα δύο πολύ χρήσιμα όρια:

limx→0
sinx
x = 1, limx→0

1−cosx
x2 = 1

2 .

Και τα δύο όρια εντάσσονται στην κατηγορία των απροσδιόριστων μορφών 0
0 .

Συνδυάζοντας την ανισότητα | sinx| ≤ |x| και την |x| ≤ | tanx|, η οποία ισχύει όταν |x| < π
2 ,

βλέπουμε ότι ισχύει

cosx ≤ sinx
x ≤ 1 για κάθε x ∈ (−π

2 , 0) ∪ (0, π2 ).

Επειδή limx→0 cosx = cos 0 = 1, από την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται limx→0
sinx
x = 1.

Για το δεύτερο όριο γράφουμε

limx→0
1−cosx

x2 = limx→0
1
2

( sin(x/2)
x/2

)2
= limy→0

1
2(

sin y
y )2 = 1

2 .

Με άλλον τρόπο:

limx→0
1−cosx

x2 = limx→0
1−(cosx)2
x2(1+cosx) = limx→0

( sinx
x

)2 1
1+cosx = 12 1

1+1 = 1
2 .
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Παράδειγμα 3.3.42. limx→0
tanx
x = limx→0

sinx
x

1
cosx = 1 · 1

1 = 1.

Παράδειγμα 3.3.43. Για να υπολογίσουμε το limx→0
sin(ax)
sin(bx) γράφουμε

sin(ax)
sin(bx) = a

b · sin(ax)/(ax)
sin(bx)/(bx) .

Είναι limx→0
sin(ax)
ax = limy→0

sin y
y = 1 και limx→0

sin(bx)
bx = limy→0

sin y
y = 1. Επομένως,

limx→0
sin(ax)
sin(bx) = a

b ·
1
1 = a

b .

Τέλος, θα διατυπώσουμε την πρόταση 3.14, αλλά θα τήν αποδείξουμε στην ενότητα 4.2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.15. Η δύναμη μιας συνάρτησης f : A → R, όπου f(x) > 0 για κάθε x ∈ A, με
εκθέτη την συνάρτηση g : A → R είναι η συνάρτηση fg : A → R με τύπο (fg)(x) = f(x)g(x) για
κάθε x ∈ A.

ΠΡΟΤΑΣΗ 3.14. Έστω f, g : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA και η, ζ ∈ R και έστω
ότι ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ A. Τότε για τα όρια όταν x → ξ έχουμε τα εξής. Αν f(x) → η,
g(x) → ζ και το ηζ δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε f(x)g(x) → ηζ . Ακόμη, αν f(x) → 0,
g(x) → −∞, τότε f(x)g(x) → +∞.

Η τελευταία περίπτωση της πρότασης 3.14 συμφωνεί με το (0+)−∞ = +∞ του ορισμού 2.13.

Ασκήσεις.

3.3.1. Βρείτε τα limx→1
x3+2x2−x−2
x4−x3+x2−1 , limx→1

x4−x3−3x2+5x−2
x4+x3−4x2+x+1

, limx→1±
x3−x2−x+1

x5−3x4+6x3−10x2+9x−3 .

3.3.2. Βρείτε τα limx→±∞
x3+1
x2+1

, limx→±∞
(2x+1)3(3x2+2)6

(x2+1)(x+4)13
, limx→0±(

1
x3 + 1

|x|), limx→0
1

x2−|x| .

3.3.3. Βρείτε τα limx→0(
2
3
√
x
− 1

3√
x2
), limx→+∞

−3x−2+2x6/5−4
x6/5−2x9/8+2

, limx→+∞
x3/2−2x6/5

4x4/3+2
.

3.3.4. Έστω a ̸= 0. Βρείτε τα limx→1±
1

xa−1 , limx→1
1

(xa−1)2 , limx→1
x3a−1
xa−1 .

3.3.5. Βρείτε τα limx→+∞
√
x(
√
x+ 1−

√
x), limx→+∞

√
x3(

√
x+ 1− 2

√
x+

√
x− 1).

3.3.6. Αν a > 0 και limx→+∞(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = 0, βρείτε τους A,B συναρτήσει των

a, b, c και, με τους ίδιους A,B, αποδείξτε ότι limx→+∞ x(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = 4ac−b2

8a
√
a
.

3.3.7. Βρείτε με τον κανόνα σύνθεσης τα limx→±∞(3x
2−7x

x2+1
)1/2, limx→0(1− 1

x + 1
x3 )

1/5.

3.3.8. Βρείτε τα limx→±∞(ex − e2x + 1), limx→±∞
e2x+ex+1
2e2x+1

, limx→0±
1

ex−1 , limx→0
1

(ex−1)2 ,
limx→±∞ log ex

ex/2+1
.

3.3.9. Βρείτε τα limx→0
log(2x)
log(3x) , limx→1±

1
logx , limx→0 log 1−logx

1+(logx)2 .

3.3.10. Για κάθε ξ ∈ R βρείτε τα limx→ξ±[x]. Για ποιούς ξ υπάρχει το limx→ξ[x];
Βρείτε τα limx→±∞[1/x], limx→±∞ x[1/x].
Αν a, b > 0, βρείτε τα limx→0±(b/x)[x/a].

3.3.11. Βρείτε τα limx→0 x cotx, limx→0
1−cosx
x sinx , limx→0

1−cosx
(sinx)2 , limx→π

sin(3x)
sinx , limx→0

tan(3x)
x+sinx ,

limx→0
cos(8x)−cos(15x)

x2 , limx→±∞ x sin 1
x , limx→π/2

cosx
x−(π/2) , limx→0

cos((π/2) cosx)
sin(sinx) .

3.3.12. Βρείτε τα limx→±∞[x], limx→±∞([x]/x), limx→±∞([x2]/x), limx→+∞([x]/x2).
Αν a, b > 0, βρείτε τα limx→0±(x/a)[b/x].
Αν n ∈ N, βρείτε τα limx→0± x

(
[1/x] + [2/x] + · · ·+ [n/x]

)
.

3.3.13. Αποδείξτε ότι limx→0+ x
a sinx =


0, αν a > −1

1, αν a = −1

+∞, αν a < −1
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3.3.14. Σχεδιάστε τα γραφήματα των x sinx, x2 sinx,
√
x sinx και 1

x sinx και μελετήστε τα όριά
τους στα ±∞.
Σχεδιάστε τα γραφήματα των x sin 1

x , x
2 sin 1

x ,
√
x sin 1

x και 1
x sin

1
x και μελετήστε τα όριά τους

στα 0±.

Αποδείξτε ότι limx→0+ x
a sin 1

x

{
= 0, αν a > 0

δεν υπάρχει, αν a ≤ 0

3.3.15. Βρείτε τα limx→1± f(x), αν ισχύει (x− 1)f(x) ≥ 1 για κάθε x με 0 < |x− 1| < 1
4 .

3.3.16. Υπολογίστε τις πιθανές τιμές του limx→+∞ f(x) αν γνωρίζουμε ότι το όριο αυτό υπάρχει
και ότι ισχύει f(

√
x) = −3(f(x))2 + 1 για κάθε x > 1.

3.3.17. Υπολογίζοντας κατάλληλα όρια, απαντήστε στα εξής. Ισχύει 3x2+1
x2−5 < 301

100 κοντά στο+∞;
Ισχύει x8+1

4x4−x2+2x−1 ≥ 5
8 σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 1; Ισχύει x5 − 7x3 + x2 ≤ 107 σε

σημεία όσο θέλουμε κοντά στο +∞; Ισχύει −10−8 < x4+13x3+25x2+33
x5+2x+1

< 10−7 κοντά στο −∞;

3.3.18. Βρείτε, αν υπάρχουν, τις ασύμπτωτες ευθείες - κατακόρυφες και πλάγιες - των γραφημάτων

των συναρτήσεων 1
x , x

2, 3x4−5x2+x−1
x3+x2−2 , 1

1−x2 ,
√
x, f(x) =

{
x, αν x ≥ 1

3x/(x− 1), αν x < 1

3.3.19. Έστω f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R.
Αποδείξτε ότι limx→0 f(|x|) = l αν και μόνο αν limx→0+ f(x) = l.
Αποδείξτε ότι limx→0 f(x

2) = l αν και μόνο αν limx→0+ f(x) = l.
Βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f(1/x). Αποδείξτε ότι limx→+∞ f(1/x) = l αν και
μόνο αν limx→0+ f(x) = l και ότι limx→−∞ f(1/x) = l αν και μόνο αν limx→0− f(x) = l.
Βρείτε συνάρτηση f : (−1, 0)∪ (0, 1) → R ώστε να υπάρχει το limx→0 f(|x|) και να μην υπάρχει
το limx→0 f(x).

3.3.20. Έστω f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R. Αν limx→0

(
f(x) + 1

f(x)

)
= 2, βρείτε το limx→0 f(x).

Έστω f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R. Αν limx→0

(
f(x) + 1

|f(x)|
)
= 0, βρείτε το limx→0 f(x).

3.3.21. Έστω f, g : A → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και limx→ξ f(x) < limx→ξ g(x).
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) < g(x) κοντά στο ξ.

3.3.22. Έστω f, g : A → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Αν limx→ξ f(x) = η ∈
R και limx→ξ g(x) = ζ ∈ R, τότε αποδείξτε ότι limx→ξ max{f(x), g(x)} = max{η, ζ} και
limx→ξ min{f(x), g(x)} = min{η, ζ}.
3.3.23. Δώστε παράδειγμα όπου υπάρχει το όριο limx→ξ(f(x) + g(x)) αλλά δεν υπάρχουν τα
limx→ξ f(x), limx→ξ g(x).
Δώστε παράδειγμα όπου υπάρχει το limx→ξ f(x)g(x) και όχι τα limx→ξ f(x), limx→ξ g(x).

3.3.24. 6 Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → +∞, g(x) → −∞ και η
f(x) + g(x) (i) να έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 0, g(x) → +∞ και η f(x)g(x) (i)
να έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 0, g(x) → 0 και η f(x)

g(x) (i) να έχει
όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → +∞, g(x) → +∞ και η f(x)

g(x) (i) να

έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)
g(x) να έχει όριο

c ∈ [−∞, 0);

3.3.25. 7 Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → +∞, g(x) → 0 και η
6Μελέτη των απροσδιόριστων μορφών.
7Μελέτη των απροσδιόριστων μορφών δύναμης.
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f(x)g(x) (i) να έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
f(x)g(x) να έχει όριο c ∈ [−∞, 0);
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 0, g(x) → 0 και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)g(x) να έχει
όριο c ∈ [−∞, 0);
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 0, g(x) → −∞ και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ {+∞,−∞} (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)g(x) να
έχει όριο c ∈ R;
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 1, g(x) → +∞ και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)g(x) να έχει
όριο c ∈ [−∞, 0);
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 1, g(x) → −∞ και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)g(x) να έχει
όριο c ∈ [−∞, 0);

3.3.26. Έστω f : A → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A, limx→ξ f(x) = η και έστω ότι
ισχύει f(x) ≤ η για κάθε x ∈ A με x ̸= ξ. Αποδείξτε ότι sup{f(x) |x ∈ A, x ̸= ξ} = η.

3.3.27. Έστω f : A→ R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA και limx→ξ f(x) = η. Αποδείξτε ότι
inf{f(x) |x ∈ A, 0 < |x− ξ| < δ} ≤ η ≤ sup{f(x) |x ∈ A, 0 < |x− ξ| < δ} για κάθε δ > 0.

3.3.28. Έστω ότι ισχύει |a1 sinx + a2 sin 2x + · · · + an sinnx| ≤ | sinx| για κάθε x. Αποδείξτε
ότι |a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

3.3.29. [α] Έστω f : (0,+∞) → R μονότονη στο (0,+∞). Αν limx→+∞
f(2x)
f(x) = 1, αποδείξτε

ότι για κάθε a > 0 είναι limx→+∞
f(ax)
f(x) = 1.

[β] Έστω f : (0, 1] → R ώστε να ισχύει f(2x) = 3f(x) για κάθε x ∈ (0, 12 ]. Αν η f είναι
φραγμένη στο (0, 1], αποδείξτε ότι limx→0 f(x) = 0.

3.3.30. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA. Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R και αν
ισχύει f(x) ̸= η κοντά στο ξ, αποδείξτε ότι το η είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου τιμών
{f(x) |x ∈ A}. Να συμπεράνετε ότι στην πρόταση 3.13 κάποια από τις υποθέσεις είναι περιττή.

3.3.31. [α] Βρείτε τις ασύμπτωτες ευθείες - κατακόρυφες και πλάγιες - των γραφημάτων της συ-
νάρτησης y = 2x+1

x−1 και της αντίστροφής της x = y+1
y−2 .

[β] Θεωρήστε τη συνάρτηση y = 2x− 1
x με πεδίο ορισμού το (0,+∞). Αποδείξτε ότι το σύνολο

τιμών της είναι το (−∞,+∞) και ότι η αντίστροφη συνάρτηση είναι η x = 1
4(y +

√
y2 + 8).

Βρείτε τις ασύμπτωτες ευθείες - κατακόρυφες και πλάγιες - των γραφημάτων των δύο αυτών συ-
ναρτήσεων.
[γ] Γενικότερα, πώς σχετίζονται οι πλάγιες και οι κατακόρυφες ασύμπτωτες μιας συνάρτησης f
και της αντίστροφής της f−1 ;

3.4 Όρια συναρτήσεων και ακολουθίες.

Στο θεώρημα 3.1 έχουμε μια συσχέτιση της έννοιας του ορίου συνάρτησης και της έννοιας του
ορίου ακολουθίας.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.1. Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Θεωρούμε και τις
ακολουθίες (xn) στο A με τις ιδιότητες: (i) xn ̸= ξ για κάθε n και (ii) xn → ξ.
[α] Αν f(x) → η ∈ R όταν x → ξ, τότε για κάθε ακολουθία (xn) στο A με τις ιδιότητες (i), (ii)
ισχύει f(xn) → η.
[β] Αντιστρόφως, αν για κάθε ακολουθία (xn) στοA με τις ιδιότητες (i), (ii) η αντίστοιχη ακολουθία
(f(xn)) έχει όριο, τότε η f έχει όριο στο ξ.
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Απόδειξη. [α] Έστω limx→ξ f(x) = η ∈ R και έστω ακολουθία (xn) στο A με τις ιδιότητες (i)
και (ii).
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

f(x) ∈ Nη(ϵ) για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ. (3.5)

Επειδή xn → ξ, ισχύει τελικά xn ∈ Nξ(δ). Επειδή ισχύει xn ∈ A και xn ̸= ξ για κάθε n,
συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά

xn ∈ A ∩Nξ(δ) και xn ̸= ξ. (3.6)

Από την (3.6) και την (3.5) με x = xn συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά

f(xn) ∈ Nη(ϵ).

Άρα f(xn) → η.
[β] Έστω ότι για κάθε ακολουθία (xn) στο A με τις ιδιότητες (i), (ii) η αντίστοιχη ακολουθία
(f(xn)) έχει όριο στο R.
Πρώτα θα αποδείξουμε ότι υπάρχει τουλάχιστον μία ακολουθία στοA με τις ιδιότητες (i) και (ii).
Πράγματι, επειδή το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A, για κάθε n υπάρχει κάποιο

xn ∈ A ∩Nξ(
1
n) με xn ̸= ξ.

Τώρα, η ακολουθία (xn) που δημιουργείται με αυτόν τον τρόπο είναι στο A και έχει τις ιδιότητες
(i), (ii). Το ότι έχει την ιδιότητα (i) είναι προφανές. Κατόπιν, για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά 1

n < ϵ,
οπότε ισχύει τελικά Nξ(

1
n) ⊆ Nξ(ϵ) οπότε ισχύει τελικά xn ∈ Nξ(ϵ). Άρα xn → ξ.

Τώρα, έστω τυχούσες ακολουθίες (xn′), (xn′′) στοA με τις ιδιότητες (i), (ii), οπότε οι αντίστοιχες
ακολουθίες (f(xn′)), (f(xn′′)) έχουν όρια (πιθανόν διαφορετικά) στο R. Θεωρούμε τη “μικτή”
ακολουθία

(x1
′, x1

′′, x2
′, x2

′′, x3
′, x3

′′, . . . ),

η οποία έχει κι αυτή τις ιδιότητες (i), (ii) (εδώ χρειάζεται η πρόταση 2.15). Άρα η αντίστοιχη
ακολουθία (

f(x1
′), f(x1

′′), f(x2
′), f(x2

′′), f(x3
′), f(x3

′′), . . .
)

έχει όριο στο R. Άρα οι (f(xn′)), (f(xn′′)), ως υποακολουθίες της τελευταίας ακολουθίας, έχουν
το ίδιο όριο.
Άρα υπάρχει η ∈ R ώστε για κάθε (xn) στο A με τις ιδιότητες (i), (ii) να ισχύει f(xn) → η.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι δεν ισχύει limx→ξ f(x) = η.
Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε να είναι λάθος το ότι ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ. Αυτό σημαίνει
ότι ισχύει f(x) /∈ Nη(ϵ) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ. Άρα για κάθε n υπάρχει

xn ∈ A ∩Nξ(
1
n) με xn ̸= ξ ώστε f(xn) /∈ Nη(ϵ).

Λίγο πιο πάνω αποδείξαμε η ακολουθία (xn) που σχηματίζεται είναι στο A και έχει τις ιδιότητες
(i), (ii). Άρα, σύμφωνα με το συμπέρασμα της προηγούμενης παραγράφου, ισχύει f(xn) → η.
Αυτό αντιφάσκει με το ότι ισχύει f(xn) /∈ Nη(ϵ) για κάθε n.
Άρα limx→ξ f(x) = η.

Παράδειγμα 3.4.1. Από το limx→e(1 + x2 − 3x3) = 1+ e2 − 3e3 προκύπτει το 1+ (1+ 1
n)

2n −
3(1+ 1

n)
3n → 1+e2−3e3. Διότι η ακολουθία

(
(1+ 1

n)
n
)
είναι στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης

1 + x2 − 3x3, διότι ισχύει (1 + 1
n)

n ̸= e για κάθε n και διότι (1 + 1
n)

n → e.

Παράδειγμα 3.4.2. Στο θεώρημα 3.1 η υπόθεση ότι “ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n” είναι απαραίτητη.

Πράγματι, έστω η f(x) =

{
0, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
και η (xn) με τύπο xn = 1+(−1)n−1

n για κάθε n. Τότε

limx→0 f(x) = 0 και xn → 0. Δεν είναι σωστό ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n, διότι ισχύει xn = 0
για κάθε άρτιο n. Τώρα, ισχύει f(xn) = 0 για κάθε περιττό n και f(xn) = 1 για κάθε άρτιο n και,
επομένως, η ακολουθία (f(xn)) δεν έχει όριο.

106



Υπάρχουν και οι παραλλαγές του θεωρήματος 3.1 όπου το “σημείο συσσώρευσης” μετατρέ-
πεται σε “από δεξιά (αριστερά) του σημείο συσσώρευσης”, το xn ̸= ξ μετατρέπεται σε xn > ξ
(xn < ξ) και το limx→ξ μετατρέπεται σε limx→ξ+ (limx→ξ−).

Το θεώρημα 3.1 χρησιμοποιείται συνήθως με δύο τρόπους. Όπως κάναμε στο παράδειγμα
3.4.1, γνωρίζοντας ήδη κάποια όρια συναρτήσεων, βγάζουμε συμπεράσματα για όρια ακολουθιών.
Επίσης, έστω ότι δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το limx→ξ f(x). Αν βρούμε μία ακολουθία (xn) στο
πεδίο ορισμού της f η οποία έχει όριο ξ, όλοι οι όροι της είναι ̸= ξ και η ακολουθία (f(xn)) δεν
έχει όριο, συμπεραίνουμε ότι ούτε το limx→ξ f(x) υπάρχει. Ή, αν βρούμε δύο ακολουθίες (xn′),
(xn
′′) στο πεδίο ορισμού της f οι οποίες έχουν όριο ξ, όλοι οι όροι τους είναι ̸= ξ και οι ακολουθίες

(f(xn
′)) και (f(xn′′)) έχουν διαφορετικά όρια, συμπεραίνουμε ότι το limx→ξ f(x) δεν υπάρχει.

Παράδειγμα 3.4.3. Θα ξανααποδείξουμε ότι το limx→+∞(−1)[x] δεν υπάρχει.
Η ακολουθία (n) είναι στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης (−1)[x] και n→ +∞ αλλά η ακολουθία
((−1)n) δεν έχει όριο. Άρα δεν υπάρχει το limx→+∞(−1)[x].
Με την ακολουθία (−n) αποδεικνύεται ότι και το limx→−∞(−1)[x] δεν υπάρχει.

Παράδειγμα 3.4.4. Θα ξανααποδείξουμε ότι το limx→+∞ sinx δεν υπάρχει.
Οι ακολουθίες (2nπ) και (π2+2nπ) είναι στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης sinx και 2nπ → +∞
και π

2 + 2nπ → +∞. Όμως, sin(2nπ) = 0 → 0 και sin(π2 + 2nπ) = 1 → 1. Άρα δεν υπάρχει το
limx→+∞ sinx.
Με τις ακολουθίες (−2nπ) και (π2 − 2nπ) αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει το limx→−∞ sinx.
Φυσικά, με κάποιες ανάλογες ακολουθίες αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχουν και τα limx→±∞ cosx.

Ασκήσεις.

3.4.1. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχουν τα όρια limx→0±(−1)[1/x], limx→±∞(x− [x]), limx→0± sin 1
x ,

limx→0± cos 1
x , χρησιμοποιώντας κατάλληλες ακολουθίες.

3.4.2. Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
((

2n

4n+1

)3/4), ((n3+n+1
2n2−1

)√2), (( n5+1
2n6+1

)1/4), ( log n2+1
n2

)
,((

4n−2n
4n−3n+2

)1/5), (e−n3/(n+1)
)
,
(
log e2n+1

en+1

)
,
( (logn)2−logn+2
−(logn)2+logn−8

)
.

3.4.3. Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Έστω, επίσης, ακολουθία (xn)
στο A ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n και xn → ξ.
Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R και ισχύει f(xn) ≥ l για άπειρους n, αποδείξτε ότι η ≥ l.
Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R και ισχύει f(xn) ≤ u για άπειρους n, αποδείξτε ότι η ≤ u.
Αν u < l και ισχύει f(xn) ≥ l για άπειρους n και f(xn) ≤ u για άπειρους n, αποδείξτε ότι δεν
υπάρχει το limx→ξ f(x).

3.4.4. Έστω f : R → R περιοδική με περίοδο τ > 0, δηλαδή έστω f(x+ τ) = f(x) για κάθε x.
Αποδείξτε ότι, αν υπάρχει ένα από τα limx→±∞ f(x), τότε η f είναι σταθερή συνάρτηση.
Αποδείξτε ότι δεν υπάρχουν τα limx→±∞ cosx, limx→±∞ sinx, limx→±∞(x− [x]).

3.4.5. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα 3.1, αποδείξτε όλες τις προτάσεις της ενότητας 3.3 βασισμέ-
νοι στις αντίστοιχες προτάσεις της ενότητας 2.3.

3.4.6. 8 Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει f : (1,+∞) → R ώστε να ισχύει f(
√
x) = −3(f(x))2+1 για

κάθε x > 1 και limx→+∞ f(x) = −∞.
8Δείτε την άσκηση 3.3.16.
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3.5 Μονότονες συναρτήσεις.

Το θεώρημα 3.2 είναι ιδιαίτερα σημαντικό, τόσο όσο και το αντίστοιχο θεώρημα 2.1 για μο-
νότονες ακολουθίες. Το θεώρημα 3.2 ουσιαστικά λέει ότι μια συνάρτηση μονότονη κοντά στο ξ
από τα δεξιά (αριστερά) του έχει οπωσδήποτε δεξιό (αριστερό) πλευρικό όριο στο ξ και ότι, αν
επιπλέον η συνάρτηση είναι φραγμένη κοντά στο ξ από τα δεξιά (αριστερά) του, τότε το όριό της
είναι αριθμός ενώ, στην αντίθετη περίπτωση, το όριό της είναι +∞ ή −∞.

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.2. [α] Έστω ξ ∈ R ∪ {+∞}, A ⊆ (−∞, ξ), f : A → R και έστω ότι το ξ
είναι σημείο συσσώρευσης του A. Αν η f είναι αύξουσα, τότε limx→ξ f(x) = sup{f(x) |x ∈ A}.
Ειδικώτερα, το limx→ξ f(x) είναι είτε αριθμός, αν η f είναι άνω φραγμένη, είτε +∞, αν η f δεν
είναι άνω φραγμένη.
[β] Με τις υποθέσεις του [α], αν η f είναι φθίνουσα, τότε limx→ξ f(x) = inf{f(x) |x ∈ A}.
Ειδικώτερα, το limx→ξ f(x) είναι είτε αριθμός, αν η f είναι κάτω φραγμένη, είτε −∞, αν η f δεν
είναι κάτω φραγμένη.
[γ] Έστω ξ ∈ R ∪ {−∞}, A ⊆ (ξ,+∞), f : A→ R και έστω ότι το ξ είναι σημείο συσσώρευσης
του A. Αν η f είναι αύξουσα, τότε limx→ξ f(x) = inf{f(x) |x ∈ A}. Ειδικώτερα, το limx→ξ f(x)
είναι είτε αριθμός, αν η f είναι κάτω φραγμένη, είτε −∞, αν η f δεν είναι κάτω φραγμένη.
[δ] Με τις υποθέσεις του [γ], αν η f είναι φθίνουσα, τότε limx→ξ f(x) = sup{f(x) |x ∈ A}.
Ειδικώτερα, το limx→ξ f(x) είναι είτε αριθμός, αν η f είναι άνω φραγμένη, είτε +∞, αν η f δεν
είναι άνω φραγμένη.

Δείτε το σχήμα 14.

Απόδειξη. [α] Έστω ότι η f είναι αύξουσα και άνω φραγμένη. Τότε το μη-κενό σύνολο τιμών
{f(x) |x ∈ A} είναι άνω φραγμένο, οπότε το

η = sup{f(x) |x ∈ A}

είναι αριθμός. Θα αποδείξουμε ότι limx→ξ f(x) = η.
Έστω ϵ > 0. Ο η − ϵ δεν είναι άνω φράγμα του {f(x) |x ∈ A}, οπότε υπάρχει x0 ∈ A ώστε
η − ϵ < f(x0). Επειδή η f είναι αύξουσα, για κάθε x ∈ A ∩ (x0, ξ) ισχύει

f(x) ≥ f(x0) > η − ϵ.

Επειδή ο η είναι άνω φράγμα του {f(x) |x ∈ A}, ισχύει

f(x) ≤ η < η + ϵ
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για κάθε x ∈ A. Άρα ισχύει
η − ϵ < f(x) < η + ϵ

ή, ισοδύναμα, |f(x)− η| < ϵ για κάθε x ∈ A ∩ (x0, ξ). Άρα ισχύει |f(x)− η| < ϵ κοντά στο ξ.
Άρα limx→ξ f(x) = η.
Έστω ότι η f είναι αύξουσα αλλά όχι άνω φραγμένη. Τότε το μη-κενό {f(x) |x ∈ A} δεν είναι
άνω φραγμένο, οπότε

sup{f(x) |x ∈ A} = +∞.

Θα αποδείξουμε ότι limx→ξ f(x) = +∞.
Έστω M > 0. Ο M δεν είναι άνω φράγμα του {f(x) |x ∈ A}, οπότε υπάρχει x0 ∈ A ώστε
f(x0) > M . Επειδή η f είναι αύξουσα, για κάθε x ∈ A ∩ (x0, ξ) ισχύει

f(x) ≥ f(x0) > M.

Άρα ισχύει f(x) > M κοντά στο ξ.
Άρα limx→ξ f(x) = +∞.
[β] - [δ] Ομοίως.

Στα [α] και [β] του θεωρήματος 3.2, αν ξ ∈ R, μπορούμε να γράψουμε limx→ξ− f(x) αντί
limx→ξ f(x). Ομοίως, στα [γ] και [δ], αν ξ ∈ R, μπορούμε να γράψουμε limx→ξ+ f(x) αντί
limx→ξ f(x).

Τώρα, έστω ότι έχουμε την περίπτωση [α] του θεωρήματος 3.2. Είδαμε ότι το η = limx→ξ f(x)
είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του συνόλου των τιμών της f , οπότε ισχύει f(x) ≤ η για κάθε
x ∈ A. Αν υποθέσουμε ότι η f δεν είναι κοντά στο ξ σταθερή, τότε ισχύει f(x) < η για κάθε
x ∈ A. Πράγματι, αν ήταν f(x0) = η για κάποιον x0 ∈ A, τότε, επειδή η f είναι αύξουσα στο A,
θα ίσχυε η = f(x0) ≤ f(x) ≤ η για κάθε x ∈ A ∩ (x0, ξ), οπότε η f θα ήταν σταθερή η κοντά
στο ξ. Ειδικώτερα, αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο A, τότε ισχύει f(x) < η για κάθε x ∈ A.
Παρόμοια συμπεράσματα έχουμε και στις άλλες περιπτώσεις του θεωρήματος 3.2. Συνοψίζουμε:
Αν η f είναι αύξουσα (φθίνουσα) στο A ⊆ (−∞, ξ) και limx→ξ f(x) = η, τότε ισχύει f(x) ≤ η
(f(x) ≥ η) για κάθε x ∈ A. Αν, επιπλέον, η f δεν είναι κοντά στο ξ σταθερή και, ειδικώτερα, είναι
γνησίως αύξουσα (γνησίως φθίνουσα) στο A, τότε ισχύει f(x) < η (f(x) > η) για κάθε x ∈ A.
Αν η f είναι αύξουσα (φθίνουσα) στο A ⊆ (ξ,+∞) και limx→ξ f(x) = η, τότε ισχύει f(x) ≥ η
(f(x) ≤ η) για κάθε x ∈ A. Αν, επιπλέον, η f δεν είναι κοντά στο ξ σταθερή και, ειδικώτερα, είναι
γνησίως αύξουσα (γνησίως φθίνουσα) στο A, τότε ισχύει f(x) > η (f(x) < η) για κάθε x ∈ A.

Παράδειγμα 3.5.1. Αν a > 0, θα αποδείξουμε τα limx→+∞ x
a = +∞, limx→0+ x

a = 0, γνωρί-
ζοντας ότι η συνάρτηση xa είναι αύξουσα στο (0,+∞). Η μονοτονία εγγυάται την ύπαρξη των
δύο ορίων καθώς και ότι το πρώτο είναι αριθμός ή +∞ και ότι το δεύτερο είναι αριθμός ή −∞.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι limx→+∞ x

a = η ∈ R. Τότε

limx→+∞(2x)a = limy→+∞ y
a = η

και, επομένως,

η = limx→+∞(2x)a = limx→+∞ 2axa = 2a limx→+∞ x
a = 2aη.

Άρα η = 0. Άτοπο, διότι ισχύει xa ≥ 1a = 1 για κάθε x ≥ 1, οπότε η = limx→+∞ x
a ≥ 1.

Άρα limx→+∞ x
a = +∞.

Επειδή xa > 0 για κάθε x > 0, συνεπάγεται limx→0+ x
a ≥ 0 και, επομένως, το δεύτερο όριο

είναι αριθμός μη-αρνητικός: limx→0+ x
a = η ≥ 0. Όπως πριν,

limx→0+(2x)
a = limy→0+ y

a = η.

Άρα
η = limx→0+(2x)

a = limx→0+ 2axa = 2aη

και, επομένως, η = 0.
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Ασκήσεις.

3.5.1. [α] Έστω f : [1,+∞) → R αύξουσα στο [1,+∞) ώστε να ισχύει f(n) ≥
√
n για κάθε

n ∈ N. Υπάρχει το limx→+∞ f(x); αν ναι, υπολογίστε το.
[β] Έστω f : (0, 2) → R φθίνουσα στο (0, 2) ώστε να ισχύει f( 1n) = 1 − 1

n για κάθε n ∈ N.
Υπάρχει το limx→0 f(x); αν ναι, υπολογίστε το.
[γ] Τί αλλάζει ως προς τα προηγούμενα συμπεράσματα αν δεν υποθέσουμε ότι οι συναρτήσεις f
είναι μονότονες;

3.5.2. Έστω a > 1.
[α] Χρησιμοποιήστε το ότι ισχύει loga(ax) = 1 + loga x για κάθε x > 0 καθώς και τη μονοτονία
της loga x και βρείτε τα limx→+∞ loga x, limx→0 loga x.
[β] Χρησιμοποιήστε το ότι ισχύει ax+1 = aax για κάθε x καθώς και τη μονοτονία της ax και
βρείτε τα limx→±∞ a

x.

3.5.3. Έστω f : A → R αύξουσα στο A και ξ ∈ R από αριστερά του και από δεξιά του σημείο
συσσώρευσης του A.
Αποδείξτε ότι υπάρχουν τα όρια η = limx→ξ− f(x) και ζ = limx→ξ+ f(x), ότι είναι αριθμοί και
ότι η ≤ ζ.
Θεωρήστε τους αριθμούς y με την ιδιότητα: ισχύει f(x′) ≤ y ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ A με
x′ < ξ < x′′. Αποδείξτε ότι αυτοί οι αριθμοί y είναι ακριβώς τα στοιχεία του διαστήματος [η, ζ].
Προσαρμόστε τα προηγούμενα στην περίπτωση που η f είναι φθίνουσα στο A.

3.5.4. 9 Έστω ξ ∈ R∪{+∞},A ⊆ (−∞, ξ), f : A→ R γνησίως αύξουσα στοA και έστω ότι το ξ
είναι σημείο συσσώρευσης του A. Γνωρίζουμε ότι υπάρχει το η = limx→ξ f(x) ∈ R∪{+∞} και
ότι ισχύει f(x) < η για κάθε x ∈ A. Άρα το σύνολο τιμώνB = {f(x) |x ∈ A} είναι⊆ (−∞, η).
Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο A, ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : B → A και
είναι γνησίως αύξουσα στο B.
Aποδείξτε10 ότι το η είναι σημείο συσσώρευσης του B και ότι limy→η f

−1(y) = ξ.
Προσαρμόστε τα προηγούμενα στην περίπτωση που η f είναι γνησίως φθίνουσα στοA καθώς και
στην περίπτωση που είναιA ⊆ (ξ,+∞), το ξ ∈ R∪{−∞} είναι σημείο συσσώρευσης τουA και
η f είναι γνησίως μονότονη στο A.

3.5.5. 11 Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Το η ∈ R χαρακτηρίζεται
οριακή τιμή της f στο ξ αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά
στο ξ.
Αποδείξτε ότι το η ∈ R είναι οριακή τιμή της f στο ξ αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο
A ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n, xn → ξ και f(xn) → η.
Αποδείξτε ότι το σύνολο L ⊆ R των οριακών τιμών της f στο ξ είναι μη-κενό και να ορίσετε
limx→ξ f(x) = infL και limx→ξ f(x) = supL.
Αποδείξτε ότι τα limx→ξ f(x) και limx→ξ f(x) είναι στοιχεία του L, οπότε είναι η ελάχιστη και η
μέγιστη οριακή τιμή της f στο ξ.
Τα limx→ξ f(x) και limx→ξ f(x) ονομάζονται ανώτατο όριο και κατώτατο όριο της f στον ξ και
συμβολίζονται και lim supx→ξ f(x) και lim infx→ξ f(x).
Αποδείξτε: (i) αν limx→ξ f(x) < y, τότε ισχύει f(x) < y κοντά στο ξ, (ii) αν y < limx→ξ f(x),
τότε ισχύει y < f(x) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ.

9Εδώ περιγράφεται μια σημαντική σχέση ανάμεσα στο όριο συνάρτησης και στο όριο της αντίστροφής της.
10 Δείτε και την άσκηση 3.3.30.
11Το ανώτατο όριο και το κατώτατο όριο συνάρτησης που θα δούμε εδώ είναι έννοιες ανάλογες των αντίστοιχων

εννοιών για ακολουθίες. Η οριακή τιμή συνάρτησης είναι έννοια ανάλογη της έννοιας του υποακολουθιακού ορίου
ακολουθίας.
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Αποδείξτε: (i) αν y < limx→ξ f(x), τότε ισχύει y < f(x) κοντά στο ξ, (ii) αν limx→ξ f(x) < y,
τότε ισχύει f(x) < y σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ.
Αποδείξτε ότι limx→ξ f(x) ≤ limx→ξ f(x).
Αποδείξτε ότι υπάρχει το limx→ξ f(x) αν και μόνο αν limx→ξ f(x) = limx→ξ f(x) και ότι σ’
αυτήν την περίπτωση είναι limx→ξ f(x) = limx→ξ f(x) = limx→ξ f(x).
Αν υπάρχουν τα πλευρικά όρια limx→ξ+ f(x) = η+ και limx→ξ− f(x) = η−, αποδείξτε ότι
limx→ξ f(x) = min{η−, η+} και limx→ξ f(x) = max{η−, η+}.
Βρείτε τα limx→0 και limx→0 των [x], 1

x ,
1
x2 , sin 1

x , x sin
1
x ,

1
x sin

1
x .

Έστω ότι η f είναι άνω φραγμένη κοντά στο ξ, δηλαδή ότι υπάρχει δ0′ > 0 ώστε η f να είναι
άνω φραγμένη στο (A \ {ξ}) ∩ Nξ(δ0

′). Θεωρήστε τη συνάρτηση u : (0, δ0
′] → R με τύπο

u(δ) = sup{f(x) |x ∈ (A \ {ξ})∩Nξ(δ)} για κάθε δ ∈ (0, δ0
′]. Αποδείξτε ότι η u είναι αύξουσα

στο (0, δ0′] και, επομένως, υπάρχει το limδ→0 u(δ). Αποδείξτε ότι limδ→0 u(δ) = limx→ξ f(x).
Έστω ότι δεν ισχύει ότι η f είναι άνω φραγμένη κοντά στο ξ, δηλαδή για κάθε δ > 0 είναι
sup{f(x) |x ∈ (A \ {ξ}) ∩Nξ(δ)} = +∞. Παρατηρήστε ότι τότε limx→ξ f(x) = +∞.
Έστω ότι η f είναι κάτω φραγμένη κοντά στο ξ, δηλαδή υπάρχει δ0′′ > 0 ώστε η f να είναι
κάτω φραγμένη στο (A \ {ξ}) ∩ Nξ(δ0

′′). Θεωρήστε τη συνάρτηση l : (0, δ0′′] → R με τύπο
l(δ) = inf{f(x) |x ∈ (A \ {ξ})∩Nξ(δ)} για κάθε δ ∈ (0, δ0

′′]. Αποδείξτε ότι η l είναι φθίνουσα
στο (0, δ0′′] και, επομένως, υπάρχει το limδ→0 l(δ). Αποδείξτε ότι limδ→0 l(δ) = limx→ξ f(x).
Έστω ότι δεν ισχύει ότι η f είναι κάτω φραγμένη κοντά στο ξ, δηλαδή για κάθε δ > 0 είναι
inf{f(x) |x ∈ (A \ {ξ}) ∩Nξ(δ)} = −∞. Παρατηρήστε ότι τότε limx→ξ f(x) = −∞.

3.6 Το κριτήριο του Cauchy.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ CAUCHY. Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Τότε η f
έχει όριο στο ξ, το οποίο είναι αριθμός, αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
|f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ) με x′, x′′ ̸= ξ.

Απόδειξη. Έστω limx→ξ f(x) = η ∈ R.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)−η| < ϵ

2 για κάθε x ∈ A∩Nξ(δ) με x ̸= ξ.
Άρα για κάθε x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ) με x′, x′′ ̸= ξ ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)− η|+ |f(x′′)− η| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x′)−f(x′′)| < ϵ για κάθε
x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ) με x′, x′′ ̸= ξ.
Έστω ακολουθία (xn) στοA με τις ιδιότητες: (i) ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n και (ii) xn → ξ. Έστω
ϵ > 0. Θεωρούμε τον αντίστοιχο δ. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn ∈ A ∩Nξ(δ) και xn ̸= ξ
για κάθε n ≥ n0. Άρα για κάθε n,m με n,m ≥ n0 ισχύει |f(xn) − f(xm)| < ϵ. Άρα η (f(xn))
είναι ακολουθία Cauchy, οπότε συγκλίνει.
Αποδείξαμε ότι για κάθε (xn) στο A με τις ιδιότητες (i) και (ii) η αντίστοιχη ακολουθία (f(xn))
έχει όριο στο R. Σύμφωνα με το θεώρημα 3.1, το limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός.

Το “για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x′) − f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈
A ∩Nξ(δ) με x′, x′′ ̸= ξ” το διατυπώνουμε

limx′,x′′→ξ(f(x
′)− f(x′′)) = 0.

Η χρησιμότητα του κριτηρίου του Cauchy, όπως και του ανάλογου κριτηρίου του Cauchy
για ακολουθίες, είναι ότι παρέχει έναν τρόπο απόδειξης της σύγκλισης μιας συνάρτησης όταν
δεν γνωρίζουμε εκ των προτέρων την τιμή του υποψήφιου ορίου της. Αντί να μελετήσουμε τις
αποστάσεις |f(x)−η| των τιμών της f από τον άγνωστο η, μελετάμε τις αποστάσεις |f(x′)−f(x′′)|
μεταξύ των τιμών της f .
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Ασκήσεις.

3.6.1. Έστω f : A → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και δ > 0,M > 0, ρ > 0 ώστε να
ισχύει |f(x′)−f(x′′)| ≤M |x′−x′′|ρ για κάθε x′, x′′ ∈ A με 0 < |x′−ξ| < δ και 0 < |x′′−ξ| < δ.
Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός.

3.6.2. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
Έστω ότι η f είναι φραγμένη κοντά στο ξ, δηλαδή υπάρχει δ0 > 0 ώστε η f να είναι φραγμένη
στο (A \ {ξ}) ∩Nξ(δ0).
Αποδείξτε ότι 0 ≤ sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ (A \ {ξ}) ∩Nξ(δ)} < +∞ για κάθε δ ∈ (0, δ0].
Ορίζουμε την ω∗ : (0, δ0] → R+

0 με τύπο ω∗(δ) = sup{f(x′)−f(x′′) |x′, x′′ ∈ (A\{ξ})∩Nξ(δ)}
για κάθε δ ∈ (0, δ0].
Αποδείξτε ότι η ω∗ είναι αύξουσα στο (0, δ0], ότι υπάρχει το limδ→0 ω

∗(δ) και είναι αριθμός ≥ 0.
Ορίζουμε ω∗(f ; ξ) = limδ→0 ω

∗(δ).
Έστω ότι δεν ισχύει ότι η f είναι φραγμένη κοντά στο ξ.
Αποδείξτε ότι sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ (A \ {ξ}) ∩Nξ(δ)} = +∞ για κάθε δ > 0.
Τότε ορίζουμε ω∗(f ; ξ) = +∞.12

Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός αν και μόνο αν ω∗(f ; ξ) = 0.
Έστω ότι υπάρχουν τα limx→ξ± f(x). Αποδείξτε ότι ένα τουλάχιστον από τα limx→ξ± f(x) δεν
είναι αριθμός αν και μόνο αν ω∗(f ; ξ) = +∞ και ότι τα limx→ξ± f(x) είναι και τα δύο αριθ-
μοί αν και μόνο αν 0 ≤ ω∗(f ; ξ) < +∞ και τότε σ’ αυτήν την περίπτωση είναι ω∗(f ; ξ) =
| limx→ξ+ f(x)− limx→ξ− f(x)|.
Δείτε την άσκηση 3.5.5 και αποδείξτε ότι ένα τουλάχιστον από τα limx→ξ f(x), limx→ξ f(x) δεν
είναι αριθμός αν και μόνο αν ω∗(f ; ξ) = +∞ και ότι τα limx→ξ f(x), limx→ξ f(x) είναι και
τα δύο αριθμοί αν και μόνο αν 0 ≤ ω∗(f ; ξ) < +∞ και τότε σ’ αυτήν την περίπτωση είναι
ω∗(f ; ξ) = limx→ξ f(x)− limx→ξ f(x).
Βρείτε τα ω∗(f ; 0) των [x], 1

x ,
1
x2 , sin 1

x , x sin
1
x ,

1
x sin

1
x .

12Και στις δύο περιπτώσεις [α], [β], το ω∗(f ; ξ) ονομάζεται ταλάντωση της f στο ξ. Μια παραλλαγή της έννοιας
της ταλάντωσης σε σημείο θα δούμε στην άσκηση 4.1.16.
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Κεφάλαιο 4

Συνεχείς συναρτήσεις.

4.1 Συνεχείς συναρτήσεις.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.1. Έστω f : A → R και ξ ∈ A. Η f χαρακτηρίζεται συνεχής στον ξ αν για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)−f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x−ξ| < δ ή, ισοδύναμα,
ώστε να ισχύει f(x) ∈ Nf(ξ)(ϵ) για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ).

Με άλλα λόγια: η f είναι συνεχής στον ξ αν ο f(x) πλησιάζει απεριόριστα τον f(ξ) όταν ο x
έρχεται κατάλληλα κοντά στον ξ (χωρίς τον περιορισμό να παραμένει διαφορετικός από τον ξ). Ή,
κοιτάζοντας το γράφημα της f , λέμε: η f είναι συνεχής στον ξ αν, καθώς ο x έρχεται κατάλληλα
κοντά στον ξ, το σημείο (x, f(x)) του γραφήματος της f πλησιάζει απεριόριστα το σημείο (ξ, f(ξ)).

Όταν η f είναι συνεχής στον ξ, το ότι ισχύει f(x) ∈ Nf(ξ)(ϵ) για κάθε x ∈ A ∩ Nξ(δ)
μπορούμε να το εκφράσουμε και ως εξής: η f απεικονίζει το σύνολο A∩Nξ(δ) μέσα στην περιοχή
Nf(ξ)(ϵ) ή, ισοδύναμα,

f
(
A ∩Nξ(δ)

)
⊆ Nf(ξ)(ϵ).

Δείτε το σχήμα 15.

Θα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Πρώτη περίπτωση: Ο ξ ∈ A είναι σημείο συσσώρευσης του A.
Έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ. Δηλαδή, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
|f(x) − f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x − ξ| < δ. Προφανώς, συνεπάγεται ότι για κάθε ϵ > 0
υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με 0 < |x − ξ| < δ. (Αν
κάποιοι x έχουν μια ιδιότητα, τότε και οι λιγότεροι x έχουν, επίσης, την ίδια ιδιότητα.) Επομένως,
limx→ξ f(x) = f(ξ).
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Αντιστρόφως, έστω limx→ξ f(x) = f(ξ). Δηλαδή, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
|f(x) − f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με 0 < |x − ξ| < δ. Παρατηρούμε ότι, αν x = ξ, τότε έτσι κι
αλλιώς ισχύει |f(x) − f(ξ)| = |f(ξ) − f(ξ)| = 0 < ϵ. Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει (ο ίδιος με
πριν) δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x − ξ| < δ. (Στην περίπτωση
αυτή, γνωρίζουμε ότι οι λιγότεροι x έχουν μια ιδιότητα, αλλά εκ των υστέρων βλέπουμε ότι και οι
περισσότεροι x έχουν την ίδια ιδιότητα.) Άρα η f είναι συνεχής στον ξ.
Δεύτερη περίπτωση: Ο ξ ∈ A δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A ή, ισοδύναμα, είναι μεμονω-
μένο σημείο του A. Δηλαδή, υπάρχει δ > 0 ώστε A ∩ (ξ − δ, ξ + δ) = {ξ}.
Τότε, για κάθε ϵ > 0 θεωρούμε τον συγκεκριμένο δ και τότε, προφανώς, για κάθε x ∈ A με
|x − ξ| < δ ισχύει x = ξ, οπότε ισχύει |f(x) − f(ξ)| = |f(ξ) − f(ξ)| = 0 < ϵ. Άρα η f είναι
συνεχής στον ξ.
Συνοψίζουμε:
Αν ο ξ ∈ A είναι σημείο συσσώρευσης του A, τότε η f είναι συνεχής στον ξ αν και μόνο αν
limx→ξ f(x) = f(ξ). Αν ο ξ ∈ A είναι μεμονωμένο σημείο του A, τότε η f είναι, αυτομάτως,
συνεχής στον ξ.

Πρέπει να τονιστεί ότι για να έχει νόημα η συνέχεια ή η μη-συνέχεια της f στον ξ προϋποτίθεται
ότι ο ξ ανήκει στο πεδίο ορισμού της, δηλαδή ότι ορίζεται ο f(ξ).

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.2. Έστω f : A→ R και ξ ∈ A.
Η f χαρακτηρίζεται αριστερά συνεχής στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
|f(x)− f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με ξ− δ < x ≤ ξ ή, ισοδύναμα, ώστε να ισχύει f(x) ∈ Nf(ξ)(ϵ)
για κάθε x ∈ A ∩Nξ−(δ).
Η f χαρακτηρίζεται δεξιά συνεχής στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)−
f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με ξ ≤ x < ξ + δ ή, ισοδύναμα, ώστε να ισχύει f(x) ∈ Nf(ξ)(ϵ) για
κάθε x ∈ A ∩Nξ+(δ).

Προσαρμόζοντας με προφανή τρόπο τα προηγούμενα, μπορούμε να αποδείξουμε ότι αν ο ξ εί-
ναι από δεξιά (αριστερά) του σημείο συσσώρευσης τουA, τότε η f είναι δεξιά (αριστερά) συνεχής
στον ξ αν και μόνο αν limx→ξ+ f(x) = f(ξ) (limx→ξ− f(x) = f(ξ)) και ότι, αν ο ξ δεν είναι από
δεξιά (αριστερά) του σημείο συσσώρευσης του A, τότε η f είναι, αυτομάτως, δεξιά (αριστερά)
συνεχής στον ξ.

Από τις προτάσεις 3.1 και 3.2 προκύπτουν τα εξής συμπεράσματα. (i) Αν ο ξ είναι από αρι-
στερά του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A, τότε η f είναι συνεχής στον ξ αν και
μόνο αν είναι αριστερά και δεξιά συνεχής στον ξ. (ii) Αν ο ξ είναι μόνο από αριστερά του σημείο
συσσώρευσης του A, τότε η f είναι συνεχής στον ξ αν και μόνο αν είναι αριστερά συνεχής στον
ξ. (iii) Αν ο ξ είναι μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A, τότε η f είναι συνεχής στον
ξ αν και μόνο αν είναι δεξιά συνεχής στον ξ.

Παράδειγμα 4.1.1. Η συνάρτηση x2 είναι συνεχής στον 3, διότι limx→3 x
2 = 9 = 32.

Για να αποδείξουμε τη συνέχεια χρησιμοποιήσαμε το όριο της συνάρτησης. Ας δούμε την απόδειξη
και με βάση τον ορισμό της συνέχειας.
Θεωρούμε ϵ > 0 και πρέπει να βρούμε κάποιον δ > 0 ώστε για κάθε x με |x − 3| < δ να ισχύει
|x2 − 9| < ϵ.
Τώρα, το |x2−9| < ϵ συνεπάγεται από το |x+3||x−3| < ϵ. Δεν είναι δύσκολο να χειριστούμε κατ’
ευθείαν αλγεβρικά τις ανισότητες αυτές και να τις “λύσουμε” ως προς τον x, αλλά κάτι τέτοιο είναι
και λίγο άβολο, οπότε θα κάνουμε κάτι παρόμοιο με αυτό που κάναμε και στο παράδειγμα 3.2.3.
Θα αντικαταστήσουμε το |x + 3||x − 3| με κάτι μεγαλύτερο και απλούστερο. Πιο συγκεκριμένα,
θα πετύχουμε να ισχύει |x + 3||x − 3| ≤ M |x − 3| σε κάποια περιοχή του 3, όπου M θα είναι
κάποιος αριθμός ανεξάρτητος του x στην περιοχή αυτή. Για να ισχύει κάτι τέτοιο είναι αρκετό να
ισχύει |x+3| ≤M . Αυτό είναι εφικτό αφού, αν ο x είναι κοντά στον 3, τότε ο |x+3| δεν μπορεί
να είναι πολύ μεγάλος. Πράγματι, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1, τότε για κάθε x
με |x− 3| < δ ισχύει |x− 3| < 1 και, επομένως, ισχύει |x+3| = |(x− 3)+6| ≤ |x− 3|+6 < 7.
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Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1, τότε για κάθε x με |x − 3| < δ ισχύει
|x+ 3||x− 3| < 7|x− 3|. Δηλαδή:

0 < δ ≤ 1 : |x− 3| < δ ⇒ |x+ 3||x− 3| < 7|x− 3|. (4.1)

Τώρα βλέπουμε ότι το 7|x−3| < ϵ συνεπάγεται από το |x−3| < ϵ
7 . Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε

δ > 0 ώστε δ ≤ ϵ
7 , τότε για κάθε x με |x− 3| < δ ισχύει |x− 3| < ϵ

7 και, επομένως, 7|x− 3| < ϵ.
Δηλαδή:

0 < δ ≤ ϵ
7 : |x− 3| < δ ⇒ 7|x− 3| < ϵ. (4.2)

Άρα, συνολικά, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1 και δ ≤ ϵ
7 , τότε συνδυάζουμε τις

(4.1) και (4.2) ως εξής: για κάθε x με |x− 3| < δ ισχύει |x+ 3||x − 3| < 7|x− 3| (διότι δ ≤ 1)
και 7|x− 3| < ϵ (διότι δ ≤ ϵ

7 ) και, επομένως, ισχύει |x+ 3||x− 3| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ min{1, ϵ7} : |x−3| < δ ⇒
{
|x+ 3||x− 3| < 7|x− 3|

7|x− 3| < ϵ

}
⇒ |x+3||x−3| < ϵ.

Παράδειγμα 4.1.2. Η συνάρτηση
√

−x2(x+ 1) έχει πεδίο ορισμού το A = (−∞,−1] ∪ {0}. Ο
0 είναι μεμονωμένο σημείο του A, οπότε η συνάρτηση είναι συνεχής στον 0.

Παράδειγμα 4.1.3. Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση [x].
Έστω ξ ∈ Z. Η [x] είναι σταθερή ξ−1 στο διάστημα [ξ−1, ξ) αριστερά του ξ, οπότε limx→ξ−[x] =
limx→ξ−(ξ−1) = ξ−1 ̸= [ξ]. Επίσης, είναι σταθερή ξ στο διάστημα (ξ, ξ+1) δεξιά του ξ, οπότε
limx→ξ+[x] = limx→ξ+ ξ = ξ = [ξ]. Άρα η [x] είναι δεξιά συνεχής αλλά όχι αριστερά συνεχής
στον ξ, οπότε δεν είναι συνεχής στον ξ.
Έστω ξ /∈ Z. Τότε υπάρχει n ∈ Z και, συγκεκριμένα, ο n = [ξ] ώστε n < ξ < n+1. Η συνάρτηση
είναι σταθερή n στην ένωση [n, ξ) ∪ (ξ, n + 1), οπότε limx→ξ[x] = limx→ξ n = n = [ξ]. Άρα η
[x] είναι συνεχής στον ξ.
Άρα η [x] σε κάθε ακέραιο αριθμό δεν είναι συνεχής και σε κάθε άλλο αριθμό είναι συνεχής.

Παράδειγμα 4.1.4. Η σταθερή συνάρτηση c είναι συνεχής σε κάθε ξ ∈ R, διότι limx→ξ c = c.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.3. Η f : A→ R χαρακτηρίζεται συνεχής στο A ή, απλώς, συνεχής αν είναι συνεχής
σε κάθε ξ στο πεδίο ορισμού της A.

Παράδειγμα 4.1.5. Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση P (x) είναι συνεχής, αφού για κάθε ξ ∈ R
ισχύει limx→ξ P (x) = P (ξ).

Παράδειγμα 4.1.6. Κάθε ρητή συνάρτηση R(x) = P (x)
Q(x) είναι συνεχής. Πράγματι, για κάθε ξ στο

πεδίο ορισμού της συνάρτησης, δηλαδή για κάθε ξ ∈ R ο οποίος δεν είναι ρίζα του πολυωνύμου
Q(x), ισχύει limx→ξ R(x) = R(ξ).

Παράδειγμα 4.1.7. Η xa είναι συνεχής, αφού για κάθε ξ στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης (το
οποίο εξαρτάται από τον a) ισχύει limx→ξ x

a = ξa.

Παράδειγμα 4.1.8. Η ax είναι συνεχής, αφού για κάθε ξ ισχύει limx→ξ a
x = aξ.

Παράδειγμα 4.1.9. Η loga x είναι συνεχής, αφού για κάθε ξ > 0 ισχύει limx→ξ loga x = loga ξ.

Παράδειγμα 4.1.10. Οι συναρτήσεις cosx, sinx είναι συνεχείς, διότι ισχύει limx→ξ cosx = cos ξ
και limx→ξ sinx = sin ξ για κάθε ξ. Ομοίως, οι συναρτήσεις tanx, cotx είναι συνεχείς. Για κάθε
ξ στο πεδίο ορισμού τους ισχύει limx→ξ tanx = tan ξ και limx→ξ cotx = cot ξ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.4. Έστω f : A → R, B ⊆ A. Η f χαρακτηρίζεται συνεχής στο B αν ο περιορισμός
της στο B, δηλαδή η g : B → R με τύπο g(x) = f(x) για x ∈ B, είναι συνεχής στο B.
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Παράδειγμα 4.1.11. Έστω η f(x) =

{
1, αν 0 ≤ x ≤ 1

0, αν x < 0 ή x > 1
με πεδίο ορισμού R.

Η f δεν είναι συνεχής στο R αφού δεν είναι συνεχής στους 0 και 1. Πράγματι: limx→0− f(x) =
limx→0− 0 = 0 ̸= 1 = f(0) και limx→0+ f(x) = limx→0+ 1 = 1 = f(0). Δηλαδή η f είναι δεξιά
συνεχής αλλά όχι αριστερά συνεχής στον 0. Ομοίως, η f είναι αριστερά συνεχής αλλά όχι δεξιά
συνεχής στον 1.
Θεωρούμε τον περιορισμό της f στο [0, 1], δηλαδή την σταθερή συνάρτηση g : [0, 1] → R με
τύπο g(x) = 1. Είναι σαφές ότι η g είναι συνεχής στο [0, 1]. Άρα η f είναι συνεχής στο [0, 1].

Εδώ χρειάζεται ένα σχόλιο.Μια συνάρτηση f : A→ R μπορεί να μην είναι συνεχής σε κάποιο
σημείο ξ ∈ A, αλλά είναι οπωσδήποτε (γιατί;) συνεχής στο μονοσύνολο {ξ}. Ομολογουμένως,
αυτό είναι κάπως περίεργο!

4.1.1 Είδη ασυνεχειών.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.5. Έστω f : A→ R και ξ ∈ A. Αν η f είναι συνεχής στον ξ, λέμε ότι ο ξ είναι σημείο
συνέχειας της f . Αν η f δεν είναι συνεχής στον ξ, λέμε ότι ο ξ είναι σημείο ασυνέχειας της f ή ότι
η f έχει (ή παρουσιάζει) ασυνέχεια στον ξ.

Στην περίπτωση που ο ξ είναι σημείο ασυνέχειας της f και, επομένως, και σημείο συσσώρευσης
του A, θα τόν κατατάξουμε σε ακριβώς τρεις κατηγορίες με τρεις αντίστοιχους ορισμούς.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.6. Έστω ότι υπάρχει το η = limx→ξ f(x) και είναι αριθμός αλλά η ̸= f(ξ). Τότε λέμε
ότι ο ξ είναι σημείο άρσιμης ασυνέχειας της f ή ότι η f παρουσιάζει άρσιμη ασυνέχεια στον ξ.

Δείτε το σχήμα 16.

Αν ο ξ είναι σημείο άρσιμης ασυνέχειας της f , μπορούμε να αλλάξουμε την τιμή της f στον ξ
και μόνο στον ξ έτσι ώστε να δημιουργηθεί μια νέα συνάρτηση συνεχής στον ξ. Πιο συγκεκριμένα,
ορίζουμε την g : A→ R με τύπο

g(x) =

{
f(x), αν x ∈ A, x ̸= ξ

η, αν x = ξ

Η g έχει το ίδιο πεδίο ορισμού με την f και διαφέρει από την f μόνο στον ξ. Επειδή g(x) = f(x)
για κάθε x ∈ A με x ̸= ξ, συνεπάγεται limx→ξ g(x) = limx→ξ f(x) = η. Επομένως, επειδή
g(ξ) = η, συνεπάγεται limx→ξ g(x) = g(ξ), οπότε η g είναι συνεχής στον ξ.

Παράδειγμα 4.1.12. Η f(x) =

{
x+ 1, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
παρουσιάζει άρσιμη ασυνέχεια στον 0, διότι

το limx→0 f(x) = limx→0(x+1) = 1 είναι αριθμός και f(0) ̸= 1. Η g(x) =

{
x+ 1, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
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είναι συνεχής στον 0. Παρατηρήστε ότι η g ταυτίζεται με τη συνάρτηση x + 1 στο R, ενώ η f
ταυτίζεται με τη συνάρτηση x+ 1 στο R \ {0}.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.7. Έστω είτε ότι υπάρχει το limx→ξ f(x) και είναι ίσο με +∞ ή −∞ είτε ότι υπάρ-
χουν τα limx→ξ+ f(x) και limx→ξ− f(x) αλλά είναι διαφορετικά. Τότε λέμε ότι ο ξ είναι σημείο
ασυνέχειας πρώτου είδους της f ή ότι η f παρουσιάζει ασυνέχεια πρώτου είδους στον ξ. Στη
δεύτερη υποπερίπτωση το limx→ξ+ f(x) − limx→ξ− f(x), που είναι ̸= 0, ονομάζεται άλμα της f
στον ξ.

Δείτε το σχήμα 17.

Παράδειγμα 4.1.13. Η f(x) =

{
1/x2, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
έχει ασυνέχεια πρώτου είδους στον 0, διότι

limx→0 f(x) = +∞. Το ίδιο ισχύει για την f(x) =

{
1/
√
x, αν x > 0

0, αν x = 0

Παράδειγμα 4.1.14. Η f(x) =

{
1/x, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
παρουσιάζει ασυνέχεια πρώτου είδους στον 0,

διότι limx→0+ f(x) = +∞ και limx→0− f(x) = −∞, με άλμα στον 0 ίσο με+∞−(−∞) = +∞.

Παράδειγμα 4.1.15. Η f(x) =

{
x+ 1, αν x ≥ 0

x, αν x < 0
παρουσιάζει ασυνέχεια πρώτου είδους στον

0, αφού limx→0+ f(x) = 1 και limx→0− f(x) = 0. Το άλμα στον 0 είναι ίσο με 1 − 0 = 1. Η f
είναι δεξιά συνεχής αλλά όχι αριστερά συνεχής στον 0.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.8. Αν ο ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού της f και δεν
υπάρχει το limx→ξ+ f(x) ή αν ο ξ είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού
της f και δεν υπάρχει το limx→ξ− f(x), τότε λέμε ότι ο ξ είναι σημείο ασυνέχειας δεύτερου εί-
δους ή σημείο ουσιώδους ασυνέχειας της f ή ότι η f παρουσιάζει ασυνέχεια δεύτερου είδους ή
ουσιώδη ασυνέχεια στον ξ.

Δείτε το σχήμα 18.
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Παράδειγμα 4.1.16. Η f(x) =

{
sin(1/x), αν x > 0

x, αν x ≤ 0
έχει ασυνέχεια δεύτερου είδους στον 0,

διότι το limx→0+ f(x) = limx→0+ sin(1/x) δεν υπάρχει. Επειδή limx→0− f(x) = limx→0− x =
0 = f(0), η f είναι αριστερά συνεχής στον 0.

Παράδειγμα 4.1.17. Η f(x) =

{
sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
έχει ασυνέχεια δεύτερου είδους στον 0,

διότι δεν υπάρχει κανένα από τα πλευρικά όρια στον 0.

Παράδειγμα 4.1.18. Η f(x) =

{
sin(1/x), αν x > 0

0, αν x = 0
έχει ασυνέχεια δεύτερου είδους στον 0,

διότι δεν υπάρχει το δεξιό πλευρικό όριο στον 0.

Δείτε, όμως, και το εξής παράδειγμα.

Παράδειγμα 4.1.19. H f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
είναι συνεχής στον 0. Πράγματι, είναι

limx→0 f(x) = limx→0 x sin(1/x) = 0 = f(0), διότι limx→0 x = 0 και η sin(1/x) είναι φραγ-
μένη.

Αν ο ξ είναι σημείο ασυνέχειας πρώτου ή δεύτερου είδους της f , τότε ο ξ δεν μπορεί να μετα-
τραπεί σε σημείο συνέχειας με απλή αλλαγή της τιμής f(ξ). Αυτό γίνεται μόνο στην περίπτωση
που ο ξ είναι σημείο άρσιμης ασυνέχειας.1

4.1.2 Ασυνέχειες μονότονων συναρτήσεων.

Για την καλύτερη κατανόηση των παρακάτω θα βοηθούσε ένα προσεκτικό σχέδιο του γραφή-
ματος της f στις διάφορες περιπτώσεις.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.1. Έστω f : A→ R μονότονη στο A και ξ ∈ A.
[α] Έστω ότι ο ξ είναι από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A. Τότε ο ξ
είναι είτε σημείο συνέχειας είτε σημείο ασυνέχειας πρώτου είδους της f . Στη δεύτερη περίπτωση η
f έχει θετικό άλμα στον ξ, αν είναι αύξουσα, και αρνητικό άλμα στον ξ, αν είναι φθίνουσα.
[β] Έστω ότι ο ξ είναι μόνο από αριστερά του ή μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A.
Τότε ο ξ είναι είτε σημείο συνέχειας είτε σημείο άρσιμης ασυνέχειας της f .

1Δείτε την άσκηση 4.1.8.
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Απόδειξη. [α] Έστω f αύξουσα στο A.
Τότε η f είναι αύξουσα στοA∩(−∞, ξ) και άνω φραγμένη στο σύνολο αυτό, αφού ισχύει f(x) ≤
f(ξ) για κάθε x ∈ A∩ (−∞, ξ). Σύμφωνα με το θεώρημα 3.2, υπάρχει το limx→ξ− f(x) και είναι
αριθμός και, μάλιστα,

limx→ξ− f(x) ≤ f(ξ).

Ομοίως, η f είναι αύξουσα και κάτω φραγμένη στο A ∩ (ξ,+∞), αφού ισχύει f(ξ) ≤ f(x) για
κάθε x ∈ A ∩ (ξ,+∞). Άρα υπάρχει το limx→ξ+ f(x) και είναι αριθμός και

f(ξ) ≤ limx→ξ+ f(x).

Άρα τα limx→ξ− f(x), limx→ξ+ f(x) είναι αριθμοί και

limx→ξ− f(x) ≤ f(ξ) ≤ limx→ξ+ f(x). (4.3)

Τώρα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Στην πρώτη περίπτωση είναι limx→ξ− f(x) = limx→ξ+ f(x), οπότε limx→ξ− f(x) = f(ξ) =
limx→ξ+ f(x) και, επομένως, η f είναι συνεχής στον ξ.
Στη δεύτερη περίπτωση είναι limx→ξ− f(x) < limx→ξ+ f(x), οπότε η f παρουσιάζει ασυνέχεια
πρώτου είδους στον ξ με άλμα limx→ξ+ f(x)− limx→ξ− f(x) > 0.
Η απόδειξη είναι ίδια αν η f είναι φθίνουσα στοA : απλώς, τότε όλες οι προηγούμενες ανισότητες
αλλάζουν φορά και βρίσκουμε ότι limx→ξ− f(x) ≥ f(ξ) ≥ limx→ξ+ f(x).
[β] Έστω f αύξουσα στο A και ξ μόνο από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A.
Όπως πριν, το limx→ξ+ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός και limx→ξ+ f(x) ≥ f(ξ). Επομένως, το
limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός και limx→ξ f(x) ≥ f(ξ).
Πάλι έχουμε δύο περιπτώσεις. Στην πρώτη είναι limx→ξ f(x) = f(ξ) και, επομένως, η f είναι
συνεχής στον ξ. Στη δεύτερη περίπτωση είναι limx→ξ f(x) > f(ξ), οπότε ο ξ είναι σημείο άρσιμης
ασυνέχειας της f .
Η απόδειξη είναι ίδια σε κάθε άλλη περίπτωση.

Ας μελετήσουμε λίγο παραπάνω την κατάσταση που περιγράφει η πρόταση 4.1, επιμένοντας
σε ένα προσεκτικό σχέδιο του γραφήματος της f . Δείτε το σχήμα 19. Αυτά που θα πούμε τώρα θα
παίξουν ουσιαστικό ρόλο στην απόδειξη της πρότασης 4.14.2

2Δείτε και την άσκηση 4.1.15.
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(i)Έστω ότι η f : A→ R είναι αύξουσα στοA, ο ξ ∈ A είναι από αριστερά του και από δεξιά του
σημείο συσσώρευσης του A και η f δεν είναι συνεχής στον ξ, οπότε ο ξ είναι σημείο ασυνέχειας
πρώτου είδους. Αν θέσουμε

η− = lim
x→ξ−

f(x), η+ = lim
x→ξ+

f(x),

τότε το άλμα της f στον ξ είναι ίσο με η+ − η− > 0. Η (4.3) πιο πάνω λέει ότι

η− ≤ f(ξ) ≤ η+.

Επίσης, επειδή η f είναι αύξουσα, ισχύει

f(x) ≤ η− για x ∈ A ∩ (−∞, ξ) και η+ ≤ f(x) για x ∈ A ∩ (ξ,+∞).

Άρα η μοναδική τιμή της f η οποία ενδέχεται να ανήκει στο ανοικτό διάστημα (η−, η+) είναι η
f(ξ). Πιο συγκεκριμένα, αν f(ξ) = η− ή f(ξ) = η+, τότε το διάστημα (η−, η+) δεν περιέχει
καμιά τιμή της f και, αν η− < f(ξ) < η+, τότε η ένωση (η−, f(ξ)) ∪ (f(ξ), η+) δεν περιέχει
καμιά τιμή της f .
Με τις ίδιες υποθέσεις αλλά με την f να είναι φθίνουσα αντί αύξουσα, συνεπάγεται η+ < η− και
η+ ≤ f(ξ) ≤ η− και έχουμε όμοια αποτελέσματα: είτε το διάστημα (η+, η−) δεν περιέχει καμιά
τιμή της f είτε η ένωση (η+, f(ξ)) ∪ (f(ξ), η−) δεν περιέχει καμιά τιμή της f .
(ii) Έστω ότι η f : A → R είναι αύξουσα στο A, ο ξ ∈ A είναι μόνο από δεξιά του σημείο
συσσώρευσης τουA και η f δεν είναι συνεχής στον ξ, οπότε ο ξ είναι σημείο άρσιμης ασυνέχειας.
Αν θέσουμε η+ = limx→ξ+ f(x), αποδείξαμε ότι f(ξ) < η+. Επειδή η f είναι αύξουσα, ισχύει
f(x) ≤ f(ξ) για κάθε x ∈ A ∩ (−∞, ξ) και η+ ≤ f(x) για κάθε x ∈ A ∩ (ξ,+∞). Άρα το
ανοικτό διάστημα (f(ξ), η+) δεν περιέχει καμιά τιμή της f .
Με τις ίδιες υποθέσεις αλλά με την f να είναι φθίνουσα αντί αύξουσα, συνεπάγεται η+ < f(ξ)
και το διάστημα (η+, f(ξ)) δεν περιέχει καμιά τιμή της f .
Αν η f είναι μονότονη στο A και ο ξ ∈ A είναι μόνο από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του
A, τότε, αν θέσουμε η− = limx→ξ− f(x), συμπεραίνουμε ότι, αν η f είναι αύξουσα, το διάστημα
(η−, f(ξ) δεν περιέχει καμιά τιμή της f και, αν η f είναι φθίνουσα, το διάστημα (f(ξ), η−) δεν
περιέχει καμιά τιμή της f .
Τελικό συμπέρασμα:
Έστω ότι η f : A → R είναι μονότονη στο A, ο ξ ∈ A είναι τουλάχιστον από αριστερά του ή από
δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A και η f δεν είναι συνεχής στον ξ. Τότε ανάμεσα στις τιμές της
f παρεμβάλεται τουλάχιστον ένα ανοικτό διάστημα - του οποίου ένα από τα άκρα είναι ο f(ξ) - το
οποίο δεν περιέχει καμιά τιμή της.

Ασκήσεις.

4.1.1. Αποδείξτε βάσει του ορισμού ότι οι x, 2x− 3, x2, 1
x ,

√
x, x2+1

x+1 είναι συνεχείς στον 1.

4.1.2. Έστω οι f(x) =

{
x2, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
f(x) =

{
x2 + 1, αν x < 0

x+ 1, αν x ≥ 0
f(x) =

{
x, αν x ≤ 0

1/x, αν x > 0

f(x) =

{
(sinx)/x, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
f(x) =

{
(1− cosx)/x2, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
Ποιές από αυτές είναι

συνεχείς ή δεξιά συνεχείς ή αριστερά συνεχείς στον 0;

4.1.3. Θεωρήστε τις συναρτήσεις [x], x− [x], x− [x]− 1
2 ,
∣∣x− [x]− 1

2

∣∣, [x] +√
x− [x]. Σε ποιά

σημεία είναι συνεχείς ή δεξιά συνεχείς ή αριστερά συνεχείς; Σχεδιάστε τα γραφήματά τους.
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4.1.4. Έστω οι f(x) =

{
x2, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
f(x) =

{
1/|x|, αν x ̸= 0

−1, αν x = 0
f(x) =

{
x, αν x ≤ 0

1/x, αν x > 0

f(x) =

{
sin(1/x), αν x > 0

1, αν x ≤ 0
f(x) =

{
(tanx)/x, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Χαρακτηρίστε το είδος ασυνέ-

χειας που παρουσιάζουν στον 0. Σε περίπτωση άρσιμης ασυνέχειας αλλάξτε την τιμή της f στον
0 ώστε να γίνει συνεχής στον 0. Σε περίπτωση άλματος βρείτε το.

4.1.5. Σε ποιά σημεία είναι συνεχής η συνάρτηση f(x) = limn→+∞
nx−n−x

nx+n−x ; Σχεδιάστε το γρά-
φημά της.

4.1.6. Έστω f : (ξ − δ, ξ + δ) → R.
[α] Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στον ξ, τότε limh→0(f(ξ + h)− f(ξ − h)) = 0.

Από την f(x) =

{
1, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
και τον ξ = 0 τί συμπεραίνετε για την ισχύ του αντιστρόφου;

[β] Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στον ξ, τότε limh→0(f(ξ + h) + f(ξ − h)− 2f(ξ)) = 0.
Με κατάλληλη παραλλαγή του παραδείγματος στο [α] βγάλτε ανάλογο συμπέρασμα για την ισχύ
του αντιστρόφου.

4.1.7. Έστω f : A → R, ξ ∈ A και δ > 0,M ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε x ∈ A
με |x − ξ| < δ. Θεωρούμε την g : A → R με τύπο g(x) = (x − ξ)f(x). Αποδείξτε ότι η g είναι
συνεχής στον ξ.

4.1.8. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι ο ξ είναι σημείο ασυνέ-

χειας της f . Αν υπάρχει η ∈ R ώστε η συνάρτηση με τύπο g(x) =

{
f(x), αν x ∈ A, x ̸= ξ

η, αν x = ξ
να

είναι συνεχής στον ξ, αποδείξτε ότι ο ξ είναι σημείο άρσιμης ασυνέχειας της f .

4.1.9. Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1, αν x ∈ Z
0, αν x ∈ R \ Z

είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ Z και συνεχής σε

κάθε x ∈ R \ Z.

Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1, αν x ∈ Q
0, αν x ∈ R \Q

είναι ασυνεχής σε κάθε x.

Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
0, αν x ∈ Q
x, αν x ∈ R \Q

είναι συνεχής στον 0 και ασυνεχής σε κάθε x ̸= 0.

Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1/n, αν x = m/n για κάποιουςm ∈ Z, n ∈ N με gcd(m,n) = 1

0, αν x ∈ R \Q
εί-

ναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ Q και συνεχής σε κάθε x ∈ R \Q.
Χαρακτηρίστε το είδος ασυνέχειας σε κάθε σημείο ασυνέχειας των συναρτήσεων αυτών.

4.1.10. Έστω A ⊆ B, ξ ∈ A, g : B → R και έστω ότι η f : A→ R είναι ο περιορισμός της g στο
A. Αποδείξτε ότι, αν η g είναι συνεχής στον ξ, τότε και η f είναι συνεχής στον ξ.

4.1.11. 3 Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
x(−1)[1/x], αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής

στον 0 και ασυνεχής σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0. Σχεδιάστε το γράφημα αυτής της
συνάρτησης.
Ακόμη χειρότερα: η τρίτη συνάρτηση της άσκησης 4.1.9 είναι συνεχής μόνο στον 0 και ασυνεχής
σε κάθε x ̸= 0. Το γράφημα αυτής της συνάρτησης είναι αδύνατο να σχεδιαστεί!

3Συνήθως, λέμε ότι το να είναι μια συνάρτηση f συνεχής στον ξ σημαίνει ότι το γράφημά της “δεν διακόπτεται” ή
“είναι συνεχές” στο σημείο (ξ, f(ξ)). Όπως φαίνεται σ’ αυτήν την άσκηση, αυτή η διατύπωση είναι ασαφής.
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4.1.12. Έστω f : A → R, ξ ∈ A και δ > 0, M ≥ 0, ρ > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤
M |x− ξ|ρ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ.4

Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x, |x|, x2,
√

|x|, x
√

|x| έχουν την παραπάνω ιδιότητα με ξ = 0
και βρείτε τους αντίστοιχους μέγιστους εκθέτες ρ. Αποδείξτε ότι οι ίδιες συναρτήσεις έχουν την
παραπάνω ιδιότητα με οποιονδήποτε ξ ̸= 0 και βρείτε τους αντίστοιχους μέγιστους εκθέτες ρ.
Παρατηρήστε ότι για τις τρεις τελευταίες συναρτήσεις είναι άλλος ο μέγιστος εκθέτης ρ για τον
ξ = 0 και άλλος για τον οποιονδήποτε ξ ̸= 0.5

4.1.13. Έστω, για κάθεn ∈ N, ένα πεπερασμένο σύνολοAn ώστεAm∩An = ∅ για κάθεm,n ∈ N

μεm ̸= n. Ορίζουμε τη συνάρτηση f(x) =

{
1/n, αν x ∈ An για κάποιον n
0, αν x /∈ An για κάθε n

Αποδείξτε ότι η f

είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R \
∪+∞

n=1An και ασυνεχής σε κάθε x ∈
∪+∞

n=1An.

4.1.14. Έστω μη-κενό σύνολο B. Ορίζουμε f(x) = inf{|x− b| | b ∈ B} για κάθε x.6

Σχεδιάστε το γράφημα της f στις περιπτώσεις που το B είναι ένα από τα σύνολα {a}, [a, b],
(a,+∞), [a, b] ∪ [c, d], [a, b] ∪ [c, d] ∪ [p, q] (όπου a < b < c < d < p < q), N, Z, Q.
Αποδείξτε ότι, γενικά, ισχύει |f(x′) − f(x′′)| ≤ |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ και, επομένως, ότι η f
είναι συνεχής.

4.1.15. 7 Έστω διάστημα I και f : I → R μονότονη στο I .
Αν το σύνολο τιμών της f είναι διάστημα J , αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο I .
Αν, επιπλέον, η f : I → J είναι γνησίως μονότονη στο I , αποδείξτε ότι και η αντίστροφη συνάρ-
τηση f−1 : J → I είναι συνεχής στο J .

4.1.16. Έστω f : A→ R και ξ ∈ A.
Έστω ότι η f είναι φραγμένη κοντά στον ξ, δηλαδή υπάρχει δ0 > 0 ώστε η f να είναι φραγμένη
στο A ∩ Nξ(δ0). Αποδείξτε ότι 0 ≤ sup{f(x′) − f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩ Nξ(δ)} < +∞ για κάθε
δ ∈ (0, δ0]. Ορίζουμε συνάρτηση ω : (0, δ0] → R+

0 με τύπο ω(δ) = sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈
A ∩ Nξ(δ)} για κάθε δ ∈ (0, δ0]. Αποδείξτε ότι η ω είναι αύξουσα στο (0, δ0], οπότε υπάρχει το
limδ→0 ω(δ) και είναι αριθμός ≥ 0. Ορίζουμε ω(f ; ξ) = limδ→0 ω(δ).
Έστω ότι δεν ισχύει ότι η f είναι φραγμένη κοντά στον ξ. Αποδείξτε ότι για κάθε δ > 0 είναι
sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} = +∞. Τότε ορίζουμε ω(f ; ξ) = +∞.8

Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ αν και μόνο αν ω(f ; ξ) = 0.

4.1.17. Έστω διάστημα I και f : I → R αύξουσα στο I .
Αν a, b ∈ I και a < x1 < · · · < xn < b και jk = limx→xk+ f(x)− limx→xk− f(x) είναι το άλμα
της f στον xk για k = 1, . . . , n, αποδείξτε ότι j1 + · · ·+ jn ≤ limx→b− f(x)− limx→a+ f(x).
Αν a, b ∈ I και k ∈ N, αποδείξτε ότι το πλήθος των σημείων x ∈ (a, b), σε καθένα από τα οποία
το άλμα της f είναι ≥ 1

k , είναι ≤ k(limx→b− f(x)− limx→a+ f(x)).
Θεωρήστε ακολουθίες (am), (bm) στο I ώστε η (am) να είναι γνησίως φθίνουσα με όριο το αρι-
στερό άκρο του I , η (bm) να είναι γνησίως αύξουσα με όριο το δεξιό άκρο του I και ώστε a1 < b1 .
Αριθμήστε τα σημεία του (a1, b1) στα οποία το άλμα της f είναι ≥ 1. Κατόπιν αριθμήστε τα ση-
μεία του (a2, b2) στα οποία το άλμα της f είναι ≥ 1

2 , παραλείποντας τα σημεία που έχετε ήδη
4Αν η f ικανοποιεί τις παραπάνω υποθέσεις, τότε χαρακτηρίζεταιHölder-συνεχής στον ξ με Hölder-εκθέτη ρ. Στην

ειδική περίπτωση ρ = 1, η f χαρακτηρίζεται Lipschitz-συνεχής στον ξ. Για παραλλαγές αυτών των εννοιών δείτε την
άσκηση 4.6.3.

5Δείτε και την άσκηση 5.6.7.
6Ο αριθμός inf{|x− b| | b ∈ B} συνήθως συμβολίζεται dist(x,B) και ονομάζεται απόσταση του x από το B.
7Μια σημαντική περίπτωση, όπου η συνέχεια μιας συνάρτησης προκύπτει από τη μονοτονία της. Και ένα σημαντικό

αποτέλεσμα για τη συνέχεια της αντίστροφης συνάρτησης. Θα το ξαναδούμε στην απόδειξη της πρότασης 4.14 αλλά
και σε άλλες ασκήσεις.

8Και στις δύο περιπτώσεις, το ω(f ; ξ) ονομάζεται ταλάντωση της f στον ξ. Μια παραλλαγή της έννοιας της ταλά-
ντωσης σε σημείο είναι στην άσκηση 3.6.2. Η έννοια της ταλάντωσης σε διάστημα είναι στην άσκηση 6.1.3.
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αριθμήσει. Κατόπιν αριθμήστε τα σημεία του (a3, b3) στα οποία το άλμα της f είναι ≥ 1
3 , παρα-

λείποντας τα σημεία που έχετε ήδη αριθμήσει. Συνεχίζοντας επ’ άπειρον, αποδείξτε ότι το σύνολο
των σημείων ασυνέχειας της f τα οποία είναι εσωτερικά σημεία του I είναι αριθμήσιμο. Άρα το
σύνολο των σημείων ασυνέχειας της f στο I είναι αριθμήσιμο.
Τί γίνεται αν η f : I → R είναι φθίνουσα στο I;
Συζητήστε τη συνάρτηση [x] στο R και την [ 1x ] στο διάστημα (0,+∞) σε σχέση με τα προηγού-
μενα αποτελέσματα.9

4.1.18. 10 Έστω ξ ∈ A, f : A→ R.
Η f χαρακτηρίζεται άνω ημισυνεχής στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
f(x) < f(ξ) + ϵ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ.
Αποδείξτε ότι, αν ο ξ είναι μεμονωμένο σημείο τουA, τότε η f είναι, αυτομάτως, άνω ημισυνεχής
στον ξ και, αν ο ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A, τότε η f είναι άνω ημισυνεχής στον ξ αν και
μόνο αν limx→ξ f(x) ≤ f(ξ).
Η f χαρακτηρίζεται κάτω ημισυνεχής στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
f(x) > f(ξ)− ϵ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ.
Αποδείξτε ότι, αν ο ξ είναι μεμονωμένο σημείο τουA, τότε η f είναι, αυτομάτως, κάτω ημισυνεχής
στον ξ και, αν ο ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A, τότε η f είναι κάτω ημισυνεχής στον ξ αν
και μόνο αν limx→ξ f(x) ≥ f(ξ).

Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(x) =

{
0, αν x ≤ 0

1, αν x > 0
είναι κάτω ημισυνεχής στον 0, ενώ η f(x) ={

0, αν x < 0

1, αν x ≥ 0
είναι άνω ημισυνεχής στον 0.

Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ αν και μόνο αν είναι κάτω ημισυνεχής και άνω ημισυνεχής
στον ξ.

4.2 Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.2. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Έστω f(ξ) = g(ξ)
και έστω ότι οι f , g ταυτίζονται κοντά στον ξ. Αν η μία από τις f, g είναι συνεχής στον ξ, το ίδιο
ισχύει και για την άλλη.

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ.
Τότε limx→ξ f(x) = f(ξ) και, επειδή οι f , g ταυτίζονται κοντά στον ξ, ισχύει limx→ξ g(x) =
limx→ξ f(x), οπότε limx→ξ g(x) = f(ξ) = g(ξ).
Άρα η g είναι συνεχής στον ξ.

Παράδειγμα 4.2.1. Οι συναρτήσεις f(x) =

{
x+ 1, αν x < 1

x2, αν 1 ≤ x < 4
και x2 ταυτίζονται στο διά-

στημα [1, 4). Η x2 είναι συνεχής στον 2, οπότε και η f(x) είναι συνεχής στον 2. Το ίδιο ισχύει και
για κάθε άλλον ξ στο ανοικτό διάστημα (1, 4). Επίσης, η f(x) και η συνάρτηση x+1 ταυτίζονται
στο (−∞, 1). Η x + 1 είναι συνεχής σε κάθε ξ στο (−∞, 1), οπότε και η f(x) είναι συνεχής σε
κάθε τέτοιον ξ. Τα επιχειρήματα αυτά, τα οποία βασίζονται στην πρόταση 4.2, δεν ισχύουν για τον
ξ = 1. Και, πράγματι, η f(x) δεν είναι συνεχής στον ξ = 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.3. Έστω f : A → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι η f είναι
συνεχής στον ξ.

9Στις ασκήσεις 10.1.23 και 10.1.24 υπάρχουν παραδείγματα συναρτήσεων οι οποίες είναι αύξουσες και έχουν σύνολο
σημείων ασυνέχειας το Q ή και οποιοδήποτε άπειρο αριθμήσιμο σύνολο.

10Δείτε την άσκηση 3.5.5.
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[α] Αν f(ξ) > u, τότε ισχύει f(x) > u κοντά στον ξ.
[β] Αν f(ξ) < l, τότε ισχύει f(x) < l κοντά στον ξ.
[γ] Αν u < f(ξ) < l, τότε ισχύει u < f(x) < l κοντά στον ξ.

Απόδειξη. Από την πρόταση 3.4 και από το limx→ξ f(x) = f(ξ).

Παράδειγμα 4.2.2. Η συνάρτηση x8+x3+1
x5+3x4−x2+1

είναι συνεχής στον 1 και 18+13+1
15+3·14−12+1

= 3
4 =

0.75. Άρα υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει 0.7499999 < x8+x3+1
x5+3x4−x2+1

< 0.7500001 για κάθε
x ∈ (1− δ, 1 + δ).

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.4. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν η f είναι συνεχής
στον ξ, τότε είναι φραγμένη κοντά στον ξ.

Απόδειξη. Από την πρόταση 3.6 και από το limx→ξ f(x) = f(ξ).

Παράδειγμα 4.2.3. Η συνάρτηση 1
x(x−1) είναι συνεχής στον

1
2 , οπότε είναι φραγμένη κοντά στον

1
2 . Δηλαδή, υπάρχει δ > 0 ώστε η 1

x(x−1) να είναι φραγμένη στο διάστημα (12 − δ, 12 + δ). Επειδή
η συνάρτηση δεν είναι φραγμένη στο διάστημα (0, 1), πρέπει να είναι δ < 1

2 .

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.5. Έστω f : A→ R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A.
[α] Αν η f είναι συνεχής στον ξ και ισχύει f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ, τότε
f(ξ) ≥ l.
[β] Αν η f είναι συνεχής στον ξ και ισχύει f(x) ≤ u σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ, τότε
f(ξ) ≤ u.
[γ] Αν u < l και ισχύει f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ και f(x) ≤ u σε σημεία όσο
θέλουμε κοντά στον ξ, τότε η f είναι ασυνεχής στον ξ.

Απόδειξη. Από την πρόταση 3.7 και από το limx→ξ f(x) = f(ξ).

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.6. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν οι f, g είναι
συνεχείς στον ξ και ισχύει f(x) ≤ g(x) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ, τότε f(ξ) ≤ g(ξ).

Απόδειξη. Από την πρόταση 3.8 και από τα limx→ξ f(x) = f(ξ) και limx→ξ g(x) = g(ξ).

Παράδειγμα 4.2.4. Έστω f : [0, 1) → R συνεχής στον 0 και έστω ότι ισχύει f(x) ≤ x3 για κάθε
x ∈ (0, 1). Τότε f(0) ≤ 03 = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.7. Έστω f, g, h : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν οι f, h είναι
συνεχείς στον ξ, αν ισχύει f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ και αν
f(ξ) = g(ξ) = h(ξ), τότε και η g είναι συνεχής στον ξ.

Απόδειξη. Από την πρόταση 3.10 και από τα limx→ξ f(x) = f(ξ), limx→ξ h(x) = h(ξ).

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.8. Έστω f, g : A→ R, ξ ∈ A, αριθμός λ και έστω ότι οι f , g είναι συνεχείς στον ξ.
Τότε και οι f + g, f − g, fg, λf, |f | : A→ R είναι συνεχείς στον ξ. Αν, επιπλέον, ισχύει g(x) ̸= 0
για κάθε x ∈ A, τότε και η f/g : A→ R είναι συνεχής στον ξ.

Απόδειξη. Αν ο ξ δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A, τότε όλες οι συναρτήσεις είναι, αυτομά-
τως, συνεχείς στον ξ. Αν ο ξ είναι σημείο συσσώρευσης τουA, τότε το αποτέλεσμα προκύπτει από
την πρόταση 3.11 και από τα limx→ξ f(x) = f(ξ) και limx→ξ g(x) = g(ξ).

Παράδειγμα 4.2.5. Οι συναρτήσεις
√
x+ex

(x−2x2) logx και x2+
√
x

sinx+cosx είναι συνεχείς.
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Ας πούμε κάτι ακόμη για την περίπτωση της συνάρτησης f/g. Έστω πάλι f, g : A → R,
ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι οι f , g είναι συνεχείς στον ξ. Τώρα δεν θα
υποθέσουμε ότι ισχύει g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A, οπότε μπορεί να μην ορίζεται η f/g σε ολόκληρο
το A. Θα υποθέσουμε, όμως, μόνο ότι g(ξ) ̸= 0. Τότε από την πρόταση 4.3 συνεπάγεται ότι
ισχύει g(x) ̸= 0 κοντά στον ξ. Δηλαδή, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈
A ∩ (ξ − δ, ξ + δ). Μάλιστα, η g έχει κοντά στον ξ το ίδιο πρόσημο που έχει και η τιμή g(ξ).
Συμπεραίνουμε, επομένως, ότι ορίζεται η f/g : A∩ (ξ− δ, ξ+ δ) → R και είναι συνεχής στον ξ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.9. Έστω f : A → B, g : B → R και ξ ∈ A. Αν η f είναι συνεχής στον ξ και η g
είναι συνεχής στον η = f(ξ), τότε η g ◦ f : A→ R είναι συνεχής στον ξ.

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ και η g είναι συνεχής στον η = f(ξ).
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει

|g(y)− g(η)| < ϵ για κάθε y ∈ B με |y − η| < δ′. (4.4)

Επίσης, για τον ίδιο δ′ υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x)− η| = |f(x)− f(ξ)| < δ′ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. (4.5)

Από την (4.5) και την (4.4) με y = f(x) (και επειδή f(x) ∈ B) συνεπάγεται ότι για κάθε x ∈ A
με |x− ξ| < δ ισχύει |g(f(x))− g(η)| < ϵ και, επομένως, |(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(ξ)| < ϵ.
Άρα η g ◦ f είναι συνεχής στον ξ.

Παράδειγμα 4.2.6. Οι συναρτήσεις e
√
x,
√
logx, sin

√
x και

√
sinx είναι συνεχείς.

Ένα θέμα παρεμφερές με την πρόταση 4.9 αλλά και - ίσως πιο πολύ - με την πρόταση 3.13
είναι ο υπολογισμός του ορίου της σύνθεσης g ◦ f στην περίπτωση που το η = limx→ξ f(x) είναι
αριθμός και η g είναι συνεχής στον η.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.10. Έστω f : A→ B, g : B → R, ξ σημείο συσσώρευσης τουA. Αν limx→ξ f(x) =
η ∈ B και η g είναι συνεχής στον η, τότε limx→ξ(g ◦ f)(x) = g(η).

Απόδειξη. Έστω limx→ξ f(x) = η ∈ B και ότι η g είναι συνεχής στον η.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει

|g(y)− g(η)| < ϵ για κάθε y ∈ B με |y − η| < δ′. (4.6)

Επίσης, για τον ίδιο δ′, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x)− η| < δ′ για κάθε x ∈ A με 0 < |x− ξ| < δ. (4.7)

Τώρα, από την (4.7) και την (4.6) με y = f(x) (και επειδή f(x) ∈ B) συνεπάγεται ότι για κάθε
x ∈ A με 0 < |x− ξ| < δ ισχύει

∣∣g(f(x))− g(η)
∣∣ < ϵ και, επομένως, |(g ◦ f)(x)− g(η)| < ϵ.

Άρα limx→ξ(g ◦ f)(x) = g(η).

Όταν εφαρμόζουμε τον κανόνα σύνθεσης, χρησιμοποιούμε την έκφραση “κάνουμε αλλαγή
μεταβλητής από x σε y = f(x)” και γράφουμε

limx→ξ g
(
f(x)

)
= limy→η g(y) = g(η).

Τώρα, παρατηρούμε ότι τα όρια limx→ξ g
(
f(x)

)
= g(η) και limx→ξ f(x) = η συνδυάζονται στη

μορφή
limx→ξ g

(
f(x)

)
= g

(
limx→ξ f(x)

)
.

Όπως είδαμε, αυτή η “εναλλαγή” των συμβόλων limx→ξ και g ισχύει με την προϋπόθεση ότι η g
είναι συνεχής στον η, δηλαδή στο όριο της f .
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Παράδειγμα 4.2.7. Θα υπολογίσουμε το limx→0
(x7+1)4

(x7+1)8+(x7+1)12+5
.

Είναι limx→0(x
7 + 1) = 1 και η συνάρτηση y4

y8+y12+5
είναι συνεχής στον 1. Άρα, με αλλαγή

μεταβλητής από x σε y = x7 + 1, βρίσκουμε limx→0
(x7+1)4

(x7+1)8+(x7+1)12+5
= 14

18+112+5
= 1

7 .

Παράδειγμα 4.2.8. Θα υπολογίσουμε το limx→+∞
( x−1

x2+x+1
)5+4( x−1

x2+x+1
)3+1

3( x−1
x2+x+1

)4+2( x−1
x2+x+1

)2+1
.

Είναι limx→+∞
x−1

x2+x+1
= 0 και η y5+4y3+1

3y4+2y2+1
είναι συνεχής στον 0. Άρα, με αλλαγή μεταβλητής

από x σε y = x−1
x2+x+1

, έχουμε limx→+∞
( x−1
x2+x+1

)5+4( x−1
x2+x+1

)3+1

3( x−1

x2+x+1
)4+2( x−1

x2+x+1
)2+1

= 05+4·03+1
3·04+2·02+1

= 1.

Παράδειγμα 4.2.9. Θα υπολογίσουμε το limx→+∞
(
( sinxx )3 + sinx

x

)
.

Είναι limx→+∞
sinx
x = 0 και η συνάρτηση y3 + y είναι συνεχής στον 0. Άρα, κάνοντας αλλαγή

μεταβλητής από x σε y = sinx
x , βρίσκουμε limx→+∞

(
( sinxx )3 + sinx

x

)
= 03 + 0 = 0.

Ας δούμε κάποιες διαφορές ανάμεσα στις προτάσεις 3.13 και 4.10.
(i) Στην πρόταση 3.13 το όριο της f δεν χρειάζεται να είναι αριθμός ενώ στην πρόταση 4.10 το
όριο της f πρέπει να είναι αριθμός. Άρα η πρόταση 4.10 δεν εφαρμόζεται στο παράδειγμα 3.3.32.
(ii) Αν limx→ξ f(x) = η, μία από τις υποθέσεις της πρότασης 3.13 είναι ότι ισχύει f(x) ̸= η
κοντά στο ξ. Στην πρόταση 4.10 υπάρχει η υπόθεση ότι η g είναι συνεχής στον η. Άρα η πρόταση
4.10 δεν εφαρμόζεται στο παράδειγμα 3.3.33, διότι η συνάρτηση y−2 + y−4 δεν είναι συνεχής
στον 0, και η πρόταση 3.13 δεν εφαρμόζεται στο παράδειγμα 4.2.9, διότι δεν υπάρχει κανένας N
ώστε να ισχύει sinx

x ̸= 0 για κάθε x > N . Τέλος, καμιά από τις δύο προτάσεις δεν εφαρμόζεται
στο παράδειγμα 3.3.34, διότι η g δεν είναι συνεχής στον 0 και διότι, και πάλι, δεν υπάρχει κανένας
N ώστε να ισχύει sinx

x ̸= 0 για κάθε x > N .
Το πλεονέκτημα της πρότασης 4.10 σε σχέση με την πρόταση 3.13 είναι ότι, με την προϋπόθεση
ότι η g είναι συνεχής στο η, δεν χρειάζεται να ισχύει f(x) ̸= η κοντά στο ξ.

Παράδειγμα 4.2.10. Τώρα είναι ευκαιρία να συμπληρώσουμε το παράδειγμα 3.3.39, αποδεικνύ-
οντας, για κάθε t, ότι

limx→+∞
(
1 + t

x

)x
= et.

Το παράδειγμα 3.3.39 είναι η περίπτωση t = 1 του ορίου αυτού. Πάμε στην περίπτωση t = −1.

limx→+∞(1− 1
x)

x = limx→+∞(x−1x )x = limy→+∞( y
y+1)

y+1

= limy→+∞( y
y+1)/(1 +

1
y )

y = 1
e = e−1.

Οι περιπτώσεις t > 0 και t < 0 ανάγονται στις t = 1 και t = −1, αντιστοίχως, ως εξής. Αν t > 0,
τότε

limx→+∞(1 + t
x)

x = limy→+∞(1 + 1
y )

ty = limy→+∞
(
(1 + 1

y )
y
)t

= limz→e z
t = et

και, αν t < 0,

limx→+∞(1 + t
x)

x = limy→+∞(1− 1
y )
−ty = limy→+∞

(
(1− 1

y )
y
)−t

= limz→e−1 z−t = et.

Η περίπτωση t = 0 είναι, φυσικά, τετριμμένη.

Απόδειξη της πρότασης 3.14. Ορίζουμε τη συνάρτηση h(x) = f(x)g(x) και έστω f(x) → η και
g(x) → ζ.
Υποθέτουμε ότι 0 < η < +∞, −∞ < ζ < +∞ και θα αποδείξουμε ότι h(x) → ηζ . Σύμφωνα
με την πρόταση 4.10, είναι log f(x) → log η και, επομένως, logh(x) = g(x) log f(x) → ζ log η.
Πάλι από την πρόταση 4.10, είναι h(x) = elogh(x) → eζ log η = ηζ .
Για τις περιπτώσεις που απομένουν εφαρμόζουμε τις προτάσεις 3.13 και 4.10.

128



Αν 0 < η < 1 και ζ = −∞, τότε log f(x) → log η οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → +∞ και,
επομένως, h(x) = elogh(x) → +∞ = ηζ .
Αν 0 < η < 1 και ζ = +∞, τότε log f(x) → log η οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → −∞ και,
επομένως, h(x) = elogh(x) → 0 = ηζ .
Αν η > 1 και ζ = −∞, τότε log f(x) → log η οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → −∞ και,
επομένως, h(x) = elogh(x) → 0 = ηζ .
Αν η > 1 και ζ = +∞, τότε log f(x) → log η οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → +∞ και,
επομένως, h(x) = elogh(x) → +∞ = ηζ .
Αν η = +∞ και 0 < ζ ≤ +∞, τότε log f(x) → +∞ οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → +∞
και, επομένως, h(x) = elogh(x) → +∞ = ηζ .
Αν η = +∞ και −∞ ≤ ζ < 0, τότε log f(x) → +∞ οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → −∞
και, επομένως, h(x) = elogh(x) → 0 = ηζ .
Αν η = 0 και ζ = −∞, τότε log f(x) → −∞ οπότε logh(x) = g(x) log f(x) → +∞ και,
επομένως, h(x) = elogh(x) → +∞.

Ασκήσεις.

4.2.1. Βρείτε τα σημεία συνέχειας των συναρτήσεων x2 logx+xex

x−1 , x3/4 log(1 − x), log(x2 + 1),
log(x2 − 5x + 6), (ex − 1)−1/2,

√
1− cosx, e1/ logx, (1 − x + [x])(x − [x]),

√
[x], sin(logx),

e1/ sinx, log(sinx), log(1− cosx).

4.2.2. Έστω f, g : A → R συνεχείς στον ξ ∈ A και έστω ότι ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι η fg : A→ R με τύπο (fg)(x) = f(x)g(x) είναι συνεχής στον ξ.
Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις xx, (x2 − 3)(x−2)/(x+2), (logx)logx είναι συνεχείς. Ποιά είναι τα
πεδία ορισμού τους;

4.2.3. Βρείτε τα limx→+∞ e
1/x, limx→+∞ e

[x]/x, limx→0 e
x sin(1/x), limx→−∞ cos sinx

x βάσει της
πρότασης 4.10. Σε ποιά από αυτά εφαρμόζεται η πρόταση 3.13;

4.2.4. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν η f είναι συνεχής στον ξ και
ισχύει f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ και f(x) ≤ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά
στον ξ, βρείτε την τιμή του f(ξ).

4.2.5. Έστω f : (ξ − δ, ξ + δ) → R. Αν limx→ξ f(x) = l και limh→0
f(ξ+h)+f(ξ−h)−2f(ξ)

|h| =

m ∈ R, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ. Τί γίνεται αν δεν υποθέσουμε ότι υπάρχει το
limx→ξ f(x) ή αν δεν υποθέσουμε ότι το όριοm είναι αριθμός;

4.2.6. Από τις f, g : A → R ορίζουμε τις max{f, g} : A → R και min{f, g} : A → R με τύπους
max{f, g}(x) = max{f(x), g(x)} και min{f, g}(x) = min{f(x), g(x)} για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι, αν οι f , g είναι συνεχείς στον ξ ∈ A, τότε και οι max{f, g} και min{f, g} είναι
συνεχείς στον ξ.

4.2.7. Έστω f, g, h : A → R συνεχείς στο A. Ορίζουμε m : A → R ώστε, για κάθε x ∈ A, ο
m(x) να είναι από τους f(x), g(x), h(x) εκείνος που βρίσκεται ανάμεσα στους δύο άλλους.
Αποδείξτε ότι ηm είναι συνεχής στο A.

4.2.8. Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1, αν x ∈ Q
−1, αν x ∈ R \Q

είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του R ενώ η

|f | είναι συνεχής σε κάθε σημείο του R.

4.2.9. Θεωρήστε την f(x) =

{
n, αν x = m/n για κάποιουςm ∈ Z, n ∈ N με gcd(m,n) = 1

0, αν x ∈ R \Q
Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει κανένα σημείο κοντά στο οποίο η f να είναι φραγμένη.
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4.2.10. 11 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b].
Αν f(a) = 0 και f(b) ̸= 0, αποδείξτε ότι υπάρχει μέγιστη ρίζα της f στο [a, b].
Αν f(a) ̸= 0 και f(b) = 0, αποδείξτε ότι υπάρχει ελάχιστη ρίζα της f στο [a, b].

4.2.11. 12 Έστω διάστημα I το οποίο δεν είναι μονοσύνολο και f : I → R συνεχής στο I .
Αν ισχύει f(r) ≥ 0 για κάθε ρητό r ∈ I , αποδείξτε ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I .
Αν ισχύει f(r) = 0 για κάθε ρητό r ∈ I , αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = 0 για κάθε x ∈ I .
Αν η f : [0, 2] → R είναι συνεχής στο [0, 2] και ισχύει f(r) = r2 για κάθε ρητό r ∈ [0, 2], βρείτε
τον f(

√
2).

4.2.12. 13 [α] Έστω f : R → R ώστε να ισχύει f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) για κάθε x1, x2.
Αποδείξτε ότι, αν η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας, τότε ο τύπος της είναι f(x) = cx
για κάποια σταθερά c.
[β] Έστω f : R → R ώστε να ισχύει f(x1 + x2 − x3) = f(x1) + f(x2) − f(x3) για κάθε
x1, x2, x3. Αποδείξτε ότι, αν η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας, τότε ο τύπος της είναι
f(x) = cx+ d για κάποιες σταθερές c, d.
[γ] Έστω f : R → R ώστε να ισχύει f(x1 + x2) = f(x1)f(x2) για κάθε x1, x2 και f(0) ̸= 0.
Αποδείξτε ότι, αν η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας, τότε ο τύπος της είναι f(x) = ecx

για κάποια σταθερά c.

4.2.13. Έστω f : R → R περιοδική στο R.
Αποδείξτε ότι, αν η f δεν έχει ελάχιστη θετική περίοδο,14 τότε το σύνολο των περιόδων της είναι
πυκνό στο R.
Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στοR και δεν έχει ελάχιστη θετική περίοδο, τότε είναι σταθερή
στο R.

Αποδείξτε ότι η μη-σταθερή συνάρτηση f(x) =

{
1, αν x ∈ Q
0, αν x ∈ R \Q

έχει ως περίοδο κάθε μη-

μηδενικό ρητό αριθμό.

4.2.14. Έστω συνάρτηση f : A → R άνω φραγμένη στο A. Ορίζουμε συνάρτηση g : A → R με
τύπο g(x) = sup{f(t) | t ∈ A, t ≤ x} για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι η g είναι αύξουσα στο A και ότι ισχύει f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ A. Αποδείξτε ότι
αν μια συνάρτηση h : A→ R είναι αύξουσα στο A και ισχύει f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ A, τότε
ισχύει g(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ A. Με άλλα λόγια, η g είναι η μικρότερη από τις συναρτήσεις
που είναι αύξουσες στο A και είναι μεγαλύτερες ή ίσες της f στο A.
Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στον ξ ∈ A, τότε και η g είναι συνεχής στον ξ.

4.2.15. Έστω f : R → R συνεχής στο R και limx→−∞ f(x) = −∞, limx→+∞ f(x) = +∞.
Ορίζουμε συνάρτηση g : R → R με τύπο g(y) = sup{x | f(x) < y} για κάθε y.

Για καθεμιά από τις συναρτήσεις f(x) = x, f(x) = x3, f(x) =


x+ 1, αν x ≤ −1

0, αν −1 ≤ x ≤ 1

x− 1, αν 1 ≤ x

βρείτε

την αντίστοιχη συνάρτηση g.
Αποδείξτε ότι ισχύει f(g(y)) = y για κάθε y.
Αν, επιπλέον, η f είναι γνησίως αύξουσα, αποδείξτε ότι η g είναι η αντίστροφη της f .
Αποδείξτε ότι η g είναι αύξουσα στο R και αριστερά συνεχής σε κάθε y. Είναι η g δεξιά συνεχής
σε κάθε y;

11Ένα σημαντικό αποτέλεσμα για ρίζες συνεχών συναρτήσεων.
12Μια σημαντική άσκηση για την πυκνότητα των ρητών. Θα τήν ξαναδούμε ως άσκηση 4.3.2.
13Τρεις σημαντικές “συναρτησιακές εξισώσεις”.
14Αν υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος της f , τότε αυτή χαρακτηρίζεται βασική περίοδος της f .
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4.3 Συνεχείς συναρτήσεις και ακολουθίες.

Το θεώρημα 4.1 ανάγει την έννοια της συνέχειας στην έννοια του ορίου ακολουθίας. Το ανά-
λογο θεώρημα 3.1 ανάγει την έννοια του ορίου συνάρτησης, επίσης, στην έννοια του ορίου ακο-
λουθίας.

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1. Έστω f : A → R, ξ ∈ A. Η f είναι συνεχής στον ξ αν και μόνο αν για κάθε
ακολουθία (xn) στο A με την ιδιότητα xn → ξ ισχύει f(xn) → f(ξ).

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ και έστω ακολουθία (xn) στο A με την ιδιότητα
xn → ξ.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x)− f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. (4.8)

Για τον ίδιο δ, ισχύει τελικά
|xn − ξ| < δ. (4.9)

Από την (4.9) και την (4.8) με x = xn συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά

|f(xn)− f(ξ)| < ϵ.

Άρα f(xn) → f(ξ).
Τώρα, έστω ότι για κάθε ακολουθία (xn) στο A με την ιδιότητα xn → ξ ισχύει f(xn) → f(ξ).
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι η f δεν είναι συνεχής στον ξ. Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε
για κάθε δ > 0 να υπάρχει x ∈ A με |x− ξ| < δ ώστε |f(x)− f(ξ)| ≥ ϵ. Εφαρμόζοντας αυτό το
τελευταίο με δ = 1

n , συνεπάγεται ότι για κάθε n ∈ N υπάρχει

xn ∈ A με |xn − ξ| < 1
n ώστε |f(xn)− f(ξ)| ≥ ϵ.

Έτσι δημιουργείται ακολουθία (xn) στοA με την ιδιότητα xn → ξ για την οποία, όμως, δεν ισχύει
f(xn) → f(ξ). Άτοπο.
Άρα η f είναι συνεχής στον ξ.

Παράδειγμα 4.3.1. Αν P (x) είναι πολυωνυμική συνάρτηση και xn → ξ, τότε P (xn) → P (ξ).

Παράδειγμα 4.3.2. Αν η R(x) = P (x)
Q(x) είναι ρητή συνάρτηση, ανQ(ξ) ̸= 0 και ισχύειQ(xn) ̸= 0

για κάθε n και αν xn → ξ, τότε R(xn) → R(ξ).

Παράδειγμα 4.3.3. Αν xn → ξ, τότε exn → eξ.

Παράδειγμα 4.3.4. Αν ξ > 0 και ισχύει xn > 0 για κάθε n και αν xn → ξ, τότε logxn → log ξ.

Παράδειγμα 4.3.5. Αν xn → ξ, τότε cosxn → cos ξ και sinxn → sin ξ.

Οι σχέσεις limn→+∞ xn = ξ και limn→+∞ f(xn) = f(ξ) συνδυάζονται στην

limn→+∞ f(xn) = f
(
limn→+∞ xn

)
.

Δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι αυτή η “εναλλαγή” των συμβόλων limn→+∞ και f ισχύει με την
προϋπόθεση ότι η f είναι συνεχής στον ξ, δηλαδή στο όριο της (xn).

Έχουμε και την ανάλογη παραλλαγή του θεωρήματος 4.1, όπου η συνέχεια αντικαθίσταται με
την δεξιά (αριστερή) συνέχεια και υπάρχει η επιπλέον υπόθεση ότι ισχύει xn ≥ ξ (xn ≤ ξ) για
κάθε n.

Όπως είπαμε, το θεώρημα 4.1 σχετίζεται με το θεώρημα 3.1. Παρατηρήστε ότι, ενώ στο θεώ-
ρημα 4.1 δεν χρειάζεται να υποθέσουμε τίποτα για τους όρους της ακολουθίας (πέρα από το ότι
ανήκουν στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης) στο θεώρημα 3.1 πρέπει να υποθέσουμε, επιπλέον,
ότι όλοι οι όροι της είναι ̸= ξ.
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Παράδειγμα 4.3.6. 1+(−1)n
n → 0 και η sinx είναι συνεχής στον 0. Άρα sin 1+(−1)n

n → sin 0 = 0.
Δεν εφαρμόζεται το θεώρημα 3.1, διότι ισχύει 1+(−1)n

n = 0 για άπειρους n.

Απόδειξη της πρότασης 2.12. Ορίζουμε zn = xn
yn και έστω xn → x και yn → y.

Υποθέτουμε ότι 0 < x < +∞ και −∞ < y < +∞ και θα αποδείξουμε ότι zn → xy. Σύμφωνα
με το θεώρημα 4.1, είναι logxn → logx και, επομένως, log zn = yn logxn → y logx. Πάλι από
το θεώρημα 4.1, zn = elog zn → ey logx = xy.
Για τις περιπτώσεις που απομένουν εφαρμόζουμε τα θεωρήματα 3.1 και 4.1.
Αν 0 < x < 1 και y = −∞, τότε logxn → logx οπότε log zn = yn logxn → +∞ και, επομένως,
zn = elog zn → +∞ = xy.
Αν 0 < x < 1 και y = +∞, τότε logxn → logx οπότε log zn = yn logxn → −∞ και, επομένως,
zn = elog zn → 0 = xy.
Αν x > 1 και y = −∞, τότε logxn → logx οπότε log zn = yn logxn → −∞ και, επομένως,
zn = elog zn → 0 = xy.
Αν x > 1 και y = +∞, τότε logxn → logx οπότε log zn = yn logxn → +∞ και, επομένως,
zn = elog zn → +∞ = xy.
Αν x = +∞ και 0 < y ≤ +∞, τότε logxn → +∞ οπότε log zn = yn logxn → +∞ και,
επομένως, zn = elog zn → +∞ = xy.
Αν x = +∞ και −∞ ≤ y < 0, τότε logxn → +∞ οπότε log zn = yn logxn → −∞ και,
επομένως, zn = elog zn → 0 = xy.
Αν x = 0 και y = −∞, τότε logxn → −∞ οπότε log zn = yn logxn → +∞ και, επομένως,
zn = elog zn → +∞.

4.3.1 Δυνάμεις αρνητικών αριθμών με μη-ακέραιους εκθέτες.

Στο σημείο αυτό θα δούμε γιατί αποφεύγουμε να ορίσουμε τις δυνάμεις αρνητικών αριθμών με
μη-ακέραιους εκθέτες. Θα δούμε ότι, για a < 0, δεν είναι δυνατό να ορίσουμε την δύναμη ax για
κάθε τιμή του x σε κάποιο σύνολο A, αν θέλουμε να ικανοποιούνται κάποια “ελάχιστα κριτήρια”
και αν θέλουμε το σύνολο A να είναι “στοιχειωδώς μεγάλο”. Θα θέλαμε, για παράδειγμα, τοA να
είναι μεγαλύτερο από το Z (διότι έχουμε ήδη ορίσει τον ax για κάθε x ∈ Z) και το επιθυμητό θα
ήταν το A να είναι τουλάχιστον το Q ή, ιδανικά, να είναι ολόκληρο το R.
Στα παρακάτω θα είναι a < 0.
Μια πρώτη λογική απαίτηση ώστε να ορίσουμε τον ax για κάθε x στο σύνολο A είναι να ικα-
νοποιείται η συνήθης αλγεβρική ιδιότητα axay = ax+y για κάθε x, y ∈ A. Αυτό συνεπάγεται,
ειδικώτερα, ότι το A πρέπει να έχει την ιδιότητα: x+ y ∈ A για κάθε x, y ∈ A.
Έστω r ∈ Q. Τότε, όπως γνωρίζουμε, υπάρχουν μοναδικοίm ∈ Z, n ∈ N με gcd(m,n) = 1 ώστε
r = m

n . Αυτή η γραφή του r ονομάζεται ανάγωγη μορφή του. Παρακάτω θα χρειαστούμε τα εξής
δύο απλά αποτελέσματα: (i) Αν r = m

n είναι η ανάγωγη μορφή του r και ο n είναι άρτιος, τότε ο
m είναι περιττός. (ii) Αν r = m′

n′ , όπουm′ ∈ Z και n′ ∈ N, τότε η ανάγωγη μορφή r = m
n του r

προκύπτει με απλοποίηση του λόγου m′

n′ . Άρα οm είναι διαιρέτης τουm′ και ο n είναι διαιρέτης
του n′. Άρα, αν ο m′ είναι περιττός, τότε και ο m είναι περιττός και, αν ο n′ είναι περιττός, τότε
και ο n είναι περιττός.
Έστω, λοιπόν, r ∈ Q και r = m

n η ανάγωγη μορφή του r. Όπως κι αν ορίσουμε τον ar, πρέπει
(λόγω της αναγκαίας αλγεβρικής ιδιότητας) να ισχύει

(ar)n = ar · · · ar = ar+···+r = anr = am,

οπότε ο ar είναι λύση της εξίσωσης xn = am. Παρατηρούμε ότι, αν ο n είναι άρτιος, τότε ο m
είναι περιττός, οπότε (ar)n = am < 0, το οποίο είναι άτοπο. Άρα, αν η ανάγωγη μορφή του r
έχει άρτιο παρονομαστή, τότε δεν είναι δυνατό να ορισθεί ο ar. Κατόπιν, παρατηρούμε ότι αν ο n
είναι περιττός, τότε η εξίσωση xn = am έχει ακριβώς μία λύση: η λύση αυτή είναι είτε η n

√
am, αν

οm είναι άρτιος (διότι τότε am > 0), είτε η − n
√
−am, αν οm είναι περιττός (διότι τότε am < 0).
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Συνοψίζουμε: αν η ανάγωγη μορφή του r έχει άρτιο παρονομαστή, τότε δεν είναι δυνατό να ορισθεί
ο ar και, αν η ανάγωγη μορφή r = m

n του r έχει περιττό παρονομαστή, τότε μπορεί να ορισθεί ο ar
ως η μοναδική λύση της εξίσωσης xn = am.
Τώρα θεωρούμε ως A το σύνολο όλων των ρητών των οποίων η ανάγωγη μορφή έχει περιττό πα-
ρονομαστή. ΤοA περιέχει όλους τους ακεραίους, διότι ανm ∈ Z, τότε είναι σαφές ότι η ανάγωγη
μορφή τουm είναι ηm = m

1 και ο 1 είναι περιττός. Άρα Z ⊆ A. Από την άλλη μεριά, το A είναι
γνήσιο υποσύνολο του Q, διότι, για παράδειγμα, ο ρητός 1

2 δεν ανήκει στο A. Το A έχει και την
ιδιότητα που επισημάναμε προηγουμένως. Δηλαδή, αν r, s ∈ A, τότε r + s ∈ A. Πράγματι, έστω
r, s ∈ A και έστω r = m

n και s = k
l οι ανάγωγες μορφές των r, s, οπότε οι n, l είναι περιττοί. Τότε

r + s = ml+kn
nl και ο nl είναι περιττός. Άρα, σύμφωνα με μια προηγούμενη παρατήρησή μας, η

ανάγωγη μορφή του r+ s (που μπορεί να μην είναι η r+ s = ml+kn
nl ) έχει περιττό παρονομαστή,

οπότε r + s ∈ A. Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι, αν ορίσουμε τον ar για κάθε r ∈ A με τον
τρόπο που περιγράψαμε προηγουμένως, τότε ισχύει η αλγεβρική ιδιότητα aras = ar+s για κάθε
r, s ∈ A. Θα παραλείψουμε την απόδειξη. Μάλιστα, μπορεί να αποδειχθεί σχετικά εύκολα ότι
αν ορίσουμε, όπως παραπάνω, τον ar για κάθε a < 0 και κάθε r ∈ A, τότε ισχύουν και οι τρεις
αλγεβρικές ιδιότητες στην πρόταση 1.8[α].
Το σύνολο A δεν είναι βέβαια όσο “μεγάλο” θα θέλαμε: είναι γνήσιο υποσύνολο του Q. Πάντως,
είναι γνήσιο υπερσύνολο του Z και θα προσέφερε μια ικανοποιητική επέκταση του ορισμού του
ax σε ένα σύνολο μεγαλύτερο του Z αν, εκτός από το “αλγεβρικό κριτήριο” ικανοποιούνταν και
ένα απαραίτητο “αναλυτικό κριτήριο”. Το κριτήριο αυτό είναι: η συνάρτηση ax πρέπει να είναι
συνεχής στο πεδίο ορισμού της A. Θα δούμε ότι η συνάρτηση ax με πεδίο ορισμού το A δεν είναι
συνεχής και, μάλιστα, είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του A.
Έστω r ∈ A και έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι η ax είναι συνεχής στον r. Έστω r = m

n
η ανάγωγη μορφή του r. Για κάθε k ∈ N ορίζουμε

tk = 2km
2kn+1

, sk = 2km+1
2kn+1

.

Επειδή ο παρονομαστής 2kn + 1 είναι περιττός, οι ανάγωγες μορφές των tk, sk έχουν περιττούς
παρονομαστές, οπότε tk, sk ∈ A για κάθε k ∈ N. Επίσης,

tk → r, sk → r.

Λόγω συνέχειας της ax στον r, συνεπάγεται ότι

atk → ar, ask → ar.

Ο αριθμός atk είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης x2kn+1 = a2
km > 0, οπότε atk > 0 για κάθε

k ∈ N. Συνεπάγεται
ar ≥ 0.

Ο αριθμός ask είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης x2kn+1 = a2
km+1 < 0, οπότε ask < 0 για

κάθε k ∈ N. Συνεπάγεται
ar ≤ 0.

Επομένως, ar = 0. Αυτό είναι αδύνατο διότι

ara−r = ar+(−r) = a0 = 1.

Ίσως αναρωτηθεί κανείς αν είναι δυνατό (με a < 0) να ορισθεί ο ax για κάθε x σε ένα σύνολο
A το οποίο, εκτός, από τους ακεραίους, περιέχει και τους αρρήτους. Και πάλι, όμως, βλέπουμε
ότι αυτό δεν γίνεται, διότι δεν θα ικανοποιείται τουλάχιστον το “αλγεβρικό κριτήριο”: δηλαδή ότι,
αν x, y ∈ A, τότε x + y ∈ A. Πράγματι, έστω ότι ισχύει: αν x, y ∈ A, τότε x + y ∈ A. Έστω
οποιοσδήποτε ρητός r. Επειδή το A περιέχει τους αρρήτους, πρέπει να είναι r −

√
2 ∈ A και√

2 ∈ A, οπότε r = (r−
√
2)+

√
2 ∈ A. Άρα τοA περιέχει όλους τους ρητούς. Αυτό είναι άτοπο,
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διότι είδαμε ότι δεν είναι δυνατό να ορισθεί ο ax για κάθε x ∈ Q.
Άρα, αφού δεν μπορεί να υπάρχει σύνολο A, το οποίο να είναι “στοιχειωδώς μεγάλο”, στο οποίο
να ορίζεται η δύναμη ax, το μόνο που απομένει είναι να ορισθεί ο ax για μεμονωμένους “λίγους”
αριθμούς x πέραν των ακεραίων. Αυτό, όμως, θα ήταν ουσιαστικά άχρηστο, οπότε παραμένουμε
στον ορισμό του ax μόνο για ακέραιους x.

Ασκήσεις.

4.3.1. Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
(
(1+ 1

n)
8+4(1+ 1

n)
5+7

)
,
(
exp 1+(−1)n

n

)
,
(
log(1+ 1

n)
)
,(

n log(1 + 1
n)
)
,
(
exp 3n4+n−4

n4+n3+4

)
,
(
( n2+3
4n2−3)

3/2
)
, (tan 1

2n ),
(
2log(cos(1/n))

)
.

4.3.2. Αφού δείτε την άσκηση 2.3.32, λύστε με δεύτερο τρόπο την άσκηση 4.2.11.

4.3.3. Λύστε την άσκηση 2.3.41[δ] χρησιμοποιώντας τη συνέχεια της εκθετικής και της λογαριθ-
μικής συνάρτησης και το αποτέλεσμα της άσκησης 2.3.41[α].

4.3.4. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Έστω ότι για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει x′ ∈ [a, b]

ώστε |f(x′)| ≤ |f(x)|
2 . Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = 0.

4.3.5. 15 Έστω f : [a,+∞) → [a,+∞) και έστω ότι υπάρχειM ώστε 0 ≤ M < 1 και ώστε να
ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ ∈ [a,+∞). Βάσει της άσκησης 4.1.12, η f
είναι συνεχής στο [a,+∞). Αποδείξτε ότι υπάρχει μοναδικός ξ ∈ [a,+∞) ώστε f(ξ) = ξ.
Αποδείξτε ότι το προηγούμενο ισχύει με οποιοδήποτε από τα [a, b], (−∞, b], (−∞,+∞) στη θέση
του [a,+∞).

4.3.6. Έστω f : A→ R και ακολουθία (xn) στο A ώστε limxn ∈ A.
Αν η f είναι αύξουσα στο A και συνεχής στο limxn, αποδείξτε ότι lim f(xn) = f(limxn).
Ποιό είναι το ανάλογο συμπέρασμα για το limxn ; Ποιά είναι τα ανάλογα συμπεράσματα αν η f
είναι φθίνουσα στο A;

4.4 Τα τρία βασικά θεωρήματα.

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τις τρεις πιο σημαντικές ιδιότητες των συνεχών συναρτή-
σεων και, μάλιστα, θα δούμε δύο αποδείξεις για καθεμιά από αυτές. Θα παρατηρήσετε ότι και οι
τρεις ιδιότητες αναφέρονται σε συναρτήσεις συνεχείς σε κλειστά και φραγμένα διαστήματα.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΦΡΑΓΜΕΝΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε η f
είναι φραγμένη στο [a, b].

Πρώτη απόδειξη. 16 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b].
Θεωρούμε το σύνολο

A = {x ∈ [a, b] | η f είναι φραγμένη στο [a, x]}.

Προφανώς, a ∈ A αφού η f είναι φραγμένη στο μονοσύνολο [a, a]. Επίσης, ο b είναι άνω φράγμα
του A αφού, προφανώς, A ⊆ [a, b]. Άρα, αν θέσουμε

ξ = supA,
15Μια συνάρτηση f : A → A χαρακτηρίζεται γνησίως συστολική στο A αν υπάρχει M ώστε 0 ≤ M < 1 και

ώστε να ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ ∈ A. Ένας ξ ∈ A χαρακτηρίζεται σταθερό σημείο της
f στο A αν f(ξ) = ξ. Το αποτέλεσμα της άσκησης ονομάζεται θεώρημα σταθερού σημείου. Άλλες παραλλαγές του
θεωρήματος σταθερού σημείου είναι στην άσκηση 4.4.10.

16Για δύο ακόμη αποδείξεις δείτε τις ασκήσεις 4.4.24 και 4.4.25.
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τότε ξ ∈ [a, b].
Η f είναι συνεχής στον a, οπότε είναι φραγμένη κοντά στον a, οπότε υπάρχει c ∈ (a, b] ώστε η f
να είναι φραγμένη στο [a, c]. Άρα c ∈ A, οπότε a < c ≤ ξ ≤ b, οπότε

a < ξ ≤ b.

Η f είναι συνεχής στον ξ, οπότε είναι φραγμένη κοντά στον ξ, οπότε υπάρχει c ∈ [a, ξ) ώστε η f
να είναι φραγμένη στο [c, ξ]. Επίσης, επειδή ξ = supA, υπάρχει d ∈ A ώστε c < d ≤ ξ. Τώρα, η
f είναι φραγμένη στο [a, d] και στο [c, ξ], οπότε είναι φραγμένη στο [a, ξ]. Άρα

ξ ∈ A.

Έστω ξ < b. Η f είναι συνεχής στον ξ, οπότε είναι φραγμένη κοντά στον ξ, οπότε υπάρχει c ∈
(ξ, b] ώστε η f να είναι φραγμένη στο [ξ, c]. Τώρα, η f είναι φραγμένη στο [a, ξ] και στο [ξ, c],
οπότε είναι φραγμένη στο [a, c] και, επομένως, c ∈ A. Άτοπο, διότι ξ < c και ο ξ είναι άνω φράγμα
του A.
Άρα ξ = b και, επομένως, η f είναι φραγμένη στο [a, b].
Δεύτερη απόδειξη. Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι η f δεν είναι φραγμένη στο [a, b].
Τότε, για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ [a, b] ώστε

|f(xn)| > n.

Έτσι προκύπτει ακολουθία (xn) στο [a, b] ώστε να ισχύει |f(xn)| > n για κάθε n και, επομένως,

|f(xn)| → +∞. (4.10)

Σύμφωνα με το θεώρημα τωνBolzano -Weierstrass, υπάρχει υποακολουθία (xnk
) της (xn) η οποία

συγκλίνει. Έστω
xnk

→ ξ.

Επειδή ισχύει a ≤ xnk
≤ b για κάθε k, συνεπάγεται a ≤ ξ ≤ b. Επειδή ξ ∈ [a, b], η f είναι

συνεχής στον ξ, οπότε από το xnk
→ ξ συνεπάγεται

f(xnk
) → f(ξ)

και, επομένως, |f(xnk
)| → |f(ξ)|. Όμως, από την (4.10) έχουμε |f(xnk

)| → +∞ και καταλή-
γουμε σε άτοπο.

Παράδειγμα 4.4.1. Η f(x) =

{
1/x, αν 0 < x ≤ 1

0, αν x = 0
δεν είναι συνεχής ούτε φραγμένη στο [0, 1].

Παράδειγμα 4.4.2. Η f(x) =

{
x, αν 0 < x ≤ 1

1, αν x = 0
είναι ασυνεχής και φραγμένη στο [0, 1].

Παράδειγμα 4.4.3. H 1
x(x−1) είναι συνεχής αλλά όχι φραγμένη στο (0, 1).

Παράδειγμα 4.4.4. Η x είναι συνεχής και φραγμένη στο (−1, 1).

Παράδειγμα 4.4.5. Η x είναι συνεχής αλλά όχι φραγμένη στο R.

Παράδειγμα 4.4.6. Η 1
x2+1

είναι συνεχής και φραγμένη στο R.

Παράδειγμα 4.4.7. Η x + 1
x είναι φραγμένη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του

(0,+∞), διότι είναι συνεχής στο (0,+∞). Όμως, δεν είναι φραγμένη στο (0, 1] ούτε στο [1,+∞).
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Παράδειγμα 4.4.8. Έστω 0 < a < b. Τότε υπάρχει uώστε να ορίζεται η συνάρτηση log(u−x− 1
x)

στο διάστημα [a, b]. Πράγματι, η x + 1
x ως συνεχής στο [a, b] είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε

υπάρχει u ώστε να ισχύει x+ 1
x < u για κάθε x ∈ [a, b].

ΘΕΩΡΗΜΑΜΕΓΙΣΤΗΣ - ΕΛΑΧΙΣΤΗΣΤΙΜΗΣ. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε
υπάρχουν ζ, η ∈ [a, b] ώστε να ισχύει f(ζ) ≤ f(x) ≤ f(η) για κάθε x ∈ [a, b].

Δείτε το σχήμα 20.

Πρώτη απόδειξη. 17 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b].
Σύμφωνα με το θεώρημα φραγμένης συνάρτησης, η f είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε το σύνολο
τιμών {f(x) |x ∈ [a, b]} είναι φραγμένο.
Θέτουμε

u = sup{f(x) |x ∈ [a, b]}, (4.11)

οπότε ο u είναι αριθμός.
Προφανώς, ισχύει f(x) ≤ u για κάθε x ∈ [a, b].
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι ισχύει f(x) < u για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε η συνάρτηση
g : [a, b] → R με τύπο

g(x) = 1
u−f(x) (4.12)

είναι συνεχής και, επομένως, φραγμένη στο [a, b]. Δηλαδή, υπάρχειM ώστε να ισχύει

g(x) ≤M (4.13)

για κάθε x ∈ [a, b]. Από τις (4.12) και (4.13) συνεπάγεται ότι ισχύει

f(x) ≤ u− 1
M

για κάθε x ∈ [a, b]. Άρα ο u − 1
M είναι άνω φράγμα του {f(x) |x ∈ [a, b]}. Αυτό, όμως, είναι

άτοπο λόγω της (4.11).
Άρα υπάρχει η ∈ [a, b] ώστε f(η) = u, οπότε ισχύει f(x) ≤ f(η) για κάθε x ∈ [a, b].
Με τον ίδιο τρόπο, από το infimum του {f(x) | a ≤ x ≤ b}, προκύπτει η ύπαρξη ενός ζ ώστε να
ισχύει f(ζ) ≤ f(x) για κάθε x ∈ [a, b].
Δεύτερη απόδειξη. Αρχίζουμε όπως και στην πρώτη απόδειξη με τον u = sup{f(x) |x ∈ [a, b]}.
Για κάθε n ∈ N ο u− 1

n δεν είναι άνω φράγμα του {f(x) | a ≤ x ≤ b}, οπότε υπάρχει xn ∈ [a, b]
ώστε

u− 1
n < f(xn).

Ο u είναι άνω φράγμα του {f(x) | a ≤ x ≤ b}, οπότε

u− 1
n < f(xn) ≤ u.

Άρα προκύπτει ακολουθία (xn) στο [a, b] ώστε να ισχύει u− 1
n < f(xn) ≤ u για κάθε n, οπότε

f(xn) → u. (4.14)

Σύμφωνα με το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass, υπάρχει υποακολουθία (xnk
) η οποία συ-

γκλίνει. Έστω
xnk

→ η.

Επειδή ισχύει a ≤ xnk
≤ b για κάθε k, συνεπάγεται a ≤ η ≤ b, οπότε η f είναι συνεχής στον η.

Από το xnk
→ η συνεπάγεται

f(xnk
) → f(η).

17Μια κοινή απόδειξη των θεωρημάτων φραγμένης συνάρτησης και μέγιστης - ελάχιστης τιμής υπάρχει στην άσκηση
4.4.25.
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Λόγω της (4.14) συνεπάγεται f(xnk
) → u και, επομένως,

f(η) = u,

οπότε ισχύει f(x) ≤ f(η) για κάθε x ∈ [a, b].
Με τον ίδιο τρόπο, από το infimum του {f(x) | a ≤ x ≤ b}, προκύπτει ο ζ.

Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι οι ζ, η στο θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής μπορεί να μην
είναι μοναδικοί. Μπορεί να υπάρχουν περισσότεροι από ένας ζ στους οποίους η f έχει την ελάχι-
στη τιμή της και περισσότεροι από ένας η στους οποίους η f έχει την μέγιστη τιμή της. Επίσης,
το θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής δεν αναφέρει τρόπο εύρεσης των ζ, η στους οποίους η f
έχει την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή της ούτε τρόπο εύρεσης της ελάχιστης και μέγιστης τιμής
της. Για τέτοιους υπολογισμούς θα δούμε διάφορες μεθόδους στο κεφάλαιο 5.

Παράδειγμα 4.4.9. Η f(x) =


x+ 1, αν −1 ≤ x < 0

0, αν x = 0

x− 1, αν 0 < x ≤ 1

δεν είναι συνεχής στο [−1, 1] και δεν

έχει μέγιστη ούτε ελάχιστη τιμή. Είναι, όμως, φραγμένη στο [−1, 1].

Παράδειγμα 4.4.10. Η f(x) =

{
0, αν −1 ≤ x < 0

1, αν 0 ≤ x ≤ 1
δεν είναι συνεχής στο [−1, 1] αλλά έχει

μέγιστη και ελάχιστη τιμή.

Παράδειγμα 4.4.11. H x είναι συνεχής (και φραγμένη) στό (−1, 1) αλλά δεν έχει μέγιστη ούτε
ελάχιστη τιμή στό (−1, 1).

Παράδειγμα 4.4.12. Η f(x) =


x+ 2, αν −2 < x < −1

−x, αν −1 ≤ x ≤ 1

x− 2, αν 1 < x < 2

είναι συνεχής στο (−2, 2) και έχει

μέγιστη και ελάχιστη τιμή.

Παράδειγμα 4.4.13. Η x|x|
x2+1

είναι συνεχής (και φραγμένη) στο R αλλά δεν έχει μέγιστη ούτε
ελάχιστη τιμή.

Παράδειγμα 4.4.14. Η f(x) =

{
1/x, αν |x| > 1

x, αν |x| ≤ 1
είναι συνεχής στο R και έχει μέγιστη και

ελάχιστη τιμή.

Παράδειγμα 4.4.15. Ας δούμε πάλι το παράδειγμα 4.4.8. Δεν υπάρχει κάποιος ελάχιστος u ώστε
να ορίζεται η συνάρτηση log(u − x − 1

x) στο διάστημα [a, b]. Πράγματι, επειδή η x + 1
x είναι

συνεχής στο [a, b], υπάρχει η ∈ [a, b] ώστε να ισχύει x+ 1
x ≤ η + 1

η για κάθε x ∈ [a, b]. Άρα ως
u μπορούμε να θεωρήσουμε κάθε αριθμό μεγαλύτερο του η + 1

η αλλά όχι τον η + 1
η .
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε για κάθε λ
με την ιδιότητα f(a) ≤ λ ≤ f(b) ή f(b) ≤ λ ≤ f(a) υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = λ.

Δείτε το σχήμα 21.

Πρώτη απόδειξη. 18 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και f(a) ≤ λ ≤ f(b).
Θεωρούμε το σύνολο

A = {x ∈ [a, b] | f(x) ≤ λ}.

Το A είναι μη-κενό και άνω φραγμένο, αφού a ∈ A και A ⊆ [a, b]. Θέτουμε

ξ = supA,

οπότε ξ ∈ [a, b] και A ⊆ [a, ξ].
Έστω f(ξ) > λ. Τότε, προφανώς, ξ ∈ (a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, υπάρχει c ∈ [a, ξ)
ώστε να ισχύει f(x) > λ για κάθε x ∈ (c, ξ]. Συνεπάγεται A ⊆ [a, c]. Άτοπο, διότι c < ξ και
ξ = supA. Άρα f(ξ) ≤ λ.
Έστω f(ξ) < λ. Τότε, προφανώς, ξ ∈ [a, b). Επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, υπάρχει c ∈ (ξ, b]
ώστε να ισχύει f(x) < λ για κάθε x ∈ [ξ, c). Άρα [ξ, c) ⊆ A. Άτοπο διότι A ⊆ [a, ξ]. Άρα
f(ξ) ≥ λ.
Από τις f(ξ) ≤ λ και f(ξ) ≥ λ συνεπάγεται f(ξ) = λ.
Άρα υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = λ.19

Η απόδειξη είναι όμοια στην περίπτωση f(b) ≤ λ ≤ f(a).
Δεύτερη απόδειξη. Έστω f(a) ≤ λ ≤ f(b).
Θεωρούμε τα ισομήκη διαστήματα [a, a+b

2 ], [a+b
2 , b] και παρατηρούμε ότι είτε f(a) ≤ λ ≤ f(a+b

2 )

είτε f(a+b
2 ) ≤ λ ≤ f(b). Στην πρώτη περίπτωση συμβολίζουμε a1 = a, b1 = a+b

2 . Στη δεύτερη
περίπτωση συμβολίζουμε a1 = a+b

2 , b1 = b. Σε κάθε περίπτωση, είναι [a1, b1] ⊆ [a, b], b1 − a1 =
b−a
2 και f(a1) ≤ λ ≤ f(b1).

Κατόπιν, θεωρούμε τα ισομήκη διαστήματα [a1,
a1+b1

2 ], [a1+b1
2 , b1] και είναι είτε f(a1) ≤ λ ≤

f(a1+b1
2 ) είτε f(a1+b1

2 ) ≤ λ ≤ f(b1). Στην πρώτη περίπτωση συμβολίζουμε a2 = a1, b2 =
a1+b1

2 . Στη δεύτερη περίπτωση συμβολίζουμε a2 = a1+b1
2 , b2 = b1. Σε κάθε περίπτωση, είναι

[a2, b2] ⊆ [a1, b1], b2 − a2 =
b1−a1

2 και f(a2) ≤ λ ≤ f(b2).
Συνεχίζουμε αυτήν τη διαδικασία επ’ άπειρον.
Δημιουργούμε έτσι διαδοχικά διαστήματα [an, bn] για κάθε n ώστε να ισχύει

[an+1, bn+1] ⊆ [an, bn], bn+1 − an+1 =
bn−an

2 , f(an) ≤ λ ≤ f(bn) (4.15)

για κάθε n.
Από τη δεύτερη σχέση (4.15) συνεπάγεται ότι ισχύει bn − an = b−a

2n για κάθε n και, επομένως,

bn − an → 0.

Σύμφωνα με την πρόταση για τα εγκιβωτισμένα διαστήματα, οι (an), (bn) συγκλίνουν στο ίδιο
όριο. Έστω

an → ξ, bn → ξ.

Επειδή an, bn ∈ [a, b] για κάθε n, συνεπάγεται ξ ∈ [a, b], οπότε η f είναι συνεχής στον ξ. Άρα

f(an) → f(ξ), f(bn) → f(ξ)

και, βάσει της τρίτης σχέσης (4.15) συνεπάγεται f(ξ) = λ.
Αν f(b) ≤ λ ≤ f(a), η απόδειξη είναι παρόμοια.

18Για μία ακόμη απόδειξη του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής δείτε την άσκηση 4.6.13.
19Παρατηρήστε ότι, με τον παραπάνω τρόπο, αποδείχθηκε η ύπαρξη του μέγιστου ξ ώστε f(ξ) = λ. Θεωρώντας το

σύνολο A = {x ∈ [a, b] | f(x) ≥ λ} και το ξ = infA, αποδεικνύουμε την ύπαρξη του ελάχιστου ξ ώστε f(ξ) = λ.
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Παρατηρήστε τα εξής σε σχέση με το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής. Αν f(a) = f(b), τότε,
αναγκαστικά, λ = f(a) = f(b), οπότε η εξίσωση f(x) = λ έχει δύο προφανείς λύσεις: τους
a, b. Επίσης, αν f(a) ̸= f(b) και λ = f(a) ή λ = f(b), τότε η εξίσωση f(x) = λ έχει μια
προφανή λύση: τον a ή τον b, αντιστοίχως. Άρα μόνο αν υποθέσουμε ότι f(a) < λ < f(b) ή
f(b) < λ < f(a) το συμπέρασμα του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής αποκτά ενδιαφέρον. Φυσικά,
τότε οι a, b δεν είναι λύσεις της f(x) = λ, οπότε το συμπέρασμα είναι ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε
f(ξ) = λ. Άρα έχουμε και την εξής ισοδύναμη διατύπωση του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής:
Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε για κάθε λ με την ιδιότητα f(a) < λ < f(b) ή
f(b) < λ < f(a) υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = λ.

Το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής δεν υποδεικνύει πώς υπολογίζουμε τον ξ. Επίσης, ο ξ μπορεί να
μην είναι μοναδικός: μπορεί να υπάρχουν περισσότεροι από ένας ξ στους οποίους η συνάρτηση
έχει την ίδια τιμή λ.

Παράδειγμα 4.4.16. Η f(x) =

{
1, αν 0 < x ≤ 1

0, αν x = 0
δεν είναι συνεχής στο [0, 1]. Κανένας λ στο

διάστημα (f(0), f(1)) = (0, 1) δεν είναι τιμή της f .

Παράδειγμα 4.4.17. Η f(x) =

{
x, αν 0 ≤ x < 1/2

x− (1/2), αν 1/2 ≤ x ≤ 1
δεν είναι συνεχής στο [0, 1], αλλά

κάθε λ στο διάστημα (f(0), f(1)) = (0, 12) είναι τιμή της f .

Τώρα θα δούμε τρεις τυπικές εφαρμογές του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής.

Παράδειγμα 4.4.18. Θα αποδείξουμε ότι η εξίσωση 3x7 − 1 = x έχει τουλάχιστον μία λύση στο
διάστημα [0, 1].
Η συνάρτηση 3x7−1−x είναι συνεχής στο [0, 1]. Είναι 3 ·07−1−0 = −1 και 3 ·17−1−1 = 1
και −1 < 0 < 1. Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένας ξ ∈ (0, 1) ώστε 3ξ7 − 1− ξ = 0.

Παράδειγμα 4.4.19. Θα αποδείξουμε ότι η εξίσωση x3 − 5x2 − 18x + 7 = 0 έχει τουλάχιστον
μία λύση, χωρίς να μας ενδιαφέρει να αποδείξουμε ότι υπάρχει λύση σε συγκεκριμένο διάστημα.
Έστω η συνάρτηση f(x) = x3 − 5x2 − 18x+7. Βρίσκουμε μόνοι μας a, b ώστε a < b και ο 0 να
είναι ανάμεσα στις τιμές f(a), f(b). Δοκιμάζουμε λίγο - πολύ στην τύχη: f(0) = 7, f(1) = −15.
Άρα υπάρχει ξ ∈ (0, 1) ώστε f(ξ) = 0.
Μάλιστα, δεν είναι ανάγκη ούτε καν να θεωρήσουμε συγκεκριμένο διάστημα. Αυτό γίνεται (τώρα
όχι στην τύχη) ως εξής. Επειδή limx→−∞ f(x) = −∞, υπάρχει αρκετά μεγάλος αρνητικός a (δεν
είναι ανάγκη να βρούμε συγκεκριμένη τιμή) ώστε f(a) < 0. Επίσης, επειδή limx→+∞ f(x) =
+∞, υπάρχει αρκετά μεγάλος θετικός b ώστε f(b) > 0. Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = 0.
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Παράδειγμα 4.4.20. Έστω n ∈ N. Θεωρούμε οποιονδήποτε y > 0.
Επειδή limx→+∞ x

n = +∞, υπάρχει b > 0 ώστε bn > y. Αλλά και χωρίς αναφορά στο όριο,
μπορούμε να θεωρήσουμε οποιονδήποτε b > max{y, 1} και τότε είναι b > 1 και b > y και,
επομένως, bn > b > y.
Η συνάρτηση xn είναι συνεχής στο διάστημα [0, b] και είναι 0n < y < bn. Άρα υπάρχει x ∈ (0, b)
ώστε xn = y.
Αποδείξαμε, λοιπόν, με δεύτερο τρόπο το ουσιαστικό μέρος του θεωρήματος 1.2:
Για κάθε y > 0 υπάρχει x > 0 ώστε xn = y.
Η απόδειξη της μοναδικότητας της λύσης της εξίσωσης xn = y είναι απλή και γίνεται όπως στην
αρχική απόδειξη του θεωρήματος 1.2 και η περίπτωση y = 0 είναι στοιχειώδης.

Ιδού, τέλος, δύο πορίσματα του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ BOLZANO. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Αν f(a)f(b) < 0, τότε
υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = 0.

Απόδειξη. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και f(a)f(b) < 0.
Τότε f(a) < 0 < f(b) ή f(b) < 0 < f(a), οπότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = 0.

ΙΔΙΟΤΗΤΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΠΡΟΣΗΜΟΥ. Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I . Αν
ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I , τότε είτε ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει f(x) < 0 για
κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I .
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι υπάρχουν a, b ∈ I ώστε f(a) < 0 και f(b) > 0. Επειδή
το I είναι διάστημα, το διάστημα [a, b] ή [b, a] είναι υποσύνολο του I , οπότε η f είναι συνεχής στο
διάστημα αυτό. Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ή (b, a) και, επομένως, ξ ∈ I ώστε f(ξ) = 0. Άτοπο.
Άρα είτε ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει f(x) < 0 για κάθε x ∈ I .

Αποδείξαμε το θεώρημα του Bolzano βάσει του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής. Μπορούμε,
όμως, να κάνουμε και το αντίστροφο.
Πράγματι, έστω ότι ισχύει το θεώρημα του Bolzano και έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]
και λ με την ιδιότητα f(a) ≤ λ ≤ f(b) ή f(b) ≤ λ ≤ f(a).
Αν λ = f(a) ή λ = f(b), τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = λ: ο a ή ο b, αντιστοίχως. Έστω,
λοιπόν, f(a) < λ < f(b) ή f(b) < λ < f(a). Θεωρούμε τη συνάρτηση g : [a, b] → R με τύπο
g(x) = f(x) − λ για κάθε x ∈ [a, b]. Η g είναι συνεχής στο [a, b] και είναι g(a)g(b) < 0. Άρα
υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε g(ξ) = 0 και, επομένως, f(ξ) = λ.
Άρα αποδείξαμε το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής.
Επομένως, το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής και το θεώρημα του Bolzano είναι ισοδύναμα.20

Τώρα, μπορούμε να κάνουμε την εξής απλή και χρήσιμη γενίκευση του θεωρήματος ενδιάμε-
σης τιμής:
Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I . Αν κάποιος λ είναι ανάμεσα σε δύο τιμές της f ,
τότε και ο λ είναι τιμή της f .
Πράγματι, έστω f(a) ≤ λ ≤ f(b) για κάποιους a, b ∈ I . Επειδή το I είναι διάστημα, το διάστημα
[a, b] ή [b, a] είναι υποσύνολο του I , οπότε η f είναι συνεχής στο διάστημα αυτό. Άρα υπάρχει
ξ ∈ [a, b] ή [b, a] και, επομένως, ξ ∈ I ώστε f(ξ) = λ και έτσι ο λ είναι τιμή της f .

Ασκήσεις.

4.4.1. Έχει η συνάρτηση x2 − x+ 1 μέγιστη ή ελάχιστη τιμή στο διάστημα (0, 1);
20Μπορεί, επίσης, να αποδειχτεί ότι το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής είναι ισοδύναμο με την ιδιότητα σταθερού προσήμου.

Δείτε την άσκηση 4.4.21.

140



4.4.2. Αποδείξτε ότι η sin 1
x έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο (0,+∞) και ότι παίρνει και τη

μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της σε άπειρα σημεία του (0,+∞). Ποιά είναι αυτά τα σημεία;
Αποδείξτε ότι οι x sinx, 1

x sin
1
x δεν είναι άνω φραγμένες ούτε κάτω φραγμένες στο (0,+∞).

Αποδείξτε ότι η 1
1+x sin

1
x είναι φραγμένη αλλά δεν έχει μέγιστη ούτε ελάχιστη τιμή στο (0,+∞).

4.4.3. Αποδείξτε ότι η εξίσωση x7−3x6+5x5+13x4−x3−12x2−5x+1 = 0 έχει τουλάχιστον
μία λύση στο [0, 1].
Αποδείξτε ότι η εξίσωση 3

x + 2
x−1 + 1

x−2 + 5
x−3 = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση σε καθένα από

τα τρία διαστήματα (0, 1), (1, 2), (2, 3).
Αποδείξτε ότι η εξίσωση ex = x+ 2 έχει τουλάχιστον δύο λύσεις.

4.4.4. Έστω a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn. Αποδείξτε ότι η πολυωνυμική συνάρτηση
P (x) = 2(x− a1) · · · (x− an) + 3(x− b1) · · · (x− bn) έχει ακριβώς n πραγματικές ρίζες.

4.4.5. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και n ∈ N, n ≥ 2. Αποδείξτε ότι για κάθε
x1, . . . , xn ∈ I υπάρχει ξ ∈ I ώστε f(ξ) = f(x1)+···+f(xn)

n .

4.4.6. Έστω f : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1] και f(0) = f(1). Για κάθε k ∈ N με k ≥ 2
αποδείξτε ότι υπάρχει x ∈ [0, k−1k ) ώστε f(x) = f(x+ 1

k ).

4.4.7. Έστω f, g : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) > g(x) για κάθε
x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι υπάρχει ρ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ≥ g(x) + ρ για κάθε x ∈ [a, b].

4.4.8. Θεωρώντας τη συνεχή συνάρτηση |f | : [a, b] → R, δώστε δεύτερη λύση της άσκησης 4.3.4.

4.4.9. Έστω f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b) και έστω ότι ισχύει f(x) ∈ Q για κάθε x ∈ (a, b).
Αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή στο (a, b).

4.4.10. [α] Έστω f, g : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b]. Αν f(a) ≤ g(a) και f(b) ≥ g(b), αποδείξτε
ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = g(ξ).
[β]21 Αποδείξτε ότι, αν η f : [a, b] → [a, b] είναι συνεχής στο [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε
f(ξ) = ξ.
[γ] Έστω f : R → R συνεχής. Αν δεν ισχύει limx→−∞ f(x) = −∞ ούτε limx→+∞ f(x) = +∞,
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ώστε f(ξ) = ξ.

4.4.11. Έστω διάστημα I και f, g : I → R συνεχείς στο I ώστε να ισχύει f(x) ̸= g(x) για κάθε
x ∈ I .
Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f(x) < g(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει f(x) > g(x) για κάθε x ∈ I .
Έστω και h : I → R συνεχής στο I . Αν ισχύει h(x) = f(x) ή h(x) = g(x) για κάθε x ∈ I ,
αποδείξτε ότι είτε ισχύει h(x) = f(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = g(x) για κάθε x ∈ I .

4.4.12. [α] Έστω διάστημα I και f, g : I → R συνεχείς στο I . Αν ισχύει g(x)2 = f(x)2 > 0 για
κάθε x ∈ I , αποδείξτε ότι είτε ισχύει g(x) = f(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει g(x) = −f(x) για
κάθε x ∈ I .
[β] Έστω διάστημα I ⊆ [0,+∞) ή I ⊆ (−∞, 0] και f : I → R συνεχής στο I . Έστω ότι ισχύει
f(x)2 = x2 για κάθε x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f(x) = x για κάθε x ∈ I είτε ισχύει
f(x) = −x για κάθε x ∈ I .
Πόσες συνεχείς f : R → R υπάρχουν ώστε να ισχύει f(x)2 = x2 για κάθε x;
[γ] Έστω διάστημα I ⊆ [−1, 1] και f : I → R συνεχής στο I . Έστω ότι ισχύει x2 + f(x)2 = 1
για κάθε x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f(x) =

√
1− x2 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει f(x) =

−
√
1− x2 για κάθε x ∈ I .

21Να αντιπαραβάλετε με την άσκηση 2.4.16[α]. Το αποτέλεσμα αυτό είναι μία ακόμη παραλλαγή του θεωρήματος
σταθερού σημείου. Μια άλλη παραλλαγή είναι στην άσκηση 4.3.5. Δείτε την υποσημείωση της άσκησης αυτής.
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4.4.13. 22 [α] Έστω διάστημα I και f1, . . . , fn : I → R συνεχείς στο I . Έστω ότι οι f1, . . . , fn
σε κάθε x ∈ I έχουν n διαφορετικές τιμές. Τί συμπεραίνετε σχετικά με τη διάταξη μεγέθους αυτών
των συναρτήσεων;
Έστω, επιπλέον, ότι η h : I → R είναι συνεχής στο I και ότι σε κάθε x ∈ I η τιμή της εί-
ναι ίση με την τιμή (στον ίδιο x) μιας από τις n αρχικές συναρτήσεις ή, ισοδύναμα, ότι ισχύει
(h(x)− f1(x)) · · · (h(x)− fn(x)) = 0 για κάθε x ∈ I . Τί συμπεραίνετε για τη σχέση της h με τις
f1, . . . , fn ;
[β] Έστω διάστημα I ⊆ [1,+∞) ή I ⊆ [0, 1] και h : I → R συνεχής στο I . Έστω ότι ισχύει
(h(x) − x)(h(x) − x2)(h(x) − x3) = 0 για κάθε x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει h(x) = x για
κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = x2 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = x3 για κάθε x ∈ I .
Αν I = [0,+∞), τότε - με τις ίδιες κατά τα άλλα υποθέσεις - ποιές είναι οι δυνατότητες για την h;

4.4.14. 23 Έστω a, b ∈ R, a < b και f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b). Αποδείξτε ότι, αν
υπάρχουν τα limx→a f(x), limx→b f(x) και υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε f(x0) > limx→a f(x) και
f(x0) > limx→b f(x), τότε η f έχει μέγιστη τιμή στο (a, b).
Διατυπώστε τα προηγούμενα ώστε να προκύπτει ελάχιστη τιμή της f στο (a, b).

4.4.15. Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I . Έστω ότι για κάθε x ∈ I , όχι δεξιό άκρο
του I , και δ > 0 υπάρχει x′ ∈ (x, x+ δ)∩ I ώστε f(x) ≤ f(x′). Αποδείξτε ότι η f είναι αύξουσα
στο I .

Να αντιπαραβάλετε με το παράδειγμα της f(x) =

{
x, αν 0 ≤ x < 1

x− 1, αν 1 ≤ x ≤ 2
καθώς και με την

άσκηση 2.4.16[β].

4.4.16. 24 Έστω f : R → R συνεχής στο R. Ο x χαρακτηρίζεται σημείο σκιάς της f αν υπάρχει
x′ > x ώστε f(x′) > f(x).25 Έστω ότι κάθε x ∈ (a, b) είναι σημείο σκιάς της f ενώ οι a, b
δεν είναι σημεία σκιάς της f . Aποδείξτε ότι ισχύει f(x) < f(b) για κάθε x ∈ (a, b) και ότι
f(a) = f(b).

4.4.17. Έστω f : (a,+∞) → R συνεχής και φραγμένη στο (a+∞). Αποδείξτε ότι για κάθε b > 0
υπάρχει ακολουθία (xn) στο (a,+∞) ώστε xn → +∞ και f(xn + b)− f(xn) → 0.

4.4.18. Έστω f, g : [a, b] → [a, b] συνεχείς στο [a, b]. Έστω ότι η g είναι αύξουσα και f ◦g = g◦f .
Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = g(ξ) = ξ.26

4.4.19. 27 Αποδείξτε ότι, αν η f : I → R είναι συνεχής και ένα-προς-ένα στο διάστημα I , τότε η
f είναι γνησίως μονότονη στο I .

Θεωρήστε την f : [0, 1] → [0, 1] με τύπο f(x) =

{
x, αν x ∈ [0, 1] ∩Q
1− x, αν x ∈ [0, 1] \Q

Αποδείξτε ότι η f

είναι ένα-προς-ένα, ότι είναι συνεχής μόνο στον 1
2 και ότι δεν είναι μονότονη σε κανένα υποδιά-

στημα του [0, 1].
22Γενίκευση της άσκησης 4.4.11. Το θέμα αυτής της άσκησης έχει σχέση με τις αλγεβρικές συναρτήσεις στον ορισμό

7.6. Δείτε και τις ασκήσεις 4.5.9, 4.5.10 και 4.5.11.
23Μια χρήσιμη επέκταση του θεωρήματος μέγιστης - ελάχιστης τιμής. Συμπλήρωμα αυτής της άσκησης αποτελεί η

άσκηση 4.5.12 και οι δύο ασκήσεις γενικεύουν την πρόταση 4.13 η οποία αναφέρεται σε πολυωνυμικές συναρτήσεις
άρτιου βαθμού.

24Το περιεχόμενο αυτής της άσκησης αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως λήμμα του ανατέλλοντος ηλίου. Δείτε και
την άσκηση 2.5.9.

25Ο f(x) είναι πιο χαμηλά και, επομένως, στη σκιά του f(x′) όταν ο ήλιος ανατέλλει από το +∞.
26Σύμφωνα με την ορολογία στις υποσημειώσεις των ασκήσεων 4.3.5 και 4.4.10, οι f, g έχουν κοινό σταθερό σημείο.
27Μια σημαντική άσκηση. Γνωρίζουμε ότι μια γνησίως μονότονη συνάρτηση είναι ένα-προς-ένα. Υπό την προϋπό-

θεση της συνέχειας, ισχύει και το αντίστροφο.
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4.4.20. Έστω διάστημα I (όχι μονοσύνολο) και f : I → R ώστε για κάθε λ η εξίσωση f(x) = λ
είτε έχει ακριβώς δύο λύσεις είτε δεν έχει καμιά λύση. Αποδείξτε ότι η f δεν είναι συνεχής στο
I . Μπορείτε, σε καθεμιά από τις περιπτώσεις I = [a, b), I = (a, b), I = [a, b] να βρείτε μια
συνάρτηση f με τις παραπάνω ιδιότητες;

4.4.21. Αποδείξτε ότι η ιδιότητα σταθερού προσήμου είναι ισοδύναμη με το θεώρημα ενδιάμεσης
τιμής.

4.4.22. Έστω μη-κενό σύνολοA το οποίο δεν είναι διάστημα. Χρησιμοποιώντας την πρόταση 1.4,
αποδείξτε ότι υπάρχουν a, b ∈ A με a < b και συνάρτηση f : A → R συνεχής στο A και λ με
f(a) < λ < f(b) ώστε να μην υπάρχει ξ ∈ A με f(ξ) = λ. Με άλλα λόγια: κάθε f : A → R
συνεχής στο A έχει την ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής στο A αν και μόνο αν το A είναι διάστημα.

4.4.23. Έστω f : [a, b] → R μονότονη στο [a, b] για την οποία ισχύει το συμπέρασμα του θεωρήμα-
τος ενδιάμεσης τιμής, δηλαδή ότι για κάθε λ με την ιδιότητα f(a) ≤ λ ≤ f(b) ή f(b) ≤ λ ≤ f(a)
υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = λ. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο [a, b].

4.4.24. 28 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b].
Έστω ότι η f δεν είναι φραγμένη στο [a, b]. Τότε η f δεν είναι φραγμένη στο [a, a+b

2 ] ή στο [a+b
2 , b].

Έστω [a1, b1] ένα από τα δύο υποδιαστήματα στο οποίο η f δεν είναι φραγμένη. Συνεχίστε επ’
άπειρον, δημιουργώντας διαδοχικά διαστήματα [an, bn] για κάθε n ώστε να ισχύει [an+1, bn+1] ⊆
[an, bn], bn+1 − an+1 = bn−an

2 και η f να μην είναι φραγμένη στο [an, bn]. Συμπεράνατε ότι
υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε an → ξ και bn → ξ και η f να είναι φραγμένη κοντά στο ξ. Αποδείξτε ότι
υπάρχει n0 ώστε η f να είναι φραγμένη στο [an0 , bn0 ] και καταλήξτε σε άτοπο. Συμπεράνατε ότι
η f είναι φραγμένη στο [a, b].

4.4.25. 29 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b].
Έστω u = sup{f(x) |x ∈ [a, b]}, όπου u ∈ R ∪ {+∞}. Αποδείξτε ότι υπάρχει (xn) στο [a, b]
ώστε f(xn) → u. Συμπεράνατε ότι υπάρχει συγκλίνουσα υποακολουθία (xnk

) της (xn). Έστω
xnk

→ η. Αποδείξτε ότι f(xnk
) → f(η) και f(η) = u. Συμπεράνατε ότι ο u είναι η μέγιστη τιμή

της f στο [a, b].

4.4.26. 30 Έστω f : [a, b] → R.
Αν η f είναι άνω ημισυνεχής σε κάθε σημείο του [a, b], αποδείξτε ότι είναι άνω φραγμένη στο
[a, b] και ότι έχει μέγιστη τιμή στο [a, b].
Αν η f είναι κάτω ημισυνεχής σε κάθε σημείο του [a, b], αποδείξτε ότι είναι κάτω φραγμένη στο
[a, b] και ότι έχει ελάχιστη τιμή στο [a, b].

4.5 Σύνολο τιμών. Αντίστροφη συνάρτηση.

Είναι σημαντικό να γνωρίζουμε το σύνολο τιμών μιας συνάρτησης f αφού κάτι τέτοιο μας
δίνει τη δυνατότητα να απαντήσουμε σε ερωτήματα όπως, για παράδειγμα, αν για συγκεκριμένο
λ η εξίσωση f(x) = λ έχει λύση ή όχι.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.11. Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής σε διάστημα, τότε το σύνολο τιμών της είναι κι
αυτό διάστημα.

Απόδειξη. Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I .
Έστω A = {f(x) |x ∈ I} το σύνολο τιμών της f και έστω y1, y2 ∈ A και y1 < y < y2. Τότε ο y
είναι ανάμεσα στις τιμές y1 και y2 της f , οπότε και ο y είναι τιμή της f , δηλαδή y ∈ A. Σύμφωνα
με την πρόταση 1.4, το A είναι διάστημα.

28Τρίτη απόδειξη του θεωρήματος φραγμένης συνάρτησης.
29Ταυτόχρονη απόδειξη των θεωρημάτων φραγμένης συνάρτησης και μέγιστης - ελάχιστης τιμής.
30Δείτε την άσκηση 4.1.18.
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Ας δούμε λίγο πιο προσεκτικά την πρόταση 4.11 σε συνδυασμό και με την πρόταση 1.4. Έστω
f : I → R συνεχής στο διάστημα I και

l = inf{f(x) |x ∈ I} u = sup{f(x) |x ∈ I}.

Από την πρόταση 4.11 συνεπάγεται ότι το σύνολο τιμών {f(x) |x ∈ I} είναι διάστημα και, σύμ-
φωνα με την πρόταση 1.4, τα άκρα του είναι τα στοιχεία l, u του R. Δηλαδή,

{f(x) |x ∈ I} = [l, u] ή (l, u) ή [l, u) ή (l, u].

Τώρα έχουμε τις εξής τέσσερις ανάλογες περιπτώσεις.
(i) Η f έχει ελάχιστη τιμή (δηλαδή ελάχιστο στοιχείο του συνόλου τιμών) και μέγιστη τιμή (δη-
λαδή μέγιστο στοιχείο του συνόλου τιμών), οπότε ο l είναι η ελάχιστη τιμή και ο u η μέγιστη τιμή
της f και, επομένως, το σύνολο τιμών είναι ίσο με το [l, u].
(ii) Η f δεν έχει ελάχιστη τιμή ούτε μέγιστη τιμή, οπότε το σύνολο τιμών είναι ίσο με το (l, u).
(iii) Η f έχει ελάχιστη τιμή αλλά όχι μέγιστη τιμή, οπότε ο l είναι η ελάχιστη τιμή της f και,
επομένως, το σύνολο τιμών είναι ίσο με το [l, u).
(iv) Η f έχει μέγιστη τιμή αλλά όχι ελάχιστη τιμή, οπότε ο u είναι η μέγιστη τιμή της f και,
επομένως, το σύνολο τιμών είναι ίσο με το (l, u].

Με άλλα λόγια, όταν έχουμε να προσδιορίσουμε το σύνολο τιμών συνάρτησης συνεχούς σε διά-
στημα πρέπει μόνο να βρούμε το infimum και το supremum του συνόλου τιμών και να δούμε αν
κανένα ή το ένα ή και τα δύο από αυτά είναι τιμή της συνάρτησης.

Μπορεί να δοθεί πιο λεπτομερής περιγραφή του συνόλου τιμών συνάρτησης συνεχούς σε διά-
στημα οποιουδήποτε τύπου. Δείτε σχετικά την άσκηση 4.5.13. Στα επόμενα θα δούμε μερικές
χρήσιμες χαρακτηριστικές περιπτώσεις στις οποίες το πρόβλημα του προσδιορισμού του συνόλου
τιμών συνάρτησης έχει απλή - τουλάχιστον θεωρητικά - λύση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.12. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε το σύνολο τιμών {f(x) |x ∈ [a, b]}
είναι το κλειστό και φραγμένο διάστημα με άκρα την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή της f στο I .

Απόδειξη. Συνέπεια της πρότασης 4.11 και του θεωρήματος μέγιστης - ελάχιστης τιμής.

Άρα για να βρούμε το σύνολο τιμών συνάρτησης συνεχούς σε κλειστό και φραγμένο διάστημα
είναι αρκετό να υπολογίσουμε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή της στο διάστημα αυτό. Αυτό δεν
είναι πάντοτε εφικτό. Στο κεφάλαιο 5 θα γνωρίσουμε, με τη βοήθεια των παραγώγων, μερικές
μεθόδους υπολογισμού αυτών των τιμών της συνάρτησης. Πάντως, σε μερικές απλές περιπτώσεις
οι υπολογισμοί αυτοί είναι και τώρα εφικτοί.

Παράδειγμα 4.5.1. Η συνάρτηση x2 είναι αύξουσα στο διάστημα [1, 4], οπότε η ελάχιστη τιμή
της στο [1, 4] είναι ο 12 = 1 και η μέγιστη τιμή της ο 42 = 16. Άρα το σύνολο τιμών της x2 που
αντιστοιχεί στο [1, 4] είναι το διάστημα [1, 16].

Παράδειγμα 4.5.2. Η συνάρτηση 1
x είναι φθίνουσα στο διάστημα [12 , 3], οπότε η ελάχιστη τιμή

της στο [12 , 3] είναι ο
1
3 και η μέγιστη τιμή της ο 2. Άρα το σύνολο τιμών της 1

x που αντιστοιχεί
στο [12 , 3] είναι το διάστημα [13 , 2].

Παράδειγμα 4.5.3. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) = x2 − 6x+5 = (x− 3)2 − 4 στο διάστημα
[−1, 6]. Η f είναι φθίνουσα στο [−1, 3] και αύξουσα στο [3, 6]. Άρα η ελάχιστη τιμή της f στο
[−1, 6] είναι ο f(3) = −4 και η μέγιστη τιμή της ο max{f(−1), f(6)} = 12. Άρα το σύνολο
τιμών της f που αντιστοιχεί στο [−1, 6] είναι το διάστημα [−4, 12].

Θα δούμε, τώρα, τη σημαντική περίπτωση υπολογισμού του συνόλου τιμών πολυωνυμικής
συνάρτησης.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 4.13. 31 Έστω η συνάρτηση P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n.

[α] Έστω ότι η P είναι περιττού βαθμού, δηλαδή n = 2k− 1, k ∈ N, an ̸= 0. Τότε το σύνολο τιμών
της P είναι το (−∞,+∞).
[β] Έστω ότι η P είναι άρτιου βαθμού, δηλαδή n = 2k, k ∈ N, an ̸= 0. Αν an > 0, τότε η P έχει
ελάχιστη τιμή, έστω l, και το σύνολο τιμών της είναι το [l,+∞). Αν an < 0, τότε η P έχει μέγιστη
τιμή, έστω u, και το σύνολο τιμών της είναι το (−∞, u].

Απόδειξη. [α] Έστω an > 0, οπότε limx→−∞ P (x) = −∞ και limx→+∞ P (x) = +∞. Άρα η
P δεν είναι κάτω φραγμένη ούτε άνω φραγμένη, οπότε το σύνολο τιμών της έχει ως infimum το
−∞ και ως supremum το +∞. Σύμφωνα με την πρόταση 4.11, το σύνολο τιμών της P είναι το
(−∞,+∞).
Αν an < 0, τότε limx→−∞ P (x) = +∞ και limx→+∞ P (x) = −∞ και η απόδειξη είναι ίδια.
[β] Έστω an > 0. Επειδή limx→−∞ P (x) = limx→+∞ P (x) = +∞, συνεπάγεται ότι υπάρχουν
a, b ώστε a < 0 < b και ώστε να ισχύει

P (0) < P (x) για x ∈ (−∞, a) ∪ (b,+∞). (4.16)

Τώρα, η P είναι συνεχής στο [a, b], οπότε έχει ελάχιστη τιμή, έστω l, στο διάστημα αυτό. Δηλαδή,

l ≤ P (x) για x ∈ [a, b]. (4.17)

Επειδή 0 ∈ [a, b], είναι l ≤ P (0), οπότε, λόγω της (4.16), ισχύει

l < P (x) για x ∈ (−∞, a) ∪ (b,+∞). (4.18)

Τώρα από τις (4.17) και (4.18) συνεπάγεται ότι ο l είναι η ελάχιστη τιμή της P στο R.
Επίσης, πάλι από τα όρια limx→−∞ P (x) = limx→+∞ P (x) = +∞ συνεπάγεται ότι η P δεν είναι
άνω φραγμένη. Άρα το σύνολο τιμών της P έχει ως ελάχιστο στοιχείο τον l και ως supremum το
+∞. Άρα το σύνολο τιμών της P είναι το [l,+∞).
Αν an < 0, η απόδειξη είναι παρόμοια.

Παράδειγμα 4.5.4. Το σύνολο τιμών της −2x5 + 4x4 − 3x3 − x2 − 1 είναι το (−∞,+∞).

Παράδειγμα 4.5.5. Έστω η P (x) = x4 − 4x3 + 4x2 − 7 = x2(x − 2)2 − 7. Προφανώς, ισχύει
P (x) ≥ −7 για κάθε x και −7 = P (0) = P (2). Άρα ο −7 είναι η ελάχιστη τιμή της P και το
σύνολο τιμών της είναι το [−7,+∞).

Τώρα θα εξετάσουμε τη σημαντική ειδική περίπτωση που η συνάρτηση εκτός από συνεχής
είναι και γνησίως μονότονη σε διάστημα.32 Πριν διατυπώσουμε την πρόταση 4.14 ας θυμηθούμε
ότι, σύμφωνα με το θεώρημα 3.2, αν μια συνάρτηση είναι μονότονη σε διάστημα, τότε υπάρχουν
τα (πλευρικά, μέσα από το διάστημα) όριά της στα άκρα του διαστήματος.

Γνωρίζουμε, επίσης, ότι μια γνησίως μονότονη συνάρτηση είναι ένα-προς-ένα. Ειδικώτερα,
αν η f : I → J είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα I με σύνολο τιμών ένα διάστημα J , τότε
ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : J → I με πεδίο ορισμού το J και σύνολο τιμών το
I . Μάλιστα, αν η f είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα, τότε η f−1 είναι, αντιστοίχως,
γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα. Το επιπλέον στοιχείο, το οποίο εισάγεται στην πρόταση
4.14, είναι η συνέχεια της f και της f−1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 4.14. [α] Έστω f : [a, b] → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [a, b]. Τότε το σύνολο
τιμών της f είναι το [A,B], όπου A = f(a), B = f(b). Επίσης, η f−1 : [A,B] → [a, b] είναι
γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [A,B].

31Για μια άμεση γενίκευση αυτής της πρότασης δείτε την άσκηση 4.5.12.
32Οι μέθοδοι του κεφαλαίου 5 επιτρέπουν να χωρίζουμε τα πεδία ορισμού των περισσότερων συναρτήσεων που

εμφανίζονται στην πράξη σε διαστήματα στα οποία αυτές είναι γνησίως μονότονες.
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[β] Έστω a, b ∈ R, a < b και f : (a, b) → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (a, b). Τότε το
σύνολο τιμών της f είναι το (A,B), όπου A = limx→a f(x) ∈ R, B = limx→b f(x) ∈ R. Επίσης,
η f−1 : (A,B) → (a, b) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (A,B).
[γ] Έστω a ∈ R, a < b και f : (a, b] → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (a, b]. Τότε το σύνολο
τιμών της f είναι το (A,B], όπου A = limx→a f(x) ∈ R, B = f(b). Επίσης, η f−1 : (A,B] →
(a, b] είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (A,B].
[δ] Έστω b ∈ R, a < b και f : [a, b) → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [a, b). Τότε το σύνολο
τιμών της f είναι το [A,B), όπου A = f(a), B = limx→b f(x) ∈ R. Επίσης, η f−1 : [A,B) →
[a, b) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [A,B).
Τα συμπεράσματα των [α] - [δ] ισχύουν και στην περίπτωση που η f είναι γνησίως φθίνουσα και
συνεχής. Η μόνη διαφορά είναι ότι τα άκραA,B αλλάζουν διάταξη. Για παράδειγμα, στην περίπτωση
[α] πρέπει να είναι [B,A] αντί [A,B].

Απόδειξη. Αρχικά θα ασχοληθούμε με τη μορφή του συνόλου τιμών της f στις διάφορες περιπτώ-
σεις. Η βάση μας είναι η πρόταση 4.11 και το θεώρημα 3.2.
[α] Σύμφωνα με την πρόταση 4.12 ή ακόμη και με την πρόταση 4.11, το σύνολο τιμών της f είναι
το [A,B], όπου A = f(a), B = f(b), οπότε η f−1 : [A,B] → [a, b] είναι γνησίως αύξουσα στο
[A,B] με σύνολο τιμών το [a, b].
[β] Από το θεώρημα 3.2 και τα σχόλια μετά από αυτό γνωρίζουμε ότι το infimum και το supremum
του συνόλου τιμών της f είναι τα όρια A = limx→a f(x) και B = limx→b f(x), αντιστοίχως,
και ότι ισχύει A < f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b). Άρα, βάσει της πρότασης 4.11 (και της
συζήτησης μετά από αυτήν), το σύνολο τιμών της f είναι ίσο με το διάστημα (A,B), οπότε η
f−1 : (A,B) → (a, b) είναι γνησίως αύξουσα στο (A,B) με σύνολο τιμών το (a, b).
[γ] Τώρα το infimum του συνόλου τιμών της f είναι το όριοA = limx→a f(x) και ισχύειA < f(x)
για κάθε x ∈ (a, b]. Η τιμή B = f(b) είναι το μέγιστο στοιχείο του συνόλου τιμών. Άρα το σύ-
νολο τιμών της f είναι ίσο με το διάστημα (A,B], οπότε η f−1 : (A,B] → (a, b] είναι γνησίως
αύξουσα στο (A,B] με σύνολο τιμών το (a, b].
[δ] Το supremum του συνόλου τιμών της f είναι το όριο B = limx→b f(x) και ισχύει f(x) < B
για κάθε x ∈ [a, b). Η τιμή A = f(a) είναι το ελάχιστο στοιχείο του συνόλου τιμών. Άρα το
σύνολο τιμών της f είναι ίσο με το διάστημα [A,B), οπότε η f−1 : [A,B) → [a, b) είναι γνησίως
αύξουσα στο [A,B) με σύνολο τιμών το [a, b).
Τέλος, οι αλλαγές που πρέπει να γίνουν όταν η f είναι γνησίως φθίνουσα είναι προφανείς.
Και τώρα ερχόμαστε στην απόδειξη της συνέχειας της αντίστροφης συνάρτησης.
Σε καθεμιά από τις παραπάνω περιπτώσεις η f−1 : J → I είναι γνησίως μονότονη σε ένα διά-
στημα J και το σύνολο τιμών της είναι ένα διάστημα I . Ας υποθέσουμε ότι η f−1 δεν είναι συνεχής
σε κάποιο η ∈ J . Επειδή το J είναι διάστημα, το η είναι τουλάχιστον από αριστερά του ή από
δεξιά του σημείο συσσώρευσης του J . Η f−1 είναι μονότονη, οπότε, σύμφωνα με την συζήτηση
μετά από την πρόταση 4.1, ανάμεσα στις τιμές της f−1 παρεμβάλλεται τουλάχιστον ένα ανοικτό
διάστημα το οποίο δεν περιέχει καμιά τιμή της f−1. Αυτό, όμως, είναι άτοπο, διότι το σύνολο
τιμών της f−1 είναι ολόκληρο το διάστημα I . Άρα η f−1 είναι συνεχής σε κάθε η ∈ J .

Παράδειγμα 4.5.6. Έστω f : (1, 3) → R με τύπο f(x) = 2x2+1. Η f είναι γνησίως αύξουσα και
συνεχής στο (1, 3) και limx→1 f(x) = 3, limx→3 f(x) = 19. Άρα το σύνολο τιμών της f είναι το
διάστημα (3, 19). Η f−1 : (3, 19) → (1, 3) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (3, 19). Επειδή
η f−1 είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (3, 19), το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα με
άκρα limy→3 f

−1(y) και limy→19 f
−1(y). Όμως το σύνολο τιμών της είναι το πεδίο ορισμού της

f , δηλαδή το (1, 3). Άρα limy→3 f
−1(y) = 1 και limy→19 f

−1(y) = 3.
Είναι εύκολο να βρούμε τον τύπο της f−1. Αυτός είναι: f−1(y) =

√
(y − 1)/2. Από τον τύπο της

f−1 επιβεβαιώνεται η συνέχειά της καθώς και τα δύο όριά της στον 3 και στον 19.

Παράδειγμα 4.5.7. Έστω f : (1,+∞) → R με τύπο f(x) = x+1
x−1 . Η f είναι γνησίως φθίνουσα

και συνεχής στο (1,+∞) και limx→1 f(x) = +∞, limx→+∞ f(x) = 1. Άρα το σύνολο τιμών
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της f είναι το (1,+∞). Η f−1 : (1,+∞) → (1,+∞) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο
(1,+∞). Επειδή η f−1 είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο (1,+∞), το σύνολο τιμών της
είναι το διάστημα με άκρα limy→+∞ f

−1(y) και limy→1 f
−1(y). Επειδή το σύνολο τιμών της είναι

το (1,+∞), συνεπάγεται limy→+∞ f
−1(y) = 1 και limy→1 f

−1(y) = +∞.
Ο τύπος της f−1 είναι f−1(y) = y+1

y−1 . Άρα επιβεβαιώνεται η συνέχεια της f−1 και τα δύο όριά
της στον 1 και στο +∞.

Στα προηγούμενα παραδείγματα ο υπολογισμός του τύπου της f−1 είναι απλός. Από τον τύπο
της f−1 προκύπτει αμέσως ότι αυτή είναι συνεχής. Όμως, η συνέχεια της f−1 προκύπτει και από
την πρόταση 4.14 και αυτό είναι χρήσιμο σε περιπτώσεις που δεν μπορεί να υπολογιστεί ο τύπος
της f−1.

Παράδειγμα 4.5.8. Η f : R → R με τύπο f(x) = x5+x3+x είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής
στο R και limx→−∞ f(x) = −∞, limx→+∞ f(x) = +∞. Άρα το σύνολο τιμών της f είναι το R
(το γνωρίζαμε, διότι η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση περιττού βαθμού). Άρα η f−1 : R → R
είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο R. Επίσης, από το σύνολο τιμών της f−1 υπολογίζουμε
τα όρια limy→−∞ f

−1(y) = −∞ και limy→+∞ f
−1(y) = +∞.

Μπορείτε να δείτε ότι δεν είναι εύκολο να βρεθεί ο τύπος της f−1.

Παράδειγμα 4.5.9. Η f : [0,+∞) → R με τύπο f(x) = −xex + 1 είναι γνησίως φθίνουσα και
συνεχής στο [0,+∞). Είναι f(0) = 1, limx→+∞ f(x) = −∞, οπότε το σύνολο τιμών της f είναι
το (−∞, 1] και η f−1 : (−∞, 1] → [0,+∞) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο (−∞, 1].
Τέλος, από το σύνολο τιμών της f−1 υπολογίζουμε το όριο limy→−∞ f

−1(y) = +∞.
Είναι αδύνατο να βρεθεί ο τύπος της f−1, αφού δεν υπάρχει τύπος για τη λύση x της−xex+1 = y.

Τελειώνουμε αυτήν την ενότητα με μερικά πιο σημαντικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 4.5.10. Έστω n ∈ N, n ≥ 2. Στο θεώρημα 1.2 αλλά και στο παράδειγμα 4.4.20 απο-
δείξαμε ότι για κάθε y ∈ [0,+∞) η εξίσωση xn = y έχει μοναδική λύση στο [0,+∞). Ήδη στον
ορισμό 1.7 την λύση αυτή τήν έχουμε συμβολίσει n

√
y και τήν έχουμε ονομάσει n-οστή ρίζα του

y. Επίσης, έχουμε ήδη αποδείξει τις βασικές ιδιότητες της συνάρτησης x = n
√
y, συμπεριλαμβα-

νομένης της συνέχειάς της στο πεδίο ορισμού της [0,+∞).
Τώρα θα δούμε έναν δεύτερο τρόπο προσέγγισης βασισμένο στην πρόταση 4.14.
Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση y = xn περιορισμένη στο [0,+∞) είναι γνησίως αύξουσα και συνε-
χής στο [0,+∞) και ότι 0n = 0 και limx→+∞ x

n = +∞. Από την πρόταση 4.14 συνεπάγεται ότι
το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι το [0,+∞) και ότι η αντίστροφη συνάρτηση, την οποία
συμβολίζουμε x = n

√
y, είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [0,+∞). Το σύνολο τιμών της

x = n
√
y είναι το ίδιο με το πεδίο ορισμού της αρχικής συνάρτησης, δηλαδή με το [0,+∞).

Από την συνέχεια της x = n
√
y συμπεραίνουμε το (ήδη γνωστό) όριο

limy→η
n
√
y = n

√
η για κάθε η ≥ 0.

Επίσης, επειδή το σύνολο τιμών της x = n
√
y είναι το [0,+∞) και η συνάρτηση είναι γνησίως

αύξουσα και συνεχής, πάλι από την πρόταση 4.14 συνεπάγεται

limy→+∞ n
√
y = +∞.

Παράδειγμα 4.5.11. Έστω a > 1. Γνωρίζουμε ότι η εκθετική συνάρτηση y = ax είναι γνησίως
αύξουσα και συνεχής στο (−∞,+∞) και ότι limx→−∞ a

x = 0 και limx→+∞ a
x = +∞, οπότε

βάσει της πρότασης 4.14 το σύνολο τιμών της είναι το (0,+∞).
Τώρα, επίσης γνωρίζουμε την αντίστροφη συνάρτηση, δηλαδή την x = loga y, και τις βασικές της
ιδιότητες, όπως ότι είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (0,+∞) και ότι έχει σύνολο τιμών το
(−∞,+∞).
Τώρα θα δούμε πώς μπορούμε να εισαγάγουμε την λογαριθμική συνάρτηση και να αποδείξουμε
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αυτές τις ιδιότητες με τη βοήθεια της πρότασης 4.14.
Από τις πιο πάνω ιδιότητες της y = ax συνεπάγεται από την πρόταση 4.14 ότι η αντίστροφη συνάρ-
τηση, την οποία συμβολίζουμε x = loga y, είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (0,+∞). Το
σύνολο τιμών της x = loga y είναι ίδιο με το πεδίο ορισμού της y = ax, δηλαδή με το (−∞,+∞).
Από την συνέχεια της x = loga y συμπεραίνουμε ότι

logy→η loga y = loga η για κάθε η.

Επίσης, επειδή το σύνολο τιμών της x = loga y είναι το (−∞,+∞) και η συνάρτηση είναι γνη-
σίως αύξουσα και συνεχής, από την πρόταση 4.14 συνεπάγεται

limy→+∞ loga y = +∞, limy→0+ loga y = −∞.

Με τον ίδιο τρόπο μπορεί κανείς να χειριστεί την περίπτωση 0 < a < 1.
Επίσης, με τον ίδιο τρόπο μπορεί κανείς να εισαγάγει και να χειριστεί την εκθετική συνάρτηση ως
την αντίστροφη της λογαριθμικής, αποδεχόμενος την μονοτονία και τη συνέχεια της λογαριθμικής
συνάρτησης.

Στα επόμενα θα ορίσουμε τις αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις καθώς και τις υπερ-
βολικές και τις αντίστροφες υπερβολικές συναρτήσεις.

4.5.1 Οι αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις.

Έστω ο περιορισμός της cos στο [0, π]. H cos : [0, π] → R είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής
στο [0, π]. Επειδή cos 0 = 1 και cosπ = −1, το σύνολο τιμών είναι το [−1, 1]. Άρα ορίζεται η
αντίστροφη συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ4.9. Ηαντίστροφη συνάρτηση της cos : [0, π] → [−1, 1] ονομάζεται τόξο συνημιτόνου
και συμβολίζεται arccos : [−1, 1] → [0, π].

Επομένως, αν x ∈ [0, π], y ∈ [−1, 1], τότε: x = arccos y αν και μόνο αν cosx = y. Η
arccos : [−1, 1] → [0, π] είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο [−1, 1] με σύνολο τιμών το
[0, π].

Έστω ο περιορισμός της sin στο [−π
2 ,

π
2 ]. H sin : [−π

2 ,
π
2 ] → R είναι γνησίως αύξουσα και

συνεχής στο [−π
2 ,

π
2 ]. Επειδή sin(−

π
2 ) = −1 και sin π

2 = 1, το σύνολο τιμών είναι το [−1, 1]. Άρα
ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.10. Η αντίστροφη συνάρτηση της sin : [−π
2 ,

π
2 ] → [−1, 1] ονομάζεται τόξο ημιτόνου

και συμβολίζεται arcsin : [−1, 1] → [−π
2 ,

π
2 ].

Δείτε το σχήμα 22.
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Επομένως, αν x ∈ [−π
2 ,

π
2 ], y ∈ [−1, 1], τότε: x = arcsin y αν και μόνο αν sinx = y. Η

arcsin : [−1, 1] → [−π
2 ,

π
2 ] είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [−1, 1] με σύνολο τιμών το

[−π
2 ,

π
2 ].

Έστω ο περιορισμός της tan στο (−π
2 ,

π
2 ). H tan : (−π

2 ,
π
2 ) → R είναι γνησίως αύξουσα και

συνεχής στο (−π
2 ,

π
2 ). Επειδή limx→−π

2
+ tanx = −∞ και limx→π

2
− tanx = +∞, το σύνολο

τιμών είναι το (−∞,+∞). Άρα ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.11. Η αντίστροφη συνάρτηση της tan : (−π
2 ,

π
2 ) → (−∞,+∞) ονομάζεται τόξο

εφαπτομένης και συμβολίζεται arctan : (−∞,+∞) → (−π
2 ,

π
2 ).

Δείτε το σχήμα 23.

Επομένως, αν x ∈ (−π
2 ,

π
2 ), y ∈ (−∞,+∞), τότε: x = arctan y αν και μόνο αν tanx = y. Η

arctan : (−∞,+∞) → (−π
2 ,

π
2 ) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (−∞,+∞) με σύνολο

τιμών το (−π
2 ,

π
2 ).

Βρίσκουμε, επίσης, τα όρια

limy→−∞ arctan y = −π
2 , limy→+∞ arctan y = π

2 .

Τέλος, θεωρούμε τον περιορισμό της cot στο (0, π). H cot : (0, π) → R είναι γνησίως φθί-
νουσα και συνεχής στο (0, π). Επειδή limx→0+ cotx = +∞ και limx→π− cotx = −∞, το σύνολο
τιμών είναι το (−∞,+∞). Άρα ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.12. Η αντίστροφη συνάρτηση της cot : (0, π) → (−∞,+∞) ονομάζεται τόξο συνε-
φαπτομένης και συμβολίζεται arccot : (−∞,+∞) → (0, π).

Επομένως, αν x ∈ (0, π), y ∈ (−∞,+∞), τότε: x = arccot y αν και μόνο αν cotx = y. Η
arccot : (−∞,+∞) → (0, π) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο (−∞,+∞) με σύνολο
τιμών το (0, π).
Επίσης, είναι

limy→−∞ arccot y = π, limy→+∞ arccot y = 0.

4.5.2 Οι υπερβολικές και οι αντίστροφες υπερβολικές συναρτήσεις.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.13. Ορίζουμε τις συναρτήσεις υπερβολικό συνημίτονο, υπερβολικό ημίτονο, υπερ-
βολική εφαπτόμενη και υπερβολική συνεφαπτόμενη με αντίστοιχους τύπους:

coshx = ex+e−x

2 , sinhx = ex−e−x

2 , tanhx = ex−e−x

ex+e−x , cothx = ex+e−x

ex−e−x .

Οι τρείς πρώτες συναρτήσεις ορίζονται για κάθε x ενώ η τελευταία για κάθε x ̸= 0.
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Οι τέσσερις συναρτήσεις είναι συνεχείς και είναι εύκολο να αποδειχθούν οι εξής τύποι:

(coshx)2 − (sinhx)2 = 1, tanhx = sinhx
coshx , cothx = coshx

sinhx ,

cosh(x1 + x2) = coshx1 coshx2 + sinhx1 sinhx2,

sinh(x1 + x2) = coshx1 sinhx2 + sinhx1 coshx2.

Οι τύποι αυτοί μοιάζουν με ανάλογους τύπους των τριγωνομετρικών συναρτήσεων cosx, sinx,
tanx και cotx. Η αναλογία δεν είναι τυχαία: εύκολα βλέπουμε ότι

ex = coshx+ sinhx, e−x = coshx− sinhx

και θυμόμαστε και τους ανάλογους τύπους

eix = cosx+ i sinx, e−ix = cosx− i sinx

από τη στοιχειώδη μιγαδική ανάλυση.
Εύκολα αποδεικνύεται ότι η cosh είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞). Επειδή cosh 0 = 1 και

limx→+∞ coshx = +∞, το σύνολο τιμών της cosh που αντιστοιχεί στο [0,+∞) είναι το [1,+∞).
Η cosh είναι προφανώς άρτια, οπότε είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0] με αντίστοιχο σύνολο
τιμών το [1,+∞). Επομένως, η cosh δεν είναι ένα-προς-ένα στο R. Όμως, ορίζεται η αντίστροφη
συνάρτηση του περιορισμού της cosh στο [0,+∞).

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.14. Η αντίστροφη συνάρτηση της cosh : [0,+∞) → [1,+∞) ονομάζεται τόξο υπερ-
βολικού συνημιτόνου και συμβολίζεται arccosh : [1,+∞) → [0,+∞).

Η arccosh : [1,+∞) → [0,+∞) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [1,+∞) με σύνολο
τιμών το [0,+∞). Με έναν απλό υπολογισμό βρίσκουμε ότι έχει τύπο

arccosh y = log(y +
√
y2 − 1) για 1 ≤ y.

Η sinh είναι περιττή και γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞). Επίσης, limx→−∞ sinhx = −∞
και limx→+∞ sinhx = +∞, οπότε το σύνολο τιμών της sinh είναι το (−∞,+∞). Άρα ορίζεται
η αντίστροφη συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.15. Ηαντίστροφη συνάρτηση της sinh : (−∞,+∞) → (−∞,+∞) ονομάζεται τόξο
υπερβολικού ημιτόνου και συμβολίζεται arcsinh : (−∞,+∞) → (−∞,+∞).

Η arcsinh : (−∞,+∞) → (−∞,+∞) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (−∞,+∞)
με σύνολο τιμών το (−∞,+∞) και εύκολα βρίσκουμε ότι έχει τύπο

arcsinh y = log(y +
√
y2 + 1) για κάθε y.

Η tanh είναι περιττή και εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞,+∞).
Είναι limx→−∞ tanhx = −1 και limx→+∞ tanhx = 1, οπότε το σύνολο τιμών της tanh είναι το
(−1, 1). Άρα ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.16. Η αντίστροφη συνάρτηση της tanh : (−∞,+∞) → (−1, 1) ονομάζεται τόξο
υπερβολικής εφαπτομένης και συμβολίζεται arctanh : (−1, 1) → (−∞,+∞).

Η arctanh : (−1, 1) → (−∞,+∞) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (−1, 1) με σύνολο
τιμών το (−∞,+∞). Εύκολα βρίσκουμε ότι

arctanh y = 1
2 log

1+y
1−y για − 1 < y < 1.

Η coth είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞) και έχουμε ότι limx→0+ cothx = +∞ και
limx→+∞ cothx = 1, οπότε το σύνολο τιμών της coth που αντιστοιχεί στο (0,+∞) είναι το
(1,+∞). Η coth είναι περιττή, οπότε είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0) με αντίστοιχο σύνολο
τιμών το (−∞,−1). Άρα η coth με πεδίο ορισμού το (−∞, 0) ∪ (0,+∞) είναι ένα-προς-ένα με
σύνολο τιμών το (−∞,−1) ∪ (1,+∞). Άρα ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 4.17. Η αντίστροφη συνάρτηση της coth : (−∞, 0) ∪ (0,+∞) → (−∞,−1) ∪
(1,+∞) ονομάζεται τόξο υπερβολικής συνεφαπτομένης και συμβολίζεται arccoth : (−∞,−1)∪
(1,+∞) → (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

Η arccoth : (−∞,−1)∪(1,+∞) → (−∞, 0)∪(0,+∞) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής
σε καθένα από τα διαστήματα (−∞,−1) και (1,+∞) με αντίστοιχα σύνολα τιμών τα (−∞, 0)
και (0,+∞). Προσέξτε: η arccoth δεν είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞,−1) ∪ (1,+∞) παρά
το ότι είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα (−∞,−1) και (1,+∞). Εύκολα βρίσκουμε τον
τύπο

arccoth y = 1
2 log

y+1
y−1 για y < −1 ή 1 < y.

Οι συναρτήσεις arctanh και arccoth σχηματίζουν μία συνάρτηση με τύπο x = 1
2 log |

y+1
y−1 | με

πεδίο ορισμού το (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞) και σύνολο τιμών το (−∞,+∞).

Ασκήσεις.

4.5.1. Ποιά είναι τα σύνολα τιμών των −2x3 + x2 − 5x+ 6, x4 − 2x2 + 7, x6 − 3x4 + 3x2 − 1 ;

4.5.2. Βρείτε τα σύνολα τιμών της x+ 1
x στα διαστήματα (−∞,−1], [−1, 0), (0, 1], [1,+∞).

4.5.3. Πόσες ακριβώς λύσεις έχει η εξίσωση 3
x + 2

x−1 +
1

x−2 +
5

x−3 = c ; Η απάντηση πιθανόν να
εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου c.

4.5.4. Έστω οι συναρτήσεις x2 + 2x στο [0, 1], 1
x στο (0, 1] και 1

x2+1
στο [0,+∞). Αποδείξτε ότι

είναι γνησίως μονότονες και βρείτε τα σύνολα τιμών τους. Τί συμπεραίνετε για τις αντίστροφες
συναρτήσεις;

4.5.5. Έστω η συνάρτηση P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n. Αν a0an < 0, αποδείξτε ότι υπάρχει

ξ > 0 ώστε P (ξ) = 0.

4.5.6. Βρείτε τους αντίστροφους τριγωνομετρικούς αριθμούς των 0, ±1
2 , ±

√
2
2 , ±

√
3
2 και ±1.

4.5.7. Αποδείξτε ότι ισχύει arctan y + arccot y = π
2 για κάθε y και arccos y + arcsin y = π

2 για
κάθε y ∈ [−1, 1].
Για ποιούς y ισχύουν οι ισότητες y = cos(arccos y) και y = sin(arcsin y); Για ποιούς y ισχύουν
οι ισότητες y = tan(arctan y) και y = cot(arccot y);
Αποδείξτε ότι ισχύει arctan y + arctan 1

y = π
2 για κάθε y > 0 και arctan y + arctan 1

y = −π
2 για

κάθε y < 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει arccos(cosx) = x για κάθε x ∈ [0, π]. Γενικότερα, με τί είναι ίση η παρά-
σταση arccos(cosx) αν x ∈ [kπ, (k + 1)π] για κάποιον k ∈ Z ;
Τι ανάλογο μπορείτε να πείτε για καθεμιά από τις παραστάσεις arcsin(sinx), arctan(tanx) και
arccot(cotx) ;

4.5.8. Σχεδιάστε τα γραφήματα όλων των υπερβολικών συναρτήσεων και των αντίστροφων υπερ-
βολικών συναρτήσεων καθώς και της συνάρτησης x = 1

2 log |
y+1
y−1 |.

4.5.9. 33 Έστω οι f1 : (−∞, 0) → (−∞,+∞), f2 : (0,+∞) → (−∞,+∞) με τον ίδιο τύπο
f1(x) = f2(x) =

1
2(x− 1

x).
Αποδείξτε ότι οι f1, f2 είναι γνησίως αύξουσες με κοινό σύνολο τιμών το (−∞,+∞). Χωρίς
να βρείτε τους τύπους των αντίστροφων συναρτήσεων f1−1, f2−1, τι συμπεραίνετε για τα πεδία
ορισμού, τα σύνολα τιμών, τη μονοτονία και τη συνέχειά τους;
Αποδείξτε ότι, αν η g είναι οποιαδήποτε από τις f1−1, f2−1, τότε ισχύει g(y)2 − 2yg(y)− 1 = 0

33Γι αυτήν και τις επόμενες δύο ασκήσεις δείτε και τις ασκήσεις 4.4.11 και 4.4.13. Οι συναρτήσεις g που εμφανίζονται
σ’ αυτές εδώ τις ασκήσεις είναι απλά αλλά μη-τετριμμένα παραδείγματα αλγεβρικών συναρτήσεων. Τις αλγεβρικές
συναρτήσεις θα τις δούμε στον ορισμό 7.6. Δείτε την άσκηση 7.3.28.
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για κάθε y ∈ (−∞,+∞).
Έστω g : (−∞,+∞) → R συνεχής στο (−∞,+∞) ώστε να ισχύει g(y)2 − 2yg(y)− 1 = 0 για
κάθε y ∈ (−∞,+∞). Αποδείξτε ότι είτε g = f1

−1 είτε g = f2
−1.

Βρείτε τους τύπους και σχεδιάστε τα γραφήματα όλων των συναρτήσεων της άσκησης.

4.5.10. Έστω οι f1 : (−∞,−1] → R, f2 : [−1, 0) → R, f3 : (0, 1] → R, f4 : [1,+∞) → R με
τον ίδιο τύπο f1(x) = f2(x) = f3(x) = f4(x) =

1
2(x+ 1

x).
Αποδείξτε ότι οι f1, f4 είναι γνησίως αύξουσες και οι f2, f3 γνησίως φθίνουσες και βρείτε τα
σύνολα τιμών τους. Τί συμπεραίνετε για τα πεδία ορισμού, τα σύνολα τιμών, τη μονοτονία και τη
συνέχεια των f1−1, f2−1, f3−1, f4−1 ;
Αποδείξτε ότι, αν η g είναι οποιαδήποτε από τις f1−1, f2−1, f3−1, f4−1, τότε ισχύει g(y)2 −
2yg(y) + 1 = 0 για κάθε y στο πεδίο ορισμού της.
Έστω g : (−∞,−1] → R συνεχής στο (−∞,−1] ώστε να ισχύει g(y)2 − 2yg(y) + 1 = 0 για
κάθε y ∈ (−∞,−1]. Αποδείξτε ότι είτε g = f1

−1 είτε g = f2
−1.

Έστω g : [1,+∞) → R συνεχής στο [1,+∞) ώστε να ισχύει g(y)2 − 2yg(y) + 1 = 0 για κάθε
y ∈ [1,+∞). Αποδείξτε ότι είτε g = f3

−1 είτε g = f4
−1.

Βρείτε τους τύπους και σχεδιάστε τα γραφήματα όλων των συναρτήσεων της άσκησης.

4.5.11. Έστω οι f1 : (−∞,−1] → R, f2 : [−1, 1] → R, f3 : [1,+∞) → R με τον ίδιο τύπο
f1(x) = f2(x) = f3(x) = x3 − 3x.
Αποδείξτε ότι οι f1, f3 είναι γνησίως αύξουσες και η f2 γνησίως φθίνουσα και βρείτε τα σύνολα
τιμών τους. Τί συμπεραίνετε για τα πεδία ορισμού, τα σύνολα τιμών, τη μονοτονία και τη συνέχεια
των f1−1, f2−1, f3−1 ;
Αποδείξτε ότι, αν η g είναι οποιαδήποτε από τις f1−1, f2−1, f3−1, τότε ισχύει g(y)3 − 3g(y) = y
για κάθε y στο πεδίο ορισμού της.
Έστω διάστημα I και g : I → R συνεχής στο I ώστε να ισχύει g(y)3−3g(y) = y για κάθε y ∈ I .
Αν I = [−2,+∞), αποδείξτε ότι g = f3

−1. Αν I = (−∞, 2], αποδείξτε ότι g = f1
−1. Αν, όμως,

I = [−2, 2], αποδείξτε ότι είτε g = f1
−1 είτε g = f2

−1 είτε g = f3
−1.

Σχεδιάστε τα γραφήματα όλων των συναρτήσεων της άσκησης.

4.5.12. Έστω a, b ∈ R , a < b και f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b).
Έστω limx→a f(x) = limx→b f(x) = −∞. Σύμφωνα με την άσκηση 4.4.14, η f έχει μέγιστη τιμή
στο (a, b). Αν u είναι η μέγιστη τιμή της f , αποδείξτε ότι το σύνολο τιμών της f είναι το (−∞, u].
Ποιό είναι το συμπέρασμα αν limx→a f(x) = limx→b f(x) = +∞;

4.5.13. Έστω a, b ∈ R, a < b και f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b). Έστω ότι υπάρχουν τα
A = limx→a f(x) ∈ R, B = limx→b f(x) ∈ R και A < B.
Αποδείξτε ότι το διάστημα (A,B) περιέχεται στο σύνολο τιμών της f .
Αν ισχύει A < f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b), αποδείξτε ότι η f έχει σύνολο τιμών το (A,B).
Αν ισχύει f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b) και υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε f(x0) ≤ A, αποδείξτε ότι
η f έχει ελάχιστη τιμή στο (a, b). Αν l είναι η ελάχιστη τιμή, αποδείξτε ότι το σύνολο τιμών της f
είναι το [l, B).
Αν ισχύει A < f(x) για κάθε x ∈ (a, b) και υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε B ≤ f(x0), αποδείξτε ότι
η f έχει μέγιστη τιμή στο (a, b). Αν u είναι η μέγιστη τιμή, αποδείξτε ότι το σύνολο τιμών της f
είναι το (A, u].
Αν υπάρχουν x0′, x0′′ ∈ (a, b) ώστε f(x0′) ≤ A καιB ≤ f(x0

′′), αποδείξτε ότι η f έχει ελάχιστη
και μέγιστη τιμή στο (a, b). Αν l είναι η ελάχιστη και u η μέγιστη τιμή, αποδείξτε ότι το σύνολο
τιμών της f είναι το [l, u].
Ποιά είναι τα αντίστοιχα συμπεράσματα αν A > B ή A = B; Τί γίνεται αν το διάστημα είναι
(a, b] ή [a, b) αντί (a, b);
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4.6 Ομοιόμορφα συνεχείς συναρτήσεις.

Έστω f : A → R. Ας θυμηθούμε τον ορισμό της συνέχειας της f στον ξ ∈ A. Η f χαρακτη-
ρίζεται συνεχής στον ξ αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| < ϵ για
κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι ο δ εξαρτάται από τον ϵ και από τον ξ.
Αυτό το εκφράζουμε συμβολικά ως εξής: δ = δ(ϵ, ξ). Πράγματι: (i) επιλέγουμε τον ξ, στον οποίο
θέλουμε να εξετάσουμε αν η f είναι συνεχής, επιλέγουμε τον ϵ και, μετά από τις συγκεκριμένες
επιλογές των ξ, ϵ, επιλέγουμε τον κατάλληλο δ, (ii) αν επιλέξουμε διαφορετικό ξ ή ϵ, τότε μπορεί
να πρέπει να επιλέξουμε διαφορετικό δ από τον προηγούμενο.

Στην παρούσα ενότητα μας ενδιαφέρει η εξάρτηση του δ από τον ξ.

Παράδειγμα 4.6.1. Έστω η f : R → R με τύπο f(x) = x2.
Γνωρίζουμε ότι η f είναι συνεχής σε κάθε ξ. Επομένως, για κάθε ξ και για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
δ > 0 ώστε να ισχύει |x2 − ξ2| < ϵ για κάθε x με |x− ξ| < δ. Θα δούμε ότι δεν υπάρχει επιλογή
του δ ανεξάρτητη του ξ.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι, με προεπιλεγμένο και σταθεροποιημένο ϵ > 0, υπάρχει
δ > 0 εξαρτώμενο μόνο από τον ϵ και, επομένως, κι αυτό σταθεροποιημένο ώστε για κάθε ξ να
ισχύει |x2 − ξ2| < ϵ για κάθε x με |x − ξ| < δ. Τώρα, για κάθε ξ, ο x = ξ + δ

2 ικανοποιεί την
|x − ξ| < δ και, επομένως, πρέπει να ικανοποιεί και την |x2 − ξ2| < ϵ. Άρα, μετά από πράξεις,
για κάθε ξ ισχύει |ξδ + δ2

4 | < ϵ.
Συνοψίζουμε: για κάθε ξ πρέπει να ισχύει |ξδ + δ2

4 | < ϵ με σταθερούς δ, ϵ. Αυτό είναι αδύνατο!!
Αν ο ξ αυξάνεται απεριόριστα, ο |ξδ + δ2

4 | αυξάνεται απεριόριστα: limξ→+∞ |ξδ + δ2

4 | = +∞.
Επομένως, δεν μπορεί να ισχύει |ξδ + δ2

4 | < ϵ για κάθε ξ.

Θα προσπαθήσουμε τώρα να κωδικοποιήσουμε σε μορφή ορισμού την κατάσταση που μια
συνάρτηση f : A → R είναι συνεχής σε κάθε ξ ∈ A και, επιπλέον, στον ορισμό της συνέχειας
ο δ δεν εξαρτάται από τον ξ αλλά μόνο από τον ϵ. Η κατάσταση αυτή πρέπει να διατυπωθεί ως
εξής: για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε ξ ∈ A να ισχύει |f(x) − f(ξ)| < ϵ για
κάθε x ∈ A με |x − ξ| < δ. Πράγματι, από τη διατύπωση αυτή προκύπτει ότι ο δ εξαρτάται
μόνο από τον ϵ: επιλέγουμε ϵ > 0 και κατόπιν βρίσκουμε κατάλληλο δ > 0 ώστε η ανισότητα
|f(x)−f(ξ)| < ϵ να ισχύει, με τον ίδιο δ, για κάθε ξ ∈ A και κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. Ιδού μια
μικρή απλοποίηση στη διατύπωση: για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0ώστε να ισχύει |f(x)−f(ξ)| < ϵ
για κάθε x, ξ ∈ A με |x− ξ| < δ. Τέλος, χρησιμοποιώντας το ίδιο σύμβολο για τις τιμές x, ξ της
ανεξάρτητης μεταβλητής, διατυπώνουμε τον εξής ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.18. Έστω f : A→ R. Η f χαρακτηρίζεται ομοιόμορφα συνεχής στο A αν για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ.

Είναι σαφές ότι, αν η f : A → R είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, τότε είναι συνεχής σε
κάθε ξ ∈ A. Όμως, δεν ισχύει το αντίστροφο.

Παράδειγμα 4.6.2. Όπως είδαμε στο παράδειγμα 4.6.1, η f : R → R με τύπο f(x) = x2 είναι
συνεχής στο R αλλά όχι ομοιόμορφα συνεχής στο R.

Παράδειγμα 4.6.3. Έστω η f : R → R με τύπο f(x) = 3x− 2.
Έστω ϵ > 0. Το |f(x′) − f(x′′)| < ϵ συνεπάγεται από το |(3x′ − 2) − (3x′′ − 2)| < ϵ κι αυτό
συνεπάγεται από το 3|x′ − x′′| < ϵ κι αυτό συνεπάγεται από το |x′ − x′′| < ϵ

3 . Με σύμβολα:

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ ⇐ |(3x′ − 2)− (3x′′ − 2)| < ϵ ⇐ 3|x′ − x′′| < ϵ ⇐ |x′ − x′′| < ϵ
3 .

Θεωρούμε οποιονδήποτε δ με 0 < δ ≤ ϵ
3 . Τότε, για κάθε x′, x′′ ∈ R με |x′ − x′′| < δ ισχύει

|x′ − x′′| < ϵ
3 και, επομένως, |f(x

′)− f(x′′)| < ϵ.
Άρα η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R.
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Το θεώρημα 4.2 θα παίξει σημαντικό ρόλο στο κεφάλαιο 6 σε σχέση με το ολοκλήρωμα συ-
νεχούς συνάρτησης.

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.2. 34 Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b], τότε είναι ομοιόμορφα
συνεχής στο [a, b].

Απόδειξη. Έστω ότι η f δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b].
Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχουν x′, x′′ ∈ [a, b] με |x′ − x′′| < δ ώστε
|f(x′)− f(x′′)| ≥ ϵ. Άρα για κάθε n ∈ N υπάρχουν

xn
′, xn

′′ ∈ [a, b] ώστε |xn′ − xn
′′| < 1

n και |f(xn′)− f(xn
′′)| ≥ ϵ.

Η ακολουθία (xn
′) είναι φραγμένη, οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass,

υπάρχει υποακολουθία (xnk
′) που συγκλίνει. Έστω

xnk

′ → ξ.

Επειδή ισχύει a ≤ xnk
′ ≤ b για κάθε k, είναι a ≤ ξ ≤ b. Επειδή ισχύει |xnk

′ − xnk
′′| < 1

nk
για

κάθε k, συνεπάγεται
xnk

′ − xnk

′′ → 0.

Άρα από το xnk
′ → ξ προκύπτει

xnk

′′ → ξ.

Επειδή ξ ∈ [a, b], η f είναι συνεχής στον ξ. Άρα από τα xnk
′ → ξ και xnk

′′ → ξ συνεπάγεται

f(xnk

′) → f(ξ) και f(xnk

′′) → f(ξ).

Επομένως,
f(xnk

′)− f(xnk

′′) → 0.

Αυτό, όμως, αντιφάσκει με το ότι ισχύει |f(xnk
′)− f(xnk

′′)| ≥ ϵ για κάθε k.
Καταλήξαμε σε άτοπο, οπότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b].

Ασκήσεις.

4.6.1. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(x) =

{
0, αν x ∈ [0, 1)

1, αν x ∈ (1, 2]
είναι συνεχής αλλά όχι ομοιόμορφα

συνεχής στο [0, 1) ∪ (1, 2].

4.6.2. Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x, |x|,
√
x2 + 1, sinx είναι ομοιόμορφα συνεχείς στο R, ότι

η
√
x είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0,+∞) και ότι οι 1

x , sin
1
x δεν είναι ομοιόμορφα συνεχείς

στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι η f(x) = x sin(log(x + 1)) είναι ομοιόμορφα συνεχής και μη-φραγμένη στο
[0,+∞) και ότι δεν υπάρχει το limx→+∞ f(x).
Αποδείξτε ότι η sin(x2) είναι συνεχής και φραγμένη στο [0,+∞) αλλά όχι ομοιόμορφα συνεχής
στο [0,+∞).

4.6.3. Έστω f : A → R και ρ > 0,M > 0 ώστε να ισχύει |f(x′) − f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′|ρ για
κάθε x′, x′′ ∈ A. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.35

Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x και |x| ικανοποιούν την παραπάνω ανισότητα στο R. Αποδείξτε
ότι η x2 ικανοποιεί την ίδια ανισότητα σε κάθε φραγμένο διάστημα [a, b] αλλά όχι στο R.

34Πέρα από το θεώρημα 4.2, ένα χρήσιμο κριτήριο ομοιόμορφης συνέχειας - αλλά με χρήση παραγώγων - εμφανίζεται
στην άσκηση 5.3.20. Επίσης, μερικά ενδιαφέροντα κριτήρια υπάρχουν στις ασκήσεις 4.6.3, 4.6.7, 4.6.9, 4.6.11 και
4.6.12.

35Αν η f ικανοποιεί τις παραπάνω υποθέσεις, χαρακτηρίζεταιHölder-συνεχής στοA με Hölder-εκθέτη ρ. Ειδικά, αν
ρ = 1, η f χαρακτηρίζεται Lipschitz-συνεχής στο A. Δείτε και τους ανάλογους ορισμούς στην άσκηση 4.1.12. Δείτε,
όμως, και τις ασκήσεις 5.3.20 και 5.4.10.
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4.6.4. Έστω A ⊆ B, f : B → R. Αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο B, αποδείξτε ότι είναι
ομοιόμορφα συνεχής και στο A.

4.6.5. Έστω f : A→ B, g : B → R. Αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στοA και η g ομοιόμορφα
συνεχής στο B, αποδείξτε ότι η g ◦ f : A→ R είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

4.6.6. Έστω f, g : A→ R ομοιόμορφα συνεχείς στο A.
Αποδείξτε ότι η f + g : A→ R είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.
Αν υποθέσουμε, επιπλέον, ότι οι f, g είναι φραγμένες, αποδείξτε ότι η fg : A → R είναι ομοιό-
μορφα συνεχής στο A.
Βρείτε A και f, g : A → R ομοιόμορφα συνεχείς στο A ώστε η fg να μην είναι ομοιόμορφα
συνεχής στο A.

4.6.7. Έστω δύο γειτονικά διαστήματα I1, I2 με κοινό άκρο το οποίο ανήκει και στα δύο δια-
στήματα και f : I1 ∪ I2 → R ομοιόμορφα συνεχής στο I1 και στο I2. Αποδείξτε ότι η f είναι
ομοιόμορφα συνεχής στο διάστημα I1 ∪ I2.

4.6.8. Έστω f : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1]. Αποδείξτε ότι 1
n

∑n
k=1(−1)kf(k/n) → 0.

4.6.9. Έστω f : A → R. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A αν και μόνο αν για
κάθε δύο ακολουθίες (xn′), (xn′′) στο A με xn′ − xn

′′ → 0 ισχύει f(xn′)− f(xn
′′) → 0.

4.6.10. Έστω f : A → R ομοιόμορφα συνεχής στο A. Αν η (xn) στο A είναι ακολουθία Cauchy,
αποδείξτε ότι η (f(xn)) είναι κι αυτή ακολουθία Cauchy.
Τί μπορούμε να συμπεράνουμε από τη συνάρτηση x2 σχετικά με το αντίστροφο;

4.6.11. 36 Έστω b ∈ R ∪ {+∞} και f : [a, b) → R συνεχής στο [a, b).
Αποδείξτε ότι, αν υπάρχει το limx→b f(x) και είναι αριθμός, τότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής
στο [a, b).
Αποδείξτε ότι, αν, επιπλέον, b ∈ R και αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b), τότε υπάρχει
το limx→b f(x) και είναι αριθμός.
Αποδείξτε ότι, αν, επιπλέον, b ∈ R, τότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b) αν και μόνο αν
υπάρχει g : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b).
Προσαρμόστε τα προηγούμενα για διάστημα (a, b] ή (a, b) αντί [a, b).

4.6.12. Έστω f : R → R συνεχής στο R και περιοδική. Δηλαδή υπάρχει τ > 0 ώστε να ισχύει
f(x+ τ) = f(x) για κάθε x. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R.

4.6.13. 37 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και f(a) < λ < f(b).
Για κάθε k ∈ N θεωρήστε έναν δ > 0 που να αντιστοιχεί στον ϵ = 1/k βάσει του ορισμού της
ομοιόμορφης συνέχειας. Χωρίστε το [a, b] με σημεία a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b
σε διαστήματα μήκους < δ. Έστω nk ο μεγαλύτερος από τους 1, . . . , n − 1 ώστε f(xnk

) ≤ λ.
Δείτε ότι f(xnk

) ≤ λ < f(xnk+1) και συμπεράνατε ότι |f(xnk
) − λ| < 1/k και, επομένως,

f(xnk
) → λ. Μέσω του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b]

ώστε f(ξ) = λ.

4.6.14. Έστω f : [0,+∞) → R ομοιόμορφα συνεχής στο [0,+∞). Αποδείξτε ότι υπάρχουν
a, b ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ ax+ b για κάθε x ≥ 0.

4.6.15. Έστω f : [0,+∞) → R ομοιόμορφα συνεχής στο [0,+∞).
[α] Αν ισχύει f(x+ n) → 0 για κάθε x ≥ 0, αποδείξτε ότι limx→+∞ f(x) = 0.
Μπορείτε να βρείτε f : [0,+∞) → R συνεχή στο [0,+∞) έτσι ώστε να ισχύει f(x+n) → 0 για

36Μια σημαντική άσκηση.
37Τρίτη απόδειξη του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής.
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κάθε x ≥ 0, αλλά να μην ισχύει limx→+∞ f(x) = 0 ;
[β] Αν υπάρχει ακολουθία (xn) ώστε xn → +∞ και xn+1 − xn → 0 και f(xn) → 0, αποδείξτε
ότι limx→+∞ f(x) = 0. Μπορείτε να υποδείξετε μια ακολουθία (xn) τέτοια ώστε xn → +∞ και
xn+1 − xn → 0 ;
Μπορείτε να βρείτε f : [0,+∞) → R συνεχή στο [0,+∞) και ακολουθία (xn) έτσι ώστε xn →
+∞ και xn+1 − xn → 0 και f(xn) → 0, αλλά να μην ισχύει limx→+∞ f(x) = 0 ;

4.6.16. Έστω φραγμένο σύνολο A και f : A→ R ομοιόμορφα συνεχής στο A. Αποδείξτε ότι η f
είναι φραγμένη.

4.6.17. Έστω f : R → R μονότονη, συνεχής και φραγμένη στο R. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιό-
μορφα συνεχής στο R.

4.6.18. Έστω f : R → R και ϵ > 0. Ένας a χαρακτηρίζεται ϵ-σχεδόν περίοδος της f αν ισχύει
|f(a+ x)− f(x)| < ϵ για κάθε x.
Μια συνεχής f : R → R χαρακτηρίζεται σχεδόν περιοδική αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει L > 0
ώστε σε κάθε διάστημα μήκους L να υπάρχει τουλάχιστον μία ϵ-σχεδόν περίοδος της f .
Αποδείξτε ότι, αν ο τ1 είναι ϵ1-σχεδόν περίοδος της f και ο τ2 είναι ϵ2-σχεδόν περίοδος της f ,
τότε ο τ1 + τ2 είναι (ϵ1 + ϵ2)-σχεδόν περίοδος της f .
Αποδείξτε ότι κάθε συνεχής περιοδική συνάρτηση είναι σχεδόν περιοδική.
Αποδείξτε ότι κάθε σχεδόν περιοδική συνάρτηση είναι φραγμένη και ομοιόμορφα συνεχής.
Αποδείξτε ότι, αν οι f, g : R → R είναι σχεδόν περιοδικές, τότε και οι f + g, fg είναι σχεδόν
περιοδικές.
Η συνάρτηση sinx είναι περιοδική με περίοδο 2π. Αν ο a είναι άρρητος, αποδείξτε ότι η συνάρτηση
sinx+ sin(ax) είναι σχεδόν περιοδική αλλά όχι περιοδική.
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Κεφάλαιο 5

Παράγωγοι συναρτήσεων.

5.1 Παράγωγοι συναρτήσεων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.1. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν υπάρχει το όριο
limx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ , το συμβολίζουμε f ′(ξ) και το ονομάζουμε παράγωγο της f στον ξ. Δηλαδή,

f ′(ξ) = limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ .

Από τον ορισμό της ως όριο, η παράγωγος f ′(ξ) είναι στοιχείο του R. Αν f ′(ξ) ∈ R, τότε λέμε ότι
η f είναι παραγωγίσιμη ή διαφορίσιμη στον ξ.

Εκτός από το σύμβολο f ′(ξ) χρησιμοποιούνται και τα σύμβολα

Dxf(ξ),
df
dx(ξ),

dy
dx(ξ).

Στο τρίτο σύμβολο εννοείται ότι ισχύει η σχέση y = f(x) ανάμεσα στην ανεξάρτητη μεταβλητή x
και στην εξαρτημένη μεταβλητή y. Πρέπει να τονίσουμε ότι στα δύο τελευταία σύμβολα οι λόγοι
είναι “εικονικοί”. Δηλαδή, δεν υπάρχουν δύο ανεξάρτητες ποσότητες dy και dx ώστε ο λόγος τους
να ισούται με την παράγωγο f ′(ξ). Τα σύμβολα αυτά έχουν τη μορφή λόγων αλλά δεν είναι λόγοι.
Η μορφή αυτή, αν και είναι εικονική, έχει επικρατήσει διότι εκφράζει κατά κάποιο τρόπο την ουσία
της παραγώγου. Σχετικά με αυτό θα πούμε περισσότερα σε λίγο, όταν μιλήσουμε για τα απειροστά.

Αν, αντί της τιμής της παραγώγου στον ξ, θεωρήσουμε την τιμή της σε έναν γενικό x, τότε,
αντί των συμβόλων Dxf(x), df

dx(x) και
dy
dx(x), χρησιμοποιούμε τα απλούστερα

Dxf,
df
dx ,

dy
dx ,

επειδή ήδη εμφανίζεται σ’ αυτά το σύμβολο x της ανεξάρτητης μεταβλητής.

Παράδειγμα 5.1.1. Είναι dx2

dx (1) = limx→1
x2−12
x−1 = limx→1(x + 1) = 2. Άρα η x2 είναι παρα-

γωγίσιμη στον 1.

Παράδειγμα 5.1.2. Είναι d 3√x
dx (0) = limx→0

3√x− 3√0
x−0 = limx→0

1
3√
x2

= +∞. Άρα η 3
√
x έχει

παράγωγο στον 0 αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη στον 0.

Μερικές φορές το όριο limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ το γράφουμε limh→0
f(ξ+h)−f(ξ)

h , κάνοντας αλλαγή
μεταβλητής από x σε h = x− ξ.

Παρατηρήστε ότι το limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ είναι πάντοτε απροσδιόριστη μορφή διότι το όριο του
παρονομαστή είναι 0. Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στον ξ, τότε το όριο του αριθμητή είναι
κι αυτό 0 και προκύπτει απροσδιόριστη μορφή 0

0 .
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.2. Έστω f : A → R, ξ ∈ A. Αν ο ξ είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης
του A και υπάρχει το limx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ , τότε αυτό συμβολίζεται f ′−(ξ) και ονομάζεται αριστερή

(πλευρική) παράγωγος της f στον ξ.
Ομοίως, αν ο ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A και υπάρχει το limx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ ,

τότε αυτό συμβολίζεται f ′+(ξ) και ονομάζεται δεξιά (πλευρική) παράγωγος της f στον ξ.

Καμιά φορά χρησιμοποιούμε και τα σύμβολα Dx±f(ξ), df
dx±(ξ) και

dy
dx±(ξ) για τις πλευρικές

παραγώγους.
Τα παρακάτω είναι προφανή. (i)Έστω ότι ο ξ είναι από αριστερά του και από δεξιά του σημείο

συσσώρευσης του A. Τότε υπάρχει η f ′(ξ) αν και μόνο αν υπάρχουν οι f ′−(ξ), f ′+(ξ) και είναι
ίσες και, σ’ αυτήν την περίπτωση, f ′(ξ) = f ′−(ξ) = f ′+(ξ). (ii) Έστω ότι ο ξ είναι μόνο από
αριστερά του σημείο συσσώρευσης του A. Τότε υπάρχει η f ′(ξ) αν και μόνο αν υπάρχει η f ′−(ξ)
και, σ’ αυτήν την περίπτωση, f ′(ξ) = f ′−(ξ). (iii) Έστω ότι ο ξ είναι μόνο από δεξιά του σημείο
συσσώρευσης του A. Τότε υπάρχει η f ′(ξ) αν και μόνο αν υπάρχει η f ′+(ξ) και, σ’ αυτήν την
περίπτωση, f ′(ξ) = f ′+(ξ).

Παράδειγμα 5.1.3. d|x|
dx+(0) = limx→0+

|x|
x = 1 και d|x|

dx−(0) = limx→0−
|x|
x = −1. Άρα η |x| δεν

έχει παράγωγο στον 0.

Παράδειγμα 5.1.4. d
√
|x|

dx+ (0) = limx→0+

√
|x|
x = +∞ και d

√
|x|

dx− (0) = limx→0−

√
|x|
x = −∞.

Άρα η
√

|x| δεν έχει παράγωγο στον 0.

Παράδειγμα 5.1.5. Έστω η f(x) =

{√
x, αν x ≥ 0

−
√
−x, αν x ≤ 0

Είναι f ′+(0) = limx→0+

√
x
x = +∞

και f ′−(0) = limx→0−
−
√
−x
x = +∞. Άρα η f έχει παράγωγο στον 0 ίση με f ′(0) = +∞.

Παράδειγμα 5.1.6. Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0

Η f ′+(0) = limx→0+
x sin(1/x)

x = limx→0+ sin 1
x δεν υπάρχει. Η f ′−(0) = limx→0−

x sin(1/x)
x =

limx→0− sin 1
x , επίσης, δεν υπάρχει. Άρα η f δεν έχει δεξιά ούτε αριστερή παράγωγο στον 0.

Την ίδια συνάρτηση είδαμε και στο παράδειγμα 4.1.19 όπου αποδείξαμε ότι είναι συνεχής στον 0.

Παράδειγμα 5.1.7. Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Παραλλαγή της προη-

γούμενης συνάρτησης. Τώρα, όμως, έχουμε f ′(0) = limx→0
x2 sin(1/x)

x = limx→0 x sin 1
x = 0,

διότι limx→0 x = 0 και η sin 1
x είναι φραγμένη.

Παράδειγμα 5.1.8. Η
√
x ορίζεται στο [0,+∞). Άρα d

√
x

dx (0) = d
√
x

dx+ (0) = limx→0+

√
x
x = +∞.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.3. Έστω f : A → R και B ⊆ A. Αν για κάθε ξ ∈ B υπάρχει η f ′(ξ), τότε λέμε ότι
η f έχει παράγωγο στο B. Αν για κάθε ξ ∈ B υπάρχει η f ′(ξ) και είναι αριθμός, τότε λέμε ότι η f
είναι παραγωγίσιμη στο B.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.4. Έστω f : A → R. Θεωρούμε το σύνολο B = {ξ ∈ A | f ′(ξ) ∈ R}, δηλαδή το
σύνολο όλων των ξ στο πεδίο ορισμού της f στους οποίους αυτή είναι παραγωγίσιμη. Τότε ορίζεται
η παράγωγος συνάρτηση της f με πεδίο ορισμού το B και συμβολίζεται f ′ : B → R.

Ας δούμε τώρα μερικά πιο γενικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 5.1.9. Για τη σταθερή συνάρτηση c έχουμε
dc
dx(ξ) = limx→ξ

c−c
x−ξ = limx→ξ 0 = 0

για κάθε ξ. Επομένως, η παράγωγος συνάρτηση είναι η σταθερή 0 :
dc
dx = 0 για κάθε x.
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Παράδειγμα 5.1.10. Η παράγωγος της x σε κάθε ξ είναι

dx
dx(ξ) = limx→ξ

x−ξ
x−ξ = limx→ξ 1 = 1.

Δηλαδή, η παράγωγος συνάρτηση είναι η σταθερή 1 :

dx
dx = 1 για κάθε x.

Παράδειγμα 5.1.11. Θα αποδείξουμε ότι

dxn

dx = nxn−1 για κάθε x, αν n ∈ N, n ≥ 2.

Προσέξτε: αποφεύγουμε να γράψουμε τον τύπο dxn

dx = nxn−1 στην περίπτωση n = 1. Ο τύπος
dx
dx = x0 δεν είναι ακριβώς σωστός. Το αριστερό μέλος είναι η σταθερή συνάρτηση 1, όπως είδαμε
στο προηγούμενο παράδειγμα, και ορίζεται για κάθε x ενώ το δεξιό μέλος είναι η συνάρτηση x0
και ορίζεται για κάθε x ̸= 0. Οι δύο συναρτήσεις ταυτίζονται στο κοινό μέρος των πεδίων ορισμού
τους αλλά δεν έχουν ίδιο πεδίο ορισμού.
Τώρα, η απόδειξη. Για κάθε ξ έχουμε

dxn

dx (ξ) = limx→ξ
xn−ξn
x−ξ = limx→ξ(x

n−1 + xn−2ξ + · · ·+ xξn−2 + ξn−1) = nξn−1.

Αυτό το παράδειγμα θα το δούμε και στην επόμενη ενότητα μαζί με άλλα σχετικά παραδείγματα.

5.1.1 Εφαπτόμενες ευθείες.

Ας πούμε τώρα μερικά λόγια για το γεωμετρικό περιεχόμενο της έννοιας της παραγώγου. Η
προσεκτική σχεδίαση σχημάτων θα βοηθήσει σημαντικά στην κατανόηση των επιχειρημάτων.
Δείτε τα σχήματα 24 και 25.

Έστω f : A → R και έστω ότι ο ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A και η
f είναι δεξιά συνεχής στον ξ, δηλαδή ότι, καθώς ο x έρχεται κατάλληλα κοντά στον ξ από δεξιά
του, το σημείο (x, f(x)) πλησιάζει απεριόριστα το σταθερό σημείο (ξ, f(ξ)). Για κάθε x ∈ A με
x > ξ θεωρούμε την ημιευθεία lx,+ με άκρο το σημείο (ξ, f(ξ)), η οποία διέρχεται από το σημείο
(x, f(x)). Αυτή η ημιευθεία βρίσκεται δεξιά του (ξ, f(ξ)) και καθορίζεται από το άκρο της και
από την κλίση της, δηλαδή από το σημείο (ξ, f(ξ)) και από τον λόγο f(x)−f(ξ)

x−ξ . Τώρα διακρίνουμε
τις εξής περιπτώσεις.
(i)Αν η f ′+(ξ) = limx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ είναι αριθμός, θεωρούμε την ημιευθεία l+, η οποία έχει άκρο

το σημείο (ξ, f(ξ)), κλίση f ′+(ξ) και βρίσκεται δεξιά του (ξ, f(ξ)). Kαθώς ο x έρχεται κατάλληλα
κοντά στον ξ από δεξιά του, τότε η κλίση της μεταβλητής ημιευθείας lx,+ πλησιάζει απεριόριστα
την κλίση της σταθερής ημιευθείας l+ και, επειδή οι ημιευθείες έχουν το ίδιο άκρο, η ημιευθεία
lx,+ πλησιάζει απεριόριστα την ημιευθεία l+. Από αυτό συνεπάγεται ότι η ημιευθεία l+ εφάπτεται
στο μέρος του γραφήματος της f που είναι δεξιά του σημείου (ξ, f(ξ)).
(ii) Αν f ′+(ξ) = limx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ = +∞, θεωρούμε την κατακόρυφη ημιευθεία l+, η οποία

έχει άκρο το σημείο (ξ, f(ξ)) και βρίσκεται πάνω από το (ξ, f(ξ)). Kαθώς ο x έρχεται κατάλληλα
κοντά στον ξ από δεξιά του, η κλίση της μεταβλητής ημιευθείας lx,+ γίνεται απεριόριστα μεγάλη
θετική και, επειδή οι ημιευθείες lx,+ και l+ έχουν το ίδιο άκρο, η ημιευθεία lx,+ πλησιάζει απε-
ριόριστα την ημιευθεία l+. Άρα η ημιευθεία l+ εφάπτεται στο μέρος του γραφήματος της f που
είναι δεξιά του σημείου (ξ, f(ξ)).
(iii) Αν f ′+(ξ) = limx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ = −∞, θεωρούμε την κατακόρυφη ημιευθεία l+, η οποία

έχει άκρο το σημείο (ξ, f(ξ)) και βρίσκεται κάτω από το (ξ, f(ξ)). Kαθώς ο x έρχεται κατάλληλα
κοντά στον ξ από δεξιά του, η κλίση της μεταβλητής ημιευθείας lx,+ γίνεται απεριόριστα μεγάλη
αρνητική και, επειδή, οι ημιευθείες lx,+ και l+ έχουν το ίδιο άκρο, η ημιευθεία lx,+ πλησιάζει
απεριόριστα την ημιευθεία l+. Άρα η ημιευθεία l+ εφάπτεται στο μέρος του γραφήματος της f
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που είναι δεξιά του σημείου (ξ, f(ξ)).
Φυσικά, στις περιπτώσεις (i) - (iii) αν δεν υπάρχει το limx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ , τότε δεν υπάρχει ούτε

και εφαπτόμενη ημιευθεία στο μέρος του γραφήματος της f που είναι δεξιά του σημείου (ξ, f(ξ)).
Ας εξετάσουμε συνοπτικά και τη “συμμετρική” κατάσταση από την αριστερή μεριά του ξ.
Έστω ότι ο ξ είναι από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι η f είναι

αριστερά συνεχής στον ξ. Για κάθε x ∈ A με x < ξ θεωρούμε την ημιευθεία lx,− με άκρο το
σημείο (ξ, f(ξ)), η οποία διέρχεται από το σημείο (x, f(x)), οπότε η κλίση της είναι ίση με τον
λόγο f(x)−f(ξ)

x−ξ . Διακρίνουμε πάλι τρεις περιπτώσεις.

(i) Αν η f ′−(ξ) = limx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ είναι αριθμός, θεωρούμε την ημιευθεία l−, η οποία έχει
άκρο το σημείο (ξ, f(ξ)), κλίση f ′−(ξ) και βρίσκεται αριστερά του (ξ, f(ξ)). Kαθώς ο x έρχεται
κατάλληλα κοντά στον ξ από αριστερά του, η κλίση της μεταβλητής ημιευθείας lx,− πλησιάζει
απεριόριστα την κλίση της σταθερής ημιευθείας l− και, επειδή οι ημιευθείες έχουν το ίδιο άκρο, η
ημιευθεία lx,− πλησιάζει απεριόριστα την ημιευθεία l−. Άρα η ημιευθεία l− εφάπτεται στο μέρος
του γραφήματος της f που είναι αριστερά του σημείου (ξ, f(ξ)).
(ii) Αν f ′−(ξ) = limx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ = +∞, θεωρούμε την κατακόρυφη ημιευθεία l−, η οποία

έχει άκρο το σημείο (ξ, f(ξ)) και βρίσκεται κάτω από το (ξ, f(ξ)). Kαθώς ο x έρχεται κατάλληλα
κοντά στον ξ από αριστερά του, η κλίση της μεταβλητής ημιευθείας lx,− γίνεται απεριόριστα
μεγάλη θετική και, επειδή, οι ημιευθείες lx,− και l− έχουν το ίδιο άκρο, η ημιευθεία lx,− πλησιάζει
απεριόριστα την ημιευθεία l−. Άρα η ημιευθεία l− εφάπτεται στο μέρος του γραφήματος της f που
είναι αριστερά του σημείου (ξ, f(ξ)).
(iii) Αν f ′−(ξ) = limx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ = −∞, θεωρούμε την κατακόρυφη ημιευθεία l−, η οποία

έχει άκρο το σημείο (ξ, f(ξ)) και βρίσκεται πάνω από το (ξ, f(ξ)). Kαθώς ο x έρχεται κατάλληλα
κοντά στον ξ, η κλίση της μεταβλητής ημιευθείας lx,− γίνεται απεριόριστα μεγάλη αρνητική και,
επειδή, οι ημιευθείες lx,− και l− έχουν το ίδιο άκρο, η ημιευθεία lx,− πλησιάζει απεριόριστα την
ημιευθεία l−. Άρα η ημιευθεία l− εφάπτεται στο μέρος του γραφήματος της f που είναι αριστερά
του σημείου (ξ, f(ξ)).
Αν, στις περιπτώσεις (i) - (iii), δεν υπάρχει το όριο limx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ , τότε δεν υπάρχει ούτε και

εφαπτόμενη ημιευθεία στο μέρος του γραφήματος της f που είναι αριστερά του σημείου (ξ, f(ξ)).
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Έστω, τώρα, ότι ο ξ είναι από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης τουA και
έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ. Συνδυάζοντας τα προηγούμενα, μπορούμε να συμπεράνουμε
ότι, αν οι δύο πλευρικές παράγωγοι είναι ίσες, τότε οι εφαπτόμενες ημιευθείες l− και l+ στα μέρη
του γραφήματος της f που είναι αριστερά και δεξιά, αντιστοίχως, του σημείου (ξ, f(ξ)) είναι αντί-
θετες και, επομένως, σχηματίζουν μια ευθεία, την ευθεία l η οποία εφάπτεται στο γράφημα της f
στο σημείο (ξ, f(ξ)). Αν οι δύο πλευρικές παράγωγοι υπάρχουν αλλά δεν είναι ίσες, τότε οι δύο
εφαπτόμενες ημιευθείες δεν είναι αντίθετες και, επομένως, δεν υπάρχει εφαπτόμενη ευθεία. Φυ-
σικά, αν μία από τις δύο πλευρικές παραγώγους δεν υπάρχει, τότε ούτε η αντίστοιχη εφαπτόμενη
ημιευθεία υπάρχει και, επομένως, δεν υπάρχει εφαπτόμενη ευθεία.

Παράδειγμα 5.1.12. Το γράφημα της |x| έχει δύο εφαπτόμενες ημιευθείες στο σημείο (0, 0). Η
μία έχει άκρο το (0, 0), κλίση d|x|

dx+(0) = 1 και βρίσκεται δεξιά του σημείου (0, 0). Η άλλη έχει
άκρο το (0, 0), κλίση d|x|

dx−(0) = −1 και βρίσκεται αριστερά του (0, 0). Αυτές οι ημιευθείες δεν
είναι αντίθετες, οπότε δεν υπάρχει εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της |x| στο σημείο (0, 0).

Παράδειγμα 5.1.13. Το γράφημα της
√

|x| έχει κι αυτό δύο εφαπτόμενες ημιευθείες στο σημείο
(0, 0). Επειδή d

√
x

dx+ (0) = +∞, η μία έχει άκρο το (0, 0) και βρίσκεται κατακόρυφα πάνω από το
(0, 0). Ομοίως, επειδή d

√
x

dx− (0) = −∞, η άλλη ημιευθεία έχει άκρο το (0, 0) και βρίσκεται κι αυτή
κατακόρυφα πάνω από το (0, 0). Οι δύο εφαπτόμενες ημιευθείες ταυτίζονται, οπότε δεν υπάρχει
εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της

√
|x| στο σημείο (0, 0). Μπορούμε, βέβαια, να πούμε ότι το

γράφημα έχει εφαπτόμενη ημιευθεία στο σημείο (0, 0).

Παράδειγμα 5.1.14. Το γράφημα της f(x) =

{√
x, αν 0 ≤ x

−
√
−x, αν x ≤ 0

έχει δύο εφαπτόμενες ημιευ-

θείες στο (0, 0). Επειδή f ′+(0) = +∞, η μία έχει άκρο το σημείο (0, 0) και βρίσκεται κατακόρυφα
πάνω από το (0, 0). Ομοίως, επειδή f ′−(0) = +∞, η άλλη ημιευθεία έχει άκρο το (0, 0) και βρί-
σκεται κατακόρυφα κάτω από το (0, 0). Οι δύο ημιευθείες είναι αντίθετες και σχηματίζουν την
εφαπτόμενη ευθεία στο σημείο (0, 0), η οποία είναι η κατακόρυφη ευθεία με εξίσωση x = 0.

Στην περίπτωση που ο ξ είναι μόνο από δεξιά του ή μόνο από αριστερά του σημείο συσσώ-
ρευσης του A και η f είναι, αντιστοίχως, δεξιά συνεχής ή αριστερά συνεχής στον ξ, μπορούμε να
μιλάμε μόνο για μία εφαπτόμενη ημιευθεία στο γράφημά της στο σημείο (ξ, f(ξ)).

Παράδειγμα 5.1.15. Το γράφημα της συνάρτησης
√
x έχει μόνο μία εφαπτόμενη ημιευθεία στο

σημείο (0, 0). Επειδή d
√
x

dx+ (0) = +∞, η ημιευθεία αυτή έχει άκρο το (0, 0) και βρίσκεται κατακό-
ρυφα πάνω από το (0, 0).
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Έστω f : A → R και ξ από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A και
έστω ότι η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στον ξ (σε λίγο, στην πρόταση 5.3, θα αποδείξουμε
ότι το δεύτερο συνεπάγεται το πρώτο). Όπως είδαμε, η κλίση της εφαπτόμενης ευθείας l στο γρά-
φημα της συνάρτησης στο σημείο (ξ, f(ξ)) είναι ίση με f ′(ξ), οπότε η εξίσωση της εφαπτόμενης
ευθείας είναι η

y = f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ).

Τέλος, αν η f είναι συνεχής στον ξ και f ′(ξ) = +∞ ή f ′(ξ) = −∞, τότε η εφαπτόμενη ευθεία
στο (ξ, f(ξ)) είναι κατακόρυφη και έχει εξίσωση x = ξ.

Παράδειγμα 5.1.16. Η εξίσωση της εφαπτόμενης ευθείας στο γράφημα της συνάρτησης x2 στο
σημείο (ξ, ξ2) είναι η y = 2ξ(x− ξ) + ξ2.
Για να βρούμε σε ποιό σημείο (ξ, ξ2) η εφαπτόμενη ευθεία είναι παράλληλη στην ευθεία με εξί-
σωση y = x, εξισώνουμε τις κλίσεις των δύο ευθειών, 2ξ = 1, και προκύπτει ξ = 1

2 .

5.1.2 Απειροστά. Διαφορικά.

Ας κάνουμε τώρα ένα σχόλιο για το σύμβολο dy
dx της παραγώγου. Αν συμβολίσουμε∆x = x−ξ

τη διαφορά δύο τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής και ∆y = y − η = f(x) − f(ξ) τη διαφορά
των αντίστοιχων τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής, τότε ο λόγος διαφορών f(x)−f(ξ)

x−ξ γράφεται

∆y
∆x = f(x)−f(ξ)

x−ξ .

Όταν μελετάμε την παράγωγο f ′(ξ), τότε στην παράσταση ∆y
∆x ο παρονομαστής∆x πλησιάζει τον

0 διότι ο x πλησιάζει τον ξ. Στην περίπτωση που η f είναι συνεχής στον ξ, τότε και ο αριθμητής∆y
πλησιάζει τον 0. Τώρα, ο λόγος ∆y

∆x προσεγγίζει την παράγωγο f ′(ξ). Επομένως, όταν γράφουμε
f ′(ξ) = dy

dx , θεωρούμε, αυτομάτως, ότι ο λόγος
∆y
∆x προσεγγίζει τον “λόγο” dy

dx . Φανταζόμαστε,
λοιπόν, ότι το dx είναι κάποιο “πολύ μικρό”∆x (φανταστείτε: “μικρότερο από κάθε μη-μηδενικό
αριθμό αλλά και όχι ίσο με το 0”) και ότι το dy είναι κάποιο “πολύ μικρό” ∆y. Τα dx και dy
ονομάζονται απειροστά των μεταβλητών x και y. Τώρα, όταν το∆x είναι “πολύ μικρό”, ο λόγος
∆y
∆x είναι “περίπου ίσος” με την f ′(ξ) και, επομένως, η διαφορά∆y είναι “περίπου f ′(ξ) φορές” η
διαφορά ∆x. Μπορούμε, λοιπόν, να φανταστούμε ότι, οριακά, το απειροστό dy είναι f ′(ξ) φορές
το απειροστό dx. Έτσι, έχουμε τις δύο συμβολικές σχέσεις

dy
dx = f ′(ξ), dy = f ′(ξ)dx. (5.1)

Ξανατονίζουμε, διότι αυτό είναι πολύ σημαντικό και βρίσκεται στη βάση κάθε εφαρμογής του απει-
ροστικού λογισμού:
Ο λόγος dy

dx καθώς και τα dx και dy είναι εικονικές ποσότητες και δεν έχουν πραγματική υπόσταση.
Η πρώτη ισότητα (5.1) σημαίνει ότι ο λόγος ∆y

∆x είναι περίπου ίσος με την f ′(ξ) όταν το ∆x είναι
πολύ-πολύ μικρό και η δεύτερη ισότητα (5.1) σημαίνει ότι το ∆y είναι περίπου f ′(ξ) φορές το ∆x
όταν το ∆x είναι πολύ-πολύ μικρό.

Προσέξτε τη συμβολική “απλοποίηση” η οποία “επιτελείται” στη συμβολική ισότητα

dy = dy
dxdx.

Αν αντί της τιμής της παραγώγου στον ξ θεωρήσουμε την τιμή της στον γενικό x, δηλαδή την
f ′(x), τότε γράφουμε

dy
dx = f ′(x), dy = f ′(x)dx.

για τη σχέση ανάμεσα στα απειροστά της μεταβλητής x και της μεταβλητής y, όπου y = f(x)
είναι η σχέση που συνδέει τις δύο μεταβλητές.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.5. Κάθε συνάρτηση με τύπο l(x) = µx χαρακτηρίζεται γραμμική συνάρτηση. Ενώ
κάθε συνάρτηση με τύπο l(x) = µx+ ν χαρακτηρίζεται αφφινική συνάρτηση.
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Οι γραμμικές συναρτήσεις αποτελούν υποκατηγορία των αφφινικών συναρτήσεων.
Γνωρίζουμε ότι οι γραμμικές συναρτήσεις είναι οι συναρτήσεις των οποίων τα γραφήματα

είναι μη-κατακόρυφες ευθείες οι οποίες περιέχουν το σημείο (0, 0). Οι αφφινικές συναρτήσεις
είναι, απλώς, οι συναρτήσεις των οποίων τα γραφήματα είναι μη-κατακόρυφες ευθείες. Σε κάθε
αφφινική συνάρτηση αντιστοιχεί ακριβώς μια γραμμική συνάρτηση, η οποία να είναι τέτοια ώστε
οι δύο συναρτήσεις να έχουν παράλληλα γραφήματα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.6. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν υπάρχει γραμμική
συνάρτηση L ώστε limx→ξ

f(x)−f(ξ)−L(x−ξ)
x−ξ = 0, τότε η L ονομάζεται διαφορικό της f στον ξ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.1. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Υπάρχει διαφορικό της
f στον ξ αν και μόνο αν η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ. Επίσης, το διαφορικό της f στον ξ, αν
υπάρχει, είναι μοναδικό και είναι εκείνη η γραμμική συνάρτηση της οποίας το γράφημα είναι ευθεία
παράλληλη με την εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της f στο σημείο (ξ, f(ξ)).

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ. Τότε

limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ) και f ′(ξ) ∈ R,

οπότε
limx→ξ

f(x)−f(ξ)−f ′(ξ)·(x−ξ)
x−ξ = 0. (5.2)

Άρα, αν θεωρήσουμε τη γραμμική συνάρτηση

L(x) = f ′(ξ) · x, (5.3)

τότε η (5.2) γράφεται
limx→ξ

f(x)−f(ξ)−L(x−ξ)
x−ξ = 0

και, επομένως, η συνάρτηση L είναι διαφορικό της f στον ξ.
Αντιστρόφως, έστω ότι μια γραμμική συνάρτηση

L(x) = µ · x (5.4)

είναι διαφορικό της f στον ξ, οπότε

limx→ξ
f(x)−f(ξ)−µ·(x−ξ)

x−ξ = 0.

Συνεπάγεται
limx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ = µ.

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ και f ′(ξ) = µ, οπότε ο τύπος (5.4) της L γράφεται L(x) =
f ′(ξ) · x, δηλαδή γίνεται ο (5.3). Αυτό αποδεικνύει και τη μοναδικότητα της συνάρτησης L, δη-
λαδή του διαφορικού της f στον ξ.
Είδαμε ότι, αν η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ, τότε το διαφορικό της f στον ξ είναι η γραμμική
συνάρτηση f ′(ξ) · x το γράφημα της οποίας είναι, φυσικά, ευθεία που περιέχει το σημείο (0, 0).
Τώρα, η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) έχει, όπως έχουμε δει, εξί-
σωση f ′(ξ) · (x − ξ) + f(ξ) = f ′(ξ) · x + f(ξ) − f ′(ξ) · ξ. Οι δύο αυτές ευθείες έχουν ίδιο
συντελεστή του x, οπότε είναι παράλληλες.

Ασκήσεις.

5.1.1. Θεωρήστε τις συναρτήσεις f(x) = 3x2 − 5x + 3, f(x) =
√
x+ 1, f(x) = x2−3x+1

x+2 ,

f(x) = signx, f(x) =

{
0, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
f(x) =

{
2x, αν x ≤ 0

−3x, αν x ≥ 0
f(x) =

{
2x2, αν x ≤ 0

−3x2, αν x ≥ 0

f(x) = x2 signx και f(x) = (x2 + 1) signx. Βρείτε, αν υπάρχουν, τις f ′(0), f ′+(0), f ′−(0).
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5.1.2. Έστω M ≥ 0, ρ > 1, δ > 0 και έστω ότι ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ για κάθε
x ∈ (ξ − δ, ξ + δ). Αποδείξτε ότι f ′(ξ) = 0.

5.1.3. Έστω η f(x) =

{
2x2 + x+ 1, αν x ≤ 0

ax+ b, αν x > 0
Βρείτε τους a, b ώστε να υπάρχει η f ′(0).

Κάντε το ίδιο για την f(x) =

{
2x2 + x+ 1, αν x < 0

ax+ b, αν x ≥ 0

5.1.4. Έστω g : (a, ξ] → R, h : [ξ, b) → R ώστε g(ξ) = h(ξ) και g′(ξ) = h′(ξ) και έστω η

f : (a, b) → R με τύπο f(x) =

{
g(x) , αν a < x ≤ ξ

h(x) , αν ξ ≤ x < b
Αποδείξτε ότι f ′(ξ) = g′(ξ) = h′(ξ).

5.1.5. Η συνάρτηση f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
του παραδείγματος 5.1.6 αν και συνεχής

στον 0, δεν έχει πλευρικές παραγώγους στον 0. Σχεδιάστε το γράφημα της f και μελετήστε τη
συμπεριφορά καθώς a → 0+ της μεταβλητής ημιευθείας la,+ με κορυφή το σταθερό σημείο
(0, 0) η οποία διέρχεται από το μεταβλητό σημείο (a, f(a)). Τείνει να ταυτιστεί η la,+ με κάποια
ημιευθεία με κορυφή το σημείο (0, 0); Κάντε το ίδιο καθώς a → 0− για την ημιευθεία la,− με
κορυφή το σημείο (0, 0) η οποία διέρχεται από το μεταβλητό σημείο (a, f(a)).

Η f(x) =

{
x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
του παραδείγματος 5.1.7 είναι συνεχής στον 0 και f ′(0) = 0.

Όπως πριν, μελετήστε τη συμπεριφορά καθώς a→ 0+ και a→ 0− των ημιευθειών la,+ και la,−,
αντιστοίχως, με κορυφή το σημείο (0, 0) οι οποίες διέρχονται από το μεταβλητό σημείο (a, f(a)).

5.1.6. Θεωρήστε την συνάρτηση f(x) =

{
x2(−1)[1/x], αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι f ′(0) = 0.

Σχεδιάστε το γράφημα της f . Παρατηρήστε ότι όσο θέλουμε κοντά στον 0 υπάρχουν σημεία ασυ-
νέχειας της f .

Θεωρήστε την f(x) =

{
x2, αν x ∈ Q
−x2, αν x /∈ Q

Αποδείξτε ότι f ′(0) = 0. Αποδείξτε ότι η f είναι

ασυνεχής σε κάθε x ̸= 0. Μπορείτε να σχεδιάσετε το γράφημα της f ;

5.1.7. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αποδείξτε ότι η f είναι
παραγωγίσιμη στον ξ αν και μόνο αν υπάρχει g : A → R συνεχής στον ξ ώστε να ισχύει
f(x)− f(ξ) = g(x)(x− ξ) για κάθε x ∈ A.1

5.1.8. Γνωρίζουμε από τη στοιχειώδη γεωμετρία ότι κάθε ευθεία η οποία εφάπτεται σε έναν κύκλο
δεν έχει κανένα κοινό σημείο με τον κύκλο εκτός από το σημείο επαφής. Ισχύει αυτό γενικότερα;
Θεωρήστε την τετραγωνική παραβολή με εξίσωση y = x2. Σε κάθε σημείο της καμπύλης υπολο-
γίστε την εξίσωση της εφαπτόμενης ευθείας στην καμπύλη στο σημείο αυτό και βρείτε πόσα κοινά
σημεία έχει η εφαπτόμενη ευθεία με την καμπύλη.
Κάντε το ίδιο για την κυβική παραβολή με εξίσωση y = x3 καθώς και με τις y = x4 και
y = x2(x− 1)2.
Γενικεύστε: πόσα σημεία κοινά μπορεί να έχουν η καμπύλη y = p(x), όπου p είναι πολυώνυμο
βαθμού n, με την εφαπτόμενή της ευθεία σε οποιοδήποτε σημείο της;

1Αυτή η ισοδύναμη με την παραγωγισιμότητα πρόταση “υπάρχει g : A→ R συνεχής στον ξ ώστε να ισχύει f(x)−
f(ξ) = g(x)(x− ξ) για κάθε x ∈ A” είναι ο ορισμός του Caratheodory για την παραγωγισιμότητα.
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5.2 Ιδιότητες των παραγώγων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.2. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Έστω, επίσης,
f(ξ) = g(ξ) και έστω ότι οι f, g ταυτίζονται κοντά στον ξ. Αν υπάρχει η μία από τις παραγώγους
f ′(ξ), g′(ξ), τότε υπάρχει και η άλλη και f ′(ξ) = g′(ξ).

Απόδειξη. Επειδή οι f, g ταυτίζονται κοντά στον ξ και επειδή f(ξ) = g(ξ), ισχύει f(x)−f(ξ)
x−ξ =

g(x)−g(ξ)
x−ξ κοντά στον ξ. Άρα limx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ = limx→ξ

g(x)−g(ξ)
x−ξ .

Στην πρόταση 5.2, αν υποθέσουμε ότι οι f, g ταυτίζονται κοντά στον ξ από δεξιά του ή από
αριστερά του, τότε ισχύει το ίδιο αποτέλεσμα για τις αντίστοιχες πλευρικές παραγώγους. Όλες
οι επόμενες προτάσεις μπορούν να διατυπωθούν με τρόπο ώστε να ισχύουν και για πλευρικές
παραγώγους. Θα παραλείψουμε, ως προφανείς, τις σχετικές διατυπώσεις.

Παράδειγμα 5.2.1. Η signx και η σταθερή συνάρτηση 1 ταυτίζονται στο (0,+∞). Επομένως, για
κάθε ξ ∈ (0,+∞) οι δύο συναρτήσεις ταυτίζονται στον ξ και κοντά στον ξ. Άρα sign′ ξ = 0 για
κάθε ξ ∈ (0,+∞). Ομοίως, η signx και η σταθερή συνάρτηση−1 ταυτίζονται στο (−∞, 0). Άρα
sign′ ξ = 0 για κάθε ξ ∈ (−∞, 0).

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.3. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν η f είναι παραγωγί-
σιμη στον ξ, δηλαδή αν f ′(ξ) ∈ R, τότε η f είναι συνεχής στον ξ.

Απόδειξη. Επειδή ισχύει
f(x) = f(x)−f(ξ)

x−ξ (x− ξ) + f(ξ)

για κάθε x ∈ A με x ̸= ξ, συνεπάγεται

limx→ξ f(x) = f ′(ξ)0 + f(ξ) = f(ξ),

οπότε η f είναι συνεχής στον ξ.

Παράδειγμα 5.2.2. Η συνάρτηση |x| είναι συνεχής στον 0 αλλά όχι παραγωγίσιμη στον 0. Άρα το
αντίστροφο της πρότασης 5.3 δεν ισχύει εν γένει.

Παράδειγμα 5.2.3. Στην πρόταση 5.3 υποθέτουμε ότι f ′(ξ) ∈ R. Αν f ′(ξ) = ±∞, η f δεν είναι
κατ’ ανάγκη συνεχής στον ξ. Για παράδειγμα, η signx δεν είναι ούτε δεξιά ούτε αριστερά συνεχής
στον 0. Όμως, sign′+ 0 = limx→0+

1−0
x−0 = +∞ και sign′− 0 = limx→0−

−1−0
x−0 = +∞, οπότε

sign′ 0 = +∞.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.4. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν οι f, g είναι
παραγωγίσιμες στον ξ, τότε οι f + g, f − g, fg : A→ R είναι παραγωγίσιμες στον ξ. Αν, επιπλέον,
ισχύει g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A, τότε η f/g : A→ R είναι παραγωγίσιμη στον ξ.
Επίσης:

(f + g)′(ξ) = f ′(ξ) + g′(ξ), (f − g)′(ξ) = f ′(ξ)− g′(ξ),

(fg)′(ξ) = f ′(ξ)g(ξ) + f(ξ)g′(ξ),
(f
g

)′
(ξ) = f ′(ξ)g(ξ)−f(ξ)g′(ξ)

(g(ξ))2
.

Απόδειξη. Για την f + g έχουμε

(f + g)′(ξ) = limx→ξ
(f(x)+g(x))−(f(ξ)+g(ξ))

x−ξ = limx→ξ

(f(x)−f(ξ)
x−ξ + g(x)−g(ξ)

x−ξ
)
= f ′(ξ) + g′(ξ).

Ομοίως για την f − g.
Για την fg είναι:

(fg)′(ξ) = limx→ξ
f(x)g(x)−f(ξ)g(ξ)

x−ξ = limx→ξ

(f(x)−f(ξ)
x−ξ g(x) + f(ξ)g(x)−g(ξ)x−ξ

)
= f ′(ξ)g(ξ) + f(ξ)g′(ξ).
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Τέλος, για την f/g είναι:

(f
g

)′
(ξ) = limx→ξ

f(x)
g(x)
− f(ξ)

g(ξ)

x−ξ = limx→ξ

(f(x)−f(ξ)
x−ξ

1
g(x) −

f(ξ)
g(ξ)g(x)

g(x)−g(ξ)
x−ξ

)
= f ′(ξ) 1

g(ξ) −
f(ξ)

(g(ξ))2
g′(ξ) = f ′(ξ)g(ξ)−f(ξ)g′(ξ)

(g(ξ))2
.

Με τα σύμβολα των απειροστών και αφού συμβολίσουμε y1 = f(x) και y2 = g(x), γράφουμε:

d(y1±y2)
dx = dy1

dx ± dy2
dx ,

d(y1y2)
dx = dy1

dx y2 + y1
dy2
dx ,

d
dx

(y1
y2

)
= 1

y2
dy1
dx − y1

y22
dy2
dx .

Οι συμβολικές αυτές σχέσεις με “απαλοιφή” του dx συνεπάγονται τις

d(y1 ± y2) = dy1 ± dy2, d(y1y2) = y2dy1 + y1dy2, d(y1/y2) = (1/y2)dy1 − (y1/y2
2)dy2.

Παράδειγμα 5.2.4. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν η f είναι
παραγωγίσιμη στον ξ και c ∈ R, τότε και η cf : A→ R είναι παραγωγίσιμη στον ξ και

(cf)′(ξ) = cf ′(ξ).

Πράγματι, (cf)′(ξ) = c′(ξ)f(ξ) + c(ξ)f ′(ξ) = 0f(ξ) + cf ′(ξ) = cf ′(ξ).

Παράδειγμα 5.2.5.Μπορούμε να ξανααποδείξουμε επαγωγικά ότι ισχύει dxn

dx = nxn−1 για κάθε
n ∈ N, n ≥ 2. Πράγματι,

dx2

dx = d(xx)
dx = dx

dxx+ xdx
dx = 1x+ x1 = 2x

και, αν υποθέσουμε ότι είναι dxn

dx = nxn−1, τότε

dxn+1

dx = d(xnx)
dx = dxn

dx x+ xn dx
dx = nxn−1x+ xn1 = (n+ 1)xn.

Παράδειγμα 5.2.6. Ισχύει

d
dx(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1.

Άρα η παράγωγος πολυωνυμικής συνάρτησης βαθμού n ≥ 1 είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθ-
μού n− 1.

Παράδειγμα 5.2.7. Θα αποδείξουμε ότι

dxn

dx = nxn−1 για κάθε x ̸= 0, αν n ∈ Z, n ≤ 0.

Αν n = 0 και x ̸= 0, είναι dx0

dx = d1
dx = 0 = 0x0−1.

Αν n ≤ −1 και x ̸= 0, θέτουμεm = −n ≥ 1 και τότε:

dxn

dx = d
dx(

1
xm ) = −mxm−1

x2m = −mx−m−1 = nxn−1.

Παράδειγμα 5.2.8. Έστω ρητή συνάρτηση R(x) = P (x)
Q(x) . Τότε, για κάθε x στο πεδίο ορισμού της

R, δηλαδή για κάθε x ώστε Q(x) ̸= 0, είναι R′(x) = P ′(x)Q(x)−P (x)Q′(x)
(Q(x))2

. Άρα η παράγωγος
ρητής συνάρτησης είναι ρητή συνάρτηση.

Η επόμενη ιδιότητα είναι ιδιαιτέρως σημαντική για τον υπολογισμό παραγώγων. Λέει ότι η
παράγωγος της σύνθεσης δύο συναρτήσεων είναι ίση με το γινόμενο των παραγώγων τους.
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ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΛΥΣΙΔΑΣ. Έστω f : A → B, g : B → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και
η = f(ξ) ∈ B σημείο συσσώρευσης τουB. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ και η g παραγωγίσιμη
στον η, τότε η g ◦ f : A→ R είναι παραγωγίσιμη στον ξ και

(g ◦ f)′(ξ) = g′(η)f ′(ξ) = g′(f(ξ))f ′(ξ).

Απόδειξη. Ορίζουμε G : B → R με τύπο

G(y) =

{
g(y)−g(η)

y−η , αν y ∈ B, y ̸= η

g′(η) , αν y = η

Η G είναι συνεχής στον η διότι

limy→η G(y) = limy→η
g(y)−g(η)

y−η = g′(η) = G(η).

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ, είναι συνεχής στον ξ, οπότε και η G ◦ f : A → R είναι
συνεχής στον ξ. Άρα

limx→ξ G(f(x)) = G(f(ξ)) = G(η) = g′(η). (5.5)

Επίσης, ισχύει
g(y)− g(η) = G(y)(y − η) (5.6)

για κάθε y ∈ B. Πράγματι, αν y ∈ B και y ̸= η, τότε η ισότητα ισχύει λόγω του ορισμού του
G(y) και, αν y = η, τότε και τα δύο μέλη της ισότητας είναι ίσα με 0.
Χρησιμοποιώντας την (5.6) με y = f(x) και την (5.5), έχουμε

limx→ξ
(g◦f)(x)−(g◦f)(ξ)

x−ξ = limx→ξ
g(f(x))−g(f(ξ))

x−ξ = limx→ξ
G(f(x))(f(x)−f(ξ))

x−ξ

= limx→ξ G(f(x)) limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = g′(η)f ′(ξ).

Άρα (g ◦ f)′(ξ) = g′(η)f ′(ξ).

Συμβολίζοντας y = f(x) και z = g(y), γράφουμε με τα σύμβολα των απειροστών: dzdy = g′(η)

και dy
dx = f ′(ξ). Επίσης, επειδή z = g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x), είναι dz

dx = (g ◦ f)′(ξ).
Επομένως, η σχέση (g ◦ f)′(ξ) = g′(η)f ′(ξ) γράφεται, με τα σύμβολα των απειροστών,

dz
dx = dz

dy
dy
dx . (5.7)

Προσέξτε την “απλοποίηση” η οποία “συμβαίνει” στον τύπο (5.7). Προσέξτε πώς ο ίδιος τύπος,
με “απαλοιφή” του dx, καταλήγει στον γνωστό μας τύπο dz = dz

dydy.

Παράδειγμα 5.2.9. Έστω η συνάρτηση h(x) = (x2 + 3)5. Θα υπολογίσουμε την h′(2).
Θεωρούμε τις f(x) = x2 + 3 και g(y) = y5. Τότε h = g ◦ f , οπότε h′(2) = g′(f(2))f ′(2) =
g′(7)f ′(2) = 5 · 74 · 4.
Γενικά:

h′(x) = g′(f(x))f ′(x) = 5(f(x))4f ′(x) = 10x(x2 + 3)4

για κάθε x.
Με τα απειροστά, γράφουμε y = x2 + 3 και z = y5 και τότε

dz
dx = dz

dy
dy
dx = 5y42x = 10x(x2 + 3)4.
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Θα κάνουμε μια διαφωτιστική παρατήρηση σχετικά με τον κανόνα αλυσίδας. Θα υποθέσουμε
επιπλέον ότι η f είναι ένα-προς-ένα και θα δούμε μια δεύτερη απόδειξη του κανόνα. Αν η f είναι
ένα-προς-ένα, τότε, αν x ̸= ξ, συνεπάγεται f(x) ̸= f(ξ), οπότε μπορούμε να γράψουμε

(g◦f)(x)−(g◦f)(ξ)
x−ξ = g(f(x))−g(f(ξ))

f(x)−f(ξ)
f(x)−f(ξ)

x−ξ = g(y)−g(η)
y−η

f(x)−f(ξ)
x−ξ . (5.8)

Τώρα, επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, είναι limx→ξ f(x) = η, οπότε, κάνοντας αλλαγή μετα-
βλητής από x σε y = f(x), υπολογίζουμε το όριο

(g ◦ f)′(ξ) = limx→ξ
(g◦f)(x)−(g◦f)(ξ)

x−ξ = limy→η
g(y)−g(η)

y−η limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = g′(η)f ′(ξ).

Θα παρατηρήσουμε ότι με τα σύμβολα y = f(x) και z = g(y) η σχέση (5.8) γράφεται

∆z
∆x = ∆z

∆y
∆y
∆x ,

οπότε, παίρνοντας όρια, καταλήγουμε στη συμβολική σχέση (5.7) με τα απειροστά.
Αυτή η απόδειξη είναι τελείως “διαφανής” ως προς την πραγματική σχέση ανάμεσα στις δια-

φορές των τριών μεταβλητών x, y και z και την συνεπαγόμενη σχέση ανάμεσα στα αντίστοιχα
απειροστά των τριών μεταβλητών. Δυστυχώς, η απλή αυτή απόδειξη δεν λειτουργεί στη γενική
περίπτωση, διότι, αν η f δεν είναι ένα-προς-ένα, τότε η διαφορά ∆y = y − η = f(x) − f(ξ)
μπορεί να είναι ίση με 0 ακόμη κι αν η ∆x = x− ξ δεν είναι ίση με 0.2

Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Ας υποθέσουμε ότι η f είναι
αύξουσα στο A και ότι υπάρχει η f ′(ξ). Επειδή η f είναι αύξουσα, ισχύει f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ 0 για κάθε

x ∈ A με x ̸= ξ και, επομένως, f ′(ξ) = limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ 0.
Ομοίως, αν η f είναι φθίνουσα στο A και υπάρχει η f ′(ξ), τότε είναι f ′(ξ) ≤ 0.

Αν η συνάρτηση είναι μονότονη στο A ∩ (−∞, ξ] ή στο A ∩ [ξ,+∞), τότε έχουμε ανάλογα
συμπεράσματα για το πρόσημο των αντίστοιχων f ′−(ξ) ή f ′+(ξ).

Η επόμενη ιδιότητα λέει ότι η παράγωγος της αντίστροφης συνάρτησης είναι ίση με το αντί-
στροφο της παραγώγου της συνάρτησης.

ΚΑΝΟΝΑΣ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ. 3 Έστω διάστημα I , ξ ∈ I , f : I → R γνησίως
αύξουσα και συνεχής στο I και η = f(ξ). Γνωρίζουμε ότι το σύνολο τιμών της f είναι διάστημα,
έστω J , ότι, φυσικά, η ∈ J και ότι η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : J → I είναι γνησίως αύξουσα
και συνεχής στο J . Αν υπάρχει η f ′(ξ), τότε υπάρχει και η (f−1)′(η) και

(f−1)′(η) =


1/f ′(ξ), αν 0 < f ′(ξ) < +∞
0, αν f ′(ξ) = +∞
+∞, αν f ′(ξ) = 0

Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα, τότε ισχύουν τα ίδια αλλά με τις αντίθετες ανισότητες και με −∞
αντί +∞.

Απόδειξη. Έστω f ′(ξ) ∈ R και f ′(ξ) > 0. Επειδή η f−1 είναι συνεχής στον η, συνεπάγεται
limy→η f

−1(y) = ξ, οπότε, κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), βρίσκουμε

(f−1)′(η) = limy→η
f−1(y)−f−1(η)

y−η = limx→ξ
x−ξ

f(x)−f(ξ) = limx→ξ 1
/(f(x)−f(ξ)

x−ξ
)
= 1

f ′(ξ) .

Αν f ′(ξ) = +∞, τότε το τελευταίο όριο είναι ίσο με 1
+∞ = 0, οπότε (f−1)′(η) = 0.

Τέλος, αν f ′(ξ) = 0, τότε, επειδή ισχύει f(x)−f(ξ)
x−ξ > 0 για κάθε x ∈ I με x ̸= ξ, το τελευταίο

όριο είναι ίσο με +∞, οπότε (f−1)′(η) = +∞.
2Η απόδειξη αυτή μπορεί να προσαρμοστεί και στην γενική περίπτωση αλλά χάνει την απλότητά της.
3Στην άσκηση 5.2.18 υπάρχει μια άλλη μορφή του κανόνα αντίστροφης συνάρτησης.
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Θα διατυπώσουμε τη σχέση (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ) με τα σύμβολα των απειροστών. Γράφουμε
y = f(x) και x = f−1(y). Τότε dy

dx = f ′(ξ) και dx
dy = (f−1)′(η). Άρα η (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ)

γράφεται
dx
dy = 1

/( dy
dx

)
.

Παρατηρήστε ότι η σχέση αυτή δεν είναι τίποτε άλλο από το όριο της προφανούς σχέσης

∆x
∆y = 1

/(∆y
∆x

)
,

η οποία χρησιμοποιήθηκε στην απόδειξη του κανόνα αντίστροφης συνάρτησης. Παρατηρήστε,
επίσης, την “απλοποίηση” του “σύνθετου λόγου” η οποία “υφίσταται” στον τύπο dx

dy = 1/( dydx).

5.2.1 Τα βασικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 5.2.10. Η γνησίως αύξουσα συνάρτηση y = xn, περιορισμένη στο [0,+∞), έχει ως
αντίστροφη την x = n

√
y με πεδίο ορισμού το [0,+∞). Επομένως,

dx
dy = 1/( dydx) =

1
nxn−1 = x

nxn =
n
√
y

ny

για y > 0. Αν y = 0, τότε, επειδή dy
dx(0) = 0, είναι dx

dy (0) = +∞. Άρα

d n
√
y

dy =

{
n
√
y/(ny), αν y > 0

+∞, αν y = 0

Αυτό είναι ειδική περίπτωση του αμέσως επόμενου παραδείγματος αλλά θα χρησιμοποιηθεί στην
απόδειξή του.

Παράδειγμα 5.2.11.Με το παράδειγμα αυτό θα έχουμε καλύψει την παράγωγο της συνάρτησης
δύναμη σε όλες τις περιπτώσεις ρητού εκθέτη.
Θα αποδείξουμε ότι

dxr

dx = rxr−1 για κάθε x > 0, αν r ∈ Q \ Z.

Πράγματι, έστω r = m
n μεm ∈ Z και n ∈ N, n ≥ 2, οπότε xr = ( n

√
x)m. Θέτουμε y = n

√
x και

z = xr = ym και τότε

dxr

dx = dz
dx = dz

dy
dy
dx = mym−1

n
√
x

nx = m( n
√
x)m−1 n

√
x

nx = m
n x

(m/n)−1 = rxr−1.

Αν r > 1 και x = 0, τότε

dxr

dx (0) = dxr

dx+(0) = limx→0+
xr−0r
x−0 = limx→0+ x

r−1 = 0 = r0r−1,

οπότε και σ’ αυτήν την περίπτωση ισχύει ο προηγούμενος γενικός τύπος για την παράγωγο της xr.
Αν 0 < r < 1 και x = 0, τότε

dxr

dx (0) = dxr

dx+(0) = limx→0+
xr−0r
x−0 = limx→0+ x

r−1 = +∞.

Ακριβώς στην περίπτωση 0 < r < 1 εντάσσεται το αποτέλεσμα του προηγούμενου παραδείγματος
5.2.10, στο οποίο είναι r = 1/n.
Τέλος, αν r < 0, τότε ο 0 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της xr, οπότε η παράγωγος στον 0 δεν
έχει καν νόημα.

Παράδειγμα 5.2.12. Έστω a > 0, a ̸= 1. Θα αποδείξουμε ότι

d loga x
dx = 1

log a
1
x για κάθε x > 0.

171



Αρχικά θεωρούμε την περίπτωση a = e και θυμόμαστε το όριο

limx→+∞(1 + t
x)

x = et

που είδαμε στο παράδειγμα 4.2.10. Τώρα,

d logx
dx+ = limh→0+

log(x+h)−logx
h = limh→0+

1
h log(1 +

h
x)

= limy→+∞ log(1 + 1/x
y )y = limz→e1/x log z = log e1/x = 1

x .

Ομοίως,

d logx
dx− = limh→0−

log(x+h)−logx
h = limh→0−

1
h log(1 +

h
x)

= − limy→+∞ log(1 + −1/x
y )y = − limz→e−1/x log z = − log e−1/x = 1

x .

Άρα
d logx
dx = 1

x για κάθε x > 0.

Στη γενική περίπτωση γράφουμε loga x = logx
log a και βρίσκουμε d loga x

dx = 1
log a

d logx
dx = 1

log a
1
x για

κάθε x > 0.

Παράδειγμα 5.2.13. Ισχύει

d log |x|
dx = 1

x για κάθε x ̸= 0.

Πράγματι, αν x > 0, τότε αναγόμαστε στο προηγούμενο παράδειγμα και, αν x < 0, τότε με
αλλαγή μεταβλητής από x σε y = −x = |x| έχουμε

d log |x|
dx = d log y

dy
dy
dx = − 1

y = 1
x .

Παράδειγμα 5.2.14. Έστω a > 0, a ̸= 1. Θα αποδείξουμε ότι

dax

dx = ax log a για κάθε x.

Θα χρησιμοποιήσουμε την παράγωγο της λογαριθμικής συνάρτησης από το προηγούμενο παρά-
δειγμα καθώς και το ότι οι y = ax και x = loga y είναι αντίστροφες συναρτήσεις. Πράγματι,

dy
dx = 1

/(
dx
dy

)
= 1

/(
1

log a
1
y

)
= y log a.

Φυσικά, στην ειδική περίπτωση a = e έχουμε

dex

dx = ex για κάθε x.

Παράδειγμα 5.2.15. Βάσει των ορισμών των υπερβολικών συναρτήσεων και των αντίστροφων
υπερβολικών συναρτήσεων, εύκολα βρίσκουμε ότι

d coshx
dx = sinhx, d sinhx

dx = coshx, d tanhx
dx = 1

(coshx)2 ,
d cothx

dx = − 1
(sinhx)2 .

Επίσης, αν x = arccosh y και y = coshx για y > 1 και x > 0, τότε

dx
dy = 1

/( dy
dx

)
= 1

sinhx = 1√
(coshx)2−1

= 1√
y2−1

.

Στην ισότητα sinhx = ±
√

(coshx)2 − 1 κρατήσαμε το πρόσημο + διότι ισχύει sinhx > 0 για
κάθε x > 0.
Ομοίως, αν x = arcsinh y και y = sinhx, τότε

dx
dy = 1

/( dy
dx

)
= 1

coshx = 1√
(sinhx)2+1

= 1√
y2+1

.
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Εδώ γράψαμε coshx =
√

(sinhx)2 + 1 διότι ισχύει coshx > 0 για κάθε x.
Άρα

d arccosh y
dy = 1√

y2−1
για y > 1 και d arcsinh y

dy = 1√
y2+1

για κάθε y.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι

d arctanh y
dy = 1

1−y2 για |y| < 1 και d arccoth y
dy = 1

1−y2 για |y| > 1.

Παράδειγμα 5.2.16.Με το παράδειγμα αυτό θα έχουμε καλύψει πλήρως την παράγωγο της συ-
νάρτησης δύναμη σε όλες τις περιπτώσεις πραγματικού εκθέτη.

dxa

dx = axa−1 για κάθε x > 0, αν a ∈ R \Q.

Τώρα γράφουμε xa = ea logx και θέτουμε z = xa και y = a logx, οπότε z = ey, και βρίσκουμε

dz
dx = dz

dy
dy
dx = eya 1

x = za 1
x = xaa 1

x = axa−1.

Αν a > 1 και x = 0, τότε

dxa

dx (0) = dxa

dx+(0) = limx→0+
xa−0a
x−0 = limx→0+ x

a−1 = 0 = a0a−1,

οπότε και σ’ αυτήν την περίπτωση ισχύει ο προηγούμενος γενικός τύπος για την παράγωγο της xa.
Αν 0 < a < 1 και x = 0, τότε

dxa

dx (0) = dxa

dx+(0) = limx→0+
xa−0a
x−0 = limx→0+ x

a−1 = +∞.

Τέλος, αν a < 0, τότε ο 0 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της xa, οπότε η παράγωγος στον 0 δεν
έχει νόημα.

Παράδειγμα 5.2.17. Θα υπολογίσουμε τις παραγώγους συναρτήσεις των τριγωνομετρικών και
των αντίστροφων τριγωνομετρικών συναρτήσεων.
Είναι

d cosx
dx (ξ) = limx→ξ

cosx−cos ξ
x−ξ = − limx→ξ

sin((x−ξ)/2)
(x−ξ)/2 sin((x+ ξ)/2) = − sin ξ

και
d sinx
dx (ξ) = limx→ξ

sinx−sin ξ
x−ξ = limx→ξ

sin((x−ξ)/2)
(x−ξ)/2 cos((x+ ξ)/2) = cos ξ

για κάθε ξ. Άρα
d cosx
dx = − sinx, d sinx

dx = cosx.

Ακόμη, έχουμε

tan′ x = sin′ x cosx−sinx cos′ x
(cosx)2 = 1

(cosx)2 , cot′ x = cos′ x sinx−cosx sin′ x
(sinx)2 = − 1

(sinx)2 .

Άρα
d tanx
dx = 1

(cosx)2 ,
d cotx
dx = − 1

(sinx)2 .

Αν x = arcsin y και y = sinx για −1 < y < 1 και −π
2 < x < π

2 , τότε

d arcsin y
dy = dx

dy = 1
/( dy

dx

)
= 1

cosx = 1√
1−(sinx)2

= 1√
1−y2

.

Στην ισότητα cosx = ±
√
1− (sinx)2 κρατήσαμε το πρόσημο + διότι ισχύει cosx > 0 όταν

−π
2 < x < π

2 .
Ομοίως, αν x = arccos y και y = cosx για −1 < y < 1 και 0 < x < π, τότε

d arccos y
dy = dx

dy = 1
/( dy

dx

)
= − 1

sinx = − 1√
1−(cosx)2

= − 1√
1−y2

.
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Πάλι, στην ισότητα sinx = ±
√

1− (cosx)2 κρατήσαμε το πρόσημο + διότι ισχύει sinx > 0
όταν 0 < x < π.
Άρα

d arcsin y
dy = 1√

1−y2
για |y| < 1 και d arccos y

dy = − 1√
1−y2

για |y| < 1.

Τώρα, με x = arctan y και y = tanx για y ∈ R και για −π
2 < x < π

2 έχουμε

d arctan y
dy = dx

dy = 1
/( dy

dx

)
= (cosx)2 = 1

1+(tanx)2 = 1
1+y2

.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι d arccot y
dy = − 1

1+y2
, οπότε

d arctan y
dy = 1

1+y2
για κάθε y και d arccot y

dy = − 1
1+y2

για κάθε y.

Ασκήσεις.

5.2.1. Από την ισότητα x + x2 + x3 + · · · + xn = xn+1−1
x−1 − 1 βρείτε ανάλογες ισότητες για τα

αθροίσματα x+ 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn και x+ 4x2 + 9x3 + · · ·+ n2xn.

5.2.2. Παρατηρήστε ότι τα όρια limx→1
logx
x−1 , limx→0

ex−1
x , limx→1

xa−1
x−1 είναι γνωστές παράγωγοι

συγκεκριμένων συναρτήσεων σε συγκεκριμένα σημεία και ως τέτοιες υπολογίστε τα.
Βάσει των προηγουμένων βρείτε τα limx→1

logx
xa−1 , limx→1

xa−xb

x−1 , limx→1
xa−xb

logx , limx→0
ax−bx

x ,

limx→0
eax−ebx

x , limx→0
eax−e−ax

x(eax+e−ax)
.

5.2.3. Βρείτε τις παραγώγους συναρτήσεις των [x], x− [x],
∣∣x− [x]− 1

2

∣∣, (x− [x]− 1
2

)2.
5.2.4. Βρείτε τις παραγώγους συναρτήσεις των arccos(cosx), cos(arccosx).
Βρείτε τις παραγώγους συναρτήσεις των log3(sinx), x log(x log(x log(x logx))), logx 3.

5.2.5. Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Βρείτε την f ′.

Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Βρείτε την f ′ και δείτε αν είναι συνεχής.

Γενικεύστε. Θεωρήστε την συνάρτηση f(x) =

{
xa sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Για ποιές τιμές του a

είναι η f συνεχής στο R; είναι η f παραγωγίσιμη στο R; είναι η f ′ συνεχής στο R;

5.2.6. Έστω f : A→ R και f(x) > 0 για κάθε x ∈ A και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν
η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ, βρείτε τα limh→0

(f(ξ+h)
f(ξ)

)1/h και limx→ξ

(f(x)
f(ξ)

)1/(logx−log ξ). Για
το δεύτερο όριο υποθέτουμε επιπλέον ότι A ⊆ (0,+∞).

5.2.7. Έστω f, g : A → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και f(x) > 0 για κάθε x ∈ A. Αν
οι f, g είναι παραγωγίσιμες στον ξ, αποδείξτε ότι και η fg : A → R είναι παραγωγίσιμη στον ξ
και υπολογίστε την (fg)′(ξ).
Βρείτε τις παραγώγους συναρτήσεις των xx, (x2 + 1)logx, |x− 1|x−2|x− 2|x−1.

5.2.8. 4 Έστω ότι ο αριθμός ξ είναι ρίζα του πολυωνύμου P , δηλαδή P (ξ) = 0. Λέμε ότι ο
k ∈ N είναι η πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα του P αν υπάρχει πολυώνυμο Q ώστε να ισχύει

4Η άσκηση αυτή συνεχίζεται στην 5.3.11. Η έννοια της πολλαπλότητας ρίζας θα γενικευτεί για μη-πολυωνυμικές
συναρτήσεις στην άσκηση 5.6.13.
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P (x) = (x− ξ)kQ(x) για κάθε x καιQ(ξ) ̸= 0. Το ότιQ(ξ) ̸= 0 ισοδυναμεί με το ότι το πολυώ-
νυμο Q δεν διαιρείται από το x − ξ. Άρα η πολλαπλότητα της ρίζας ξ του πολυωνύμου P είναι
ο μέγιστος εκθέτης k ώστε το (x − ξ)k να διαιρεί το P . Αν ο ξ δεν είναι ρίζα του πολυωνύμου
P , δηλαδή P (ξ) ̸= 0, επεκτείνουμε τον ορισμό της έννοιας της πολλαπλότητας, λέγοντας ότι η
πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα του P είναι 0. Είναι προφανές ότι η πολλαπλότητα μιας ρίζας πο-
λυωνύμου δεν υπερβαίνει τον βαθμό του πολυωνύμου.
Έστω ότι ο ξ είναι ρίζα του πολυωνύμου P . Αποδείξτε ότι ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας k ∈ N
του P αν και μόνο αν είναι ρίζα πολλαπλότητας k − 1 του P ′.

5.2.9. Έστω f1, . . . , fn : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν οι f1, . . . , fn είναι
παραγωγίσιμες στον ξ και f1(ξ) · · · fn(ξ) ̸= 0 και g = f1 · · · fn : A → R, αποδείξτε με δύο
τρόπους ότι g′(ξ)

g(ξ) = f1′(ξ)
f1(ξ)

+ · · ·+ fn′(ξ)
fn(ξ)

.

5.2.10. Για ποιές ρητές συναρτήσεις R ισχύει limx→+∞
xR′(x)
R(x) = 0;

5.2.11. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει κανένα διάστημα (a, b) και καμιά ρητή συνάρτηση R ώστε να
ισχύει R′(x) = 1

x για κάθε x ∈ (a, b).

5.2.12. Αποδείξτε ότι η παράγωγος άρτιας συνάρτησης είναι περιττή συνάρτηση και η παράγωγος
περιττής συνάρτησης είναι άρτια συνάρτηση. Αποδείξτε ότι η παράγωγος περιοδικής συνάρτησης
είναι περιοδική συνάρτηση.

5.2.13. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A από δεξιά του και αριστερά του σημείο συσσώρευσης του A και
έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ. Θεωρούμε και την |f | : A→ R.
Αν f(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι |f |′(ξ) = sign(f(ξ)) f ′(ξ).
Αν f(ξ) = 0 και f ′(ξ) = 0, αποδείξτε ότι |f |′(ξ) = 0.
Αν f(ξ) = 0 και f ′(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι η |f | δεν είναι παραγωγίσιμη στον ξ. Αποδείξτε, όμως,
ότι |f |′+(ξ) = |f ′(ξ)| και |f |′−(ξ) = −|f ′(ξ)|.

5.2.14. Έστω πολυωνυμικές συναρτήσεις P , Q, όπου η P έχει βαθμό n ≥ 2 και n διαφορετικές
ανά δύο ρίζες x1, . . . , xn και η Q έχει βαθμό ≤ n− 1.
Αποδείξτε ότι ισχύει Q(x)

P (x) =
∑n

k=1
Q(xk)

P ′(xk)(x−xk)
για κάθε x ∈ R \ {x1, . . . , xn}.

Υπολογίστε το
∑n

k=1
1

P ′(xk)
.

Αποδείξτε ότι ισχύει 1
x(x+1)···(x+m) =

1
m!

∑m
k=0

(
m
k

) (−1)k
x+k για κάθε x ∈ R \ {0,−1, . . . ,−m}.

5.2.15. Έστω f : A→ R συνεχής στοA ώστε να ισχύει (f(x))2+4f(x) = x3−5x2−9x+41 για
κάθε x ∈ A. Αποδείξτε ότι ισχύει (2f(x) + 4)f ′(x) = 3x2 − 10x− 9 για κάθε x ∈ A στον οποίο
η f είναι παραγωγίσιμη. Βρείτε το μέγιστο δυνατό σύνολο A, αποδείξτε ότι υπάρχουν τέσσερις
τέτοιες f για αυτό το A και βρείτε τους τύπους τους και τους τύπους των αντίστοιχων f ′.

5.2.16. Έστω η συνάρτηση f(x) = x3 + 3x2 + 3x + 7. Αποδείξτε με στοιχειώδη τρόπο ότι η f
είναι γνησίως αύξουσα στο R. Ποιό είναι το σύνολο τιμών της f ; Χωρίς να βρείτε τον τύπο της

f−1, αποδείξτε ότι
(
f−1

)′
(y) =

{
(1/3)(f−1(y) + 1)−2, αν y ̸= 6

+∞, αν y = 6
Τέλος, βρείτε τον τύπο της

f−1, το πεδίο ορισμού της και το σύνολο τιμών της και επαληθεύστε την παραπάνω ισότητα.

5.2.17. Τι συμπεράσματα προκύπτουν για την παράγωγο καθεμιάς από τις συναρτήσεις g που εμ-
φανίζονται στις ασκήσεις 4.5.9, 4.5.10 και 4.5.11;

5.2.18. 5 Έστω f : A → B ένα-προς-ένα στο A και επί του B και η αντίστροφη f−1 : B → A.
Έστω ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A, έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ ότι f ′(ξ) ̸= 0

5Ένα ουσιαστικό αποτέλεσμα για την παραγωγισιμότητα της αντίστροφης συνάρτησης.

175



και ότι η f−1 είναι συνεχής στον η = f(ξ).
Αποδείξτε ότι ο η είναι σημείο συσσώρευσης του B και ότι η f−1 είναι παραγωγίσιμη στον η και
ισχύει (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ).
Μερικές φορές συναντά κανείς την εξής “απόδειξη” του (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ). Από το ότι ισχύει
f−1(f(x))) = x για κάθε x ∈ A και από τον κανόνα αλυσίδας συνεπάγεται (f−1)′(η)f ′(ξ) =
1. Άρα υπάρχει η (f−1)′(η) και (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ). Πεισθήτε ότι υπάρχει λογικό λάθος στην
απόδειξη αυτή. Η αποτυχημένη αυτή απόδειξη λειτουργεί μόνον αν υποθέσουμε (ή γνωρίζουμε)
την ύπαρξη της (f−1)′(η) και, τότε, αποδεικνύει την ισότητα (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ).

5.2.19. Έστω f, g : A→ R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης τουA. Αν οι f , g είναι παραγωγίσιμες
στον ξ, βρείτε το limx→ξ

f(x)g(ξ)−f(ξ)g(x)
x−ξ .

5.2.20. 6 Έστω f : A → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A, f παραγωγίσιμη στον ξ και
ακολουθίες (xn′), (xn′′) στο A ώστε xn′ → ξ, xn′′ → ξ και xn′ ̸= ξ, xn′′ ̸= ξ για κάθε n.
Αν xn′ < ξ < xn

′′ για κάθε n, αποδείξτε ότι f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ → f ′(ξ).

Αν ισχύει | xn
′−ξ

xn
′−xn

′′ | ≤M για κάθε n, αποδείξτε ότι f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ → f ′(ξ).

Θεωρήστε τη συνάρτηση f στο παράδειγμα 5.1.7 (και στην άσκηση 5.1.5). Επίσης, έστω xn′ =
1

(π/2)+2nπ και xn′′ = 1
(−π/2)+2nπ για κάθε n. Η f είναι παραγωγίσμη στον 0 και xn′ → 0, xn′′ →

0, αλλά f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ ̸→ f ′(0).

5.2.21. Έστω k ∈ N και συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στον ξ.
Αποδείξτε ότι n

(
f(ξ + 1

n) + f(ξ + 2
n) + · · ·+ f(ξ + k

n)− kf(ξ)
)
→ k(k+1)

2 f ′(ξ).
Αποδείξτε ότι f(ξ + 1

n2 ) + f(ξ + 2
n2 ) + · · ·+ f(ξ + n

n2 )− nf(ξ) → 1
2f
′(ξ).

5.2.22. Έστω f : R → R συνεχής στον 0 και 0 < µ < 1 και limx→0
f(x)−f(µx)

x = b ∈ R.
Αποδείξτε ότι f ′(0) = b

1−µ .

5.2.23. Αποδείξτε ότι ο ρυθμός μεταβολής του όγκου ενός κύβου ως προς το μήκος της ακμής του
είναι ίσος με το μισό του εμβαδού της αντίστοιχης εξωτερικής επιφάνειάς του.
Αποδείξτε ότι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού ενός κυκλικού δίσκου ως προς το μήκος της δια-
μέτρου του είναι ίσος με το μισό του μήκους της αντίστοιχης περιφέρειάς του.
Αποδείξτε ότι ο ρυθμός μεταβολής του όγκου μιας σφαίρας ως προς το μήκος της διαμέτρου της
είναι ίσος με το μισό του εμβαδού της αντίστοιχης εξωτερικής επιφάνειάς της.
Διακρίνετε κάτι κοινό στα τρία προηγούμενα συμπεράσματα; Δοκιμάστε να διατυπώσετε παρό-
μοια συμπεράσματα για περισσότερα σχήματα του επιπέδου ή του χώρου. Διατυπώστε ένα πα-
ρόμοιο συμπέρασμα για ένα απλό σχήμα πάνω σε μια ευθεία: ένα ευθύγραμμο τμήμα, για παρά-
δειγμα.

5.2.24. Κάποια χρονική στιγμή η ακτίνα ενός κυκλικού δίσκου έχει μήκος κ και ρυθμό μεταβολής
ως προς τον χρόνο ίσο με µ. Υπολογίστε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του δίσκου ως προς
τον χρόνο την ίδια χρονική στιγμή.

5.2.25. Κάποια χρονική στιγμή η ακτίνα ενός σφαιρικού μπαλονιού έχει μήκος κ και η ποσότητα
του αέρα στο μπαλόνι έχει ρυθμό μεταβολής ως προς τον χρόνο ίσο με µ. Ποιός είναι ο ρυθμός
μεταβολής της ακτίνας ως προς τον χρόνο την ίδια χρονική στιγμή;

5.2.26.Μια μεταλλική ράβδος μήκους l έχει το ένα άκρο της στη μία πλευρά και το άλλο άκρο της
στην άλλη πλευρά μιας ορθής γωνίας. Αν το ένα άκρο απομακρύνεται από την κορυφή της γωνίας

6Μερικά αποτελέσματα για τη συμπεριφορά των χορδών του γραφήματος μιας συνάρτησης όταν αυτές πλησιάζουν
ένα σημείο του γραφήματος στο οποίο υπάρχει εφαπτόμενη ευθεία. Άλλες φορές οι κλίσεις των χορδών τείνουν στην
κλίση της εφαπτόμενης ευθείας και άλλες φορές όχι. Συνέχεια αυτής της άσκησης είναι η άσκηση 5.3.17.
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με ταχύτητα v (παραμένοντας στην ίδια πλευρά της γωνίας), βρείτε την ταχύτητα με την οποία το
άλλο άκρο πλησιάζει την κορυφή (παραμένοντας στην ίδια πλευρά της γωνίας). Βρείτε, επίσης,
τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης ενός από τα άκρα από την κορυφή ως προς την απόσταση
του άλλου άκρου από την κορυφή.

5.2.27. Ένα όχημα κινείται πάνω στην καμπύλη με εξίσωση y2 = 4x3. Σε ποιά θέση του οχήματος
ο ρυθμός μεταβολής της πρώτης συντεταγμένης του (ως προς τον χρόνο) είναι διπλάσιος από τον
ρυθμό μεταβολής της δεύτερης συντεταγμένης του (ως προς τον χρόνο); Καλό θα ήταν να μη
λύσετε ως προς οποιαδήποτε από τις μεταβλητές x, y.

5.2.28. Αυτή είναι η πιο σημαντική άσκηση του βιβλίου.
Επιστρατεύστε τη φαντασία σας και δικαιολογήστε τον όρο “κανόνας αλυσίδας” για τη σχέση
dz
dx = dz

dy
dy
dx για την παράγωγο σύνθετης συνάρτησης. Μην ξεχνάτε ότι όλα όσα περιέχονται σ’

αυτό το βιβλίο προέρχονται από την προσεκτική παρατήρηση του κόσμου που μας περιβάλλει.

5.3 Τα τέσσερα βασικά θεωρήματα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.7. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A.
Ο ξ χαρακτηρίζεται σημείο τοπικού μεγίστου της f αν υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ≤ f(ξ)
για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ.
Ο ξ χαρακτηρίζεται σημείο τοπικού ελαχίστου της f αν υπάρχει δ > 0ώστε να ισχύει f(x) ≥ f(ξ)
για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ.
Ο ξ χαρακτηρίζεται σημείο τοπικού ακροτάτου της f αν είναι σημείο τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου.

Είναι προφανές ότι, αν σε κάποιο σημείο μια συνάρτηση έχει μέγιστη τιμή, οπότε αυτό χαρα-
κτηρίζεται σημείο (ολικού) μεγίστου, τότε αυτό είναι και σημείο τοπικού μεγίστου. Ομοίως, αν
σε κάποιο σημείο μια συνάρτηση έχει ελάχιστη τιμή, οπότε αυτό χαρακτηρίζεται σημείο (ολικού)
ελαχίστου, τότε αυτό είναι και σημείο τοπικού ελαχίστου.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ FERMAT. Έστω f : A → R και ξ ∈ A από αριστερά του και από δεξιά του
σημείο συσσώρευσης του A. Αν ο ξ είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της f , τότε είτε δεν υπάρχει η
f ′(ξ) είτε f ′(ξ) = 0.

Απόδειξη. Έστω ότι ο ξ είναι σημείο τοπικού μεγίστου της f . Δηλαδή, έστω ότι ισχύει f(x) ≤
f(ξ) κοντά στον ξ.
Έστω ότι υπάρχει η f ′(ξ), οπότε f ′+(ξ) = f ′−(ξ) = f ′(ξ).
Ισχύει f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ 0 κοντά στον ξ από δεξιά του. Άρα

f ′(ξ) = f ′+(ξ) = limx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ 0.

Επίσης, ισχύει f(x)−f(ξ)
x−ξ ≥ 0 κοντά στον ξ από αριστερά του. Άρα

f ′(ξ) = f ′−(ξ) = limx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ 0.

Άρα f ′(ξ) = 0.
Αν ο ξ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου, τότε επαναλαμβάνουμε τους ίδιους συλλογισμούς με ≥ 0
αντί ≤ 0 και αντιστρόφως.

Το θεώρημα του Fermat λέει ότι, αν η f έχει παράγωγο σε σημείο τοπικού ακροτάτου της το
οποίο είναι από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού της,
τότε η εφαπτόμενη ευθεία στο αντίστοιχο σημείο του γραφήματός της είναι οριζόντια. Δείτε το
σχήμα 26.
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Υπενθυμίζουμε ότι όταν γράφουμε f ′(ξ) ή όταν λέμε ότι η f ′(ξ) υπάρχει εννοούμε ότι η τιμή
της μπορεί να είναι και ±∞.

Συνήθως, το θεώρημα του Fermat εφαρμόζεται με συνάρτηση f ορισμένη σε διάστημαA. Τότε
ο ξ πρέπει να είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος ώστε να είναι από αριστερά του και από
δεξιά του σημείο συσσώρευσης του διαστήματος.

Παράδειγμα 5.3.1. Ο 0 είναι σημείο ελαχίστου της συνάρτησης |x| αλλά δεν υπάρχει η d|x|
dx (0).

Παράδειγμα 5.3.2. Ο 0 είναι σημείο ελαχίστου της x2 και dx2

dx (0) = 0.

Παράδειγμα 5.3.3. Είναι dx3

dx (0) = 0 αλλά ο 0 δεν είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της x3. Άρα
δεν ισχύει το αντίστροφο του θεωρήματος του Fermat.

Το θεώρημα του Fermat μας δίνει το εξής πρακτικό πόρισμα. Αν θέλουμε να βρούμε τα σημεία
τοπικού ακροτάτου μιας συνάρτησης σε κάποιο διάστημα, τότε αρκεί να ψάξουμε ανάμεσα στα
παρακάτω σημεία: τα (πιθανά) άκρα του διαστήματος, τα σημεία στα οποία η συνάρτηση δεν έχει
παράγωγο και τα σημεία στα οποία η παράγωγος της συνάρτησης είναι ίση με 0. Κανένα άλλο
σημείο δεν είναι υποψήφιο σημείο τοπικού ακροτάτου.

Παράδειγμα 5.3.4. Έστω η f : [0, 4] → R με τύπο f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 5. Τότε f ′(x) =
6x2 − 18x + 12 = 6(x − 1)(x − 2), οπότε τα μόνα υποψήφια σημεία τοπικού ακροτάτου της f
είναι τα άκρα 0, 4 του [0, 4] καθώς και οι 1, 2 στους οποίους μηδενίζεται η f ′ . Οι τιμές της f στα
σημεία αυτά είναι 5, 37, 10, 9, αντιστοίχως.
Η f είναι συνεχής στο [0, 4], οπότε έχει οπωσδήποτε σημεία ολικού μεγίστου και ελαχίστου. Αυτά
είναι οπωσδήποτε κάποια από τα παραπάνω τέσσερα σημεία και, επομένως, ο 0 είναι το σημείο
ολικού ελαχίστου, οπότε η ελάχιστη τιμή της f είναι 5, και ο 4 είναι το σημείο ολικού μεγίστου,
οπότε η μέγιστη τιμή της f είναι 37. Μένει να δούμε αν οι 1, 2 είναι σημεία τοπικού ακροτάτου.
Η f είναι συνεχής στο [0, 2], οπότε έχει σημεία ολικού μεγίστου και ολικού ελαχίστου στο [0, 2].
Αυτά είναι κάποια από τα τρία σημεία 0, 1, 2, δηλαδή τα άκρα και το σημείο στο οποίο μηδενίζεται
η f ′. Οι αντίστοιχες τιμές της f είναι 5, 10, 9, οπότε ο 1 είναι το σημείο ολικού μεγίστου στο [0, 2]
και, επομένως, είναι και σημείο τοπικού μεγίστου στο [0, 4].
Ομοίως, επειδή οι τιμές στους 1, 2, 4 είναι 10, 9, 37, αντιστοίχως, ο 2 είναι σημείο ολικού ελαχίστου
στο [1, 4] και, επομένως, είναι σημείο τοπικού ελαχίστου στο [0, 4].
Το παράδειγμα αυτό θα το ξαναδούμε λίγο παρακάτω με απλούστερο τρόπο.

Το θεώρημα του Fermat έχει το εξής χρήσιμο συμπλήρωμα.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.5. [α] Έστω f : A → R και ξ ∈ A από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A. Αν ο
ξ είναι σημείο τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου της f , τότε είτε δεν υπάρχει η f ′+(ξ) είτε f ′+(ξ) ≤ 0 ή
f ′+(ξ) ≥ 0, αντιστοίχως.
[β] Έστω f : A→ R και ξ ∈ A από αριστερά του σημείο συσσώρευσης του A. Αν ο ξ είναι σημείο
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τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου της f , τότε είτε δεν υπάρχει η f ′−(ξ) είτε f ′−(ξ) ≥ 0 ή f ′−(ξ) ≤ 0,
αντιστοίχως.

Απόδειξη. [α] Έστω ξ σημείο τοπικού μεγίστου της f , οπότε ισχύει f(x) ≤ f(ξ) κοντά στον ξ.
Υποθέτουμε ότι υπάρχει η f ′+(ξ). Επειδή ισχύει f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ 0 κοντά στον ξ από τα δεξιά του,

είναι f ′+(ξ) = limx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ 0.
Η περίπτωση τοπικού ελαχίστου έχει ίδια απόδειξη.
[β] Ομοίως.

Υπενθυμίζουμε ότι, γράφοντας f ′+(ξ) ≤ 0 ή f ′+(ξ) ≥ 0, περιλαμβάνουμε την περίπτωση
f ′+(ξ) = −∞ ή f ′+(ξ) = +∞, αντιστοίχως. Ομοίως για την f ′−(ξ).

Παράδειγμα 5.3.5. Η f : [0, 2] → R με τύπο f(x) = x έχει σημείο τοπικού ελαχίστου τον 0 και
f ′+(0) = 1 ≥ 0. Η ίδια συνάρτηση έχει σημείο τοπικού μεγίστου τον 2 και f ′−(2) = 1 ≥ 0.

Παράδειγμα 5.3.6. Η f : [0, 2] → R με τύπο f(x) =
√
x έχει σημείο τοπικού ελαχίστου τον 0

και f ′+(0) = +∞ ≥ 0.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ ROLLE. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο
στο (a, b). Αν f(a) = f(b), τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = 0.

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι σταθερή στο [a, b], δηλαδή ισχύει f(x) = f(a) = f(b) για κάθε
x ∈ (a, b). Τότε ισχύει f ′(ξ) = 0 για κάθε ξ ∈ (a, b).
Έστω ότι η f δεν είναι σταθερή στο [a, b]. Τότε είτε (i) η f έχει μία τουλάχιστον τιμή > f(a) =
f(b) είτε (ii) η f έχει μία τουλάχιστον τιμή < f(a) = f(b). Εξετάζουμε τις δύο περιπτώσεις
ξεχωριστά.
(i) Σύμφωνα με το θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής, υπάρχει ξ ∈ [a, b] ο οποίος είναι σημείο
ολικού μεγίστου της f . Αφού υπάρχει τιμή της f μεγαλύτερη από f(a) = f(b), είναι f(ξ) >
f(a) = f(b), οπότε ξ ∈ (a, b). Βάσει της υπόθεσης, υπάρχει η f ′(ξ) και, σύμφωνα με το θεώρημα
του Fermat, f ′(ξ) = 0.
(ii) Σύμφωνα με το θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής, υπάρχει ξ ∈ [a, b] ο οποίος είναι σημείο
ολικού ελαχίστου της f . Αφού υπάρχει τιμή της f μικρότερη από f(a) = f(b), είναι f(ξ) <
f(a) = f(b), οπότε ξ ∈ (a, b). Βάσει της υπόθεσης, υπάρχει η f ′(ξ) και, σύμφωνα με το θεώρημα
του Fermat, f ′(ξ) = 0.

Το θεώρημα του Rolle λέει ότι, με τις κατάλληλες υποθέσεις, αν f(a) = f(b), τότε υπάρχει
ξ ∈ (a, b) ώστε η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) να είναι οριζόντια.

Παράδειγμα 5.3.7. Η f : [−2,
√
3] → R με τύπο f(x) = x3 + 2x2 − 3x − 5 είναι συνεχής στο

[−2,
√
3], υπάρχει η f ′(x) = 3x2 + 4x − 3 για κάθε x ∈ (−2,

√
3) και f(−2) = f(

√
3) = 1.

Άρα υπάρχει ξ ∈ (−2,
√
3) ώστε 3ξ2 + 4ξ − 3 = 0. Για να βρούμε τον ξ λύνουμε την εξίσωση

3x2 + 4x− 3 = 0. Οι λύσεις είναι οι −2±
√
13

3 και ανήκουν και οι δύο στο (−2,
√
3).

Σε σχέση με το θεώρημα του Rolle παρατηρούμε τα εξής. Πρώτον, το θεώρημα δεν αναφέρει
τρόπο εύρεσης του ξ για τον οποίο ισχύει f ′(ξ) = 0. Κατόπιν, αν η f δεν έχει παράγωγο έστω και
σε ένα μόνο σημείο του (a, b), τότε μπορεί να μην υπάρχει κανένας ξ ∈ (a, b) ωστε f ′(ξ) = 0.
Τέλος, οι υποθέσεις του θεωρήματος επιτρέπουν να είναι η παράγωγος ίση με ±∞ σε σημεία του
(a, b). Το συμπέρασμα εξακολουθεί να ισχύει.

Παράδειγμα 5.3.8. Η f : [−1, 1] → R με τύπο f(x) = |x| είναι συνεχής στο [−1, 1] και f(−1) =
f(1) = 1. Όμως, δεν υπάρχει κανένας ξ ∈ (−1, 1) ώστε f ′(ξ) = 0.

Παράδειγμα 5.3.9. Έστω η f(x) =

{√
x− x, αν 0 ≤ x ≤ 1

−
√
−x− x, αν −1 ≤ x ≤ 0

οπότε f(−1) = f(1) = 0.

Τότε f ′(x) =


(1/(2

√
x))− 1, αν 0 < x ≤ 1

+∞, αν x = 0

(1/(2
√
−x))− 1, αν −1 ≤ x < 0

και είναι f ′(ξ) = 0 για ξ = ±1
4 .
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ (LAGRANGE). Έστω ότι
η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b). Τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε

f ′(ξ) = f(b)−f(a)
b−a .

Απόδειξη. Ορίζουμε την h : [a, b] → R με τύπο

h(x) = (b− a)f(x)− (f(b)− f(a))x.

Η h είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο

h′(x) = (b− a)f ′(x)− (f(b)− f(a))

στο (a, b). Επίσης, είναι h(a) = h(b). Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε h′(ξ) = 0, οπότε η τελευταία
σχέση συνεπάγεται f(b)−f(a)

b−a = f ′(ξ).

Το θεώρημα μέσης τιμής του Lagrange λέει ότι, με τις κατάλληλες υποθέσεις, υπάρχει ξ ∈
(a, b)ώστε η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) να έχει ίδια κλίση (οπότε
να είναι παράλληλη) με την ευθεία η οποία διέρχεται από τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)). Δείτε
το σχήμα 27.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ (CAUCHY). Έστω f, g :
[a, b] → R συνεχείς στο [a, b] και παραγωγίσιμες στο (a, b). Τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε

(f(b)− f(a))g′(ξ) = (g(b)− g(a))f ′(ξ).

Απόδειξη. Έστω h : [a, b] → R με τύπο

h(x) = (g(b)− g(a))f(x)− (f(b)− f(a))g(x).

Η h είναι συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιμη στο (a, b) με παράγωγο

h′(x) = (g(b)− g(a))f ′(x)− (f(b)− f(a))g′(x).

Επίσης, h(a) = h(b). Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε h′(ξ) = 0, οπότε από την τελευταία σχέση
έχουμε (g(b)− g(a))f ′(ξ)− (f(b)− f(a))g′(ξ) = 0.

Παρατηρήστε ότι το θεώρημα του Rolle είναι απλή εφαρμογή του θεωρήματος μέσης τιμής του
Lagrange και ότι το θεώρημα μέσης τιμής του Lagrange είναι απλή εφαρμογή (με τη συνάρτηση
g(x) = x) του θεωρήματος μέσης τιμής του Cauchy. Από την άλλη μεριά, το θεώρημα μέσης
τιμής του Cauchy αποδείχτηκε ως εφαρμογή του θεωρήματος του Rolle. Συμπεραίνουμε ότι τα
τρία θεωρήματα είναι ισοδύναμα.
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Πολλές φορές το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy εφαρμόζεται με κάποιες επιπλέον υποθέ-
σεις. Συγκεκριμένα, αν g(a) ̸= g(b) και αν δεν ισχύει f ′(x) = g′(x) = 0 για κανένα x ∈ (a, b),
τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε

f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(ξ)

g′(ξ) . (5.9)

Πράγματι, από (f(b)− f(a))g′(ξ) = (g(b)− g(a))f ′(ξ) προκύπτει f(b)−f(a)
g(b)−g(a) g

′(ξ) = f ′(ξ). Από
αυτήν συνεπάγεται ότι, αν g′(ξ) = 0, τότε f ′(ξ) = 0, το οποίο είναι άτοπο. Άρα g′(ξ) ̸= 0 και
καταλήγουμε στην παραπάνω ισότητα.

Τώρα, την ισότητα (5.9) μπορούμε να τήν γράψουμε

f ′(ξ)
g′(ξ) = (f(b)−f(a))/(b−a)

(g(b)−g(a))/(b−a) ,

οπότε το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy λέει ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε ο λόγος των κλίσεων
των εφαπτόμενων ευθειών στα γραφήματα των f και g στα σημεία (ξ, f(ξ)) και (ξ, g(ξ)) να εί-
ναι ίσος με τον λόγο των κλίσεων των ευθειών οι οποίες διέρχονται από τα σημεία (a, f(a)) και
(b, f(b)) η πρώτη και από τα σημεία (a, g(a)) και (b, g(b)) η δεύτερη.

Ασκήσεις.

5.3.1. Έστω a < b. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε sin b−sin a
b−a = cos ξ και ότι υπάρχει

ξ ∈ (a, b) ώστε sin b−sin a
eb−ea = e−ξ cos ξ.

5.3.2. Έστω a < b. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε bn−an
b−a = nξn−1 και ότι υπάρχει

ξ ∈ (a, b) ώστε b1/n−a1/n
bn−an = ξ1/n

n2ξn
.

5.3.3.Μπορεί, ανάλογα με την τιμή της παραμέτρου c, η x3 − 12x = c να έχει δύο διαφορετικές
λύσεις στο [−2, 2]; στο (−∞,−2]; στο [2,+∞);

5.3.4. Αποδείξτε ότι η x2 = x sinx+cosx έχει ακριβώς δύο διαφορετικές λύσεις και προσδιορίστε
τη θέση τους σε σχέση με τον 0.

5.3.5. Αν an
n+1 +

an−1

n + · · ·+ a1
2 +a0 = 0, αποδείξτε ότι η anxn+an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0 = 0

έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα (0, 1).

5.3.6. Αποδείξτε ότι η πολυωνυμική εξίσωση xn + ax + b = 0 έχει το πολύ δύο διαφορετικές
λύσεις, αν ο n είναι άρτιος, και το πολύ τρεις διαφορετικές λύσεις, αν ο n είναι περιττός.

5.3.7. Αποδείξτε ότι η εξίσωση 1 + x
1! +

x2

2! + · · · + xn

n! = 0 έχει ακριβώς μία λύση, αν ο n είναι
περιττός, και καμιά λύση, αν ο n είναι άρτιος.

5.3.8. Αποδείξτε ότι η εξίσωση ex = 1 + x
1! +

x2

2! + · · ·+ xn

n! έχει ακριβώς μία λύση.

5.3.9. [α] Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I ώστε να ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε
εσωτερικό σημείο x του I . Αποδείξτε ότι η f είναι ένα-προς-ένα στο I .
[β] Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤ M για κάθε
εσωτερικό σημείο x του I . Αποδείξτε ότι υπάρχει c ̸= 0 ώστε η g : I → R με τύπο g(x) =
x+ cf(x) να είναι ένα-προς-ένα στο I .

5.3.10. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b) και
f(a) = f(b) = 0. Αποδείξτε ότι για κάθε λ υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = λf(ξ).

5.3.11. [α] Με το θεώρημα του Rolle και την αρχή της επαγωγής, αποδείξτε ότι κάθε πολυώνυμο
βαθμού n έχει το πολύ n διαφορετικές ρίζες.
[β] Έστω a1 < . . . < an και η συνάρτηση P (x) = (x− a1) · · · (x− an). Αποδείξτε ότι η P ′ έχει
ακριβώς n− 1 ρίζες. Προσδιορίστε τη θέση των ριζών της P ′ σε σχέση με τους a1, . . . , an.
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[γ] Δείτε την άσκηση 5.2.8.
Έστω πολυώνυμο P και έστω ξ1, . . . , ξm οι διαφορετικές ανά δύο ρίζες του. Έστω k1, . . . , km οι
αντίστοιχες πολλαπλότητες των ριζών του P , οπότε ισχύει P (x) = (x−ξ1)k1 · · · (x−ξm)kmQ(x)
για κάθε x, όπου Q είναι κάποιο πολυώνυμο χωρίς καμία ρίζα. Τότε λέμε ότι το P έχει ακριβώς
k = k1 + · · ·+ km ρίζες ή ότι το πλήθος των ριζών του P είναι k.
Αν το πλήθος των ριζών του πολυωνύμου P είναι k, αποδείξτε ότι το πλήθος των ριζών του P ′
είναι ≥ k − 1. Ειδικώτερα, αν ο βαθμός του P είναι n και το πλήθος των ριζών του P είναι n,
αποδείξτε ότι το πλήθος των ριζών του P ′ είναι n− 1.

5.3.12. Έστωm > 0, διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I και έστω ότι υπάρχει η f ′(x) για
κάθε εσωτερικό σημείο x του I . Έστω x1, x2 ∈ I και |f(x2)− f(x1)| = d.
Αν ισχύει |f ′(x)| ≥ m για κάθε εσωτερικό σημείο x του I , αποδείξτε ότι |x2 − x1| ≤ d

m .
Αν ισχύει |f ′(x)| ≤ m για κάθε εσωτερικό σημείο x του I , αποδείξτε ότι |x2 − x1| ≥ d

m .

5.3.13. Έστω f : [ξ−h, ξ+h] → R συνεχής στο [ξ−h, ξ+h] και παραγωγίσιμη στο (ξ−h, ξ)∪
(ξ, ξ + h).
Αποδείξτε ότι υπάρχει ζ ∈ (0, h) ώστε f(ξ+h)−f(ξ−h)

h = f ′(ξ + ζ) + f ′(ξ − ζ).

Αποδείξτε ότι υπάρχει ζ ∈ (0, h) ώστε f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)
h = f ′(ξ + ζ)− f ′(ξ − ζ).

5.3.14. Έστω f : (0,+∞) → R παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤ 1
x για

κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι limx→+∞(f(x+
√
x)− f(x)) = 0.

5.3.15. Έστω f : (0,+∞) → R παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και limx→+∞ f
′(x) = 0. Αποδείξτε

ότι limx→+∞(f(x+ 1)− f(x)) = 0.

5.3.16. 7 Έστω f : [ξ, b) → R συνεχής στο [ξ, b) και παραγωγίσιμη στο (ξ, b). Αν υπάρχει το
limx→ξ+ f

′(x), αποδείξτε ότι υπάρχει και η f ′+(ξ) και είναι ίση με την τιμή του ορίου. Ποιό είναι
το ανάλογο αποτέλεσμα για το limx→ξ− f

′(x) και την f ′−(ξ);

5.3.17. Αν στην άσκηση 5.2.20 το A είναι διάστημα, η f είναι παραγωγίσιμη στο A και η f ′ είναι
συνεχής στον ξ, αποδείξτε ότι f(xn

′)−f(xn
′′)

xn
′−xn

′′ → f ′(ξ).

5.3.18. Γνωρίζουμε ότι η f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
δεν έχει παράγωγο στον 0. Έχει η f

τον 0 ως σημείο τοπικού ακροτάτου; Σχεδιάστε το γράφημα της f .

Θεωρήστε την f(x) =

{
|x|(2 + sin(1/x)), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Έχει η f παράγωγο στον 0; Έχει η f τον

0 ως σημείο τοπικού ακροτάτου; Σχεδιάστε το γράφημα της f .
Μπορείτε να βρείτε απλή άρτια συνάρτηση f : R → R ώστε f ′(0) = 0 και ο 0 να μην είναι σημείο
τοπικού ακροτάτου της f ;

5.3.19. 8 Έστω f, g : I → R παραγωγίσιμες στο διάστημα I . Η συνάρτησηW (f, g) : I → R με
τύπο

W (f, g)(x) =

∣∣∣∣f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

∣∣∣∣ = f(x)g′(x)− f ′(x)g(x)

ονομάζεται ορίζουσα Wronski των f και g στο διάστημα I .
Έστω ότι ισχύει W (f, g)(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I . Δείτε την άσκηση 4.2.10 και αποδείξτε ότι οι
ρίζες της f , δηλαδή οι λύσεις της f(x) = 0, είναι διαδοχικές. Αυτό σημαίνει ότι, αν ξ είναι ρίζα
της f και αν υπάρχει άλλη ρίζα της f μεγαλύτερη από την ξ, τότε υπάρχει ελάχιστη ρίζα της f

7Ένα χρήσιμο αποτέλεσμα για την ύπαρξη παραγώγου σε άκρο διαστήματος.
8Η άσκηση αυτή συνεχίζεται στην άσκηση 7.2.15.
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μεγαλύτερη από την ξ (δηλαδή, η αμέσως επόμενη ρίζα) και, επίσης, αν υπάρχει άλλη ρίζα της
f μικρότερη από την ξ, τότε υπάρχει μέγιστη ρίζα της f μικρότερη από την ξ (δηλαδή, η αμέσως
προηγούμενη ρίζα). Το ίδιο ισχύει και για τη συνάρτηση g. Αποδείξτε, επίσης, ότι ανάμεσα σε δύο
οποιεσδήποτε διαδοχικές ρίζες της f βρίσκεται ακριβώς μία ρίζα της g και αντιστρόφως. Υπάρχει
περίπτωση να συμπέσουν μια ρίζα της f και μια ρίζα της g ;
Ταιριάζουν τα συμπεράσματα αυτά με το ζευγάρι των cosx και sinx ;

5.3.20. 9 [α]10 Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και έστω ότι η f έχει παράγωγο σε κάθε
εσωτερικό σημείο του I . Αποδείξτε ότι ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′− x′′| για κάθε x′, x′′ ∈ A
αν και μόνο αν ισχύει |f ′(x)| ≤M για κάθε εσωτερικό σημείο x του I .
[β]11 Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤ M για κάθε
εσωτερικό σημείο x του I . Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο I .
Εφαρμόζεται το κριτήριο αυτό στη συνάρτηση

√
x στο διάστημα [0, 1]; Είναι η συνάρτηση αυτή

ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1]; Τί γίνεται με την ίδια συνάρτηση στο διάστημα [1,+∞); Δείτε
και τις άλλες συναρτήσεις στην άσκηση 4.6.2.
[γ] Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤M για κάθε εσωτερικό
σημείο x του I . Αποδείξτε ότι, αν η (xn) είναι ακολουθία Cauchy στο I , τότε η (f(xn)) είναι
ακολουθία Cauchy.
[δ] Έστω b ∈ R και f : [a, b) → R συνεχής στο [a, b) και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι το limx→b f(x) υπάρχει και είναι αριθμός και ότι υπάρχει g : [a, b] → R
συνεχής στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b).

5.3.21. [α] Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b). Αν το
γράφημα της f δεν ταυτίζεται με το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα (a, f(a)) και (b, f(b)), αποδείξτε
ότι υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ1) <

f(b)−f(a)
b−a < f ′(ξ2).

[β] Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b). Αν f(a) =
f(b) = 0 και f(x0) = 1 για κάποιον x0 ∈ (a, b), αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε |f ′(ξ)| ≥
2

b−a . Κατόπιν, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε |f ′(ξ)| > 2
b−a .

5.3.22. Έστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη στο [a, b] και ότι η f ′ είναι συνεχής στο [a, b]. Aπο-
δείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

∣∣f(x)−f(y)
x−y − f ′(y)

∣∣ < ϵ για κάθε
x, y ∈ [a, b] με 0 < |x− y| < δ.

5.3.23. [α] Αν η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και αν f ′(a) < 0 < f ′(b), αποδείξτε
ότι οποιοδήποτε σημείο τοπικού ελαχίστου της f στο [a, b] (την ύπαρξη ενός τέτοιου εγγυάται το
θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής) ανήκει οπωσδήποτε στο (a, b). Ποιό είναι το συμπέρασμα
αν f ′(a) > 0 > f ′(b);
[β] Αποδείξτε το θεώρημα του Darboux:12 Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής και έχει
παράγωγο στο [a, b] και f ′(a) < λ < f ′(b) ή f ′(a) > λ > f ′(b). Τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε
f ′(ξ) = λ.
[γ] Έστω διάστημα I και f : I → R παραγωγίσιμη στο I . Αν η f ′ είναι μονότονη στο I , αποδείξτε
ότι είναι συνεχής στο I .

5.3.24. [α]13 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b], f(a) = f(b) και έστω ότι οι f ′−(x), f ′+(x)
υπάρχουν για κάθε x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε είτε f ′−(ξ) ≤ 0 ≤ f ′+(ξ)

9Μια σχέση ανάμεσα στην παράγωγο και στην ομοιόμορφη συνέχεια. Δείτε τις ασκήσεις 4.6.3, 4.6.10 και 4.6.11.
10Δείτε την άσκηση 4.6.3 και την υποσημείωσή της. Το αποτέλεσμα εδώ διατυπώνεται ως εξής: αν η f είναι συνεχής

στο διάστημα I και έχει παράγωγο στο εσωτερικό του I , τότε η f είναι Lipschitz-συνεχής στο I αν και μόνο αν η f ′ είναι
φραγμένη στο εσωτερικό του I .

11Ένα κριτήριο ομοιόμορφης συνέχειας.
12Πρόκειται για μια βαθύτερη ιδιότητα της παραγώγου: η παράγωγος μιας συνεχούς συνάρτησης σε διάστημα έχει την

ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής και, μάλιστα, χωρίς να προϋποτίθεται η συνέχεια της παραγώγου.
13Γενίκευση του θεωρήματος του Rolle.
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είτε f ′+(ξ) ≤ 0 ≤ f ′−(ξ).
[β]14 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και έστω ότι οι f ′−(x), f ′+(x) υπάρχουν για κάθε
x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε είτε f ′−(ξ) ≤

f(b)−f(a)
b−a ≤ f ′+(ξ) είτε f ′+(ξ) ≤

f(b)−f(a)
b−a ≤ f ′−(ξ).

5.3.25. Ορίζουμε συναρτήσεις Tn : [−1, 1] → R ως εξής:

T0(x) = 1 και Tn(x) =
1

2n−1 cos(n arccosx) για − 1 ≤ x ≤ 1 και n ∈ N.

Αποδείξτε ότι ισχύει T1(x) = x και 4Tn+2(x) = 4xTn+1(x) − Tn(x) για κάθε x ∈ [−1, 1] και
κάθε n ≥ 1. Συμπεράνατε ότι για κάθε n ≥ 1 η συνάρτηση Tn ταυτίζεται στο [−1, 1] με μια
πολυωνυμική συνάρτηση στο R η οποία έχει βαθμό n και μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1.
Αυτήν την πολυωνυμική συνάρτηση θα τη συμβολίζουμε, επίσης, Tn.15

Υπολογίστε τα πολυώνυμα T2, T3, T4.
Παρατηρήστε ότι Tn(1) = 1

2n−1 και Tn(−1) = (−1)n
2n−1 για κάθε n ≥ 1.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 1 το πολυώνυμο Tn έχει ακριβώς n ρίζες: τους αριθμούς xk =
cos(2k−12n π) για k = 1, . . . , n. Όλες αυτές οι ρίζες είναι στο διάστημα (−1, 1).
Παρατηρήστε ότι ισχύει |Tn(x)| ≤ 1

2n−1 για κάθε x ∈ [−1, 1] και κάθε n ≥ 1. Αποδείξτε ότι
για κάθε n ≥ 1 το πολυώνυμο Tn′ έχει ακριβώς n − 1 ρίζες: τους αριθμούς tk = cos( knπ) για
k = 1, . . . , n − 1. Όλες αυτές οι ρίζες είναι στο διάστημα (−1, 1). Βρείτε τις τιμές Tn(tk) για
k = 1, . . . , n− 1.
Παρατηρήστε για κάθε n ≥ 1 τη σχέση διάταξης ανάμεσα στις ρίζες του Tn και τις ρίζες του Tn′

και σχεδιάστε το γράφημα του πολυωνύμου Tn στο διάστημα [−1, 1].
Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 1 και για κάθε πολυώνυμο P βαθμού n με μεγιστοβάθμιο συντελεστή
1 ισχύει 1

2n−1 = max{|Tn(x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} ≤ max{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1}.
Για ποιά πολυώνυμα P βαθμού n με μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1 γίνεται ισότητα η τελευταία
ανισότητα;16

5.4 Μονοτονία συνάρτησης.

Έστω διάστημα I οποιουδήποτε τύπου. Το διάστημα το οποίο προκύπτει αν από το I αφαιρέ-
σουμε τα άκρα του - όποια ανήκουν στο I - δηλαδή το σύνολο των εσωτερικών σημείων του I ,
ονομάζεται εσωτερικό του I .

Η πρόταση 5.6 λέει κάτι που δεν είναι καθόλου προφανές αν και είναι διαισθητικά αναμε-
νόμενο: αν όλες οι εφαπτόμενες ευθείες στο γράφημα μιας συνάρτησης σε ένα διάστημα είναι
οριζόντιες, τότε το γράφημα της συνάρτησης είναι οριζόντιο, δηλαδή η συνάρτηση είναι σταθερή.
Επίσης, λέει ότι αν όλες οι εφαπτόμενες ευθείες στο γράφημα μιας συνάρτησης σε ένα διάστημα
έχουν μη-αρνητική (μη-θετική) κλίση, τότε η συνάρτηση είναι αύξουσα (φθίνουσα).

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.6. Έστω διάστημα I και έστω ότι η f : I → R είναι συνεχής στο I και έχει παράγωγο
στο εσωτερικό του I .
[α] Η f είναι σταθερή αν και μόνο αν ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I .
[β] Η f είναι αύξουσα αν και μόνο αν ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I .
[γ] Η f είναι φθίνουσα αν και μόνο αν ισχύει f ′(x) ≤ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I .

14Γενίκευση του θεωρήματος μέσης τιμής του Lagrange.
15Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις Tn ονομάζονται πολυώνυμα του Chebyshev.
16Εδώ έχουμε ένα χαρακτηριστικό κλασσικό και σημαντικό αποτέλεσμα μη-τετριμμένης ελαχιστοποίησης: η εύρεση

της ελάχιστης τιμής της ποσότητας max{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} στο σύνολο των πολυωνύμων P βαθμού n με μεγιστο-
βάθμιο συντελεστή 1. Αυτή η ελάχιστη τιμή είναι η 1

2n−1 και πραγματοποιείται με το πολυώνυμο Tn του Chebyshev.
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Απόδειξη. [α] Αν η f είναι σταθερή, γνωρίζουμε ότι ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x στο εσωτερικό
του I (αλλά και στα άκρα του I , όσα περιέχονται στο I).
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I . Έστω x1, x2 ∈ I
με x1 < x2, όπου κάποιος από τους x1, x2 μπορεί να είναι άκρο του I . Η f είναι συνεχής στο
[x1, x2] και υπάρχει η f ′(x) για κάθε x ∈ (x1, x2). Άρα υπάρχει ξ ∈ (x1, x2) και, επομένως, ξ
στο εσωτερικό του I , ώστε

f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ) = 0.

Άρα f(x1) = f(x2). Δηλαδή όλες οι τιμές της f είναι ίσες μεταξύ τους, οπότε η f είναι σταθερή.
[β] Αν η f είναι αύξουσα, τότε, όπως αποδείξαμε πριν από τον κανόνα αντίστροφης συνάρτησης,
ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I .
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I . Έστω x1, x2 ∈ I με
x1 < x2. Όπως πριν, υπάρχει ξ ∈ (x1, x2) και, επομένως ξ στο εσωτερικό του I , ώστε

f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ) ≥ 0.

Άρα f(x1) ≤ f(x2) και, επομένως, η f είναι αύξουσα.
[γ] Όπως στο [β].

Πριν από την πρόταση 5.6 είπαμε ότι τα συμπεράσματά της δεν είναι προφανή. Ας πούμε δύο
λόγια γι αυτό. Αν γνωρίζουμε ότι η f είναι σταθερή στο διάστημα I , τότε το γράφημά της είναι
οριζόντιο και, επομένως, είναι σαφές ότι οι εφαπτόμενες ευθείες στα διάφορα σημεία του είναι
όλες οριζόντιες, δηλαδή οι κλίσεις τους είναι όλες 0. Βλέπουμε ότι, γνωρίζοντας την συνάρτηση,
έχουμε άμεση και απτή πληροφορία για τις κλίσεις της. Όμως, το αντίστροφο δεν είναι απολύτως
σαφές. Αν γνωρίζουμε ότι οι εφαπτόμενες ευθείες στα διάφορα σημεία του γραφήματος της συνάρ-
τησης είναι όλες οριζόντιες - χωρίς να έχουμε καμιά άλλη πληροφορία για την ίδια τη συνάρτηση
- δεν είναι απολύτως ξεκάθαρο ότι το γράφημά της είναι οριζόντιο. Είναι μεν αναμενόμενο αλλά
όχι προφανές. Η ουσία του προβλήματος είναι η εξής: μπορούμε να καθορίσουμε τις κλίσεις (δη-
λαδή, την παράγωγο) μιας συνάρτησης από την συνάρτηση, αλλά δεν είναι σαφής ο καθορισμός
της συνάρτησης από τις κλίσεις της. Στο πρόβλημα αυτό απαντά σε πρώτη απλή μορφή το θεμε-
λιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού που θα δούμε στο κεφάλαιο 7 και σε πιο περίπλοκες
περιπτώσεις ο κλάδος των διαφορικών εξισώσεων. Σε όλα αυτά η πρόταση 5.6 παίζει καθοριστικό
ρόλο.

Αξίζει να διατυπώσουμε μια παραλλαγή της πρότασης 5.6. Η πρόταση 5.7 λέει ότι, αν όλες
οι εφαπτόμενες ευθείες στο γράφημα μιας συνάρτησης σε ένα διάστημα έχουν θετική (αρνητική)
κλίση, τότε η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα (γνησίως φθίνουσα).

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.7. Έστω διάστημα I και έστω ότι η f : I → R είναι συνεχής στο I και έχει παράγωγο
στο εσωτερικό του I .
[α] Αν ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I , τότε η f είναι γνησίως αύξουσα.
[β] Αν ισχύει f ′(x) < 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I , τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα.

Απόδειξη. Ίδια με την απόδειξη του αντίστοιχου μέρους της πρότασης 5.6.

Στις προτάσεις 5.6, 5.7 και 5.8 όταν γράφουμε f ′(x) ≥ 0 ή f ′(x) > 0 περιλαμβάνουμε και
την περίπτωση f ′(x) = +∞. Ομοίως, όταν γράφουμε f ′(x) ≤ 0 ή f ′(x) < 0 περιλαμβάνουμε
και την περίπτωση f ′(x) = −∞.

Πρέπει να επισημάνουμε ότι δεν ισχύουν τα αντίστροφα των [α], [β] της πρότασης 5.7. Αν η
f είναι γνησίως αύξουσα, τότε το μόνο γενικό συμπέρασμα είναι αυτό που ισχύει επειδή η f είναι
αύξουσα, δηλαδή f ′(x) ≥ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I . Ανάλογο συμπέρασμα ισχύει αν η
f είναι γνησίως φθίνουσα. Επίσης, στις προτάσεις 5.6 και 5.7 οι υποθέσεις και τα συμπεράσματα
ισχύουν σε διάστημα. Αν οι υποθέσεις ισχύουν σε ενώσεις διαστημάτων, τότε τα συμπεράσματα
μπορεί να μην ισχύουν κι αυτά στις ενώσεις διαστημάτων.
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Παράδειγμα 5.4.1. Η x3 είναι γνησίως αύξουσα στο R αλλά δεν είναι σωστό ότι ισχύει dx3

dx > 0

για κάθε x ∈ R. Πράγματι, είναι dx3

dx = 3x2 > 0 για κάθε x ̸= 0 αλλά dx3

dx (0) = 0.

Παράδειγμα 5.4.2. Έστω η συνάρτηση f(x) = x
|x| . Ισχύει f

′(x) = 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) ∪
(0,+∞), αλλά η f δεν είναι σταθερή στο (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Είναι σταθερή −1 στο διάστημα
(−∞, 0) και σταθερή 1 στο διάστημα (0,+∞).

Παράδειγμα 5.4.3. Είναι d(1/x)
dx = − 1

x2 < 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Όμως η 1
x δεν

είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0)∪ (0,+∞). Είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (−∞, 0)
και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,+∞).

Το επόμενο αποτέλεσμα είναι χρήσιμο για την αναγνώριση των σημείων τοπικού ακροτάτου
μιας συνάρτησης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.8. Έστω f : A → R, (a, b) ⊆ A, a < ξ < b και έστω ότι η f είναι συνεχής στο
(a, b).
[α] Αν ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, ξ) και f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ (ξ, b), τότε ο ξ είναι σημείο
τοπικού μεγίστου της f .
[β] Αν ισχύει f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ (a, ξ) και f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (ξ, b), τότε ο ξ είναι σημείο
τοπικού ελαχίστου της f .

Απόδειξη. [α] Η f είναι αύξουσα στο (a, ξ] και φθίνουσα στο [ξ, b), οπότε ο f(ξ) είναι η μέγιστη
τιμή της στο διάστημα (a, b).
[β] Ομοίως.

Παρατηρήστε ότι, στην πρόταση 5.8, δεν χρειάζεται να έχει παράγωγο η f στον ξ. Αρκεί μόνο
να είναι συνεχής στον ξ.

Σε σχέση με τη μονοτονία μιας συνάρτησης πρέπει να έχει κανείς υπ’ όψη του τα εξής απλά.
Έστω συνάρτηση f ορισμένη στο διάστημα I , έστω εσωτερικό σημείο ξ του I και έστω I− και
I+ τα υποδιαστήματα αριστερά και δεξιά, αντιστοίχως, του ξ στα οποία χωρίζεται το I από τον ξ.
Θεωρούμε ότι και τα δύο διαστήματα I− και I+ περιέχουν το κοινό άκρο τους ξ. Αν η f είναι αύξουσα
στο I− και φθίνουσα στο I+, τότε το ξ είναι σημείο τοπικού μεγίστου της f . Αν η f είναι φθίνουσα
στο I− και αύξουσα στο I+, τότε το ξ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της f . Αν η f είναι (γνησίως)
αύξουσα στο I− και (γνησίως) αύξουσα στο I+, τότε η f είναι (γνησίως) αύξουσα στο I . Αν η f είναι
(γνησίως) φθίνουσα στο I− και (γνησίως) φθίνουσα στο I+, τότε η f είναι (γνησίως) φθίνουσα στο I .
Όλα αυτά αποδεικνύονται πολύ εύκολα (και είναι άσχετα με την έννοια της παραγώγου). Με βάση
τα προηγούμενα, ιδού μια συνηθισμένη περίπτωση εφαρμογής της πρότασης 5.8. Έστω συνάρτηση
f συνεχής σε διάστημα και έστω ξ1, ξ2, . . . , ξn στο ίδιο διάστημα, στα οποία περιλαμβάνονται
τα (πιθανά) άκρα του διαστήματος, ώστε σε καθένα από τα ενδιάμεσα ανοικτά υποδιαστήματα
η f ′ έχει σταθερό πρόσημο. Τότε (i) τα (πιθανά) άκρα του διαστήματος είναι σημεία τοπικού
ακροτάτου, (ii) κάθε ξk το οποίο χωρίζει υποδιαστήματα στα οποία η f ′ έχει διαφορετικό πρόσημο
είναι σημείο τοπικού ακροτάτου και (iii) κάθε ξk το οποίο χωρίζει υποδιαστήματα στα οποία η f ′

έχει ίδιο πρόσημο δεν είναι σημείο τοπικού ακροτάτου.

Παράδειγμα 5.4.4. Το παράδειγμα 5.3.4 και πάλι. Η f : [0, 4] → R με τύπο f(x) = 2x3 − 9x2 +
12x + 5 είναι συνεχής στο [0, 4] και ισχύει f ′(x) = 6x2 − 18x + 12 = 6(x − 1)(x − 2) για
κάθε x ∈ (0, 4). Επίσης, ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (0, 1) και κάθε x ∈ (2, 4) και f ′(x) < 0
για κάθε x ∈ (1, 2). Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1], γνησίως φθίνουσα στο [1, 2] και
γνησίως αύξουσα στο [2, 4]. Επομένως, οι 0, 2 είναι σημεία τοπικού ελαχίστου της f και οι 1, 4
σημεία τοπικού μεγίστου.

Παράδειγμα 5.4.5. Έστω η συνάρτηση f(x) =


x, αν 0 ≤ x ≤ 1

2− x, αν 1 ≤ x ≤ 2

x− 2, αν 2 ≤ x ≤ 3

Η f είναι συνεχής στο

[0, 3] και ισχύει f ′(x) = 1 για κάθε x ∈ (0, 1) και x ∈ (2, 3) και f ′(x) = −1 για κάθε x ∈ (1, 2).
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Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1], γνησίως φθίνουσα στο [1, 2] και γνησίως αύξουσα στο
[2, 3]. Επομένως, οι 0, 2 είναι σημεία τοπικού ελαχίστου και οι 1, 3 σημεία τοπικού μεγίστου.
Επειδή f(0) = f(2) = 0, f(1) = f(3) = 1 και 0 ≤ f(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ [0, 3], οι 0, 2 είναι
σημεία ολικού ελαχίστου και οι 1, 3 σημεία ολικού μεγίστου. Η f δεν έχει παράγωγο στους 1, 2.

Με τη βοήθεια των θεωρημάτων μέσης τιμής του διαφορικού λογισμού ή των προτάσεων 5.6
και 5.7 αποδεικνύονται διάφορες ισότητες και ανισότητες με μεταβλητές σε διαστήματα του R.

Παράδειγμα 5.4.6. Έστω n ∈ N, n ≥ 2. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) = (x+ 1)n − nx− 1.
Η παράγωγος συνάρτηση είναι η f ′(x) = n(x + 1)n−1 − n, οπότε ισχύει f ′(x) < 0 για κάθε
x ∈ [−1, 0) και f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞). Άρα η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο
διάστημα [−1, 0] και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞). Άρα ισχύει f(x) > f(0) = 0 ή, ισοδύναμα,

(x+ 1)n > nx+ 1 για κάθε x ≥ −1, x ̸= 0.

Αποδείξαμε, λοιπόν, με δεύτερο τρόπο την ανισότητα του Bernoulli. Μάλιστα, αποδείξαμε ότι,
όταν n ≥ 2, η ανισότητα είναι γνήσια στο [−1, 0) ∪ (0,+∞) και ισχύει ως ισότητα μόνο για
x = 0. (Αν n = 1, η ανισότητα ισχύει, προφανώς, ως ισότητα σε ολόκληρο το R.)

Παράδειγμα 5.4.7. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει

ex > x+ 1 για κάθε x ̸= 0.

Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = ex − x − 1, η οποία είναι συνεχής στο R και ισχύει f ′(x) =
ex − 1 < 0 για κάθε x < 0 και f ′(x) = ex − 1 > 0 για κάθε x > 0. Άρα η συνάρτηση είναι
γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0] και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞). Άρα ισχύει ex − x − 1 =
f(x) > f(0) = 0 για κάθε x ̸= 0. Η γνήσια ανισότητα γίνεται ισότητα μόνο για x = 0.

Παράδειγμα 5.4.8. Θα ξανααποδείξουμε τον διωνυμικό τύπο του Newton:

(x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k =

∑n
k=0

n!
k!(n−k)!x

kyn−k.

Αν n = 1, ο τύπος γράφεται (x+ y)1 = x+ y και, προφανώς, ισχύει.
Υποθέτουμε ότι ο τύπος ισχύει για κάποιον n ∈ N και θεωρούμε την συνάρτηση

f(x) = (x+ y)n+1 −
∑n+1

k=0
(n+1)!

k!(n+1−k)!x
kyn+1−k

με μεταβλητή x. Παραγωγίζουμε, προσέχοντας ότι ο όρος που αντιστοιχεί στον k = 0 δεν περιέχει
την μεταβλητή x, και έχουμε

f ′(x) = (n+ 1)(x+ y)n − (n+ 1)
∑n+1

k=1
n!

(k−1)!(n+1−k)!x
k−1yn+1−k.

Γράφονταςm = k−1 στο τελευταίο άθροισμα, βρίσκουμε, σύμφωνα με την επαγωγική υπόθεση,

f ′(x) = (n+ 1)(x+ y)n − (n+ 1)
∑n

m=0
n!

m!(n−m)!x
myn−m = 0.

Άρα η f είναι σταθερή, οπότε για κάθε x ισχύει f(x) = f(0) = yn+1 − yn+1 = 0 ή, ισοδύναμα,

(x+ y)n+1 =
∑n+1

k=0
(n+1)!

k!(n+1−k)!x
kyn+1−k.

Άρα ο τύπος ισχύει και για τον n+ 1 και, επομένως, ισχύει για κάθε n ∈ N.

Ασκήσεις.

5.4.1. Βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα σημεία τοπικού και ολικού ακροτάτου των x2 −
x−1, x3−15x2+72x+7, x4(x−1)4, x+ 1

x ,
x2−2x+3
x2+2x+3

,
√
x

x+4 , x
2e−x, logxx , |x|e−|x−1|, sinx−cosx,

sin(3x)
3 − cosx, x+ sinx, x+ | sinx|, arctanx− log(1 + x2).
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5.4.2. Βρείτε τα σημεία τοπικού ακροτάτου της συνάρτησης (x−1)|x| στο [−1, 3], της |x2−3x+2|
στο [−3, 10], της x+ 1

x στο [13 , 3], της (logx)
2/x στο [1, 3] και της ex sinx στο [0, 2π].

5.4.3. Αναλόγως της τιμής της παραμέτρου a, σχεδιάστε το γράφημα της cosx+a
sinx .

5.4.4. Έστω a1 < . . . < an. Βρείτε τα σημεία ολικού ελαχίστου των (x− a1)
2 + · · ·+ (x− an)

2

και |x− a1|+ · · ·+ |x− an|.

5.4.5. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση (1 + 1
x)

x είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).

5.4.6. Βρείτε την τιμή του a > 0 για την οποία η μέγιστη τιμή της συνάρτησης xae2a−x στο
[0,+∞) είναι η ελάχιστη δυνατή.

5.4.7. Ανάλογα με την τιμή του a βρείτε τον αριθμό των λύσεων της εξίσωσης sinx = ax.

5.4.8. Ανάλογα με την τιμή του a βρείτε τον αριθμό των λύσεων της εξίσωσης tanx = ax στο
διάστημα (−π

2 + kπ, π2 + kπ) για κάθε k ∈ Z.

5.4.9. Έστω f, g : [0, b] → R συνεχείς στο [0, b] και παραγωγίσιμες στο (0, b), f(0) = g(0) = 0

και έστω ότι ισχύει f ′(x), g′(x) > 0 για κάθε x ∈ (0, b). Αν η f ′

g′ είναι αύξουσα στο (0, b),
αποδείξτε ότι η f

g είναι αύξουσα στο (0, b].

Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x
sinx ,

(1/2)x2

1−cosx ,
(1/6)x3

x−sinx , · · · είναι αύξουσες στο (0, π2 ).

5.4.10. Δείτε τις ασκήσεις 4.6.3 και 5.1.2. Έστω διάστημα I και f : I → R και M ≥ 0, ρ > 0
ώστε να ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′|ρ για κάθε x′, x′′ ∈ I . Αν ρ > 1, αποδείξτε ότι η f
είναι σταθερή στο I .

5.4.11. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b). Έστω ότι
ισχύει f ′(x) ≥ µ για κάθε x ∈ (a, b).
Αποδείξτε ότι ισχύει f(a) + µ(x− a) ≤ f(x) ≤ f(b) + µ(x− b) για κάθε x ∈ [a, b].
Αποδείξτε ότι, αν υπάρχει c ∈ (a, b] ώστε f(a)+µ(c−a) = f(c), τότε ισχύει f(a)+µ(x−a) =
f(x) για κάθε x ∈ [a, c].
Ομοίως, αποδείξτε ότι, αν υπάρχει c ∈ [a, b) ώστε f(c) = f(b) + µ(c − b), τότε ισχύει f(x) =
f(b) + µ(x− b) για κάθε x ∈ [c, b].
Διατυπώστε και αποδείξτε τα ανάλογα των παραπάνω στην περίπτωση που ισχύει f ′(x) ≤ µ για
κάθε x ∈ (a, b).

5.4.12. Έστω f : [1, 4] → R συνεχής στο [1, 4], f(1) = −7 και έστω ότι ισχύει f ′(x) ≥ 3 για
κάθε x ∈ (1, 4). Αποδείξτε ότι f(4) ≥ 2.
Για κάθε a ≥ 2 βρείτε συγκεκριμένη f με όλες τις παραπάνω ιδιότητες ώστε f(4) = a.

5.4.13. 17 [α] Έστω η συνάρτηση f(x) = arccosx+ arcsinx. Αποδείξτε ότι ισχύει f ′(x) = 0 για
κάθε x ∈ (−1, 1). Αποδείξτε ότι ισχύει arccosx+ arcsinx = π

2 για κάθε x ∈ [−1, 1].
[β] Αποδείξτε ότι ισχύει arctan y + arccot y = π

2 για κάθε x.
[γ] Έστω η συνάρτηση f(x) = arctanx+arctan 1

x . Αποδείξτε ότι ισχύει f
′(x) = 0 για κάθε x ̸= 0.

Αποδείξτε ότι ισχύει arctanx + arctan 1
x = π

2 για κάθε x > 0 και arctanx + arctan 1
x = −π

2 για
κάθε x < 0.

5.4.14. Αποδείξτε ότι ισχύει log 1+x
1−x > 2x+ 2x3

3 για κάθε x ∈ (0, 1).

Αποδείξτε ότι ισχύει log 1+x
1−x < 2x+ 2x3

3 + x4

2 για κάθε x ∈ (0, 12 ].

Αποδείξτε ότι ισχύει ex/(x+1) < 1 + x για κάθε x > −1.
Αποδείξτε ότι ισχύει x− x3

3 < arctanx < x για κάθε x > 0.
17Δείτε και την άσκηση 4.5.7 για τα ίδια (και περισσότερα) αποτελέσματα.
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5.4.15. [α] Γνωρίζουμε ότι ισχύει sinx < x για κάθε x > 0 και x < sinx για κάθε x < 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει 2

π x < sinx < x για κάθε x ∈ (0, π2 ).
Αποδείξτε ότι ισχύει x < sinx < 2

π x για κάθε x ∈ (−π
2 , 0).

Οι ανισότητες αυτές λένε ότι, κοντά στον 0, το sinx βρίσκεται ανάμεσα σε δύο σταθερά και θετικά
πολλαπλάσια του x.
[β] Γνωρίζουμε ότι ισχύει x < ex − 1 για κάθε x ̸= 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει x < ex − 1 < (e− 1)x για κάθε x ∈ (0, 1).
Αποδείξτε ότι ισχύει x < ex − 1 < e−1

e x για κάθε x ∈ (−1, 0).
Οι ανισότητες αυτές λένε ότι, κοντά στον 0, το ex−1 βρίσκεται ανάμεσα σε δύο σταθερά και θετικά
πολλαπλάσια του x.
[γ] Αποδείξτε ότι ισχύει logx < x− 1 για κάθε x > 0 με x ̸= 1.
Αποδείξτε ότι ισχύει 1

e−1 (x− 1) < logx < x− 1 για κάθε x ∈ (1, e).
Αποδείξτε ότι ισχύει e

e−1 (x− 1) < logx < x− 1 για κάθε x ∈ (1e , 1).
Οι ανισότητες αυτές λένε ότι, κοντά στον 1, ο logx βρίσκεται ανάμεσα σε δύο σταθερά και θετικά
πολλαπλάσια του x− 1.

5.4.16. Έστω 0 < x < y. Αποδείξτε ότι axa−1 < ya−xa

y−x < aya−1, αν a < 0 ή a > 1, και ότι
aya−1 < ya−xa

y−x < axa−1, αν 0 < a < 1.

Έστω x < y, a > 0, a ̸= 1. Αποδείξτε ότι ax log a < ay−ax
y−x < ay log a.

Έστω 0 < x < y. Αποδείξτε ότι 1
y <

1
y−x log

y
x <

1
x .

Αποδείξτε ότι ισχύει | arctanx− arctan y| < |x− y| για κάθε x, y με x ̸= y.

5.4.17. Αποδείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει ex > 1 + x
1! + · · ·+ xn

n! .
Αποδείξτε ότι για κάθε x < 0 ισχύει ex > 1 + x

1! + · · · + xn

n! , αν ο n είναι περιττός, και ex <
1 + x

1! + · · ·+ xn

n! , αν ο n είναι άρτιος.

5.4.18. Αποδείξτε ότι για κάθε x ̸= 0 ισχύει cosx > 1 − x2

2! + · · · + (−1)m x2m

(2m)! , αν ο m είναι

περιττός, και cosx < 1− x2

2! + · · ·+ (−1)m x2m

(2m)! , αν οm είναι άρτιος.

Αποδείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει sinx < x
1! −

x3

3! + · · · + (−1)m−1 x2m−1

(2m−1)! , αν ο m είναι

περιττός, και sinx > x
1! −

x3

3! + · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m−1)! , αν οm είναι άρτιος. Τί ισχύει για x < 0 ;

5.4.19. Αποδείξτε ότι ισχύει (x+ 1)a ≥ ax+ 1 για κάθε x ≥ −1 και κάθε a ≥ 1.
Η ανισότητα αυτή είναι γενίκευση της ανισότητας του Bernoulli. Διερευνήστε τις περιπτώσεις που
η ανισότητα ισχύει ως ισότητα.
Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη ανισότητα (ή και ανεξάρτητα από αυτήν), αποδείξτε ότι, αν
x ≥ −a, x ̸= 0 και 0 < a < b, τότε ισχύει (1 + x

a )
a < (1 + x

b )
b.

5.4.20. [α] ΈστωA > 0 και n ∈ N. Βρείτε την ελάχιστη τιμή και όλα τα σημεία ολικού ελαχίστου
της συνάρτησης nA+x

(n+1) n+1√Anx
.

[β]18 Αποδείξτε με επαγωγή ως προς n ότι για κάθε a1, . . . , an ≥ 0 ισχύει η ανισότητα του
Cauchy ή ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,

n
√
a1 · · · an ≤ 1

n (a1 + · · ·+ an),

και ότι η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν a1 = . . . = an.
[γ] Αποδείξτε την ανισότητα του Cauchy και ως εξής: αν A = a1+···+an

n , πολλαπλασιάστε τις
18Οι a1+···+an

n
και n

√
a1 · · · an ονομάζονται αριθμητικός μέσος και γεωμετρικός μέσος, αντιστοίχως, των a1, . . . , an.

Μια ακόμη απόδειξη της ανισότητας αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου είναι στην άσκηση 5.5.39. Για μια γενίκευση της
ανισότητας αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου δείτε και την άσκηση 5.4.23.
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ανισότητες ak
A ≤ e

ak
A
−1 για k = 1, . . . , n. Αποδείξτε και πάλι ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο

αν a1 = . . . = an.

5.4.21. 19 Έστω a, b ≥ 0 και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1. Αποδείξτε την ανισότητα του Young,

ab ≤ 1
pa

p + 1
q b

q.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν ap = bq.

5.4.22. Έστω a1, . . . , an, b1, . . . , bn ≥ 0 και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1.

[α]20 Αποδείξτε την ανισότητα του Hölder,

a1b1 + · · ·+ anbn ≤
(
a1

p + · · ·+ an
p
)1/p(

b1
q + · · ·+ bn

q
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sakp = tbk

q για κάθε k = 1, . . . , n.
Επειδή 1

2 + 1
2 = 1, η γνωστή και πολύ σημαντική ανισότητα του Cauchy,

a1b1 + · · ·+ anbn ≤
(
a1

2 + · · ·+ an
2
)1/2(

b1
2 + · · ·+ bn

2
)1/2

,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.
[β] Αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski,(

(a1 + b1)
p + · · ·+ (an + bn)

p
)1/p ≤ (

a1
p + · · ·+ an

p
)1/p

+
(
b1

p + · · ·+ bn
p
)1/p

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sak = tbk για κάθε k = 1, . . . , n.

5.4.23. Έστω a1, . . . , an, w1, . . . , wn > 0 και w1 + · · ·+ wn = 1.
Αποδείξτε ότι η f(p) = (w1a1

p + · · ·+ wnan
p)1/p είναι αύξουσα στο R \ {0}.

Αποδείξτε ότι limp→0(w1a1
p + · · ·+ wnan

p)1/p = a1
w1 · · · anwn .

Αν p′ < 0 < p′′, αποδείξτε ότι21

(w1a1
p′ + · · ·+ wnan

p′)1/p
′ ≤ a1

w1 · · · anwn ≤ (w1a1
p′′ + · · ·+ wnan

p′′)1/p
′′
.

Δείτε ότι η ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου στην άσκηση 5.4.20 είναι ειδική περί-
πτωση αυτής της ανισότητας.

5.4.24. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης τουA και f ′(ξ) > 0. Χρησιμοποιώντας τον
ορισμό του f ′(ξ), αποδείξτε ότι ισχύει f(x) > f(ξ) κοντά στον ξ από δεξιά του και f(x) < f(ξ)
κοντά στον ξ από αριστερά του. Μπορεί να είναι ο ξ σημείο τοπικού ακροτάτου της f ; Τι γίνεται
αν f ′(ξ) < 0;

Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) =

{
x+ 2x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι f ′(0) = 1. Απο-

δείξτε ότι δεν υπάρχει κανένας a > 0 ώστε η f να είναι αύξουσα στο διάστημα (−a, a). Να
αντιπαραβάλετε με το παραπάνω γενικό αποτέλεσμα και με τις προτάσεις 5.6 και 5.7.

5.4.25. 22 Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I . Αν κανένα εσωτερικό σημείο του I δεν είναι
σημείο τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου της f , αποδείξτε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο I .

19Θα ξαναδούμε την ανισότητα του Young στις ασκήσεις 5.5.38 και 6.4.16.
20Η ανισότητα του Hölder είναι και στην άσκηση 5.5.39.
21Η ανισότητα αυτή είναι και στην άσκηση 5.5.39.
22Η άσκηση αυτή δεν σχετίζεται με την έννοια της παραγώγου και θα είχε ενταχθεί στην ενότητα 4.4 αν είχαμε δει

εκεί τους ορισμούς των τοπικών ακροτάτων.
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5.4.26. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε x στο
εσωτερικό του I . Από την άσκηση 5.3.9[α] γνωρίζουμε ότι η f είναι ένα-προς-ένα στο I .
Αποδείξτε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο I .
Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I είτε ισχύει f ′(x) < 0 για
κάθε x στο εσωτερικό του I .23

5.4.27. Έστω f, g : (a, b) → R παραγωγίσιμες στο (a, b), a < 0 < b. Έστω, επίσης, ότι ισχύει
f ′(x) = g(x), g′(x) = −f(x) για κάθε x ∈ (a, b) και f(0) = 0, g(0) = 1. Γνωρίζετε κάποιο
τέτοιο ζευγάρι συναρτήσεων;
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x)2 + g(x)2 = 1 για κάθε x ∈ (a, b).
Αν οι F,G έχουν τις ίδιες ιδιότητες (όπου η F αντιστοιχεί στην f και η G στην g), αποδείξτε ότι
ισχύει F (x) = f(x) και G(x) = g(x) για κάθε x ∈ (a, b).

5.4.28. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιμη στο (a, b) και k > 0 ώστε να
ισχύει |f ′(x)| ≤ k|f(x)− f(a)| για κάθε x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή στο [a, b].

5.4.29. Έστω ευθεία l του επιπέδου και σημείο M = (x0, y0) του ίδιου επιπέδου. Ονομάζουμε
απόσταση τουM από την l την ελάχιστη απόσταση από τοM προς οποιοδήποτε σημείο της l και
τη συμβολίζουμε dist(M, l).
Αν η l είναι κατακόρυφη με εξίσωση x = κ, αποδείξτε ότι dist(M, l) = |κ− x0|.
Αν η l είναι πλάγια με εξίσωση y = µx+ν, αποδείξτε ότι dist(M, l) = |µx0+ν−y0|/(1+µ2)1/2.
Αν η εξίσωση της ευθείας είναι στη μορφή ax+by = c, όπου ένας τουλάχιστον από τους a, b είναι
̸= 0, αποδείξτε ότι dist(M, l) = |ax0 + by0 − c|/(a2 + b2)1/2.

5.4.30. Λυγίζουμε μια λεπτή ευθεία ράβδο μήκους l ώστε να σχηματισθεί ένα ορθογώνιο παραλ-
ληλόγραμμο. Σε ποιά σημεία της πρέπει να λυγίσουμε τη ράβδο ώστε το ορθογώνιο παραλληλό-
γραμμο να έχει μέγιστο εμβαδό;

5.4.31. Θεωρούμε ευθεία γραμμή η οποία χωρίζει ένα επίπεδο σε δύο ημιεπίπεδα καθώς και σημείο
A1 στο ένα ημιεπίπεδο σε απόσταση d1 από την ευθεία και σημείο A2 στο άλλο ημιεπίπεδο σε
απόσταση d2 από την ευθεία. Ένα (σημειακό) όχημα κινείται με ταχύτητα σταθερού μέτρου v1
όταν βρίσκεται στο πρώτο ημιεπίπεδο και με ταχύτητα σταθερού μέτρου v2 όταν βρίσκεται στο
δεύτερο ημιεπίπεδο. Βρείτε την τροχιά που πρέπει να ακολουθήσει το όχημα ώστε από το σημείο
A1 να φτάσει στο σημείο A2 στον ελάχιστο χρόνο.

5.4.32. Έστω ορθός κυκλικός κώνος με ύψος h και ακτίνα βάσης r.
Ποιός είναι ο κύλινδρος ο οποίος περιέχεται στον κώνο με μια βάση του πάνω στη βάση του κώνου
και έχει τον μέγιστο όγκο;
Ποιός είναι ο κύλινδρος ο οποίος περιέχεται στον κώνο με μια βάση του πάνω στη βάση του κώνου
και έχει τη μέγιστη επιφάνεια;

5.4.33. Έστω ότι τα κέντρα δύο σφαιρών με ακτίνες a και b έχουν απόσταση c > a + b. Βρείτε
σε ποιό σημείο ανάμεσα στις δύο σφαίρες και πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα κέ-
ντρα των σφαιρών πρέπει να τοποθετήσουμε μια σημειακή φωτεινή πηγή ώστε να φωτίσουμε την
μεγαλύτερη δυνατή συνολική επιφάνεια των δύο σφαιρών. Έχει λύση το πρόβλημα αν η φωτεινή
πηγή μπορεί να τοποθετηθεί οπουδήποτε στον χώρο;

5.5 Παράγωγοι ανώτερης τάξης και εφαρμογές.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.8. Έστω f : A → R και B = {x ∈ A | f ′(x) ∈ R} ⊆ A και ξ ∈ B σημείο
συσσώρευσης τουB. Όπως έχουμε ήδη πει, ορίζεται η παράγωγος συνάρτηση f ′ : B → R. Τώρα, αν

23Δηλαδή, αν η παράγωγος συνεχούς συνάρτησης σε διάστημα δεν μηδενίζεται, τότε έχει την ιδιότητα σταθερού προσή-
μου και, μάλιστα, χωρίς να υποθέσουμε ότι η παράγωγος είναι συνεχής. Να αντιπαραβάλετε με το θεώρημα του Darboux
στην άσκηση 5.3.23[β].
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υπάρχει η παράγωγος της f ′ στον ξ, δηλαδή το όριο (f ′)′(ξ) = limx→ξ
f ′(x)−f ′(ξ)

x−ξ , το συμβολίζουμε,
πιο απλά, f ′′(ξ) και το ονομάζουμε δεύτερη παράγωγο της f στον ξ. Δηλαδή,

f ′′(ξ) = limx→ξ
f ′(x)−f ′(ξ)

x−ξ .

Ομοίως, ορίζεται η τρίτη παράγωγος ως η πρώτη παράγωγος της δεύτερης παραγώγου και, επα-
γωγικά, μπορούμε να ορίσουμε την n-οστή παράγωγο ως την πρώτη παράγωγο της (n − 1)-οστής
παραγώγου.
Η πρώτη παράγωγος της f στον ξ συμβολίζεται και f (1)(ξ) και η δεύτερη παράγωγος συμβολίζεται
και f (2)(ξ). Για την τρίτη παράγωγο χρησιμοποιούμε και τα δύο σύμβολα f ′′′(ξ), f (3)(ξ) και για
μεγαλύτερης τάξης παραγώγους χρησιμοποιούμε το σύμβολο f (n)(ξ).
Υπάρχουν και τα σύμβολα Dn

xf ,
dnf
dxn και dny

dxn .

Τονίζουμε ότι, βάσει του ορισμού, η n-οστή παράγωγος της f στον ξ είναι το όριο

f (n)(ξ) = limx→ξ
f (n−1)(x)−f (n−1)(ξ)

x−ξ .

Τέλος, αναφέρουμε ότι μερικές φορές το f(ξ) συμβολίζεται f (0)(ξ).

Παράδειγμα 5.5.1. Αν n ∈ N, τότε οι παράγωγοι συναρτήσεις της xn είναι:

dxn

dx = nxn−1, d2xn

dx2 = n(n− 1)xn−2, d3xn

dx3 = n(n− 1)(n− 2)xn−3,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dn−1xn

dxn−1 = n(n− 1) · · · 2x, dnxn

dxn = n(n− 1) · · · 2 · 1 = n!.

Η dnxn

dxn είναι σταθερή, οπότε κάθε παράγωγος μεγαλύτερης τάξης είναι σταθερή 0. Δηλαδή, είναι
dmxn

dxm = 0 για κάθεm ∈ N,m > n.

Παράδειγμα 5.5.2. Αν a /∈ N ∪ {0}, οι παράγωγοι συναρτήσεις της xa είναι: dxa

dx = axa−1,
d2xa

dx2 = a(a− 1)xa−2 και, γενικά,

dnxa

dxn = a(a− 1) · · · (a− n+ 1)xa−n για n ∈ N.

Παρατηρήστε ότι ο συντελεστής της xa−n είναι ̸= 0 και, επομένως, καμιά παράγωγος συνάρτηση
δεν είναι σταθερή 0.

Παράδειγμα 5.5.3. Αν a > 0, οι παράγωγοι συναρτήσεις της ax είναι dax

dx = ax log a, d2ax

dx2 =
ax(log a)2 και, γενικά,

dnax

dxn = ax(log a)n για n ∈ N.

Ειδικώτερα:
dnex

dxn = ex για n ∈ N.

Παράδειγμα 5.5.4. Οι παράγωγοι συναρτήσεις της sinx είναι: sin(1) x = cosx, sin(2) x = − sinx,
sin(3) x = − cosx, sin(4) x = sinx. Από το σημείο αυτό και πέρα οι διαδοχικές παράγωγοι συ-
ναρτήσεις επαναλαμβάνουν τον “κύκλο”: sinx, cosx, − sinx, − cosx. Μπορούμε, επίσης, να
γράψουμε

d2k sinx
dx2k = (−1)k sinx, d2k−1 sinx

dx2k−1 = (−1)k−1 cosx για k ∈ N.

Ομοίως,
d2k cosx
dx2k = (−1)k cosx, d2k−1 cosx

dx2k−1 = (−1)k sinx για k ∈ N.
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Τώρα θα αιτιολογήσουμε το σύμβολο dny
dxn στην περίπτωση της δεύτερης παραγώγου, βασιζό-

μενοι, όμως, στο όριο
limh→0

f(ξ+2h)−2f(ξ+h)+f(ξ)
h2 = f ′′(ξ), (5.10)

το οποίο εμφανίζεται στην άσκηση 5.6.9. Αν γράψουμε y = f(ξ+h), η = f(ξ) και∆x = h, τότε
είναι ∆y = y − η = f(ξ + h) − f(ξ). Τώρα, εκτός από τη διαφορά f(ξ + h) − f(ξ) θεωρούμε
και την ίδια διαφορά αλλά στον ξ + h αντί στον ξ, δηλαδή την f(ξ + 2h) − f(ξ + h). Για να
καταλάβουμε καλύτερα την κατάσταση, ας θέσουμε

(∆y)(ξ) = f(ξ + h)− f(ξ).

Τότε είναι
(∆y)(ξ + h) = f(ξ + 2h)− f(ξ + h)

και μπορούμε να γράψουμε

f(ξ + 2h)− 2f(ξ + h) + f(ξ) = (∆y)(ξ + h)− (∆y)(ξ) = ∆(∆y).

Δηλαδή η παράσταση f(ξ + 2h) − 2f(ξ + h) + f(ξ) προκύπτει από δύο διαδοχικές εφαρμογές
της “πράξης” της διαφοράς. Γι αυτό η παράσταση αυτή ονομάζεται δεύτερη διαφορά της f και
συμβολίζεται∆(∆y) ή, πιο σύντομα, ∆2y.
Μπορούμε, επομένως, να γράψουμε το παραπάνω όριο (5.10) ως

lim∆x→0
∆2y
∆x2 = f ′′(ξ).

Από αυτό το όριο προκύπτει το σύμβολο
d2y
dx2 = f ′′(ξ),

όπως από το lim∆x→0
∆y
∆x = f ′(ξ) προκύπτει το dy

dx = f ′(ξ).
Θα δούμε τώρα μερικές εφαρμογές της δεύτερης παραγώγου.

5.5.1 Κριτήριο τοπικού ακροτάτου.

Η πρώτη εφαρμογή είναι ένα απλό κριτήριο τοπικού ακροτάτου.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.9. 24 Έστω διάστημα I , f : I → R, έστω ότι η f είναι συνεχής και έχει παράγωγο
στο I και έστω ότι υπάρχει η f ′′(ξ) σε κάποιον ξ στο εσωτερικό του I .
[α] Αν f ′(ξ) = 0 και f ′′(ξ) > 0, τότε ο ξ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της f .
[β] Αν f ′(ξ) = 0 και f ′′(ξ) < 0, τότε ο ξ είναι σημείο τοπικού μεγίστου της f .

Απόδειξη. [α] Επειδή

limx→ξ
f ′(x)
x−ξ = limx→ξ

f ′(x)−f ′(ξ)
x−ξ = f ′′(ξ) > 0,

ισχύει
f ′(x)
x−ξ > 0 κοντά στον ξ.

Τώρα, ο ξ είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος I και, επομένως, ισχύει f ′(x) < 0 κοντά στον
ξ από τα αριστερά του και f ′(x) > 0 κοντά στον ξ από τα δεξιά του. Δηλαδή, υπάρχουν a, b ώστε
a < ξ < b και (a, b) ⊆ I και ώστε να ισχύει f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ (a, ξ) και f ′(x) > 0 για κάθε
x ∈ (ξ, b). Η f είναι συνεχής στο (a, ξ] και στο [ξ, b), οπότε είναι γνησίως φθίνουσα στο (a, ξ] και
γνησίως αύξουσα στο [ξ, b). Άρα ο ξ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου της f .
[β] Ομοίως.

Παράδειγμα 5.5.5. Είναι dx2

dx (0) = 0 και d2x2

dx2 (0) = 2. Επομένως, ο 0 είναι σημείο τοπικού
ελαχίστου της x2.

Παράδειγμα 5.5.6. Είναι dx4

dx (0) = 0 και d2x4

dx2 (0) = 0. Όμως, ο 0 είναι σημείο τοπικού ελαχίστου
της x4. Άρα δεν ισχύει το αντίστροφο της πρότασης 5.9.

24Μια γενίκευση αυτής της πρότασης υπάρχει στην άσκηση 5.6.12.
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5.5.2 Κυρτές και κοίλες συναρτήσεις.

Η δεύτερη εφαρμογή της δεύτερης παραγώγου έχει να κάνει με τις γεωμετρικές έννοιες της
κυρτότητας και της κοιλότητας.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.9. Έστω διάστημα I και f : I → R. Η f χαρακτηρίζεται κυρτή στο I αν για κάθε
x1, x2 ∈ I με x1 < x2 ισχύει

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2) για 0 < t < 1.

Αν η ανισότητα αυτή είναι γνήσια, τότε η f χαρακτηρίζεται γνησίως κυρτή στο I .
Ομοίως, η f χαρακτηρίζεται κοίλη στο I αν για κάθε x1, x2 ∈ I με x1 < x2 ισχύει

f((1− t)x1 + tx2) ≥ (1− t)f(x1) + tf(x2) για 0 < t < 1.

Και, αν αυτή η ανισότητα είναι γνήσια, τότε η f χαρακτηρίζεται γνησίως κοίλη στο I .

Παράδειγμα 5.5.7. Κάθε αφφινική συνάρτηση µx+ ν είναι κυρτή και κοίλη στο R.

Παράδειγμα 5.5.8. Η συνάρτηση x2 είναι γνησίως κυρτή στο R.

Παράδειγμα 5.5.9. Η συνάρτηση |x| είναι κυρτή στο R.

Θα δούμε ότι η ανισότητα f((1 − t)x1 + tx2) ≤ (1 − t)f(x1) + tf(x2) γράφεται με έναν
διαφορετικό (αλλά ισοδύναμο) τρόπο.

Έστω x1 < x2. Είναι απλό να δει κανείς ότι η

x = (1− t)x1 + tx2

είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του t και απεικονίζει το διάστημα [0, 1] αμφιμονοσήμαντα επί
του [x1, x2]. Επίσης, η αντίστροφη συνάρτηση

t = x−x1
x2−x1

είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του x και απεικονίζει το διάστημα [x1, x2] αμφιμονοσήμαντα
επί του [0, 1]. Με αυτές τις αλλαγές μεταβλητής από t σε x και αντιστρόφως μπορούμε να γρά-
ψουμε, επιπλέον, 1− t = x2−x

x2−x1
και, επομένως, μπορούμε να ξαναδιατυπώσουμε τον ορισμό της

κυρτότητας ως εξής. Η f : I → R είναι κυρτή στο διάστημα I αν και μόνο αν για κάθε x1, x2 ∈ I
με x1 < x2 ισχύει

f(x) ≤ x2−x
x2−x1

f(x1) +
x−x1
x2−x1

f(x2) για x1 < x < x2.

Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι η f είναι γνησίως κυρτή στο διάστημα I αν και μόνο αν ισχύει η
ίδια ανισότητα ως γνήσια ανισότητα.

Ομοίως, η f είναι κοίλη στο διάστημα I αν και μόνο αν για κάθε x1, x2 ∈ I με x1 < x2 ισχύει

f(x) ≥ x2−x
x2−x1

f(x1) +
x−x1
x2−x1

f(x2) για x1 < x < x2.

Και η f είναι γνησίως κοίλη στο διάστημα I αν και μόνο αν ισχύει η ίδια ανισότητα ως γνήσια
ανισότητα.

Από αυτές τις ανισότητες προκύπτει το γεωμετρικό περιεχόμενο των εννοιών της κυρτότητας
και της κοιλότητας συναρτήσεων. Πράγματι, είναι εύκολο να δει κανείς ότι η

y = x2−x
x2−x1

f(x1) +
x−x1
x2−x1

f(x2)

είναι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία (x1, f(x1)) και (x2, f(x2)). Επομένως,
το ότι η f είναι κυρτή (κοίλη) στο διάστημα I σημαίνει ότι για κάθε x1, x2 ∈ I με x1 < x2 το
μέρος του γραφήματος της f που είναι ανάμεσα στα σημεία (x1, f(x1)) και (x2, f(x2)) βρίσκεται
κάτω (πάνω) από ή επί του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα αυτά τα δύο σημεία. Το ότι η f είναι
γνησίως κυρτή (κοίλη) στο διάστημα I σημαίνει ότι για κάθε x1, x2 ∈ I με x1 < x2 το μέρος
του γραφήματος της f που είναι ανάμεσα στα σημεία (x1, f(x1)) και (x2, f(x2)) βρίσκεται κάτω
(πάνω) από το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα αυτά τα δύο σημεία. Δείτε το σχήμα 28.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 5.10. Έστω διάστημα I και f : I → R κυρτή ή κοίλη στο I . Τότε η f είναι συνεχής στο
εσωτερικό του I .

Απόδειξη. Έστω ξ στο εσωτερικό του I , οπότε υπάρχουν a, b ∈ I ώστε a < ξ < b. Έστω ότι η f
είναι κυρτή στο I .
Έστω a < x < ξ. Τότε ισχύει f(x) ≤ ξ−x

ξ−af(a) +
x−a
ξ−af(ξ) και f(ξ) ≤

b−ξ
b−xf(x) +

ξ−x
b−xf(b). Άρα

b−x
b−ξ f(ξ) +

x−ξ
b−ξ f(b) ≤ f(x) ≤ ξ−x

ξ−af(a) +
x−a
ξ−af(ξ) για a < x < ξ,

οπότε, με παρεμβολή, limx→ξ− f(x) = f(ξ).
Έστω ξ < x < b. Τότε ισχύει f(x) ≤ b−x

b−ξ f(ξ) +
x−ξ
b−ξ f(b) και f(ξ) ≤

x−ξ
x−af(a) +

ξ−a
x−af(x). Άρα

ξ−x
ξ−af(a) +

x−a
ξ−af(ξ) ≤ f(x) ≤ b−x

b−ξ f(ξ) +
x−ξ
b−ξ f(b) για ξ < x < b,

οπότε, πάλι με παρεμβολή, limx→ξ+ f(x) = f(ξ).
Άρα limx→ξ f(x) = f(ξ) και η f είναι συνεχής στον ξ.
Η απόδειξη είναι ίδια αν η f είναι κοίλη στο I .

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.11. Έστω διάστημα I και f : I → R.
[α] Αν η f είναι κυρτή στο I , τότε (i) για κάθε ξ στο εσωτερικό του I ή αριστερό άκρο του I υπάρχει
η f ′+(ξ) και ισχύει f ′+(ξ) ≤

f(x)−f(ξ)
x−ξ για κάθε x ∈ I με x > ξ και (ii) για κάθε ξ στο εσωτερικό

του I ή δεξιό άκρο του I υπάρχει η f ′−(ξ) και ισχύει
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ f ′−(ξ) για κάθε x ∈ I με x < ξ.
Αν η f είναι γνησίως κυρτή στο I , τότε οι δύο παραπάνω ανισότητες ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες.
Τέλος, ισχύει −∞ < f ′−(ξ) ≤ f ′+(ξ) < +∞ για κάθε ξ στο εσωτερικό του I .
[β] Αν η f είναι κοίλη στο I , τότε (i) για κάθε ξ στο εσωτερικό του I ή αριστερό άκρο του I υπάρχει
η f ′+(ξ) και ισχύει f ′+(ξ) ≥

f(x)−f(ξ)
x−ξ για κάθε x ∈ I με x > ξ και (ii) για κάθε ξ στο εσωτερικό

του I ή δεξιό άκρο του I υπάρχει η f ′−(ξ) και ισχύει
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ f ′−(ξ) για κάθε x ∈ I με x < ξ.
Αν η f είναι γνησίως κοίλη στο I , τότε οι δύο παραπάνω ανισότητες ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες.
Τέλος, ισχύει −∞ < f ′+(ξ) ≤ f ′−(ξ) < +∞ για κάθε ξ στο εσωτερικό του I .

Απόδειξη. [α] Έστω f κυρτή στο I .
Έστω ξ εσωτερικό σημείο ή δεξιό άκρο του I . Έστω x1, x2 ∈ I με x1 < x2 < ξ. Τότε είναι
f(x2) ≤ ξ−x2

ξ−x1
f(x1) +

x2−x1
ξ−x1

f(ξ), οπότε

f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ για x1 < x2 < ξ.

Άρα η g(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ είναι αύξουσα στο υποδιάστημα του I που βρίσκεται αριστερά του ξ,

οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα 3.2 και τα σχόλια μετά από αυτό, υπάρχει το limx→ξ− g(x) =
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limx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′−(ξ) και είναι > −∞ και, επίσης, ισχύει f ′−(ξ) ≥ g(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ για

κάθε x ∈ I με x < ξ.
Αν η f είναι γνησίως κυρτή στο I , τότε, όπως πριν, η g είναι γνησίως αύξουσα, οπότε ισχύει
f ′−(ξ) > g(x) = f(x)−f(ξ)

x−ξ για κάθε x ∈ I με x < ξ.
Έστω ξ εσωτερικό σημείο ή αριστερό άκρο του I . Έστω x3, x4 ∈ I με ξ < x3 < x4. Τότε είναι
f(x3) ≤ x4−x3

x4−ξ f(ξ) +
x3−ξ
x4−ξf(x4) και, επομένως,

f(x3)−f(ξ)
x3−ξ ≤ f(x4)−f(ξ)

x4−ξ για ξ < x3 < x4.

Άρα η h(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ είναι αύξουσα στο υποδιάστημα του I που βρίσκεται δεξιά του ξ, οπότε

υπάρχει το limx→ξ+ h(x) = limx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′+(ξ) και είναι < +∞ και, επίσης, ισχύει

f ′+(ξ) ≤ h(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ για κάθε x ∈ I με x > ξ.

Αν η f είναι γνησίως κυρτή στο I , τότε, όπως πριν, η h είναι γνησίως αύξουσα, οπότε ισχύει
f ′+(ξ) < h(x) = f(x)−f(ξ)

x−ξ για κάθε x ∈ I με x > ξ.
Έστω ξ στο εσωτερικό του I . Έστω a, b ∈ I με a < ξ < b. Από την f(ξ) ≤ b−ξ

b−af(a) +
ξ−a
b−af(b)

έχουμε f(a)−f(ξ)
a−ξ ≤ f(b)−f(ξ)

b−ξ , οπότε f ′−(ξ) = lima→ξ−
f(a)−f(ξ)

a−ξ ≤ limb→ξ+
f(b)−f(ξ)

b−ξ = f ′+(ξ).
[β] Ομοίως.

Παρατηρήστε το εξής πόρισμα της πρότασης 5.11. Αν η f είναι κυρτή ή κοίλη στο διάστημα
I και έχει παράγωγο σε κάποιον ξ στο εσωτερικό του I , τότε f ′(ξ) ∈ R, οπότε η f είναι παραγω-
γίσιμη στον ξ.

Αξίζει να τονίσουμε μερικά στοιχεία που προέκυψαν από την πρόταση 5.11 και την απόδειξή
της. Αν η f είναι κυρτή στο διάστημα I και ο ξ είναι οποιοδήποτε εσωτερικό σημείο του I , είδαμε
ότι είναι

−∞ < f ′+(ξ) ≤ f ′−(ξ) < +∞.

Αυτό σημαίνει ότι υπάρχουν οι δύο εφαπτόμενες ημιευθείες του γραφήματος της f στο σημείο
(ξ, f(ξ)) και ότι η “προς τα πάνω” γωνία τους είναι κυρτή, δηλαδή έχει τιμή ≤ π. Επίσης, προέ-
κυψε ότι για κάθε x1, x2, x3, x4 ∈ I με τη διάταξη x1 < x2 < ξ < x3 < x4 ισχύει

f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ ≤ f ′−(ξ) ≤ f ′+(ξ) ≤
f(x3)−f(ξ)

x3−ξ ≤ f(x4)−f(ξ)
x4−ξ .

Αυτό σημαίνει ότι η κλίση f(x)−f(ξ)
x−ξ μιας μεταβλητής χορδής του γραφήματος της f με σταθερό το

ένα της άκρο στο (ξ, f(ξ)) αυξάνεται καθώς το άλλο άκρο (x, f(x)) κινείται πάνω στο γράφημα
από αριστερά προς δεξιά. Και, ειδικώτερα, όταν το (x, f(x)) μεταβαίνει από την αριστερή στη
δεξιά μεριά του (ξ, f(ξ)), η κλίση της χορδής κάνει ένα “άλμα” από τιμές μικρότερες ή ίσες της
κλίσης της αριστερής εφαπτόμενης ημιευθείας σε τιμές μεγαλύτερες ή ίσες της κλίσης της δεξιάς
εφαπτόμενης ημιευθείας στο σημείο (ξ, f(ξ)).

Είναι εύκολο να δει κανείς πώς θα προσαρμοστούν τα προηγούμενα στην περίπτωση που η f
είναι γνησίως κυρτή ή κοίλη ή γνησίως κοίλη ή που ο ξ είναι αριστερό ή δεξιό άκρο του διαστή-
ματος I .

Στη συνέχεια θα δούμε δύο βασικά κριτήρια με τα οποία μπορούμε να αποφασίσουμε αν μια
συνάρτηση είναι κυρτή ή κοίλη σε κάποιο διάστημα.

ΠΡΟΤΑΣΗ5.12. Έστω διάστημα I και έστω ότι η f : I → R είναι συνεχής στο I και έχει παράγωγο
στο εσωτερικό του I .
[α] Η f είναι (γνησίως) κυρτή στο διάστημα I αν και μόνο αν η f ′ είναι (γνησίως) αύξουσα στο
εσωτερικό του I .
[β] Η f είναι (γνησίως) κοίλη στο διάστημα I αν και μόνο αν η f ′ είναι (γνησίως) φθίνουσα στο
εσωτερικό του I .
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Απόδειξη. [α] Έστω ότι η f είναι κυρτή στο I . Έστω x1, x2 στο εσωτερικό του I με x1 < x2.
Σύμφωνα με την πρόταση 5.11, είναι

f ′(x1) ≤ f(x2)−f(x1)
x2−x1

≤ f ′(x2),

οπότε η f ′ είναι αύξουσα στο εσωτερικό του I . Αν η f είναι γνησίως κυρτή, τότε οι ανισότητες
αυτές ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες, οπότε η f ′ είναι γνησίως αύξουσα.
Αντιστρόφως, έστω ότι η f ′ είναι αύξουσα στο εσωτερικό του I . Έστω x, x1, x2 ∈ I ώστε x1 <
x < x2. Τότε υπάρχουν ξ1, ξ2 ώστε x1 < ξ1 < x < ξ2 < x2 και

f(x)−f(x1)
x−x1

= f ′(ξ1),
f(x2)−f(x)

x2−x = f ′(ξ2).

Είναι f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2), οπότε
f(x)−f(x1)

x−x1
≤ f(x2)−f(x)

x2−x .

Συνεπάγεται
f(x) ≤ x2−x

x2−x1
f(x1) +

x−x1
x2−x1

f(x2),

οπότε η f είναι κυρτή στο I . Και πάλι, αν η f ′ είναι γνησίως αύξουσα, τότε οι ανισότητες ισχύουν
ως γνήσιες ανισότητες, οπότε η f είναι γνησίως κυρτή.
[β] Ομοίως.

Από την πρόταση 5.12 προκύπτει ένας ακόμη γεωμετρικός χαρακτηρισμός των εννοιών της
κυρτότητας και της κοιλότητας για συναρτήσεις f οι οποίες είναι συνεχείς σε ένα διάστημα I και
παραγωγίσιμες στο εσωτερικό του I . Το ότι η f είναι κυρτή (κοίλη) στο I σημαίνει ότι η κλίση
της εφαπτόμενης ευθείας στο γράφημα της f σε ένα εσωτερικό του σημείο αυξάνεται (μειώνεται)
όταν το σημείο επαφής κινείται προς τα δεξιά. Ομοίως, το ότι η f είναι γνησίως κυρτή (κοίλη) στο
I σημαίνει ότι η κλίση της εφαπτόμενης ευθείας στο γράφημα της f σε ένα εσωτερικό του σημείο
αυξάνεται (μειώνεται) γνησίως όταν το σημείο επαφής κινείται προς τα δεξιά. Δείτε το σχήμα 29.

Παράδειγμα 5.5.10. Η f(x) =

{
2x2, αν x ≤ 0

x2, αν 0 ≤ x
έχει παράγωγο f ′(x) =

{
4x, αν x ≤ 0

2x, αν 0 ≤ x

Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο R, οπότε η f είναι γνησίως κυρτή στο R. Παρατηρήστε, εν όψει
της πρότασης 5.13, ότι δεν υπάρχει η f ′′(0).

Παράδειγμα 5.5.11. Είναι d xn

dx = nxn−1 στο R.
Άρα, αν ο n ∈ N είναι άρτιος, η xn−1 είναι γνησίως αύξουσα στο R, οπότε η xn είναι γνησίως
κυρτή στο R.
Αν ο n ∈ N είναι περιττός, η xn−1 είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0) και γνησίως αύξουσα στο
(0,+∞), οπότε η xn είναι γνησίως κοίλη στο (−∞, 0] και γνησίως κυρτή στο [0,+∞).
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Βάσει της σχέσης ανάμεσα στη μονοτονία συνάρτησης και στο πρόσημο της παραγώγου της,
έχουμε την εξής παραλλαγή της πρότασης 5.12.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.13. Έστω διάστημα I και έστω ότι η f : I → R είναι συνεχής στο I και έχει δεύτερη
παράγωγο στο εσωτερικό του I .
[α] Η f είναι κυρτή στο I αν και μόνο αν ισχύει f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I . Αν
ισχύει f ′′(x) > 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I , τότε η f είναι γνησίως κυρτή στο I .
[β] Η f είναι κοίλη στο I αν και μόνο αν ισχύει f ′′(x) ≤ 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I . Αν
ισχύει f ′′(x) < 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I , τότε η f είναι γνησίως κοίλη στο I .

Απόδειξη. Προφανής.

Παράδειγμα 5.5.12. Έστω η συνάρτηση f(x) = x(x− 1)(x− 2). Ισχύει f ′(x) = 3x2 − 6x+ 2
και f ′′(x) = 6x − 6 για κάθε x. Άρα ισχύει f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ (−∞, 1), οπότε η f είναι
γνησίως κοίλη στο (−∞, 1]. Επίσης, ισχύει f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (1,+∞), οπότε η f είναι
γνησίως κυρτή στο [1,+∞).

Παράδειγμα 5.5.13. Είναι d2xn

dx2 = n(n−1)xn−2 στο R και ξαναβρίσκουμε τα αποτελέσματα του
παραδείγματος 5.5.11.

Παράδειγμα 5.5.14. Είναι d2xa

dx2 = a(a − 1)xa−2 για κάθε x > 0. Άρα η xa είναι γνησίως κυρτή
στο (0,+∞), αν a < 0, γνησίως κοίλη στο [0,+∞), αν 0 < a < 1, και γνησίως κυρτή στο
[0,+∞), αν a > 1.

Παράδειγμα 5.5.15. Έστω a > 0, a ̸= 1. Η ax είναι γνησίως κυρτή στο R διότι ισχύει d2ax

dx2 =
ax(log a)2 > 0 για κάθε x.

Παράδειγμα 5.5.16. Έστω a > 0, a ̸= 1. Ισχύει d2 loga x
dx2 = − 1

log a
1
x2 για κάθε x > 0. Άρα η loga

είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞), αν a > 1, και γνησίως κυρτή στο (0,+∞), αν 0 < a < 1.

Παράδειγμα 5.5.17. Η συνάρτηση x4 είναι γνησίως κυρτή στο R διότι η παράγωγος συνάρτηση
4x3 είναι γνησίως αύξουσα στο R. Όμως, είναι λάθος ότι η δεύτερη παράγωγος συνάρτηση είναι
θετική σε κάθε σημείο του R : ισχύει 12x2 > 0 για κάθε x ̸= 0, αλλά 12 · 02 = 0.

5.5.3 Σημεία καμπής.

Η τρίτη εφαρμογή της δεύτερης παραγώγου σχετίζεται με την γεωμετρική (πάλι) έννοια του
σημείου καμπής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.10. Έστω f : A→ R και έστω ξ από αριστερά του και από δεξιά του σημείο συσσώ-
ρευσης του A.
Ο ξ χαρακτηρίζεται σημείο καμπής της f αν η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ και είτε ισχύει f(x) ≥
f ′(ξ)(x− ξ)+ f(ξ) για κάθε x κοντά στον ξ από αριστερά του και f(x) ≤ f ′(ξ)(x− ξ)+ f(ξ) για
κάθε x κοντά στον ξ από δεξιά του είτε, αντιθέτως, ισχύει f(x) ≤ f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ) για κάθε x
κοντά στον ξ από αριστερά του και f(x) ≥ f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ) για κάθε x κοντά στον ξ από δεξιά
του.
Αν οι προηγούμενες ανισότητες ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες, τότε ο ξ χαρακτηρίζεται γνήσιο ση-
μείο καμπής της f .
Επίσης, ο ξ χαρακτηρίζεται γνήσιο σημείο καμπής της f και στις περιπτώσεις f ′(ξ) = ±∞.
Σε κάθε περίπτωση, το (ξ, f(ξ)) χαρακτηρίζεται σημείο καμπής του γραφήματος της f .

Μπορούμε, επομένως, να πούμε ότι το (ξ, f(ξ)) είναι σημείο καμπής του γραφήματος της f
αν, πρώτον, υπάρχει εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) και, κατόπιν,
τα μέρη του γραφήματος, τα οποία είναι κοντά στο σημείο αυτό και στις δύο διαφορετικές μεριές
του, βρίσκονται το ένα στο ένα και το άλλο στο άλλο από τα δύο ημιεπίπεδα που ορίζονται από
την εφαπτόμενη ευθεία. Δείτε το σχήμα 30.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 5.14. Έστω διάστημα I , f : I → R, ξ στο εσωτερικό του I και f ′(ξ) ∈ R. Αν υπάρχουν
a, b ∈ I ώστε a < ξ < b και ώστε η f να είναι κυρτή στο (a, ξ] και κοίλη στο [ξ, b) ή, αντιθέτως,
κοίλη στο (a, ξ] και κυρτή στο [ξ, b), τότε ο ξ είναι σημείο καμπής της f .
Αν το “κυρτή” γίνει “γνησίως κυρτή” και το “κοίλη” γίνει “γνησίως κοίλη”, τότε ο ξ είναι γνήσιο
σημείο καμπής.

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι κυρτή στο (a, ξ] και κοίλη στο [ξ, b). Σύμφωνα με την πρόταση
5.11, ισχύει f(x)−f(ξ)x−ξ ≤ f ′(ξ) για κάθε x ∈ (a, ξ). Ομοίως, ισχύει f(x)−f(ξ)x−ξ ≤ f ′(ξ) για κάθε x ∈
(ξ, b). Άρα ισχύει f(x) ≥ f ′(ξ)(x−ξ)+f(ξ) για κάθε x ∈ (a, ξ) και f(x) ≤ f ′(ξ)(x−ξ)+f(ξ)
για κάθε x ∈ (ξ, b).

Εφαρμόζουμε τα διάφορα κριτήρια κυρτότητας ή κοιλότητας σε διαστήματα σε συνδυασμό με
την πρόταση 5.14 για να διακρίνουμε αν κάποιος αριθμός είναι σημείο καμπής μιας συνάρτησης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.15. Έστω διάστημα I , f : I → R, ξ στο εσωτερικό του I και f ′(ξ) ∈ R. Αν ισχύει
είτε f ′′(x) ≥ 0 κοντά στον ξ από αριστερά του και f ′′(x) ≤ 0 κοντά στον ξ από δεξιά του είτε
f ′′(x) ≤ 0 κοντά στον ξ από αριστερά του και f ′′(x) ≥ 0 κοντά στον ξ από δεξιά του, τότε ο ξ είναι
σημείο καμπής της f .
Αν οι προηγούμενες ανισότητες ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες, τότε ο ξ είναι γνήσιο σημείο καμπής.

Απόδειξη. Προφανής.

Παράδειγμα 5.5.18. Σύμφωνα με τα παραδείγματα 5.5.11 και 5.5.13, αν ο n ∈ N είναι περιττός,
ο 0 είναι σημείο καμπής της xn.

5.5.4 Ευθείες στήριξης.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.11. Έστω f : A → R και ξ ∈ A. Μια ευθεία l χαρακτηρίζεται ευθεία στήριξης
από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) αν η l διέρχεται από το σημείο αυτό και δεν
υπάρχει κανένα σημείο του γραφήματος κάτω από την l. Δηλαδή, αν y = µx+ν είναι η εξίσωση της
l, τότε ισχύει f(ξ) = µξ+ν και f(x) ≥ µx+ν για κάθε x ∈ A. Αν, επιπλέον, ισχύει f(x) > µx+ν
για κάθε x ∈ A, x ̸= ξ, τότε η ευθεία στήριξης από κάτω χαρακτηρίζεται γνήσια.
Ομοίως, η ευθεία l χαρακτηρίζεται ευθεία στήριξης από πάνω του γραφήματος της f στο σημείο
(ξ, f(ξ)) αν η l διέρχεται από το σημείο αυτό και δεν υπάρχει κανένα σημείο του γραφήματος πάνω
από την l. Δηλαδή, αν y = µx+ν είναι η εξίσωση της l, τότε ισχύει f(ξ) = µξ+ν και f(x) ≤ µx+ν
για κάθε x ∈ A. Αν, επιπλέον, ισχύει f(x) < µx+ ν για κάθε x ∈ A, x ̸= ξ, τότε η ευθεία στήριξης
από πάνω χαρακτηρίζεται γνήσια.

Δείτε το σχήμα 31.
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Βάσει της f(ξ) = µξ + ν η εξίσωση της ευθείας στήριξης l γράφεται y = µx+ f(ξ)− µξ ή,
ισοδύναμα, y = µ(x−ξ)+f(ξ). Άρα μια ευθεία l είναι ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος
της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) αν έχει εξίσωση y = µ(x−ξ)+f(ξ) και ισχύει f(x) ≥ µ(x−ξ)+f(ξ)
για κάθε x ∈ A.
Ομοίως, μια ευθεία l είναι ευθεία στήριξης από πάνω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ))
αν έχει εξίσωση y = µ(x− ξ) + f(ξ) και ισχύει f(x) ≤ µ(x− ξ) + f(ξ) για κάθε x ∈ A.
Επομένως, το να βρούμε αν υπάρχει και ποιά είναι η ευθεία στήριξης είναι το ίδιο με το να προσ-
διορίσουμε τον συντελεστή µ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.16. Έστω διάστημα I , f : I → R και ξ ∈ I .
[α] Αν η f είναι (γνησίως) κυρτή στο I , τότε η ευθεία με εξίσωση y = µ(x − ξ) + f(ξ) είναι
(γνήσια) ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) αν και μόνο αν είτε
µ ≤ f ′+(ξ), αν ο ξ είναι αριστερό άκρο του I , είτε f ′−(ξ) ≤ µ, αν ο ξ είναι δεξιό άκρο του I , είτε
f ′−(ξ) ≤ µ ≤ f ′+(ξ), αν ο ξ είναι στο εσωτερικό του I .
[β] Αν η f είναι (γνησίως) κοίλη στο I , τότε η ευθεία με εξίσωση y = µ(x − ξ) + f(ξ) είναι
(γνήσια) ευθεία στήριξης από πάνω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) αν και μόνο αν είτε
f ′+(ξ) ≤ µ, αν ο ξ είναι αριστερό άκρο του I , είτε µ ≤ f ′−(ξ), αν ο ξ είναι δεξιό άκρο του I , είτε
f ′+(ξ) ≤ µ ≤ f ′−(ξ), αν ο ξ είναι στο εσωτερικό του I .
[γ] Αν η f είναι κυρτή ή κοίλη στο I και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο ξ του I , τότε η μοναδική
ευθεία στήριξης από κάτω ή από πάνω, αντιστοίχως, του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) είναι
η ευθεία με εξίσωση y = f ′(ξ)(x− ξ)+ f(ξ), δηλαδή η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της f στο
σημείο (ξ, f(ξ)).

Απόδειξη. [α] Έστω ότι η f είναι κυρτή στο I . Σύμφωνα με την πρόταση 5.11, η f ′+(ξ) υπάρχει για
κάθε εσωτερικό σημείο ή αριστερό άκρο ξ του I και η f ′−(ξ) υπάρχει για κάθε εσωτερικό σημείο
ή δεξιό άκρο ξ του I .
Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση y = µ(x−ξ)+f(ξ) είναι ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος
της f στο σημείο (ξ, f(ξ)). Αν ο ξ είναι εσωτερικό σημείο ή αριστερό άκρο του I , ισχύει f(x) ≥
µ(x− ξ) + f(ξ) για κάθε x ∈ I , x > ξ, οπότε ισχύει f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ µ για κάθε x κοντά στον ξ από

δεξιά του και, επομένως, f ′+(ξ) = limx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ µ.
Ομοίως, αν ο ξ είναι εσωτερικό σημείο ή δεξιό άκρο του I , ισχύει f(x) ≥ µ(x − ξ) + f(ξ) για
κάθε x ∈ I , x < ξ, οπότε ισχύει f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ µ για κάθε x κοντά στον ξ από αριστερά του και,

επομένως, f ′−(ξ) = limx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ µ.
Τώρα θα δούμε το αντίστροφο. Έστω ότι ο ξ είναι εσωτερικό σημείο του I και έστω f ′−(ξ) ≤ µ ≤
f ′+(ξ). Σύμφωνα με την πρόταση 5.11, ισχύει µ ≤ f ′+(ξ) ≤

f(x)−f(ξ)
x−ξ για κάθε x ∈ I , x > ξ και

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≤ f ′−(ξ) ≤ µ για κάθε x ∈ I , x < ξ. Άρα ισχύει f(x) − f(ξ) ≥ µ(x − ξ) για κάθε

x ∈ I , x ̸= ξ.
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Άρα η ευθεία με εξίσωση y = µ(x− ξ) + f(ξ) είναι ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος
της f στο σημείο (ξ, f(ξ)).
Αν η f είναι γνησίως κυρτή στο I , τότε οι ανισότητες αυτές ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες και η
ευθεία είναι γνήσια ευθεία στήριξης.
Έστω ότι ο ξ είναι αριστερό άκρο του I και έστωµ ≤ f ′+(ξ). Σύμφωνα με την πρόταση 5.11, ισχύει
µ ≤ f ′+(ξ) ≤

f(x)−f(ξ)
x−ξ για κάθε x ∈ I , x > ξ. Άρα η ευθεία με εξίσωση y = µ(x − ξ) + f(ξ)

είναι ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)). Αν η f είναι γνησίως
κυρτή στο I , τότε οι ανισότητες ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες και η ευθεία είναι γνήσια ευθεία
στήριξης.
Η απόδειξη είναι ίδια στην περίπτωση που ο ξ είναι δεξιό άκρο του I .
[β] Ομοίως.
[γ] Έστω ότι η f είναι κυρτή ή κοίλη στο I και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό σημείο ξ του I ,
οπότε είναι f ′−(ξ) = f ′+(ξ) = f ′(ξ). Από τα προηγούμενα συνεπάγεται ότι η ευθεία με εξίσωση
y = µ(x− ξ) + f(ξ) είναι ευθεία στήριξης από κάτω ή από πάνω, αντιστοίχως, του γραφήματος
της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) αν και μόνο αν µ = f ′(ξ).

Παράδειγμα 5.5.19. Ησυνάρτηση f(x) = |x| είναι κυρτή. Είναι f ′−(0) = −1 και f ′+(0) = 1. Μια
ευθεία είναι ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (0, 0) αν και μόνο αν έχει
εξίσωση y = µx, όπου −1 ≤ µ ≤ 1. Επίσης, είναι f ′(2) = 1, οπότε η μοναδική ευθεία στήριξης
από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (2, 2) είναι η ευθεία με εξίσωση y = (x−2)+2 = x.
Τέλος, είναι f ′(−3) = −1, οπότε η μοναδική ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της f
στο σημείο (−3, 3) είναι η ευθεία με εξίσωση y = −(x+ 3) + 3 = −x.

Παράδειγμα 5.5.20. Η x2 είναι γνησίως κυρτή στο R. Άρα, για κάθε ξ, η ευθεία με εξίσωση
y = 2ξ(x−ξ)+ξ2 είναι η μοναδική ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της x2 στο σημείο
(ξ, ξ2). Μάλιστα, η ευθεία αυτή είναι γνήσια ευθεία στήριξης. Δηλαδή, ισχύει x2 > 2ξ(x−ξ)+ξ2
για κάθε x ̸= ξ. Αυτό είναι απλό να επιβεβαιωθεί με αλγεβρικό τρόπο.

Παράδειγμα 5.5.21. Η συνάρτηση ex είναι γνησίως κυρτή στο R. Επομένως, το γράφημα της ex
έχει μοναδική ευθεία στήριξής του από κάτω στο σημείο (0, e0) = (0, 1) την ευθεία με εξίσωση
y = x+ 1. Μάλιστα, η ευθεία αυτή είναι γνήσια ευθεία στήριξης. Δηλαδή, ισχύει ex > x+ 1 για
κάθε x ̸= 0.

Η πρόταση 5.17 δίνει έναν ακόμη γεωμετρικό χαρακτηρισμό των εννοιών της κυρτότητας και
της κοιλότητας βάσει της έννοιας της ευθείας στήριξης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.17. Έστω διάστημα I και f : I → R.
[α]Η f είναι (γνησίως) κυρτή στο I αν και μόνο αν για κάθε ξ στο εσωτερικό του I υπάρχει (γνήσια)
ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)).
[β]Η f είναι (γνησίως) κοίλη στο I αν και μόνο αν για κάθε ξ στο εσωτερικό του I υπάρχει (γνήσια)
ευθεία στήριξης από πάνω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)).

Απόδειξη. [α] Αν η f είναι (γνησίως) κυρτή στο I , τότε από την πρόταση 5.16 συνεπάγεται ότι
για κάθε ξ στο εσωτερικό του I υπάρχει (γνήσια) ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της
f στο σημείο (ξ, f(ξ)).
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ξ στο εσωτερικό του I υπάρχει ευθεία στήριξης από κάτω του
γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)). Έστω x1, x2 ∈ I , x1 < x2 και έστω ξ ∈ (x1, x2). Τότε
ο ξ είναι εσωτερικό σημείο του I , οπότε υπάρχει ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της
f στο σημείο (ξ, f(ξ)) και έστω y = µ(x− ξ) + f(ξ) η εξίσωση μιας τέτοιας ευθείας. Τότε είναι
f(x1) ≥ µ(x1 − ξ) + f(ξ) και f(x2) ≥ µ(x2 − ξ) + f(ξ).
Συνεπάγεται f(ξ)−f(x1)

ξ−x1
≤ µ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ και, επομένως, f(ξ) ≤ x2−ξ
x2−x1

f(x1) +
ξ−x1

x2−x1
f(x2).

Άρα η f είναι κυρτή στο I . Αν η ευθεία είναι γνήσια ευθεία στήριξης, τότε οι προηγούμενες
ανισότητες ισχύουν ως γνήσιες ανισότητες, οπότε η f είναι γνησίως κυρτή στο I .
[β] Ομοίως.
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5.5.5 Ανισότητες.

Θα δούμε, τέλος, κάποιες εφαρμογές της δεύτερης παραγώγου σε αποδείξεις ανισοτήτων. Οι
εφαρμογές αυτές είναι, ουσιαστικά, απλές εφαρμογές των εννοιών της κυρτότητας και της κοιλό-
τητας.

Παράδειγμα 5.5.22. Αν n ∈ N, n ≥ 2, η συνάρτηση xn είναι γνησίως κυρτή στο [0,+∞), οπότε
ισχύει

((1− t)x1 + tx2)
n < (1− t)x1

n + tx2
n για 0 ≤ x1 < x2, 0 < t < 1.

Ειδικώτερα, με t = 1
2 , έχουμε την ανισότητα (x1+x2

2 )n < x1
n+x2

n

2 για 0 ≤ x1 < x2.

Παράδειγμα 5.5.23. Αν n ∈ N, n ≥ 2, η συνάρτηση x1/n είναι γνησίως κοίλη στο [0,+∞). Άρα
ισχύει

(1− t)x1
1/n + tx2

1/n < ((1− t)x1 + tx2)
1/n για 0 ≤ x1 < x2, 0 < t < 1.

Ειδικώτερα, με t = 1
2 , έχουμε την ανισότητα

x1
1/n+x2

1/n

2 < (x1+x2
2 )1/n για 0 ≤ x1 < x2.

Παρατηρήστε ότι οι ανισότητες αυτού του παραδείγματος είναι ισοδύναμες με τις ανισότητες του
προηγούμενου παραδείγματος. Παρατηρήστε, επίσης, ότι όλες οι ανισότητες μετατρέπονται σε
ισότητες όταν x1 = x2.

Παράδειγμα 5.5.24. Η ex είναι γνησίως κυρτή στο R. Άρα

e(1−t)x1+tx2 < (1− t)ex1 + tex2 για x1 < x2, 0 < t < 1.

Ειδικώτερα, με t = 1
2 η ανισότητα γίνεται e

x1+x2
2 < ex1+ex2

2 για x1 < x2.

Ασκήσεις.

5.5.1. Έστω η f(x) =

{
xk, αν x ≥ 0

−xk, αν x ≤ 0
όπου k ∈ N. Για κάθε n ∈ N, βρείτε την f (n).

5.5.2. Βρείτε τις n-οστές παραγώγους των x+2
x2−1 ,

x+1
(x−1)2 ,

x3

x2−1 ,
1

x2+1
, sin(5x) sin(7x) για κάθε n.

5.5.3. Αποδείξτε ότι dn

dxn (
logx
x ) = (−1)nn!

xn+1

(
logx−

∑n
k=1

1
k

)
για κάθε n.

5.5.4. Αποδείξτε ότι dn

dxn (
ex

x ) = (−1)nn!ex
xn+1

∑n
k=0

(−1)k
k! xk για κάθε n.

5.5.5. Αποδείξτε ότι dn tanx
dxn = Pn(tanx) για κάθε n, όπου Pn είναι πολυώνυμο βαθμού n+ 1.

5.5.6. Θεωρήστε τις συναρτήσεις x3

(x+1)2
, x2(x − 1)2, x

x2+1
, 1
x + 1

x−1 + 1
x−2 , e

−x2 , e1/x, e−1/x2 ,
e1/x−e−1/x

e1/x+e−1/x , 1
logx , sinx + cosx και e−x sinx. Βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας, τα διαστήματα

κυρτότητας ή κοιλότητας, τα σημεία τοπικού ακροτάτου και τα σημεία καμπής τους.

5.5.7. Αποδείξτε ότι ο 0 είναι σημείο καμπής της f(x) =

{
x|x|+ x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0

5.5.8. Έστω n ∈ N, διάστημα I , f : I → R. Αποδείξτε ότι ισχύει f (n)(x) = 0 για κάθε x ∈ I αν
και μόνο αν η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ≤ n− 1.

5.5.9. Έστω n ∈ N, n ≥ 2, διάστημα I και f : I → R ώστε η f (n−1) να είναι συνεχής στο I και η
f (n) να υπάρχει στο εσωτερικό του I . Αν η f έχει n + 1 διαφορετικές ρίζες στο I , αποδείξτε ότι
η f (n) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο εσωτερικό του I .
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5.5.10. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b).
Αν f(a) = f(b) = 0 και f(c) > 0 για κάποιον c ∈ (a, b), αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε
f ′′(ξ) < 0.

5.5.11. Έστω f : (a, b) → R και έστω ότι ισχύει f(x)f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b). Αν στο
(a, b) περιέχονται δύο διαφορετικές λύσεις της εξίσωσης f(x)f ′(x) = 0, αποδείξτε ότι η f είναι
σταθερή ανάμεσα στις δύο αυτές λύσεις.

5.5.12. Έστω f : [−1, 1] → R συνεχής στο [−1, 1], τρεις φορές παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και
f(−1) = f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (−1, 1) ώστε f (3)(ξ) = 3.

5.5.13. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν το
ευθύγραμμο τμήμα το οποίο έχει άκρα τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) τέμνει το γράφημα της
f σε κάποιο σημείο διαφορετικό από αυτά τα δύο σημεία, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε
f ′′(ξ) = 0.

5.5.14. Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R τρεις φορές παραγωγίσιμη στο I . Αν ισχύει
f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και ισχύει f(x) = 0 για τουλάχιστον δύο διαφορετικές τιμές του x ∈ I ,
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ I ώστε f ′′′(ξ) = 0.

5.5.15. Δείτε την άσκηση 5.3.11[γ]. Αν a < b και n ∈ N, θεωρήστε την πολυωνυμική συνάρτηση
P (x) = (x − a)n(x − b)n. Αποδείξτε ότι η P (n) είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού n, ότι
έχει ακριβώς n διαφορετικές ρίζες και ότι όλες αυτές οι ρίζες ανήκουν στο (a, b).

5.5.16. 25 Έστω διαστήματα I , J και f : I → J και f−1 : J → I , ξ ∈ I και η = f(ξ) ∈ J .
Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στον ξ και f ′(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι η f−1 είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στον η και (f−1)′′(η) = −f ′′(ξ)/(f ′(ξ))3.
Γενικότερα, αν η f είναι n φορές παραγωγίσιμη στον ξ και f ′(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι η f−1 είναι
n φορές παραγωγίσιμη στον η.

5.5.17. [α] Έστω η πολυωνυμική συνάρτηση P (x) = a0+a1(x−ξ)+· · ·+an(x−ξ)n. Αποδείξτε
ότι P (k)(ξ) = k!ak για κάθε k ∈ Z με 0 ≤ k ≤ n και P (k)(ξ) = 0 για κάθε k ∈ Z με k ≥ n+ 1.
[β] Δίνονται αριθμοί y0, y1, . . . , yn. Βρείτε πολυωνυμική συνάρτηση P (x) βαθμού ≤ n ώστε
P (k)(ξ) = yk για κάθε k ∈ Z με 0 ≤ k ≤ n. Πόσες τέτοιες πολυωνυμικές συναρτήσεις υπάρχουν;

[γ] Αποδείξτε ότι ισχύειP (x) = P (ξ)+ P ′(ξ)
1! (x−ξ)+· · ·+ P (n)(ξ)

n! (x−ξ)n για κάθε πολυωνυμική
συνάρτηση P (x) βαθμού n και για κάθε ξ, x.26

5.5.18. 27 [α] Έστω n φορές παραγωγίσιμες συναρτήσεις g : (a, ξ] → R και h : [ξ, b) → R
και έστω g(k)(ξ) = h(k)(ξ) για κάθε k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n. Αποδείξτε ότι η f : (a, b) → R με

τύπο f(x) =

{
g(x), αν a < x ≤ ξ

h(x), αν ξ ≤ x < b
είναι n φορές παραγωγίσιμη στο (a, b) και ότι f (k)(ξ) =

g(k)(ξ) = h(k)(ξ) για κάθε k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n.
[β] Έστω n φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : [a, b] → R. Βάσει της άσκησης 5.5.17, βρείτε

πολυωνυμικές συναρτήσεις P (x) και Q(x) ώστε η συνάρτηση g(x) =


P (x), αν x ≤ a

f(x), αν a ≤ x ≤ b

Q(x), αν b ≤ x
να είναι n φορές παραγωγίσιμη στο R.
[γ] Έστω b < c και n φορές παραγωγίσιμες συναρτήσεις f : (a, b] → R και g : [c, d) → R. Bρείτε

25Μια επέκταση του κανόνα αντίστροφης συνάρτησης.
26Αυτόν τον τύπο θα τόν ξανααποδείξουμε στο παράδειγμα 5.7.1.
27“Συγκόληση” συναρτήσεων σε διαδοχικά διαστήματα. Δείτε την άσκηση 5.1.4.
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πολυωνυμική συνάρτηση P (x) ώστε η συνάρτηση h(x) =


f(x), αν a < x ≤ b

P (x), αν b ≤ x ≤ c

g(x), αν c ≤ x < d

να είναι n

φορές παραγωγίσιμη στο (a, d). Υπάρχει κάποια εκτίμηση για τον βαθμό της P (x);

5.5.19. [α] Έστω x1, . . . , xn διαφορετικοί ανά δύο και y1, . . . , yn. Θεωρήστε για κάθε k =
1, . . . , n το βαθμού n − 1 πολυώνυμο Qk(x) =

∏
1≤m≤n,m̸=k

x−xm
xk−xm

, όπου στο γινόμενο ο m
διατρέχει τους φυσικούς από τον 1 στον n παραλείποντας τον k.
Ποιές είναι οι ρίζες του Qk(x) ;
Αποδείξτε ότι τοQ(x) = y1Q1(x)+· · ·+ynQn(x) είναι το μοναδικό πολυώνυμο βαθμού≤ n−1
με την ιδιότητα: Q(x1) = y1, . . . , Q(xn) = yn.
[β] Έστω x1, . . . , xn στο διάστημα I διαφορετικοί ανά δύο και συνάρτηση f : I → R. Αν
Q1(x), . . . , Qn(x) είναι τα πολυώνυμα που ορίστηκαν στο [α], σχηματίζουμε το πολυώνυμο28

Q(x) = f(x1)Q1(x) + · · ·+ f(xn)Qn(x).
Αν η f (n−1) είναι συνεχής στο I και η f (n) υπάρχει στο εσωτερικό του I , αποδείξτε ότι για κάθε
x ∈ I υπάρχει ξ στο εσωτερικό του I ώστε f(x)−Q(x) = f (n)(ξ)

n! (x− x1) · · · (x− xn).

5.5.20. Αποδείξτε τον τύπο του Leibniz,

(fg)(n) =
∑n

k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k) αν n ∈ N.

5.5.21. Έστω η συνάρτηση f(x) = e−1/x.
Αποδείξτε με την αρχή της επαγωγής ότι f (n)(x) = x−2nPn(x)e

−1/x για κάθε x > 0, όπου Pn(x)
είναι πολυώνυμο βαθμούn−1. Για παράδειγμα:P1(x) = 1,P2(x) = 1−2x,P3(x) = 1−6x+6x2.
Παραγωγίστε την f (n)(x) = x−2nPn(x)e

−1/x και αποδείξτε ότι ισχύει ο αναδρομικός τύπος
Pn+1(x) = x2Pn

′(x) + (1− 2nx)Pn(x) για κάθε x > 0.
Αποδείξτε ότι x2f ′(x) = f(x) για κάθε x > 0 και, παραγωγίζοντας n φορές με τον τύπο του
Leibniz της άσκησης 5.5.20, αποδείξτε ότιPn+2(x) = (1−2(n+1)x)Pn+1(x)−n(n+1)x2Pn(x)
για κάθε x > 0.
Αποδείξτε ότι ο συντελεστής του xn−1 στο Pn(x) είναι ο (−1)n−1n!.
Αποδείξτε ότι x2Pn

′′(x)− (2nx− 2x− 1)Pn
′(x) + n(n− 1)Pn(x) = 0 για κάθε x > 0.

5.5.22. 29 Έστω η συνάρτηση f(x) = e−x
2 .

Αποδείξτε με την αρχή της επαγωγής ότι f (n)(x) = (−1)nHn(x)e
−x2 για κάθε x, όπου Hn(x)

είναι πολυώνυμο βαθμού n. Για παράδειγμα:H1(x) = 2x,H2(x) = 4x2−2,H3(x) = 8x3−12x.
Αποδείξτε ότι Hn+1(x) = −Hn

′(x) + 2xHn(x) για κάθε x.
Παραγωγίστε n φορές τη σχέση f ′(x) = −2xf(x) με τον τύπο του Leibniz της άσκησης 5.5.20
και αποδείξτε ότι Hn+2(x) = 2xHn+1(x)− 2(n+ 1)Hn(x) για κάθε x.
Αποδείξτε ότι Hn+1

′(x) = 2(n+ 1)Hn(x) για κάθε x.
Αποδείξτε ότι ο συντελεστής του xn στοHn(x) είναι ο 2n.
Αποδείξτε ότι Hn

′′(x)− 2xHn
′(x) + 2nHn(x) = 0 για κάθε x.

5.5.23. Έστω f : (a, b) → R παραγωγίσιμη στο (a, b) και a < ξ < b. Αν ισχύει f ′(x) ≥ f ′(ξ) για
κάθε x ∈ (a, b) ή f ′(x) ≤ f ′(ξ) για κάθε x ∈ (a, b), αποδείξτε ότι ο ξ είναι σημείο καμπής της f .

5.5.24. Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή σε κάποιο διάστημα αν και μόνο αν η −f είναι κοίλη στο
ίδιο διάστημα.

28Το Q(x) ονομάζεται πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange για την f και για τα σημεία x1, . . . , xn.
29Οι συναρτήσειςHn(x) που περιγράφονται σ’ αυτήν την άσκηση ονομάζονται πολυώνυμαHermite και οιψn(x) =

(2nn!
√
π)−1/2Hn(x)e

−x2/2 ονομάζονται συναρτήσεις Hermite. Τα πολυώνυμα και οι συναρτήσεις Hermite έχουν
κεντρικό ρόλο στην Ανάλυση Fourier. Θα τα ξανασυναντήσουμε στην άσκηση 12.4.14.
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Αποδείξτε ότι, αν η f είναι κυρτή και κοίλη σε κάποιο διάστημα, τότε είναι αφφινική στο διάστημα
αυτό.

5.5.25. 30 Έστω λ, µ ≥ 0, διάστημα I και f, g : I → R κυρτές στο I . Αποδείξτε ότι οι λf + µg :
I → R και max{f, g} : I → R είναι κυρτές στο I .
Έστω διαστήματα I , J και f : I → J κυρτή στο I και g : J → R κυρτή στο J . Αν η g είναι
αυξουσα στο J , αποδείξτε ότι η g ◦ f : I → R είναι κυρτή το I .
Έστω διάστημα I και F ένα σύνολο, κάθε στοιχείο του οποίου είναι συνάρτηση f : I → R κυρτή
στο I . Για κάθε x ∈ I ορίζουμε F (x) = sup{f(x) | f ∈ F}. Αν υποθέσουμε ότι F (x) ∈ R για
κάθε x ∈ I , αποδείξτε ότι η F : I → R είναι κυρτή στο I .
Πώς θα διαμορφωθούν τα παραπάνω για κοίλες συναρτήσεις;

5.5.26. 31 Έστω διάστημα I και f : I → R.
Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο I αν και μόνο αν για κάθε ξ ∈ I η συνάρτηση f(x)−f(ξ)

x−ξ είναι
αύξουσα συνάρτηση του x στο I \ {ξ}.
Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο I αν και μόνο αν f(b′)−f(a′)

b′−a′ ≤ f(b)−f(a)
b−a για κάθε a, a′, b, b′ ∈ I ,

a′ ≤ a, b′ ≤ b και, φυσικά, a ̸= b και a′ ̸= b′.

5.5.27. Έστω a, b ∈ R με a < b και f : (a, b) → R κυρτή στο (a, b). Αποδείξτε ότι υπάρχουν
οι εξής περιπτώσεις. (i) Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (a, b), (ii) η f είναι γνησίως φθίνουσα
στο (a, b), (iii) υπάρχει c ∈ (a, b) ώστε η f να είναι σταθερή στο (a, c] και γνησίως αύξουσα στο
[c, b), (iv) υπάρχει c ∈ (a, b) ώστε η f να είναι γνησίως φθίνουσα στο (a, c] και σταθερή στο [c, b)
και (v) υπάρχουν c, d ∈ (a, b) με c ≤ d ώστε η f να είναι γνησίως φθίνουσα στο (a, c], σταθερή
στο [c, d] και γνησίως αύξουσα στο [d, b).

5.5.28. Έστω a, b ∈ R με a < b και f : (a, b) → R κυρτή στο (a, b).
Αποδείξτε ότι υπάρχουν τα limx→b− f(x), limx→a+ f(x).
Αν, επιπλέον, b ∈ R και η f είναι ορισμένη στο b, αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο (a, b] αν και
μόνο αν limx→b− f(x) ≤ f(b).
Αν, επιπλέον, a ∈ R και η f είναι ορισμένη στο a, αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο [a, b) αν και
μόνο αν limx→a+ f(x) ≤ f(a).

5.5.29. Έστω f κυρτή στο διάστημα I και x1, x2 ∈ I με x1 < x2.
Αν είναι f(x0) = x2−x0

x2−x1
f(x1) +

x0−x1
x2−x1

f(x2) για κάποιον x0 ∈ (x1, x2), αποδείξτε ότι ισχύει
f(x) = x2−x

x2−x1
f(x1) +

x−x1
x2−x1

f(x2) για κάθε x ∈ (x1, x2).

5.5.30. Έστω f : (a, b) → R παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν για κάθε x1, x2 ∈ (a, b) με x1 < x2
υπάρχει ακριβώς ένας ξ ∈ (x1, x2) ώστε

f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ), αποδείξτε ότι η f είναι είτε γνησίως
κυρτή είτε γνησίως κοίλη στο (a, b). Ισχύει το αντίστροφο;

5.5.31. Έστω f : (0, b) → R κυρτή στο (0, b). Αν limx→0 f(x) = 0, αποδείξτε ότι η f(x)
x είναι

αύξουσα στο (0, b). Αν limx→0 f(x) < 0, αποδείξτε ότι η f(x)
x είναι γνησίως αύξουσα στο (0, b).

5.5.32. 32 Αν η f : I → R είναι συνεχής στο διάστημα I και αν για κάθε x1, x2 ∈ I με x1 < x2
υπάρχει t ∈ (0, 1) ώστε f((1 − t)x1 + tx2) ≤ (1 − t)f(x1) + tf(x2), αποδείξτε ότι η f είναι
κυρτή στο I .
Μια ενδιαφέρουσα ειδική περίπτωση: αν η f : I → R είναι συνεχής στο διάστημα I και αν για
κάθε x1, x2 ∈ I με x1 < x2 ισχύει f(x1+x2

2 ) ≤ f(x1)+f(x2)
2 , τότε η f είναι κυρτή στο I .

30Διάφορες “πράξεις” στο σύνολο των κυρτών συναρτήσεων.
31Δύο χαρακτηρισμοί της κυρτότητας από τις κλίσεις των χορδών του γραφήματος της συνάρτησης: όταν η χορδή

κινείται προς τα δεξιά, η κλίση της αυξάνεται.
32Μια παραλλαγή του ορισμού της κυρτότητας για συνεχείς συναρτήσεις.
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Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
1, αν x ≤ 0

0, αν x > 0
Αποδείξτε ότι η f ικανοποιεί τη δεύτερη υπόθεση

παραπάνω αλλά ότι δεν είναι κυρτή στο R. Είναι η f συνεχής στο R;
Μπορείτε να βρείτε συνάρτηση f : R → R ώστε να ισχύει f(x1+x2

2 ) ≤ f(x1)+f(x2)
2 για κάθε

x1, x2 ∈ R με x1 < x2 και η f να μην είναι κυρτή στο R ;

5.5.33. [α] Αποδείξτε ότι, αν η f είναι κυρτή και άνω φραγμένη στο R, τότε είναι σταθερή στο R.
[β] Έστω διάστημα I και f : I → R κυρτή στο I . Αποδείξτε ότι, αν κάποιο εσωτερικό σημείο του
I είναι σημείο μεγίστου της f , τότε η f είναι σταθερή στο I .

5.5.34. Έστω a < 0 ή a > 1.
Αποδείξτε ότι ((1− t)x1 + tx2)

a < (1− t)x1
a + tx2

a για 0 < x1 < x2 και 0 < t < 1.
Αποδείξτε ότι xa > aξa−1(x− ξ) + ξa για x, ξ > 0 και x ̸= ξ.
Αποδείξτε ότι οι ανισότητες αυτές αντιστρέφονται αν 0 < a < 1.

5.5.35. Έστω a > 0.
Αποδείξτε ότι a(1−t)x1+tx2 < (1− t)ax1 + tax2 για x1 < x2 και 0 < t < 1.
Αποδείξτε ότι ax > aξ log a (x− ξ) + aξ για x ̸= ξ.

5.5.36. Αποδείξτε ότι log
(
(1 − t)x1 + tx2

)
> (1 − t) logx1 + t logx2 για 0 < x1 < x2 και

0 < t < 1.
Αποδείξτε ότι logx < 1

ξ (x− ξ) + log ξ για x, ξ > 0 και x ̸= ξ.

5.5.37. Αποδείξτε ότι ((1− t)x1 + tx2) log((1− t)x1 + tx2) < (1− t)x1 logx1 + tx2 logx2 για
0 < x1 < x2 και 0 < t < 1.

5.5.38. Αποδείξτε την ανισότητα του Young στην άσκηση 5.4.21 με δύο τρόπους: χρησιμοποιώ-
ντας το ότι η logx είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞) και το ότι η x1/p είναι γνησίως κοίλη στο
[0,+∞) όταν p > 1.

5.5.39. Έστω f : I → R κυρτή στο διάστημα I . Αν x1, . . . , xn ∈ I και w1, . . . , wn > 0 και
w1 + · · ·+ wn = 1, αποδείξτε την ανισότητα του Jensen,33

f(x1w1 + · · ·+ xnwn) ≤ f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn.

Παρατηρήστε ότι, αν n = 2, η ανισότητα Jensen είναι ακριβώς ίδια με την ανισότητα βάσει της
οποίας ορίζεται η έννοια της κυρτότητας.
Αποδείξτε ότι, αν η f είναι γνησίως κυρτή στο I , τότε η ανισότητα Jensen ισχύει ως ισότητα αν
και μόνο αν x1 = . . . = xn.
Πώς διατυπώνονται τα προηγούμενα αν η f είναι (γνησίως) κοίλη στο I;
Έστω a1, . . . , an > 0. Χρησιμοποιώντας το ότι η x1/q είναι γνησίως κοίλη στο [0,+∞) όταν
q > 1 και θεωρώντας x1 = b1q

a1p
, . . . , xn = bnq

anp και w1 = a1p

Ap , . . . , wn = anp

Ap , όπου A =

(a1
p+ · · ·+anp)1/p, αποδείξτε την ανισότητα του Hölder στην άσκηση 5.4.22[α]. Μελετήστε την

περίπτωση της ισότητας.
Αποδείξτε την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου στην άσκηση 5.4.20 χρησιμοποιώντας
το ότι η logx είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞). Μελετήστε την περίπτωση της ισότητας.
Αποδείξτε την ανισότητα στην άσκηση 5.4.23 χρησιμοποιώντας το ότι η logx είναι γνησίως κοίλη
στο (0,+∞).
Αν 0 < a1, . . . , an < π και a = a1+···+an

n , αποδείξτε ότι sin a1 · · · sin an ≤ (sin a)n.
Αν 0 < a1, . . . , an < π και a = a1+···+an

n , αποδείξτε ότι sin a1
a1

· · · sin anan
≤ ( sin aa )n.

33Μια εξαιρετικά σημαντική ανισότητα για κυρτές και κοίλες συναρτήσεις. Η ανισότητα αυτή θα γενικευτεί σε πολύ
μεγάλο βαθμό. Δείτε την άσκηση 6.4.19.
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Αν a1, . . . , an > 0 και a = a1+···+an
n , αποδείξτε ότι ana ≤ a1

a1 · · · anan .
Και στις τρεις τελευταίες ανισότητες μελετήστε την περίπτωση της ισότητας.

5.5.40. Αν η f : I → R είναι κυρτή ή κοίλη και παραγωγίσιμη στο διάστημα I , αποδείξτε ότι η f ′

είναι συνεχής στο I .34

5.5.41. Αν η f : I → R είναι κυρτή ή κοίλη στο διάστημα I , αποδείξτε ότι το σύνολο των σημείων
στα οποία η f δεν είναι παραγωγίσιμη είναι αριθμήσιμο.

5.5.42. Έστω τρία σημεία (x, y), (x′, y′) και (x′′, y′′) του xy-επιπέδου που δε βρίσκονται πάνω
στην ίδια ευθεία. Αποδείξτε ότι η ακτίνα R του κύκλου που διέρχεται από τα τρία αυτά σημεία
είναι ίση με ((x′−x)2+(y′−y)2)1/2((x′′−x)2+(y′′−y)2)1/2((x′−x′′)2+(y′−y′′)2)1/2

2|(x′−x)(y′′−y)−(x′′−x)(y′−y)| .
Έστω καμπύλη στο xy-επίπεδο με παραμετρικές εξισώσεις x = x(t) και y = y(t), όπου η παρά-
μετρος t διατρέχει κάποιο ανοικτό διάστημα I . Για κάθε t ∈ I θεωρούμε πολύ μικρό h > 0 και
τα σημεία (x(t), y(t)), (x(t + h), y(t + h)), (x(t − h), y(t − h)) στην τροχιά της καμπύλης και
συμβολίζουμε Rt,h την ακτίνα του κύκλου που διέρχεται από τα τρία αυτά σημεία. Τότε το όριο
Rt = limh→0+Rt,h, αν υπάρχει, ονομάζεται ακτίνα καμπυλότητας της τροχιάς της καμπύλης
στο σημείο (x(t), y(t)).

Με τις κατάλληλες υποθέσεις, αποδείξτε ότι Rt =
((x′(t))2+(y′(t))2)3/2

|x′′(t)y′(t)−x′(t)y′′(t)| .
Υπάρχουν δύο κύκλοι με ακτίναRt, οι οποίοι διέρχονται από το σημείο (x(t), y(t)) και έχουν στο
σημείο αυτό κοινή εφαπτόμενη ευθεία με την τροχιά της καμπύλης. Ο ένας από αυτούς ονομάζεται
εφαπτόμενος κύκλος στην τροχιά της καμπύλης στο σημείο (x(t), y(t)). Ποιός από τους δύο;
Βρείτε σε κάθε σημείο του την ακτίνα καμπυλότητας και τον εφαπτόμενο κύκλο του κύκλου με
καρτεσιανή εξίσωση (x − x0)

2 + (y − y0)
2 = r2. Τί παρατηρείτε; Ποιοί κύκλοι έχουν μεγάλη

ακτίνα καμπυλότητας;
Βρείτε σε κάθε σημείο της την ακτίνα καμπυλότητας και τον εφαπτόμενο κύκλο της έλλειψης με
καρτεσιανή εξίσωση (x−x0

a )2 + (y−y0b )2 = 1. Σε ποιά σημεία είναι η ακτίνα καμπυλότητας μέγι-
στη; ελάχιστη;
Αποδείξτε ότι η ακτίνα καμπυλότητας του γραφήματος της f : I → R στο σημείο (x, f(x)), όπου
x είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος I , είναι ίση με 1

|f ′′(x)|(1 + (f ′(x))2)3/2.
Βρείτε σε κάθε σημείο της την ακτίνα καμπυλότητας και τον εφαπτόμενο κύκλο της παραβολής
με εξίσωση y = x2 καθώς και της υπερβολής με εξίσωση y = 1

x .
Ποιά είναι η ακτίνα καμπυλότητας μιας ευθείας σε οποιοδήποτε σημείο της; Μπορούν να θεωρη-
θούν οι ευθείες ως “μεγάλοι κύκλοι”;

5.6 Υπολογισμός απροσδιόριστων μορφών.

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε εφαρμογές των παραγώγων στον υπολογισμό ορίων τα
οποία καταλήγουν σε απροσδιόριστες μορφές 0

0 και
±∞
±∞ . Οι εφαρμογές αυτές εκφράζονται μέσω

των δύο κανόνων του l’ Hopitâl.
Ο πρώτος κανόνας του l’ Hopitâl αναφέρεται στην απροσδιόριστη μορφή 0

0 .

ΠΡΩΤΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥ L’ HOPITÂL. Έστω f, g : (ξ, b) → R παραγωγίσιμες στο (ξ, b),
έστω ότι ισχύει g(x), g′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (ξ, b) και έστω limx→ξ+ f(x) = limx→ξ+ g(x) = 0.
Αν υπάρχει το limx→ξ+

f ′(x)
g′(x) , τότε υπάρχει και το limx→ξ+

f(x)
g(x) και τα δύο αυτά όρια είναι ίσα:

limx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = η συνεπάγεται limx→ξ+

f(x)
g(x) = η.

Όλα τα προηγούμενα ισχύουν με τις προφανείς προσαρμογές και για κάθε άλλη περίπτωση ορίου:
x→ ξ−, x→ ξ, x→ +∞ και x→ −∞.

34Δείτε και την άσκηση 5.3.23[γ].
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Απόδειξη. Οι f , g αρχικά δεν θεωρούνται ορισμένες στον ξ, αλλά τώρα ορίζουμε f(ξ) = g(ξ) = 0.
Επειδή limx→ξ+ f(x) = limx→ξ+ g(x) = 0, οι f, g είναι, τώρα, συνεχείς στο [ξ, b).
Έστω η ∈ R και

limx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = η.

Έστω ϵ > 0. Tότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει∣∣f ′(x)
g′(x) − η

∣∣ < ϵ (5.11)

για κάθε x ∈ (ξ, b) με ξ < x < ξ + δ. Από το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy συνεπάγεται ότι
για κάθε x ∈ (ξ, b) υπάρχει ζ ∈ (ξ, x) ώστε

f(x)
g(x) = f(x)−f(ξ)

g(x)−g(ξ) = f ′(ζ)
g′(ζ) . (5.12)

Τώρα, για κάθε x ∈ (ξ, b) με ξ < x < ξ+ δ συνεπάγεται ζ ∈ (ξ, b) και ξ < ζ < ξ+ δ, οπότε από
την (5.11) είναι ∣∣f ′(ζ)

g′(ζ) − η
∣∣ < ϵ

και, επομένως, από την (5.12), ∣∣f(x)
g(x) − η

∣∣ < ϵ.

Άρα ισχύει
∣∣f(x)
g(x) − η

∣∣ < ϵ για κάθε x ∈ (ξ, b) με ξ < x < ξ + δ, οπότε limx→ξ+
f(x)
g(x) = η.

Η απόδειξη είναι παρόμοια και στις περιπτώσεις limx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = ±∞. Επίσης, η απόδειξη είναι

παρόμοια και στις περιπτώσεις x→ ξ− και x→ ξ.
Τώρα θα αναγάγουμε την περίπτωση x→ +∞ στην περίπτωση x→ 0+.
Έστω a > 0, f, g : (a,+∞) → R παραγωγίσιμες στο (a,+∞) και έστω ότι ισχύει g(x), g′(x) ̸= 0

για κάθε x ∈ (a,+∞) και limx→+∞ f(x) = limx→+∞ g(x) = 0. Έστω ότι το limx→+∞
f ′(x)
g′(x)

υπάρχει. Θα αποδείξουμε ότι και το limx→+∞
f(x)
g(x) υπάρχει και ότι τα δύο όρια είναι ίσα.

Κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής από x σε t = 1
x , ορίζουμε F,G : (0, 1a) → R με τύπους

F (t) = f(1t ) = f(x) και G(t) = g(1t ) = g(x)

για κάθε t ∈ (0, 1a).
Τότε ισχύειG(t) = g(x) ̸= 0 καιG′(t) = − 1

t2
g′(1t ) = −x2g′(x) ̸= 0 για κάθε t ∈ (0, 1a). Επίσης,

το
limt→0+

F ′(t)
G′(t) = limx→+∞

−x2f ′(x)
−x2g′(x) = limx→+∞

f ′(x)
g′(x)

υπάρχει. Άρα και το
limx→+∞

f(x)
g(x) = limt→0+

F (t)
G(t)

υπάρχει και είναι ίσο με το προηγούμενο. Άρα limx→+∞
f(x)
g(x) = limx→+∞

f ′(x)
g′(x) .

Με τον ίδιο τρόπο, η περίπτωση x→ −∞ ανάγεται στην περίπτωση x→ 0−.

Παράδειγμα 5.6.1. Θα υπολογίσουμε το limx→0
log(1+x)
ex−1 .

Ισχύει ex − 1 ̸= 0, d(ex−1)
dx = ex ̸= 0 για κάθε x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞). Περιοριζόμαστε στο

(−1, 0) ∪ (0,+∞), διότι αυτό είναι το πεδίο ορισμού της log(1+x)
ex−1 .

Επίσης, limx→0 log(1 + x) = limx→0(e
x − 1) = 0.

Υπολογίζουμε το όριο του λόγου των παραγώγων: limx→0
1/(1+x)

ex = 1.
Επομένως, limx→0

log(1+x)
ex−1 = 1.
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Παράδειγμα 5.6.2. Ας δούμε και πάλι το limx→0
sinx
x .

Εδώ έχουμε x ̸= 0 και dx
dx = 1 ̸= 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) και limx→0 sinx =

limx→0 x = 0. Το όριο του λόγου των παραγώγων είναι limx→0
cosx
1 = 1 και, αμέσως, έχουμε ότι

limx→0
sinx
x = 1.

Τώρα, όμως, υπάρχουν δύο ενστάσεις.
Η πρώτη ένσταση είναι ότι για να αποδειχθεί ότι η sinx είναι παραγωγίσιμη και ότι η παράγωγός
της είναι η cosx χρησιμοποιήθηκε ακριβώς το όριο limx→0

sinx
x = 1. Επομένως, δεν μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε τον πρώτο κανόνα του l’ Hopitâl για να βρούμε το όριο αυτό. Η πρέπουσα γενι-
κότερη αντιμετώπιση αυτού του θέματος είναι, πιστεύω, η εξής. Σε ένα θεωρητικό βιβλίο αυστηρά
δομημένο με μια αυστηρή αλληλουχία ορισμών και προτάσεων / θεωρημάτων δεν επιτρέπονται
“κυκλικά επιχειρήματα” όπως το εξεταζόμενο. Σε ένα “τυχαίο” περιβάλλον, όπου καλείται κά-
ποιος να βρεί το εξεταζόμενο όριο, μπορεί να χρησιμοποιήσει τον πρώτο κανόνα του l’ Hopitâl,
επικαλούμενος το ότι δεν δεσμεύεται από συγκεκριμένο τρόπο απόδειξης της παραγωγισιμότη-
τας της sinx και, μάλιστα, αφού στα διάφορα βιβλία υπάρχουν διάφοροι τρόποι απόδειξης της
παραγωγισιμότητας της sinx. Ακόμη περισσότερο, στο παρόν βιβλίο στο κεφάλαιο 10 θα δούμε,
όπως είπαμε, έναν “αναλυτικό ορισμό” των τριγωνομετρικών συναρτήσεων και διαφορετική μέ-
θοδο απόδειξης της παραγωγισιμότητας της sinx.
Η δεύτερη ένσταση είναι, κατά τη γνώμη μου, πιο σοβαρή. Το όριο limx→0

sinx
x μπορεί αμέσως

να γραφτεί limx→0
sinx−sin 0

x−0 και είναι ακριβώς ο ορισμός της παραγώγου της sinx στον 0. Άρα
γράφουμε

limx→0
sinx
x = limx→0

sinx−sin 0
x−0 = d sinx

dx (0) = cos 0 = 1.

Κατά τη γνώμη μου, το σωστό είναι να χρησιμοποιηθεί ο απλός ορισμός της παραγώγου αντί του
“εξεζητημένου” εργαλείου που λέγεται πρώτος κανόνας του l’ Hopitâl με την σχετικά περίπλοκη
απόδειξη (και μάλιστα χρησιμοποιώντας την παράγωγο της συνάρτησης). Υπάρχει ο Χρυσός και,
κυρίως, Ουσιαστικός Κανόνας με το όνομα “Οικονομία Μέσων”.
Για τον ίδιο λόγο πρέπει να αποφεύγουμε να χρησιμοποιούμε τον πρώτο κανόνα του l’ Hopitâl για
τον υπολογισμό ορίων όπως

limx→0
ex−1
x , limx→1

logx
x−1 , limx→1

xa−1
x−1 .

Όλα αυτά τα όρια είναι οι ορισμοί αντίστοιχων απλών παραγώγων.35

Ο δεύτερος κανόνας του l’ Hopitâl που ακολουθεί αναφέρεται στην απροσδιόριστη μορφή ±∞±∞
ή, καλύτερα, σε μια γενίκευσή της.

ΔΕΥΤΕΡΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥ L’ HOPITÂL. Έστω f, g : (ξ, b) → R παραγωγίσιμες στο (ξ, b)
και έστω ότι ισχύει g(x), g′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (ξ, b). Έστω, επίσης, limx→ξ+ g(x) = +∞ ή
−∞. Αν υπάρχει το limx→ξ+

f ′(x)
g′(x) , τότε υπάρχει και το limx→ξ+

f(x)
g(x) και τα δύο αυτά όρια είναι

ίσα:
limx→ξ+

f ′(x)
g′(x) = η συνεπάγεται limx→ξ+

f(x)
g(x) = η.

Όλα τα προηγούμενα ισχύουν με τις προφανείς προσαρμογές και για κάθε άλλη περίπτωση ορίου:
x→ ξ−, x→ ξ, x→ +∞ και x→ −∞.

Απόδειξη. Έστω limx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = η με η ∈ R.

Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει∣∣f ′(x)
g′(x) − η

∣∣ < ϵ
6 (5.13)

για κάθε x ∈ (ξ, b) με ξ < x < ξ + δ′. Επιλέγουμε x0 ∈ (ξ, b) ώστε ξ < x0 < ξ + δ′. Επειδή
limx→ξ+ |g(x)| = +∞, υπάρχει δ′′ > 0 ώστε να ισχύει

|g(x)| > max
{
|g(x0)|, 3ϵ |f(x0)|,

3|η|
ϵ |g(x0)|

}
(5.14)

35Δείτε την άσκηση 5.2.2.
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για κάθε x ∈ (ξ, b) με ξ < x < ξ + δ′′.
Τώρα ορίζουμε δ = min{x0 − ξ, δ′′}. Κάθε x ∈ (ξ, b) με ξ < x < ξ + δ ικανοποιεί τις ξ < x <
x0 < ξ + δ′ και ξ < x < ξ + δ′′. Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy, για κάθε
τέτοιον x υπάρχει ζ ∈ (x, x0) ώστε

f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

= f ′(ζ)
g′(ζ) .

Άρα ζ ∈ (ξ, b) και ξ < ζ < ξ + δ′, οπότε από την (5.13),∣∣f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

− η
∣∣ = ∣∣f ′(ζ)

g′(ζ) − η
∣∣ < ϵ

6 .

Συνεπάγεται
|f(x)− f(x0)− η(g(x)− g(x0))| < ϵ

6 |g(x)− g(x0)|,

οπότε, με την τριγωνική ανισότητα,

|f(x)− ηg(x)| < ϵ
6(|g(x)|+ |g(x0)|) + |f(x0)|+ |η||g(x0)|.

Διαιρώντας με τον g(x) και χρησιμοποιώντας την (5.14), βρίσκουμε∣∣f(x)
g(x) − η

∣∣ < ϵ
6

(
1 + |g(x0)|

|g(x)|
)
+ |f(x0)|
|g(x)| + |η| |g(x0)|

|g(x)| <
ϵ
6(1 + 1) + ϵ

3 + ϵ
3 = ϵ.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
∣∣f(x)
g(x) − η

∣∣ < ϵ για κάθε x ∈ (ξ, b) με

ξ < x < ξ + δ. Άρα limx→ξ+
f(x)
g(x) = η.

Οι περιπτώσεις limx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = ±∞ καθώς και οι περιπτώσεις x→ ξ− και x→ ξ αποδεικνύο-

νται με παρόμοιο τρόπο. Οι περιπτώσεις x → ±∞ ανάγονται στις x → 0± όπως στην απόδειξη
του πρώτου κανόνα.

Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι στις υποθέσεις του δεύτερου κανόνα του l’ Hopitâl δεν αναφέ-
ρεται αν υπάρχει το όριο limx→ξ+ f(x) ούτε ποιά ακριβώς είναι η τιμή του. Άρα οι απροσδιόριστες
μορφές ±∞±∞ είναι ειδικές περιπτώσεις του δεύτερου κανόνα του l’ Hopitâl, όπως τον έχουμε δια-
τυπώσει.

Παράδειγμα 5.6.3. Θα αποδείξουμε ότι

limx→+∞
ax

xb = +∞ αν a > 1 και b > 0.

Αρχικά έστω a > 1 και b = 1. Θα αποδείξουμε ότι limx→+∞
ax

x = +∞. Για τη συνάρτηση στον
παρονομαστή και την παράγωγό της είναι limx→+∞ x = +∞ και x ̸= 0 και dx

dx = 1 ̸= 0 για κάθε
x > 0. Το όριο του λόγου των παραγώγων είναι limx→+∞

ax log a
1 = +∞. Άρα limx→+∞

ax

x =
+∞.
Τώρα έστω a > 1 και b > 0. Επειδή a1/b > 1, είναι limx→+∞

(a1/b)x

x = +∞. Άρα limx→+∞
ax

xb =

limx→+∞
( (a1/b)x

x

)b
= +∞.

Το αποτέλεσμα το διατυπώνουμε ως εξής.36

Κάθε εκθετική συνάρτηση ax με a > 1 αυξάνεται πιο γρήγορα από οποιαδήποτε δύναμη xb.

Παράδειγμα 5.6.4. Θα αποδείξουμε ότι

limx→+∞
xa

(logx)b = +∞ αν a > 0 και b > 0.

Έστω a > 0 και b = 1. Θα αποδείξουμε ότι limx→+∞
xa

logx = +∞. Για τη συνάρτηση στον
παρονομαστή και την παράγωγό της είναι limx→+∞ logx = +∞ και logx ̸= 0 και d logxdx = 1

x ̸= 0

36Δείτε και το παράδειγμα 2.3.24.
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για κάθε x > 1. Το όριο του λόγου των παραγώγων είναι limx→+∞
axa−1

1/x = limx→+∞ ax
a =

+∞. Άρα limx→+∞
xa

logx = +∞.

Τώρα έστω a > 0 και b > 0. Επειδή a
b > 0, είναι limx→+∞

xa/b

logx = 0. Άρα limx→+∞
xa

(logx)b =

limx→+∞
(
xa/b

logx
)b

= +∞. Το αποτέλεσμα το διατυπώνουμε ως εξής.

Κάθε δύναμη xa με a > 0 αυξάνεται πιο γρήγορα από οποιαδήποτε δύναμη λογαρίθμου (logx)b.

Παράδειγμα 5.6.5. Το limx→+∞
x−cosx

x αποτελεί περίπτωση απροσδιόριστης μορφής +∞
+∞ .

Πράγματι, είναι limx→+∞ x = +∞ και, επειδή ισχύει x − cosx ≥ x − 1 για κάθε x, είναι
limx→+∞(x− cosx) = +∞.
Στο συγκεκριμένο παράδειγμα το αρχικό όριο υπολογίζεται πολύ εύκολα χωρίς να χρησιμοποιή-
σουμε τον δεύτερο κανόνα του l’ Hopitâl : επειδή ισχύει

∣∣ cosx
x

∣∣ ≤ 1
x για κάθε x > 0, συνεπάγεται

limx→+∞
cosx
x = 0, οπότε limx→+∞

x−cosx
x = limx→+∞

(
1− cosx

x

)
= 1− 0 = 1.

Εδώ, μάλιστα, ο δεύτερος κανόνας δεν εφαρμόζεται καν ! Δεν υπάρχει το limx→+∞
1+sinx

1 διότι
δεν υπάρχει το limx→+∞ sinx.
Το παράδειγμα αυτό δείχνει, επίσης, ότι δεν ισχύει το αντίστροφο του δεύτερου κανόνα του l’
Hopitâl. Πράγματι, στο παράδειγμα αυτό υπάρχει το όριο του λόγου των συναρτήσεων αλλά δεν
υπάρχει το όριο του λόγου των παραγώγων τους.

Υπάρχουν, όμως, και άλλες απροσδιόριστες μορφές πέραν των 0
0 και

±∞
±∞ . Σε κάθε περίπτωση

μετασχηματίζουμε την απροσδιόριστη μορφή που αντιμετωπίζουμε σε μία από τις βασικές αυτές
απροσδιόριστες μορφές και κατόπιν εφαρμόζουμε τον κατάλληλο κανόνα του l’ Hopitâl. Θα πε-
ριγράψουμε, τελείως σχηματικά, πώς περίπου χειριζόμαστε μερικές τέτοιες περιπτώσεις.
1. Έστω limx→ξ f(x) = 0 και limx→ξ g(x) = ±∞ και έστω ότι έχουμε να υπολογίσουμε το
limx→ξ f(x)g(x), δηλαδή απροσδιόριστη μορφή 0(±∞). Γράφουμε

limx→ξ f(x)g(x) = limx→ξ
f(x)
1/g(x)

και μετατρέπουμε σε απροσδιόριστη μορφή 0
0 . Μπορούμε να γράψουμε και limx→ξ f(x)g(x) =

limx→ξ
g(x)

1/f(x) , δηλαδή να μετατρέψουμε σε απροσδιόριστη μορφή ±∞±∞ . Βέβαια, στην δεύτερη
περίπτωση χρειάζεται κάποια επιπλέον υπόθεση για το πρόσημο της f .
2. Έστω limx→ξ f(x) = +∞ και limx→ξ g(x) = −∞ και έστω ότι έχουμε να υπολογίσουμε το
limx→ξ(f(x) + g(x)), δηλαδή απροσδιόριστη μορφή (+∞) + (−∞). Τότε γράφουμε

limx→ξ(f(x) + g(x)) = limx→ξ

(
1

g(x) +
1

f(x)

)
f(x)g(x),

μετατρέποντας σε απροσδιόριστη μορφή 0(−∞), και αναγόμαστε στην προηγούμενη περίπτωση.
3. Έστω limx→ξ f(x) = 0, όπου f(x) > 0, και limx→ξ g(x) = 0 και έστω ότι έχουμε να υπολογί-
σουμε το limx→ξ f(x)

g(x), δηλαδή απροσδιόριστη μορφή (0+)0. Τότε γράφουμε

limx→ξ f(x)
g(x) = limx→ξ e

g(x) log f(x)

και μετατρέπουμε σε απροσδιόριστη μορφή 0(−∞).
4. Έστω limx→ξ f(x) = +∞ και limx→ξ g(x) = 0 και έστω ότι έχουμε να υπολογίσουμε το
limx→ξ f(x)

g(x), δηλαδή απροσδιόριστη μορφή (+∞)0. Τότε γράφουμε

limx→ξ f(x)
g(x) = limx→ξ e

g(x) log f(x)

και μετατρέπουμε σε απροσδιόριστη μορφή 0(+∞).
5. Τέλος, έστω limx→ξ f(x) = 1 και limx→ξ g(x) = ±∞ και έστω ότι έχουμε να υπολογίσουμε
το limx→ξ f(x)

g(x), δηλαδή απροσδιόριστη μορφή 1±∞. Γράφουμε

limx→ξ f(x)
g(x) = limx→ξ e

g(x) log f(x),

μετατρέποντας σε απροσδιόριστη μορφή (±∞)0.
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Παράδειγμα 5.6.6. Θα βρούμε το limx→0+ x logx, το οποίο είναι απροσδιόριστη μορφή 0(−∞).
Μετασχηματίζουμε σε limx→0+

logx
1/x , όπου limx→0+

1
x = +∞. Ισχύει 1

x ̸= 0 και − 1
x2 ̸= 0 για

κάθε x ∈ (0,+∞). Επίσης, limx→0+
1/x
−1/x2 = − limx→0+ x = 0.

Άρα limx→0+ x logx = limx→0+
logx
1/x = limx→0+

1/x
−1/x2 = 0.

Παράδειγμα 5.6.7. Θα βρούμε το όριο limx→0+ x
x.

Γράφουμε xx = ex logx και από το προηγούμενο όριο: limx→0+ x
x = limx→0+ e

x logx = 1.

Παράδειγμα 5.6.8. Θα βρούμε το όριο limx→+∞
(
1 + x

1+x2

)x.
Γράφουμε

(
1+ x

1+x2

)x
= e

x log(1+ x
1+x2

) και αναγόμαστε στο limx→+∞ x log
(
1+ x

1+x2

)
, το οποίο

είναι απροσδιόριστη μορφή (+∞)0.

Γράφουμε x log
(
1 + x

1+x2

)
=

log(1+ x
1+x2

)

1/x και έχουμε απροσδιόριστη μορφή 0
0 .

Ισχύει 1
x ̸= 0 και − 1

x2 ̸= 0 για κάθε x ∈ (0,+∞) και το όριο του λόγου των παραγώγων είναι

limx→+∞
x2(x2−1)

(1+x2)(1+x+x2)
= 1. Άρα limx→+∞ x log

(
1 + x

1+x2

)
= limx→+∞

log(1+ x
1+x2

)

1/x = 1.

Άρα limx→+∞
(
1 + x

1+x2

)x
= limx→+∞ e

x log(1+ x
1+x2

)
= e.

Ασκήσεις.

5.6.1. Χρησιμοποιώντας όρια που μάθαμε σ’ αυτήν την ενότητα, βρείτε τα limx→+∞(ex − x),
limx→+∞

ex/4

x13 , limx→+∞
7
√
x

(logx)5 , limx→+∞
ex/2−(logx)4
x100−ex/4 , limx→0+

(
1
x5−(logx)7

)
, limx→0

e−1/x2

x5 .

5.6.2. Βρείτε τα limx→1
xa−1
xb−1 (b ̸= 0), limx→0

ax−1
bx−1 (a, b > 0, b ̸= 1), limx→+∞

log(log(logx))
log(logx) ,

limx→1
1−x+logx
1−
√
2−x , limx→0

log(1+x)
e2x−1 , limx→0

(
1

log(1+x)−
1
x

)
, limx→0

e−(1+x)1/x

x , limx→0(x+e
x)1/x,

limx→1+ logx log(x− 1), limx→0+ x
xx−1, limx→+∞

x(x1/x−1)
logx .

5.6.3. Υπολογίστε τα όρια της άσκησης 3.3.11 με τους κανόνες του l’ Hopitâl.

5.6.4. Βρείτε τα limx→0
ex−1
sinx , limx→0+ sinx logx, limx→0

(
1

sinx − 1
x

)
, limx→0

(
1

ex−1 − 1
sinx

)
,

limx→0
1−cos(1−cosx)

x4 , limx→0
x sin(sinx)−(sinx)2

x6 , limx→π/4(tanx)tan(2x), limx→0
sin(tanx)−tan(sinx)

x7 ,
limx→0

arcsinx−sinx
tanx−arctanx .

5.6.5. Βρείτε a, b ώστε limx→0

(
1−cosx

x4 + ax−2 + b
)
= 0.

5.6.6.Μπορείτε να υπολογίσετε τα limx→+∞
ex+e−x

ex , limx→+∞
√
x2+1
x με διαδοχικές εφαρμογές

του δεύτερου κανόνα του l’ Hopitâl; Μήπως τα όρια αυτά υπολογίζονται πολύ εύκολα, χωρίς ανα-
φορά στους κανόνες του l’ Hopitâl;

5.6.7. Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
1/(log |x|), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Δείτε την άσκηση 4.1.12 (και την

αντίστοιχη υποσημείωση) και αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής αλλά όχι Hölder-συνεχής στον 0.

5.6.8. 37 Βρείτε συναρτήσεις f, g : (0, 1) → R παραγωγίσιμες στο (0, 1) ώστε limx→0+ f(x) =
limx→0+ g(x) = 0, ώστε να ισχύει g(x), g′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (0, 1) και ώστε να υπάρχει το
limx→0+

f(x)
g(x) αλλά να μην υπάρχει το limx→0+

f ′(x)
g′(x) .

5.6.9. Έστω f : (ξ − δ, ξ + δ) → R, a < ξ < b.
Αν υπάρχει η f ′(ξ), αποδείξτε ότι limh→0+

f(ξ+h)−f(ξ−h)
2h = f ′(ξ). Για το όριο αυτό δεν χρειάζεται

ο πρώτος κανόνας του l’ Hopitâl.
37Μια άσκηση για το αντίστροφο του πρώτου κανόνα του l’ Hopitâl.
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Αν υπάρχει η f ′′(ξ), αποδείξτε ότι limh→0+
f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)

h2 = f ′′(ξ).

Αν υπάρχει η f ′′(ξ), αποδείξτε ότι limh→0
f(ξ+2h)−2f(ξ+h)+f(ξ)

h2 = f ′′(ξ).

Αιτιολογήστε το σύμβολο dny
dxn για την n-οστή παράγωγο συνάρτησης y = f(x).

5.6.10. Έστω 0 < k < 1 και n ∈ N. Σχεδιάστε το γράφημα της e−x(1 + x
1! + · · · + xn

n! ) − k.
Αποδείξτε ότι υπάρχει ακριβώς μία θετική λύση της εξίσωσης 1 + x

1! + · · · + xn

n! = kex. Αν
συμβολίσουμε xn αυτήν τη λύση, αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι γνησίως αύξουσα.38

5.6.11. [α]39 Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f : (a, b) → R είναι n− 1 φορές παραγωγίσιμη στο
(a, b). Αν υπάρχει η f (n)(ξ), αποδείξτε ότι

limx→ξ

(
f(x)− f(ξ)− f (1)(ξ)

1! (x− ξ)1 − · · · − f (n−1)(ξ)
(n−1)! (x− ξ)n−1

)/
(x− ξ)n = f (n)(ξ)

n! .

Αν n = 1, το παραπάνω όριο είναι ακριβώς ο ορισμός της παραγώγου f ′(ξ). Γράψτε το όριο στις
περιπτώσεις n = 2, n = 3.
Βρείτε τα παρακάτω όρια.
(i) limx→0

1
xn

(
1

1−x − 1− x− · · · − xn−1
)
.

(ii) limx→0
1
xn

(
ex − 1− 1

1!x− · · · − 1
(n−1)!x

n−1).
(iii) limx→0

1
xn

(
log 1

1−x − x− 1
2x

2 − · · · − 1
n−1x

n−1).
(iv) limx→0

1
xn

(
log(1 + x)− x+ 1

2x
2 − · · ·+ (−1)n−1

n−1 xn−1
)
.

(v) limx→0
1

x2m

(
cosx− 1 + 1

2!x
2 − · · ·+ (−1)m

(2m−2)!x
2m−2) γιαm ≥ 1.

(vi) limx→0
1

x2m+1

(
sinx− 1

1!x+ 1
3!x

3 − · · ·+ (−1)m
(2m−1)!x

2m−1) γιαm ≥ 1.

(vii) limx→0
1

x2m+1

(
arctanx− x+ 1

3x
3 − · · ·+ (−1)m

2m−1 x
2m−1) γιαm ≥ 1.

[β] Έστω limx→ξ

∑n
k=0 bk(x−ξ)k
(x−ξ)n = limx→ξ

∑n
k=0 b

′
k(x−ξ)

k

(x−ξ)n ∈ R. Αποδείξτε ότι bk = b′k για κάθε
k = 0, 1, . . . , n.

[γ] Στο [α] υποθέστε, επιπλέον, ότι f (n)(ξ) ∈ R. Αποδείξτε ότι το Pn(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k

είναι το μοναδικό πολυώνυμο P (x) βαθμού ≤ n ώστε limx→ξ
f(x)−P (x)
(x−ξ)n = 0.

[δ] Αν η f : (−1, 1) → R είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και δύο φορές παραγωγίσιμη στον 0
και f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −1, αποδείξτε ότι limx→+∞

(
f
(
a/

√
x
))x

= e−a
2/2.

Ως εφαρμογή, δείτε ότι limx→+∞
(
cos

(
a/

√
x
))x

= e−a
2/2.

5.6.12. 40 Εφαρμόστε την άσκηση 5.6.11 και αποδείξτε τα παρακάτω.
Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f είναι 2m− 1 φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα (a, b) και ότι
υπάρχει η f (2m)(ξ). Αν f (1)(ξ) = . . . = f (2m−1)(ξ) = 0, τότε ο ξ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου
της f , αν f (2m)(ξ) > 0, και σημείο τοπικού μεγίστου της f , αν f (2m)(ξ) < 0.
Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f είναι 2m φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα (a, b) και ότι
υπάρχει η f (2m+1)(ξ). Αν f (1)(ξ) = . . . = f (2m)(ξ) = 0 και f (2m+1)(ξ) ̸= 0, τότε ο ξ δεν είναι
σημείο τοπικού ακροτάτου της f .

5.6.13. Δείτε τις ασκήσεις 5.2.8 και 5.3.11.
Έστω ρίζα ξ της πολυωνυμικής συνάρτησης P . Αποδείξτε ότι η πολλαπλότητα της ξ ως ρίζα της
P είναι k ∈ N αν και μόνο αν P (ξ) = · · · = P (k−1)(ξ) = 0 και P (k)(ξ) ̸= 0.
Έστω a < ξ < b, f : (a, b) → R συνεχής στον ξ και f(ξ) = 0. Λέμε ότι η πολλαπλότητα του ξ
ως ρίζα της f είναι k ∈ N αν υπάρχει g : (a, b) → R συνεχής στον ξ με g(ξ) ̸= 0 ώστε να ισχύει
f(x) = (x− ξ)kg(x) για κάθε x ∈ (a, b). Αν f(ξ) ̸= 0, τότε λέμε ότι η πολλαπλότητα του ξ ως

38Συνέχεια στην άσκηση 10.2.1.
39Ένα πολύ χρήσιμο γενικό όριο.
40Η γενίκευση του κριτηρίου δεύτερης παραγώγου για τοπικό ακρότατο.
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ρίζα της f είναι 0.
Κατανοήστε ότι η έννοια της πολλαπλότητας ρίζας γενικής συνάρτησης ταυτίζεται με την ήδη
γνωστή έννοια της πολλαπλότητας ρίζας στην περίπτωση που η συνάρτηση είναι πολυωνυμική.
Αποδείξτε ότι η πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα της f , όπως ορίστηκε παραπάνω, είναι μονοσήμαντα
καθορισμένη. Δηλαδή, δεν μπορεί ο ξ να έχει δύο πολλαπλότητες ως ρίζα της f .
Έστω a < ξ < b και έστω f : (a, b) → R συνεχής στον ξ. Έστω f(ξ) = 0. Αποδείξτε ότι
η πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα της f είναι 1 αν και μόνο αν η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ και
f ′(ξ) ̸= 0.
Έστω k ∈ N, k ≥ 2, a < ξ < b και έστω ότι η f : (a, b) → R είναι k − 1 φορές παραγωγίσιμη
στο (a, b). Έστω f(ξ) = 0. Αποδείξτε ότι η πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα της f είναι k αν και μόνο
αν η f είναι k φορές παραγωγίσιμη στον ξ και f(ξ) = · · · = f (k−1)(ξ) = 0 και f (k)(ξ) ̸= 0.

5.6.14. Έστω f, g : [0, 1) → R παραγωγίσιμες στο [0, 1) και δύο φορές παραγωγίσιμες στον 0
και έστω f ′(0)g′′(0) ̸= f ′′(0)g′(0). Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy, για κάθε
x ∈ (0, 1) υπάρχει ξ ∈ (0, x) ώστε (f(x)−f(0))g′(ξ) = (g(x)−g(0)f ′(ξ). Γράφοντας ξ = ξ(x)

για να δηλώσουμε την εξάρτηση του ξ από τον x, αποδείξτε ότι limx→0
ξ(x)
x = 1

2 .

5.6.15. Έστω f παραγωγίσιμη στο (a,+∞) και έστω limx→+∞(f(x) + f ′(x)) = η. Αποδείξτε
ότι limx→+∞ f(x) = η και limx→+∞ f

′(x) = 0.

5.6.16. 41 Αποδείξτε ότι limx→0+ x
−me−1/x = 0 για κάθεm ∈ N.

Έστω η συνάρτηση h(x) =

{
e−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
Αποδείξτε ότι η h είναι άπειρες φορές παραγω-

γίσιμη στο R και ότι, για κάθε n, είναι h(n)(x) =

{
P2n(1/x)e

−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
όπου P2n είναι

καποιο πολυώνυμο βαθμού 2n. Ειδικώτερα, είναι h(n)(0) = 0 για κάθε n.

Έστω η συνάρτηση g(x) =

{
e−2/(1−x

2), αν −1 < x < 1

0, αν |x| ≥ 1
Αποδείξτε ότι η g είναι άπειρες φορές

παραγωγίσιμη στο R.

5.7 Ο τύπος του Taylor, Ι.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1. Έστω n ∈ Z, n ≥ 0, f : [ξ, c] → R, n φορές παραγωγίσιμη στο [ξ, c] ώστε η
f (n) να είναι συνεχής στο [ξ, c] και παραγωγίσιμη στο (ξ, c). Έστω, επίσης, p > 0. Τότε, για κάθε
x ∈ (ξ, c] υπάρχει ζ ∈ (ξ, x) ώστε

f(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k + f (n+1)(ζ)
n!p (x− ξ)p(x− ζ)n−p+1.

Η ισότητα ισχύει και όταν c < ξ, αρκεί οι παραπάνω υποθέσεις να ισχύουν στο διάστημα [c, ξ].

Απόδειξη. Ορίζουμε τη συνάρτηση F : [ξ, x] → R με τύπο

F (t) = f(x)−
∑n

k=0
f (k)(t)

k! (x− t)k (5.15)

για κάθε t ∈ [ξ, x]. Η F είναι συνεχής στο [ξ, x] και παραγωγίσιμη στο (ξ, x) και, προφανώς, είναι
F (x) = 0. Εύκολα βλέπουμε ότι

F ′(t) = −f (n+1)(t)
n! (x− t)n (5.16)

41Οι συναρτήσεις, ειδικά οι τελευταίες, που ορίζονται στην άσκηση αυτή και στη συνέχειά της, την άσκηση 7.2.17,
είναι πολύ σημαντικές για την Ανάλυση και τη Γεωμετρία.
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για κάθε t ∈ (ξ, x).
Τώρα ορίζουμε την h : [ξ, x] → R με τύπο

h(t) = (x− ξ)pF (t)− F (ξ)(x− t)p

για κάθε t ∈ [ξ, x]. Η h είναι συνεχής στο [ξ, x] και παραγωγίσιμη στο (ξ, x) και h(ξ) = h(x) = 0.
Σύμφωνα με το θεώρημα του Rolle, υπάρχει ζ ∈ (ξ, x) ώστε h′(ζ) = 0. Τότε

(x− ξ)pF ′(ζ) = −pF (ξ)(x− ζ)p−1, (5.17)

από την οποία προκύπτει το τελικό συμπέρασμα

f(x)−
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k = F (ξ) = −F ′(ζ)(x−ξ)p
p(x−ζ)p−1 = f (n+1)(ζ)

n!p (x− ξ)p(x− ζ)n−p+1.

Η πρώτη ισότητα είναι η (5.15) με t = ξ, η δεύτερη ισότητα είναι η ίδια η (5.17) και για την τρίτη
ισότητα χρησιμοποιήσαμε την (5.16) με t = ζ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.12. Αν η f είναι n φορές παραγωγίσιμη στον ξ, το

Pn,ξ(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k

ονομάζεται πολυώνυμο Taylor τάξης n της f στον ξ.
Η ισότητα στο θεώρημα 5.1 ονομάζεται τύπος του Taylor για την f στον ξ και γράφεται

f(x) = Pn,ξ(x) +Rn,ξ(x, ζ),

όπου το Rn,ξ(x, ζ) =
f (n+1)(ζ)

n!p (x − ξ)p(x − ζ)n−p+1 ονομάζεται υπόλοιπο Schlömlich τάξης n
με παράμετρο p > 0. Αν p = n+ 1 και p = 1, έχουμε για το υπόλοιπο τους αντίστοιχους τύπους

Rn,ξ(x, ζ) =
f (n+1)(ζ)
(n+1)! (x− ξ)n+1 και Rn,ξ(x, ζ) =

f (n+1)(ζ)
n! (x− ζ)n(x− ξ).

Στην πρώτη περίπτωση το υπόλοιπο ονομάζεται υπόλοιπο Lagrange τάξης n και στη δεύτερη πε-
ρίπτωση το υπόλοιπο ονομάζεται υπόλοιπο Cauchy τάξης n.

Θα δούμε μία ακόμη παραλλαγή του τύπου του Taylor στο θεώρημα 7.1.
Το υπόλοιπο τάξης n εκφράζει το σφάλμα που γίνεται όταν αντικαθίσταται η τιμή f(x) από

την τιμή Pn,ξ(x) του πολυωνύμου Taylor τάξης n στον ξ που της αντιστοιχεί. Κάθε εφαρμογή του
τύπου του Taylor αποσκοπεί στο να αποδείξει ότι το Rn,ξ(x, ζ) είναι μικρό και, επομένως, ότι η
τιμή f(x) προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την τιμή Pn,ξ(x).

Παράδειγμα 5.7.1. Έστω πολυωνυμική συνάρτηση P βαθμού ≤ n. Η P είναι άπειρες φορές πα-
ραγωγίσιμη στο R και, επομένως, μπορεί να εφαρμοσθεί το θεώρημα 5.1 για κάθε ξ, x. Επειδή
P (n+1)(ζ) = 0 για κάθε ζ, είναι Rn,ξ(x, ζ) = 0, οπότε

P (x) = Pn,ξ(x) =
∑n

k=0
P (k)(ξ)

k! (x− ξ)k

για κάθε ξ, x. Δηλαδή η προσέγγιση ενός πολυωνύμου P βαθμού ≤ n από οποιοδήποτε πολυώ-
νυμο Taylor τάξης ≥ n του P είναι τέλεια.

Παράδειγμα 5.7.2. Θα υπολογίσουμε τον αριθμό
√
4 + 10−5 =

√
4.00001 με σφάλμα < 10−17.

Ο x = 4+ 10−5 είναι πολύ κοντά στον ξ = 4 και ο αριθμός
√
4 υπολογίζεται εύκολα. Θεωρούμε

την f(x) =
√
x στο διάστημα [4, 4 + 10−5] με παραγώγους

f (k)(x) = 1
2(

1
2 − 1) · · · (12 − k + 1)x

1
2
−k.
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Στον ξ = 4 υπολογίζουμε ακριβώς: f (k)(4) = 1
2(

1
2 − 1) · · · (12 − k + 1)4

1
2
−k και, επομένως,

f ′(4) = 1
4 και f (k)(4) = (−1)k−1 1·3···(2k−3)

23k−1 για k ≥ 2.

Κατόπιν, υπολογίζουμε ένα άνωφράγμα για την |f (n+1)(x)| στο διάστημα (4, 4+10−5). Γράφουμε

|f (n+1)(x)| = |12(
1
2 − 1) · · · (12 − n)x

1
2
−n−1| ≤ 1·3···(2n−1)

2n+1 4−
1
2
−n = 1·3···(2n−1)

23n+2 .

Επομένως, για το υπόλοιπο Lagrange ισχύει

|Rn,4(4 + 10−5, ζ)| ≤ 1·3···(2n−1)
23n+2(n+1)!

10−5(n+1).

Αν n = 2, τότε
|R2,4(4 + 10−5, ζ)| < 10−17

και, επομένως, ο τύπος του Taylor γράφεται∣∣√4 + 10−5 − 2− 1
410
−5 + 1

64(10
−5)2

∣∣ < 10−17.

Άρα ο αριθμός
2 + 1

410
−5 − 1

64(10
−5)2 = 2.0000025000015625

είναι μια προσέγγιση του
√
4 + 10−5 με σφάλμα < 10−17. Αυτό σημαίνει ότι όλα τα δεκαδικά

ψηφία του 2.0000025000015625 είναι ίδια με τα αντίστοιχα δεκαδικά ψηφία του
√
4 + 10−5.

Ασκήσεις.

5.7.1. Βρείτε τα πολυώνυμα Taylor οποιασδήποτε τάξης των 1
1−x , e

x, log 1
1−x ,

1
x2+1

στον 0.

5.7.2. Όπως στο παράδειγμα 5.7.2, εφαρμόστε τον τύπο του Taylor με υπόλοιπο Lagrange στην
f(x) =

√
x στο διάστημα [ξ, x] = [4, 4 + 10−5]. Ποιόν n ∈ N πρέπει να χρησιμοποιήσετε ώστε

να προσεγγίσετε τον
√
4 + 10−5 με ακρίβεια έως και χιλιοστού δεκαδικού ψηφίου;

5.7.3. Εφαρμόστε τον τύπο του Taylor με υπόλοιπο Lagrange για να προσεγγίσετε τους sin(1o)
και sin(31o) με ακρίβεια έως και χιλιοστού δεκαδικού ψηφίου.

5.7.4. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b),
ότι f(a) = f(b) = 0 και ότι ισχύει |f ′′(x)| ≤ M για κάθε x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι ισχύει
|f ′(x)| ≤M (x−a)2+(x−b)2

2(b−a) για κάθε x ∈ (a, b).

5.7.5. Έστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν
f ′(a) = f ′(b) = 0, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε |f(b)− f(a)| ≤ (b−a)2

4 |f ′′(ξ)|.

5.7.6. Έστω f : [a, b] → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο [a, b] ώστε να ισχύει 0 < m ≤ f ′(x) και
0 < f ′′(x) ≤ M για κάθε x στο [a, b]. Επίσης, έστω f(a) < 0 < f(b), οπότε υπάρχει ξ ∈ (a, b)
ώστε f(ξ) = 0. Αποδείξτε ότι ένας τέτοιος ξ είναι μοναδικός.
Και τώρα θα περιγράψουμε την λεγόμενη επαναληπτική διαδικασία του Newton για την προ-
σέγγιση της ρίζας ξ της εξίσωσης f(x) = 0.
Ορίζουμε ακολουθία (xn) αρχίζοντας με οποιονδήποτε x1 ∈ (ξ, b], για παράδειγμα τον x1 = b,
και συνεχίζοντας με τον αναδρομικό τύπο xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η (xn) είναι γνησίως φθίνουσα και ότι xn → ξ.
Αποδείξτε ότι για κάθε n υπάρχει ζ ∈ (ξ, xn) ώστε xn+1 − ξ = f ′′(ζ)

2f ′(xn)
(xn − ξ)2.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ισχύει 0 < xn − ξ ≤ 2m
M

(
M
2m(x1 − ξ)

)2n−1

.
Εφαρμόστε την παραπάνω διαδικασία στην εξίσωση x2 − 2 = 0 για να προσεγγίσετε τον αριθμό√
2 στο διάστημα [1, 2]. Ξεκινήστε με x1 = 2 και βρείτε τους x2, x3, x4. Εκτιμήστε για καθέναν

από αυτούς το σφάλμα σε σχέση με την αληθινή τιμή του
√
2. Ποιός πρέπει να είναι ο n ώστε ο

xn να προσεγγίζει τον
√
2 με ακρίβεια έως εκατοντάκις χιλιοστού δεκαδικού ψηφίου;
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5.7.7. Στον τύπο του Taylor με υπόλοιπο Lagrange f (n+1)(ζ)
(n+1)! (x − ξ)n+1 ο ζ εξαρτάται, φυσικά,

από τον x. Αν αυτό το δηλώσουμε γράφοντας ζ = ζ(x), αποδείξτε ότι, αν υπάρχει η f (n+2)(ξ)

και είναι αριθμός ̸= 0, τότε limx→ξ+
ζ(x)−ξ
x−ξ = 1

n+2 .

5.7.8. [α] Έστω f : (a,+∞) → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a,+∞). Αποδείξτε ότι, αν u0 =
sup{|f(x)| |x > a}, u1 = sup{|f ′(x)| |x > a}, u2 = sup{|f ′′(x)| |x > a}, τότε u12 ≤ 4u0u2.
[β] Έστω f : R → R δύο φορές παραγωγίσιμη στοR. Αποδείξτε ότι, αν u0 = sup{|f(x)| |x ∈ R},
u1 = sup{|f ′(x)| |x ∈ R}, u2 = sup{|f ′′(x)| |x ∈ R}, τότε u12 ≤ 2u0u2.
[γ] Έστω f : (0,+∞) → R. Αν η f ′′ είναι φραγμένη στο (0,+∞) και limx→+∞ f(x) = 0,
αποδείξτε ότι limx→+∞ f

′(x) = 0.
[δ] Έστω f : (0,+∞) → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞). Αν limx→+∞ xf(x) =
limx→+∞ xf

′′(x) = 0, αποδείξτε ότι limx→+∞ xf
′(x) = 0.

[ε] Έστω f : (a, b) → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν η (b− x)2f ′′(x) είναι φραγμένη
στο (a, b) και limx→b f(x) = 0, αποδείξτε ότι limx→b(b− x)f ′(x) = 0.

5.7.9. 42 Έστω n ∈ Z, n ≥ 0, f, g : [ξ, c] → R, n φορές παραγωγίσιμες στο [ξ, c] ώστε οι f (n),
g(n) να είναι συνεχείς στο [ξ, c] και παραγωγίσιμες στο (ξ, c). Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ (ξ, c]
υπάρχει ζ ∈ (ξ, x) ώστε(

f(x)−
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k
)
g(n+1)(ζ) =

(
g(x)−

∑n
k=0

g(k)(ξ)
k! (x− ξ)k

)
f (n+1)(ζ).

Τί γίνεται αν c < ξ;

5.8 Τάξη μεγέθους, ασυμπτωτική ισότητα.

5.8.1 Τάξη μεγέθους.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.13. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι ισχύει
f(x) ̸= 0 και g(x) ̸= 0 κοντά στο ξ. Αν limx→ξ

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ = 0, τότε λέμε ότι η f έχει μικρότερη τάξη
μεγέθους στο ξ από την g καθώς και ότι η g έχει μεγαλύτερη τάξη μεγέθους στο ξ από την f .
Παρατηρήστε ότι, λόγω της υπόθεσης για μη-μηδενισμό των f , g, η ισότητα limx→ξ

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ = 0 είναι

ισοδύναμη με την limx→ξ

∣∣ g(x)
f(x)

∣∣ = +∞.

Τέλος, αν υπάρχουν l, u ώστε να ισχύει 0 < l ≤
∣∣f(x)
g(x)

∣∣ ≤ u < +∞ κοντά στο ξ, τότε λέμε ότι οι f ,
g έχουν ίδια τάξη μεγέθους στο ξ.

Αν υπάρχει το ρ = limx→ξ

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ και είναι θετικός αριθμός, τότε μπορούμε να επιλέξουμε l
ώστε 0 < l < ρ (για παράδειγμα, τον l = ρ

2 ) και u > ρ (για παράδειγμα, τον u = 2ρ) και τότε
ισχύει l <

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ < u κοντά στο ξ, οπότε οι f, g έχουν ίδια τάξη μεγέθους στο ξ.

Παράδειγμα 5.8.1. Για κάθε b > 0, a > 1, η xb έχει μικρότερη τάξη μεγέθους στο +∞ από την
ax, διότι limx→+∞

xb

ax = 0.

Παράδειγμα 5.8.2. Για κάθε c > 0, b > 0, η (logx)c έχει μικρότερη τάξη μεγέθους στο +∞ από
την xb, διότι limx→+∞

(logx)c
xb = 0.

Παράδειγμα 5.8.3. Αν an, bn ̸= 0, οι a0+ a1x+ · · ·+ anxn και b0+ b1x+ · · ·+ bnxn έχουν ίδια
τάξη μεγέθους στο +∞, αφού limx→+∞

∣∣a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bnxn

∣∣ = ∣∣an
bn

∣∣ > 0.

Παράδειγμα 5.8.4. Έστω an, bm ̸= 0 και n < m. Η a0 + a1x+ · · ·+ anx
n έχει μικρότερη τάξη

μεγέθους στο +∞ από την b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m. Πράγματι, limx→+∞

a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm = 0.
42Γενίκευση του θεωρήματος μέσης τιμής του Cauchy: δοκιμάστε ξ = a, c = x = b και n = 0.
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Παράδειγμα 5.8.5. Για κάθε a > 1, b > 0, η a−1/x έχει μικρότερη τάξη μεγέθους στον 0 από την
xb, διότι limx→0+

a−1/x

xb = limt→+∞
tb

at = 0.

Παράδειγμα 5.8.6. Οι 1 − cosx και x2 έχουν ίδια τάξη μεγέθους στον 0, διότι limx→0
1−cosx

x2 =
1
2 > 0.

Παράδειγμα 5.8.7. Οι sinx και x έχουν ίδια τάξη μεγέθους στον 0, διότι limx→0
sinx
x = 1 > 0.

Οι ex − 1 και x έχουν ίδια τάξη μεγέθους στον 0, διότι limx→0
ex−1
x = 1 > 0.

Οι logx και x− 1 έχουν ίδια τάξη μεγέθους στον 1, διότι limx→1
logx
x−1 = 1 > 0.

Παράδειγμα 5.8.8. Για κάθε c > 0, b > 0, η f(x) = (log 1
x)

c έχει μικρότερη τάξη μεγέθους στον
0 από την x−b, διότι limx→0+

(log(1/x))c
x−b = limt→+∞

(log t)c
tb

= 0.

Παράδειγμα 5.8.9. Το όριο limx→+∞
2x+x sinx

x = limx→+∞(2 + sinx) δεν υπάρχει. Όμως, οι
2x + x sinx και x έχουν ίδια τάξη μεγέθους στο +∞. Πράγματι, ισχύει 1 ≤ 2x+x sinx

x ≤ 3 για
κάθε x ∈ (0,+∞).

Θα περιγράψουμε, τώρα, ειδικά για την περίπτωση limx→+∞ μερικούς ευρέως χρησιμοποιού-
μενους όρους: την πολυωνυμική, την εκθετική και τη λογαριθμική τάξη μεγέθους στο +∞.

Είδαμε στο παράδειγμα 5.8.3 ότι όλες οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού n έχουν ίδια τάξη
μεγέθους στο +∞. Αυτό το κωδικοποιούμε λέγοντας ότι κάθε πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού
n έχει πολυωνυμική τάξη μεγέθους ή, πιο συγκεκριμένα, πολυωνυμική τάξη μεγέθους βαθμού n
στο+∞. Σύμφωνα με το παράδειγμα 5.8.4, μπορούμε να “ιεραρχήσουμε” τις πολυωνυμικές τάξεις
μεγέθους στο +∞ ανάλογα με τον βαθμό τους: μεγαλύτερος βαθμός αντιστοιχεί σε μεγαλύτερη
τάξη μεγέθους. Φυσικά, από τις πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού n η πιο απλή είναι η xn.
Πρέπει, τώρα, να πούμε ότι ο όρος “πολυωνυμική τάξη μεγέθους βαθμού n” χαρακτηρίζει όχι μόνο
τις πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού n αλλά κάθε συνάρτηση η οποία έχει ίδια τάξη μεγέθους
με την xn στο +∞.

Παράδειγμα 5.8.10. Κάθε ρητή συνάρτηση R(x) = a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm , όπου an, bm ̸= 0 και n >
m, έχει πολυωνυμική τάξη μεγέθους βαθμού n−m στο+∞, αφού limx→+∞

∣∣ R(x)
xn−m

∣∣ = ∣∣ an
bm

∣∣ > 0.

Ο όρος “πολυωνυμική τάξη μεγέθους” χρησιμοποιείται για τις συναρτήσεις xb ακόμη και όταν
ο εκθέτης b > 0 δεν είναι κατ’ ανάγκη φυσικός καθώς και για κάθε συνάρτηση η οποία έχει ίδια
τάξη μεγέθους με κάποια από αυτές τις xb στο +∞. Πιο συγκεκριμένα:

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.14. Λέμε ότι η f έχει πολυωνυμική τάξη μεγέθους βαθμού b > 0 στο +∞ αν έχει
ίδια τάξη μεγέθους με την συνάρτηση xb στο +∞.

Προφανώς, οι πολυωνυμικές τάξεις μεγέθους “ιεραρχούνται” ανάλογα με τον βαθμό τους,
αφού

limx→+∞
xb1

xb2
= limx→+∞

1
xb2−b1

= 0 αν 0 < b1 < b2.

Παρατηρούμε, επίσης, ότι κάθε συνάρτηση με πολυωνυμική τάξη μεγέθους στο +∞ έχει σε
απόλυτη τιμή όριο+∞ στο+∞. Πράγματι, αν η f έχει ίδια τάξη μεγέθους στο+∞ με την xb για
κάποιον b > 0, τότε υπάρχουν u, l > 0 ώστε να ισχύει l ≤

∣∣f(x)
xb

∣∣ ≤ u και, επομένως, |f(x)| ≥ lxb

κοντά στο +∞. Επειδή limx→+∞ lx
b = +∞, συνεπάγεται limx→+∞ |f(x)| = +∞.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.15. Αν a > 1, λέμε ότι η συνάρτηση ax έχει εκθετική τάξη μεγέθους στο +∞. Το
ίδιο λέμε και για κάθε συνάρτηση η οποία έχει την ίδια τάξη μεγέθους στο+∞ με την ax για κάποιον
a > 1.

Οι εκθετικές τάξεις μεγέθους “ιεραρχούνται” ανάλογα με τη βάση a, αφού

limx→+∞
a1x

a2x
= limx→+∞

(
a1
a2

)x
= 0 αν 1 < a1 < a2.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.16. Αν c > 0, λέμε ότι η συνάρτηση (logx)c έχει λογαριθμική τάξη μεγέθους στο
+∞. Το ίδιο ισχύει για κάθε συνάρτηση η οποία έχει την ίδια τάξη μεγέθους στο+∞ με την (logx)c
για κάποιον c > 0.

Οι λογαριθμικές τάξεις μεγέθους “ιεραρχούνται” ανάλογα με τον εκθέτη c, αφού

limx→+∞
(logx)c1
(logx)c2 = limx→+∞

1
(logx)c2−c1

= 0 αν 0 < c1 < c2.

Όπως και με τις συναρτήσεις πολυωνυμικής τάξης μεγέθους, παρατηρούμε ότι κάθε συνάρ-
τηση με εκθετική ή λογαριθμική τάξη μεγέθους στο+∞ έχει σε απόλυτη τιμή όριο+∞ στο+∞.
Η απόδειξη είναι παρόμοια.

Στα παραδείγματα 5.8.1 και 5.8.2 είδαμε ότι, στο +∞, κάθε λογαριθμική τάξη μεγέθους εί-
ναι μικρότερη από κάθε πολυωνυμική τάξη μεγέθους και κάθε πολυωνυμική τάξη μεγέθους είναι
μικρότερη από κάθε εκθετική τάξη μεγέθους.

Πρέπει να επισημανθεί ότι ως σύνολο A μπορεί, φυσικά, να θεωρηθεί το N με σημείο συσ-
σώρευσης το+∞. Επομένως, οι προηγούμενοι ορισμοί ισχύουν και στην περίπτωση των ακολου-
θιών ως ειδική κατηγορία συναρτήσεων. Για παράδειγμα, λέμε ότι η ακολουθία (an), όπου a > 1,
έχει εκθετική τάξη μεγέθους, ότι η (na), όπου a > 0, έχει πολυωνυμική τάξη μεγέθους και ότι
η
(
(logn)c

)
, όπου c > 0, έχει λογαριθμική τάξη μεγέθους. Εννοείται ότι αυτά τα τελευταία για

τις ακολουθίες ισχύουν μόνο στο +∞, αφού το μοναδικό σημείο συσσώρευσης του N είναι το
+∞ και, εξάλλου, όταν μελετάμε ακολουθίες εννοείται ότι θεωρούμε όρια αποκλειστικά καθώς
n→ +∞.

Παράδειγμα 5.8.11. Είναι προφανής η κατάταξη των διαφόρων εκθετικών, πολυωνυμικών και
λογαριθμικών τάξεων μεγέθους ακολουθιών. Είναι ίδια με την κατάταξη των τάξεων μεγέθους
των αντίστοιχων συναρτήσεων.

Παράδειγμα 5.8.12. Η ακολουθία (1− cos 1
n) έχει ίδια τάξη μεγέθους με την ακολουθία ( 1

n2 ).

Παράδειγμα 5.8.13. Η ακολουθία
(
log(1 + 1

n)
)
έχει ίδια τάξη μεγέθους με την ακολουθία ( 1n).

5.8.2 Ασυμπτωτική ισότητα. Κύριοι όροι.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.17. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Έστω ότι ισχύει
g(x) ̸= 0 κοντά στο ξ. Αν limx→ξ

f(x)
g(x) = 0, τότε γράφουμε

f(x) = ο
(
g(x)

)
στο ξ

και διαβάζουμε: η f είναι μικρό όμικρον της g στο ξ.
Αν υπάρχειM ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M |g(x)| κοντά στο ξ, τότε γράφουμε

f(x) = Ο
(
g(x)

)
στο ξ

και διαβάζουμε: η f είναι μεγάλο όμικρον της g στο ξ.

Παράδειγμα 5.8.14. Αν η f έχει μικρότερη τάξη μεγέθους από την g στο ξ, τότε f(x) = ο
(
g(x)

)
στο ξ. Το αντίστροφο ισχύει, φυσικά, αν f(x) ̸= 0 κοντά στο ξ.
Για παράδειγμα, είναι (logx)c = ο

(
xb
)
και xb = ο

(
ax

)
στο +∞ για κάθε a > 1 και b, c > 0.

Επίσης, είναι xb1 = ο
(
xb2

)
στο +∞ αλλά και xb2 = ο

(
xb1

)
στον 0 αν 0 < b1 < b2.

Παράδειγμα 5.8.15. Αν η f έχει μικρότερη τάξη μεγέθους από ή την ίδια τάξη μεγέθους με την g
στο ξ, τότε f(x) = Ο

(
g(x)

)
στο ξ.

Για παράδειγμα, είναι sinx = Ο(x) και 1− cosx = Ο(x2) στον 0.
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Παράδειγμα 5.8.16. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Το να είναι η f
παραγωγίσιμη στον ξ με παράγωγο f ′(ξ) είναι ισοδύναμο με το να ισχύει

f(x)− f(ξ)− f ′(ξ)(x− ξ) = ο(x− ξ) στον ξ

Πράγματι, το τελευταίο είναι ισοδύναμο με το limx→ξ
f(x)−f(ξ)−f ′(ξ)(x−ξ)

x−ξ = 0 κι αυτό είναι

ισοδύναμο με το limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ).

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.18. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Έστω ότι ισχύει
g(x) ̸= 0 κοντά στο ξ. Αν limx→ξ

f(x)
g(x) = 1, τότε γράφουμε

f(x) ∼ g(x) στο ξ

και λέμε ότι η f είναι ασυμπτωτικά ίση με την g στο ξ.

Παρατηρήστε ότι από το limx→ξ
f(x)
g(x) = 1 συνεπάγεται ότι ισχύει f(x)

g(x) ̸= 0 και, επομένως,
f(x) ̸= 0 κοντά στο ξ. Δηλαδή, αν είναι f(x) ∼ g(x) στο ξ, τότε ισχύει f(x), g(x) ̸= 0 κοντά
στο ξ. Επομένως, συνεπάγεται limx→ξ

g(x)
f(x) = 1, οπότε είναι g(x) ∼ f(x) στο ξ. Άρα η σχέση της

ασυμπτωτικής ισότητας είναι συμμετρική.

Παράδειγμα 5.8.17. sinx ∼ x και 1− cosx ∼ 1
2x

2 στον 0.

Παράδειγμα 5.8.18. ex − 1 ∼ x στον 0, διότι limx→0
ex−1
x = 1.

Παράδειγμα 5.8.19. logx ∼ x− 1 στον 1, διότι limx→1
logx
x−1 = 1.

Παράδειγμα 5.8.20. tanx ∼ 1
x−(π/2) στον

π
2 , διότι limx→π

2

tanx
1/(x−(π/2)) = limt→0 t tan(t + π

2 ) =

limt→0 t cot t = limt→0
t

sin t cos t = 1.

Ιδού ένα χρήσιμο αποτέλεσμα:
Έστω c ̸= 0. Τότε η σχέση f(x) − g(x) = ο

(
cg(x)

)
είναι ισοδύναμη με την ασυμπτωτική ισότητα

f(x) ∼ g(x).
Πράγματι: f(x) − g(x) = ο

(
cg(x)

)
στο ξ αν και μόνο αν limx→ξ

f(x)−g(x)
cg(x) = 0 αν και μόνο αν

limx→ξ
f(x)−g(x)

g(x) = 0 αν και μόνο αν limx→ξ

(f(x)
g(x) − 1

)
= 0 αν και μόνο αν limx→ξ

f(x)
g(x) = 1 αν

και μόνο αν f(x) ∼ g(x) στο ξ.
Βάσει των προηγούμενων παραδειγμάτων:

Παράδειγμα 5.8.21. sinx− x = ο(x) και cosx− 1 + 1
2x

2 = ο(x2) στον 0.

Παράδειγμα 5.8.22. ex − 1− x = ο(x) στον 0.

Παράδειγμα 5.8.23. log(1 + x)− x = ο(x) στον 0.

Παράδειγμα 5.8.24. tanx− 1
x−(π/2) = ο

(
1

x−(π/2)
)
στον π

2 .

ΠΡΟΤΑΣΗ 5.18. [α] Αν όλες οι g1, . . . , gn είναι μικρό όμικρον της ίδιας g στο ξ, τότε και η g1 +
· · ·+ gn είναι μικρό όμικρον της g στο ξ.
[β] Αν στην f = g + g1 + · · · + gn είναι όλες οι g1, . . . , gn μικρό όμικρον της g στο ξ, τότε είναι
f(x) ∼ g(x) στο ξ.

Απόδειξη. [α] limx→ξ
g1(x)+···+gn(x)

g(x) = limx→ξ
g1(x)
g(x) + · · ·+ limx→ξ

gn(x)
g(x) = 0 + · · ·+ 0 = 0.

[β] limx→ξ
f(x)
g(x) = limx→ξ

(
1 + g1(x)+···+gn(x)

g(x)

)
= 1 + 0 = 1.

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.19. Αν στην f = g+ g1 + · · ·+ gn είναι όλες οι g1, . . . , gn μικρό όμικρον της g στο
ξ, τότε η g χαρακτηρίζεται κύριος όρος του αθροίσματος στο ξ.
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Είναι ιδιαιτέρως χρήσιμο να μπορούμε να διακρίνουμε τον κύριο όρο σε ένα άθροισμα συναρ-
τήσεων.
Για παράδειγμα, αν στην f = g + g1 + · · · + gn η g είναι ο κύριος όρος στο ξ και υπάρχει το
limx→ξ g(x), τότε υπάρχει και το limx→ξ f(x) και τα δύο όρια είναι ίσα. Διότι, όπως είδαμε, είναι
f(x) ∼ g(x) στο ξ, οπότε limx→ξ f(x) = limx→ξ

f(x)
g(x) g(x) = 1 · limx→ξ g(x).

Ένα ακόμη παράδειγμα: αν στις g + g1 + · · · + gn και h+ h1 + · · · + hm οι g, h είναι οι κύριοι
όροι, αντιστοίχως, στο ξ, τότε g(x)+g1(x)+···+gn(x)

h(x)+h1(x)+···+hm(x) ∼ g(x)
h(x) στο ξ και, επομένως, αν υπάρχει το

limx→ξ
g(x)
h(x) , τότε υπάρχει και το limx→ξ

g(x)+g1(x)+···+gn(x)
h(x)+h1(x)+···+hm(x) και τα δύο όρια είναι ίσα.

Παράδειγμα 5.8.25. Βάσει των προηγουμένων μπορούμε να δούμε με “νέο μάτι” τα όρια πολυω-
νυμικών και ρητών συναρτήσεων.
Επειδή xk = ο(xn) στο +∞ για κάθε k < n, στο πολυώνυμο a0 + a1x + · · · + anx

n, όπου
an ̸= 0, ο όρος anxn είναι κύριος όρος στο +∞, οπότε a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∼ anx
n στο +∞

και, επομένως, limx→+∞(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = limx→+∞ anx

n.
Ομοίως, a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm ∼ anxn

bmxm στο+∞, οπότε limx→+∞
a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm = limx→+∞
anxn

bmxm .

Παράδειγμα 5.8.26. Στα αθροίσματα xe2x − x2 +3ex − x2e
x
2 και 2e2x + logx− x2ex ο πρώτος

τους όρος είναι ο κύριος όρος στο +∞. Άρα xe2x−x2+3ex−x2e
x
2

2e2x+logx−x2ex
∼ xe2x

2e2x
= x

2 στο +∞, οπότε

limx→+∞
xe2x−x2+3ex−x2e

x
2

2e2x+logx−x2ex
= limx→+∞

x
2 = +∞.

Όπως επισημάναμε λίγο πριν, όλα τα προηγούμενα βρίσκουν προφανή εφαρμογή σε ακολου-
θίες, όπου το πεδίο ορισμού A είναι το N με σημείο συσσώρευσης το +∞.

Ασκήσεις.

5.8.1. Έστω a > 1. Ιεραρχήστε τις ax, aax , aaa
x

κατά τάξη μεγέθους στο +∞.
Ιεραρχήστε τις logx, log(logx), log(log(logx)) κατά τάξη μεγέθους στο +∞.

5.8.2. Αποδείξτε ότι οι x, log(ex + x logx), e(1+(1/x)) logx έχουν ίδια τάξη μεγέθους στο +∞.

Αποδείξτε ότι οι x, x2+x3 logx
sinx+x2 έχουν ίδια τάξη μεγέθους στον 0.

5.8.3. Έστω οι x3ex−x5ex/2

xex+sinx , ex/5 + x3ex/6 − x, e3 log(2+logx). Κατατάξτε τις τάξεις μεγέθους τους
στο +∞ σε πολυωνυμικές, εκθετικές και λογαριθμικές και ιεραρχήστε τις.

5.8.4. Λέμε ότι μια συνάρτηση έχει αντίστροφη πολυωνυμική τάξη μεγέθους στο +∞ αν έχει
ίδια τάξη μεγέθους στο +∞ με την xb για κάποιον b < 0. Ομοίως, λέμε ότι μια συνάρτηση έχει
αντίστροφη εκθετική ή αντίστροφη λογαριθμική τάξη μεγέθους στο+∞ αν έχει ίδια τάξη με-
γέθους στο+∞ με την ax για κάποιον a ∈ (0, 1) ή με την (logx)c για κάποιον c < 0, αντιστοίχως.
Αποδείξτε ότι κάθε συνάρτηση με αντίστροφη πολυωνυμική ή αντίστροφη εκθετική ή αντίστροφη
λογαριθμική τάξη μεγέθους στο +∞ έχει όριο 0 στο +∞.
Αποδείξτε ότι στο +∞ κάθε αντίστροφη εκθετική τάξη μεγέθους είναι μικρότερη από κάθε αντί-
στροφη πολυωνυμική τάξη μεγέθους και ότι κάθε αντίστροφη πολυωνυμική τάξη μεγέθους είναι
μικρότερη από κάθε αντίστροφη λογαριθμική τάξη μεγέθους.
Ιεραρχήστε τις αντίστροφες πολυωνυμικές τάξεις μεγέθους μεταξύ τους και κάντε το ίδιο για τις
αντίστροφες εκθετικές και τις αντίστροφες λογαριθμικές τάξεις μεγέθους.
Αποδείξτε ότι κάθε ρητή συνάρτηση a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm , όπου an, bm ̸= 0 και n < m, έχει αντί-
στροφη πολυωνυμική τάξη μεγέθους στο +∞.
Έστω οι συναρτήσεις e−x+2e−x

2 , 1
log(x+logx) , log

(
e1/x+ 1

x2

)
. Κατατάξτε τις τάξεις μεγέθους τους

στο +∞ σε αντίστροφες πολυωνυμικές, αντίστροφες εκθετικές και αντίστροφες λογαριθμικές.

5.8.5. Έστω f(x)− (a+ bx+ cx2 + dx3) = ο(x3) στον 0. Αποδείξτε διαδοχικά ότι f(x)− (a+
bx+ cx2) = ο(x2), f(x)− (a+ bx) = ο(x) και f(x)− a = ο(1) στον 0.
Βρείτε a, b, c, d ώστε x

ex−1 − (a+ bx+ cx2 + dx3) = ο(x3) στον 0.
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5.8.6. Ξαναδείτε το αποτέλεσμα της άσκησης 5.6.11[α]. Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f :
(a, b) → R είναι n − 1 φορές παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν υπάρχει η f (n)(ξ) και είναι αριθμός,
αποδείξτε ότι

f(x)−
(
f(ξ) + f (1)(ξ)

1! (x− ξ)1 + · · ·+ f (n)(ξ)
n! (x− ξ)n

)
= ο

(
(x− ξ)n

)
στον ξ.

Αποδείξτε ότι:
(i) 1

1−x − (1 + x+ · · ·+ xn) = ο(xn) στον 0.
(ii) ex −

(
1 + 1

1!x+ · · ·+ 1
n!x

n
)
= ο(xn) στον 0.

(iii) log 1
1−x −

(
x+ 1

2x
2 + · · ·+ 1

nx
n
)
= ο(xn) στον 0.

(iv) log(1 + x)−
(
x− 1

2x
2 + · · ·+ (−1)n−1

n xn
)
= ο(xn) στον 0.

(v) cosx−
(
1− 1

2!x
2 + · · ·+ (−1)m

(2m)! x
2m

)
= ο(x2m) στον 0 γιαm ≥ 0.

(vi) sinx−
(
1
1!x− 1

3!x
3 + · · ·+ (−1)m−1

(2m−1)! x
2m−1) = ο(x2m−1) στον 0 γιαm ≥ 1.

(vii) arctanx−
(
x− 1

3x
3 + · · ·+ (−1)m−1

2m−1 x2m−1
)
= ο(x2m−1) στον 0 γιαm ≥ 1.

5.8.7. Ποιοί είναι οι κύριοι όροι των e2x logx−x5ex, x logx− x2

logx +x
√
x log(logx), x2 logx−

x2 + 3x sinx στο +∞;
Ποιοί είναι οι κύριοι όροι των 2

x + 1
x
√
x
− 3√

x
, 1 + 2x− x

√
x, 1

(sinx)2 + 3
x − 1

x
√
x
στον 0;

5.8.8. Βρείτε, αν υπάρχει, συνάρτηση f : [1,+∞) → (0,+∞) ώστε, για κάθε a > 0 να είναι
f(x) = ο(eax) και xa = ο(f(x)) στο +∞.

5.8.9. Αν f(x) = o
(
g(x)

)
κοντά στο ξ, αποδείξτε ότι f(x) = Ο

(
g(x)

)
στο ξ. Αυτό το γράφουμε

συνοπτικά: ο
(
g(x)

)
= Ο

(
g(x)

)
στο ξ. Προσέξτε: δεν ισχύει Ο

(
g(x)

)
= ο

(
g(x)

)
.

Είδαμε ότι, αν f1(x) = ο
(
g(x)

)
και f2(x) = ο

(
g(x)

)
στο ξ, τότε f1(x)+f2(x) = ο

(
g(x)

)
στο ξ.

Αυτό το γράφουμε συνοπτικά: ο
(
g(x)

)
+ ο

(
g(x)

)
= ο

(
g(x)

)
στο ξ. Αποδείξτε και τα ανάλογα:

Ο
(
g(x)

)
+Ο

(
g(x)

)
= Ο

(
g(x)

)
, ο
(
g1(x)

)
·Ο

(
g2(x)

)
= ο

(
g1(x)g2(x)

)
και Ο

(
g1(x)

)
·Ο

(
g2(x)

)
=

Ο
(
g1(x)g2(x)

)
στο ξ.
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Κεφάλαιο 6

Ολοκληρώματα Riemann.

6.1 Διαμερίσεις και αθροίσματα Darboux.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.1. Ονομάζουμε διαμέριση του διαστήματος [a, b] οποιοδήποτε πεπερασμένο υποσύ-
νολο του [a, b] το οποίο περιέχει τουλάχιστον τους a, b. Κάθε διαμέριση του [a, b] τη συμβολίζουμε,
συνήθως,

∆ = {x0, x1, . . . , xn−1, xn},

όπου n ∈ N και
a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.

Η∆ ονομάζεται διαμέριση n+1 σημείων του [a, b] και τα x0, . . . , xn ονομάζονται∆-σημεία. Το
xk ονομάζεται k-οστό∆-σημείο. Η∆ χωρίζει το [a, b] στα n διαστήματα [x0, x1], . . . , [xn−1, xn],
τα οποία ονομάζονται∆-διαστήματα. Το [xk−1, xk] ονομάζεται k-οστό∆-διάστημα.

Η απλούστερη διαμέριση του [a, b] είναι η ∆ = {a = x0, x1 = b}. Αυτή ορίζει ένα μόνο
∆-διάστημα, το [x0, x1] = [a, b]. Αυτή είναι η μοναδική διαμέριση δύο σημείων του [a, b]. Όμως,
υπάρχουν άπειρες διαμερίσεις τριών σημείων του [a, b]. Πράγματι, κάθε x1 ∈ (a, b) ορίζει διαμέ-
ριση {a = x0, x1, x2 = b} τριών σημείων. Προφανώς, υπάρχουν άπειρες διαμερίσεις τεσσάρων
σημείων, πέντε σημείων κ.τ.λ.

Η απλούστερη διαμέριση n+ 1 σημείων∆ του [a, b] είναι η διαμέριση σε n ισομήκη υποδια-
στήματα. Πώς κατασκευάζουμε αυτήν την διαμέριση; Επειδή το πλήθος των∆-διαστημάτων είναι
n και το συνολικό τους μήκος b−a, το μήκος καθενός από αυτά είναι b−an . Επομένως, τα∆-σημεία
είναι τα x0 = a, x1 = a + b−a

n , x2 = a + 2 b−a
n και ούτω καθ’ εξής: για κάθε k = 0, . . . , n το

k-οστό ∆-σημείο είναι το
xk = a+ k b−a

n .

Πράγματι, τότε το μήκος του [xk−1, xk] είναι

xk − xk−1 = (a+ k b−a
n )− (a+ (k − 1) b−an ) = b−a

n

και το n-οστό ∆-σημείο είναι το xn = a+ n b−a
n = b.

Τονίζουμε ότι, αν n ≥ 2, υπάρχουν άπειρες διαμερίσεις n+1 σημείων του [a, b] και όχι μόνο η
διαμέριση σε ισομήκη υποδιαστήματα. Για παράδειγμα, η {0, 34 ,

7
9 ,

13
15 ,

23
24 , 1} είναι μια διαμέριση 6

σημείων του [0, 1] και η {0, 15 ,
2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1} είναι η διαμέριση 6 σημείων σε ισομήκη υποδιαστήματα

του [0, 1].

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.2. Έστω∆′,∆′′ δύο διαμερίσεις του [a, b]. Η∆′′ χαρακτηρίζεται λεπτότερη από την
∆′ αν ∆′ ⊆ ∆′′ ή, με άλλα λόγια, αν κάθε ∆′-σημείο είναι και ∆′′-σημείο ή, με άλλα λόγια, αν η
∆′′ περιέχει τα σημεία της∆′ και πιθανόν επιπλέον σημεία.

Παράδειγμα 6.1.1. Ηδιαμέριση∆′′ = {0, 18 ,
2
7 ,

3
7 ,

1
2 ,

3
5 ,

3
4 ,

7
8 , 1} είναι λεπτότερη από τη διαμέριση

∆′ = {0, 27 ,
3
7 ,

3
4 , 1} του [0, 1].
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Παράδειγμα 6.1.2. Από τις διαμερίσεις ∆′ = {0, 18 ,
3
7 ,

1
2 ,

3
5 ,

7
8 , 1}, ∆

′′ = {0, 27 ,
3
7 ,

3
4 , 1} του [0, 1]

καμιά δεν είναι λεπτότερη από την άλλη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.3. Έστω ∆′, ∆′′ δύο διαμερίσεις του [a, b]. Τότε η ∆ = ∆′ ∪ ∆′′ είναι διαμέριση
του [a, b] και ονομάζεται κοινή εκλέπτυνση των ∆′, ∆′′. Προφανώς, είναι ∆′ ⊆ ∆ και ∆′′ ⊆ ∆,
δηλαδή η ∆ είναι λεπτότερη από την∆′ και από την∆′′.

Παράδειγμα 6.1.3. Στο παράδειγμα 6.1.1 η κοινή εκλέπτυνση των ∆′, ∆′′ είναι η ∆′′, ενώ στο
παράδειγμα 6.1.2 η κοινή εκλέπτυνση των ∆′,∆′′ είναι η ∆ = {0, 18 ,

2
7 ,

3
7 ,

1
2 ,

3
5 ,

3
4 ,

7
8 , 1}.

Το λήμμα 6.1 λέει ότι η κοινή εκλέπτυνση των διαμερίσεων ∆′, ∆′′ του [a, b] είναι, από όλες
τις διαμερίσεις του [a, b] που είναι λεπτότερες απο την ∆′ και από την ∆′′, εκείνη που έχει τα
λιγότερα σημεία.

ΛΗΜΜΑ 6.1. Έστω ∆′, ∆′′ διαμερίσεις του [a, b]. Τότε κάθε διαμέριση του [a, b] οι οποία είναι
λεπτότερη από την ∆′ και την ∆′′ είναι λεπτότερη και από την κοινή εκλέπτυνση∆′ ∪∆′′.

Απόδειξη. Έστω διαμέριση ∆′′′ του [a, b] λεπτότερη από την ∆′ και από την ∆′′. Δηλαδή, έστω
∆′ ⊆ ∆′′′ και∆′′ ⊆ ∆′′′. Τότε∆′∪∆′′ ⊆ ∆′′′, οπότε η∆′′′ είναι λεπτότερη από την∆′∪∆′′.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.4. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του
[a, b]. Για κάθε ∆-διάστημα [xk−1, xk] συμβολίζουμε

lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}, uk = sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}.

Ονομάζουμε κάτω άθροισμα Darboux της f ως προς την∆ στο [a, b] το

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) = l1(x1 − x0) + · · ·+ ln(xn − xn−1)

και άνω άθροισμα Darboux της f ως προς την∆ στο [a, b] το

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) = u1(x1 − x0) + · · ·+ un(xn − xn−1).

Στην υποενότητα 6.2.1 θα δούμε μερικά πράγματα για το γεωμετρικό περιεχόμενο των κάτω
και άνω αθροισμάτων Darboux στην περίπτωση μη-αρνητικής συνάρτησης f . Εκεί μπορείτε να
δείτε το σχήμα 32 για να πάρετε μια ιδέα.

Ακολουθούν δύο γενικά αλλά πολύ χαρακτηριστικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 6.1.4. Έστω αύξουσα f : [a, b] → R και διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b}
του [a, b]. Τότε σε κάθε [xk−1, xk] η f έχει ελάχιστη τιμή f(xk−1) και μέγιστη τιμή f(xk). Άρα
lk = f(xk−1) και uk = f(xk) και, επομένως,

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 f(xk−1)(xk − xk−1), Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 f(xk)(xk − xk−1).

Αν η f είναι φθίνουσα, το μόνο που αλλάζει είναι ότι lk = f(xk) και uk = f(xk−1) και, επομένως,

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 f(xk)(xk − xk−1), Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 f(xk−1)(xk − xk−1).

Παράδειγμα 6.1.5. Έστω συνεχής f : [a, b] → R και διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του
[a, b]. Τότε, σύμφωνα με το θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής, σε κάθε [xk−1, xk] υπάρχουν
ζk και ηk ώστε να ισχύει f(ζk) ≤ f(x) ≤ f(ηk) για κάθε x ∈ [xk−1, xk]. Άρα lk = f(ζk) και
uk = f(ηk), οπότε

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 f(ζk)(xk − xk−1), Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 f(ηk)(xk − xk−1).
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Θα κάνουμε μερικές παρατηρήσεις οι οποίες θα χρησιμοποιηθούν πολλές φορές παρακάτω
και, μερικές φορές, ακόμη και χωρίς ιδιαίτερη επισήμανση.
Παρατήρηση 1. Έστω φραγμένη f : [c, d] → R. Το σύνολο τιμών {f(x) | c ≤ x ≤ d} είναι
φραγμένο και, αν l = inf{f(x) | c ≤ x ≤ d} και u = sup{f(x) | c ≤ x ≤ d}, τότε είναι l ≤ u.
Επίσης, έστω [c′, d′] ⊆ [c, d] και l′ = inf{f(x) | c′ ≤ x ≤ d′} και u′ = sup{f(x) | c′ ≤ x ≤ d′}.
Τότε για κάθε x ∈ [c′, d′] ισχύει x ∈ [c, d], οπότε l ≤ f(x) ≤ u. Άρα οι l και u είναι, αντιστοίχως,
κάτω φράγμα και άνω φράγμα του συνόλου {f(x) | c′ ≤ x ≤ d′}, οπότε l ≤ l′ ≤ u′ ≤ u. Με
λόγια:
Όταν το διάστημα μικραίνει, τότε το infimum της συνάρτησης μεγαλώνει (με την ευρεία έννοια) και
το supremum της μικραίνει (με την ευρεία έννοια).
Παρατήρηση 2. Από Σ(f ; a, b;∆) =

∑n
k=1 lk(xk − xk−1) και Σ(f ; a, b;∆) =

∑n
k=1 uk(xk −

xk−1) προκύπτει με αφαίρεση η ισότητα

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1).

Επειδή είναι lk ≤ uk για κάθε k = 1, . . . , n, κάθε όρος του τελευταίου αθροίσματος είναι μη-
αρνητικός, οπότε και το συνολικό άθροισμα είναι μη-αρνητικό. Επίσης, αν παραλείψουμε κάποιους
όρους του αθροίσματος, το άθροισμα που θα απομείνει θα είναι κι αυτό μη-αρνητικό και μικρότερο
ή ίσο του αρχικού αθροίσματος.
Παρατήρηση 3. Θεωρούμε l = inf{f(x) | c ≤ x ≤ d} και u = sup{f(x) | c ≤ x ≤ d}, όπως
στην πρώτη παρατήρηση, και έστω ότι ισχύει f(s)− f(t) ≤ w για κάθε s, t ∈ [c, d].
Τότε για κάθε s ∈ [c, d] ισχύει: f(s) − w ≤ f(t) για κάθε t ∈ [c, d]. Άρα για κάθε s ∈ [c, d] ο
f(s)−w είναι κάτω φράγμα του συνόλου {f(x) | c ≤ x ≤ d} και, επομένως, είναι f(s)−w ≤ l
ή, ισοδύναμα, f(s) ≤ w + l. Τώρα, ο w + l είναι άνω φράγμα του συνόλου {f(x) | c ≤ x ≤ d},
οπότε είναι u ≤ w + l. Άρα u− l ≤ w.
Το ίδιο πράγμα αποδεικνύεται και με άλλο τρόπο. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει x′ ∈ [c, d] ώστε
f(x′) > u− ϵ

2 και υπάρχει x
′′ ∈ [c, d] ώστε f(x′′) < l+ ϵ

2 . Άρα u− l− ϵ < f(x′)− f(x′′) ≤ w.
Άρα ισχύει u− l − w < ϵ για κάθε ϵ > 0, οπότε u− l − w ≤ 0 και, επομένως, u− l ≤ w.
Αποδείξαμε, λοιπόν, με δύο τρόπους το εξής συμπέρασμα:
Αν ένας αριθμός είναι μεγαλύτερος ή ίσος όλων των διαφορών των τιμών της συνάρτησης σε ένα διά-
στημα, τότε είναι μεγαλύτερος ή ίσος της διαφοράς του supremum και του infimum της συνάρτησης
στο διάστημα.

ΛΗΜΜΑ 6.2. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και διαμέριση ∆ του [a, b]. Αν u και l είναι το
supremum και το infimum της f στο [a, b], τότε

l(b− a) ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ u(b− a).

Απόδειξη. Έστω ∆ = {a = x0, . . . , xn = b}. Για κάθε k = 1, . . . , n είναι [xk−1, xk] ⊆ [a, b],
οπότε από την Παρατήρηση 1 έχουμε

l ≤ lk ≤ uk ≤ u

και, επομένως,

l(xk − xk−1) ≤ lk(xk − xk−1) ≤ uk(xk − xk−1) ≤ u(xk − xk−1).

Με άθροιση συνεπάγεται∑n
k=1 l(xk − xk−1) ≤

∑n
k=1 lk(xk − xk−1) ≤

∑n
k=1 uk(xk − xk−1) ≤

∑n
k=1 u(xk − xk−1).

Το αριστερό άθροισμα είναι ίσο με l
∑n

k=1(xk − xk−1) = l(b − a) και το δεξιό άθροισμα είναι
ίσο με u

∑n
k=1(xk − xk−1) = u(b − a). Τα δύο μεσαία αθροίσματα είναι τα Σ(f ; a, b;∆) και

Σ(f ; a, b;∆).

227



Το λήμμα 6.3 είναι πολύ βασικό για την ανάπτυξη της θεωρίας. Λέει ότι, όταν εκλεπτύνεται
η διαμέριση, το άνω άθροισμα Darboux μικραίνει (με την ευρεία έννοια) και το κάτω άθροισμα
Darboux μεγαλώνει (με την ευρεία έννοια).

ΛΗΜΜΑ 6.3. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και διαμερίσεις ∆′, ∆′′ του [a, b]. Αν η ∆′′ είναι
λεπτότερη από την ∆′, τότε

Σ(f ; a, b;∆′) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′) ≤ Σ(f ; a, b;∆′).

Απόδειξη. Έστω∆′ = {a = x0, . . . , xn = b}. Η∆′′ περιέχει τα∆′-σημεία και πιθανόν περισσό-
τερα σημεία. Έτσι, σε κάθε ∆′-διάστημα [xk−1, xk] ενδέχεται να υπάρχουν και άλλα ∆′′-σημεία,
εκτός των xk−1 και xk. Θεωρούμε, τώρα, σε κάθε ∆′-διάστημα [xk−1, xk] όλα τα ∆′′-σημεία τα
οποία περιέχονται στο διάστημα αυτό και με αυτά τα σημεία δημιουργούμε μια διαμέριση∆′′k του
διαστήματος [xk−1, xk]. (Αν η ∆′′ περιέχει μόνο τα σημεία xk−1 και xk από το [xk−1, xk] τότε
η ∆′′k είναι διαμέριση δύο μόνο σημείων. Αλλιώς η ∆′′k έχει περισσότερα σημεία του [xk−1, xk].)
Έτσι, η ∆′′ χωρίζεται σε μικρότερες διαδοχικές διαμερίσεις ∆′′0, . . . ,∆′′n, μια ∆′′k για κάθε διά-
στημα [xk−1, xk] της∆′. Δηλαδή,

∆′′ =
∪n

k=1∆
′′
k.

Είναι σαφές ότι τα∆′′k-διαστήματα είναι εκείνα ακριβώς τα∆′′-διαστήματα τα οποία περιέχονται
στο [xk−1, xk]. Παρατηρούμε, τώρα, ότι οι όροι του αθροίσματοςΣ(f ;xk−1, xk;∆′′k) είναι εκείνοι
ακριβώς οι όροι του αθροίσματος Σ(f ; a, b;∆′′) οι οποίοι αντιστοιχούν στα ∆′′-διαστήματα τα
οποία περιέχονται στο [xk−1, xk]. Επομένως,

Σ(f ; a, b; ∆′′) =
∑n

k=1Σ(f ;xk−1, xk;∆
′′
k)

Σ(f ; a, b; ∆′′) =
∑n

k=1Σ(f ;xk−1, xk;∆
′′
k).

(6.1)

Εφαρμόζοντας το λήμμα 6.2 σε κάθε [xk−1, xk], βρίσκουμε

lk(xk − xk−1) ≤ Σ(f ;xk−1, xk;∆
′′
k) ≤ Σ(f ;xk−1, xk;∆

′′
k) ≤ uk(xk − xk−1) (6.2)

για κάθε k = 1, . . . , n. Το τελικό συμπέρασμα προκύπτει αθροίζοντας τις ανισότητες αυτές για
k = 1, . . . , n και χρησιμοποιώντας τις (6.1) για τα δύο μεσαία αθροίσματα που θα προκύψουν.
Από την άθροιση των αριστερών και των δεξιών όρων της (6.2) προκύπτουν τα Σ(f ; a, b; ∆′) και
Σ(f ; a, b;∆′), αντιστοίχως. Από την άθροιση των μεσαίων όρων της (6.2) προκύπτουν, με χρήση
των (6.1), τα Σ(f ; a, b;∆′′) και Σ(f ; a, b;∆′′).

Και το λήμμα 6.4 είναι πολύ βασικό. Λέει ότι κάθε κάτω άθροισμα Darboux είναι μικρότερο ή
ίσο κάθε άνω αθροίσματος Darboux, ακόμη κι αν τα δύο αυτά αθροίσματαDarboux δεν προέρχονται
από την ίδια διαμέριση.

ΛΗΜΜΑ 6.4. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Τότε είναι

Σ(f ; a, b;∆′) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′)

για κάθε δύο διαμερίσεις∆′,∆′′ του [a, b].

Απόδειξη. Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′.
Η∆ είναι λεπτότερη από την∆′ και από την ∆′′, οπότε από το λήμμα 6.3 έχουμε

Σ(f ; a, b;∆′) ≤ Σ(f ; a, b;∆), Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′).

Επίσης, από το λήμμα 6.2 (δηλαδή για μία διαμέριση) συνεπάγεται

Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆).

Από τις τρεις αυτές ανισότητες συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆′) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′).
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Τονίζουμε ότι, για να ορίσουμε τα άνω και κάτω αθροίσματα Darboux μιας συνάρτησης σε ένα
κλειστό και φραγμένο διάστημα, προϋποτίθεται ότι η συνάρτηση είναι φραγμένη στο διάστημα.

Ασκήσεις.

6.1.1. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R.
Αν υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b; ∆) = Σ(f ; a, b;∆), αποδείξτε ότι η f είναι
σταθερή στο [a, b].
Αν υπάρχουν διαμερίσεις ∆′, ∆′′ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆′) = Σ(f ; a, b;∆′′), αποδείξτε ότι η
f είναι σταθερή στο [a, b].

6.1.2. Έστω f : [a, b] → R. Αποδείξτε ότι, αν η f δεν είναι άνω φραγμένη στο [a, b], τότε για κάθε
διαμέριση ∆ του [a, b] είναι Σ(f ; a, b;∆) = +∞ και ότι, αν η f δεν είναι κάτω φραγμένη στο
[a, b], τότε για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] είναι Σ(f ; a, b;∆) = −∞.

6.1.3. Έστω f : [c, d] → R και l = inf{f(x) | c ≤ x ≤ d} και u = sup{f(x) | c ≤ x ≤ d}.
Ορίζουμε ω(f ; c, d) = u− l.1

Παρατηρήστε ότι 0 ≤ ω(f ; c, d) ≤ +∞ και αποδείξτε ότι ω(f ; c, d) < +∞ αν και μόνο αν η f
είναι φραγμένη στο [c, d].
Αποδείξτε ότι ω(f ; c, d) = sup{f(s)− f(t) | s, t ∈ [c, d]} = sup{|f(s)− f(t)| | s, t ∈ [c, d]}.
Αν [c′, d′] ⊆ [c, d], αποδείξτε ότι ω(f ; c′, d′) ≤ ω(f ; c, d).

6.2 Ολοκλήρωμα. Ο ορισμός του Darboux.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.5. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Ονομάζουμε κάτω ολοκλήρωμα της f στο [a, b]
το ∫ b

a
f = sup{Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]} (6.3)

και άνω ολοκλήρωμα της f στο [a, b] το∫ b

af = inf{Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]}. (6.4)

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.1. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και u και l το supremum και το infimum της f στο
[a, b]. Τότε

l(b− a) ≤
∫ b

a
f ≤

∫ b

af ≤ u(b− a).

Απόδειξη. Γνωρίζουμε από το λήμμα 6.2 ότι ισχύει Σ(f ; a, b;∆) ≤ u(b − a) για κάθε διαμέ-
ριση ∆ του [a, b]. Επειδή, λόγω της (6.4), ισχύει

∫ b

af ≤ Σ(f ; a, b;∆) για κάθε ∆, συνεπάγεται∫ b

af ≤ u(b− a).
Ομοίως, από το λήμμα 6.2 ισχύει l(b − a) ≤ Σ(f ; a, b;∆) για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] και,
επειδή, λόγω της (6.3), ισχύει Σ(f ; a, b;∆) ≤

∫ b

a
f για κάθε∆, συνεπάγεται l(b− a) ≤

∫ b

a
f .

Τώρα, έστω τυχούσες διαμερίσεις ∆′ και∆′′ του [a, b].
Από το λήμμα 6.4 συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆′) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′).
Άρα το Σ(f ; a, b; ∆′) είναι κάτω φράγμα του συνόλου {Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]},
οπότε, λόγω της (6.4), είναι Σ(f ; a, b;∆′) ≤

∫ b

af .

Άρα το
∫ b

af είναι άνω φράγμα του συνόλου {Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]} και, επομέ-
νως, λόγω της (6.3), είναι

∫ b

a
f ≤

∫ b

af .
1Το ω(f ; c, d) ονομάζεται ταλάντωση της f στο διάστημα [c, d]. Υπάρχουν και οι σχετικές έννοιες της ταλάντωσης

σε σημείο στις ασκήσεις 3.6.2 και 4.1.16.

229



ΟΡΙΣΜΟΣ 6.6. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Η f χαρακτηρίζεται ολοκληρώσιμη ή, πιο σωστά,
Riemann ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν

∫ b

a
f =

∫ b

af . Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε την

κοινή τιμή των
∫ b

a
f και

∫ b

af ονομάζουμε ολοκλήρωμα ή, πιο σωστά, Riemann ολοκλήρωμα της

f στο [a, b] και τη συμβολίζουμε
∫ b
a f . Δηλαδή, αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], ορίζουμε∫ b

a f =
∫ b

a
f =

∫ b

af.

Ο ορισμός αυτός του ολοκληρώματος Riemann είναι ο ορισμός τον οποίο έδωσε ο Darboux.
Στην ενότητα 6.5 θα γνωρίσουμε και τον ορισμό του ολοκληρώματος Riemann που έδωσε ο
Riemann.

Είναι πολύ συνηθισμένο να συμβολίζουμε τα
∫ b
a f ,

∫ b

a
f και

∫ b

af με τρόπο ώστε να φαίνεται η
ανεξάρτητη μεταβλητή της συνάρτησης f . Δηλαδή, γράφουμε∫ b

a f(x) dx,
∫ b

a
f(x) dx,

∫ b

af(x) dx.

Φυσικά, τα ολοκληρώματα αυτά παραμένουν αμετάβλητα αν, αλλάζοντας το σύμβολο της ανε-
ξάρτητης μεταβλητής, τα συμβολίσουμε

∫ b
a f(t) dt,

∫ b

a
f(t) dt και

∫ b

af(t) dt, αντιστοίχως.

Παράδειγμα 6.2.1. Έστω σταθερή συνάρτηση c στο διάστημα [a, b].
Έστω διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b]. Σε κάθε [xk−1, xk] η συνάρτηση έχει
μόνο μία τιμή, τον c, οπότε lk = uk = c και, επομένως,

Σ(c; a, b;∆) =
∑n

k=1 c(xk−xk−1) = c(b−a), Σ(c; a, b;∆) =
∑n

k=1 c(xk−xk−1) = c(b−a).

Άρα τα σύνολα
{
Σ(c; a, b;∆)|∆ διαμέριση του [a, b]

}
,
{
Σ(c; a, b;∆)|∆ διαμέριση του [a, b]

}
έχουν ένα μόνο στοιχείο, τον αριθμό c(b − a). Άρα το supremum του πρώτου συνόλου είναι ο
c(b− a) και το infimum του δεύτερου συνόλου είναι, επίσης, ο c(b− a). Δηλαδή,∫ b

a
c dx = c(b− a),

∫ b

ac dx = c(b− a)

και, επομένως, η c είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b
a c dx = c(b− a).

Παράδειγμα 6.2.2. Έστω η f : [a, b] → R με τύπο

f(x) =

{
1, αν x ∈ [a, b] ∩Q
0, αν x ∈ [a, b] \Q

Η συνάρτηση αυτή ονομάζεται συνάρτηση Dirichlet του διαστήματος [a, b].
Έστω διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b]. Σε κάθε [xk−1, xk] υπάρχουν ρητοί και
άρρητοι, οπότε το αντίστοιχο σύνολο τιμών {f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} είναι το δισύνολο {0, 1}.
Άρα lk = 0 και uk = 1. Άρα

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 0(xk − xk−1) = 0, Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 1(xk − xk−1) = b− a.

Άρα το
{
Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]

}
είναι το μονοσύνολο {0}, οπότε το supremum

του είναι ο 0, και το
{
Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]

}
είναι το μονοσύνολο {b− a}, οπότε

το infimum του είναι ο b− a. Δηλαδή,∫ b

a
f(x) dx = 0,

∫ b

af(x) dx = b− a > 0.

Άρα
∫ b

a
f(x) dx <

∫ b

af(x) dx, οπότε η f δεν είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και δεν ορίζεται το∫ b
a f(x) dx.
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Παρατηρήστε ότι, λόγω των (6.3) και (6.4) και της πρότασης 6.1, για κάθε φραγμένη f :
[a, b] → R και για κάθε δύο διαμερίσεις ∆′ και∆′′ του [a, b] ισχύει

Σ(f ; a, b;∆′) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

af(x) dx ≤ Σ(f ; a, b; ∆′′)

και, στην περίπτωση που η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b],

Σ(f ; a, b;∆′) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆′′).

Αυτές τις ανισότητες θα τις χρησιμοποιούμε συχνά από εδώ και πέρα.
Το επόμενο αποτέλεσμα είναι το βασικό θεωρητικό κριτήριο για να αποδεικνύεται η ολοκλη-

ρωσιμότητα μιας συνάρτησης.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΤΗΤΑΣ. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Η f είναι ολοκληρώ-
σιμη στο [a, b] αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆)−
Σ(f ; a, b;∆) < ϵ.

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Έστω ϵ > 0. Τότε, λόγω των (6.3) και
(6.4), υπάρχουν διαμερίσεις ∆′ και∆′′ του [a, b] ώστε∫ b

a
f(x) dx− ϵ

2 < Σ(f ; a, b; ∆′), Σ(f ; a, b;∆′′) <
∫ b

af(x) dx+ ϵ
2 . (6.5)

Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′, οπότε οι ανισότητες (6.5) μαζί με το λήμμα 6.3
συνεπάγονται∫ b

a
f(x) dx− ϵ

2 < Σ(f ; a, b;∆), Σ(f ; a, b;∆) <
∫ b

af(x) dx+ ϵ
2 . (6.6)

Επειδή η f είναι ολοκληρώσιμη, οι ανισότητες (6.6) γράφονται∫ b
a f(x) dx− ϵ

2 < Σ(f ; a, b;∆), Σ(f ; a, b;∆) <
∫ b
a f(x) dx+ ϵ

2 . (6.7)

Από τις ανισότητες (6.7) βρίσκουμε

Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆) <
( ∫ b

a f(x) dx+ ϵ
2

)
−

( ∫ b
a f(x) dx− ϵ

2

)
= ϵ.

Αντιστρόφως, έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση∆ του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ.

Από τις (6.3) και (6.4) έχουμε
∫ b

af(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆) και Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b

a
f(x) dx, οπότε

∫ b

af(x) dx−
∫ b

a
f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται∫ b

af(x) dx−
∫ b

a
f(x) dx ≤ 0

και, επειδή η διαφορά στο αριστερό μέλος είναι ≥ 0, έχουμε
∫ b

af(x) dx =
∫ b

a
f(x) dx.

Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Το επόμενο παράδειγμα είναι βασικό. Ένα προσεκτικό σχέδιο θα βοηθήσει.

231



Παράδειγμα 6.2.3. Έστω ξ ∈ [a, b] και η συνάρτηση f(x) =

{
0, αν x ∈ [a, b], x ̸= ξ

1, αν x = ξ

Έστω ϵ > 0. Θεωρούμε συγκεκριμένη διαμέριση∆ του [a, b], διακρίνοντας περιπτώσεις, ως εξής.
Πρώτη περίπτωση: ξ = a.
Θεωρούμε x1 ∈ (a, b) ώστε x1 − a < ϵ και την ∆ = {a = x0, x1, x2 = b}. Τότε u1 = 1, l1 = 0
και u2 = 0, l2 = 0. Επομένως, Σ(f ; a, b;∆) = u1(x1 − x0) + u2(x2 − x1) = x1 − x0 < ϵ και
Σ(f ; a, b;∆) = l1(x1 − x0) + l2(x2 − x1) = 0.
Δεύτερη περίπτωση: ξ = b.
Θεωρούμε x1 ∈ (a, b) ώστε b − x1 < ϵ και την ∆ = {a = x0, x1, x2 = b}. Τότε u1 = 0, l1 = 0
και u2 = 1, l2 = 0. Επομένως, Σ(f ; a, b;∆) = u1(x1 − x0) + u2(x2 − x1) = x2 − x1 < ϵ και
Σ(f ; a, b;∆) = l1(x1 − x0) + l2(x2 − x1) = 0.
Τρίτη περίπτωση: a < ξ < b.
Θεωρούμε x1 ∈ (a, ξ), x2 ∈ (ξ, b) ώστε x2 − x1 < ϵ και την ∆ = {a = x0, x1, x2, x3 = b}.
Τότε u1 = 0, l1 = 0 και u2 = 1, l2 = 0 και u3 = 0, l3 = 0. Επομένως, Σ(f ; a, b;∆) =
u1(x1 − x0) + u2(x2 − x1) + u3(x3 − x2) = x2 − x1 < ϵ και Σ(f ; a, b;∆) = l1(x1 − x0) +
l2(x2 − x1) + l3(x3 − x2) = 0.
Σε κάθε περίπτωση, υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b; ∆) = 0 και Σ(f ; a, b;∆) < ϵ
και, επομένως, Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ. Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Επιπλέον, για την ίδια ∆, ισχύει 0 = Σ(f ; a, b;∆) ≤

∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆) < ϵ. Δηλαδή,

για κάθε ϵ > 0 ισχύει 0 ≤
∫ b
a f(x) dx < ϵ και, επομένως,

∫ b
a f(x) dx = 0.

Αν εξαιρέσουμε τις μεθόδους του επόμενου κεφαλαίου, οι οποίες βασίζονται στη σχέση ανά-
μεσα στις έννοιες του ολοκληρώματος και της παραγώγου, η πρόταση 6.2 καθώς και η πρόταση
6.15 που θα δούμε λίγο πιο μετά παρέχουν τις βασικές μεθόδους υπολογισμού ολοκληρωμάτων.
Οι μέθοδοι αυτές προέρχονται κατευθείαν από τον ορισμό του ολοκληρώματος.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.2. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο αν
υπάρχει ακολουθία διαμερίσεων (∆n) του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆n) − Σ(f ; a, b;∆n) → 0. Στην
περίπτωση αυτή,

Σ(f ; a, b; ∆n) →
∫ b
a f(x) dx, Σ(f ; a, b;∆n) →

∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Σύμφωνα με το κριτήριο ολοκληρωσιμό-
τητας, για κάθε n υπάρχει διαμέριση ∆n του [a, b] ώστε

0 ≤ Σ(f ; a, b;∆n)− Σ(f ; a, b;∆n) <
1
n .

Άρα υπάρχει ακολουθία διαμερίσεων (∆n) του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆n)− Σ(f ; a, b; ∆n) → 0.
Αντιστρόφως, έστω ότι υπάρχει ακολουθία διαμερίσεων (∆n) του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆n)− Σ(f ; a, b;∆n) → 0. (6.8)

Έστω ϵ > 0. Τότε ισχύει τελικά Σ(f ; a, b;∆n) − Σ(f ; a, b;∆n) < ϵ οπότε, σύμφωνα με το
κριτήριο ολοκληρωσιμότητας, η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, από την

Σ(f ; a, b;∆n) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆n)

και από την (6.8) έχουμε Σ(f ; a, b;∆n) →
∫ b
a f(x) dx και Σ(f ; a, b;∆n) →

∫ b
a f(x) dx.

Όλα τα παραδείγματα που ακολουθούν είναι πολύ βασικά. Θα τα ξαναδούμε στην ενότητα 6.5
με έναν λίγο διαφορετικό και κάπως πιο απλό τρόπο, πάλι βασισμένο σε υπολογισμό αθροισμά-
των που έχουν σχέση με διαμερίσεις. Θα τα ξαναδούμε, όμως, και στο επόμενο κεφάλαιο χωρίς να
χρησιμοποιήσουμε διαμερίσεις αλλά χρησιμοποιώντας τη σχέση ανάμεσα στις έννοιες του ολο-
κληρώματος και της παραγώγου.
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Παράδειγμα 6.2.4. Έστω η συνάρτηση x στο διάστημα [a, b].
Για κάθε n θεωρούμε τη διαμέριση∆n = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] σε n ισομήκη υποδια-
στήματα. Δηλαδή, έστω

xk = a+ k b−a
n για k = 0, . . . , n.

Θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο
∑n

k=1 k = n(n+1)
2 για το άθροισμα των n αρχικών φυσικών. Ο

τύπος αυτός αποδεικνύεται με επαγωγή, για παράδειγμα.
Τώρα, επειδή η x είναι αύξουσα, σε κάθε [xk−1, xk] είναι lk = xk−1 και uk = xk. Άρα

Σ(x; a, b;∆n) =
∑n

k=1 xk−1(xk − xk−1) =
b−a
n

∑n
k=1

(
a+ (k − 1) b−an

)
= b−a

n

(
na+ b−a

n

∑n−1
k=1 k

)
= b−a

n

(
na+ b−a

n
n(n−1)

2

)
→ b2−a2

2 .

Με τον ίδιο τρόπο,

Σ(x; a, b;∆n) =
∑n

k=1 xk(xk − xk−1) =
b−a
n

∑n
k=1

(
a+ k b−a

n

)
= b−a

n

(
na+ b−a

n

∑n
k=1 k

)
= b−a

n

(
na+ b−a

n
n(n+1)

2

)
→ b2−a2

2 .

Επομένως, Σ(x; a, b; ∆n)− Σ(x; a, b;∆n) → 0, οπότε η x είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b
a x dx = b2−a2

2 .

Παράδειγμα 6.2.5. Έστω 0 < a < b και η συνάρτηση xp στο διάστημα [a, b].
Για κάθε n θεωρούμε τον αριθμό µn = n

√
b/a και τη διαμέριση ∆n = {a = x0, . . . , xn = b},

όπου
xk = aµn

k για k = 0, . . . , n.

Αν p > 0, η xp είναι αύξουσα, οπότε σε κάθε [xk−1, xk] είναι lk = xk−1
p και uk = xk

p. Άρα

Σ(xp; a, b; ∆n) =
∑n

k=1 xk−1
p(xk − xk−1) =

∑n
k=1 xk−1

p+1
(

xk
xk−1

− 1
)

=
∑n

k=1(aµn
k−1)p+1(µn − 1) = ap+1(µn − 1)

∑n
k=1(µn

p+1)k−1

= ap+1(µn − 1) (µn
p+1)n−1

µn
p+1−1 = ap+1(µn − 1) (µn

n)p+1−1
µn

p+1−1

= ap+1(µn − 1) (b/a)
p+1−1

µn
p+1−1 = µn−1

µn
p+1−1(b

p+1 − ap+1)

→ bp+1−ap+1

p+1 ,

διότι µn → 1 και limx→1
xp+1−1
x−1 = dxp+1

dx (1) = (p+ 1) · 1p = p+ 1.
Με τον ίδιο τρόπο, και χρησιμοποιώντας για την τέταρτη ισότητα παρακάτω τον προηγούμενο
υπολογισμό

∑n
k=1 xk−1

p(xk − xk−1) =
µn−1

µn
p+1−1(b

p+1 − ap+1), έχουμε

Σ(xp; a, b;∆n) =
∑n

k=1 xk
p(xk − xk−1) =

∑n
k=1(µnxk−1)

p(xk − xk−1)

= µn
p
∑n

k=1 xk−1
p(xk − xk−1)

= µn
p µn−1
µn

p+1−1(b
p+1 − ap+1)

→ bp+1−ap+1

p+1 .

Αν p < 0 και p ̸= −1, τότε η xp είναι φθίνουσα οπότε το μόνο που αλλάζει στους προηγούμε-
νους υπολογισμούς είναι ότι το προηγούμενο Σ(xp; a, b;∆n) θα είναι τώρα τοΣ(xp; a, b;∆n) και
αντιστρόφως. Οπότε πάλι βρίσκουμε το ίδιο αποτέλεσμα.
Επομένως, Σ(xp; a, b; ∆n)− Σ(xp; a, b;∆n) → 0, οπότε η xp είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b

a x
p dx = bp+1−ap+1

p+1 αν p ̸= −1 και 0 < a < b.
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Αν p > 0, η xp ορίζεται στο διάστημα [0, b] (δηλαδή, διάστημα [a, b] με a = 0) και χρησιμοποιούμε
τον αριθμό µn = n

√
n και τη διαμέριση ∆n = {0 = x0, x1, . . . , xn+1 = b}, όπου

xk = b
nµn

k−1 για k = 1, . . . , n, n+ 1.

Υπολογισμοί όμοιοι με τους παραπάνω αποδεικνύουν ότι η xp είναι ολοκληρώσιμη στο [0, b] και∫ b
0 x

p dx = bp+1

p+1 αν p > 0 και 0 < b.

Τέλος, στην περίπτωση p = −1, οι προηγούμενοι υπολογισμοί ορίων δεν έχουν νόημα.
Πρέπει να αναφερθεί ότι στην περίπτωση p ∈ Z, οπότε η xp ορίζεται και για x < 0, ο τύπος∫ b
a x

p dx = bp+1−ap+1

p+1 ισχύει και για a < b < 0. Αυτό μπορεί να αποδειχθεί με παρόμοιους
υπολογισμούς αλλά είναι προτιμώτερο να περιμένουμε μέχρι το παράδειγμα 7.2.2.

Παράδειγμα 6.2.6. Θα δούμε την περίπτωση p = −1 του προηγούμενου παραδείγματος. Έστω
0 < a < b και η συνάρτηση 1

x στο διάστημα [a, b].
Όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, για κάθε n θεωρούμε τον µn = n

√
b/a και τη διαμέριση

∆n = {a = x0, . . . , xn = b}, όπου

xk = aµn
k για k = 0, . . . , n.

Η 1
x είναι φθίνουσα, οπότε σε κάθε [xk−1, xk] είναι lk = 1

xk
και uk = 1

xk−1
. Άρα

Σ( 1x ; a, b; ∆n) =
∑n

k=1
1
xk
(xk − xk−1) =

n(µn−1)
µn

= 1
µn

µn−1
logµn

log b
a → log b

a ,

διότι µn → 1 και limx→1
logx
x−1 = d logx

dx (1) = 1
1 = 1.

Ομοίως,

Σ( 1x ; a, b;∆n) =
∑n

k=1
1

xk−1
(xk − xk−1) = n(µn − 1) = µn−1

logµn
log b

a → log b
a .

Πάλι, Σ( 1x ; a, b;∆n)− Σ( 1x ; a, b;∆n) → 0, οπότε η 1
x είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b

a
1
x dx = log b

a αν 0 < a < b.

Παράδειγμα 6.2.7. Έστω ρ > 0, ρ ̸= 1 και η συνάρτηση ρx στο διάστημα [a, b].
Για κάθε n θεωρούμε τη διαμέριση∆n = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] σε n ισομήκη υποδια-
στήματα. Δηλαδή, έστω

xk = a+ k b−a
n για k = 0, . . . , n.

Αν ρ > 1, η ρx είναι αύξουσα, οπότε σε κάθε [xk−1, xk] είναι lk = ρxk−1 και uk = ρxk . Άρα

Σ(ρx; a, b; ∆n) =
∑n

k=1 ρ
xk−1(xk − xk−1) =

b−a
n ρa

∑n
k=1 ρ

(k−1)(b−a)/n

= b−a
n ρa ρb−a−1

ρ(b−a)/n−1 = (ρb − ρa) (b−a)/n
ρ(b−a)/n−1 → ρb−ρa

log ρ ,

διότι b−a
n → 0 και limx→0

ρx−1
x = dρx

dx (0) = ρ0 log ρ = log ρ.
Ομοίως,

Σ(ρx; a, b;∆n) =
∑n

k=1 ρ
xk(xk − xk−1) =

b−a
n ρa

∑n
k=1 ρ

k(b−a)/n

= b−a
n ρaρ(b−a)/n ρb−a−1

ρ(b−a)n−1 = (ρb − ρa)ρ(b−a)/n (b−a)/n
ρ(b−a)/n−1 → ρb−ρa

log ρ .

Αν 0 < ρ < 1, η ρx είναι φθίνουσα και το μόνο που αλλάζει στα προηγούμενα είναι ότι το
προηγούμενο Σ(ρx; a, b;∆n) θα είναι τώρα το Σ(ρx; a, b;∆n) και αντιστρόφως. Πάλι βρίσκουμε
το ίδιο αποτέλεσμα.
Επομένως, Σ(ρx; a, b; ∆n)− Σ(ρx; a, b;∆n) → 0, οπότε η ρx είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b

a ρ
x dx = ρb−ρa

log ρ αν ρ > 0, ρ ̸= 1 και 0 < a < b.
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6.2.1 Εμβαδό και ολοκλήρωμα Riemann.

Δεν θα μας απασχολήσει ο αυστηρός ορισμός της έννοιας του εμβαδού E(A) υποσυνόλων A
του καρτεσιανού επιπέδου. Θα δεχτούμε, όμως, ότι, όπως κι αν ορίζεται η έννοια του εμβαδού,
πρέπει να έχει κάποιες βασικές αναμενόμενες ιδιότητες. Μερικές από αυτές είναι:
(i) E(A) ≥ 0 για κάθε σύνολο A το οποίο έχει εμβαδό.
(ii) το εμβαδό ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι ίσο με το γινόμενο των μηκών των δύο
μη-παράλληλων πλευρών του.
(iii) αν δύο σύνολαA1 καιA2 έχουν εμβαδάE(A1) καιE(A2) και αν η τομή τους είναι κενή ή είναι
ένωση πεπερασμένου πλήθους ευθυγράμμων τμημάτων, τότε η ένωσή τους A1 ∪A2 έχει εμβαδό το
οποίο δίνεται από τον τύπο E(A1 ∪A2) = E(A1) + E(A2).
(iv) αν τα σύνολαA1,A2 έχουν εμβαδάE(A1) καιE(A2) και ανA1 ⊆ A2, τότεE(A1) ≤ E(A2).

Έστω συνάρτηση f : [a, b] → R με την επιπλέον υπόθεση ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈
[a, b]. Αυτό σημαίνει ότι το γράφημα Γ = {(x, f(x)) |x ∈ [a, b]} της συνάρτησης, ως υποσύνολο
του καρτεσιανού επιπέδου, περιέχεται στο ημιεπίπεδο πάνω από τον x-άξονα. Ορίζεται, επίσης,
και το σύνολο A = {(x, y) |x ∈ [a, b], y ∈ [0, f(x)]}, δηλαδή το υποσύνολο του καρτεσιανού
επιπέδου το οποίο περικλείεται από το οριζόντιο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα (a, 0), (b, 0) (δηλαδή
το διάστημα [a, b] του x-άξονα), από το κατακόρυφο ευθ. τμήμα με άκρα (a, 0), (a, f(a)), από το
κατακόρυφο ευθ. τμήμα με άκρα (b, 0), (b, f(b)) και από το γράφημα Γ της συνάρτησης.

Τώρα, υποθέτουμε, επιπλέον, ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ότι το σύνολο A έχει
εμβαδό E(A) και θα αποδείξουμε ότι

E(A) =
∫ b
a f(x) dx.

Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση ∆ = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} του [a, b] ώστε να είναι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ.

Θυμόμαστε ότι Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) και Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1),
όπου uk και lk είναι το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk].
Τώρα, για κάθε k = 1, . . . , n θεωρούμε το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο Bk που έχει οριζόντια
βάση το διάστημα [xk−1, xk] στον x-άξονα και κατακόρυφο ύψους lk. Βάσει της ιδιότητας (ii),
το Bk έχει εμβαδό

E(Bk) = lk(xk − xk−1).

Επίσης, για κάθε k = 1, . . . , n θεωρούμε το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο Ck που έχει οριζόντια
βάση το ίδιο διάστημα [xk−1, xk] στον x-άξονα και κατακόρυφο ύψους uk. Το Ck έχει εμβαδό

E(Ck) = uk(xk − xk−1).

Κατόπιν, θεωρούμε τις ενώσεις B = B1 ∪ · · · ∪Bn και C = C1 ∪ · · · ∪ Cn, οι οποίες, βάσει της
ιδιότητας (iii), έχουν εμβαδά

E(B) =
∑n

k=1E(Bk) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b;∆),

E(C) =
∑n

k=1E(Ck) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b; ∆).

Δείτε το σχήμα 32.
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Επειδή, για κάθε k = 1, . . . , n, ισχύει lk ≤ f(x) ≤ uk για κάθε x ∈ [xk−1, xk], συνεπάγεται
ότι το σύνολο A περιέχει το σύνολο B και περιέχεται στο σύνολο C. Δηλαδή, B ⊆ A ⊆ C.
Επομένως, βάσει της ιδιότητας (iv),

Σ(f ; a, b;∆) = E(B) ≤ E(A) ≤ E(C) = Σ(f ; a, b;∆).

Από αυτές τις τελευταίες σχέσεις και από τις

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆)

προκύπτει ότι ∣∣ ∫ b
a f(x) dx− E(A)

∣∣ ≤ Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ.

Δηλαδή, είναι |
∫ b
a f(x) dx − E(A)| < ϵ και, επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται

|
∫ b
a f(x) dx− E(A)| = 0, οπότε E(A) =

∫ b
a f(x) dx.

Ασκήσεις.

6.2.1. Πώς από τις ιδιότητες (i), (ii) και (iv) του εμβαδού προκύπτει ότι το εμβαδό ενός ευθύ-
γραμμου τμήματος είναι 0;

6.2.2. Αν 0 ≤ a < b, αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x2 και x3 είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b] και ότι∫ b
a x

2 dx = b3−a3
3 και

∫ b
a x

3 dx = b4−a4
4 , χρησιμοποιώντας διαμέριση∆n του [a, b] σε n ισομήκη

διαστήματα. Θα χρειαστείτε τις ισότητες
∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

6 και
∑n

k=1 k
3 = n2(n+1)2

4 , που
αποδεικνύονται με επαγωγή. Μιμηθείτε τους υπολογισμούς του παραδείγματος 6.2.4.

6.2.3. Θεωρήστε τη συνάρτηση f : [0, 1] → R με τύπο f(x) =

{
x, αν x ∈ [0, 1] ∩Q
0, αν x ∈ [0, 1] \Q

και

αποδείξτε ότι
∫ 1

0
f(x) dx = 0 και

∫ 1

0f(x) dx = 1
2 .

6.2.4. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και δύο ακολουθίες (∆n
′) και (∆n

′′) διαμερίσεων του [a, b]
ώστε Σ(f ; a, b;∆n

′)−Σ(f ; a, b;∆n
′′) → 0. Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

ότι Σ(f ; a, b;∆n
′) →

∫ b
a f(x) dx και Σ(f ; a, b;∆n

′′) →
∫ b
a f(x) dx.
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6.2.5. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] ώστε να ισχύει f(r) = 0 για κάθε ρητό
r ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι

∫ b
a f(x) dx = 0. Το ίδιο αποτέλεσμα έχουμε και αν ισχύει f(x) = 0 για

κάθε άρρητο x ∈ [a, b].

6.2.6. Έστω f, g, h : [a, b] → R ώστε να ισχύει f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b]. Αν οι
f και h είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b] και

∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a h(x) dx, αποδείξτε ότι και η g είναι

ολοκληρώσιμη στο [a, b] και
∫ b
a g(x) dx =

∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a h(x) dx.

6.2.7. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [c, b] για κάθε c με
a < c < b, αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

∫ b
a f(x) dx = limc→a+

∫ b
c f(x) dx.

Διατυπώστε και αποδείξτε το ανάλογο αποτέλεσμα όταν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, c] για
κάθε c με a < c < b.
Έστω p > 0. Θεωρήστε γνωστό το πρώτο αποτέλεσμα του παραδείγματος 6.2.5, δηλαδή ότι∫ b
a x

p dx = bp+1−ap+1

p+1 για 0 < a < b. Αποδείξτε, βάσει του προηγουμένου, ότι
∫ b
0 x

p dx = bp+1

p+1 .

6.2.8. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν
∫ b
a f(x) dx > 0, αποδείξτε ότι υπάρχει

υποδιάστημα (όχι μονοσύνολο) [c, d] του [a, b] ώστε να ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ [c, d].
Αποδείξτε το ίδιο αποτέλεσμα, γενικότερα, αν η f είναι φραγμένη και

∫ b

a
f(x) dx > 0.

6.2.9. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Αποδείξτε ότι υπάρχει [a1, b1] ⊆ (a, b) ώστε να είναι 0 < b1 − a1 < 1 και sup{f(x) | a1 ≤ x ≤
b1} − inf{f(x) | a1 ≤ x ≤ b1} < 1.
Κατασκευάστε ακολουθία διαστημάτων ([an, bn])ώστε 0 < bn−an < 1

n , [an+1, bn+1] ⊆ (an, bn)
και sup{f(x) | an ≤ x ≤ bn} − inf{f(x) | an ≤ x ≤ bn} < 1

n για κάθε n. Τότε υπάρχει ακριβώς
ένας ξ ώστε ξ ∈ (an, bn) για κάθε n. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ.
Αποδείξτε ότι σε κάθε ανοικτό υποδιάστημα του [a, b] υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο στο οποίο
η f είναι συνεχής. Δηλαδή, το σύνολο των σημείων συνέχειας της f είναι πυκνό στο [a, b].

6.3 Τα βασικά παραδείγματα.

Τα δύο θεωρήματα αυτής της ενότητας λένε ότι οι συνεχείς συναρτήσεις και οι μονότονες συ-
ναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες.

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.1. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με το θεώρημα 4.2, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ
b−a για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b] με |x′ − x′′| < δ. (6.9)

Θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε όλα τα ∆-
διαστήματα να έχουν μήκος < δ, δηλαδή, ώστε

xk − xk−1 < δ για κάθε k = 1, . . . , n.

Τώρα θυμόμαστε το παράδειγμα 6.1.5. Η f είναι συνεχής στο [xk−1, xk] και υπάρχουν ζk, ηk ∈
[xk−1, xk] ώστε f(ζk) ≤ f(x) ≤ f(ηk) για κάθε x ∈ [xk−1, xk]. Άρα lk = f(ζk) και uk = f(ηk).
Επίσης, επειδή |ηk − ζk| ≤ xk − xk−1 < δ, από την (6.9) συνεπάγεται

uk − lk = f(ηk)− f(ζk) <
ϵ

b−a

και, επομένως,

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1) <
∑n

k=1
ϵ

b−a(xk − xk−1) = ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆) − Σ(f ; a, b;∆) < ϵ. Άρα
η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
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Παράδειγμα 6.3.1. Κάθε πολυωνυμική συνάρτησηP (x) είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και
φραγμένο διάστημα και κάθε ρητή συνάρτησηR(x) = P (x)

Q(x) είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό
και φραγμένο διάστημα το οποίο δεν περιέχει καμιά ρίζα του πολυωνύμου Q(x).

Παράδειγμα 6.3.2. Αν p > 0, η xp είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε [a, b] ⊆ [0,+∞) και, αν p < 0,
η xp είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε [a, b] ⊆ (0,+∞).

Παράδειγμα 6.3.3. Η ex είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε [a, b].

Παράδειγμα 6.3.4. Η logx είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε [a, b] ⊆ (0,+∞).

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.2. Έστω f : [a, b] → R μονότονη στο [a, b]. Τότε η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Απόδειξη. Έστω ότι η f είναι αύξουσα στο [a, b]. Έστω ϵ > 0 και δ = ϵ
f(b)−f(a)+1 .

Θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε όλα τα ∆-
διαστήματα να έχουν μήκος < δ, δηλαδή ώστε

xk − xk−1 < δ για κάθε k = 1, . . . , n.

Επειδή η f είναι αύξουσα, είναι lk = f(xk−1) και uk = f(xk) (παράδειγμα 6.1.4). Άρα

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1(uk − lk)δ

= δ
∑n

k=1(f(xk)− f(xk−1)) = δ(f(b)− f(a)) < ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆) − Σ(f ; a, b;∆) < ϵ. Άρα
η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Η απόδειξη στην περίπτωση που η f είναι φθίνουσα είναι παρόμοια.

Παράδειγμα 6.3.5. Η συνάρτηση [x] είναι αύξουσα, οπότε είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό
και φραγμένο διάστημα.

Ασκήσεις.

6.3.1. Σε ποιά διαστήματα είναι ολοκληρώσιμες οι x3 − x, 1/(x3 − x),
√
x3 − x, log(x3 − x),

sinx, tanx ;

6.3.2. Έστω f : [a, b] → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [a, b]. Το σύνολο τιμών της f είναι
το [A,B], όπου A = f(a), B = f(b), και η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : [A,B] → [a, b] είναι
γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [A,B]. Αποδείξτε ότι∫ b

a f(x) dx+
∫ B
A f−1(y) dy = bB − aA.

Αν 0 ≤ a < b και 0 ≤ A < B, περιγράψτε το γεωμετρικό νόημα αυτής της ισότητας.

6.4 Ιδιότητες του ολοκληρώματος.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.3. Έστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b]. Tότε η f + g : [a, b] → R είναι
ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b

a (f(x) + g(x)) dx =
∫ b
a f(x) dx+

∫ b
a g(x) dx.

Απόδειξη. Οι f , g είναι φραγμένες, οπότε υπάρχουνM ′ καιM ′′ ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M ′ και
|g(x)| ≤ M ′′ για κάθε x ∈ [a, b]. Άρα ισχύει |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)| + |g(x)| ≤ M ′ +M ′′ για
κάθε x ∈ [a, b] και, επομένως, η f + g είναι φραγμένη. Αυτή είναι η πρώτη προϋπόθεση για να
είναι η f + g ολοκληρώσιμη.
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Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με το κριτήριο ολοκληρωσιμότητας, υπάρχουν διαμερίσεις ∆′, ∆′′ του
[a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆′)− Σ(f ; a, b;∆′) < ϵ
2 , Σ(g; a, b;∆′′)− Σ(g; a, b;∆′′) < ϵ

2 . (6.10)

Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′ = {a = x0, . . . , xn = b}, οπότε από τις (6.10)
και από το λήμμα 6.3 συνεπάγεται

Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ
2 , Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b;∆) < ϵ

2 . (6.11)

Έστω uk
′ και lk ′ το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk] καθώς και uk ′′ και lk ′′ οι

αντίστοιχες ποσότητες γαι την g και uk και lk οι αντίστοιχες ποσότητες για την f + g.
Για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ′ ≤ f(x) ≤ uk

′ και lk ′′ ≤ g(x) ≤ uk
′′ και, επομένως, lk ′+ lk ′′ ≤

f(x) + g(x) ≤ uk
′ + uk

′′. Άρα

lk
′ + lk

′′ ≤ lk ≤ uk ≤ uk
′ + uk

′′,

οπότε

Σ(f + g; a, b;∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1)

≤
∑n

k=1 uk
′(xk − xk−1) +

∑n
k=1 uk

′′(xk − xk−1)

= Σ(f ; a, b;∆) + Σ(g; a, b;∆)

(6.12)

και, ομοίως,

Σ(f + g; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1)

≥
∑n

k=1 lk
′(xk − xk−1) +

∑n
k=1 lk

′′(xk − xk−1)

= Σ(f ; a, b;∆) + Σ(g; a, b;∆).

(6.13)

Αφαιρώντας τις (6.12) και (6.13) και χρησιμοποιώντας και τις ανισότητες στην (6.11), βρίσκουμε

Σ(f + g; a, b;∆)− Σ(f + g; a, b;∆) < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση∆ του [a, b] ώστεΣ(f+g; a, b; ∆)−Σ(f+g; a, b; ∆) < ϵ,
οπότε η f + g είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, γνωρίζουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆)

Σ(g; a, b;∆) ≤
∫ b
a g(x) dx ≤ Σ(g; a, b;∆)

(6.14)

Σ(f + g; a, b;∆) ≤
∫ b
a (f(x) + g(x)) dx ≤ Σ(f + g; a, b;∆). (6.15)

Από τις (6.12), (6.13), (6.15) συνεπάγεται

Σ(f ; a, b;∆) + Σ(g; a, b;∆) ≤
∫ b
a (f(x) + g(x)) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆) + Σ(g; a, b;∆).

Αφαιρώντας από την τελευταία σχέση τις (6.14) και λαμβάνοντας υπ’ όψη και τις (6.11), προκύπτει
ότι ∣∣ ∫ b

a (f(x) + g(x)) dx−
∫ b
a f(x) dx−

∫ b
a g(x) dx

∣∣ < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, είναι
∫ b
a (f(x) + g(x)) dx =

∫ b
a f(x) dx+

∫ b
a g(x) dx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.4. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε η λf : [a, b] → R είναι
ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ∫ b

a λf(x) dx = λ
∫ b
a f(x) dx.
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Απόδειξη. Επειδή η f είναι φραγμένη, υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].
Άρα ισχύει |λf(x)| ≤ |λ|M για κάθε x ∈ [a, b], οπότε η λf είναι φραγμένη.
Αν λ = 0, η 0f είναι η σταθερή συνάρτηση 0, η οποία είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ισχύει∫ b

a 0f(x) dx =
∫ b
a 0 dx = 0 = 0

∫ b
a f(x) dx.

Έστω λ ̸= 0. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ
|λ| . (6.16)

Έστω uk ′ και lk ′ το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk] και uk και lk οι αντίστοιχες
ποσότητες για την λf .
Έστω λ > 0. Για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει f(x) ≤ uk

′, οπότε λf(x) ≤ λuk
′ και, επομένως,

uk ≤ λuk
′. Επίσης, για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει λf(x) ≤ uk, οπότε f(x) ≤ 1

λuk και, επομένως,
uk
′ ≤ 1

λuk. Συμπεραίνουμε ότι uk = λuk
′ και, με ακριβώς ίδιο τρόπο, ότι lk = λlk

′. Τώρα,

Σ(λf ; a, b; ∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) = λ
∑n

k=1 uk
′(xk − xk−1) = λΣ(f ; a, b;∆)

Σ(λf ; a, b; ∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) = λ
∑n

k=1 lk
′(xk − xk−1) = λΣ(f ; a, b;∆).

(6.17)

Αφαιρώντας τις (6.17) και χρησιμοποιώντας και την (6.16), βρίσκουμε

Σ(λf ; a, b; ∆)− Σ(λf ; a, b;∆) = λ
(
Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆)

)
< λ ϵ

λ = ϵ. (6.18)

Έστω λ < 0. Για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει f(x) ≤ uk
′, οπότε λuk ′ ≤ λf(x) και, επομένως,

λuk
′ ≤ lk. Επίσης, για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ≤ λf(x), οπότε f(x) ≤ 1

λ lk και, επομένως,
uk
′ ≤ 1

λ lk. Συμπεραίνουμε ότι lk = λuk
′ και, παρομοίως, uk = λlk

′. Τώρα,

Σ(λf ; a, b;∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) = λ
∑n

k=1 lk
′(xk − xk−1) = λΣ(f ; a, b;∆),

Σ(λf ; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) = λ
∑n

k=1 uk
′(xk − xk−1) = λΣ(f ; a, b;∆).

Αφαιρώντας και χρησιμοποιώντας την (6.16) (με |λ| = −λ), έχουμε

Σ(λf ; a, b;∆)− Σ(λf ; a, b;∆) = −λ
(
Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆)

)
< −λ ϵ

−λ = ϵ. (6.19)

Σε κάθε περίπτωση, από τις (6.18) και (6.19) συνεπάγεται ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση
∆ του [a, b] ώστε

Σ(λf ; a, b;∆)− Σ(λf ; a, b;∆) < ϵ,

οπότε η λf είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, γνωρίζουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆) (6.20)

Σ(λf ; a, b; ∆) ≤
∫ b
a λf(x) dx ≤ Σ(λf ; a, b; ∆). (6.21)

Αν λ > 0, πολλαπλασιάζοντας την (6.20) με τον λ και αφαιρώντας την (6.21) και χρησιμοποιώντας
και τις (6.17) και (6.16), βρίσκουμε∣∣ ∫ b

a λf(x) dx− λ
∫ b
a f(x) dx

∣∣ ≤ λ
(
Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆)

)
< ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται
∫ b
a λf(x) dx = λ

∫ b
a f(x) dx.

Η απόδειξη της
∫ b
a λf(x) dx = λ

∫ b
a f(x) dx είναι παρόμοια και στην περίπτωση λ < 0.

240



Οι ισότητες που αποδείχθηκαν στις προτάσεις 6.3 και 6.4 συνδυάζονται στην∫ b
a (λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ b
a f(x) dx+ µ

∫ b
a g(x) dx.

Αυτή η ισότητα εύκολα γενικεύεται με επαγωγή για περισσότερους από δύο όρους:∫ b
a

∑n
k=1 λkfk(x) dx =

∑n
k=1 λk

∫ b
a fk(x) dx,

αν όλες οι f1, . . . , fn είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b].
Το επόμενο παράδειγμα είναι άμεση γενίκευση του παραδείγματος 6.2.3 και είναι κι αυτό

σημαντικό και, μάλιστα, θα χρησιμοποιηθεί αμέσως στην απόδειξη της πρότασης 6.5.

Παράδειγμα 6.4.1. Έστω f : [a, b] → R, η οποία μηδενίζεται σε κάθε σημείο του [a, b] εκτός από
πεπερασμένου πλήθους σημεία. Τότε η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

∫ b
a f(x) dx = 0.

Συγκεκριμένα, έστω ξ1, . . . , ξm ∈ [a, b] και έστω ότι η f μηδενίζεται σε κάθε x ∈ [a, b] \
{ξ1, . . . , ξm} και f(ξj) = cj ̸= 0 για κάθε j = 1, . . . ,m. Δηλαδή ο τύπος της f είναι

f(x) =

{
0, αν x ∈ [a, b] και x ̸= ξj για κάθε j = 1, . . . ,m

cj , αν x = ξj για κάποιον j = 1, . . . ,m

Για κάθε j = 1, . . . ,m θεωρούμε την αντίστοιχη συνάρτηση fj(x) =

{
0, αν x ∈ [a, b], x ̸= ξj

1, αν x = ξj
Αν x ∈ [a, b] και x ̸= ξj για κάθε j = 1, . . . ,m, τότε f(x) = 0 και fj(x) = 0 για κάθε
j = 1, . . . ,m. Άρα ∑m

j=1 cjfj(x) =
∑m

j=1 cj0 = 0 = f(x).

Αν x ∈ {ξ1, . . . , ξm}, τότε x = ξj0 για κάποιον j0 = 1, . . . ,m, οπότε f(x) = cj0 και fj0(x) = 1
και fj(x) = 0 για κάθε j = 1, . . . ,m με j ̸= j0. Άρα∑m

j=1 cjfj(x) = cj0 = f(x).

Άρα ισχύει
∑m

j=1 cjfj(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b] ή, ισοδύναμα, f =
∑m

j=1 cjfj .
Επειδή κάθε fj είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

∫ b
a fj(x) dx = 0, συνεπάγεται ότι και η f είναι

ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b
a f(x) dx =

∑m
j=1 cj

∫ b
a fj(x) dx =

∑m
j=1 cj0 = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.5. Έστω f, g : [a, b] → R των οποίων οι τιμές είναι ίσες σε κάθε σημείο του [a, b]
εκτός από πεπερασμένου πλήθους σημεία. Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε και η g είναι
ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

∫ b
a g(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Θεωρούμε την h = g − f : [a, b] → R η οποία μηδενίζεται σε κάθε σημείο του [a, b]
εκτός από πεπερασμένου πλήθους σημεία. Σύμφωνα με το παράδειγμα 6.4.1, η h είναι ολοκληρώ-
σιμη στο [a, b] και

∫ b
a h(x) dx = 0. Επειδή g = f + h και η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], η g

είναι κι αυτή ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b
a g(x) dx =

∫ b
a (f(x) + h(x)) dx =

∫ b
a f(x) dx+

∫ b
a h(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.

Η πρόταση 6.5 διατυπώνεται και ως εξής: αν μια συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη σε κάποιο
διάστημα και δημιουργήσουμε μια νέα συνάρτηση αλλάζοντας τις τιμές της αρχικής σε πεπερασμέ-
νου πλήθους σημεία του διαστήματος, τότε η νέα συνάρτηση είναι κι αυτή ολοκληρώσιμη στο ίδιο
διάστημα και το ολοκλήρωμά της είναι το ίδιο με το ολοκλήρωμα της αρχικής συνάρτησης.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 6.6. Έστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b]. Τότε και η fg είναι ολοκληρώ-
σιμη στο [a, b].

Απόδειξη. Οι f , g είναι φραγμένες, οπότε υπάρχουν M ′ , M ′′ ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M ′ και
|g(x)| ≤ M ′′ για κάθε x ∈ [a, b]. Άρα ισχύει |f(x)g(x)| = |f(x)||g(x)| ≤ M ′M ′′ για κάθε
x ∈ [a, b], οπότε η fg είναι φραγμένη στο [a, b].
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχουν διαμερίσεις∆′ ,∆′′ του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆′)− Σ(f ; a, b; ∆′) < ϵ
M ′+M ′′+1 , Σ(g; a, b;∆′′)− Σ(g; a, b;∆′′) < ϵ

M ′+M ′′+1 .

Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′ = {a = x0, . . . , xn = b}, οπότε είναι

Σ(f ; a, b;∆)−Σ(f ; a, b;∆) < ϵ
M ′+M ′′+1 , Σ(g; a, b; ∆)−Σ(g; a, b;∆) < ϵ

M ′+M ′′+1 . (6.22)

Έστω uk
′ και lk ′ το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk] καθώς και uk ′′ και lk ′′ οι

αντίστοιχες ποσότητες γαι την g και uk και lk οι αντίστοιχες ποσότητες για την fg.
Για κάθε s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ′−uk ′ ≤ f(s)−f(t) ≤ uk

′−lk ′ και, επομένως, |f(s)−f(t)| ≤
uk
′ − lk

′ . Ομοίως, για κάθε s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει |g(s) − g(t)| ≤ uk
′′ − lk

′′ . Άρα για κάθε
s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει

|f(s)g(s)−f(t)g(t)| ≤ |f(s)−f(t)||g(s)|+|f(t)||g(s)−g(t)| ≤M ′′(uk
′−lk ′)+M ′(uk ′′−lk ′′).

Σύμφωνα με την παρατήρηση 3 πριν από το λήμμα 6.2, είναι

uk − lk ≤M ′′(uk
′ − lk

′) +M ′(uk
′′ − lk

′′).

Επομένως, χρησιμοποιώντας και τις (6.22), βρίσκουμε

Σ(fg; a, b; ∆)− Σ(fg; a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

≤M ′′
∑n

k=1(uk
′ − lk

′)(xk − xk−1)

+M ′
∑n

k=1(uk
′′ − lk

′′)(xk − xk−1)

=M ′′
(
Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆)

)
+M ′

(
Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b;∆)

)
≤M ′′ ϵ

M ′+M ′′+1 +M ′ ϵ
M ′+M ′′+1 < ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(fg; a, b;∆) − Σ(fg; a, b;∆) < ϵ,
οπότε η fg είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Τονίζουμε ότι, σε αντίθεση με την περίπτωση του αθροίσματος συναρτήσεων, δεν υπάρχει
τύπος ο οποίος να συνδέει το ολοκλήρωμα του γινομένου συναρτήσεων με τα ολοκληρώματα των
δύο συναρτήσεων ξεχωριστά. Για παράδειγμα, ο τύπος

∫ b
a f(x)g(x) dx =

∫ b
a f(x) dx

∫ b
a g(x) dx

δεν ισχύει γενικά.

Παράδειγμα 6.4.2. Είναι
∫ b
a 1 · 1 dx =

∫ b
a 1 dx = b − a και

∫ b
a 1 dx

∫ b
a 1 dx = (b − a)(b − a) =

(b− a)2 . Η ισότητα b− a = (b− a)2 δεν ισχύει γενικά!

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.7. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν υπάρχειm > 0 ώστε να ισχύει
|f(x)| ≥ m για κάθε x ∈ [a, b], τότε η 1/f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Απόδειξη. Ισχύει
∣∣ 1
f(x)

∣∣ ≤ 1
m για κάθε x ∈ [a, b], οπότε η 1/f είναι φραγμένη.

Έστω ϵ > 0. Υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < m2ϵ. (6.23)

Έστω uk ′ και lk ′ το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk] καθώς και uk και lk οι αντί-
στοιχες ποσότητες για την 1/f .
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Για κάθε s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ′−uk ′ ≤ f(s)−f(t) ≤ uk
′−lk ′, οπότε |f(s)−f(t)| ≤ uk

′−lk ′.
Τότε για κάθε s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει

∣∣ 1
f(s) −

1
f(t)

∣∣ = |f(s)−f(t)|
|f(s)||f(t)| ≤

uk
′−lk′

m2 και, επομένως,

uk − lk ≤ uk
′−lk′

m2 .

Χρησιμοποιώντας και την (6.23), συνεπάγεται

Σ
(
1/f ; a, b;∆

)
− Σ

(
1/f ; a, b;∆

)
=

∑n
k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

≤ 1
m2

∑n
k=1(uk

′ − lk
′)(xk − xk−1)

= 1
m2

(
Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆)

)
< ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ
(
1/f ; a, b;∆

)
− Σ

(
1/f ; a, b;∆

)
< ϵ,

οπότε η 1/f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Όπως και για το γινόμενο συναρτήσεων, δεν υπάρχει γενικός τύπος που να συνδέει το ολοκλή-
ρωμα του αντιστρόφου μιας συνάρτησης με το ολοκλήρωμα της συνάρτησης. Για παράδειγμα, ο
τύπος

∫ b
a (1/f(x)) dx = 1

/( ∫ b
a f(x) dx

)
δεν ισχύει γενικά.

Παράδειγμα 6.4.3. Είναι
∫ b
a

1
1 dx =

∫ b
a 1 dx = b − a και 1∫ b

a 1 dx
= 1

b−a . Η ισότητα b − a = 1
b−a

δεν ισχύει γενικά!

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.8. Έστω a < c < b και f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, c] και στο [c, b]. Τότε η
f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b

a f(x) dx =
∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx.

Απόδειξη. Η f είναι φραγμένη στο [a, c] και στο [c, b], οπότε υπάρχουν M ′ και M ′′ ώστε να
ισχύει |f(x)| ≤ M ′ για κάθε x ∈ [a, c] και |f(x)| ≤ M ′′ για κάθε x ∈ [c, b]. Ορίζουμε M =
max{M ′,M ′′}, οπότε ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε x ∈ [a, b] και, επομένως, η f είναι φραγμένη
στο [a, b].
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχουν διαμερίσεις ∆′ = {a = x0

′, . . . , xn
′ = c} του [a, c] και ∆′′ = {c =

x0
′′, . . . , xm

′′ = b} του [c, b] ώστε

Σ(f ; a, c;∆′)− Σ(f ; a, c;∆′) < ϵ
2 , Σ(f ; c, b;∆′′)− Σ(f ; c, b; ∆′′) < ϵ

2 . (6.24)

Ορίζουμε τη διαμέριση ∆ = {a = x0
′, . . . , xn−1

′, xn
′ = c = x0

′′, . . . , xm
′′ = b} του [a, b] και

παρατηρούμε ότι

Σ(f ; a, b;∆) = Σ(f ; a, c;∆′) + Σ(f ; c, b;∆′′)

Σ(f ; a, b;∆) = Σ(f ; a, c;∆′) + Σ(f ; c, b;∆′′).
(6.25)

Αφαιρώντας τις (6.25) και χρησιμοποιώντας και τις (6.24), βρίσκουμε

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ. (6.26)

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆)−Σ(f ; a, b;∆) < ϵ, οπότε
η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, γνωρίζουμε ότι

Σ(f ; a, c;∆′) ≤
∫ c
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, c;∆′)

Σ(f ; c, b;∆′′) ≤
∫ b
c f(x) dx ≤ Σ(f ; c, b;∆′′)

(6.27)

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆). (6.28)
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Αθροίζοντας τις (6.27) και χρησιμοποιώντας τις (6.25), έχουμε

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆).

Από αυτήν την τελευταία σχέση και από την (6.28) συνεπάγεται∣∣ ∫ b
a f(x) dx−

∫ c
a f(x) dx−

∫ b
c f(x) dx

∣∣ ≤ Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ.

Επομένως, είναι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx−
∫ c
a f(x) dx−

∫ b
c f(x) dx

∣∣ < ϵ για κάθε ϵ > 0, οπότε
∫ b
a f(x) dx =∫ c

a f(x) dx+
∫ b
c f(x) dx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.9. Έστω a ≤ c < d ≤ b και f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε η f είναι
ολοκληρώσιμη στο [c, d].

Απόδειξη. Επειδή η f είναι φραγμένη στο [a, b], είναι φραγμένη και στο [c, d].
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση ∆′ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b; ∆′) − Σ(f ; a, b;∆′) < ϵ.
Θεωρούμε τη διαμέριση ∆′′ = ∆′ ∪ {c, d}, η οποία είναι λεπτότερη από την ∆′ και, επομένως,

Σ(f ; a, b;∆′′)− Σ(f ; a, b; ∆′′) < ϵ. (6.29)

Αν από τα ∆′′-σημεία κρατήσουμε μόνο εκείνα τα οποία ανήκουν στο διάστημα [c, d] (τα σημεία
c, d είναι δύο τέτοια), τότε δημιουργείται διαμέριση ∆ του [c, d]. Τώρα τα αθροίσματα Darboux
Σ(f ; c, d;∆) και Σ(f ; c, d;∆) προκύπτουν από τα αντίστοιχα Σ(f ; c, d;∆′′) και Σ(f ; c, d;∆′′)
αν από τα δύο τελευταία αφαιρέσουμε τους όρους που προέρχονται από τα ∆′′-διαστήματα που
δεν είναι ∆-διαστήματα. Επομένως, η διαφορά Σ(f ; a, b;∆) − Σ(f ; a, b;∆) προκύπτει από την
Σ(f ; a, b;∆′′) − Σ(f ; a, b;∆′′) αν από αυτήν αφαιρέσουμε τους όρους που προέρχονται από τα
∆′′-διαστήματα που δεν είναι ∆-διαστήματα. Σύμφωνα με την παρατήρηση 2 πριν από το λήμμα
6.2 και από την (6.29), συνεπάγεται

Σ(f ; c, d;∆)− Σ(f ; c, d;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′)− Σ(f ; a, b;∆′′) < ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [c, d] ώστε Σ(f ; c, d;∆) − Σ(f ; c, d;∆) < ϵ και,
επομένως, η f είναι ολοκληρώσιμη στο [c, d].

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.7. Η συνάρτηση f : [a, b] → R χαρακτηρίζεται τμηματικά σταθερή στο [a, b] αν
υπάρχουν ξ0, . . . , ξm ώστε a = ξ0 < · · · < ξm = b και υπάρχουν c1, . . . , cm ώστε f(x) = ck για
κάθε x ∈ (ξk−1, ξk) και κάθε k = 1, . . . ,m. Δηλαδή, η f είναι σταθερή σε καθένα από τα ανοικτά
υποδιαστήματα (ξ0, ξ1), . . . , (ξm−1, ξm). Η f είναι ορισμένη στα σημεία ξ0, . . . , ξm αλλά οι τιμές
της στα σημεία αυτά δεν έχουν καμιά σημασία.

Παράδειγμα 6.4.4. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι τμηματικά σταθερή στο [a, b], όπως στον
ορισμό που μόλις είδαμε.
Στο διάστημα [ξk−1, ξk] η f διαφέρει από τη σταθερή συνάρτηση ck σε δύο το πολύ σημεία: στα
άκρα ξk−1, ξk. Η σταθερή συνάρτηση ck είναι ολοκληρώσιμη στο [ξk−1, ξk] και

∫ ξk
ξk−1

ck dx =

ck(ξk−ξk−1). Άρα και η f είναι ολοκληρώσιμη στο [ξk−1, ξk] και
∫ ξk
ξk−1

f(x) dx = ck(ξk−ξk−1).
Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και∫ b

a f(x) dx =
∑m

k=1

∫ ξk
ξk−1

f(x) dx =
∑m

k=1 ck(ξk − ξk−1).

Θα γνωρίσουμε, τώρα, δύο σχετικά μεγάλες κατηγορίες ολοκληρώσιμων συναρτήσεων, οι
οποίες περιέχουν τις συναρτήσεις που συναντάμε συνήθως στην πράξη. Και οι δύο κατηγορίες
περιέχουν τις τμηματικά σταθερές συναρτήσεις.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 6.8. Η συνάρτηση f : [a, b] → R χαρακτηρίζεται τμηματικά συνεχής στο [a, b] αν
υπάρχουν ξ0, . . . , ξm ώστε a = ξ0 < · · · < ξm = b, η f να είναι συνεχής σε καθένα από τα
ανοικτά υποδιαστήματα (ξ0, ξ1), . . . , (ξm−1, ξm) και να υπάρχει το όριο limx→ξk+ f(x) ∈ R για
κάθε k = 0, . . . ,m− 1 καθώς και το όριο limx→ξk− f(x) ∈ R για κάθε k = 1, . . . ,m.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.10. Κάθε f : [a, b] → R τμηματικά συνεχής στο [a, b] είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Απόδειξη. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι τμηματικά συνεχής στο [a, b], όπως στον ορισμό.

Για κάθε k = 1, . . . ,m θεωρούμε την gk(x) =


f(x), αν ξk−1 < x < ξk

limx→ξk− f(x), αν x = ξk

limx→ξk−1+ f(x), αν x = ξk−1
Η gk είναι συνεχής στο [ξk−1, ξk] και η f διαφέρει από αυτήν σε δύο το πολύ σημεία του [ξk−1, ξk]:
στα άκρα ξk−1, ξk. Επειδή η gk είναι ολοκληρώσιμη στο [ξk−1, ξk], συνεπάγεται ότι και η f είναι
ολοκληρώσιμη στο [ξk−1, ξk]. Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.9. Η συνάρτηση f : [a, b] → R χαρακτηρίζεται τμηματικά μονότονη στο [a, b] αν
υπάρχουν ξ0, . . . , ξm ώστε a = ξ0 < · · · < ξm = b και η f να είναι μονότονη σε καθένα από τα
ανοικτά υποδιαστήματα (ξ0, ξ1), . . . , (ξm−1, ξm).

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.11. Κάθε f : [a, b] → R τμηματικά μονότονη και φραγμένη στο [a, b] είναι ολοκλη-
ρώσιμη στο [a, b].

Απόδειξη. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι τμηματικά μονότονη στο [a, b], όπως στον ορισμό.
Επειδή η f είναι φραγμένη, τα όρια limx→ξk− f(x), limx→ξk−1+ f(x) υπάρχουν και είναι πραγ-
ματικοί αριθμοί.
Τώρα, ορίζουμε τις συναρτήσεις gk ακριβώς όπως στην απόδειξη της πρότασης 6.10. Κάθε gk εί-
ναι μονότονη στο αντίστοιχο [ξk−1, ξk] και, επομένως, ολοκληρώσιμη στο [ξk−1, ξk]. Η f διαφέρει
από την gk σε δύο το πολύ σημεία του [ξk−1, ξk]: στα άκρα ξk−1, ξk. Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη
στο [ξk−1, ξk] και, επομένως, είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Σχεδόν όλες οι συναρτήσεις που εμφανίζονται σε συγκεκριμένες εφαρμογές είναι είτε τμημα-
τικά συνεχείς είτε τμηματικά μονότονες και, επομένως, είναι ολοκληρώσιμες σε κάθε κλειστό και
φραγμένο διάστημα στο οποίο είναι φραγμένες.

ΛΗΜΜΑ 6.5. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε
x ∈ [a, b].
[α] Τότε

∫ b
a f(x) dx ≥ 0.

[β] Αν
∫ b
a f(x) dx = 0, τότε η f μηδενίζεται σε κάθε σημείο συνέχειάς της. Ειδικώτερα, αν η f είναι

συνεχής στο [a, b], τότε η f είναι σταθερή 0 στο [a, b].

Απόδειξη. [α] Ο 0 είναι κάτω φράγμα του συνόλου τιμών {f(x) | a ≤ x ≤ b}. Αν θέσουμε l =
inf{f(x) | a ≤ x ≤ b}, τότε l ≥ 0. Σύμφωνα με την πρόταση 6.1, είναι∫ b

a f(x) dx =
∫ b

a
f(x) dx ≥ l(b− a) ≥ 0.

[β] Έστω
∫ b
a f(x) dx = 0 και σημείο συνέχειας ξ ∈ [a, b] της f και έστω (για να καταλήξουμε σε

άτοπο) ότι f(ξ) > 0.
Θεωρούμε οποιονδήποτε ϵ ώστε 0 < ϵ < f(ξ). Τότε ισχύει f(x) ≥ ϵ κοντά στον ξ, δηλαδή
υπάρχει διάστημα [c, d] ⊆ [a, b] με d− c > 0 και ξ ∈ [c, d] και ώστε να ισχύει f(x) ≥ ϵ για κάθε
x ∈ [c, d]. Δηλαδή, ισχύει f(x) − ϵ ≥ 0 για κάθε x ∈ [c, d], οπότε είναι

∫ d
c (f(x) − ϵ) dx ≥ 0.

Άρα
∫ d
c f(x) dx−

∫ d
c ϵ dx ≥ 0 και, επομένως,∫ d

c f(x) dx ≥ ϵ(d− c) > 0.
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Τώρα διακρίνουμε τέσσερις περιπτώσεις.
Έστω a < c < d < b. Από το ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθεx ∈ [a, c], συνεπάγεται

∫ c
a f(x) dx ≥ 0.

Ομοίως,
∫ b
d f(x) dx ≥ 0. Άρα∫ b

a f(x) dx =
∫ c
a f(x) dx+

∫ d
c f(x) dx+

∫ b
d f(x) dx ≥ 0 +

∫ d
c f(x) dx+ 0 > 0.

Έστω a < c < d = b. Όπως πριν, είναι
∫ c
a f(x) dx ≥ 0 και, επομένως,∫ b

a f(x) dx =
∫ c
a f(x) dx+

∫ d
c f(x) dx ≥ 0 +

∫ d
c f(x) dx > 0.

Έστω a = c < d < b. Όπως πριν, είναι
∫ b
d f(x) dx ≥ 0 και, επομένως,∫ b

a f(x) dx =
∫ d
c f(x) dx+

∫ b
d f(x) dx ≥

∫ d
c f(x) dx+ 0 > 0.

Τέλος, αν c = a και d = b, τότε
∫ b
a f(x) dx =

∫ d
c f(x) dx > 0.

Σε κάθε περίπτωση, είναι
∫ b
a f(x) dx > 0 και καταλήγουμε σε άτοπο.

Οι επόμενες τρεις προτάσεις περιέχουν τα βασικά εργαλεία εκτίμησης ολοκληρωμάτων: τα
χρησιμοποιούμε στις περιπτώσεις που δεν βολεύει ή δεν είναι εφικτός ο ακριβής υπολογισμός των
ολοκληρωμάτων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.12. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b].
[α] Αν ισχύει f(x) ≤ u για κάθε x ∈ [a, b], τότε

∫ b
a f(x) dx ≤ u(b− a).

Αν, επιπλέον,
∫ b
a f(x) dx = u(b− a), τότε ισχύει f(x) = u για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

[β] Αν ισχύει f(x) ≥ l για κάθε x ∈ [a, b], τότε
∫ b
a f(x) dx ≥ l(b− a).

Αν, επιπλέον,
∫ b
a f(x) dx = l(b− a), τότε ισχύει f(x) = l για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

[γ] Αν ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b], τότε
∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ ≤M(b− a).

Αν, επιπλέον,
∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ = M(b − a), τότε είτε ισχύει f(x) = M για κάθε σημείο συνέχειας x

της f είτε ισχύει f(x) = −M για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

Απόδειξη. [α] Εφαρμόζουμε το λήμμα 6.5 στη συνάρτηση u− f(x).
[β] Ομοίως, με τη συνάρτηση f(x)− l.
[γ] Από τα [α], [β] και επειδή ισχύει −M ≤ f(x) ≤M για κάθε x ∈ [a, b], συνεπάγεται

−M(b− a) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤M(b− a),

οπότε
∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ ≤M(b− a).

Αν
∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ = M(b− a), τότε είτε

∫ b
a f(x) dx = M(b− a) είτε

∫ b
a f(x) dx = −M(b− a).

Συνεπάγεται, αντιστοίχως, είτε ότι ισχύει f(x) = M για κάθε σημείο συνέχειας x της f είτε ότι
ισχύει f(x) = −M για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

Παράδειγμα 6.4.5. Η μέγιστη τιμή της f : [1, 4] → R με τύπο f(x) = x
x2+2

είναι η
√
2

(
√
2)2+2

=
√
2
4 . Επομένως,

∫ 4
1

x
x2+2

dx ≤
√
2
4 (4− 1) = 3

√
2

4 .

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.13. Έστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b] ώστε να ισχύει f(x) ≤ g(x)
για κάθε x ∈ [a, b].
[α] Τότε

∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a g(x) dx.

[β] Αν
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a g(x) dx, τότε ισχύει f(x) = g(x) σε κάθε κοινό σημείο συνέχειας x των

f, g. Ειδικώτερα, αν οι f , g είναι συνεχείς στο [a, b], τότε οι f , g ταυτίζονται στο [a, b].

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το λήμμα 6.5 στη συνάρτηση g − f .

246



Παράδειγμα 6.4.6. Έστω η f : [0, 1] → R με τύπο f(x) = log(1 + x). Επειδή η f είναι συνεχής
στο [0, 1], είναι και ολοκληρώσιμη στο [0, 1].
Είναι εύκολο, με τις μεθόδους του προηγούμενου κεφαλαίου, να αποδειχθεί ότι ισχύει x log 2 ≤
log(1 + x) ≤ x για κάθε x ∈ [0, 1]. Άρα

∫ 1
0 x log 2 dx ≤

∫ 1
0 log(1 + x) dx ≤

∫ 1
0 xdx. Άρα

log 2
2 ≤

∫ 1
0 log(1 + x) dx ≤ 1

2 .

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.14. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε η |f | είναι ολοκληρώσιμη
στο [a, b] και ∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ ≤ ∫ b

a |f(x)| dx.

Αν
∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ = ∫ b

a |f(x)| dx, τότε είτε ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε σημείο συνέχειας x της f είτε
ισχύει f(x) ≤ 0 για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

Απόδειξη. Επειδή η f είναι φραγμένη στο [a, b], υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε
x ∈ [a, b]. Αυτό, φυσικά, σημαίνει ότι και η |f | είναι φραγμένη στο [a, b].
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ. (6.30)

Έστω uk ′ και lk ′ το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk] καθώς και uk και lk οι αντί-
στοιχες ποσότητες για την |f |. Για κάθε s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ′−uk ′ ≤ f(s)−f(t) ≤ uk

′−lk ′,
οπότε |f(s) − f(t)| ≤ uk

′ − lk
′. Άρα για κάθε s, t ∈ [xk−1, xk] ισχύει ||f(s)| − |f(t)|| ≤

|f(s) − f(t)| ≤ uk
′ − lk

′. Σύμφωνα με την παρατήρηση 3 πριν από το λήμμα 6.2, συνεπάγε-
ται

uk − lk ≤ uk
′ − lk

′.

Άρα, χρησιμοποιώντας και την (6.30), έχουμε

Σ(|f |; a, b;∆)− Σ(|f |; a, b; ∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1(uk
′ − lk

′)(xk − xk−1)

= Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(|f |; a, b;∆) − Σ(|f |; a, b;∆) < ϵ.
Άρα η |f | είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, ισχύει −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| για κάθε x ∈ [a, b], οπότε

−
∫ b
a |f(x)| dx =

∫ b
a (−|f(x)|) dx ≤

∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a |f(x)| dx.

Άρα
∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ ≤ ∫ b

a |f(x)| dx.
Αν

∣∣ ∫ b
a f(x) dx

∣∣ =
∫ b
a |f(x)| dx, τότε είναι είτε

∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a |f(x)| dx είτε

∫ b
a f(x) dx =

−
∫ b
a |f(x)| dx. Συνεπάγεται, αντιστοίχως, είτε ότι ισχύει f(x) = |f(x)| ή, ισοδύναμα, f(x) ≥ 0

για κάθε σημείο συνέχειας x της f είτε ότι ισχύει f(x) = −|f(x)| ή, ισοδύναμα, f(x) ≤ 0 για
κάθε σημείο συνέχειας x της f .

Παράδειγμα 6.4.7. Έστω x > 0.
Επειδή ισχύει 0 ≤ t

1+t ≤ 1 για κάθε t ≥ 0, είναι 0 ≤
∫ x
0

t
1+t dt ≤

∫ x
0 1 dt = x.

Επίσης, επειδή ισχύει 0 ≤ t
1+t ≤ t για κάθε t ≥ 0, συνεπάγεται 0 ≤

∫ x
0

t
1+t dt ≤

∫ x
0 t dt =

x2

2 .

Άρα 0 ≤
∫ x
0

t
1+t dt ≤ min

{
x, x

2

2

}
=

{
x2/2, αν 0 < x ≤ 2

x, αν x ≥ 2

ΠΡΩΤΟ θΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ. Έστω f :
[a, b] → R συνεχής στο [a, b], g : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω ότι ισχύει g(x) ≥ 0
για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a f(x)g(x) dx = f(ξ)
∫ b
a g(x) dx.
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Απόδειξη. Θεωρούμε την h : [a, b] → R με τύπο

h(t) = f(t)
∫ b
a g(x) dx−

∫ b
a f(x)g(x) dx

για κάθε t ∈ [a, b]. Προφανώς, η h είναι συνεχής στο [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής, υπάρχουν
ζ, η ∈ [a, b] ώστε να ισχύει f(ζ) ≤ f(x) ≤ f(η) και, επομένως,

f(ζ)g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ f(η)g(x)

για κάθε x ∈ [a, b]. Συνεπάγεται

f(ζ)
∫ b
a g(x) dx =

∫ b
a f(ζ)g(x) dx ≤

∫ b
a f(x)g(x) dx ≤

∫ b
a f(η)g(x) dx = f(η)

∫ b
a g(x) dx.

Άρα h(ζ) ≤ 0 ≤ h(η), οπότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε h(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα,
∫ b
a f(x)g(x) dx =

f(ξ)
∫ b
a g(x) dx.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.10. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Ο αριθμός 1
b−a

∫ b
a f(x) dx ονο-

μάζεται μέση τιμή της f στο [a, b] και συμβολίζεται

E(f ; a, b) = 1
b−a

∫ b
a f(x) dx.

Η ονομασία μέση τιμή για το E(f ; a, b) = 1
b−a

∫ b
a f(x) dx θα εξηγηθεί στην επόμενη ενότητα.

Είτε από την πρόταση 6.12 είτε από την πρόταση 6.1 συνεπάγεται ότι η μέση τιμή μιας f ολο-
κληρώσιμης στο [a, b] είναι αριθμός στο διάστημα [l, u], όπου u και l είναι το supremum και το
infimum της f στο [a, b]. Επίσης, εφαρμόζοντας το πρώτο θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρω-
τικού λογισμού με τη σταθερή συνάρτηση g = 1, συμπεραίνουμε ότι
Η μέση τιμή μιας f συνεχούς στο [a, b] είναι κάποια από τις τιμές της στο [a, b].

Παράδειγμα 6.4.8. Η μέση τιμή της συνάρτησης f(x) =

{
−1, αν −1 ≤ x < 0

1, αν 0 ≤ x ≤ 1
στο [−1, 1]

είναι 1
1−(−1)

∫ 1
−1 f(x) dx = 0, αλλά καμιά τιμή της συνάρτησης στο [−1, 1] δεν είναι 0.

Αν η μέση τιμή της f στο [a, b] είναι ο αριθμός ρ, τότε
∫ b
a f(x) dx = ρ(b − a) =

∫ b
a ρ dx.

Επομένως, η μέση τιμή της f στο [a, b] είναι εκείνη η τιμή που πρέπει να έχει μια σταθερή συνάρτηση
στο [a, b] ώστε το ολοκλήρωμά της να είναι ίσο με το ολοκλήρωμα της f .

Ασκήσεις.

6.4.1. Υπολογίστε τα ολοκληρώματα
∫ 7/2
−2 ([x] + x2) dx,

∫ 5
1 (2− 3x+ 4x2) dx,

∫ 4
−2(3x− 2x) dx,∫ 3

1 (
2
x − x2 + x

√
2 + 3ex) dx.

Αν f(x) =


1 + 3x, αν 1 < x < 2

0, αν x = 1

−2, αν x = 2

g(x) =


3x, αν −1 ≤ x < 0

2x, αν 0 ≤ x ≤ 2

x+ 2, αν 2 < x ≤ 5

υπολογίστε τα ολοκλη-

ρώματα
∫ 2
1 f(x) dx,

∫ 5
−1 g(x) dx.

6.4.2. 2 Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε
x ∈ [a, b].
Αποδείξτε ότι 0 ≤

∫ d
c f(x) dx ≤

∫ b
a f(x) dx για κάθε [c, d] ⊆ [a, b].

Γενικότερα, αν τα [c1, d1], . . . , [cn, dn] είναι ξένα ανά δύο (εκτός κοινών άκρων) και περιέχονται
στο [a, b], αποδείξτε ότι

∫ d1
c1
f(x) dx+ · · ·+

∫ dn
cn
f(x) dx ≤

∫ b
a f(x) dx.

2Μερικές πολύ χρήσιμες ανισότητες. Πολλές φορές, από επιπολαιότητα, γίνεται λάθος χρήση αυτών των ανισοτήτων
χωρίς να έχει εξασφαλιστεί ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b].
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6.4.3. Έστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b]. Αποδείξτε ότι οι max{f, g},min{f, g} :

[a, b] → R είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b] και
∫ b
a max{f(x), g(x)} dx+

∫ b
a min{f(x), g(x)} dx =∫ b

a f(x) dx+
∫ b
a g(x) dx.

6.4.4. Αποδείξτε ότι
∫ π
0 (sinx)

n+1 dx ≤
∫ π
0 (sinx)

n dx και
∫ π/4
0 (tanx)n+1 dx ≤

∫ π/4
0 (tanx)n dx

για κάθε n ∈ N, χωρίς να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα.

6.4.5. Χωρίς να βρείτε τα ολοκληρώματα, αποδείξτε ότι ισχύει xe−2x ≤
∫ 2x
x e−t dt ≤ xe−x για

κάθε x > 0 και 3e−2 ≤
∫ 2
1/2 xe

−x dx ≤ 3
2e
−1.

6.4.6. Αποδείξτε ότι ισχύει 0 ≤ x
1−x+x2 ≤ 4x

3 για κάθε x ∈ [0, 1] και 0 ≤ x
1−x+x2 ≤ 4

3x για κάθε
x ∈ [1,+∞).
Αποδείξτε ότι ισχύει 0 ≤

∫ x
0

t
1−t+t2

dt ≤ 2x2

3 για κάθε x ∈ [0, 1].
Αποδείξτε ότι ισχύει 0 ≤

∫ x
0

t
1−t+t2

dt ≤ 2
3 + 4

3 logx για κάθε x ∈ [1,+∞).

6.4.7. Βρείτε τα limx→+∞
∫ x+

√
x

x
t

1+t2
dt, limx→+∞

∫ 2x
x

1+t5

1+t+t2+t6
dt, limx→0+

∫ 1+2x
1−x

t
1+t+t2

dt,
limx→0+

1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt, limx→0+
1
2x

∫ x
−x

1+t5

1+t6
dt.

6.4.8. Έστω f, g : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b]. Αν
∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a g(x) dx, αποδείξτε ότι

υπάρχει ξ ∈ [a, b]ώστε f(ξ) = g(ξ). Κατόπιν, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b)ώστε f(ξ) = g(ξ).

6.4.9. [α] Έστω f : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1]. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, 1] ώστε∫ 1
0 f(x)x

2 dx = f(ξ)
3 .

[β] Έστω a > 0 και f : [log a, log(a + 1)] → R συνεχής στο [log a, log(a + 1)]. Αποδείξτε ότι
υπάρχει ξ ∈ [log a, log(a+ 1)] ώστε

∫ log(a+1)
log a exf(x) dx = f(ξ).

6.4.10. 3 Σχεδιάστε το γράφημα της συνάρτησης x− [x]− 1
2 .

Έστω k ∈ Z. Αποδείξτε ότι
∫ k+1
k (x − [x] − 1

2) dx = 0,
∫ k+(1/2)
k (x − [x] − 1

2) dx = −1
8 και∫ k+1

k+(1/2)(x− [x]− 1
2) dx = 1

8 .

Αποδείξτε ότι −1
8 ≤

∫ b
a (x− [x]− 1

2) dx ≤ 1
8 για κάθε a, b με a < b.

6.4.11. 4 [α] Αν p > 0, αποδείξτε ότι ισχύει np ≤
∫ n+1
n xp dx ≤ (n+ 1)p για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι ισχύει np ≤ (n+1)p+1−np+1

p+1 ≤ (n+ 1)p για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn), όπου xn =
∑n

k=1 k
p − np+1

p+1 για κάθε n, είναι αύξουσα.

[β] Αν 0 < p < 1, αποδείξτε ότι ισχύει 1
(n+1)p ≤

∫ n+1
n

1
xp dx ≤ 1

np για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι ισχύει 1
(n+1)p ≤ (n+1)1−p−n1−p

1−p ≤ 1
np για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn), όπου xn =
∑n

k=1
1
kp − n1−p

1−p για κάθε n, είναι φθίνουσα και ότι
συγκλίνει.
Αποδείξτε ότι np−1

∑n
k=1

1
kp → 1

1−p .

[γ] Αν p > 1, αποδείξτε ότι ισχύει 1
(n+1)p ≤

∫ n+1
n

1
xp dx ≤ 1

np για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι ισχύει 1
(n+1)p ≤ 1

p−1
(

1
np−1 − 1

(n+1)p−1

)
≤ 1

np για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn), όπου xn =
∑n

k=1
1
kp για κάθε n, συγκλίνει.

[δ] Αποδείξτε ότι ισχύει 1
n+1 ≤

∫ n+1
n

1
x dx ≤ 1

n για κάθε n ∈ N.

3Οι συναρτήσεις αυτής της άσκησης θα χρησιμοποιηθούν αργότερα, στην άσκηση 7.3.20, για να αποδειχθούν μερικά
σημαντικά αποτελέσματα, όπως ο τύπος του Stirling.

4Πολλά από τα θέματα αυτής της άσκησης θα τα ξαναδούμε στην άσκηση 7.3.20 και στην υποενότητα 8.2.1.
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Αποδείξτε ότι ισχύει 1
n+1 ≤ log n+1

n ≤ 1
n για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn), όπου xn =
∑n

k=1
1
k − logn για κάθε n, είναι φθίνουσα και ότι

συγκλίνει.5

Αποδείξτε ότι 1
logn

∑n
k=1

1
k → 1.

[ε] Αποδείξτε ότι ισχύει log m+1
n ≤

∑m
k=n

1
k ≤ 1

n + log m
n για κάθε n,m ∈ N με n ≤ m.

Για κάθε p ∈ N, αποδείξτε ότι6

1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
pn−1 + 1

pn → log p.

[στ] Θεωρήστε την ακολουθία (yn), όπου yn = 1 − 1
2 + 1

3 − · · · + (−1)n−1 1
n για κάθε n. Στο

παράδειγμα 2.5.7 αποδείξαμε ότι η (yn) συγκλίνει. Αν xn =
∑n

k=1
1
k−logn για κάθε n, αποδείξτε

ότι ισχύει y2n = x2n − xn + log 2 για κάθε n και, κατόπιν, ότι y2n → log 2. Συμπεράνατε ότι7

1− 1
2 + 1

3 − · · ·+ (−1)n−1 1
n → log 2.

6.4.12. Έστω f : [a, b] → R και ότι ισχύει |f(x′)−f(x′′)| ≤M |x′−x′′| για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b].8

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ d

c f(x) dx− f(d)(d− c)
∣∣ ≤M (d−c)2

2 για κάθε [c, d] ⊆ [a, b].

Αποδείξτε9 ότι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx−
b−a
n

∑n
k=1 f(a+ k b−a

n )
∣∣ ≤ M(b−a)2

2n για κάθε n και, επομένως, ότι
b−a
n

∑n
k=1 f(a+ k b−a

n ) →
∫ b
a f(x) dx.

6.4.13. 10 Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε: limx→ξ+

∫ x
ξ f(t) dt = 0 για

κάθε ξ ∈ [a, b) και limx→ξ−
∫ ξ
x f(t) dt = 0 για κάθε ξ ∈ (a, b].

6.4.14. 11 [α] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω η g : [a + c, b + c] → R
με τύπο g(x) = f(x− c) για κάθε x ∈ [a+ c, b+ c]. Αποδείξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιμη στο
[a+ c, b+ c] και

∫ b+c
a+c g(x) dx =

∫ b
a f(x) dx ή, ισοδύναμα,∫ b+c

a+c f(x− c) dx =
∫ b
a f(x) dx.

[β] Έστω f : R → R περιοδική με περίοδο τ > 0, δηλαδή ισχύει f(x + τ) = f(x) για κάθε x.
Έστω ότι υπάρχει κ ώστε η f να είναι ολοκληρώσιμη στο διάστημα [κ, κ+ τ ].
Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] για κάθε a, b με a < b.
Αποδείξτε ότι

∫ b
a f(x) dx =

∫ b+τ
a+τ f(x) dx και

∫ a+τ
a f(x) dx =

∫ b+τ
b f(x) dx για κάθε a, b με

a < b.
[γ] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και λ > 0 και έστω η g : [λa, λb] → R με
τύπο g(x) = f(xλ) για κάθε x ∈ [λa, λb]. Αποδείξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιμη στο [λa, λb] και∫ λb
λa g(x) dx = λ

∫ b
a f(x) dx ή, ισοδύναμα,∫ λb

λa f
(
x
λ

)
dx = λ

∫ b
a f(x) dx αν λ > 0.

Το ανάλογο αποτέλεσμα, αν λ < 0, είναι:∫ λa
λb f

(
x
λ

)
dx = −λ

∫ b
a f(x) dx αν λ < 0.

5Το όριο της ακολουθίας αυτής ονομάζεται σταθερά του Euler και συμβολίζεται γ. Δείτε και τις ασκήσεις 2.4.6
και 7.3.20[ε].

6Αυτό θα το ξαναδούμε στην άσκηση 6.5.1.
7Αυτό θα το ξανααποδείξουμε στο παράδειγμα 10.2.12.
8Σύμφωνα με την υποσημείωση της άσκησης 4.6.3, η f είναι Lipschitz-συνεχής στο [a, b].
9Θα δούμε στην άσκηση 6.5.1 ότι από την πρόταση 6.15 συνεπάγεται το παρόν όριο για κάθε f ολοκληρώσιμη στο

[a, b]. Όμως, με τη συγκεκριμένη υπόθεση για την f , προκύπτει και η παρούσα εκτίμηση της διαφοράς ανάμεσα στα
αθροίσματα και στο όριό τους.

10Αυτή η άσκηση είναι μια “προετοιμασία” για την πρόταση 7.2 η οποία αποδεικνύει τη συνέχεια του αόριστου
ολοκληρώματος.

11Μερικές απλές και σημαντικές αλλαγές μεταβλητής: η μεταφορά στο [α] και η αλλαγή κλίμακας στο [γ].
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[δ] Έστω f : [−b, b] → R ολοκληρώσιμη στο [0, b].
Αν ισχύει f(−x) = f(x) για κάθε x ∈ [−b, b], αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [−b, b]
και

∫ b
−b f(x) dx = 2

∫ b
0 f(x) dx.

Αν ισχύει f(−x) = −f(x) για κάθε x ∈ [−b, b], αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [−b, b]
και

∫ b
−b f(x) dx = 0.

6.4.15. 12 [α] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν
∫ b
a f(x)g(x) dx = 0 για κάθε

συνάρτηση g : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b], αποδείξτε ότι η f μηδενίζεται σε κάθε σημείο
συνέχειάς της. Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στο [a, b], τότε ισχύει f(x) = 0 για κάθεx ∈ [a, b].
[β] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν

∫ b
a f(x)g(x) dx = 0 για κάθε συνάρτηση

g : [a, b] → R συνεχή στο [a, b] με g(a) = g(b) = 0, αποδείξτε ότι η f μηδενίζεται σε κάθε
σημείο συνέχειάς της. Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στο [a, b], τότε ισχύει f(x) = 0 για κάθε
x ∈ [a, b].

6.4.16. Δείτε την άσκηση 6.3.2. Έστω f : [0,+∞) → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο
[0,+∞), f(0) = 0 και έστω ότι limx→+∞ f(x) = +∞. Το σύνολο τιμών της f είναι το [0,+∞)
και η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : [0,+∞) → [0,+∞) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο
[0,+∞).
Αποδείξτε ότι ab ≤

∫ a
0 f(x) dx+

∫ b
0 f
−1(y) dy για κάθε a, b > 0 και ότι η ισότητα ισχύει αν και

μόνο αν f(a) = b.
Εφαρμόστε το αποτέλεσμα αυτό στη συνάρτηση xp−1 με p > 1 για να αποδείξετε την ανισότητα
του Young στην άσκηση 5.4.21 (και στην άσκηση 5.5.38).

6.4.17. 13 Έστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b].
[α] Αποδείξτε ότι
1
2

∫ b
a

( ∫ b
a (f(s)− f(t))(g(s)− g(t)) ds

)
dt = (b− a)

∫ b
a f(x)g(x) dx−

∫ b
a f(x) dx

∫ b
a g(x) dx.

[β] Αν οι f, g είναι είτε και οι δύο αύξουσες είτε και οι δύο φθίνουσες στο [a, b], αποδείξτε ότι∫ b
a f(x) dx

∫ b
a g(x) dx ≤ (b− a)

∫ b
a f(x)g(x) dx, δηλαδή E(f ; a, b)E(g; a, b) ≤ E(fg; a, b).

[γ] Αν η f είναι αύξουσα και η g φθίνουσα στο [a, b], αποδείξτε ότι
∫ b
a f(x) dx

∫ b
a g(x) dx ≥

(b− a)
∫ b
a f(x)g(x) dx, δηλαδή E(f ; a, b)E(g; a, b) ≥ E(fg; a, b).

6.4.18. 14 Έστω f, g : [a, b] → [0,+∞) συνεχείς στο [a, b] και p, q > 1 ώστε 1
p + 1

q = 1.
[α] Αποδείξτε την ανισότητα του Hölder για ολοκληρώματα:∫ b

a f(x)g(x) dx ≤
( ∫ b

a (f(x))
p dx

)1/p( ∫ b
a (g(x))

q dx
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει s(f(x))p = t(g(x))q για κάθε x ∈ [a, b].
Επειδή 1

2 + 1
2 = 1, η πολύ σημαντική ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky,∫ b

a f(x)g(x) dx ≤
( ∫ b

a (f(x))
2 dx

)1/2( ∫ b
a (g(x))

2 dx
)1/2

,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.
[β] Αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski για ολοκληρώματα:( ∫ b

a (f(x) + g(x))p dx
)1/p ≤ ( ∫ b

a (f(x))
p dx

)1/p
+

( ∫ b
a (g(x))

p dx
)1/p

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sf(x) = tg(x) για κάθε x ∈ [a, b].

12Μια σημαντική άσκηση. Ένα από τα βασικά εργαλεία του Λογισμού Μεταβολών.
13Μια ενδιαφέρουσα ισότητα και δύο ενδιαφέρουσες ανισότητες.
14Εδώ έχουμε την “ολοκληρωτική” μορφή των ανισοτήτων της άσκησης 5.4.22. Με λίγο ασθενέστερες υποθέσεις

θα τις ξαναδούμε στην άσκηση 6.4.27 αλλά και στην άσκηση 6.5.5.
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6.4.19. [α]15 Έστω f : [a, b] → [c, d] συνεχής στο [a, b] και g : [c, d] → R κυρτή και συνεχής στο
[c, d]. Αποδείξτε την ανισότητα του Jensen για ολοκληρώματα: g

(
E(f ; a, b)

)
≤ E(g ◦ f ; a, b)

ή, ισοδύναμα,
g
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
≤ 1

b−a
∫ b
a g(f(x)) dx.

Αν η g είναι, επιπλέον, γνησίως κυρτή στο [c, d], αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν η
f είναι σταθερή στο [a, b].
Πώς διατυπώνονται τα προηγούμενα αν η g είναι (γνησίως) κοίλη αντί (γνησίως) κυρτή;
Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Αποδείξτε ότι:
(i) αν ο n ∈ N είναι άρτιος, τότε

(
1

b−a
∫ b
a f(x) dx

)n ≤ 1
b−a

∫ b
a (f(x))

n dx.

(ii) αν ρ > 1 και f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)ρ ≤ 1
b−a

∫ b
a (f(x))

ρ dx.

(iii) αν 0 < ρ < 1 και f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)ρ ≥ 1
b−a

∫ b
a (f(x))

ρ dx.

(iv) αν ρ < 0 και f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)ρ ≤ 1
b−a

∫ b
a (f(x))

ρ dx.

(v) e
1

b−a

∫ b
a f(x) dx ≤ 1

b−a
∫ b
a e

f(x) dx.

(vi) αν f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε log
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
≥ 1

b−a
∫ b
a log(f(x)) dx. Η ανισό-

τητα αυτή, αν γραφτεί
e

1
b−a

∫ b
a log(f(x)) dx ≤ 1

b−a
∫ b
a f(x) dx,

αναφέρεται ως ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου.16

Αποδείξτε ότι καθεμιά από τις παραπάνω ανισότητες ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν η f είναι
σταθερή στο [a, b].
[β] Έστω f : [a, b] → R καιw : [a, b] → (0,+∞) ολοκληρώσιμες στο [a, b]ώστε

∫ b
a w(x) dx = 1.

Συμβολίζουμε Ew(f ; a, b) =
∫ b
a f(x)w(x) dx.

17

Στην περίπτωση της μέσης τιμής E(f ; a, b) = 1
b−a

∫ b
a f(x) dx ποιά είναι η αντίστοιχη w;

Έχουμε την εξής γενικότερη εκδοχή της ανισότητας του Jensen.18 Έστω f : [a, b] → [c, d] συνεχής
στο [a, b] και g : [c, d] → R κυρτή και συνεχής στο [c, d]. Έστω, επίσης, w : [a, b] → (0,+∞)

συνεχής στο [a, b] ώστε
∫ b
a w(x) dx = 1. Αποδείξτε ότι g

(
Ew(f ; a, b)

)
≤ Ew(g ◦ f ; a, b) ή,

ισοδύναμα,
g
( ∫ b

a f(x)w(x) dx
)
≤

∫ b
a g(f(x))w(x) dx.

Αν η g είναι, επιπλέον, γνησίως κυρτή στο [c, d], αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν η
f είναι σταθερή στο [a, b].
Πώς διατυπώνονται τα προηγούμενα αν η g είναι (γνησίως) κοίλη αντί (γνησίως) κυρτή;
Διατυπώστε όλες τις ανισότητες του [α] με τη συνάρτηση w στα διάφορα ολοκληρώματα.
[γ]19 Έστω f, w : [a, b] → (0,+∞) ολοκληρώσιμες στο [a, b] ώστε

∫ b
a w(x) dx = 1.

Αποδείξτε ότι η
( ∫ b

a (f(x))
pw(x) dx

)1/p είναι, ως συνάρτηση του p, αύξουσα στο R \ {0}.
Αποδείξτε ότι

limp→0

( ∫ b
a (f(x))

pw(x) dx
)1/p

= e
∫ b
a log f(x)w(x) dx.

Αν p′ < 0 < p′′, αποδείξτε ότι( ∫ b
a (f(x))

p′w(x) dx
)1/p′ ≤ e

∫ b
a log f(x)w(x) dx ≤

( ∫ b
a (f(x))

p′′w(x) dx
)1/p′′

.
15Εδώ έχουμε την “ολοκληρωτική” μορφή της ανισότητας του Jensen της άσκησης 5.5.39. Θα τήν ξαναδούμε με λίγο

ασθενέστερες υποθέσεις στην άσκηση 6.4.27 και στην άσκηση 6.5.5.
16και θεωρείται ανάλογη της ανισότητας στην άσκηση 5.4.20[β]. Η ποσότητα e

1
b−a

∫ b
a log(f(x)) dx ονομάζεται γεω-

μετρική μέση τιμή της f στο [a, b].
17Ο αριθμός Ew(f ; a, b) =

∫ b

a
f(x)w(x) dx ονομάζεται μέση τιμή της f ως προς την w στο [a, b]. Σ’ αυτό το

πλαίσιο, η συνάρτηση w ονομάζεται συνάρτηση βάρους.
18Με λίγο ασθενέστερες υποθέσεις υπάρχει στην άσκηση 6.4.27 και στην άσκηση 6.5.5.
19Η “ολοκληρωτική” μορφή της άσκησης 5.4.23.
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6.4.20. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b].
Aν u = max{f(x) | a ≤ x ≤ b} αποδείξτε ότι

( ∫ b
a (f(x))

n dx
)1/n → u.

6.4.21. 20 Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και έστω ότι ισχύει |f(x)| ≤ κ
∫ x
a |f(t)| dt για

κάθε x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή 0 στο [a, b].

6.4.22. Αν η f : [0, 1] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και συνεχής στον 0, αποδείξτε ότι∫ 1
0 f(x

n) dx→ f(0).

6.4.23. [α] Έστω f, g : [a, b] → R φραγμένες στο [a, b]. Αποδείξτε ότι
∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx ≤∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx ≤

∫ b

a(f(x) + g(x)) dx ≤
∫ b

af(x) dx+
∫ b

ag(x) dx.
[β] Έστω f : [a, b] → R φραγμένη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι:

(i) αν λ > 0, τότε
∫ b

aλf(x) dx = λ
∫ b

af(x) dx και
∫ b

a
λf(x) dx = λ

∫ b

a
f(x) dx.

(ii) αν λ < 0, τότε
∫ b

aλf(x) dx = λ
∫ b

a
f(x) dx και

∫ b

a
λf(x) dx = λ

∫ b

af(x) dx.

[γ] Έστω a < c < b και f : [a, b] → R φραγμένη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι
∫ b

af(x) dx =∫ c

af(x) dx+
∫ b

cf(x) dx και
∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

[δ] Έστω f, g : [a, b] → R φραγμένες στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) ≤ g(x) για κάθε
x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι

∫ b

af(x) dx ≤
∫ b

ag(x) dx και
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

6.4.24. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και ξ0, . . . , ξm ώστε a = ξ0 < · · · < ξm = b και ώστε η
f να είναι συνεχής στο (ξk−1, ξk) για κάθε k = 1, . . . ,m. Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη
στο [a, b]. Προσέξτε: μπορεί να μην υπάρχουν τα πλευρικά όρια στους ξk.

6.4.25. Έστω η f : [0, 1] → R, f(x) =

{
(−1)[1/x], αν 0 < x ≤ 1

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι η f είναι

ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και υπολογίστε το
∫ 1
0 f(x) dx.

6.4.26. 21 [α] Αποδείξτε ότι η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο αν
για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν τμηματικά σταθερές συναρτήσεις g, h : [a, b] → R ώστε να ισχύει
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και

∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx < ϵ.

[β] Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι τμηματικά σταθερή. Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν
g, h : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx < ϵ.

[γ] Αποδείξτε ότι η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0
υπάρχουν g, h : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε
x ∈ [a, b] και

∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx < ϵ.

6.4.27. 22 [α] Έστω f : [a, b] → [c, d] ολοκληρώσιμη στο [a, b] και g : [c, d] → R συνεχής στο
[c, d]. Αποδείξτε ότι η g ◦ f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
[β] Βάσει του [α], αποδείξτε ότι, αν η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε και η
f2 : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Κατόπιν, γράφοντας fg = 1

4(f + g)2 − 1
4(f − g)2

και χρησιμοποιώντας τις προτάσεις 6.3 και 6.4, αποδείξτε την πρόταση 6.6.
[γ] Έστω, για κάθε n, πεπερασμένο An ⊆ [a, b] ώστε Am ∩ An = ∅ για κάθε m,n με m ̸= n.

Ορίζουμε f(x) =

{
1/n, αν x ∈ An για κάποιον n
0, αν x ∈ [a, b] και x /∈ An για κάθε n

Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκλη-

ρώσιμη στο [a, b] και
∫ b
a f(x) dx = 0.

20Προσέξτε την ομοιότητα αυτής της άσκησης με την άσκηση 5.4.28.
21Μερικά σημαντικά αποτελέσματα για τη σχέση ανάμεσα σε ολοκληρώσιμες συναρτήσεις και σε τμηματικά στα-

θερές συναρτήσεις καθώς και για τη σχέση ανάμεσα σε ολοκληρώσιμες συναρτήσεις και σε συνεχείς συναρτήσεις.
22Ένα σημαντικό θεώρημα για την ολοκληρωσιμότητα σύνθετης συνάρτησης.

253



[δ] Θεωρήστε An = {2k−1
2n | 1 ≤ k ≤ 2n−1} για κάθε n. Αποδείξτε ότι An ⊆ [0, 1] για κάθε n

και Am ∩An = ∅ για κάθεm,n μεm ̸= n. Αποδείξτε ότι για κάθε c, d ∈ [0, 1] με c < d υπάρχει
x ∈

∪+∞
n=1An ώστε c < x < d. Δηλαδή, ότι το σύνολο

∪+∞
n=1An είναι πυκνό στο διάστημα [0, 1].

[ε] Τώρα θα δούμε ότι η σύνθεση ολοκληρώσιμων συναρτήσεων μπορεί να μην είναι ολοκληρώ-
σιμη συνάρτηση.
Θεωρήστε την f : [0, 1] → [0, 1] που ορίζεται στο [γ] με βάση τα συγκεκριμένα An του [δ]. Θε-

ωρήστε και την g : [0, 1] → R με g(y) =

{
1, αν 0 < y ≤ 1

0, αν y = 0
Τότε οι f , g είναι ολοκληρώσιμες,

αλλά αποδείξτε ότι η g ◦ f : [0, 1] → R δεν είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1].
[στ] Αποδείξτε ότι οι ανισότητες στην άσκηση 6.4.18 ισχύουν με την ασθενέστερη υπόθεση ότι οι
f , g είναι, απλώς, ολοκληρώσιμες στο [a, b].
Αποδείξτε ότι οι ανισότητες στην άσκηση 6.4.19 ισχύουν με την ασθενέστερη υπόθεση ότι οι f, w
είναι, απλώς, ολοκληρώσιμες στο [a, b].

6.4.28. Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx− f(a+b
2 )(b− a)

∣∣ ≤ (b−a)2M
4 .

23 Αν xk = a + k b−a
n για k = 0, . . . , n και ξk =

xk−1+xk

2 και ηk = f(ξk) για k = 1, . . . , n,
αποδείξτε ότι ∣∣ ∫ b

a f(x) dx− (η1 + · · ·+ ηn)
b−a
n

∣∣ ≤ 1
4

(b−a)2M
n .

6.4.29. Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f ′′(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx− f(a)+f(b)
2 (b− a)

∣∣ ≤ (b−a)3M
12 .

24 Αν xk = a+ k b−a
n και yk = f(xk) για k = 0, . . . , n, αποδείξτε ότι∣∣ ∫ b
a f(x) dx−

(y0
2 + y1 + · · ·+ yn−1 +

yn
2

)
b−a
n

∣∣ ≤ 1
12

(b−a)3M
n2 .

6.4.30. Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f ′′(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx− f(a+b
2 )(b− a)

∣∣ ≤ (b−a)3M
24 .

25 Αν xk = a + k b−a
n για k = 0, . . . , n και ξk =

xk−1+xk

2 και ηk = f(ξk) για k = 1, . . . , n,
αποδείξτε ότι ∣∣ ∫ b

a f(x) dx− (η1 + · · ·+ ηn)
b−a
n

∣∣ ≤ 1
24

(b−a)3M
n2 .

6.4.31. [α] Αποδείξτε ότι για κάθε πολυωνυμική συνάρτηση P βαθμού ≤ 3 και για κάθε a, b με
a < b, ισχύει

∫ b
a P (x) dx =

(
P (a) + 4P (a+b

2 ) + P (b)
)
b−a
6 .

[β] Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f (4)(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx− (f(a) + 4f(a+b
2 ) + f(b)) b−a6

∣∣ ≤ (b−a)5M
2880 .

26 Αν xk = a + k b−a
n και yk = f(xk) για k = 0, . . . , n και ξk =

xk−1+xk

2 και ηk = f(ξk) για
k = 1, . . . , n, αποδείξτε ότι∣∣ ∫ b

a f(x) dx−
(
y0 + yn + 2(y1 + · · ·+ yn−1) + 4(η1 + · · ·+ ηn)

)
b−a
6n

∣∣ ≤ 1
2880

(b−a)5M
n4 .

6.4.32. Έστω a < b και f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]ώστε f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b].
Αποδείξτε ότι

∫ b
a f > 0.

23Η μέθοδος των ορθογωνίων για την προσεγγιστική αριθμητική ολοκλήρωση.
24Η μέθοδος των τραπεζίων για την προσεγγιστική αριθμητική ολοκλήρωση.
25Η μέθοδος των εφαπτομένων για την προσεγγιστική αριθμητική ολοκλήρωση.
26Η μέθοδος του Simpson για την προσεγγιστική αριθμητική ολοκλήρωση.
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6.5 Ολοκλήρωμα. Ο ορισμός του Riemann.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.11. Έστω διάστημα [a, b] και διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b].
Θεωρούμε οποιοδήποτε σύνολο Ξ = {ξ1, . . . , ξn} ώστε ξk ∈ [xk−1, xk] για κάθε k = 1, . . . , n.
Το Ξ ονομάζεται επιλογή ενδιάμεσων σημείων για τη διαμέριση ∆. Τα σημεία ξk ονομάζονται
Ξ-σημεία.

Είναι σαφές ότι υπάρχουν άπειρες επιλογές Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ίδια διαμέριση ∆
του [a, b].

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.12. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του
[a, b]. Θεωρούμε οποιαδήποτε επιλογή Ξ = {ξ1, . . . , ξn} ενδιάμεσων σημείων για τη διαμέριση∆.
Το άθροισμα

Σ(f ; a, b; ∆,Ξ) =
∑n

k=1 f(ξk)(xk − xk−1) = f(ξ1)(x1 − x0) + · · ·+ f(ξn)(xn − xn−1)

ονομάζεται άθροισμα Riemann της f ως προς τη διαμέριση ∆ και την επιλογή Ξ ενδιάμεσων
σημείων για την ∆.

ΛΗΜΜΑ 6.6. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και διαμέριση ∆ του [a, b]. Τότε:
[α] Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b; ∆,Ξ) ≤ Σ(f ; a, b;∆) για κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για
την ∆.
[β] Σ(f ; a, b; ∆) = sup

{
Σ(f ; a, b;∆,Ξ) |Ξ επιλογή ενδιάμεσων σημείων για την ∆

}
.

[γ] Σ(f ; a, b; ∆) = inf
{
Σ(f ; a, b;∆,Ξ) |Ξ επιλογή ενδιάμεσων σημείων για την ∆

}
.

Απόδειξη. [α] Έστω οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] και επιλογή
Ξ = {ξ1, . . . , ξn} ενδιάμεσων σημείων για την ∆.
Έστω lk και uk το infimum και το supremum της f στο [xk−1, xk]. Τότε lk ≤ f(ξk) ≤ uk, οπότε∑n

k=1 lk(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1 f(ξk)(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1 uk(xk − xk−1).

Δηλαδή, Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b; ∆,Ξ) ≤ Σ(f ; a, b; ∆).
Για τα [β], [γ] ορίζουμε το συνόλο

W∆ =
{
Σ(f ; a, b;∆,Ξ) |Ξ επιλογή ενδιάμεσων σημείων για την ∆

}
.

[β] Από το [α] συνεπάγεται ότι το Σ(f ; a, b;∆) είναι άνω φράγμα του συνόλουW∆.
Έστω ϵ > 0. Επειδή ο uk είναι το supremum της f στο [xk−1, xk], υπάρχει ξk ∈ [xk−1, xk]
ώστε f(ξk) > uk − ϵ

b−a . Έτσι ορίζεται μια συγκεκριμένη επιλογή Ξ = {ξ1, . . . , ξn} ενδιάμεσων
σημείων για την ∆ και γι αυτήν:

Σ(f ; a, b; ∆,Ξ) =
∑n

k=1 f(ξk)(xk − xk−1) >
∑n

k=1(uk −
ϵ

b−a)(xk − xk−1)

=
∑n

k=1 uk(xk − xk−1)−
∑n

k=1
ϵ

b−a(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b;∆)− ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει στοιχείο τουW∆ το οποίο είναι > Σ(f ; a, b;∆) − ϵ και, επομένως,
το Σ(f ; a, b;∆) είναι το ελάχιστο άνω φράγμα τουW∆.
[γ] Από το [α] συνεπάγεται ότι το Σ(f ; a, b;∆) είναι κάτω φράγμα του συνόλουW∆.
Έστω ϵ > 0. Επειδή ο lk είναι το infimum της f στο [xk−1, xk], υπάρχει ξk ∈ [xk−1, xk] ώστε
f(ξk) < lk+

ϵ
b−a . Έτσι ορίζεται μια συγκεκριμένη επιλογήΞ = {ξ1, . . . , ξn} ενδιάμεσων σημείων

για την ∆ (διαφορετική ίσως από την Ξ του [β]) και γι αυτήν:

Σ(f ; a, b;∆,Ξ) =
∑n

k=1 f(ξk)(xk − xk−1) <
∑n

k=1(lk +
ϵ

b−a)(xk − xk−1)

=
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) +
∑n

k=1
ϵ

b−a(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b; ∆) + ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει στοιχείο τουW∆ το οποίο είναι < Σ(f ; a, b;∆) + ϵ. Επομένως, το
Σ(f ; a, b;∆) είναι το μέγιστο κάτω φράγμα τουW∆.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 6.13. Έστω διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b]. Ονομάζουμε πλάτος
της∆ το μέγιστο από τα μήκη των∆-διαστημάτων, δηλαδή το

w(∆) = max{xk − xk−1 | 1 ≤ k ≤ n}.

Σχόλιο. Η απόδειξη του θεωρήματος 6.3 είναι, ίσως, η δυσκολότερη όλου του βιβλίου!

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.3. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R.
[α] Έστω ότι υπάρχει αριθμός I με την εξής ιδιότητα. Για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε
διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆ να ισχύει∣∣Σ(f ; a, b;∆,Ξ)− I

∣∣ < ϵ. Τότε η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και
∫ b
a f(x) dx = I.

[β] Αντιστρόφως, έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0
ώστε για κάθε διαμέριση∆ του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την
∆ να ισχύει

∣∣Σ(f ; a, b;∆,Ξ)− ∫ b
a f(x) dx

∣∣ < ϵ.

Απόδειξη. [α] Ορίζουμε

W∆ =
{
Σ(f ; a, b;∆,Ξ) |Ξ επιλογή ενδιάμεσων σημείων για την ∆

}
,

όπως στην απόδειξη του λήμματος 6.6.
Έστω ϵ > 0. Λόγω της υπόθεσης, υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση∆ του [a, b] μεw(∆) <
δ και κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆ να ισχύει

∣∣Σ(f ; a, b; ∆,Ξ)− I
∣∣ < ϵ

4 .
Θεωρούμε οποιαδήποτε διαμέριση ∆ ώστε w(∆) < δ, οπότε για κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων
σημείων για την ∆ ισχύει

I − ϵ
4 < Σ(f ; a, b;∆,Ξ) < I + ϵ

4 .

Άρα οι I − ϵ
4 και I+ ϵ

4 είναι κάτω φράγμα και άνω φράγμα, αντιστοίχως, τουW∆ και, επομένως,
από τα [β], [γ] του λήμματος 6.6 συνεπάγεται

I − ϵ
4 ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ I + ϵ

4 . (6.31)

Άρα
Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) ≤ ϵ

2 < ϵ.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆) −
Σ(f ; a, b;∆) < ϵ, οπότε η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, από τις ανισότητες (6.31) και από την γνωστή ανισότητα

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆)

συνεπάγεται ∣∣ ∫ b
a f(x) dx− I

∣∣ ≤ ϵ
4 < ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, είναι
∫ b
a f(x) dx = I.

[β] Η f είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].
Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με το κριτήριο ολοκληρωσιμότητας, υπάρχει διαμέριση∆0 του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆0)− Σ(f ; a, b;∆0) <
ϵ
2 . (6.32)

Έστω n0 ≥ 2 το πλήθος των∆0-σημείων. Ορίζουμε

δ = ϵ
4n0(M+1) . (6.33)

Έστω οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] με

w(∆) < δ (6.34)
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και έστω lk και uk το infimum και το supremum της f στο [xk−1, xk].
Χωρίζουμε τους δείκτες k = 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες. Το σύνολο A έχει ως στοιχεία του
εκείνους ακριβώς τους k για τους οποίους το [xk−1, xk] περιέχει ένα τουλάχιστον ∆0-σημείο ως
εσωτερικό του σημείο. Το σύνολο B έχει ως στοιχεία του ακριβώς τους υπόλοιπους k, δηλαδή
εκείνους τους k για τους οποίους το [xk−1, xk] δεν περιέχει κανένα ∆0-σημείο ως εσωτερικό του
σημείο. (Μπορεί, πάντως, να είναι∆0-σημείο το ένα ή και τα δύο άκρα του [xk−1, xk].) Μπορούμε
τότε να γράψουμε

Σ(f ; a, b;∆)−Σ(f ; a, b;∆) =
∑

k∈A(uk−lk)(xk−xk−1)+
∑

k∈B(uk−lk)(xk−xk−1). (6.35)

Είναι προφανές ότι το πλήθος των στοιχείων του A είναι ≤ n0. Επίσης, είναι προφανές ότι για
κάθε k ∈ A ισχύει−M ≤ lk ≤ uk ≤M και, επομένως, uk− lk ≤ 2M . Άρα, και λόγω των (6.33)
και (6.34), για κάθε k ∈ A ισχύει

(uk − lk)(xk − xk−1) ≤ 2Mw(∆) ≤ 2Mδ < ϵ
2n0

.

Συμπεραίνουμε ότι ∑
k∈A(uk − lk)(xk − xk−1) <

∑
k∈A

ϵ
2n0

≤ n0
ϵ

2n0
= ϵ

2 . (6.36)

Θεωρούμε τη διαμέριση ∆′ = ∆ ∪ ∆0 και παρατηρούμε ότι, για κάθε k ∈ B, το ∆-διάστημα
[xk−1, xk] είναι και∆′-διάστημα. Άρα, σύμφωνα με την παρατήρηση 2 πριν από το λήμμα 6.2 και
επειδή η ∆′ είναι λεπτότερη της∆0 και λόγω της (6.32), είναι∑

k∈B(uk − lk)(xk − xk−1) ≤ Σ(f ; a, b;∆′)− Σ(f ; a, b; ∆′)

≤ Σ(f ; a, b;∆0)− Σ(f ; a, b;∆0) <
ϵ
2 .

(6.37)

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, από τις (6.35), (6.36) και (6.37) ότι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ (6.38)

για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ.
Τώρα θεωρούμε και οποιαδήποτε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆, οπότε, σύμφωνα με
το λήμμα 6.6[α], είναι

Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆,Ξ) ≤ Σ(f ; a, b;∆). (6.39)

Συνδυάζοντας την (6.39) με τη γνωστή ανισότητα

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ Σ(f ; a, b;∆)

και χρησιμοποιώντας την (6.38), συμπεραίνουμε ότι∣∣Σ(f ; a, b; ∆,Ξ)− ∫ b
a f(x) dx

∣∣ < ϵ

για κάθε διαμέριση ∆ με w(∆) < δ και κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆.

Ιδού ο ορισμός του ολοκληρώματος Riemann που έδωσε ο Riemann.

ΟΡΙΣΜΟΣ 6.14. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Η f χαρακτηρίζεται ολοκληρώσιμη ή, πιό
σωστά, Riemann ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν υπάρχει αριθμός I με την εξής ιδιότητα: για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε επιλογή Ξ
ενδιάμεσων σημείων για την ∆ να ισχύει

∣∣Σ(f ; a, b;∆,Ξ)− I
∣∣ < ϵ.

Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε ο αριθμός I ονομάζεται ολοκλήρωμα ή, πιο σωστά,
Riemann ολοκλήρωμα της f στο [a, b] και συμβολίζεται∫ b

a f(x) dx = I.
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Το περιεχόμενο του θεωρήματος 6.3 είναι ακριβώς ότι ο ορισμός του ολοκληρώματος που
έδωσε οDarboux και ο ορισμός που έδωσε ο Riemann είναι ισοδύναμοι. Δηλαδή, αν μια συνάρτηση
είναι ολοκληρώσιμη σύμφωνα με τον έναν ορισμό, τότε είναι ολοκληρώσιμη σύμφωνα και με τον
άλλον ορισμό και οι τιμές των αντίστοιχων ολοκληρωμάτων της ταυτίζονται.

ΠΡΟΤΑΣΗ 6.15. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Θεωρούμε οποιαδήποτε ακολου-
θία διαμερίσεων (∆n) του [a, b] ώστε w(∆n) → 0. Για κάθε n θεωρούμε μια οποιαδήποτε επιλογή
Ξn ενδιάμεσων σημείων για την ∆n. Τότε

Σ(f ; a, b;∆n,Ξn) →
∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ
και κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆ να ισχύει∣∣Σ(f ; a, b;∆,Ξ)− ∫ b

a f(x) dx
∣∣ < ϵ.

Επειδή w(∆n) → 0, ισχύει τελικά w(∆n) < δ και, επομένως, ισχύει τελικά∣∣Σ(f ; a, b;∆n,Ξn)−
∫ b
a f(x) dx

∣∣ < ϵ.

Άρα Σ(f ; a, b;∆n,Ξn) →
∫ b
a f(x) dx.

Μια όχι τόσο αυστηρή αλλά πολύ συνηθισμένη και παραστατική διατύπωση της πρότασης
6.15 είναι η εξής.
Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τα αθροίσματα Riemann της f συγκλίνουν στο ολοκλήρωμά
της όταν το πλάτος των αντίστοιχων διαμερίσεων τείνει στο 0.
Υπάρχει και το ανάλογο σύμβολο:

limw(∆)→0Σ(f ; a, b;∆,Ξ) =
∫ b
a f(x) dx.

Σύμφωνα με την πρόταση 6.15, αν γνωρίζουμε ότι μια συγκεκριμένη συνάρτηση f : [a, b] → R
είναι ολοκληρώσιμη, μπορούμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμά της θεωρώντας μια ακολουθία
(∆n) διαμερίσεων του [a, b] ώστε w(∆n) → 0 και, για κάθε∆n, μια οποιαδήποτε επιλογή Ξn εν-
διάμεσων σημείων γι αυτήν. Υπολογίζουμε τα αθροίσματαΣ(f ; a, b;∆n,Ξn) και, τέλος, υπολογί-
ζουμε το ολοκλήρωμα, αφούΣ(f ; a, b;∆n,Ξn) →

∫ b
a f(x) dx. Η μοναδική μας φροντίδα είναι να

βρούμε κατάλληλες∆n και αντίστοιχες Ξn ώστε να υπολογίζονται εύκολα τα Σ(f ; a, b;∆n,Ξn).
Τα παραδείγματα 6.2.4, 6.2.5, 6.2.6 και 6.2.7 μπορούμε να τα χειριστούμε με λίγο πιο απλό

τρόπο ως εξής. Όλες οι συναρτήσεις σε αυτά τα παραδείγματα είναι συνεχείς, οπότε, σύμφωνα
με το θεώρημα 6.1, είναι ολοκληρώσιμες στα αντίστοιχα διαστήματα. Θεωρούμε, τώρα, τις ίδιες
ακολουθίες διαμερίσεων (∆n) που είχαμε θεωρήσει και προηγουμένως. Κατόπιν, για κάθε∆n θε-
ωρούμε οποιαδήποτε αντίστοιχη επιλογή Ξn ενδιάμεσων σημείων και υπολογίζουμε το άθροισμα
RiemannΣ(f ; a, b;∆n,Ξn). Συνήθως, ως ενδιάμεσα σημεία επιλέγουμε ένα από τα δύο άκρα των
υποδιαστημάτων. Σε όλα τα παραπάνω παραδείγματα κάναμε, για κάθε ∆n, δύο επιλογές Ξn. Η
μία επιλογή μας έδινε ως Σ(f ; a, b;∆n,Ξn) το άνω άθροισμα Darboux Σ(f ; a, b;∆n) και η άλλη
επιλογή μας έδινε ως Σ(f ; a, b;∆n,Ξn) το κάτω άθροισμα Darboux Σ(f ; a, b; ∆n). Στην ενότητα
6.2 έπρεπε να κάνουμε και τις δύο επιλογές διότι εκεί εργαζόμασταν με άνω και κάτω αθροίσματα
Darboux. Εδώ, όμως, είναι αρκετό να κάνουμε μόνο μία επιλογή και να υπολογίσουμε το όριο
limn→+∞Σ(f ; a, b;∆n,Ξn), η τιμή του οποίου είναι το ζητούμενο

∫ b
a f(x) dx.

Παράδειγμα 6.5.1. Οι συναρτήσεις cosx και sinx είναι συνεχείς και, επομένως, ολοκληρώσιμες
σε κάθε διάστημα [a, b]. Θα υπολογίσουμε τα ολοκληρώματα

∫ b
a cosx dx και

∫ b
a sinx dx.

Αρχικά αποδεικνύουμε τους τριγωνομετρικούς τύπους

sin q
2

∑n
k=1 cos(kq) = sin nq

2 cos (n+1)q
2 , sin q

2

∑n
k=1 sin(kq) = sin nq

2 sin (n+1)q
2 . (6.40)
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Ο πρώτος προκύπτει εύκολα από την ισότητα sin q
2 cos(kq) = 1

2 sin(kq +
q
2) −

1
2 sin(kq −

q
2)

με άθροιση για k = 1, . . . , n. Ο δεύτερος τύπος προκύπτει με τον ίδιο τρόπο από την ισότητα
sin q

2 sin(kq) = −1
2 cos(kq +

q
2) +

1
2 cos(kq −

q
2).

Τώρα για κάθε n θεωρούμε την διαμέριση ∆n = {x0 = a, . . . , xn = b} με

xk = a+ k b−a
n για k = 0, . . . , n.

Επίσης, θεωρούμε Ξn = {ξ1, . . . , ξn} με

ξk = xk για k = 0, . . . , n.

Το πλάτος της∆n είναι, προφανώς, w(∆n) =
b−a
n , οπότε w(∆n) → 0.

Τότε

Σ(cosx; a, b;∆n,Ξn) =
∑n

k=1 cos ξk (xk − xk−1) =
b−a
n

∑n
k=1 cos(a+ k b−a

n ).

Θέτουμε q = b−a
n για απλούστευση και από τους τύπους (6.40) έχουμε

Σ(cosx; a, b;∆n,Ξn) = q cos a
∑n

k=1 cos(kq)− q sin a
∑n

k=1 sin(kq)

= q
sin q

2
cos a sin nq

2 cos (n+1)q
2 − q

sin q
2
sin a sin nq

2 sin (n+1)q
2

= q
sin q

2
sin nq

2 cos(a+ (n+1)q
2 ) =

b−a
n

sin b−a
2n

sin b−a
2 cos(a+ (n+1)(b−a)

2n )

→ 2 sin b−a
2 cos b+a

2 = sin b− sin a.

Άρα
∫ b
a cosx dx = sin b− sin a. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε και το

∫ b
a sinx dx = cos a− cos b.

Με άλλα λόγια, ∫ b
a cosx dx = sin b− sin a,

∫ b
a sinx dx = cos a− cos b.

Πάντως, η αξία της πρότασης 6.15, όπως και της ανάλογης πρότασης 6.2, είναι περισσότερο
θεωρητική παρά πρακτική. Στο κεφάλαιο 7 θα γνωρίσουμε την πιο απλή μέθοδο υπολογισμού ολο-
κληρωμάτων, η οποία βασίζεται στο θεμελιώδες θεώρημα του απειροστικού λογισμού. Τονίζουμε,
όμως, ότι τα αθροίσματα Riemann είναι το κατεξοχήν εργαλείο σύνδεσης του ολοκληρώματος με
τις πολυάριθμες εφαρμογές του στη Γεωμετρία, στηΦυσική και οπουδήποτε αλλού στην επιστήμη.
Σχεδόν κάθε ποσότητα, η οποία εκφράζεται με κάποιο ολοκλήρωμα, πρώτα “ποσοτικοποιείται”
προσεγγιστικά με τη μορφή αθροισμάτων Riemann και κατόπιν καταλήγει μέσω ορίου στη μορφή
ολοκληρώματος. Ένα τέτοιο παράδειγμα, την μέση τιμή συνάρτησης, θα δούμε αμέσως.
Στο ίδιο πλαίσιο, μπορούν να υπολογιστούν μερικά όρια ακολουθιών με κατάλληλη αναγωγή σε
υπολογισμό αντίστοιχων ολοκληρωμάτων.

Τώρα θα αιτιολογήσουμε την επιλογή του όρου μέση τιμή για το E(f ; a, b) = 1
b−a

∫ b
a f(x) dx

ξεκινώντας από την πρωταρχική και απλή χρήση του όρου μέση τιμή.
Είναι γνωστό ότι η μέση τιμή οποιωνδήποτε αριθμών y1, . . . , yn, όπου ο κάθε yk εμφανίζεται

νk φορές, είναι ο λόγος του συνολικού αθροίσματος των αριθμών προς το συνολικό πλήθος τους,
δηλαδή ο αριθμός

ν1y1+···+νnyn
ν1+···+νn

= ν1
ν1+···+νn

y1 + · · ·+ νn
ν1+···+νn

yn = w1y1 + · · ·+ wnyn,

όπου κάθε wk = νk
ν1+···+νn

είναι η σχετική συχνότητα του αντίστοιχου yk, δηλαδή η αναλογία του
αριθμού εμφανίσεων του yk προς τον συνολικό αριθμό εμφανίσεων των y1, . . . , yn. Είναι, επίσης,
γνωστό ότι ο αριθμός αυτός μπορεί να μην είναι ίσος με κανέναν από τους y1, . . . , yn αλλά ότι
είναι ανάμεσα στον μικρότερο και στον μεγαλύτερο από τους y1, . . . , yn.

Τώρα, έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Επιλέγουμε οποιαδήποτε διαμέριση
∆ = {x0 = a, x1, . . . , xn−1, xn = b} του [a, b] και οποιαδήποτε επιλογή Ξ = {ξ1, . . . , ξn}
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ενδιάμεσων σημείων για την∆. Θεωρούμε και τις αντίστοιχες τιμές f(ξ1), . . . , f(ξn). Αν το πλά-
τος w(∆) είναι αρκετά μικρό, δηλαδή αν κάθε ∆-διάστημα [xk−1, xk] είναι αρκετά μικρό, τότε
τα σημεία x ∈ [xk−1, xk] είναι πολύ κοντά στον αντίστοιχο ξk, οπότε είναι εύλογο να δεχτούμε
ότι κάθε τιμή f(ξk) “εκπροσωπεί” τις τιμές f(x) για x ∈ [xk−1, xk] και, επομένως, ότι οι τιμές
f(ξ1), . . . , f(ξn) “εκπροσωπούν” όλες τις τιμές της συνάρτησης. Πρέπει, φυσικά, να σκεφτούμε
ότι αν κάποιο [xk−1, xk] έχει μεγαλύτερο μήκος από κάποιο άλλο [xl−1, xl], τότε η τιμή f(ξk) “εκ-
προσωπεί” περισσότερες τιμές της συνάρτησης από όσες “εκπροσωπεί” η τιμή f(ξl). Θα δεχτούμε,
λοιπόν, ότι η αναλογία του συνόλου των τιμών f(x) που “εκπροσωπούνται” από οποιαδήποτε τιμή
f(ξk) προς το σύνολο όλων των τιμών της συνάρτησης είναι ίδια με την αναλογία wk =

xk−xk−1

b−a
του μήκους του αντίστοιχου [xk−1, xk] προς το συνολικό μήκος b− a. Επομένως, αν θέλουμε να
εισαγάγουμε την έννοια της μέσης τιμής όλων των τιμών της f , μια καλή ιδέα είναι να θεωρήσουμε
τη μέση τιμή

x1−x0
b−a f(ξ1) + · · ·+ xn−xn−1

b−a f(ξn)

των “αντιπροσωπευτικών” τιμών f(ξ1), . . . , f(ξn) και να δούμε μήπως αυτή η μέση τιμή πλη-
σιάζει κάποιον αριθμό αν το πλάτος w(∆) γίνει αρκετά μικρό. Όμως, αυτή η μέση τιμή είναι,
προφανώς, ίση με

1
b−a Σ(f ; a, b;∆; Ξ).

και, επομένως, πλησιάζει τον αριθμό 1
b−a

∫ b
a f(x) dx όταν το w(∆) γίνεται κατάλληλα μικρό.

Ασκήσεις.

6.5.1. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι27

b−a
n

∑n
k=1 f

(
a+ k b−a

n

)
→

∫ b
a f(x) dx.

Αποδείξτε, επίσης, ότι

b−a
n

∑n−1
k=0 f

(
a+ k b−a

n

)
→

∫ b
a f(x) dx,

b−a
n

∑n
k=1 f

(
a+ (k − 1

2)
b−a
n

)
→

∫ b
a f(x) dx.

Και στις τρεις περιπτώσεις περιγράψτε τις αντίστοιχες διαμερίσεις και τις επιλογές ενδιάμεσων
σημείων.
28 Αποδείξτε τα παρακάτω όρια:
(i)

∑n
k=1

kp

np+1 →
∫ 1
0 x

p dx = 1
p+1 για p > 0.

(ii)
∑pn

k=n+1
1
k →

∫ p
1

1
x dx = log p για p ∈ N, p ≥ 2.29

(iii)
∑n

k=1
n

n2+k2
→

∫ 1
0

1
1+x2 dx.

(iv)
∑n

k=1

√
n+k

n
√
n

→
∫ 2
1

√
x dx = 2(2

√
2−1)
3 .

(v)
∑n

k=1
1√

n2+k2
→

∫ 1
0

1√
1+x2

dx.

(vi)
∑n

k=1
1
n2

√
n2 − (k − 1)2 →

∫ 1
0

√
1− x2 dx.

6.5.2. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και οποιαδήποτε ακολουθία (∆n) διαμερί-
σεων του [a, b] ώστε w(∆n) → 0. Αποδείξτε ότι

Σ(f ; a, b; ∆n) →
∫ b
a f(x) dx, Σ(f ; a, b;∆n) →

∫ b
a f(x) dx.

27Αυτό το όριο το είδαμε σε μια πολύ ειδική περίπτωση στην άσκηση 6.4.12.
28Τα αθροίσματα Riemann χρησιμεύουν για να υπολογίζουμε ολοκληρώματα. Μπορεί, όμως, να γίνει και το αντί-

στροφο. Μερικές φορές oι όροι μιας ακολουθίας μπορούν να γραφτούν στη μορφή αθροισμάτων Riemann μιας συ-
γκεκριμένης συνάρτησης, οπότε το όριο της ακολουθίας είναι ίσο με το ολοκλήρωμα της συνάρτησης. Αυτή η ιδέα
εφαρμόζεται σ’ αυτά τα όρια ακολουθιών. Μερικά από τα ολοκληρώματα που προκύπτουν θα μπορέσετε να τα υπολο-
γίσετε αφού μάθετε κατάλληλες μεθόδους στο επόμενο κεφάλαιο. Δείτε την άσκηση 7.3.6.

29Το όριο αυτό το ξαναείδαμε στην άσκηση 6.4.11.
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6.5.3. 30 Αποδείξτε ότι η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο αν για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε δύο διαμερίσεις ∆1, ∆2 του [a, b] με w(∆1) < δ,
w(∆2) < δ και κάθε δύο επιλογές Ξ1, Ξ2 ενδιάμεσων σημείων των∆1,∆2, αντιστοίχως, να είναι
|Σ(f ; a, b;∆1; Ξ1)− Σ(f ; a, b; ∆2; Ξ2)| < ϵ.

6.5.4. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Για κάθε δ > 0 ορίζουμε

Σ(f ; a, b; δ) = sup
{
Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b] με w(∆) < δ

}
και

Σ(f ; a, b; δ) = inf
{
Σ(f ; a, b;∆) |∆ διαμέριση του [a, b] με w(∆) < δ

}
.

Αν 0 < δ1 < δ2, αποδείξτε ότι
∫ b

af(x) dx ≤ Σ(f ; a, b; δ1) ≤ Σ(f ; a, b; δ2).

Αν 0 < δ1 < δ2, αποδείξτε ότι Σ(f ; a, b; δ2) ≤ Σ(f ; a, b; δ1) ≤
∫ b

a
f(x) dx.

Αποδείξτε ότι limδ→0+Σ(f ; a, b; δ) =
∫ b

af(x) dx και limδ→0+Σ(f ; a, b; δ) =
∫ b

a
f(x) dx.

Αποδείξτε ότι limδ→0+

(
Σ(f ; a, b; δ)−Σ(f ; a, b; δ)

)
= 0 αν και μόνο αν η f είναι ολοκληρώσιμη

στο [a, b].

6.5.5. Αποδείξτε τις ανισότητες Hölder, Minkowski και Jensen για ολοκληρώματα, που βρίσκο-
νται στις ασκήσεις 6.4.18 και 6.4.19, όταν οι συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b] (η g στην
ανισότητα του Jensen πρέπει να είναι συνεχής) (δείτε και την άσκηση 6.4.27[στ]), χρησιμοποιώ-
ντας τις αντίστοιχες ανισότητες για αθροίσματα, που βρίσκονται στις ασκήσεις 5.4.22, 5.4.23 και
5.5.39.

6.5.6. Θεωρούμε καμπύλη Γ στο xy-επίπεδο με παραμετρικές εξισώσεις x = x(t) και y = y(t),
όπου η παράμετρος t διατρέχει το διάστημα [a, b] και οι συναρτήσεις x, y : [a, b] → R είναι
συνεχείς στο [a, b]. Θεωρούμε οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {t0 = a, t1, . . . , tn−1, tn = b} του
[a, b] και σχηματίζουμε την πολυγωνική γραμμή Γ∆ στο xy-επίπεδο με διαδοχικές κορυφές τα
σημεία (xk, yk) = (x(tk), y(tk)) για k = 0, 1, . . . , n − 1, n. Το μήκος αυτής της πολυγωνικής
γραμμής είναι, φυσικά, ίσο με

l(Γ∆) =
∑n

k=1

√
(xk − xk−1)2 + (yk − yk−1)2.

Στην Γεωμετρία, ως μήκος της καμπύλης Γ ορίζεται το

l(Γ) = sup
{
l(Γ∆) |∆ διαμέριση του [a, b]

}
.

Αν έχουμε καμπύλες Γ1 με παραμετρικές εξισώσεις x = x1(t) και y = y1(t) στο διάστημα [a, b]
και Γ2 με παραμετρικές εξισώσεις x = x2(t) και y = y2(t) στο διάστημα [b, c] και αν x1(b) =
x2(b), y1(b) = y2(b), ορίζουμε την καμπύλη Γ με παραμετρικές εξισώσεις x = x(t) και y = y(t)
στο [a, c], όπου

x(t) =

{
x1(t), αν t ∈ [a, b]

x2(t), αν t ∈ [b, c]
y(t) =

{
y1(t), αν t ∈ [a, b]

y2(t), αν t ∈ [b, c]

Η Γ ονομάζεται άθροισμα των Γ1 και Γ2 και συμβολίζεται Γ1

·
+ Γ2.

Αποδείξτε την αθροιστικότητα του μήκους, δηλαδή ότι

l(Γ1

·
+ Γ2) = l(Γ1) + l(Γ2).

Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Θεωρούμε την ειδικού τύπου καμπύλη Γ στο xy-επίπεδο
με παραμετρική εξίσωση y = f(x), όπου η παράμετρος x διατρέχει το διάστημα [a, b] (δηλαδή,
με παραμετρικές εξισώσεις x = t και y = f(t) στο [a, b]). Αν η f : [a, b] → R έχει παράγωγο
ολοκληρώσιμη στο [a, b], αποδείξτε ότι

l(Γ) =
∫ b
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.31

30Ένα “κριτήριο Cauchy” για σύγκλιση αθροισμάτων Riemann.
31Για τον υπολογισμό του μήκους μερικών συγκεκριμένων καμπυλών δείτε την άσκηση 7.3.30. Για τον τύπο υπολο-
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Κεφάλαιο 7

Σχέση παραγώγου και ολοκληρώματος.

7.1 Αντιπαράγωγοι, αόριστα ολοκληρώματα.

7.1.1 Αντιπαράγωγοι.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.1. Έστω διάστημα I και f : I → R. Αν για την F : I → R ισχύει

F ′(x) = f(x) για κάθε x στο I,

τότε η F ονομάζεται αντιπαράγωγος ή παράγουσα ή πρωτεύουσα συνάρτηση ή αρχική συνάρ-
τηση της f στο διάστημα I .

Παράδειγμα 7.1.1. Η συνάρτηση 1
p+1x

p+1 είναι αντιπαράγωγος της xp (i) στο (−∞,+∞), αν
p ∈ N, (ii) στο (−∞, 0) και στο (0,+∞), αν p ∈ Z και p ≤ −2, (iii) στο [0,+∞), αν p ∈ R \Z
και p > 0 και (iv) στο (0,+∞), αν p ∈ R \ Z και p < 0.
Μένουν οι περιπτώσεις p = −1 και p = 0.
Η x είναι αντιπαράγωγος της σταθερής συνάρτησης 1 στο R.
Η log |x| είναι αντιπαράγωγος της 1

x στο (−∞, 0) και στο (0,+∞).

Παράδειγμα 7.1.2. Αν ρ > 0, ρ ̸= 1, η 1
log ρ ρ

x είναι αντιπαράγωγος της ρx στο R.

Παράδειγμα 7.1.3. Η συνάρτηση f(x) =

{
0, αν x ̸= 0

1, αν x = 0
δεν έχει αντιπαράγωγο στο R.

Πράγματι, έστω ότι υπάρχει F : R → R ώστε να ισχύει F ′(x) = f(x) για κάθε x.
Επειδή ισχύει F ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) και η F είναι συνεχής στο (−∞, 0], συνεπάγεται
ότι υπάρχει c1 ώστε να ισχύει F (x) = c1 για κάθε x ∈ (−∞, 0]. Ομοίως, επειδή ισχύει F ′(x) = 0
για κάθε x ∈ (0,+∞) και η F είναι συνεχής στο [0,+∞), συνεπάγεται ότι υπάρχει c2 ώστε να
ισχύει F (x) = c2 για κάθε x ∈ [0,+∞). Άρα c1 = F (0) = c2 και, συμβολίζοντας c = c1 = c2,
συμπεραίνουμε ότι ισχύει F (x) = c για κάθε x. Επομένως, ισχύει F ′(x) = 0 για κάθε x και
καταλήγουμε σε αντίφαση, αφού F ′(0) = f(0) = 1.
Υπάρχει και ένας βαθύτερος λόγος που η f δεν έχει αντιπαράγωγο. Αν υπήρχε ηF όπως παραπάνω,
τότε, σύμφωνα με το θεώρημα του Darboux στην άσκηση 5.3.23[β], η f = F ′ θα είχε την ιδιότητα
ενδιάμεσης τιμής. Αυτό, όμως, δεν ισχύει: για παράδειγμα, είναι f(0) = 1, f(1) = 0 και δεν
υπάρχει ξ ∈ (0, 1) ώστε f(ξ) = 1

2 .

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.1. Έστω διάστημα I και f, F1, F2 : I → R. Αν η F2 − F1 είναι σταθερή συνάρτηση
στο I και η μία από τις F1, F2 είναι αντιπαράγωγος της f στο I , τότε και η άλλη είναι αντιπαράγωγος
της f στο I . Αντιστρόφως, αν οιF1,F2 είναι αντιπαράγωγοι της f στο I , τότε ηF2−F1 είναι σταθερή
συνάρτηση στο I .

Απόδειξη. Έστω ότι ισχύει F2(x)− F1(x) = c και F1
′(x) = f(x) για κάθε x ∈ I . Τότε ισχύει

F2
′(x) = (F1 + c)′(x) = f(x) + 0 = f(x)
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για κάθε x ∈ I .
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει F1

′(x) = f(x) και F2
′(x) = f(x) για κάθε x ∈ I . Ορίζουμε την

h = F2 − F1 : I → R και τότε ισχύει

h′(x) = F1
′(x)− F2

′(x) = f(x)− f(x) = 0

για κάθε x ∈ I . Άρα η h είναι σταθερή συνάρτηση στο I .

Το αποτέλεσμα της πρότασης 7.1 μπορεί να διατυπωθεί και με τον εξής τρόπο.
Έστω F αντιπαράγωγος της f στο διάστημα I . Τότε το σύνολο όλων των αντιπαραγώγων της f στο
I αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις F +c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση, και μόνο
από αυτές.
Με άλλα λόγια, αν υπάρχει τουλάχιστον μία αντιπαράγωγος της f στο διάστημα I , τότε η f έχει
άπειρες αντιπαραγώγους στο διάστημα I και αυτές είναι ακριβώς οι εξής: μια οποιαδήποτε από
τις αντιπαραγώγους συν αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.

Παράδειγμα 7.1.4. Οι αντιπαράγωγοι της συνάρτησης x στο R είναι οι συναρτήσεις x2

2 + c, όπου
c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.
Γενικότερα, για κάθε συνάρτηση στα παραδείγματα 7.1.1 και 7.1.2 μπορούμε να βρούμε όλες τις
αντιπαραγώγους της, αν επισυνάψουμε το σύμβολο c στην αναφερόμενη αντιπαράγωγο.

Πρέπει να προσεχθεί το εξής. Αν μια συνάρτηση g έχει παράγωγο σταθερή 0 στην ένωση
δύο μη-διαδοχικών διαστημάτων, τότε δεν συνεπάγεται ότι η g είναι σταθερή στην ένωση των
δύο αυτών διαστημάτων. Αυτό το είχαμε επισημάνει, και με το παράδειγμα 5.4.2, μετά από την
πρόταση 5.7. Έτσι, λοιπόν, καταλαβαίνουμε γιατί στην πρόταση 7.1 αναφέρεται “διάστημα” και
όχι “ένωση διαστημάτων”.

Παράδειγμα 7.1.5. Οι συναρτήσεις log |x| + c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση, εί-
ναι οι αντιπαράγωγοι της συνάρτησης 1

x στο (−∞, 0) καθώς και στο (0,+∞) αλλά όχι στην
ένωση (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Οι αντιπαράγωγοι της 1

x στην (−∞, 0) ∪ (0,+∞) είναι οι συναρ-

τήσεις F (x) =

{
log |x|+ c1, αν x < 0

log |x|+ c2, αν x > 0
όπου c1 και c2 είναι αυθαίρετες σταθερές συναρτήσεις

στο (−∞, 0) και στο (0,+∞), αντιστοίχως, όχι απαραιτήτως ίσες.

7.1.2 Αόριστα ολοκληρώματα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.2. Έστω a < b και f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b], οπότε ορίζεται το
ολοκλήρωμα

∫ b
a f(x) dx. Είναι πολύ χρήσιμη η εξής επέκταση του συμβόλου του ολοκληρώματος:∫ a

b f(x) dx = −
∫ b
a f(x) dx.

Επίσης, αν απλώς ορίζεται η f στον a, τότε τήν θεωρούμε, αυτομάτως, ολοκληρώσιμη στο διάστημα
[a, a] = {a} και ορίζουμε: ∫ a

a f(x) dx = 0.

Άρα επιτρέπεται να γράφουμε το μεγαλύτερο άκρο του διαστήματος στην κάτω μεριά και το
μικρότερο άκρο στην πάνω μεριά του συμβόλου του ολοκληρώματος. Δηλαδή, έχουμε ορίσει το
σύμβολο

∫ b
a f(x) dx για κάθε a, b με την προϋπόθεση ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο διάστημα

[a, b], αν a < b, ολοκληρώσιμη στο [b, a], αν b < a, και, απλώς, ορισμένη στον a, αν a = b.
Η γνωστή ιδιότητα ∫ b

a f(x) dx =
∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx,

η οποία ισχύει όταν a < c < b, επεκτείνεται για όλες τις περιπτώσεις σχετικής διάταξης των a, b, c,
αρκεί η f να είναι ολοκληρώσιμη στο κλειστό διάστημα από τον μικρότερο μέχρι τον μεγαλύτερο
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από τους τρεις αυτούς αριθμούς. Αυτό είναι πολύ εύκολο να αποδειχθεί, διακρίνοντας περιπτώσεις.
Για παράδειγμα, αν b < c < a, η ισότητα γράφεται −

∫ a
b f(x) dx = −

∫ a
c f(x) dx −

∫ c
b f(x) dx

ή, ισοδύναμα,
∫ a
b f(x) dx =

∫ c
b f(x) dx+

∫ a
c f(x) dx και αυτή είναι η ήδη γνωστή μας ισότητα.

Επίσης, αν a = b < c, η ισότητα γράφεται 0 =
∫ c
a f(x) dx−

∫ c
a f(x) dx η οποία είναι, προφανώς,

σωστή. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις η απόδειξη είναι παρόμοια.
Μια ακόμη γνωστή ιδιότητα που επεκτείνεται είναι η εξής. Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο

διάστημα [a, b], αν a < b, και στο [b, a], αν b < a, και αν ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε x στο ίδιο
διάστημα, τότε ∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣ ≤M |b− a|.

Πράγματι, αν a < b, οπότε |b− a| = b− a, τότε το αποτέλεσμα είναι ήδη γνωστό. Αν b < a, τότε∣∣ ∫ b
a f(x) dx

∣∣ = ∣∣− ∫ a
b f(x) dx

∣∣ = ∣∣ ∫ a
b f(x) dx

∣∣ ≤M(a− b) =M |b− a|. Τέλος, αν a = b, τότε
η ανισότητα

∣∣ ∫ b
a f(x) dx

∣∣ ≤M |b− a| ισχύει ως ισότητα 0 = 0.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.3. Έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του I . Παίρνουμε έναν οποιονδήποτε a ∈ I , κατόπιν θεωρούμε έναν μεταβλητό x ∈ I
και για κάθε τέτοιον x γράφουμε το ολοκλήρωμα

∫ x
a f(t) dt. Αυτό είναι ένας αριθμός η τιμή του

οποίου εξαρτάται από την τιμή του x. Τέλος, παίρνουμε και έναν αυθαίρετο αριθμό c, οπότε ορίζεται
η συνάρτηση F : I → R με τύπο

F (x) =
∫ x
a f(t) dt+ c για κάθε x στο I.

Κάθε τέτοια συνάρτηση ονομάζεται αόριστο ολοκλήρωμα της f στο διάστημα I και ο a ονομάζεται
αρχικό σημείο του αόριστου ολοκληρώματος.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.2. Έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του I . Κάθε αόριστο ολοκλήρωμα της f στο I είναι συνάρτηση συνεχής στο I .

Απόδειξη. Έστω a ∈ I , αριθμός c και η συνάρτηση F (x) =
∫ x
a f(t) dt+ c για κάθε x ∈ I .

Έστω ξ ∈ I όχι δεξιό άκρο του I . Θεωρούμε b ∈ I με b > ξ. Η f ως ολοκληρώσιμη στο [ξ, b]
είναι φραγμένη στο [ξ, b], οπότε υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [ξ, b]. Τότε,
για κάθε x ∈ [ξ, b] ισχύει

|F (x)− F (ξ)| =
∣∣(∫ x

a f(t) dt+ c
)
−

( ∫ ξ
a f(t) dt+ c

)∣∣ = ∣∣ ∫ x
ξ f(t) dt

∣∣ ≤M(x− ξ). (7.1)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι [ξ, x] ⊆ [ξ, b], οπότε ισχύει |f(t)| ≤M για κάθε t ∈ [ξ, x].
Από την (7.1) συνεπάγεται limx→ξ+(F (x)− F (ξ)) = 0, οπότε limx→ξ+ F (x) = F (ξ).
Έστω ξ ∈ I όχι αριστερό άκρο του I . Τα υπόλοιπα είναι παραλλαγή της προηγούμενης παραγρά-
φου. Θεωρούμε b ∈ I με b < ξ. Η f ως ολοκληρώσιμη στο [b, ξ] είναι φραγμένη στο [b, ξ], οπότε
υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [b, ξ]. Για κάθε x ∈ [b, ξ] ισχύει

|F (x)− F (ξ)| =
∣∣(∫ x

a f(t) dt+ c
)
−

( ∫ ξ
a f(t) dt+ c

)∣∣ = ∣∣ ∫ ξ
x f(t) dt

∣∣ ≤M(ξ − x). (7.2)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι [x, ξ] ⊆ [b, ξ], οπότε ισχύει |f(t)| ≤M για κάθε t ∈ [x, ξ].
Από την (7.2) συνεπάγεται limx→ξ−(F (x)− F (ξ)) = 0, οπότε limx→ξ− F (x) = F (ξ).
Άρα η F είναι συνεχής σε κάθε ξ ∈ I .

Αν θέλουμε να αντικαταστήσουμε το αρχικό σημείο a ∈ I με ένα άλλο a′ ∈ I σε ένα αόριστο
ολοκλήρωμα, κάνουμε το εξής απλό:

F (x) =
∫ x
a f(t) dt+ c =

∫ x
a′ f(t) dt+

∫ a′

a f(t) dt+ c =
∫ x
a′ f(t) dt+ c′,

όπου c′ =
∫ a′

a f(t) dt + c. Δηλαδή, η αντικατάσταση ενός αρχικού σημείου a με ένα άλλο a′

μετατρέπει, απλώς, τον αριθμό c σε έναν άλλον c′. Γι αυτό όταν θέλουμε να υπολογίσουμε ένα αό-
ριστο ολοκλήρωμα επιλέγουμε κατάλληλο αρχικό σημείο a τέτοιο ώστε είτε να είναι βολικότερες
οι πράξεις για τον υπολογισμό του

∫ x
a f(t) dt είτε να είναι πιο απλός ο τύπος που θα προκύψει.
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Παράδειγμα 7.1.6. Για να βρούμε ένα αόριστο ολοκλήρωμα της x στο R, παίρνουμε a = 0 και
έχουμε το αόριστο ολοκλήρωμα

∫ x
0 t dt =

x2

2 − 02

2 = x2

2 . Ένα οποιοδήποτε άλλο αόριστο ολο-
κλήρωμα της x είναι το x2

2 + c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.
Αν επιλέξουμε κάποιον άλλο a ως αρχικό σημείο, για παράδειγμα τον a = 4, τότε το αόριστο
ολοκλήρωμα

∫ x
4 t dt είναι το

∫ x
4 t dt =

x2

2 − 42

2 = x2

2 − 8 και ο νέος σταθερός αριθμός είναι ο
c = −8.

Προσέξτε την ομοιότητα ανάμεσα στις προτάσεις 7.1 και 7.3.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.3. Έστω διάστημα I και f, F1, F2 : I → R. Έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη σε
κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I . Αν η F2 − F1 είναι σταθερή συνάρτηση στο I και η
μία από τιςF1,F2 είναι αόριστο ολοκλήρωμα της f στο I , τότε και η άλλη είναι αόριστο ολοκλήρωμα
της f στο I . Αντιστρόφως, αν οι F1, F2 είναι αόριστα ολοκληρώματα της f στο I , τότε η F2 − F1

είναι σταθερή συνάρτηση στο I .

Απόδειξη. Έστω F2(x)− F1(x) = c για κάθε x ∈ I και έστω F1(x) =
∫ x
a1
f(t) dt+ c1 για κάθε

x ∈ I , όπου a1 ∈ I . Συνεπάγεται

F2(x) = F1(x) + c =
∫ x
a1
f(t) dt+ (c1 + c) =

∫ x
a2
f(t) dt+ c2

για κάθε x ∈ I , όπου a2 = a1 , c2 = c1 + c.
Αντιστρόφως, έστω F1(x) =

∫ x
a1
f(t) dt+ c1 και F2(x) =

∫ x
a2
f(t) dt+ c2 για κάθε x ∈ I , όπου

a1, a2 ∈ I . Συνεπάγεται

F2(x)− F1(x) =
∫ x
a2
f(t) dt+ c2 −

∫ x
a1
f(t) dt− c1 =

∫ a1
a2
f(t) dt+ c2 − c1

για κάθε x ∈ I , οπότε η F2 − F1 είναι σταθερή συνάρτηση στο I .

Το τελευταίο αποτέλεσμα μπορεί να διατυπωθεί ως εξής.
ΈστωF ένα αόριστο ολοκλήρωμα της f στο διάστημα I . Τότε το σύνολο όλων των αόριστων ολοκλη-
ρωμάτων της f στο I αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις F + c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή
συνάρτηση, και μόνο από αυτές.
Με άλλα λόγια, αν υπάρχει τουλάχιστον ένα αόριστο ολοκλήρωμα της f στο διάστημα I , τότε η f
έχει άπειρα αόριστα ολοκληρώματα στο διάστημα I και αυτά είναι ακριβώς οι εξής συναρτήσεις:
ένα οποιοδήποτε από τα αόριστα ολοκληρώματα συν αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Αν επιλέ-
ξουμε έναν οποιονδήποτε a ∈ I , τότε, σύμφωνα με τα προηγούμενα, τα αόριστα ολοκληρώματα
της f στο I είναι οι συναρτήσεις

∫ x
a f(t) dt+ c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.4. Παραδοσιακά, χρησιμοποιούμε τα σύμβολα
∫ x

f(t) dt και
∫
f(x) dx για να συμ-

βολίσουμε όλα μαζί τα αόριστα ολοκληρώματα της f στο I . Δηλαδή, γράφουμε∫ x
f(t) dt =

∫ x
a f(t) dt+ c ή

∫
f(x) dx =

∫ x
a f(t) dt+ c για x ∈ I

και διαβάζουμε: το
∫ x

f(t) dt ή
∫
f(x) dx είναι κάθε συνάρτηση

∫ x
a f(t) dt + c, όπου c είναι αυ-

θαίρετη σταθερή συνάρτηση. Ελπίζουμε να μη δημιουργηθεί σύγχυση!

Πάντοτε γράφουμε την ανεξάρτητη μεταβλητή x: είτε στο σύμβολο
∫ x

f(t) dt είτε στο σύμ-
βολο

∫
f(x) dx. Στο σύμβολο

∫ x
f(t) dt, η “μεταβλητή ολοκλήρωσης” μπορεί να συμβολιστεί με

οποιοδήποτε άλλο γράμμα:
∫ x

f(u) du,
∫ x

f(s) ds κ.τ.λ.

Παράδειγμα 7.1.7. Γράφουμε
∫ x

t dt =
∫ x
0 t dt+c =

x2

2 +c ή, ισοδύναμα,
∫
x dx =

∫ x
0 t dt+c =

x2

2 + c. Διαβάζουμε: το
∫ x

t dt ή
∫
x dx είναι όλα τα αόριστα ολοκληρώματα της x στο R, δηλαδή

οι συναρτήσεις x2

2 + c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.
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Παρατηρήστε ότι στα παραδείγματα 7.1.4 και 7.1.7 είδαμε ότι το σύνολο των αντιπαραγώγων
της συνάρτησης x στοR είναι ίδιο με το σύνολο των αόριστων ολοκληρωμάτων της. Στην επόμενη
ενότητα αυτό θα γενικευθεί.

Πριν προχωρήσουμε ας δούμε δύο απλές ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωμάτων. Η πρώτη
είναι: ∫ (

f(x) + g(x)
)
dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx.

Η ισότητα αυτή είναι άμεση συνέπεια της αντίστοιχης ισότητας ανάμεσα σε ολοκληρώματα
με συγκεκριμένα άκρα. Πράγματι, ας θεωρήσουμε τα αόριστα ολοκληρώματα F (x) =

∫ x
a f(t) dt

και G(x) =
∫ x
a g(t) dt. Επομένως,∫

f(x) dx = F (x) + c1,
∫
g(x) dx = G(x) + c2,

όπου c1, c2 είναι αυθαίρετες σταθερές συναρτήσεις. Άρα∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx = F (x) + c1 +G(x) + c2

= F (x) +G(x) + (c1 + c2)

=
∫ x
a (f(t) + g(t)) dt+ (c1 + c2).

(7.3)

Όταν οι c1, c2 διατρέχουν όλους τους αριθμούς, τότε και ο c1+ c2 διατρέχει όλους τους αριθμούς.
Δηλαδή, η c1 + c2 είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Επομένως, επειδή το

∫ x
a (f(t) + g(t)) dt

είναι ένα από τα αόριστα ολοκληρώματα της f + g, συνεπάγεται∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫ x
a (f(t) + g(t)) dt+ (c1 + c2). (7.4)

Από τις (7.3) και (7.4) συνεπάγεται
∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx =

∫
(f(x) + g(x)) dx.

Η δεύτερη ιδιότητα είναι:∫
λf(x) dx = λ

∫
f(x) dx αν λ ̸= 0.

Θεωρούμε, όπως πριν, το ίδιο αόριστο ολοκλήρωμα F (x) =
∫ x
a f(t) dt, οπότε∫

f(x) dx = F (x) + c,

όπου ο c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Τώρα

λ
∫
f(x) dx = λF (x) + λc =

∫ x
a λf(t) dt+ λc. (7.5)

Όταν ο c διατρέχει όλους τους αριθμούς, τότε (ακριβώς επειδή λ ̸= 0) και ο λc διατρέχει όλους
τους αριθμούς. Δηλαδή, ο λc είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Οπότε, επειδή το

∫ x
a λf(t) dt

είναι ένα από τα αόριστα ολοκληρώματα της λf , έχουμε ότι∫
λf(x) dx =

∫ x
a λf(t) dt+ λc. (7.6)

Από τις (7.5) και (7.6) συνεπάγεται λ
∫
f(x) dx =

∫
λf(x) dx.

Όπως είδαμε παραπάνω, όταν προσθέτουμε δύο αόριστα ολοκληρώματα
∫
f(x) dx,

∫
g(x) dx

μπορούμε να αντικαθιστούμε το άθροισμα των δύο αυθαίρετων σταθερών συναρτήσεων που εμ-
φανίζονται με μία αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Ομοίως, όταν πολλαπλασιάζουμε ένα αόριστο
ολοκλήρωμα

∫
f(x) dx με ένα αριθμό ̸= 0 μπορούμε να αντικαθιστούμε το γινόμενο της αυθαί-

ρετης σταθερής συνάρτησης και του πολλαπλασιαστή αριθμού με μία αυθαίρετη σταθερή συνάρ-
τηση.

Παράδειγμα 7.1.8. Γράφουμε
∫
(x+x2) dx =

∫
x dx+

∫
x2 dx = x2

2 + x3

3 + c και αποφεύγουμε
να γράψουμε

∫
(x+ x2) dx =

∫
x dx+

∫
x2 dx = x2

2 + c1 +
x3

3 + c2.
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Παράδειγμα 7.1.9. Γράφουμε
∫
7x dx = 7

∫
x dx = 7x2

2 + c και αποφεύγουμε να γράψουμε∫
7x dx = 7

∫
x dx = 7x2

2 + 7c.

Παράδειγμα 7.1.10. Γράφουμε
∫
(x + g(x)) dx =

∫
x dx +

∫
g(x) dx = x2

2 +
∫
g(x) dx και

αποφεύγουμε να γράψουμε
∫
(x+ g(x)) dx =

∫
x dx+

∫
g(x) dx = x2

2 + c+
∫
g(x) dx διότι η

αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση c μπορεί να “απορροφηθεί” στο
∫
g(x) dx το οποίο περιέχει αφ’

εαυτού μια αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.

Παράδειγμα 7.1.11. Προσέξτε! Γράφουμε
∫
x dx−

∫
x dx = c και όχι = 0. Διότι είναι

∫
x dx−∫

x dx =
∫
(x− x) dx =

∫
0 dx = c ή, με άλλο τρόπο,

∫
x dx−

∫
x dx = x2

2 + c1 − x2

2 − c2 =
c1 − c2 = c.

Παράδειγμα 7.1.12. Προσέξτε! Είναι 0
∫
f(x) dx ̸=

∫
0f(x) dx. Πράγματι: 0

∫
f(x) dx = 0 ενώ∫

0f(x) dx =
∫
0 dx = c.

Ασκήσεις.

7.1.1. Βρείτε όλες τις αντιπαραγώγους της 2x+3x2 στοR. Βρείτε μια αντιπαράγωγο της 2x+3x2

στο R ώστε η τιμή της στον 1 να είναι −2. Πόσες τέτοιες αντιπαράγωγοι υπάρχουν;
Γενικότερα, έστω διάστημα I και f : I → R η οποία έχει αντιπαράγωγο στο I . Έστω a ∈ I και
αριθμός κ. Πόσες αντιπαράγωγοι της f στο I υπάρχουν οι οποίες έχουν τιμή κ στον a;

7.1.2. Βρείτε συνάρτηση F (x) ώστε να ισχύει F ′(x2) = 1
x για κάθε x ∈ (0,+∞) και ώστε

F (1) = 1. Ποιά είναι η απάντηση αν αντί του (0,+∞) έχουμε την ένωση (−∞, 0) ∪ (0,+∞);
Βρείτε συνάρτηση F (x) ώστε να ισχύει F ′(logx) = 1 για κάθε x ∈ (0, 1] και F ′(logx) = x για
κάθε x ∈ [1,+∞) και ώστε F (1) = 1.

7.1.3. Θεωρήστε τις συναρτήσεις

{
0, αν x ≤ 0

1, αν x > 0
και

{
2x sin(1/x)− cos(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Πα-

ρατηρήστε ότι και οι δύο συναρτήσεις είναι ασυνεχείς στον 0 και αποδείξτε ότι η πρώτη δεν έχει
αντιπαράγωγο στο R ενώ η δεύτερη έχει αντιπαράγωγο στο R.

7.1.4. Βρείτε όλα τα αόριστα ολοκληρώματα της 1−x στοR. Βρείτε ένα αόριστο ολοκλήρωμα της
1− x στο R ώστε η τιμή του στον 2 να είναι −1. Πόσα τέτοια αόριστα ολοκληρώματα υπάρχουν;
Γενικότερα, έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υπο-
διάστημα του I . Έστω a ∈ I και αριθμός κ. Πόσα αόριστα ολοκληρώματα της f στο I υπάρχουν
τα οποία έχουν τιμή κ στον a;

7.1.5. Υποθέστε ότι
∫
f(x) dx =

∫
g(x) dx+ x2 − 3. Με τί είναι ίση η παράσταση

∫
f(x) dx−∫

g(x) dx ;

7.1.6. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ ξ
a f(x) dx =

∫ b
ξ f(x) dx.

7.1.7. Θεωρήστε την f(x) = x−[x]− 1
2 . Η συνάρτηση αυτή εμφανίστηκε και στην άσκηση 6.4.10.

Αποδείξτε ότι η f είναι περιοδική στο R με περίοδο 1.
Αποδείξτε ότι το αόριστο ολοκλήρωμα F (x) =

∫ x
0 f(t) dt είναι περιοδική συνάρτηση στο R με

περίοδο 1 και υπολογίστε το στο [0, 1). Εκφράστε με απλό τρόπο τον τύπο της F στο R χρησιμο-
ποιώντας τη συνάρτηση [x].
Αποδείξτε ότι το αόριστο ολοκλήρωμαG(x) =

∫ x
0 (F (t)+

1
12) dt είναι περιοδική συνάρτηση στο

R με περίοδο 1 και υπολογίστε το στο [0, 1).
Σε ποιά διαστήματα είναι η f συνεχής; Σε ποιά διαστήματα είναι η F αντιπαράγωγος της f ;
Σε κάθε σημείο ασυνέχειας της f να συγκρίνετε καθένα από τα δύο πλευρικά όρια της f με την
αντίστοιχη πλευρική παράγωγο της F . Τί παρατηρείτε;
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7.1.8. Έστω f : R → R περιοδική με περίοδο τ > 0 και ολοκληρώσιμη στο διάστημα [0, τ ]. Σύμ-
φωνα με την άσκηση 6.4.14[β], η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο διάστημα.
Αποδείξτε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός µ ώστε το αόριστο ολοκλήρωμα

∫ x
0 (f(t) − µ) dt να

είναι περιοδική συνάρτηση με περίοδο τ . Ποιός είναι ο µ; Να αντιπαραβάλετε με την άσκηση
7.1.7.

7.1.9. Έστω f : R → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο διάστημα και έστω ότι
ένα από τα αόριστα ολοκληρώματα της f είναι περιοδική ή άρτια ή περιττή συνάρτηση. Ισχύει
τότε ότι όλα τα αόριστα ολοκληρώματα της f είναι περιοδικές ή άρτιες ή περιττές συναρτήσεις,
αντιστοίχως;

7.2 Το θεμελιώδες θεώρημα.

Το θεμελιώδες θεώρημα είναι το σημαντικότερο αποτέλεσμα του απειροστικού λογισμού. Πα-
ρέχει την καθόλου προφανή σύνδεση ανάμεσα σε δύο φαινομενικά ασύνδετες έννοιες: την παρά-
γωγο και το ολοκλήρωμα.Οι συνέπειες για τον χειρισμό αλλά και τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων
είναι σημαντικές.

ΤΟΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΥΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥΛΟΓΙΣΜΟΥ. Έστω διάστημα I και
f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I . Έστω a ∈ I και το
αόριστο ολοκλήρωμα F (x) =

∫ x
a f(t) dt για κάθε x ∈ I . Αν η f είναι συνεχής σε κάποιον x ∈ I ,

τότε η F είναι παραγωγίσιμη στον x και ισχύει F ′(x) = f(x). Δηλαδή,

d
dx

∫ x
a f(t) dt = f(x) αν f συνεχής στον x.

Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στο I , τότε η F είναι παραγωγίσιμη στο I και ισχύει F ′(x) = f(x)
για κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στον x, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(t) −
f(x)| < ϵ

2 για κάθε t ∈ I με |t− x| < δ.
Έστω, λοιπόν, οποιοσδήποτε y ∈ I με 0 < |y−x| < δ. Τότε για κάθε t ∈ [x, y] ή t ∈ [y, x] ισχύει
|t− x| < δ, οπότε

|f(t)− f(x)| < ϵ
2 για t ανάμεσα στα x και y.

Άρα ∣∣ ∫ y
x (f(t)− f(x)) dt

∣∣ ≤ ϵ
2 |y − x| < ϵ|y − x|.

Τότε∣∣F (y)−F (x)
y−x − f(x)

∣∣ = 1
|y−x|

∣∣F (y)− F (x)− (y − x)f(x)
∣∣

= 1
|y−x|

∣∣ ∫ y
a f(t) dt−

∫ x
a f(t) dt− f(x)(y − x)

∣∣
= 1
|y−x|

∣∣ ∫ y
x f(t) dt− f(x)(y − x)

∣∣ = 1
|y−x|

∣∣ ∫ y
x f(t) dt−

∫ y
x f(x) dt

∣∣
= 1
|y−x|

∣∣ ∫ y
x (f(t)− f(x)) dt

∣∣ < ϵ.

Αποδείξαμε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε y ∈ I με 0 < |y − x| < δ να ισχύει∣∣F (y)−F (x)
y−x − f(x)

∣∣ < ϵ. Άρα limy→x
F (y)−F (x)

y−x = f(x), οπότε F ′(x) = f(x).

Σχετικά με το τελευταίο μέρος του θεμελιώδους θεωρήματος, παρατηρήστε ότι, αν η f είναι
συνεχής στο I , τότε είναι, αυτομάτως, ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα
του I και, επομένως, ορίζονται τα αόριστα ολοκληρώματα της f στο I .

Οι επόμενες τρεις προτάσεις είναι απλά πορίσματα του θεμελιώδους θεωρήματος.

269



ΠΡΟΤΑΣΗ 7.4. Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I . Τότε κάθε αόριστο ολοκλήρωμα
της f στο I είναι και αντιπαράγωγός της στο I και αντιστρόφως. Με άλλα λόγια, το σύνολο των
αόριστων ολοκληρωμάτων της f στο I είναι ίδιο με το σύνολο των αντιπαραγώγων της f στο I .

Απόδειξη. Βάσει του θεμελιώδους θεωρήματος, το αόριστο ολοκλήρωμα F (x) =
∫ x
a f(t) dt της

f στο I είναι και αντιπαράγωγός της στο I .
Σύμφωνα με την πρόταση 7.3, επειδή η F είναι αόριστο ολοκλήρωμα της f στο I , τα αόριστα ολο-
κληρώματα της f στο I είναι οι συναρτήσεις F + c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση
στο I .
Αλλά και, σύμφωνα με την πρόταση 7.1, επειδή η F είναι αντιπαράγωγος της f στο I , οι αντιπα-
ράγωγοι της f στο I είναι (πάλι) οι συναρτήσειςF+c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση
στο I .

Η πρόταση 7.5 έχει σπουδαία πρακτική αξία.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.5. Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I και F : I → R οποιαδήποτε
αντιπαράγωγος της f στο I .
[α] Τα αόριστα ολοκληρώματα της f στο I είναι οι συναρτήσεις F + c, όπου c είναι αυθαίρετη
σταθερή συνάρτηση στο I . Δηλαδή∫

f(x) dx = F (x) + c για κάθε x στο I.

[β] Το ολοκλήρωμα της f σε οποιοδήποτε [a, b] ⊆ I είναι ίσο με τη διαφορά των τιμών της F στα
άκρα του [a, b]. Δηλαδή∫ b

a f(x) dx = F (b)− F (a) για κάθε a, b στο I.

Απόδειξη. [α] Οι αντιπαράγωγοι της f στο I είναι οι F + c, όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή
συνάρτηση στο I , και, σύμφωνα με την πρόταση 7.4, το σύνολο των αόριστων ολοκληρωμάτων
της f στο I είναι ίδιο με το σύνολο των αντιπαραγώγων της στο I .
[β] Σύμφωνα με το θεμελιώδες θεώρημα, το αόριστο ολοκλήρωμα

∫ x
a f(t) dt είναι αντιπαράγωγος

της f στο I . Άρα η
∫ x
a f(t) dt− F (x) είναι σταθερή συνάρτηση στο I . Άρα∫ x

a f(t) dt− F (x) =
∫ a
a f(t) dt− F (a) = −F (a)

για κάθε x ∈ I και, επομένως,
∫ b
a f(t) dt− F (b) = −F (a).

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.6. 1 Έστω διάστημα I και F : I → R παραγωγίσιμη στο I ώστε η F ′ : I → R να
είναι συνεχής στο I . Τότε,∫ b

a F
′(x) dx = F (b)− F (a) για κάθε a, b στο I.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε την πρόταση 7.5[β] στην f = F ′, παρατηρώντας ότι η F είναι, προφα-
νώς, αντιπαράγωγος της f στο I .

Μετά από όλα αυτά, παρατηρήστε τον “αντίστροφο χαρακτήρα” των “πράξεων” της παραγώ-
γισης και της ολοκλήρωσης, όπως αυτός εκφράζεται με τους τύπους

d
dx

∫
f(x) dx = f(x),

∫
dF
dx dx = F (x) + c.

Ο πρώτος τύπος ισχύει σε διάστημα στο οποίο η f είναι συνεχής και εκφράζει το θεμελιώδες θεώ-
ρημα: η παράγωγος κάθε αόριστου ολοκληρώματος συνεχούς συνάρτησης είναι η ίδια η συνάρτηση.
Ο δεύτερος τύπος ισχύει σε διάστημα στο οποίο η dF

dx είναι συνεχής και λέει ότι: το σύνολο των
αόριστων ολοκληρωμάτων της παραγώγου μιας συνάρτησης ταυτίζεται με την ίδια την συνάρτηση
συν αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση.

1Για την πρόταση 7.6 με τις ασθενέστερες δυνατές υποθέσεις δείτε την άσκηση 7.2.20.
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7.2.1 Τα βασικά παραδείγματα.

Στα επόμενα παραδείγματα εκμεταλλευόμαστε το ότι ήδη γνωρίζουμε μια αντιπαράγωγο των
συναρτήσεων που εμφανίζονται σ’ αυτά και εφαρμόζουμε την πρόταση 7.5.

Παράδειγμα 7.2.1. Η πρώτη ισότητα ισχύει στο R και η δεύτερη για κάθε a, b στο R :∫
1 dx = x+ c,

∫ b
a 1 dx = b− a.

Παράδειγμα 7.2.2. Για κάθε p ̸= −1,∫
xp dx = xp+1

p+1 + c,
∫ b
a x

p dx = bp+1−ap+1

p+1 .

Η πρώτη ισότητα ισχύει (i) στο R, αν p ∈ N, (ii) στο (−∞, 0) και στο (0,+∞), αν p ∈ Z και
p ≤ −2, (iii) στο [0,+∞), αν p ∈ R \ Z και p > 0, και (iv) στο (0,+∞), αν p ∈ R \ Z
και p < 0. Η δεύτερη ισότητα ισχύει για κάθε a, b τα οποία ανήκουν σε ένα (και το ίδιο) από τα
προηγούμενα διαστήματα. Για παράδειγμα, αν p ∈ Z και p ≤ −2, τότε η δεύτερη ισότητα ισχύει
για κάθε a, b < 0 και για κάθε a, b > 0, αλλά όχι όταν a < 0 < b ή b < 0 < a (και, φυσικά, ούτε
όταν κάποιος από τους a, b είναι 0).

Παράδειγμα 7.2.3. Η πρώτη ισότητα ισχύει στο (−∞, 0) και στο (0,+∞) και η δεύτερη για κάθε
a, b < 0 και κάθε a, b > 0 :∫

1
x dx = log |x|+ c,

∫ b
a

1
x dx = log |b| − log |a| = log b

a .

Παρατηρήστε ότι, επειδή οι a, b είναι ομόσημοι, έχουμε b
a > 0 και, επομένως, log |b| − log |a| =

log |b||a| = log | ba | = log b
a .

Παράδειγμα 7.2.4. Αν ρ > 0 και ρ ̸= 1, η πρώτη ισότητα ισχύει στο R και η δεύτερη για κάθε
a, b στο R : ∫

ρx dx = ρx

log ρ + c,
∫ b
a ρ

x dx = ρb−ρa
log ρ .

Παράδειγμα 7.2.5. Οι πρώτες δύο ισότητες ισχύουν στο R και οι επόμενες δύο ισχύουν για κάθε
a, b στο R : ∫

cosx dx = sinx+ c,
∫
sinx dx = − cosx+ c,∫ b

a cosx dx = sin b− sin a,
∫ b
a sinx dx = cos a− cos b.

Παράδειγμα 7.2.6. Η πρώτη ισότητα ισχύει στο (−π
2 +kπ,

π
2 +kπ) για οποιονδήποτε k ∈ Z ενώ

η δεύτερη ισότητα ισχύει για κάθε a, b στο ίδιο (−π
2 + kπ, π2 + kπ) και για οποιονδήποτε k ∈ Z :∫

1
(cosx)2 dx = tanx+ c,

∫ b
a

1
(cosx)2 dx = tan b− tan a.

Παράδειγμα 7.2.7. Η πρώτη ισότητα ισχύει στο (kπ, π + kπ) για οποιονδήποτε k ∈ Z και η
δεύτερη ισότητα ισχύει για κάθε a, b στο ίδιο (kπ, π + kπ) και για οποιονδήποτε k ∈ Z :∫

1
(sinx)2 dx = − cotx+ c,

∫ b
a

1
(sinx)2 dx = cot a− cot b.

Παράδειγμα 7.2.8. Η πρώτη ισότητα ισχύει στο (−1, 1) και η δεύτερη για κάθε a, b στο (−1, 1) :∫
1√

1−x2
dx = arcsinx+ c,

∫ b
a

1√
1−x2

dx = arcsin b− arcsin a.

Παράδειγμα 7.2.9. Η πρώτη ισότητα ισχύει στο R και η δεύτερη για κάθε a, b στο R :∫
1

1+x2 dx = arctanx+ c,
∫ b
a

1
1+x2 dx = arctan b− arctan a.
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Τώρα μπορούμε να δούμε και τη συσχέτιση ανάμεσα στα θεωρήματα μέσης τιμής του διαφο-
ρικού και του ολοκληρωτικού λογισμού.

Θεωρούμε στο πρώτο θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού την ειδική περί-
πτωση όπου, εκτός από την f , και η g είναι συνεχής στο [a, b]. Το αποτέλεσμα του θεωρήματος
είναι ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a f(t)g(t) dt = f(ξ)
∫ b
a g(t) dt.

Τώρα θεωρούμε τα αόριστα ολοκληρώματα F (x) =
∫ x
a f(t)g(t) dt και G(x) =

∫ x
a g(t) dt και η

σχέση
∫ b
a f(t)g(t) dt = f(ξ)

∫ b
a g(t) dt γράφεται

g(ξ)
∫ b
a f(t)g(t) dt = f(ξ)g(ξ)

∫ b
a g(t) dt

και αυτή γράφεται
G′(ξ)(F (b)− F (a)) = F ′(ξ)(G(b)−G(a)).

Αυτή είναι η σχέση στο θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy.

Ασκήσεις.

7.2.1. Σκεφτείτε ότι το
∫
f(x) dx = F (x) + c ισοδυναμεί με F ′(x) = f(x) αν η f είναι συνεχής

στο κατάλληλο διάστημα. Αποδείξτε ότι:
(i)

∫
cos(ax) dx = 1

a sin(ax) + c και
∫
sin(ax) dx = − 1

a cos(ax) + c στο R.
(ii)

∫
logx dx = x logx− x+ c στο διάστημα (0,+∞).

(iii)
∫

1
x logx dx = log(logx) + c στο διάστημα (1,+∞).

(iv)
∫

1
x logx log(logx) dx = log(log(logx)) + c στο διάστημα (e,+∞).

(v)
∫
xne−x dx = n!e−x

(
ex − 1− x− x2

2! − · · · − xn

n!

)
+ c στο R.

(vi)
∫
xnex dx = (−1)n−1n!ex

(
e−x − 1 + x− x2

2! + · · ·+ (−1)n−1 x
n

n!

)
+ c στο R.

7.2.2. Βρείτε f : R → R συνεχή στο R και αριθμό a ώστε να ισχύει
∫ x
a f(t) dt = sinx−

√
3
2 για

κάθε x. Πόσες λύσεις υπάρχουν;
Υπάρχει f : R → R συνεχής στο R ώστε να ισχύει

∫ x
0 f(t) dt = ex για κάθε x; Ίδια ερώτηση για

την
∫ x
0 f(t) dt = ex − 1. Πόσες λύσεις υπάρχουν;

7.2.3. Έστω διάστημα I και f : I → R με συνεχή παράγωγο στο I . Αν ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε
x ∈ I , αποδείξτε ότι

∫ b
a

f ′(x)
f(x) dx = log f(b)

f(a) για κάθε a, b ∈ I . Συζητήστε ιδιαίτερα τον ρόλο της
υπόθεσης ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I σε σχέση με το πρόσημο της f στο I .

7.2.4. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και a, b ∈ I .
Αν η

∫ x
a f(t) dt είναι σταθερή στο I , αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή 0 στο I .

Αν ισχύει
∫ x
a f(t) dt =

∫ b
x f(t) dt για κάθε x ∈ I , αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή 0 στο I .

7.2.5. Βρείτε τις συναρτήσεις f : (0,+∞) → R για τις οποίες ισχύει f(x) = 1+ 1
x

∫ x
1 f(t) dt για

κάθε x > 0.
Βρείτε τις συναρτήσεις f : (0,+∞) → R για τις οποίες ισχύει f(x) = 1− x

∫ x
1 f(t) dt για κάθε

x > 0.

7.2.6. Έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιά-
στημα του I . Επίσης, έστω g, h : A→ I και η F : A→ R με τύπο F (x) =

∫ g(x)
h(x) f(t) dt για κάθε

x ∈ A.
Αν οι g, h είναι συνεχείς στον x ∈ A, αποδείξτε ότι η F είναι κι αυτή συνεχής στον x.
Αν οι g, h είναι παραγωγίσιμες στον x ∈ A και η f είναι συνεχής στους g(x), h(x), αποδείξτε ότι
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η F είναι παραγωγίσιμη στον x και F ′(x) = g′(x)f(g(x))− h′(x)f(h(x)).

Βρείτε τα πεδία ορισμού των
∫ x2−x
1

t2−2t
et+2t2

dt,
∫ x2

x
et

t dt,
∫ 2+x
2−x

1+t√
t
dt,

∫ √x
x+
√
x

t
t−1 dt και τις παρα-

γώγους τους.

Βρείτε f : [0,+∞) → R συνεχή στο [0,+∞) ώστε να ισχύει
∫ x2

0 f(t) dt = 1 − 2x
2 για κάθε

x ∈ R.

7.2.7. Βρείτε τα limx→+∞ e
−x2 ∫ x

0 e
t2 dt, limx→+∞

1
x

∫ x
0 e

t−x(2t+ 1) dt.
Βρείτε a > 0 και b, c, d ώστε limx→0+

1
ex−b−cx−dx2

∫ x
0

t2√
a+t

dt = 1.

7.2.8. Αν a ̸= ±b, αποδείξτε ότι limx→±∞
1
x

∫ x
0 sin(at) sin(bt) dt = 0. Ποιά είναι η τιμή του ορίου

στις περιπτώσεις a = ±b ;

7.2.9. [α] Δώστε δεύτερη απόδειξη του λήμματος 6.5[β] με βάση το θεμελιώδες θεώρημα.
[β] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν

∫ b
a (f(t))

2 dt = 0, αποδείξτε ότι η f
μηδενίζεται σε κάθε σημείο συνέχειάς της.
[γ] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν

∫ x′′

x′ f(t) dt ≥ 0 για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b] με
x′ < x′′, αποδείξτε ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

7.2.10. Έστω f : [0,+∞) → R συνεχής στο [0,+∞) και έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε
x > 0 και (f(x))2 = 2

∫ x
0 f(t) dt για κάθε x ≥ 0.

Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) > 0 για κάθε x > 0.
Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = x για κάθε x ≥ 0.

7.2.11. Έστω f : [0, a] → R ώστε η f ′ : [0, a] → R να είναι συνεχής στο [0, a] και f(0) = 0.

Θεωρήστε την g : [0, a] → R με g(x) =

{
(f(x))2/x, αν 0 < x ≤ a

0, αν x = 0
και αποδείξτε ότι είναι

παραγωγίσιμη στο [0, a].
Να συγκρίνετε τις παραγώγους των g(x) και

∫ x
0 (f

′(t))2 dt.
Αποδείξτε ότι ισχύει (f(x))2 ≤ x

∫ x
0 (f

′(t))2 dt για κάθε x ∈ [0, a].

Αν (f(a))2 = a
∫ a
0 (f

′(t))2 dt, αποδείξτε ότι η f(x)
x είναι σταθερή στο (0, a].

Αν (f(a))2 = a
∫ a
0 (f

′(t))2 dt και f ′(0) = 2, αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = 2x για κάθε x ∈ [0, a].

7.2.12. Έστω f : [0,+∞) → R ώστε η f ′ : [0,+∞) → R να είναι συνεχής στο [0,+∞) και
f(0) = 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει ef(x)/x ≤ 1

x

∫ x
0 e

f ′(t) dt για κάθε x > 0.
Αν υπάρχει a > 0 ώστε να ισχύει ef(a)/a = 1

a

∫ a
0 e

f ′(t) dt, αποδείξτε ότι υπάρχει σταθερά c ώστε
να ισχύει f(x) = cx για κάθε x ∈ [0, a].

7.2.13. 2 Έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιά-
στημα του I . Έστω a ∈ I και το αόριστο ολοκλήρωμα F (x) =

∫ x
a f(t) dt για κάθε x ∈ I .

Αν υπάρχει το limy→x+ f(y) ∈ R, αποδείξτε ότιF ′+(x) = limy→x+ f(y). Ειδικώτερα, αν η f είναι
δεξιά συνεχής στον x, τότε η F είναι παραγωγίσιμη στον x από τα δεξιά του και F ′+(x) = f(x).
Αν υπάρχει το limy→x− f(y) ∈ R, αποδείξτε ότι F ′−(x) = limy→x− f(y). Ειδικώτερα, αν η f
είναι αριστερά συνεχής στον x, τότε η F είναι παραγωγίσιμη στον x από τα αριστερά του και
F ′−(x) = f(x).

7.2.14. Έστω p, r : I → R συνεχείς στο διάστημα I . Λέμε ότι η συνάρτηση y(x) είναι λύση της
διαφορικής εξίσωσης

y′ + p(x)y = r(x) (7.7)
2Μια χρήσιμη επέκταση του θεμελιώδους θεωρήματος.
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στο διάστημα I αν ισχύει y′(x) + p(x)y(x) = r(x) για κάθε x ∈ I .

Αν x0 ∈ I και αν µ(x) = e
∫ x
x0

p(t) dt για κάθε x ∈ I , αποδείξτε ότι οι λύσεις της (7.7) στο I είναι
οι συναρτήσεις

y(x) = 1
µ(x)

( ∫ x
x0
µ(t)r(t) dt+ c

)
για x ∈ I

και μόνο αυτές.

7.2.15. Συνέχεια της άσκησης 5.3.19. Έστω p, q : I → R συνεχείς στο διάστημα I . Λέμε ότι η
συνάρτηση y(x) είναι λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (7.8)

στο διάστημα I αν ισχύει y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = 0 για κάθε x ∈ I .
Στα επόμενα θεωρήστε γνωστό το εξής θεώρημα. Για κάθε x0 ∈ I και για κάθε δύο αριθμούς
y0, y0

′ υπάρχει μοναδική λύση y(x) της y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 στο I ώστε y(x0) = y0 και
y′(x0) = y0

′.
Έστω y1(x) και y2(x) δύο οποιεσδήποτε λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (7.8) στο I .
[α] Αποδείξτε ότι κάθε γραμμικός συνδυασμός y(x) = λ1y1(x) + λ2y2(x) είναι λύση της (7.8)
στο I . Με άλλα λόγια, το σύνολο των λύσεων της (7.8) στο I είναι γραμμικός χώρος.
[β] Δείτε την άσκηση 7.2.14 και αποδείξτε ότι ηW (y1, y2)(x) είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης
y′ + p(x)y = 0 στο I .
[γ] Αποδείξτε ότι είτε (i) ισχύειW (y1, y2)(x) = 0 για κάθε x ∈ I είτε (ii) ισχύειW (y1, y2)(x) ̸=
0 για κάθε x ∈ I . Στην περίπτωση (i) αποδείξτε ότι μία από τις δύο αυτές λύσεις είναι σταθερό
πολλαπλάσιο της άλλης στο I . Στην περίπτωση (ii) αποδείξτε ότι καμιά από τις δύο αυτές λύσεις
δεν είναι σταθερό πολλαπλάσιο της άλλης στο I , δηλαδή ότι οι δύο λύσεις y1(x) και y2(x) στο
I είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Σύμφωνα με την άσκηση 5.3.19, στην περίπτωση (ii), ανάμεσα σε
δύο διαδοχικές ρίζες της μιας λύσης βρίσκεται ακριβώς μία ρίζα της άλλης λύσης και αντιστρόφως.
[δ] Έστω ότι ισχύει η περίπτωση (ii) στο [γ]. Θεωρήστε οποιαδήποτε λύση y(x) της (7.8) στο I
και οποιονδήποτε x0 ∈ I . Αποδείξτε ότι το γραμμικό σύστημα

λ1y1(x0) + λ2y2(x0) = y(x0)

λ1y1
′(x0) + λ2y2

′(x0) = y′(x0)

έχει μοναδική λύση ως προς τους λ1 και λ2. Κατόπιν, αποδείξτε ότιW (y, λ1y1 + λ2y2) = 0 για
κάθε x ∈ I και ότι y(x) = λ1y1(x)+λ2y2(x) για κάθε x ∈ I . Άρα οι λύσεις της (7.8) στο I είναι
οι γραμμικοί συνδυασμοί λ1y1(x) + λ2y2(x) και μόνο αυτοί. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι οι
λύσεις y1(x) και y2(x) παράγουν τον γραμμικό χώρο των λύσεων της (7.8) στο I . Και, επειδή, οι
δύο αυτές λύσεις είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αποτελούν βάση του χώρου των λύσεων. Δηλαδή,
ο χώρος των λύσεων έχει γραμμική διάσταση ίση με 2.
[ε] Έστω η ειδική περίπτωση y′′ + ky′ + ly = 0, όπου p(x) = k και q(x) = l είναι σταθερές
συναρτήσεις.
Αν η t2 + kt+ l = 0 έχει δύο (διαφορετικές) λύσεις, τις κ1 και κ2, αποδείξτε ότι οι y1(x) = eκ1x

και y2(x) = eκ2x είναι λύσεις της (7.8) στο R και ότι ισχύειW (y1, y2)(x) ̸= 0 για κάθε x.
Αν η t2 + kt+ l = 0 έχει μοναδική λύση, την κ, αποδείξτε ότι οι y1(x) = eκx και y2(x) = xeκx

είναι λύσεις της (7.8) στο R και ότι ισχύειW (y1, y2)(x) ̸= 0 για κάθε x.
Αν η t2+kt+ l = 0 έχει δύο συζυγείς μιγαδικές λύσεις, τις κ+ iλ και κ− iλ με λ > 0, αποδείξτε
ότι οι y1(x) = eκx cos(λx) και y2(x) = eκx sin(λx) είναι λύσεις της (7.8) στο R και ότι ισχύει
W (y1, y2)(x) ̸= 0 για κάθε x.
Σε κάθε περίπτωση, ποιές είναι όλες οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης y′′+ky′+ ly = 0 στο R ;
Έστω p, q, r : I → R συνεχείς στο διάστημα I . Θεωρούμε την μη-ομογενή διαφορική εξίσωση

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x) (7.9)
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στο διάστημα I και έστω ys(x) μια οποιαδήποτε λύση της (7.9) στο I .
[στ] Αποδείξτε ότι η y(x) είναι λύση της (7.9) στο I αν και μόνο αν

y(x) = yh(x) + ys(x) για x ∈ I,

όπου yh(x) είναι λύση της (7.8) στο I .
[ζ] Έστω y1(x) και y2(x) δύο λύσεις της (7.8) στο I ώστε να ισχύειW (y1, y2)(x) ̸= 0 για κάθε
x ∈ I . Αποδείξτε, βάσει του [δ], ότι η y(x) είναι λύση της (7.9) στο I αν και μόνο αν

y(x) = λ1y1(x) + λ2y2(x) + ys(x) για x ∈ I.

[η] Με τις υποθέσεις του [ζ], θεωρούμε την συνάρτηση ys : I → R με τύπο

ys(x) = λ1(x)y1(x) + λ2(x)y2(x) για x ∈ I,

όπου οι λ1(x), λ2(x) είναι δύο άγνωστες συναρτήσεις στο I . Αποδείξτε ότι, αν οι λ1(x), λ2(x)
ικανοποιούν το σύστημα

y1(x)λ1
′(x) + y2(x)λ2

′(x) = 0

y1
′(x)λ1

′(x) + y2
′(x)λ2

′(x) = r(x)
για x ∈ I,

τότε η ys(x) = λ1(x)y1(x) + λ2(x)y2(x) είναι λύση της (7.9) στο I . Κατόπιν, αποδείξτε ότι οι

λ1(x) = −
∫ x
x0

r(t)y2(t)
W (y1,y2)(t)

dt, λ2(x) =
∫ x
x0

r(t)y1(t)
W (y1,y2)(t)

dt για x ∈ I,

όπου x0 ∈ I , ικανοποιούν το παραπάνω σύστημα.
Ποιές είναι, λοιπόν, όλες οι λύσεις (7.9) στο I , εκφρασμένες συναρτήσει των y1(x) και y2(x) ;
[θ] Εφαρμόστε τα προηγούμενα ώστε, σε συνδυασμό με το [ε], να βρείτε όλες τις λύσεις της y′′+
ky′ + ly = r(x).

7.2.16. [α] Αποδείξτε ότι:
(i)

∫ 2π
0 sin(kx) dx = 0 για κάθε k ∈ Z.

(ii)
∫ 2π
0 cos(kx) dx = 0 για κάθε k ∈ Z, k ̸= 0.

(iii)
∫ 2π
0 sin(nx) cos(mx) dx = 0 για κάθε n,m ∈ Z.

(iv)
∫ 2π
0 sin(nx) sin(mx) dx = 0 για κάθε n,m ∈ Z, n ̸= m.

(v)
∫ 2π
0 cos(nx) cos(mx) dx = 0 για κάθε n,m ∈ Z, n ̸= m.

(vi)
∫ 2π
0 (sin(nx))2 dx =

∫ 2π
0 (cos(nx))2 dx = π για κάθε n ∈ Z, n ̸= 0.

[β]3 Αν f(x) = a0 + 2
∑n

k=1(ak cos(kx) + bk sin(kx)) για κάθε x, αποδείξτε ότι

ak = 1
2π

∫ 2π
0 f(x) cos(kx) dx για k ≥ 0, bk = 1

2π

∫ 2π
0 f(x) sin(kx) dx για k ≥ 1.

Αν f(x) = a0 + 2
∑n

k=1(ak cos(kx) + bk sin(kx)) και g(x) = c0 + 2
∑n

k=1(ck cos(kx) +
dk sin(kx)) για κάθε x, αποδείξτε ότι

1
2π

∫ 2π
0 f(x)g(x) dx = a0c0 + 2

∑n
k=1(akck + bkdk).

Τέλος, αποδείξτε ότι4

1
2π

∫ 2π
0 f(x− t)g(t) dt = a0c0 + 2

∑n
k=1

(
(akck − bkdk) cos(kx) + (akdk + bkck) sin(kx)

)
.

3Κάθε συνάρτηση με τύπο f(x) = a0 + 2
∑n

k=1(ak cos(kx) + bk sin(kx)) ονομάζεται τριγωνομετρικό πολυώ-
νυμο. Αν οι an, bn δεν είναι και οι δύο 0, τότε ο n ονομάζεται βαθμός του τριγωνομετρικού πολυωνύμου. Είναι σαφές
ότι κάθε τριγωνομετρικό πολυώνυμο είναι συνάρτηση περιοδική με περίοδο 2π.

4Γενικά, αν οι f, g : R → R είναι περιοδικές με περίοδο 2π και ολοκληρώσιμες στο [0, 2π], η συνάρτηση
1
2π

∫ 2π

0
f(x − t)g(t) dt, ως συνάρτηση του x, ονομάζεται συνέλιξη των f(x) και g(x) και συμβολίζεται (f ∗ g)(x).

Όπως βλέπουμε εδώ, η συνέλιξη τριγωνομετρικών πολυωνύμων είναι τριγωνομετρικό πολυώνυμο.
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7.2.17. Συνέχεια της άσκησης 5.6.16.
Έστω η συνάρτηση f : R → R με τύπο f(x) = c

∫ x
−1 g(t) dt για κάθε x. Αποδείξτε ότι υπάρχει

κατάλληλη θετική τιμή του αριθμού c ώστε η f να είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R, να
είναι σταθερή 0 στο (−∞,−1], σταθερή 1 στο [1,+∞) και γνησίως αύξουσα στο [−1, 1].
Έστω δ > 0 και η συνάρτηση ϕ : R → R με τύπο ϕ(x) = f(3 + 4x

δ )f(3 − 4x
δ ) για κάθε x.

Αποδείξτε ότι η ϕ είναι άρτια, άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R, σταθερή 0 στα (−∞,−δ] και
[δ,+∞), σταθερή 1 στο [− δ

2 ,
δ
2 ] γνησίως αύξουσα στο [−δ,−

δ
2 ] και γνησίως φθίνουσα στο [

δ
2 , δ].

7.2.18. Ορίζουμε μια ακολουθία πολυωνύμων5 (Pn) επαγωγικά από τις σχέσεις: P0(x) = 1 για
κάθε x, Pn

′(x) = nPn−1(x) για κάθε x και κάθε n,
∫ 1
0 Pn(x) dx = 0 για κάθε n.

Βρείτε τα πολυώνυμα Pn(x) για n = 1, 2, 3, 4.
Αποδείξτε με επαγωγή ότι το Pn(x) είναι πολυώνυμο βαθμού n με μεγιστοβάθμιο όρο xn.
Αποδείξτε ότι ισχύει Pn(0) = Pn(1) για κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε ότι ισχύει Pn(x+ 1)− Pn(x) = nxn−1 για κάθε x και κάθε n.
Αποδείξτε ότι

∑m
k=1 k

n =
∫m+1
0 Pn(x) dx = Pn+1(m+1)−Pn+1(0)

n+1 και επαληθεύστε τους γνωστούς

τύπους
∑m

k=1 k = m(m+1)
2 ,

∑m
k=1 k

2 = m(m+1)(2m+1)
6 και

∑m
k=1 k

3 = m2(m+1)2

4 .
Αποδείξτε ότι ισχύει Pn(1− x) = (−1)nPn(x) για κάθε x και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει P2n+1(0) = 0 και P2n−1(

1
2) = 0 για κάθε n.

7.2.19. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Ορίζουμε fn(x) = 1
(n−1)!

∫ x
a (x − t)n−1f(t) dt

για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει f1′(x) = f(x) και fn+1

′(x) = fn(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει fn(n)(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει fn+1(x) =

∫ x
a fn(t) dt για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.

6 Αποδείξτε ότι το πλήθος των εναλλαγών προσήμου της f στο [a, b] δεν είναι μικρότερο από το
πλήθος των εναλλαγών προσήμου στην (n+ 1)-άδα (f(b), f1(b), . . . , fn(b)).
7 Αποδείξτε ότι το πλήθος των εναλλαγών προσήμου της f στο [a, b] δεν είναι μικρότερο από το
πλήθος των εναλλαγών προσήμου στην (n+1)-άδα

(
f(a),

∫ b
a f(t) dt, . . . ,

∫ b
a (t− a)n−1f(t) dt

)
.

7.2.20. 8 Έστω διάστημα I και F : I → R παραγωγίσιμη στο I ώστε η F ′ : I → R να
είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I . Αποδείξτε ότι ισχύει∫ b
a F
′(x) dx = F (b)− F (a) για κάθε a, b ∈ I .

7.2.21. Θυμόμαστε ότι, αν η f είναι κυρτή σε διάστημα I , τότε για κάθε εσωτερικό σημείο x του I
ορίζονται οι πλευρικές παράγωγοι f ′−(x) και f ′+(x), αυτές είναι αριθμοί και ισχύει f ′−(x) ≤ f ′+(x).
Αν η f είναι κοίλη στο I , ισχύουν τα ίδια με ≥ αντί ≤ .
[α] Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R κυρτή ή κοίλη στο I . Έστω g : I → R ώστε για
κάθε x ∈ I ο αριθμός g(x) να είναι ανάμεσα στους f ′+(x) και f ′−(x). Αποδείξτε ότι η g είναι
ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I και

∫ b
a g(x) dx = f(b)− f(a)

για κάθε a, b ∈ I .
Ειδικώτερα,

∫ b
a f
′
−(x) dx = f(b)− f(a) και

∫ b
a f
′
+(x) dx = f(b)− f(a) για κάθε a, b ∈ I .

[β] Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R κυρτή ή κοίλη στο I . Αν η f έχει παράγωγο στο I ,
αποδείξτε βάσει της άσκησης 7.2.20 και όχι βάσει του [α], ότι ισχύει

∫ b
a f
′(x) dx = f(b) − f(a)

5Τα Pn(x) ονομάζονται πολυώνυμα του Bernoulli.
6Αποτέλεσμα του Fekete.
7Αποτέλεσμα του Fejer.
8Μια ισχυροποίηση της πρότασης 7.6. Το συμπέρασμα είναι το ίδιο, αλλά οι υποθέσεις είναι ασθενέστερες: δεν

απαιτείται να είναι η παράγωγος συνεχής στο διάστημα αλλά μόνο να είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγ-
μένο υποδιάστημα του διαστήματος. Η υπόθεση αυτή είναι η ασθενέστερη δυνατή, αφού το αποτέλεσμα αναφέρεται
στα ολοκληρώματα της παραγώγου.
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για κάθε a, b ∈ I .
[γ]9 Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R. Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή ή κοίλη στο I αν και
μόνο αν είναι αόριστο ολοκλήρωμα μιας, αντιστοίχως, αύξουσας ή φθίνουσας συνάρτησης στο I .

7.3 Τεχνικές υπολογισμού ολοκληρωμάτων.

7.3.1 Ολοκλήρωση με αλλαγή μεταβλητής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.7. Έστω διαστήματα I, J . Έστω ϕ : I → J ώστε η ϕ′ : I → R να είναι συνεχής στο
I και έστω f : J → R συνεχής στο J . Τότε∫ x

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =
∫ ϕ(x)

f(s) ds,
∫ b
a f(ϕ(x))ϕ

′(x) dx =
∫ ϕ(b)
ϕ(a) f(y) dy, (7.10)

όπου η πρώτη ισότητα ισχύει για κάθε x ∈ I και η δεύτερη για κάθε a, b ∈ I .

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση (f ◦ ϕ)ϕ′ είναι συνεχής στο I .
Έστω F : J → R οποιαδήποτε αντιπαράγωγος της f στο J . Τότε∫ y

f(s) ds = F (y) + c

για κάθε y ∈ J , όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Άρα∫ ϕ(x)
f(s) ds = F (ϕ(x)) + c (7.11)

για κάθε x ∈ I , όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση στο I .
Τώρα, ισχύει

(F ◦ ϕ)′(x) = F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x)

για κάθε x ∈ I , οπότε η F ◦ ϕ : I → R είναι αντιπαράγωγος της f(ϕ(x))ϕ′(x) στο I . Άρα∫ x
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(x)) + c (7.12)

για κάθε x ∈ I , όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση στο I .
Από τις (7.11) και (7.12) συνεπάγεται

∫ x
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(x)
f(s) ds για κάθε x ∈ I .

Για τη δεύτερη ισότητα (7.10) παρατηρούμε ότι από τις (7.11) και (7.12) συνεπάγεται ότι οι συ-
γκεκριμένες συναρτήσεις

∫ ϕ(x)
ϕ(a) f(s) ds και

∫ x
a f(ϕ(t))ϕ

′(t) dt διαφέρουν κατά μια σταθερή συ-
νάρτηση στο διάστημα I . Επειδή η τιμή και των δύο συναρτήσεων είναι 0 για x = a, συνεπάγεται
ότι οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες στο I . Άρα ισχύει∫ x

a f(ϕ(t))ϕ
′(t) dt =

∫ ϕ(x)
ϕ(a) f(s) ds

για κάθε x ∈ I και με x = b παίρνουμε την δεύτερη ισότητα (7.10).

Η πρώτη ισότητα (7.10) γράφεται και∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫
f(y) dy

∣∣∣
y=ϕ(x)

. (7.13)

Παρατηρούμε, τώρα, σχετικά με την (7.13) το εξής. Το
∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx συμβολίζει όλα τα

αόριστα ολοκληρώματα της συνάρτησης f(ϕ(x))ϕ′(x), τα οποία είναι, φυσικά, συναρτήσεις του
x ∈ I . Το

∫
f(y) dy συμβολίζει όλα τα αόριστα ολοκληρώματα της συνάρτησης f(y), τα οποία

είναι συναρτήσεις του y ∈ J . Η ισότητα (7.13) προκύπτει μόνο όταν γίνει αντικατάσταση του y με
το ϕ(x).

Και στην (7.13) αλλά και στη δεύτερη ισότητα (7.10), συνήθως λέμε ότι η δεξιά μεριά τους
προκύπτει από την αριστερή “με αλλαγή μεταβλητής από x σε y = ϕ(x) και με αντικατάσταση του
ϕ′(x) dx από το dy”. Αυτή η αντικατάσταση αιτιολογείται από τις γνωστές μας σχέσεις dy

dx = ϕ′(x)
και dy = ϕ′(x) dx ανάμεσα στα απειροστά των μεταβλητών x και y.

9Ένας σημαντικός χαρακτηρισμός των κυρτών και των κοίλων συναρτήσεων.
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Παράδειγμα 7.3.1. Αν n ∈ N, θα υπολογίσουμε το
∫
(sinx)n cosx dx.

Με αλλαγή μεταβλητής από x σε y = sinx έχουμε∫
(sinx)n cosx dx =

∫
yn dy

∣∣
y=sinx =

(yn+1

n+1 + c
)∣∣

y=sinx = (sinx)n+1

n+1 + c.

Παράδειγμα 7.3.2. Για να βρούμε το
∫

2x
x2+1

dx χρησιμοποιούμε αλλαγή μεταβλητής από x σε
y = x2 + 1, οπότε∫

2x
x2+1

dx =
∫

1
y dy

∣∣
y=x2+1

= (log |y|+ c)
∣∣
y=x2+1

= log(x2 + 1) + c.

Παράδειγμα 7.3.3. Για τον υπολογισμό του
∫ b
a

1
x logx dx χρησιμοποιούμε αλλαγή μεταβλητής από

x σε y = logx και έχουμε ∫ b
a

1
x logx dx =

∫ log b
log a

1
y dy = log

∣∣ log b
log a

∣∣.
Πρέπει να προσέξουμε ώστε οι a, b να είναι τέτοιοι ώστε το σύνολο τιμών της συνάρτησης logx,
το οποίο αντιστοιχεί στο διάστημα με άκρα a, b, να περιέχεται στο ίδιο διάστημα του πεδίου ορι-
σμού της 1

y , δηλαδή είτε στο (−∞, 0) είτε στο (0,+∞). Αυτό το σύνολο τιμών της logx είναι το
διάστημα με άκρα log a, log b. Άρα πρέπει να είναι είτε log a, log b > 0 ή, ισοδύναμα, a, b > 1,
είτε log a, log b < 0 ή, ισοδύναμα, 0 < a, b < 1. Ειδικώτερα, οι log a, log b έχουν το ίδιο πρόσημο,
οπότε ∫ b

a
1

x logx dx = log log b
log a .

7.3.2 Ολοκλήρωση κατά μέρη ή κατά παράγοντες.

ΠΡΟΤΑΣΗ 7.8. 10 Έστω διάστημα I και f, g : I → R ώστε οι f ′, g′ : I → R να είναι συνεχείς
στο I . Τότε ∫ x

f(t)g′(t) dt = f(x)g(x)−
∫ x

f ′(t)g(t) dt,∫ b
a f(x)g

′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b
a f
′(x)g(x) dx,

(7.14)

όπου η πρώτη ισότητα ισχύει για κάθε x ∈ I και η δεύτερη για κάθε a, b ∈ I .

Απόδειξη. Έστω F : I → R οποιαδήποτε αντιπαράγωγος της f ′g στο I . Τότε ισχύει∫ x
f ′(t)g(t) dt = F (x)− c

για κάθε x ∈ I , όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση. Θεωρούμε τηνG = fg−F : I → R.
Τότε ισχύει

G′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)− F ′(x) = f(x)g′(x)

για κάθε x ∈ I , οπότε η G είναι αντιπαράγωγος της fg′ στο I . Άρα ισχύει∫ x
f(t)g′(t) dt = G(x) + c = f(x)g(x)− F (x) + c = f(x)g(x)−

∫ x
f ′(t)g(t) dt

για κάθε x ∈ I .
Για τη δεύτερη ισότητα, βλέπουμε από την πρώτη ισότητα ότι οι συγκεκριμένες συναρτήσεις∫ x
a f(t)g

′(t) dt και f(x)g(x) − f(a)g(a) −
∫ x
a f
′(t)g(t) dt διαφέρουν κατά μια σταθερή συνάρ-

τηση στο διάστημα I . Επειδή και οι δύο συναρτήσεις έχουν τιμή 0 για x = a, συνεπάγεται ότι
είναι ίσες στο I . Άρα ισχύει∫ x

a f(t)g
′(t) dt = f(x)g(x)− f(a)g(a)−

∫ x
a f
′(t)g(t) dt

για κάθε x ∈ I και με x = b παίρνουμε την δεύτερη ισότητα.
10Για την γενικότερη περίπτωση όπου οι f ′ και g′ είναι, απλώς, ολοκληρώσιμες δείτε την άσκηση 7.3.25. Για μια

ακόμη γενικότερη περίπτωση δείτε την άσκηση 7.3.26.
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Η πρώτη ισότητα της πρότασης 7.8 γράφεται και∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx.

Παράδειγμα 7.3.4. Για κάθε x > 0 είναι∫
logx dx =

∫
dx
dx logx dx = x logx−

∫
xd logx

dx dx = x logx−
∫
x 1
x dx

= x logx−
∫
1 dx = x logx− x+ c.

Παράδειγμα 7.3.5. Είναι∫ 2
0 xe

x dx =
∫ 2
0 x

dex

dx dx = 2e2 − 0e0 −
∫ 2
0

dx
dxe

x dx = 2e2 −
∫ 2
0 e

x dx

= 2e2 − (e2 − e0) = e2 + 1.

Παράδειγμα 7.3.6. Είναι∫ π
0 x sinx dx = −

∫ π
0 x

d cosx
dx dx = −π cosπ + 0 cos 0 +

∫ π
0

dx
dx cosx dx

= π +
∫ π
0 cosx dx = π + (sinπ − sin 0) = π.

Παράδειγμα 7.3.7. Αν a ̸= 0, με μία ολοκλήρωση κατά παράγοντες βρίσκουμε∫
eax sin(bx) dx = 1

ae
ax sin(bx)− b

a

∫
eax cos(bx) dx.

Προκύπτει ολοκλήρωμα παρόμοιο με το αρχικό, οπότε εφαρμόζουμε πάλι ολοκλήρωση κατά πα-
ράγοντες και βρίσκουμε∫

eax sin(bx) dx = 1
ae

ax sin(bx)− b
a2
eax cos(bx)− b2

a2

∫
eax sin(bx) dx.

Άρα (
1 + b2

a2

) ∫
eax sin(bx) dx = 1

a2
eax

(
a sin(bx)− b cos(bx)

)
+ c,

όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση και, επομένως,∫
eax sin(bx) dx = eax

(
a

a2+b2
sin(bx)− b

a2+b2
cos(bx)

)
+ c.

Εύκολα βλέπουμε ότι ο χρήσιμος αυτός τύπος ισχύει και στην περίπτωση a = 0, b ̸= 0, αφού τότε
γράφεται

∫
sin(bx) dx = −1

b cos(bx)+ c. Άρα ο τύπος ισχύει αν a
2+ b2 ̸= 0, δηλαδή αν δεν είναι

και οι δύο a, b ίσοι με μηδέν.
Ομοίως, αποδεικνύεται και ο τύπος∫

eax cos(bx) dx = eax
(

a
a2+b2

cos(bx) + b
a2+b2

sin(bx)
)
+ c.

7.3.3 Ολοκληρώματα ρητών συναρτήσεων.

Τώρα θα περιγράψουμε την γενική μέθοδο υπολογισμού του ολοκληρώματος∫
R(x) dx =

∫ amxm+am−1xm−1+···+a1x+a0
bnxn+bn−1xn−1+···+b1x+b0

dx,

όπου R(x) = amxm+am−1xm−1+···+a1x+a0
bnxn+bn−1xn−1+···+b1x+b0

είναι οποιαδήποτε ρητή συνάρτηση.
Πρώτο βήμα. Αναγόμαστε στην περίπτωση που ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος από τον
βαθμό του παρονομαστή. Ανm < n εξ αρχής, παραλείπουμε το πρώτο βήμα. Ανm ≥ n, διαιρούμε
τα πολυώνυμα και βρίσκουμε πολυώνυμα P (x), Q(x) ώστε ο βαθμός του Q(x) να είναι < n και
να ισχύει

amx
m + · · ·+ a0 = P (x)(bnx

n + · · ·+ b0) +Q(x)
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για κάθε x. Τότε
R(x) = P (x) + Q(x)

bnxn+bn−1xn−1+···+b1x+b0
.

Το
∫
P (x) dx υπολογίζεται εύκολα, οπότε από τώρα και στο εξής θα υποθέσουμε ότιm < n.

Δεύτερο βήμα. Αναλύουμε τον παρονομαστή σε γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων πα-
ραγόντων. Αυτό ισοδυναμεί με το να βρούμε τις ρίζες - εν γένει μιγαδικές - του παρονομαστή και
είναι πολύ δύσκολο ή και αδύνατο αλλά σε αρκετές περιπτώσεις είναι εφικτό. Το γενικό συμπέρα-
σμα, το οποίο δεν θα αποδείξουμε, είναι το εξής.
Κάθε πολυώνυμο bnxn + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0 μπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο παραγόντων

bnx
n + · · ·+ b0 = bn(x− α)κ · · · (x− γ)λ((x− µ)2 + ν2)ρ · · · ((x− ϵ)2 + δ2)τ ,

όπου οι εκθέτες κ, . . . , λ, ρ, . . . , τ είναι φυσικοί αριθμοί με κ+ · · ·+ λ+2ρ+ · · ·+2τ = n και
οι αριθμοί ν, . . . , δ είναι όλοι > 0.
Στην ανάλυση αυτή, η ύπαρξη των πρωτοβάθμιων όρων x − α, . . . , x − γ ισοδυναμεί με το ότι
οι αντίστοιχοι α, . . . , γ είναι όλες οι πραγματικές ρίζες του πολυωνύμου και οι αντίστοιχοι εκ-
θέτες κ, . . . , λ είναι οι πολλαπλότητες αυτών των ριζών. Επίσης, η ύπαρξη των δευτεροβάθμιων
όρων (x − µ)2 + ν2, . . . , (x − ϵ)2 + δ2 ισοδυναμεί με το ότι οι αντίστοιχοι μιγαδικοί αριθμοί
µ ± iν, . . . , ϵ ± iδ είναι όλες οι γνησίως μιγαδικές ρίζες του πολυωνύμου και οι αντίστοιχοι εκ-
θέτες ρ, . . . , τ είναι οι πολλαπλότητες αυτών των ριζών. Προσέξτε ότι οι γνησίως μιγαδικές ρίζες
αποτελούν ζεύγη συζυγών μιγαδικών αριθμών.

Επισημαίνουμε ότι οι πραγματικές ρίζες α, . . . , γ καθορίζουν τα διαστήματα στα οποία ορί-
ζεται το αόριστο ολοκλήρωμά μας: είναι τα διαδοχικά ανοικτά διαστήματα με άκρα τα α, . . . , γ
καθώς και τα ±∞.
Τρίτο βήμα. Αναλύουμε τη ρητή συνάρτηση σε απλούς λόγους:

R(x) =
(

A1
x−α + · · ·+ Aκ

(x−α)κ
)
+ · · ·+

(
Γ1
x−γ + · · ·+ Γλ

(x−γ)λ
)

+
(M1(x−µ)+N1

(x−µ)2+ν2
+ · · ·+ Mρ(x−µ)+Nρ

((x−µ)2+ν2)ρ

)
+ · · ·+

(E1(x−ϵ)+∆1

(x−ϵ)2+δ2
+ · · ·+ Eτ (x−ϵ)+∆τ

((x−ϵ)2+δ2)τ

)
.

Ο πρωτοβάθμιος παράγων x − α του παρονομαστή καθορίζει μια ομάδα λόγων με αριθμούς ως
αριθμητές και δυνάμεις του ίδιου παράγοντα με εκθέτες από 1 έως κ (η πολλαπλότητα του α) ως
παρονομαστές. Το ίδιο ισχύει και για τους άλλους πρωτοβάθμιους παράγοντες. Ο δευτεροβάθ-
μιος παράγων (x − µ)2 + ν2 καθορίζει μια ομάδα λόγων με πρωτοβάθμιους όρους ως αριθμη-
τές και δυνάμεις του ίδιου παράγοντα με εκθέτες από 1 έως ρ (η πολλαπλότητα των µ ± iν) ως
παρονομαστές. Το ίδιο ισχύει και για τους υπόλοιπους δευτεροβάθμιους παράγοντες. Οι αριθμοί
A1, A2, . . . , Eτ ,∆τ , δηλαδή όλοι οι συντελεστές των αριθμητών, είναι άγνωστοι και πρέπει να
υπολογιστούν. Αυτό επιτυγχάνεται με απαλοιφή των παρονομαστών, αν πολλαπλασιάσουμε με το
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιό τους, δηλαδή το bnxn + · · ·+ b1x+ b0. Εξισώνουμε τους αντίστοι-
χους συντελεστές των δύο πολυωνύμων που προκύπτουν, βρίσκουμε ένα σύστημα n εξισώσεων
με τους n αγνώστους A1, A2, . . . , Eτ ,∆τ και το λύνουμε.
Τέταρτο βήμα. Το πρόβλημα, λοιπόν, ανάγεται στον υπολογισμό ολοκληρωμάτων των εξής τριών
τύπων: ∫

1
(x−α)k dx,

∫ x−µ
((x−µ)2+ν2)k

dx,
∫

1
((x−µ)2+ν2)k

dx για k ∈ N.

Εξετάζουμε καθέναν από τους τρεις τύπους ξεχωριστά.
(i) Για το

∫
1

(x−α)k dx, είτε στο διάστημα (−∞, α) είτε στο (α,+∞), χρησιμοποιούμε την αλλαγή
μεταβλητής y = x− α και τότε

∫
1

(x−α)k dx =
∫

1
yk
dy

∣∣
y=x−α.

Άρα
∫

1
(x−α)k dx =

(
− 1

(k−1)yk−1 + c
)∣∣

y=x−α = − 1
(k−1)(x−α)k−1 + c αν k ≥ 2.

Επίσης,
∫

1
x−α dx = (log |y|+ c)

∣∣
y=x−α = log |x− α|+ c αν k = 1.
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Δηλαδή, ∫
1

(x−α)k dx =

{
− 1

(k−1)(x−α)k−1 + c, αν k ≥ 2

log |x− α|+ c, αν k = 1

(ii) Για το
∫ x−µ

((x−µ)2+ν2)k
dx χρησιμοποιούμε την αλλαγή μεταβλητής y = (x − µ)2 + ν2 και

βρίσκουμε ότι είναι
∫ x−µ

((x−µ)2+ν2)k
dx = 1

2

∫
1
yk
dy

∣∣
y=(x−µ)2+ν2

.

Επομένως,
∫ x−µ

((x−µ)2+ν2)k
dx =

(
− 1

2(k−1)yk−1 + c
)∣∣

y=(x−µ)2+ν2
= − 1

2(k−1)((x−µ)2+ν2)k−1 + c

αν k ≥ 2.
Και

∫ x−µ
(x−µ)2+ν2

dx = (12 log |y|+ c)
∣∣
y=(x−µ)2+ν2

= 1
2 log((x− µ)2 + ν2) + c αν k = 1.

Άρα ∫ x−µ
((x−µ)2+ν2)k

dx =

{
− 1

2(k−1)((x−µ)2+ν2)k−1 + c, αν k ≥ 2

1
2 log((x− µ)2 + ν2) + c, αν k = 1

(iii) Τέλος, για το
∫

1
((x−µ)2+ν2)k

dx χρησιμοποιούμε την αλλαγή μεταβλητής y = x−µ
ν , οπότε

συνεπάγεται
∫

1
((x−µ)2+ν2)k

dx = 1
ν2k−1

∫
1

(y2+1)k
dy

∣∣
y=(x−µ)/ν .

Έτσι αναγόμαστε στον υπολογισμό του

Ik =
∫

1
(y2+1)k

dy για k ∈ N.

Αυτό είναι πιο περίπλοκο από τα προηγούμενα και υπολογίζεται με αναδρομικό τύπο.
Πρώτον, αν k = 1, τότε

I1 =
∫

1
y2+1

dy = arctan y + c.

Αν k > 1, τότε, με ολοκλήρωση κατά παράγοντες στην τέταρτη ισότητα παρακάτω,

Ik =
∫

1
(y2+1)k

dy =
∫ y2+1

(y2+1)k
dy −

∫ y2

(y2+1)k
dy =

∫
1

(y2+1)k−1 dy −
∫
y y
(y2+1)k

dy

= Ik−1 +
1

2(k−1)
y

(y2+1)k−1 − 1
2(k−1)

∫
1

(y2+1)k−1 dy = 1
2k−2

y
(y2+1)k−1 + 2k−3

2k−2 Ik−1.

Καταλήγουμε στον αναδρομικό τύπο Ik = 1
2k−2

y
(y2+1)k−1 + 2k−3

2k−2 Ik−1, ο οποίος ανάγει τον υπο-
λογισμό του Ik στον υπολογισμό του Ik−1 και, επαγωγικά, στο I1. Συγκεκριμένα, για k ≥ 2 είναι:

Ik = 1
2k−2

y
(y2+1)k−1 + 2k−3

2k−2 Ik−1

= 1
2k−2

y
(y2+1)k−1 + 2k−3

(2k−2)(2k−4)
y

(y2+1)k−2 + (2k−3)(2k−5)
(2k−2)(2k−4) Ik−2

= 1
2k−2

y
(y2+1)k−1 + 2k−3

(2k−2)(2k−4)
y

(y2+1)k−2 + · · ·+ (2k−3)(2k−5)···3
(2k−2)(2k−4)···2

y
y2+1

+ (2k−3)(2k−5)···1
(2k−2)(2k−4)···2 arctan y + c.

Καταλήγουμε στο ότι κάθε ομάδα όρων A1
x−α + A2

(x−α)2 + · · · + Aκ
(x−α)κ στο ανάπτυγμα της

συνάρτησης R(x) συνεισφέρει μια αντίστοιχη ομάδα

A1 log |x− α| − A2
x−α − · · · − Aκ

(k−1)(x−α)κ−1

στο ολοκλήρωμα
∫
R(x) dx, κάθε ομάδα M1(x−µ)

(x−µ)2+ν2
+ M2(x−µ)

((x−µ)2+ν2)2
+ · · · + Mρ(x−µ)

((x−µ)2+ν2)ρ
συνει-

σφέρει μια αντίστοιχη ομάδα

M1
2 log((x− µ)2 + ν2)− M2

2((x−µ)2+ν2)
− · · · − Mρ

2(ρ−1)((x−µ)2+ν2)ρ−1

και, τέλος, κάθε ομάδα N1
(x−µ)2+ν2

+ N2
((x−µ)2+ν2)2

+ · · ·+ Nρ

((x−µ)2+ν2)ρ
συνεισφέρει μια αντίστοιχη

ομάδα
N ′1 arctan

x−µ
ν +

N ′
2(x−µ)

(x−µ)2+ν2
+ · · ·+ N ′

ρ(x−µ)
((x−µ)2+ν2)ρ−1 ,

όπου οι N ′1, . . . , N ′ρ είναι διαφορετικοί από τους N1, . . . , Nρ.
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Παράδειγμα 7.3.8. Σε καθένα από τα (−∞, 3) και (3,+∞) είναι∫
2

x−3 dx = 2 log |x− 3|+ c.

Παράδειγμα 7.3.9. Σε καθένα από τα (−∞,−2) και (−2,+∞) είναι∫ −5
(x+2)3

dx = 5
2(x+2)2

+ c.

Παράδειγμα 7.3.10. Στο (−∞,+∞) είναι∫
1

(x+1)2+9
dx = 1

3

∫
1

y2+1
dy

∣∣
y=(x+1)/3

= 1
3 arctan

x+1
3 + c.

Παράδειγμα 7.3.11. Στο (−∞,+∞) είναι∫
x−2

(x−2)2+4
dx = 1

2

∫
1
y dy

∣∣
y=(x−2)2+4

= 1
2 log((x− 2)2 + 4) + c.

Παράδειγμα 7.3.12. Στο (−∞,+∞) είναι∫
x−2

((x−2)2+4)4
dx = 1

2

∫
1
y4
dy

∣∣
y=(x−2)2+4

= − 1
6((x−2)2+4)3

+ c.

Παράδειγμα 7.3.13. Θα υπολογίσουμε το
∫

x3−2x2+2
x2−3x+2

dx.
Διαιρούμε το x3 − 2x2 + 2 με το x2 − 3x+ 2 και βρίσκουμε

x3 − 2x2 + 2 = (x2 − 3x+ 2)(x+ 1) + x.

Άρα ∫
x3−2x2+2
x2−3x+2

dx =
∫
(x+ 1) dx+

∫
x

x2−3x+2
dx = 1

2x
2 + x+

∫
x

x2−3x+2
dx.

Για να υπολογίσουμε το
∫

x
x2−3x+2

dx αναλύουμε τον λόγο x
x2−3x+2

σε απλούς λόγους. Οι ρίζες
του x2 − 3x+ 2 είναι οι 1 και 2, οπότε είναι x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2). Άρα

x
x2−3x+2

= a
x−1 + b

x−2 ,

όπου οι αριθμοί a, b πρέπει να προσδιοριστούν. Πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη της τελευταίας
ισότητας με το (x− 1)(x− 2) και προκύπτει x = a(x− 2) + b(x− 1) ή, ισοδύναμα,

x = (a+ b)x+ (−2a− b).

Εξισώνουμε τους συντελεστές των ομοιόβαθμων μονωνύμων των δύο μελών της τελευταίας ισό-
τητας και βρίσκουμε

a+ b = 1 και − 2a− b = 0.

Το σύστημα αυτό έχει λύση a = −1, b = 2. Άρα

x
x2−3x+2

= − 1
x−1 + 2

x−2 .

Επομένως,∫
x

x2−3x+2
dx = −

∫
1

x−1 dx+ 2
∫

1
x−2 dx = − log |x− 1|+ 2 log |x− 2|+ c

και, τέλος, ∫
x3−2x2+2
x2−3x+2

dx = 1
2x

2 + x− log |x− 1|+ 2 log |x− 2|+ c

στα διαστήματα (−∞, 1), (1, 2) και (2,+∞).

282



Παράδειγμα 7.3.14. Θα υπολογίσουμε το
∫

2x2+1
x3+x2−x−1 dx.

Παραγοντοποιούμε το x3 + x2 − x− 1 ως εξής:

x3 + x2 − x− 1 = x2(x+ 1)− (x+ 1) = (x2 − 1)(x+ 1) = (x− 1)(x+ 1)2.

Δηλαδή, το x3 + x2 − x− 1 έχει απλή ρίζα τον 1 και διπλή ρίζα τον −1. Άρα

2x2+1
x3+x2−x−1 = a

x−1 + b
x+1 + c

(x+1)2
,

όπου πρέπει να υπολογίσουμε τους a, b, c. Συνεχίζουμε όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. Πολ-
λαπλασιάζουμε την τελευταία ισότητα με το (x− 1)(x+1)2 και προκύπτει μια ισότητα ανάμεσα
σε δύο δευτεροβάθμια πολυώνυμα. Εξισώνουμε τους συντελεστές των όμοιων δυνάμεων του x
και βρίσκουμε ένα σύστημα τριών εξισώσεων από το οποίο προκύπτει ότι a = 3

4 , b =
5
4 , c = −3

2 .
Άρα

2x2+1
x3+x2−x−1 = 3

4
1

x−1 + 5
4

1
x+1 − 3

2
1

(x+1)2
.

Άρα ∫
2x2+1

x3+x2−x−1 dx = 3
4 log |x− 1|+ 5

4 log |x+ 1|+ 3
2

1
x+1 + c

στα διαστήματα (−∞,−1), (−1, 1) και (1,+∞).

Παράδειγμα 7.3.15. Θα υπολογίσουμε το
∫

x
x4−x2−2x+2

dx.
Παραγοντοποιούμε:

x4 − x2 − 2x+ 2 = (x− 1)2(x2 + 2x+ 2) = (x− 1)2((x+ 1)2 + 1).

Δηλαδή, το x4 − x2 − 2x+ 2 έχει διπλή ρίζα τον 1 και καμία άλλη πραγματική ρίζα. Άρα

x
x4−x2−2x+2

= a
x−1 + b

(x−1)2 + c(x+1)+d
(x+1)2+1

.

Όπως στα προηγούμενα παραδείγματα, βρίσκουμε a = 1
25 , b =

1
5 , c = − 1

25 , d = − 7
25 . Άρα

x
x4−x2−2x+2

= 1
25

1
x−1 + 1

5
1

(x−1)2 − 1
25

x+1
(x+1)2+1

− 7
25

1
(x+1)2+1

.

Επομένως,∫
x

x4−x2−2x+2
dx = 1

25 log |x− 1| − 1
5

1
x−1 − 1

50 log((x+ 1)2 + 1)− 7
25 arctan(x+ 1) + c

στα (−∞, 1) και (1,+∞).

Παράδειγμα 7.3.16. Θα υπολογίσουμε το
∫

x7+6x6−x
x5−x4+2x3−2x2+x−1 dx.

Διαιρώντας, βρίσκουμε

x7+6x6−x
x5−x4+2x3−2x2+x−1 = x2 + 7x+ 5 + −7x4+3x3+4x2+x+5

x5−x4+2x3−2x2+x−1 .

Άρα ∫
x7+6x6−x

x5−x4+2x3−2x2+x−1 dx = 1
3x

3 + 7
2x

2 + 5x+
∫ −7x4+3x3+4x2+x+5

x5−x4+2x3−2x2+x−1 dx.

Παραγοντοποιούμε εύκολα:

x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x− 1 = (x2 + 1)2(x− 1).

Άρα το x5−x4+2x3− 2x2+x− 1 έχει απλή ρίζα τον 1 και καμία άλλη πραγματική ρίζα, οπότε

−7x4+3x3+4x2+x+5
x5−x4+2x3−2x2+x−1 = a

x−1 + bx+c
x2+1

+ dx+e
(x2+1)2

.
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Υπολογίζουμε a = 3
2 , b = −17

2 , c = −11
2 , d = 4 και e = 2 και, επομένως,∫ −7x4+3x3+4x2+x+5

x5−x4+2x3−2x2+x−1 dx = 3
2 log |x−1|− 17

4 log(x2+1)− 11
2 arctanx− 2

x2+1
+2

∫
1

(x2+1)2
dx.

Το τελευταίο ολοκλήρωμα υπολογίζεται ως εξής:∫
1

(x2+1)2
dx =

∫
x2+1

(x2+1)2
dx−

∫
x2

(x2+1)2
dx =

∫
1

x2+1
dx−

∫
x x
(x2+1)2

dx

= arctanx+ x
2(x2+1)

− 1
2

∫
1

x2+1
dx = 1

2 arctanx+ x
2(x2+1)

+ c.

Τελικά:∫
x7+6x6−x

x5−x4+2x3−2x2+x−1 dx = 1
3x

3 + 7
2x

2 + 5x+ x−2
x2+1

+ 3
2 log |x− 1| − 17

4 log(x2 + 1)

− 9
2 arctanx+ c

στα (−∞, 1) και (1,+∞).

7.3.4 Ολοκληρώματα κάποιων τριγωνομετρικών συναρτήσεων.

Κατόπιν, θα δούμε μια μέθοδο υπολογισμού του ολοκληρώματος∫
f(x) dx =

∫
r(cosx, sinx) dx,

όπου η r(s, t) είναι ρητή συνάρτηση δύο μεταβλητών s, t. Δηλαδή, f(x) = r(cosx, sinx) = f1(x)
f2(x)

και καθεμιά από τις συναρτήσεις f1(x), f2(x) είναι της μορφής
∑n

j=1 aj (cosx)
kj (sinx)lj , όπου

aj ∈ R και kj , lj ∈ Z, kj , lj ≥ 0 για κάθε j = 1, . . . , n.

Παράδειγμα 7.3.17. Στο ∫ sinx+(cosx)3−(sinx)2 cosx
sinx+(cosx)2 dx

η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι η f(x) = sinx+(cosx)3−(sinx)2 cosx
sinx+(cosx)2 = f1(x)

f2(x)
, όπου f1(x) =

(cosx)3 − cosx(sinx)2 + sinx, f2(x) = (cosx)2 + sinx και η αντίστοιχη ρητή συνάρτηση
είναι η r(s, t) = s3−st2+t

s2+t
.

Παρατηρούμε ότι οι f1 και f2 είναι συνεχείς στοR, ότι η f δεν ορίζεται στα σημεία στα οποία η
f2 έχει τιμή 0 και ότι, αν εξαιρέσουμε αυτά τα σημεία, δηλαδή αν περιοριστούμε στο πεδίο ορισμού
της f , τότε η f είναι συνεχής. Μια άλλη σημαντική παρατήρηση είναι ότι η f είναι περιοδική με
περίοδο 2π.

Τώρα θα διακρίνουμε δύο βασικές περιπτώσεις.
Περίπτωση 1. H f δεν ορίζεται σε ένα τουλάχιστον σημείο του (−∞,+∞).
Α. Ως πρώτη υποπερίπτωση, υποθέτουμε ότι η f δεν ορίζεται στο−π. Τότε, λόγω περιοδικότητας,
η f δεν ορίζεται στο π όπως και στο −π + k2π για κάθε k ∈ Z.

Και πάλι, επειδή η f είναι περιοδική με περίοδο 2π, αν θέλουμε να μελετήσουμε την f , μπο-
ρούμε αρχικά να περιοριστούμε στο διάστημα (−π, π) μήκους 2π.

Τώρα, είτε η f ορίζεται στο διάστημα (−π, π), οπότε είναι συνεχής στο (−π, π), είτε δεν
ορίζεται σε διάφορα σημεία του (−π, π), οπότε είναι συνεχής σε διάφορα υποδιαστήματα του
(−π, π). Ένας καλός τρόπος να μελετήσουμε την f στο (−π, π) είναι να θεωρήσουμε την αλλαγή
μεταβλητής

u = tan x
2

και την αντίστροφη αλλαγή μεταβλητής

x = 2 arctanu.

Γνωρίζουμε καλά ότι η συνάρτηση u = tan x
2 είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (−π, π) με

σύνολο τιμών το (−∞,+∞). Η αντίστροφη συνάρτηση x = 2 arctanu είναι γνησίως αύξουσα
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και συνεχής στο (−∞,+∞) με σύνολο τιμών το (−π, π). Άρα, καθώς η μεταβλητή x αυξάνεται
και διατρέχει το διάστημα (−π, π), η u αυξάνεται και διατρέχει το (−∞,+∞) και αντιστρόφως.
Τώρα, είναι

cosx = 1−(tan(x/2))2
1+(tan(x/2))2 = 1−u2

1+u2 , sinx = 2 tan(x/2)
1+(tan(x/2))2 = 2u

1+u2 ,

οπότε η συνάρτηση f(x) = r(cosx, sinx) στο (−π, π) μετατρέπεται στη συνάρτηση

R(u) = r
(
1−u2

1+u2 ,
2u

1+u2

)
στο (−∞,+∞). Το σημαντικό είναι ότι η νέα αυτή συνάρτηση είναι ρητή συνάρτηση του u.

Παράδειγμα 7.3.18. Στη συνάρτηση f(x) = sinx+(cosx)3−(sinx)2 cosx
sinx+(cosx)2 στο (−π, π) του προηγού-

μενου παραδείγματος αντιστοιχεί, με την αλλαγή μεταβλητής u = tan x
2 , η συνάρτηση

R(u) =
2u

1+u2
+( 1−u2

1+u2
)3−( 2u

1+u2
)2 1−u2

1+u2

2u
1+u2

+( 1−u2

1+u2
)2

= 1+2u+u2+4u3−u4+2u5−u6

1+2u−u2+4u3−u4+2u5+u6

στο (−∞,+∞).

Παρατηρούμε ότι

f(x) = R(u) = R(tan x
2 ), R(u) = f(x) = f(2 arctanu)

και, επομένως, ότι οι συναρτήσεις f(x) καιR(u) προκύπτουν η μία από την άλλη μέσω σύνθεσης
με συνεχή συνάρτηση. Άρα, αν η f(x) είναι συνεχής σε κάποιον x ∈ (−π, π), τότε η R(u) είναι
συνεχής στον αντίστοιχο u ∈ (−∞,+∞) και αντιστρόφως. Επίσης, αν η f(x) δεν ορίζεται σε
κάποιον x ∈ (−π, π), τότε η R(u) δεν ορίζεται στον αντίστοιχο u ∈ (−∞,+∞) και αντιστρό-
φως. Άρα για να βρούμε τα σημεία στα οποία δεν ορίζεται η f(x) στο (−π, π) αρκεί να βρούμε
τα σημεία στα οποία δεν ορίζεται η R(u) στο (−∞,+∞), δηλαδή να βρούμε τις ρίζες ενός πο-
λυωνύμου. Αν ηR(u) ορίζεται και, επομένως, είναι συνεχής στο (−∞,+∞), τότε η f(x) ορίζεται
και είναι συνεχής στο (−π, π). Αν η R(u) δεν ορίζεται στους u1, . . . , un, όπου u1 < · · · < un,
οπότε είναι συνεχής στα διαστήματα (−∞, u1), (u1, u2), . . . , (un−1, un), (un,+∞), τότε η f(x)
δεν ορίζεται στους αντίστοιχους x1, . . . , xn, όπου −π < x1 < · · · < xn < π και είναι συνεχής
στα διαστήματα (−π, x1), (x1, x2), . . . , (xn−1, xn), (xn, π). Δεν ξεχνάμε ότι οι xi και ui αλλη-
λοκαθορίζονται μέσω των σχέσεων ui = tan xi

2 και xi = 2 arctanui.
Επομένως, αν προς στιγμή περιορίσουμε τον υπολογισμό του

∫
r(sinx, cosx) dx =

∫
f(x)dx

στο διάστημα (−π, π), τότε είναι∫
r(cosx, sinx)dx =

∫
f(x)dx =

∫
R(u) 2

1+u2du
∣∣
u=tan(x/2). (7.15)

Άρα το αρχικό ολοκλήρωμα της f(x) = r(cosx, sinx) στα υποδιαστήματα του (−π, π) στα
οποία αυτή ορίζεται και είναι συνεχής ανάγεται στο ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης του u στα
αντίστοιχα υποδιαστήματα του R.

Έστω, λοιπόν, ότι υπολογίζουμε το∫
R(u) 2

1+u2 du = G(u) + c, (7.16)

όπου ηG(u) είναι κάποια συγκεκριμένη συνάρτηση του u, δηλαδή ένα από τα αόριστα ολοκληρώ-
ματα της R(u) 2

1+u2 , στα κατάλληλα υποδιαστήματα του R. Τότε, βάσει των παραπάνω και αφού
ορίσουμε την συνάρτηση

F (x) = G(tan x
2 ),

από τις (7.15) και (7.16) συνεπάγεται∫
r(cosx, sinx) dx =

∫
f(x) dx = G(tan x

2 ) + c = F (x) + c
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στα αντίστοιχα υποδιαστήματα του (−π, π). Επομένως, η συνάρτηση F (x) είναι ένα από τα ζη-
τούμενα αόριστα ολοκληρώματα της f(x) στα αντίστοιχα υποδιαστήματα του (−π, π).

Παρατηρούμε ότι, όπως η f(x) έχει περίοδο 2π, έτσι και η F (x) = G(tan x
2 ) και, επομένως,

και η F ′(x) έχουν περίοδο 2π. Πράγματι, είναι

F (x+ 2π) = G(tan x+2π
2 ) = G(tan x

2 ) = F (x).

Από αυτό συμπεραίνουμε ότι, επειδή η F (x) είναι αόριστο ολοκλήρωμα της f(x) σε υποδιαστή-
ματα του (−π, π), θα είναι αόριστο ολοκλήρωμα της f(x) και στα αντίστοιχα υποδιαστήματα
του οποιουδήποτε (−π + k2π, π + k2π) για κάθε k ∈ Z. Πιο συγκεκριμένα, έστω ότι ισχύει∫
f(x) dx = F (x) + c σε κάποιο υποδιάστημα (a, b) του (−π, π) στο οποίο η f(x) είναι συ-

νεχής. Αυτό, φυσικά, ισοδυναμεί με το ότι ισχύει F ′(x) = f(x) στο ίδιο υποδιάστημα. Θεω-
ρούμε το αντίστοιχο υποδιάστημα (a+ k2π, b+ k2π) του (−π + k2π, π + k2π), οπότε για κάθε
x ∈ (a+ k2π, b+ k2π) ισχύει x− k2π ∈ (a, b) και, επομένως,

F ′(x) = F ′(x− k2π) = f(x− k2π) = f(x).

Άρα ισχύει
∫
f(x) dx = F (x) + c και στο (a+ k2π, b+ k2π).

Έχει, επομένως, τελειώσει ο υπολογισμός του
∫
r(cosx, sinx) dx σε όλα τα υποδιαστήματα

των διαστημάτων (−π + k2π, π + k2π) στα οποία η f(x) = r(cosx, sinx) ορίζεται και είναι
συνεχής. Αρκεί, φυσικά, να υπολογιστεί η συνάρτηση G(u).

Παράδειγμα 7.3.19. Θα υπολογίσουμε το
∫

1
sinx dx.

Το παράδειγμα αυτό εμπίπτει στην πρώτη υποπερίπτωση της περίπτωσης 1 διότι η 1
sinx δεν ορίζεται

στον −π. Αρχικά θα εργαστούμε στο (−π, π).
Με την αλλαγή μεταβλητής u = tan x

2 η συνάρτηση
1

sinx στο διάστημα (−π, π) μετατρέπεται στη
συνάρτηση 1+u2

2u στο (−∞,+∞). Η 1+u2

2u δεν ορίζεται στον u = 0 ∈ (−∞,+∞) και η 1
sinx δεν

ορίζεται στον αντίστοιχο x = 0 ∈ (−π, π). Τώρα, στα διαστήματα (−π, 0) και (0, π) έχουμε∫
1

sinxdx =
∫

1+u2

2u
2

1+u2du
∣∣
u=tan(x/2) =

∫
1
udu

∣∣
u=tan(x/2)

= (log |u|+ c)|u=tan(x/2) = log
∣∣ tan x

2

∣∣+ c.

Σύμφωνα με τα σύμβολα που χρησιμοποιήσαμε στη θεωρητική συζήτηση πριν από αυτό το παρά-
δειγμα, είναι

G(u) = log |u|, F (x) = log
∣∣ tan x

2

∣∣.
Επειδή οι συναρτήσεις 1

sinx και log
∣∣ tan x

2

∣∣ έχουν και οι δύο περίοδο 2π, συνεπάγεται ∫ 1
sinx dx =

log
∣∣ tan x

2

∣∣+ c στα αντίστοιχα υποδιαστήματα (−π+ k2π, k2π) και (k2π, π+ k2π) του οποιου-
δήποτε διαστήματος (−π + k2π, π + k2π) για κάθε k ∈ Z.
Πιο απλά, γράφουμε:∫

1
sinx dx = log

∣∣ tan x
2

∣∣+ c στο διάστημα (kπ, π + kπ) για κάθε k ∈ Z.

Β. Ερχόμαστε, τώρα, στη δεύτερη υποπερίπτωση, όπου υποθέτουμε ότι η f δεν ορίζεται σε κάποιον
x0, ο οποίος μπορεί να είναι ̸= −π. Τώρα η f δεν ορίζεται και στον x0+2π όπως και στον x0+k2π
για κάθε k ∈ Z.

Κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής

z = x− x0 − π

η οποία μεταφέρει τα x-σημεία x0 + k2π στα αντίστοιχα z-σημεία −π + k2π. Θεωρούμε τη
σύνθετη συνάρτηση

f∗(z) = f(z + x0 + π) = f(x).
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Επειδή η f(x) δεν ορίζεται στα x-σημεία x0 + k2π, συνεπάγεται ότι η f∗(z) δεν ορίζεται στα
z-σημεία −π + k2π. Τέλος, είναι∫

f(x) dx =
∫
f(z + x0 + π) dz

∣∣
z=x−x0−π =

∫
f∗(z) dz

∣∣
z=x−x0−π,

οπότε αναγόμαστε στον υπολογισμό του
∫
f∗(z) dz, δηλαδή στην υποπερίπτωση Α την οποία ήδη

μελετήσαμε.

Παράδειγμα 7.3.20. Θα υπολογίσουμε το
∫

1
(cosx)2 dx. Το ολοκλήρωμα αυτό μας είναι ήδη γνω-

στό και είναι ευκαιρία να ελέγξουμε τη μέθοδο που αναπτύξαμε.
Η συνάρτηση 1

(cosx)2 δεν ορίζεται στον−
π
2 (αλλά ορίζεται στον−π). Με την αλλαγή μεταβλητής

z = x− (−π
2 )− π = x− π

2 η συνάρτηση 1
(cosx)2 μετατρέπεται στη συνάρτηση

1
(cos(z+(π/2)))2

=
1

(sin z)2 και είναι ∫
1

(cosx)2 dx =
∫

1
(sin z)2 dz

∣∣
z=x−(π/2).

Η συνάρτηση 1
(sin z)2 δεν ορίζεται στον −π και στην αρχή εργαζόμαστε στο διάστημα (−π, π).

Με την αλλαγή μεταβλητής u = tan z
2 η 1

(sin z)2 στο διάστημα (−π, π) μετατρέπεται στη συνάρ-

τηση (1+u2)2

4u2 στο (−∞,+∞). Η (1+u2)2

4u2 δεν ορίζεται στον 0 ∈ (−∞,+∞) και η 1
(sin z)2 δεν

ορίζεται στον 0 ∈ (−π, π). Τώρα, στα διαστήματα (−π, 0) και (0, π), είναι∫
1

(sin z)2 dz =
∫ (1+u2)2

4u2
2

1+u2 du
∣∣
u=tan(z/2) =

∫
1+u2

2u2 du
∣∣
u=tan(z/2)

=
(
− 1

2u + u
2

)∣∣
u=tan(z/2) + c = −1

2 cot
z
2 + 1

2 tan
z
2 + c = − cot z + c

Όταν ο z διατρέχει τα διαστήματα (−π, 0) και (0, π), ο x = z + π
2 διατρέχει τα αντίστοιχα δια-

στήματα (−π
2 ,

π
2 ) και (

π
2 ,

3π
2 ). Άρα σ’ αυτά τα διαστήματα είναι∫

1
(cosx)2 dx =

∫
1

(sin z)2 dz
∣∣
z=x−(π/2) = − cot(x− π

2 ) + c = tanx+ c.

Επειδή οι συναρτήσεις 1
(cosx)2 και tanx έχουν και οι δύο περίοδο 2π, είναι

∫
1

(cosx)2 dx = tanx+c
στα αντίστοιχα υποδιαστήματα (−π

2 +k2π,
π
2 +k2π) και (

π
2 +k2π,

3π
2 +k2π) του οποιουδήποτε

διαστήματος (−π
2 + k2π, 3π2 + k2π) για κάθε k ∈ Z.

Πιο απλά, γράφουμε:∫
1

(cosx)2 dx = tanx+ c στο διάστημα (−π
2 + kπ, π2 + kπ) για κάθε k ∈ Z.

Περίπτωση 2. Η f ορίζεται σε ολόκληρο το (−∞,+∞).
Συνεπάγεται, φυσικά, ότι η f είναι συνεχής στο (−∞,+∞). Αυτό σημαίνει ότι το

∫
f(x) dx

ορίζεται σε ολόκληρο το (−∞,+∞), δηλαδή ότι ισχύει∫
f(x) dx = F (x) + c για κάθε x,

όπου η F είναι συνάρτηση παραγωγίσιμη και ισχύει

F ′(x) = f(x) για κάθε x.

Θα δούμε, τώρα, πώς υπολογίζεται μια τέτοια συνάρτηση F .
Όπως στην περίπτωση 1, εργαζόμαστε, προσωρινά, στο διάστημα (−π, π) χρησιμοποιώντας

την ίδια αλλαγή μεταβλητής u = tan x
2 και την αντίστροφή της x = 2 arctanu. Μετατρέπουμε τη

συνάρτηση f(x) = r(cosx, sinx) στο (−π, π) στη ρητή συνάρτηση R(u) = r
(
1−u2

1+u2 ,
2u

1+u2

)
στο

R. Κατόπιν, υπολογίζουμε το
∫
R(u) 2

1+u2 du = G(u)+c, όπου ηG(u) είναι κάποιο συγκεκριμένο
από τα αόριστα ολοκληρώματα τηςR(u) 2

1+u2 . Τότε για τη συνάρτησηG(tan x
2 ) έχουμε ότι ισχύει∫

f(x) dx = G(tan x
2 ) + c για κάθε x ∈ (−π, π),
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οπότε η G(tan x
2 ) είναι ένα αόριστο ολοκλήρωμα της f στο (−π, π). Άρα για την F που ζητάμε,

δηλαδή το αόριστο ολοκλήρωμα της f στο (−∞,+∞), θα υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει

F (x) = G(tan x
2 ) + c για κάθε x ∈ (−π, π).

Επειδή, όμως, και η F − c είναι αόριστο ολοκλήρωμα της f στο (−∞,+∞), μπορούμε να υπο-
θέσουμε ότι για την F που ζητάμε ισχύει

F (x) = G(tan x
2 ) για κάθε x ∈ (−π, π). (7.17)

Μέχρι στιγμής, γνωρίζουμε τα εξής για την άγνωστη συνάρτηση F . Η F είναι παραγωγίσιμη
στο (−∞,+∞) και ισχύει F ′(x) = f(x) για κάθε x. Επίσης, η (7.17) μας δίνει τον τύπο της F
στο διάστημα (−π, π), όπου η G είναι γνωστή συνάρτηση. Λόγω συνέχειας της F μπορούμε να
βρούμε και τις τιμές της στους −π και π. Αυτές είναι

F (−π) = limx→−π+ F (x) = limx→−π+G(tan x
2 ),

F (π) = limx→π− F (x) = limx→π−G(tan x
2 ).

Συμπεραίνουμε και τονίζουμε ότι τα όρια

A = limx→−π+G(tan x
2 ) = F (−π), B = limx→π−G(tan x

2 ) = F (π),

ακριβώς επειδή είναι ίσα με τις τιμές F (−π) και F (π), υπάρχουν και είναι αριθμοί.
Η συνάρτηση G(tan x

2 ) είναι ορισμένη στο (−∞,+∞) εκτός από τα σημεία −π + k2π για
κάθε k ∈ Z. Επίσης, η ίδια συνάρτηση είναι προφανώς περιοδική με περίοδο 2π. Άρα, για κάθε
k ∈ Z, το δεξιό πλευρικό όριό της στον −π + k2π είναι ίσο με A και το αριστερό πλευρικό όριό
της είναι ίσο με B. Τώρα, για κάθε k ∈ Z, ορίζουμε την G(tan x

2 ) και στο σημείο −π + k2π,
δίνοντάς της τιμή ίση με A στο σημείο αυτό. Ορίζουμε, λοιπόν,

F∗(x) =

{
G(tan x

2 ), αν x ̸= −π + k2π για κάθε k ∈ Z
A, αν x = −π + k2π για κάποιον k ∈ Z

(7.18)

Η συνάρτηση F∗ είναι ορισμένη στο (−∞,+∞), περιοδική με περίοδο 2π, παραγωγίσιμη στο
διάστημα (−π+k2π, π+k2π) για κάθε k ∈ Z και δεξιά συνεχής με τιμήA στο σημείο−π+k2π
για κάθε k ∈ Z. Η F∗ μπορεί να μην είναι αριστερά συνεχής στα σημεία αυτά διότι το αριστερό
πλευρικό όριό της στα σημεία αυτά είναι B.

Μέχρι στιγμής έχουμε δύο συναρτήσεις: την άγνωστη F και τη γνωστή F∗ ορισμένες στο
(−∞,+∞) και, λόγω των (7.17) και (7.18), ισχύει

F (x) = F∗(x) για κάθε x ∈ [−π, π). (7.19)

Λόγω περιοδικότητας της f , ισχύει

F ′(x+ 2π)− F ′(x) = f(x+ 2π)− f(x) = 0 για κάθε x,

οπότε η συνάρτηση F (x+ 2π)− F (x) είναι σταθερή στο (−∞,+∞). Άρα ισχύει

F (x+ 2π)− F (x) = F (π)− F (−π) = B −A = µ για κάθε x, (7.20)

όπου για συντομία θέσαμε µ = B −A, και θεωρούμε τη συνάρτηση

h(x) = F (x)− µ
[
x+π
2π

]
για κάθε x. (7.21)

Χρησιμοποιώντας δύο φορές τον τύπο (7.21) της h καθώς και την (7.20) έχουμε ότι ισχύει

h(x+ 2π) = F (x+ 2π)− µ
[ (x+2π)+π

2π

]
= F (x) + µ− µ

[
x+π
2π + 1

]
= F (x)− µ

[
x+π
2π

]
= h(x)

288



για κάθε x και, επομένως, η h είναι περιοδική με περίοδο 2π. Επίσης, για κάθε x ∈ [−π, π) είναι
[x+π
2π

]
= 0, οπότε από τις (7.19) και (7.21) έχουμε

h(x) = F (x) = F∗(x) για κάθε x ∈ [−π, π).

Άρα οι h και F∗ είναι περιοδικές με περίοδο 2π και ταυτίζονται στο [−π, π). Επομένως, ταυτίζο-
νται στο (−∞,+∞). Άρα, από την (7.21) έχουμε ότι ισχύει F∗(x) = F (x)−µ

[
x+π
2π

]
για κάθε x,

οπότε τώρα έχουμε τον τύπο της F στο (−∞,+∞). Επομένως,∫
f(x) dx = F (x) + c = F∗(x) + µ

[
x+π
2π

]
+ c για κάθε x.

Παράδειγμα 7.3.21. Θα υπολογίσουμε το
∫

1
2+sinx dx.

Η συνάρτηση 1
2+sinx ορίζεται και είναι συνεχής στο R. Αρχικά εργαζόμαστε στο (−π, π) με την

αλλαγή u = tan x
2 , οπότε∫

1
2+sinx dx =

∫
1

u2+u+1
du

∣∣
u=tan(x/2) για κάθε x ∈ (−π, π).

Τώρα, είναι∫
1

u2+u+1
du =

∫
1

(u+(1/2))2+(
√
3/2)2

du = 2√
3
arctan 2u+1√

3
+ c για κάθε u.

Δηλαδή, η συνάρτηση G(u) που αναφέρθηκε στην παραπάνω θεωρητική συζήτηση είναι η

G(u) = 2√
3
arctan 2u+1√

3
για κάθε u

και, επομένως, είναι

G(tan x
2 ) =

2√
3
arctan

(
2√
3
tan x

2 + 1√
3

)
για κάθε x ∈ (−π, π).

Μπορούμε, λοιπόν, να πούμε ότι ισχύει∫
1

2+sinx dx = 2√
3
arctan

(
2√
3
tan x

2 + 1√
3

)
+ c για κάθε x ∈ (−π, π).

Για να υπολογίσουμε ένα αόριστο ολοκλήρωμα της 1
2+sinx στο (−∞,+∞), βρίσκουμε τα όρια

A = limx→−π+G(tan x
2 ) = − π√

3
και B = limx→π−G(tan x

2 ) =
π√
3
και τον µ = B − A = 2π√

3
.

Κατόπιν, ορίζουμε την

F∗(x) =

{
2√
3
arctan

(
2√
3
tan x

2 + 1√
3

)
, αν x ̸= −π + k2π για κάθε k ∈ Z

− π√
3
, αν x = −π + k2π για κάποιον k ∈ Z

και καταλήγουμε στο συμπέρασμα:∫
1

2+sinx dx = F (x) + c = F∗(x) +
2π√
3

[
x+π
2π

]
+ c για κάθε x.

7.3.5 Ολοκληρώματα κάποιων αλγεβρικών συναρτήσεων.

Τέλος, θα υπολογίσουμε ολοκληρώματα της μορφής∫
r
(
x,

√
1− x2

)
dx,

∫
r
(
x,

√
x2 − 1

)
dx,

∫
r
(
x,

√
x2 + 1

)
dx.

Και στα τρία ολοκληρώματα η r(s, t) είναι ρητή συνάρτηση δύο μεταβλητών s, t.
(i) Το πρώτο ολοκλήρωμα ορίζεται αρχικά στο [−1, 1] και είναι φυσιολογικό να χρησιμοποιη-
θεί η αλλαγή μεταβλητής x = sin t με τον t στο [−π

2 ,
π
2 ]. Τότε

√
1− x2 = cos t και προκύπτει

το
∫
r(sin t, cos t) cos t dt, στο οποίο, όπως είδαμε στην προηγούμενη υποενότητα, θα γίνει νέα

αλλαγή μεταβλητής u = tan t
2 . Μετά από λίγες πράξεις παρατηρούμε ότι οι μεταβλητές x και u
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συνδέονται με τη σχέση u = x
1+
√
1−x2

. Είναι, λοιπόν, προτιμότερο να χρησιμοποιήσουμε κατ’
ευθείαν την αλλαγή μεταβλητής

u = x
1+
√
1−x2

.

Η συνάρτηση αυτή είναι γνησίως αύξουσα στο [−1, 1] και το σύνολο τιμών της είναι, επίσης, το
[−1, 1]. Εύκολα υπολογίζουμε τον τύπο της αντίστροφης συνάρτησης

x = 2u
1+u2 .

Επίσης, √
1− x2 = 1−u2

1+u2

και, επομένως,∫
r(x,

√
1− x2) dx =

∫
r
(

2u
1+u2 ,

1−u2

1+u2

)2(1−u2)
(1+u2)2

dy
∣∣
u=x/(1+

√
1−x2)

.

Αναγόμαστε έτσι σε αόριστο ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης του u στο διάστημα [−1, 1].
Φυσικά, για να μη μηδενίζεται ο παρονομαστής του r(x,

√
1− x2) ενδέχεται να πρέπει να πε-

ριορισθεί ο x σε κάποια υποδιαστήματα του [−1, 1]. Αυτό, όμως, εξαρτάται από το συγκεκριμένο
παράδειγμα.

Παράδειγμα 7.3.22. Θα βρούμε το
∫

1
x+
√
1−x2

dx.

Πρέπει να περιοριστούμε στα υποδιαστήματα [−1,−1/
√
2) και (−1/

√
2, 1] του [−1, 1], επειδή

πρέπει να είναι x+
√
1− x2 ̸= 0 ή ισοδύναμα x ̸= −1/

√
2. Άρα ο

u = x
1+
√
1−x2

περιορίζεται είτε στο [−1, 1 −
√
2) είτε στο (1 −

√
2, 1], αντιστοίχως, και στα διαστήματα αυτά

ισχύει ∫
1

x+
√
1−x2

dx = 2
∫

1−u2

(1+2u−u2)(1+u2)
du

∣∣
u=x/(1+

√
1−x2)

.

Υπολογίζουμε το τελευταίο ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης και βρίσκουμε

2
∫

1−u2

(1+2u−u2)(1+u2)
du = 1

2 log
|1+2u−u2|

1+u2 + arctanu+ c

για u στα διαστήματα (−∞, 1−
√
2), (1−

√
2, 1 +

√
2) και (1 +

√
2,+∞). Άρα∫

1
x+
√
1−x2

dx = 1
2 log |x+

√
1− x2|+ arctan x

1+
√
1−x2

+ c

για x στα [−1, 1−
√
2) και (1−

√
2, 1].

(ii) Το δεύτερο ολοκλήρωμα ορίζεται είτε στο [1,+∞) είτε στο (−∞,−1]. Θεωρούμε πρώτα
την περίπτωση του [1,+∞) και μια φυσιολογική αλλαγή μεταβλητής είναι η x = 1

sin t με τον t
στο (0, π2 ]. Τότε

√
x2 − 1 = cos t

sin t και το ολοκλήρωμα μετατρέπεται στο −
∫
r( 1

sin t ,
cos t
sin t )

cos t
(sin t)2 dt,

οπότε, βάσει της προηγούμενης υποενότητας, θεωρούμε την αλλαγή μεταβλητής u = tan t
2 . Εύ-

κολα βλέπουμε ότι οι μεταβλητές x και u συνδέονται με τη σχέση u = x +
√
x2 − 1, οπότε

χρησιμοποιούμε κατ’ ευθείαν αυτή την αλλαγή μεταβλητής χωρίς να μεσολαβήσει ο t. Θεωρούμε,
λοιπόν, την αλλαγή μεταβλητής

u = x+
√
x2 − 1.

Η συνάρτηση αυτή είναι γνησίως αύξουσα στο [1,+∞). Από το όριο limx→+∞(x+
√
x2 − 1) =

+∞ συμπεραίνουμε ότι το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι το [1,+∞). Ο τύπος της αντί-
στροφης συνάρτησης είναι

x = u2+1
2u
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και, επίσης, √
x2 − 1 = u2−1

2u .

Άρα ∫
r(x,

√
x2 − 1) dx =

∫
r
(
u2+1
2u , u

2−1
2u

)
u2−1
2u2 du

∣∣
u=x+

√
x2−1

και καταλήγουμε πάλι σε αόριστο ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης του u στο [1,+∞).
Αν θέλουμε να υπολογίσουμε το αρχικό αόριστο ολοκλήρωμα στο (−∞,−1], χρησιμοποιούμε

τις αλλαγές μεταβλητής
u = x−

√
x2 − 1 , x = u2+1

2u

και καταλήγουμε σε αόριστο ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης του u στο (−∞,−1]. Οι λεπτομέ-
ρειες είναι παρόμοιες με τις παραπάνω.

Φυσικά, εκτός από τον περιορισμό στα (−∞,−1] ή [1,+∞), ενδέχεται να πρέπει να περιορι-
στούμε σε μικρότερα διαστήματα ώστε να μη μηδενίζεται ο παρονομαστής του r(x,

√
x2 − 1).

Παράδειγμα 7.3.23. Θα υπολογίσουμε το
∫

1
x+
√
x2−1 dx στο [1,+∞).

Δεν περιοριζόμαστε σε μικρότερα διαστήματα, διότι ισχύει x +
√
x2 − 1 ̸= 0 στο [1,+∞). Άρα

για x στο [1,+∞) είναι ∫
1

x+
√
x2−1 dx =

∫
( 1
2u − 1

2u3 ) du
∣∣
u=x+

√
x2−1.

Τώρα, για u στα (−∞, 0) και (0,+∞) ισχύει∫
( 1
2u − 1

2u3 ) du = 1
2 log |u|+

1
4u2 + c,

οπότε, για x στο [1,+∞),∫
1

x+
√
x2−1 dx = 1

2 log(x+
√
x2 − 1) + 1

4(x+
√
x2−1)2 + c.

(iii) Το τρίτο ολοκλήρωμα ορίζεται στο R και μια φυσιολογική αλλαγή μεταβλητής είναι η x =
− cot t με τον t στο (0, π). Τότε

√
x2 + 1 = 1

sin t και το αόριστο ολοκλήρωμα μετατρέπεται στο∫
r(− cos t

sin t ,
1

sin t)
1

(sin t)2 dt, οπότε, βάσει της προηγούμενης υποενότητας, χρησιμοποιούμε την αλ-
λαγή μεταβλητής u = tan t

2 . Όμως, τότε

u = x+
√
x2 + 1,

οπότε θεωρούμε κατ’ ευθείαν αυτή την αλλαγή μεταβλητής. Η u = x +
√
x2 + 1 είναι γνησίως

αύξουσα. Υπολογίζουμε limx→−∞(x+
√
x2 + 1) = 0 και limx→+∞(x+

√
x2 + 1) = +∞, οπότε

το σύνολο τιμών της u = x +
√
x2 + 1 είναι το (0,+∞). Ο τύπος της αντίστροφης συνάρτησης

είναι
x = u2−1

2u .

Επίσης, √
x2 + 1 = u2+1

2u .

Άρα ∫
r(x,

√
x2 + 1) dx =

∫
r
(
u2−1
2u , u

2+1
2u

)
u2+1
2u2 du

∣∣
u=x+

√
x2+1

και καταλήγουμε σε ολοκλήρωμα ρητής συνάρτησης του u στο (0,+∞).

Παράδειγμα 7.3.24. Θα υπολογίσουμε το
∫

1
x
√
x2+1

dx είτε στο (−∞, 0) είτε στο (0,+∞).

Ο περιορισμός του x στα δύο αυτά υποδιαστήματα είναι αυτονόητος, οπότε και ο u = x+
√
x2 + 1

περιορίζεται, αντιστοίχως, είτε στο (0, 1) είτε στο (1,+∞). Καταλήγουμε στην ισότητα∫
1

x
√
x2+1

dx = 2
∫

1
u2−1 du

∣∣
u=x+

√
x2+1

291



και υπολογίζουμε το 2
∫

1
u2−1 du είτε στο (0, 1) είτε στο (1,+∞) και βρίσκουμε ότι είναι ίσο με

log |u− 1| − log(u+ 1) + c.
Επομένως, για x στο (−∞, 0) ή στο (0,+∞),∫

1
x
√
x2+1

dx = log |x|
1+
√
x2+1

+ c.

Βάσει των παραπάνω τριών τύπων ολοκληρωμάτων, μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε ολο-
κληρώματα του τύπου ∫

r
(
x,

√
κx2 + λx+ µ

)
dx,

όπου κ, λ, µ είναι αριθμοί με κ ̸= 0 και η r(s, t) είναι μια ρητή συνάρτηση των s, t. Πράγματι,
αφού γράψουμε

κx2 + λx+ µ = κ
(
(x+ λ

2κ)
2 + 4κµ−λ2

4κ2

)
= κ

(
(x+ a)2 + b

)
με a = λ

2κ και b = 4κµ−λ2

4κ2 , το ολοκλήρωμα γράφεται

∫
r
(
x,

√
κx2 + λx+ µ

)
dx =

∫
r
(
x,

√
κ
(
(x+ a)2 + b

)
) dx

και διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις.
Περίπτωση 1. κ > 0 και b > 0.
Με την αλλαγή μεταβλητής u = 1√

b
(x+ a) το αόριστο ολοκλήρωμα μετατρέπεται στο

√
b
∫
r
(√
b u− a,

√
κb

√
u2 + 1

)
du =

∫
r∗(u,

√
u2 + 1) du,

όπου r∗(s, t) είναι μια νέα ρητή συνάρτηση των s, t.
Περίπτωση 2. κ > 0 και b < 0.
Τώρα με την αλλαγή μεταβλητής u = 1√

−b(x+ a) μετατρέπουμε το αόριστο ολοκλήρωμα στο

√
−b

∫
r
(√

−b u− a,
√
−κb

√
u2 − 1

)
du =

∫
r∗(u,

√
u2 − 1) du,

όπου r∗(s, t) είναι μια νέα ρητή συνάρτηση των s, t.
Περίπτωση 3. κ < 0 και b < 0.
Με την αλλαγή μεταβλητής u = 1√

−b(x+ a) μετατρέπουμε το αόριστο ολοκλήρωμα στο

√
−b

∫
r
(√

−b u− a,
√
κb

√
1− u2

)
du =

∫
r∗(u,

√
1− u2) du,

όπου r∗(s, t) είναι μια νέα ρητή συνάρτηση των s, t.
Η περίπτωση κ < 0 και b > 0 αποκλείεται διότι τότε δεν ορίζεται σε κανένα σημείο η√
κx2 + λx+ µ. Οποιαδήποτε άλλη περίπτωση, όπου ένας τουλάχιστον από τους κ και b είναι 0,

καταλήγει σε ολοκλήρωμα απλούστερης μορφής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.5. Τα ολοκληρώματα
∫
r(x,

√
κx2 + λx+ µ) dx, όπου κ ̸= 0, είναι ειδική περί-

πτωση των ολοκληρωμάτων
∫
r(x, α(x)) dx, όπου η α(x) είναι οποιαδήποτε “αλγεβρική συνάρ-

τηση” (δείτε τον ορισμό αμέσως μετά) του x. Τα τελευταία αυτά ολοκληρώματα ονομάζονται ολο-
κληρώματα του Abel ή αβελιανά ολοκληρώματα. Μια ακόμη ειδική περίπτωση αβελιανών ολο-
κληρωμάτων είναι αυτά για τα οποία α(x) =

√
ρx4 + σx3 + κx2 + λx+ µ, όπου ένας τουλά-

χιστον από τους ρ, σ είναι ̸= 0, και ονομάζονται ελλειπτικά ολοκληρώματα, διότι έχουν άμεση
σχέση με υπολογισμό μηκών ελλειπτικών τόξων.11

11Δείτε την άσκηση 7.3.30.
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Αναφέραμε προηγουμένως τον όρο “αλγεβρική συνάρτηση”. Αν και δεν θα ασχοληθούμε με
τις αλγεβρικές συναρτήσεις καθεαυτές, αξίζει να εξηγήσουμε, συνοπτικά, ποιές είναι αυτές. Οι
ρητές συναρτήσεις και οι συναρτήσεις n

√
x είναι τα απλούστερα παραδείγματα αλγεβρικών συ-

ναρτήσεων. Άλλα τέτοια παραδείγματα είναι, γενικά, συναρτήσεις που προκύπτουν από ρητές
συναρτήσεις με συνδυασμό των τεσσάρων αλγεβρικών πράξεων και την εξαγωγή ριζών οποιασ-

δήποτε τάξης όπως, για παράδειγμα, η συνάρτηση 4
√
x + 3

√
x2+1+

√
x

x−1 . Ο γενικός ορισμός των
αλγεβρικών συναρτήσεων είναι ο εξής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.6. Θεωρούμε οποιαδήποτε εξίσωση της μορφήςP0(x)+P1(x)y+· · ·+Pn(x)y
n = 0

με άγνωστο y, όπου n ≥ 1 και κάθε P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) είναι πολυώνυμο και το Pn(x) δεν
είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Έστω, επίσης, μια συνάρτηση α με πεδίο ορισμού ένα διάστημα I (όχι
μονοσύνολο), η οποία είναι συνεχής και επαληθεύει την παραπάνω εξίσωση στο I , δηλαδή ισχύει
P0(x)+P1(x)α(x)+ · · ·+Pn(x)α(x)

n = 0 για κάθε x ∈ I . Τότε η α χαρακτηρίζεται αλγεβρική
συνάρτηση στο I .

Παράδειγμα 7.3.25. Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση P (x) είναι αλγεβρική συνάρτηση στο R.
Πράγματι, η P (x) επαληθεύει την εξίσωση −P (x) + 1y = 0, της οποίας οι συντελεστές −P (x),
1 είναι πολυώνυμα.

Παράδειγμα 7.3.26. Κάθε ρητή συνάρτηση P (x)
Q(x) , όπου τα P (x), Q(x) είναι πολυώνυμα, είναι

αλγεβρική συνάρτηση σε κάθε διάστημα του πεδίου ορισμού της. Η P (x)
Q(x) επαληθεύει την εξίσωση

−P (x) +Q(x)y = 0, της οποίας οι συντελεστές −P (x), Q(x) είναι πολυώνυμα.

Παράδειγμα 7.3.27. Κάθε συνάρτηση n

√
P (x)
Q(x) , όπου n ∈ N και τα P (x), Q(x) είναι πολυώνυμα,

είναι αλγεβρική συνάρτηση σε κάθε διάστημα του πεδίου ορισμού της. Η συνάρτηση αυτή είναι
συνεχής στο πεδίο ορισμού της και επαληθεύει την εξίσωση−P (x)+Q(x)yn = 0, της οποίας οι
συντελεστές −P (x), Q(x) είναι πολυώνυμα.
Ειδικώτερα, οι συναρτήσεις

√
κx2 + λx+ µ και α(x) =

√
ρx4 + σx3 + κx2 + λx+ µ που εί-

δαμε προηγουμένως είναι αλγεβρικές συναρτήσεις.

Οι συναρτήσεις που δεν είναι αλγεβρικές χαρακτηρίζονται υπερβατικές συναρτήσεις. Παρα-
δείγματα τέτοιων συναρτήσεων είναι οι δυνάμεις με άρρητο εκθέτη, οι εκθετικές, οι λογαριθμικές,
οι τριγωνομετρικές και οι αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις και οι υπερβολικές και οι
αντίστροφες υπερβολικές συναρτήσεις.

Ασκήσεις.

7.3.1. Βρείτε με αλλαγές μεταβλητής τα
∫
x cos(x2) dx,

∫
(cosx)2 sinx dx,

∫
tanx dx,

∫
1

1+ex dx,∫ sin
√
x√

x
dx,

∫
x 3
√
x− 1 dx,

∫
x√
x+1

dx,
∫

ex

1+e2x
dx,

∫
1√

4−x2
dx,

∫
1

(x+1)2+2
dx,

∫
1

x(x4+16)
dx,∫

(sinx)3 dx,
∫ arctan

√
x

(1+x)
√
x
dx,

∫
x5

(x2+4)4
dx,

∫
1

(sinx)3 dx,
∫
(sinx)4 dx,

∫
x2

√
1−x6

dx,
∫ arcsinx√

1−x2
dx,∫

1
2+(cosx)2 dx,

∫
1

1+cosx dx.

7.3.2. Βρείτε με ολοκληρώσεις κατά παράγοντες και αλλαγές μεταβλητής τα
∫
(x2 + 3x) sinxdx,∫

x3e−x
2
dx,

∫
e
√
x+1 dx,

∫
x2(logx)4 dx,

∫
arcsinx dx,

∫
arctan

√
x dx,

∫
log(x+

√
1 + x2) dx,∫

(sinx)4 dx,
∫

x
(cosx)2 dx,

∫
x2

(x2+1)2
dx,

∫ arctan(ex)
ex dx,

∫
(sinx)3 sin(5x) dx.

7.3.3. Βρείτε τα ολοκληρώματα ρητών συναρτήσεων
∫

5x+3
x2+2x−1 dx,

∫
x+2

x2−4x+4
dx,

∫
3x2+1
x3−1 dx,∫

2x2+5x−1
x3+x2−2x dx,

∫
x2+1
(x−1)3 dx,

∫
1

x4−1 dx,
∫

1
(x2−4x+4)(x2−x+1)

dx,
∫

1
x4+1

dx,
∫

8x3+7
x4+2x3−2x−1 dx,∫

x4

x4+5x2+4
dx,

∫
1

(x−1)2(x+2)3(x2+1)2
dx,

∫
1

x5+1
dx,

∫
1

x6+1
dx,

∫
1

x4+x2+1
dx.

7.3.4. Βρείτε τα ολοκληρώματα ρητών συναρτήσεων των sinx, cosx :
∫

1
(sinx)4 dx,

∫
1

1+2 sinx dx,∫
1

2+cosx dx,
∫ (sinx)2

1+(sinx)2 dx,
∫ sinx

1+sinx+cosx dx.
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7.3.5. Βρείτε τα
∫ √

1− x2 dx,
∫

1√
x2−x−2 dx,

∫
1√

x2+x+1
dx,

∫
1√

x2−3x+2
dx,

∫
x√

x2+x+1
dx,∫

1
(x+1)

√
1+2x−x2

dx,
∫

1
5
√
x−1+3

√
x+1

dx.

7.3.6. Σε σχέση με κάποια από τα όρια στην άσκηση 6.5.1, αποδείξτε ότι
∑n

k=1
n

n2+k2
→ π

4 ,∑n
k=1

1√
n2+k2

→ log(
√
2 + 1),

∑n
k=1

1
n2

√
n2 − (k − 1)2 → π

4 .

7.3.7. [α] Αν η f(sinx) είναι συνεχής στο [0, π2 ], αποδείξτε ότι και η f(cosx) είναι συνεχής στο
[0, π2 ] και ότι

∫ π/2
0 f(sinx) dx =

∫ π/2
0 f(cosx) dx.

Εφαρμόστε, βρίσκοντας το
∫ π/2
0 (sinx)2 dx.

[β] Αν η f(sinx, cosx) είναι συνεχής στο [0, π2 ], αποδείξτε ότι και η f(cosx, sinx) είναι συνεχής
στο [0, π2 ] και ότι

∫ π/2
0 f(sinx, cosx) dx =

∫ π/2
0 f(cosx, sinx) dx.

Εφαρμόστε, βρίσκοντας το
∫ π/2
0

sinx
sinx+cosx dx.

7.3.8. Βρείτε συνθήκες για τους a, b, c, A, B, C ώστε το
∫

ax2+2bx+c
(Ax2+2Bx+C)2

dx να είναι ρητή συ-
νάρτηση του x.

7.3.9. [α] Ορίζουμε In(x) =
∫
xnex dx για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε τον αναδρομικό τύπο

In+1(x) = xn+1ex − (n+ 1)In(x), βρείτε μέσω αυτού το In(x) και ελέγξτε στην άσκηση 7.2.1.
[β] Όπως στο [α], βρείτε αναδρομικούς τύπους για καθένα από τα

∫
xn sinx dx,

∫
xn cosx dx,∫

xm(logx)n dx,
∫
(tanx)n dx,

∫
xn

√
a2 − x2 dx,

∫
1

(a+b cosx)n dx,
∫

xn
√
ax2+bx+c

dx.

7.3.10. Ορίζουμε Jn(x) =
∫
(cosx)n dx και In(x) =

∫
(sinx)n dx για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

Αποδείξτε τους αναδρομικούς τύπους Jn+2(x) = sinx(cosx)n+1

n+2 + n+1
n+2Jn(x) και In+2(x) =

− cosx(sinx)n+1

n+2 + n+1
n+2In(x) και βρείτε τα Jn(x), In(x).

7.3.11. 12 Ορίζουμε In =
∫ π/2
0 (sinx)n dx για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

Αποδείξτε τον αναδρομικό τύπο In+2 =
n+1
n+2In.

Είναι προφανές ότι I0 = π
2 και I1 = 1. Αποδείξτε ότι ισχύει I2n = (2n−1)(2n−3)···3·1

2n(2n−2)···4·2
π
2 και I2n+1 =

2n(2n−2)···4·2
(2n+1)(2n−1)···5·3 για κάθε n ≥ 1.

Αποδείξτε ότι ισχύει π
2 = (2·4·6···(2n))2

(3·5···(2n−1))2(2n+1)
I2n

I2n+1
για κάθε n ≥ 1 και (n + 1)InIn+1 = π

2 για
κάθε n ≥ 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει I2n+1 ≤ I2n ≤ I2n−1 =

2n+1
2n I2n+1 και 1 ≤ I2n

I2n+1
≤ 1+ 1

2n για κάθε n ≥ 1

και, Επομένως, I2n
I2n+1

→ 1.
Αποδείξτε τον τύπο του Wallis,

1
2n+1

( 2·4·6···(2n−2)2n
1·3·5···(2n−3)(2n−1)

)2 → π
2 .

Αποδείξτε ότι
(
2n
n

)√n
4n = (2n)!

(n!)2

√
n

4n → 1√
π
.

7.3.12. Αν ο n ∈ N είναι περιττός, αποδείξτε ότι
∫
xne−x

2
dx = Pn−1(x)e

−x2
+ c, όπου Pn−1(x)

είναι πολυώνυμο βαθμού n− 1.
Αν ο n ∈ N είναι άρτιος, αποδείξτε ότι

∫
xne−x

2
dx = Pn−1(x)e

−x2
+ n!

2n−1(n/2)!

∫
e−x

2
dx, όπου

Pn−1(x) είναι πολυώνυμο βαθμού n− 1.

7.3.13. Αποδείξτε ότι
∫ 1
0 x

m−1(1 − x)n−1 dx = (m−1)!(n−1)!
(m+n−1)! για κάθεm,n ∈ N μέσω κατάλλη-

λων αναδρομικών τύπων.13

12Το αποτέλεσμα αυτής της άσκησης θα χρησιμοποιηθεί στην άσκηση 7.3.20 για να αποδειχθεί ο τύπος του Stirling.
13Το αποτέλεσμα αυτό θα γενικευτεί στην άσκηση 12.5.8.
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7.3.14. Έστω κm,n = (m−1)(m−3)···(1 ή 2)·(n−1)(n−3)···(1 ή 2)
(m+n)(m+n−2)···(1 ή 2) για κάθε m,n ∈ N, m,n ≥ 2. Ορί-

ζουμε Am,n =
∫ π/2
0 (cosx)m(sinx)n dx για κάθεm,n ∈ Z,m,n ≥ 0.

Αφού βρείτε κατάλληλους αναδρομικούς τύπους, αποδείξτε ότι Am,n = π
2 κm,n, αν οι m,n ≥ 2

είναι και οι δύο άρτιοι, και Am,n = κm,n, αν ένας τουλάχιστον από τουςm,n ≥ 2 είναι περιττός.

7.3.15. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0, π] και η f ′′ είναι συνεχής στο [0, π], αποδείξτε
ότι

∫ π
0

(
f(x) + 1

n2 f
′′(x)

)
sin(nx) dx = f(0)+(−1)n−1f(π)

n για κάθε n ∈ N.

7.3.16. Αποδείξτε το δεύτερο θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού: 14 αν η f :
[a, b] → R είναι μονότονη και έχει συνεχή παράγωγο στο [a, b] και η g : [a, b] → R είναι συνεχής
στο [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a f(x)g(x) dx = f(a)
∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx.

Έστω ότι η ϕ έχει μονότονη παράγωγο και συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [a, b] και ότι υπάρχει
m > 0 ώστε να ισχύει ϕ′(x) ≥ m για κάθε x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι

∣∣ ∫ b
a sin(ϕ(x)) dx

∣∣ ≤ 4
m .

Αποδείξτε ότι ισχύει
∣∣ ∫ b

a sin(x
2) dx

∣∣ ≤ 2
a για κάθε a, b με 0 < a < b.

7.3.17. Έστω a < b και Qn(x) = (x − a)n(x − b)n για κάθε n.15 Ορίζουμε τα πολυώνυμα
P0(x) = 1 και Pn(x) =

1
n!(b−a)nQn

(n)(x) για κάθε n.
Αποδείξτε ότι το Pn(x) έχει βαθμό n.
Αποδείξτε ότι

∫ b
a P (x)Pn(x) dx = 0 για κάθε πολυώνυμο P (x) βαθμού < n.

Αποδείξτε ότι
∫ b
a Pn(x)Pm(x) dx = 0, ανm ̸= n, και

∫ b
a (Pn(x))

2 dx = b−a
2n+1 .

Αποδείξτε ότι για κάθε πολυώνυμο P (x) βαθμού n υπάρχουν c0, . . . , cn ώστε να ισχύει P (x) =∑n
k=0 ckPk(x) για κάθε x και, κατόπιν, αποδείξτε ότι οι c0, . . . , cn δίνονται από τον τύπο ck =

2k+1
b−a

∫ b
a P (x)Pk(x) dx.

Έστω P (x) πολυώνυμο βαθμού n με την ιδιότητα:
∫ b
a Q(x)P (x) dx = 0 για κάθε πολυώνυμο

Q(x) βαθμού < n. Αποδείξτε ότι υπάρχει αριθμός c ώστε να ισχύει P (x) = cPn(x) για κάθε x.

7.3.18. Έστω f με συνεχή παράγωγο στο [a, b] ώστε f(a) = f(b) = 0 και
∫ b
a (f(x))

2 dx = 1.
Αποδείξτε ότι

∫ b
a xf(x)f

′(x) dx = −1
2 και την ανισότητα

16

∫ b
a x

2(f(x))2 dx
∫ b
a (f

′(x))2 dx > 1
4 .

7.3.19. Αποδείξτε ότι
∫ n
1 logx dx ≤

∑n
k=2 log k ≤

∫ n
2 logx dx+ logn για κάθε n ≥ 2.

17 Αποδείξτε ότι
n√
n!
n → 1

e .

7.3.20. 18 [α] Έστω m,n ∈ Z με m ≤ n και αριθμοί am, . . . , an. Ορίζουμε την τμηματικά στα-
θερή συνάρτηση A : [m,n] → R με τύπο A(x) =

∑[x]
k=m ak για κάθε x ∈ [m,n]. Κατανοήστε το

γράφημα της A. Ποιά είναι τα σημεία ασυνέχειας της A και ποιά είναι τα αντίστοιχα άλματά της;
Έστω f : [m,n] → R με συνεχή παράγωγο στο [m,n]. Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ [m,n] ισχύει∑[x]

k=m akf(k) = A(x)f(x)−
∫ x
mA(t)f

′(t) dt.

[β] Είτε κατευθείαν είτε εφαρμόζοντας το [α] με m = 1, ak = 1 για κάθε k και f(x) = 1
xp ,

αποδείξτε ότι ισχύει
∑n

k=1
1
kp = 1

np−1 + p
∫ n
1

[x]
xp+1 dx για κάθε n και κάθε p.

14Για το ίδιο αποτέλεσμα αλλά με τις ασθενέστερες δυνατές υποθέσεις δείτε την άσκηση 7.3.27.
15Τα πολυώνυμα αυτά εμφανίζονται και στην άσκηση 5.5.15.
16Η ανισότητα αυτή περιέχει το βασικό μαθηματικό περιεχόμενο της Αρχής της Αβεβαιότητας του Heisenberg.
17Αυτό το όριο το είχαμε δει στην άσκηση 2.4.4.
18Το θέμα αυτής της σημαντικής άσκησης είναι ο χειρισμός αθροισμάτων με τη βοήθεια ολοκληρωμάτων. Αυτό

το ζήτημα προέκυψε και στην άσκηση 6.4.11 και θα το ξαναδούμε, πιο επίσημα, στην υποενότητα 8.2.1.
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[γ] Αν xn =
∑n

k=1
1
kp για κάθε n, αποδείξτε, βάσει του [β], ότι η αύξουσα ακολουθία (xn) συ-

γκλίνει, αν p > 1, και αποκλίνει στο +∞, αν p ≤ 1.
[δ] Βάσει του [β], αποδείξτε ότι ισχύει

∑n
k=1

1
kp = n1−p

1−p − p
1−p − p

∫ n
1

x−[x]
xp+1 dx, για κάθε n και

κάθε p ̸= 1.
Αν xn =

∑n
k=1

1
kp − n1−p

1−p για κάθε n και αν 0 < p < 1, αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι
φθίνουσα και συγκλίνει.
[ε] Βάσει του [β], αποδείξτε ότι ισχύει

∑n
k=1

1
k = logn+ 1−

∫ n
1

x−[x]
x2 dx για κάθε n.

Αν xn =
∑n

k=1
1
k − logn για κάθε n, αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι φθίνουσα και συγκλί-

νει.19

[στ] Έστω m,n ∈ Z με m ≤ n και f : [m,n] → R με συνεχή παράγωγο στο [m,n]. Είτε
κατευθείαν είτε βάσει του [α], αποδείξτε τον τύπο άθροισης του Euler,20∑n

k=m f(k) =
∫ n
m f(x) dx+

∫ n
m f
′(x)(x− [x]− 1

2) dx+ f(m)+f(n)
2 .

[ζ] Έστω m,n ∈ Z με m ≤ n και f : [m,n] → R με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [m,n].
Θεωρούμε την ϕ(x) =

∫ x
m(t− [t]− 1

2) dt για κάθε x ∈ [m,n]. Αποδείξτε, βάσει του [στ], ότι∑n
k=m f(k) =

∫ n
m f(x) dx−

∫ n
m f
′′(x)ϕ(x) dx+ f(m)+f(n)

2 .

[η] Έστω ϕ(x) =
∫ x
1 (t− [t]− 1

2) dt για κάθε x ∈ [1,+∞). Εφαρμόζοντας το [ζ] μεm = 1 και με
την f(x) = logx, αποδείξτε ότι ισχύει log(n!) = (n+ 1

2) logn− n+ 1+
∫ n
1

ϕ(x)
x2 dx για κάθε n.

[θ] Δείτε στην άσκηση 6.4.10 κάποιες απλές ιδιότητες της ϕ(x) στα [ζ],[η].
Αν xn = n!

e−nnn+(1/2) για κάθε n, αποδείξτε, βάσει του [η], ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει σε
κάποιον θετικό αριθμό.21

Αποδείξτε ότι ισχύει xn
2

x2n
= 2·4·6···(2n−2)(2n)

1·3·5···(2n−3)(2n−1) (
2
n)

1/2 για κάθε n και, βάσει του τύπου του Wallis

στην άσκηση 7.3.11, αποδείξτε ότι xn
2

x2n
→

√
2π.

Τέλος, αποδείξτε τον πολύ σημαντικό τύπο του Stirling,22

n!√
2π e−nnn+(1/2) → 1.

7.3.21. [α] Έστω n ∈ N και η συνάρτηση Pn(x) =
1
n!x

n(1− x)n.
Αποδείξτε ότι ισχύει 0 ≤ Pn(x) ≤ 1

4nn! για κάθε x ∈ [0, 1].
Αποδείξτε ότι, για κάθε k, οι Pn

(k)(0) και Pn
(k)(1) είναι ακέραιοι.

[β] Υποθέστε ότι ο π είναι ρητός, δηλαδή π = m
l μεm, l ∈ N.

Θεωρήστε τη συνάρτηση Qn(x) = l2n
∑n

k=0(−1)kPn
(2k)(x)π2n−2k.

Αποδείξτε ότι οι Qn(0) και Qn(1) είναι ακέραιοι.
Αποδείξτε ότι ισχύει π2m2nPn(x) sin(πx) = d

dx

(
Qn
′(x) sin(πx)−πQn(x) cos(πx)

)
για κάθε x.

Αποδείξτε ότι Qn(1) +Qn(0) = πm2n
∫ 1
0 Pn(x) sin(πx) dx.

Αποδείξτε ότι, αν ο n είναι κατάλληλα μεγάλος, τότε 0 < Qn(0) +Qn(1) < 1 και καταλήξτε σε
αντίφαση. Συμπεράνατε ότι ο π είναι άρρητος.

7.3.22. 23 [α] Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Αποδείξτε ότι

limλ→±∞
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0, limλ→±∞

∫ b
a f(x) sin(λx) dx = 0.

19Το όριο αυτό είναι η σταθερά του Euler και το ξαναείδαμε στις ασκήσεις 2.4.6 και 6.4.11[δ].
20Με σημαντικές εφαρμογές στην Αναλυτική Θεωρία Αριθμών.
21Σε λίγο θα υπολογίσουμε ακριβώς αυτό το όριο.
22Σύμφωνα με τον ορισμό 5.18, ο τύπος του Stirling λέει ότι το n! είναι ασυμπτωτικά ίσο με την παράσταση√
2πe−nnn+(1/2) στο +∞ ή, ισοδύναμα, n! ∼

√
2π e−nnn+(1/2) στο +∞.

23Τα όρια που αποδεικνύονται σ’ αυτήν την άσκηση συγκροτούν το λήμμα των Riemann - Lebesgue. Βάσει των
γνωστών τύπων e±it = cos t± i sin t και cos t = 1

2
eit + 1

2
e−it και sin t = 1

2i
eit − 1

2i
e−it του Euler, εύκολα φαίνεται

ότι τα όρια στο [α] είναι ισοδύναμα με τα όρια limλ→±∞
∫ b

a
f(x)eiλx dx = 0.
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[β] Αποδείξτε ότι τα όρια στο [α] ισχύουν για κάθε f : [a, b] → R τμηματικά σταθερή στο [a, b].
[γ] Δείτε την άσκηση 6.4.26 και αποδείξτε με δύο τρόπους ότι τα όρια στο [α] ισχύουν για κάθε
f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b].

7.3.23. [α] Έστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη στο [a, b] ώστε η f ′ να είναι συνεχής στο [a, b].
Αποδείξτε ότι υπάρχειM ≥ 0 ώστε∣∣ ∫ b

a f(x) cos(λx) dx
∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|},

∣∣ ∫ b
a f(x) sin(λx) dx

∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|}.

Αυτές οι εκτιμήσεις ισχύουν ακόμη και αν η f ′ είναι απλώς ολοκληρώσιμη στο [a, b].24

Αν, επιπλέον, είναι και f(a) = f(b) = 0, αποδείξτε ότι

limλ→±∞ λ
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0, limλ→±∞ λ

∫ b
a f(x) sin(λx) dx = 0.

Και πάλι, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f ′ είναι απλώς ολοκληρώσιμη στο [a, b].
[β] Έστω f : [a, b] → R η οποία είναι m φορές παραγωγίσιμη στο [a, b] ώστε η f (m) να είναι
συνεχής ή και απλώς ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι υπάρχειM ≥ 0 ώστε∣∣ ∫ b

a f(x) cos(λx) dx
∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|m},

∣∣ ∫ b
a f(x) sin(λx) dx

∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|m}.

Αν, επιπλέον, ισχύει f (k)(a) = f (k)(b) = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . ,m− 1, αποδείξτε ότι

limλ→±∞ λ
m
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0, limλ→±∞ λ

m
∫ b
a f(x) sin(λx) dx = 0.

7.3.24. [α] Έστω f : [−a, a] → R ολοκληρώσιμη στο [−a, a] και συνεχής στον 0 και ϕ : R → R
ώστε να ισχύει ϕ(x) ≥ 0 για κάθε x, η ϕ να είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
διάστημα και ώστε limµ→+∞

∫ µ
−µ ϕ(x) dx = 1. Αποδείξτε ότι

limλ→0+
1
λ

∫ a
−a ϕ(

x
λ)f(x) dx = f(0).

[β]25 Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και συνεχής στον ξ ∈ (a, b) και ϕ : R → R
ώστε να ισχύει ϕ(x) ≥ 0 για κάθε x, η ϕ να είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
διάστημα και ώστε limµ→+∞

∫ µ
−µ ϕ(x) dx = 1. Αποδείξτε ότι

limλ→0+
1
λ

∫ b
a ϕ(

x−ξ
λ )f(x) dx = f(ξ).

[γ] Εφαρμόστε το [β], με τις ίδιες υποθέσεις όσον αφορά στη συνάρτηση f , και αποδείξτε ότι

limλ→0+
1
π

∫ b
a

λ
(x−ξ)2+λ2 f(x) dx = f(ξ) limλ→0+

1
2λ

∫ b
a e
−|x−ξ|/λf(x) dx = f(ξ)

limλ→0+
1√
π λ

∫ b
a e
−(x−ξ)2/λ2

f(x) dx = f(ξ)

Για το τελευταίο όριο θα χρειαστείτε το όριο limµ→+∞
∫ µ
−µ e

−x2
dx =

√
π, το οποίο θα αποδειχθεί

στο παράδειγμα 12.4.1.
[δ]26 Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω ότι για κάποιον ξ ∈ (a, b) υπάρχουν
τα πλευρικά όρια f(ξ+) = limx→ξ+ f(x) και f(ξ−) = limx→ξ− f(x). Έστω ϕ : R → R ώστε να
ισχύει ϕ(x) ≥ 0 για κάθε x, η ϕ να είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο διάστημα
και ώστε limµ→+∞

∫ µ
0 ϕ(x) dx = a+ και limµ→+∞

∫ 0
−µ ϕ(x) dx = a−, όπου a− + a+ = 1.

Αποδείξτε ότι
limλ→0+

1
λ

∫ b
a ϕ(

x−ξ
λ )f(x) dx = a−f(ξ−) + a+f(ξ+).

24Δείτε την άσκηση 7.3.25.
25Επέκταση του [α].
26Επέκταση του [β].
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7.3.25. 27 Έστω διάστημα I και f, g : I → R παραγωγίσιμες στο I ώστε οι f ′, g′ : I → R να είναι
ολοκληρώσιμες σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I . Αποδείξτε ότι∫ b

a f(x)g
′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b
a f
′(x)g(x) dx για κάθε a, b ∈ I.

7.3.26. [α] Έστω v, w : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b] και f(x) =
∫ x
a v(t) dt, g(x) =∫ x

a w(t) dt για κάθε x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι
∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b).

[β]28 Έστω διάστημα I και v, w : I → R ολοκληρώσιμες σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιά-
στημα του I και f, g : I → R δύο αόριστα ολοκληρώματα των v,w, αντιστοίχως, στο I . Αποδείξτε
ότι ∫ b

a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a) για κάθε a, b ∈ I.

7.3.27. [α]29 Έστω a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R με b1 ≥ · · · ≥ bn ≥ 0. Αν sk = a1 + · · ·+ ak για
κάθε k = 1, . . . , n, αποδείξτε ότι

b1min{sk | 1 ≤ k ≤ n} ≤ b1a1 + · · ·+ bnan ≤ b1max{sk | 1 ≤ k ≤ n}.

[β]30 Έστω f : [a, b] → R μονότονη στο [a, b] και g : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a f(x)g(x) dx = f(a)
∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx.

7.3.28. Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις g που εμφανίζονται στις ασκήσεις 4.5.9, 4.5.10 και 4.5.11
είναι αλγεβρικές.

7.3.29. Αποδείξτε ότι η ex, η logx, η xa με άρρητο a και οι τριγωνομετρικές και οι αντίστροφες
τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι υπερβατικές συναρτήσεις σε κάθε ανοικτό διάστημα.

7.3.30. Δείτε την άσκηση 6.5.6 για τους τύπους υπολογισμού μήκους καμπύλης.
Υπολογίστε το μήκος οποιουδήποτε τόξου της παραβολής y = ax2.
Υπολογίστε το μήκος οποιουδήποτε τόξου της κατενοειδούς y = coshx.
Υπολογίστε το μήκος οποιουδήποτε τόξου του κύκλου x2 + y2 = 1.
Γράψτε το μήκος οποιουδήποτε τόξου της έλλειψης x2

a2
+ y2

b2
= 1 ως ελλειπτικό ολοκλήρωμα.

Γράψτε το μήκος οποιουδήποτε τόξου της υπερβολής y = a
x ως ελλειπτικό ολοκλήρωμα.

7.4 Ο τύπος του Taylor, ΙΙ.

Τώρα θα δούμε μία ακόμη παραλλαγή του τύπου του Taylor. Η άλλη παραλλαγή περιγράφτηκε
στο θεώρημα 5.1. Τώρα θα δούμε τον τύπο του Taylor με ολοκληρωτικό υπόλοιπο.

ΘΕΩΡΗΜΑ 7.1. Έστω n ∈ Z, n ≥ 0, f : [ξ, c] → R η οποία είναι n+1 φορές παραγωγίσιμη στο
[ξ, c] ώστε η f (n+1) να είναι συνεχής στο [ξ, c]. Τότε, για κάθε x ∈ (ξ, c] είναι

f(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k + 1
n!

∫ x
ξ f

(n+1)(t)(x− t)n dt.

Η ίδια ισότητα ισχύει και όταν c < ξ, αρκεί όλες οι υποθέσεις να ισχύουν στο διάστημα [c, ξ].
27Ο τύπος ολοκλήρωσης κατά παράγοντες στην πρόταση 7.8 με τις ασθενέστερες δυνατές υποθέσεις.
28Γενίκευση του τύπου ολοκλήρωσης κατά παράγοντες στην πρόταση 7.8 αλλά και στην άσκηση 7.3.25.
29Μια χρήσιμη διπλή ανισότητα για “αθροίσματα με όρους οι οποίοι ταλαντώνονται και των οποίων το πλάτος φθί-

νει”. Μια ίδιου τύπου ανισότητα θα δούμε αργότερα στα σημαντικά κριτήρια Diriclet και Abel για σειρές και για
γενικευμένα ολοκληρώματα.

30Το δεύτερο θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού στην άσκηση 7.3.16 με τις ασθενέστερες δυνατές
υποθέσεις.
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Απόδειξη. Ορίζουμε την g : [ξ, x] → R με τύπο

g(t) =
∑n

k=0
1
k!f

(k)(t)(x− t)k

για κάθε t ∈ [ξ, x]. Ισχύει
g′(t) = 1

n!f
(n+1)(t)(x− t)n

για κάθε t ∈ [ξ, x], οπότε η g′ είναι συνεχής στο [ξ, x]. Τότε

1
n!

∫ x
ξ f

(n+1)(t)(x− t)n dt =
∫ x
ξ g
′(t) dt = g(x)− g(ξ) = f(x)−

∑n
k=0

1
k!f

(k)(ξ)(x− ξ)k .

Άρα f(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k + 1
n!

∫ x
ξ f

(n+1)(t)(x− t)n dt.

ΟΡΙΣΜΟΣ 7.7. Η ισότητα στο θεώρημα 7.1 ονομάζεται τύπος του Taylor για την f στον ξ με
ολοκληρωτικό υπόλοιπο και γράφεται

f(x) = Pn,ξ(x) +Rn,ξ(x),

όπου Pn,ξ είναι το πολυώνυμο Taylor τάξης n της f στον ξ και το

Rn,ξ(x) =
1
n!

∫ x
ξ f

(n+1)(t)(x− t)n dt

ονομάζεται ολοκληρωτικό υπόλοιπο τάξης n.

Παράδειγμα 7.4.1. Αν P είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ≤ n, τότε ισχύει P (n+1)(t) = 0

για κάθε t, οπότε καταλήγουμε στον γνωστό τύπο P (x) = Pn,ξ(x) =
∑n

k=0
P (k)(ξ)

k! (x − ξ)k για
κάθε ξ, x.

Ασκήσεις.

7.4.1. Αποδείξτε ότι, αν η f (n+1) είναι συνεχής στο [ξ, c], το αποτέλεσμα του θεωρήματος 7.1
συνεπάγεται τα αποτελέσματα του θεωρήματος 5.1.
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Κεφάλαιο 8

Σειρές αριθμών.

8.1 Ορισμοί και βασικές ιδιότητες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.1. Θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία (xn). Το σύμβολο∑+∞
n=1 xn ή x1 + x2 + · · ·+ xn + · · · .

ονομάζεται σειρά και η τιμή του, αν αυτή υπάρχει, ονομάζεται άθροισμα της σειράς
∑+∞

n=1 xn και
(αυτή η τιμή) καθορίζεται με την παρακάτω διαδικασία.
Σχηματίζουμε τα διαδοχικά αθροίσματα s1 = x1, s2 = x1+x2, s3 = x1+x2+x3 και, γενικότερα,

sn = x1 + · · ·+ xn για κάθε n.

Ο sn ονομάζεται n-οστό μερικό άθροισμα της σειράς
∑+∞

n=1 xn και η ακολουθία (sn) ονομάζεται
ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς.
Αν η ακολουθία (sn) έχει όριο, δηλαδή αν sn → s ∈ R, τότε λέμε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn έχει

άθροισμα και ως άθροισμα της σειράς θεωρούμε το όριο s και γράφουμε∑+∞
n=1 xn = s ή x1 + x2 + · · ·+ xn + · · · = s.

Ειδικώτερα, αν s ∈ R, λέμε ότι η σειρά συγκλίνει στον s και, αν s = +∞ ή s = −∞, λέμε ότι η
σειρά αποκλίνει στο +∞ ή −∞, αντιστοίχως.
Αν η ακολουθία (sn) δεν έχει όριο, τότε λέμε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn αποκλίνει και ότι δεν έχει

άθροισμα.
Ο xn ονομάζεται n-οστός όρος ή προσθετέος της σειράς

∑+∞
n=1 xn.

Επισημαίνουμε ότι, αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει ή αποκλίνει στο ±∞, τότε η σειρά έχει
άθροισμα και αυτό είναι αριθμός ή ±∞, αντιστοίχως. Αν η σειρά αποκλίνει, αλλά όχι στα ±∞,
τότε η σειρά δεν έχει άθροισμα. Προσέξτε: το σύμβολο

∑+∞
n=1 xn της σειράς των xn έχει διπλό

περιεχόμενο. Αφ’ ενός, είναι ένα σκέτο σύμβολο, ανεξάρτητα από το αν η σειρά έχει άθροισμα
ή όχι. Αφ’ ετέρου, στην περίπτωση που η σειρά έχει άθροισμα, συμβολίζει και το άθροισμα της
σειράς.

Το σύμβολο του δείκτη δεν παίζει ιδιαίτερο ρόλο: με
∑+∞

n=1 xn,
∑+∞

k=1 xk,
∑+∞

j=1 xj συμβολί-
ζουμε την ίδια σειρά.

Παράδειγμα 8.1.1. Θεωρούμε τη σειρά
∑+∞

n=1 1 ή 1+1+1+· · ·+1+· · · . Τα μερικά αθροίσματά
της είναι οι s1 = 1, s2 = 1 + 1 = 2, s3 = 1 + 1 + 1 = 3 και, γενικότερα, sn = 1 + · · ·+ 1 = n
για κάθε n. Επειδή sn = n→ +∞, η σειρά αποκλίνει στο +∞ και το άθροισμά της είναι∑+∞

n=1 1 = +∞.
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Παράδειγμα 8.1.2. Η απλούστερη σειρά είναι η
∑+∞

n=1 0 ή 0 + 0 + 0 + · · · + 0 + · · · . Η σειρά
αυτή ονομάζεται μηδενική σειρά. Τα μερικά αθροίσματά της είναι οι s1 = 0, s2 = 0 + 0 = 0,
s3 = 0 + 0 + 0 = 0 και, γενικότερα, sn = 0 + · · · + 0 = 0 για κάθε n. Επειδή sn = 0 → 0, η
μηδενική σειρά συγκλίνει στον 0 και το άθροισμά της είναι∑+∞

n=1 0 = 0.

Παράδειγμα 8.1.3. Η γεωμετρική σειρά με λόγο a είναι η
∑+∞

n=1 a
n−1 ή 1 + a + a2 + · · · +

an−1 + · · · . Η σειρά αυτή έχει μερικά αθροίσματα s1 = 1, s2 = 1 + a, s3 = 1 + a + a2 και,
γενικότερα, sn = 1 + a+ · · ·+ an−1 για κάθε n.

Παρατηρήστε ότι ο πρώτος προσθετέος της γεωμετρικής σειράς είναι ο a0 και ότι τόν θεω-
ρήσαμε ίσο με 1. Αυτό είναι προφανώς σωστό αν a ̸= 0, αλλά όχι αν a = 0, διότι δεν ορίζεται
το σύμβολο 00. Υπάρχει, όμως, μια παραδοσιακή σύμβαση να θεωρείται ότι a0 = 1 για κάθε a,
ακόμη και για a = 0, στην περίπτωση που εμφανίζεται το σύμβολο a0 ως όρος στο σύμβολο

∑
,

το οποίο χρησιμοποιούμε για να δηλώσουμε πεπερασμένο άθροισμα ή σειρά. Για παράδειγμα, ένα
πολυώνυμο a0 + a1x+ · · ·+ aNx

N μπορούμε να το συμβολίσουμε
∑N

n=0 anx
n, υπονοώντας ότι

x0 = 1 για κάθε x, ακόμη και για x = 0.
Από το παράδειγμα 2.3.20 γνωρίζουμε πότε υπάρχει το άθροισμα της γεωμετρικής σειράς,

δηλαδή το όριο της ακολουθίας (1 + a + · · · + an−1), και, αν υπάρχει, την τιμή του. Επομένως,
για το άθροισμα της γεωμετρικής σειράς έχουμε ότι:

∑+∞
n=1 a

n−1


= +∞, αν a ≥ 1

= 1/(1− a), αν −1 < a < 1

δεν υπάρχει, αν a ≤ −1

Ειδική περίπτωση είναι η σειρά
∑+∞

n=1(−1)n−1 ή 1+(−1)+1+(−1)+1+(−1)+ · · · . Η σειρά
αυτή δεν έχει άθροισμα.

Παράδειγμα 8.1.4. Η σειρά
∑+∞

n=1
1
np ή 1 + 1

2p + 1
3p + · · · + 1

np + · · · με μερικά αθροίσματα
sn = 1 + 1

2p + · · ·+ 1
np για κάθε n.

Στην περίπτωση p = 1 προκύπτει η σειρά
∑+∞

n=1
1
n , η οποία ονομάζεται αρμονική σειρά. Η σειρά

αυτή έχει μερικά αθροίσματα sn = 1+ 1
2 + · · ·+ 1

n για κάθε n και είδαμε στο παράδειγμα 2.4.41
ότι sn → +∞. Άρα ∑+∞

n=1
1
n = +∞.

Επίσης, στην περίπτωση p = 2 προκύπτει η σειρά
∑+∞

n=1
1
n2 με μερικά αθροίσματα sn = 1+ 1

22
+

· · · + 1
n2 για κάθε n. Στα παραδείγματα 2.4.5 και 2.6.1 είδαμε ότι η ακολουθία (sn) συγκλίνει,

οπότε η σειρά αυτή συγκλίνει και έχει άθροισμα το οποίο είναι αριθμός. Δηλαδή,

Η σειρά
∑+∞

n=1
1
n2 συγκλίνει.

Λίγο αργότερα θα μελετήσουμε τη σειρά
∑+∞

n=1
1
np στη γενική περίπτωση.2

Παράδειγμα 8.1.5. Η σειρά
∑+∞

n=1
1
n! έχει μερικά αθροίσματα sn = 1

1! +
1
2! + · · ·+ 1

n! για κάθε n.
Γνωρίζουμε από τα παραδείγματα 2.4.2 και 2.4.3 ότι sn → e − 1, οπότε η σειρά συγκλίνει στον
αριθμό e− 1 και, επομένως,

1 +
∑+∞

n=1
1
n! = e.

Παράδειγμα 8.1.6. Η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n έχει μερικά αθροίσματα sn = 1− 1
2 +

1
3 −

1
4 + · · ·+

(−1)n−1

n για κάθε n. Είδαμε στο παράδειγμα 2.5.73 ότι η ακολουθία (sn) συγκλίνει. Άρα η σειρά
αυτή συγκλίνει και έχει άθροισμα το οποίο είναι αριθμός. Δηλαδή,

Η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n συγκλίνει.
1και στις ασκήσεις 2.5.4 και 2.6.2. Δείτε και τις υποσημειώσεις αυτών των ασκήσεων.
2Πάντως, η σειρά αυτή έχει μελετηθεί και στις ασκήσεις 6.4.11 και 7.3.20.
3και στην άσκηση 2.6.3. Μάλιστα, στην άσκηση 6.4.11 βρήκαμε και την τιμή του αθροίσματος της σειράς αυτής.

Θα τήν ξαναβρούμε στο παράδειγμα 10.2.12.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 8.1. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει, τότε xn → 0.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · ·+ xn.
Αν

∑+∞
n=1 xn = s ∈ R, τότε sn → s. Επειδή ισχύει xn = sn − sn−1 για κάθε n με n ≥ 2,

συνεπάγεται xn → s− s = 0.

Παράδειγμα 8.1.7. Η σειρά
∑+∞

n=1
n

n+1 αποκλίνει διότι
n

n+1 → 1 ̸= 0.

Παράδειγμα 8.1.8. Η αρμονική σειρά
∑+∞

n=1
1
n δεν συγκλίνει. Όμως, 1

n → 0.
Το παράδειγμα αυτό δείχνει ότι δεν ισχύει το αντίστροφο της πρότασης 8.1.

Πάντως, όταν θέλουμε να δούμε αν συγκλίνει μια σειρά
∑+∞

n=1 xn το πρώτο πράγμα που κά-
νουμε είναι να ελέγξουμε αν xn → 0. Αν αυτό δεν ισχύει, τότε η σειρά δεν συγκλίνει. Αν αυτό
ισχύει, τότε συνεχίζουμε την προσπάθειά μας.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.2. Έστω ότι οι ακολουθίες (xn) και (yn) ταυτίζονται από κάποιους όρους τους και
πέρα. Τότε η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει ή αποκλίνει στο ±∞ αν και μόνο αν η σειρά

∑+∞
n=1 yn,

αντιστοίχως, συγκλίνει ή αποκλίνει στο ±∞.

Απόδειξη. Έστω ότι υπάρχουν k0,m0 ώστε να ισχύει xk0+l = ym0+l για κάθε l.
Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · ·+ xn και tn = y1 + · · ·+ yn.
Για κάθε l ισχύει

sk0+l − sk0 = xk0+1 + · · ·+ xk0+l = ym0+1 + · · ·+ ym0+l = tm0+l − tm0 .

Άρα οι ακολουθίες (sn − sk0) και (tn − tm0) ταυτίζονται από κάποιους όρους τους και πέρα.
Έστω ∑+∞

n=1 xn = s ∈ R.

Τότε sn → s, οπότε sn−sk0 → s−sk0 . Άρα tn−tm0 → s−sk0 και, επομένως, tn → s−sk0+tm0 .
Άρα ∑+∞

n=1 yn = s− sk0 + tm0 .

Αν
s ∈ R ή s = +∞ ή s = −∞,

τότε, αντιστοίχως,

s− sk0 + tm0 ∈ R ή s− sk0 + tm0 = +∞ ή s− sk0 + tm0 = −∞.

Παράδειγμα 8.1.9. Έστωm ∈ Z. Με τα σύμβολα∑+∞
n=m xn ή xm + xm+1 + · · ·+ xm+n−1 + · · ·

δηλώνουμε τη σειρά με μερικά αθροίσματα: t1 = xm, t2 = xm + xm+1 και, γενικότερα,

tn = xm + · · ·+ xm+n−1 για κάθε n.

Είναι φανερό ότι η πρόταση 8.2 εφαρμόζεται στις σειρές
∑+∞

n=m xn και
∑+∞

n=1 xn, οπότε η σειρά∑+∞
n=m xn συγκλίνει ή αποκλίνει στο±∞ αν και μόνο αν η σειρά

∑+∞
n=1 xn, αντιστοίχως, συγκλί-

νει ή αποκλίνει στο ±∞. Μάλιστα, μπορούμε να βρούμε και τη σχέση ανάμεσα στα αθροίσματα
των δύο σειρών.
Στην περίπτωσηm ≥ 2, αν

sn = x1 + · · ·+ xn,
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τότε ισχύει

tn = xm+· · ·+xm+n−1 = (x1+· · ·+xm+n−1)−(x1+· · ·+xm−1) = sm+n−1−(x1+· · ·+xm−1)

για κάθε n. Αν ∑+∞
n=1 xn = s ∈ R,

τότε sn → s, οπότε tn → s− (x1 + · · ·+ xm−1) και, επομένως,∑+∞
n=m xn = s− (x1 + · · ·+ xm−1).

Άρα ∑+∞
n=1 xn = x1 + · · ·+ xm−1 +

∑+∞
n=m xn αν m ≥ 2. (8.1)

Στην περίπτωσηm ≤ 0, ισχύει

tn = xm+ · · ·+xm+n−1 = (xm+ · · ·+x0)+(x1+ · · ·+xm+n−1) = (xm+ · · ·+x0)+sm+n−1

για κάθε n ≥ 2−m. Αν ∑+∞
n=1 xn = s ∈ R,

τότε sn → s, οπότε tn → xm + · · ·+ x0 + s και, επομένως,∑+∞
n=m xn = xm + · · ·+ x0 + s.

Άρα ∑+∞
n=m xn = xm + · · ·+ x0 +

∑+∞
n=1 xn αν m ≤ 0. (8.2)

Συνδυάζοντας τους τύπους (8.1) και (8.2), εύκολα βλέπουμε ότι, ανm, k ∈ Z καιm < k, τότε∑+∞
n=m xn = xm + · · ·+ xk−1 +

∑+∞
n=k xn αν m < k. (8.3)

Στον χειρισμό των σειρών εμφανίζεται μερικές φορές μια απλή αλλαγή μεταβλητής. Για παρά-
δειγμα, έστω η σειρά

∑+∞
n=m xn . Εισάγουμε τη νέα μεταβλητή k = n−m+ 1 και βλέπουμε ότι,

όταν ο n διατρέχει τουςm,m+ 1,m+ 2, . . . , τότε ο k διατρέχει τους 1, 2, 3, . . . . Άρα∑+∞
n=m xn =

∑+∞
k=1 xk+m−1.

Πράγματι, και οι δύο σειρές είναι η xm + xm+1 + xm+2 + · · · .

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.3. Έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει και έστω rn =
∑+∞

m=n xm για κάθε n. Τότε
rn → 0.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · · + xn. Αν
∑+∞

n=1 xn = s ∈ R, τότε
sn → s. Επειδή από την (8.1), ή και την γενικότερη (8.3), έχουμε ότι ισχύει

s = sn−1 + rn

για κάθε n, συνεπάγεται rn = s− sn−1 → s− s = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.4. Αν οι σειρές
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn έχουν άθροισμα και το
∑+∞

n=1 xn+
∑+∞

n=1 yn
δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε και η σειρά

∑+∞
n=1(xn + yn) έχει άθροισμα και∑+∞

n=1(xn + yn) =
∑+∞

n=1 xn +
∑+∞

n=1 yn.
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Απόδειξη. Έστω
∑+∞

n=1 xn = s ∈ R και
∑+∞

n=1 yn = t ∈ R. Θεωρούμε και τα μερικά αθροίσματα
sn = x1 + · · ·+ xn και tn = y1 + · · ·+ yn.
Τα μερικά αθροίσματα της σειράς

∑+∞
n=1(xn + yn) είναι τα

un = (x1 + y1) + · · ·+ (xn + yn) = (x1 + · · ·+ xn) + (y1 + · · ·+ yn) = sn + tn.

Επομένως,
un = sn + tn → s+ t.

Άρα
∑+∞

n=1(xn + yn) = s+ t =
∑+∞

n=1 xn +
∑+∞

n=1 yn.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.5. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn έχει άθροισμα και το λ
∑+∞

n=1 xn δεν είναι απροσδιόριστη
μορφή, τότε και η σειρά

∑+∞
n=1 λxn έχει άθροισμα και∑+∞

n=1 λxn = λ
∑+∞

n=1 xn.

Απόδειξη. Έστω
∑+∞

n=1 xn = s ∈ R. Θεωρούμε και τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · ·+ xn.
Τα μερικά αθροίσματα της σειράς

∑+∞
n=1 λxn είναι τα

wn = λx1 + · · ·+ λxn = λ(x1 + · · ·+ xn) = λsn.

Άρα
wn = λsn → λs

και, επομένως,
∑+∞

n=1 λxn = λs = λ
∑+∞

n=1 xn.

Μπορούμε να συνδυάσουμε τα δύο τελευταία αποτελέσματα ως εξής:∑+∞
n=1(λxn + µyn) = λ

∑+∞
n=1 xn + µ

∑+∞
n=1 yn.

Εύκολα βλέπουμε με επαγωγή ότι αυτό ισχύει για οποιεσδήποτε πεπερασμένου πλήθους σειρές.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.6. Έστω ότι ισχύει xn ≤ yn για κάθε n.
[α] Αν οι σειρές

∑+∞
n=1 xn και

∑+∞
n=1 yn έχουν άθροισμα, τότε

∑+∞
n=1 xn ≤

∑+∞
n=1 yn.

Αν, επιπλέον, υπάρχει n0 ώστε xn0 < yn0 και αν οι σειρές
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn συγκλίνουν, τότε∑+∞
n=1 xn <

∑+∞
n=1 yn. Ισοδύναμα, αν

∑+∞
n=1 xn =

∑+∞
n=1 yn και το κοινό άθροισμα είναι αριθμός,

τότε xn = yn για κάθε n.
[β] Αν

∑+∞
n=1 xn = +∞, τότε

∑+∞
n=1 yn = +∞.

[γ] Αν
∑+∞

n=1 yn = −∞, τότε
∑+∞

n=1 xn = −∞.

Απόδειξη. [α] Έστω
∑+∞

n=1 xn = s ∈ R και
∑+∞

n=1 yn = t ∈ R.
Θεωρούμε και τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · ·+ xn και tn = y1 + · · ·+ yn. Επειδή sn → s
και tn → t και επειδή ισχύει

sn = x1 + · · ·+ xn ≤ y1 + · · ·+ yn = tn

για κάθε n, συνεπάγεται s ≤ t.
Έστω, επιπλέον, xn0 < yn0 και s, t ∈ R. Τότε για κάθε n ≥ n0 ισχύει

tn − sn = (yn − xn) + · · ·+ (y1 − x1) ≥ yn0 − xn0 ,

επειδή όλες οι παρενθέσεις είναι μη-αρνητικές και ο yn0 − xn0 είναι ένας από τους όρους του
αθροίσματος. Άρα t− s ≥ yn0 − xn0 > 0.
[β] Όπως πριν, ισχύει sn ≤ tn για κάθε n. Άρα, αν sn → +∞, τότε tn → +∞.
[γ] Όπως στο [β].
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Ασκήσεις.

8.1.1. Βρείτε τα μερικά αθροίσματα των
∑+∞

n=1(−
1
2),

∑+∞
n=1(−1)n,

∑+∞
n=1 n,

∑+∞
n=1

(
1√
n
− 1√

n+1

)
,∑+∞

n=1 n
2,
∑+∞

n=1(−1)n−1n,
∑+∞

n=1(−1)n−1n2 και βρείτε τα αθροίσματά τους (αν υπάρχουν).

8.1.2. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις
∑+∞

n=1
n

2n+1 ,
∑+∞

n=1(
n

n+1)
n,

∑+∞
n=1

n
√
n,

∑+∞
n=1 n sin

1
n ,∑+∞

n=1 n log(1 +
1
n),

∑+∞
n=1

2n+3n

2n+1+3n+1 .

8.1.3. Χρησιμοποιώντας γεωμετρικές σειρές, εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις
∑+∞

n=1(
2
3)

n+2,∑+∞
n=1(

4
3)

n−3,
∑+∞

n=1(−1)n−4,
∑+∞

n=3(−
2
3)

n,
∑+∞

n=4(−3)n,
∑+∞

n=1
2

3n−1 ,
∑+∞

n=1
2n−1+3n+1−6n/2

6n

και βρείτε τα αθροίσματά τους (αν υπάρχουν).

8.1.4. Για ποιές τιμές του x συγκλίνουν οι σειρές
∑+∞

n=1
x

(1+x)n−1 ,
∑+∞

n=1
x2n

(1+x2)n−1 ,
∑+∞

n=1
1−x2n

1+x2n ;

8.1.5. 4 Βρείτε συνοπτικό τύπο για τα μερικά αθροίσματα της σειράς
∑+∞

n=1(bn − bn+1) και, βά-
σει αυτού, αποδείξτε ότι αυτή έχει άθροισμα αν και μόνο αν υπάρχει το limn→+∞ bn και ότι το
άθροισμα είναι αριθμός αν και μόνο αν το limn→+∞ bn είναι αριθμός. Αποδείξτε την εξής σχέση
ανάμεσα στο άθροισμα της σειράς και στο limn→+∞ bn :∑+∞

n=1(bn − bn+1) = b1 − limn→+∞ bn.

Βρείτε τα αθροίσματα των
∑+∞

n=1
1

n(n+1) ,
∑+∞

n=1
1

(2n−1)(2n+1) ,
∑+∞

n=1 log
n

n+1 ,
∑+∞

n=1
1

n(n+1)(n+2) ,∑+∞
n=1

√
n+1−

√
n√

n2+n
,
∑+∞

n=1(−1)n−1 2n+1
n(n+1) .

8.1.6. Βρείτε, αν υπάρχει, το άθροισμα της σειράς
∑+∞

n=1 xn, όπου x2k−1 = 1
k και x2k = − 1

k για
κάθε k.

8.1.7. Έστω x ̸= y. Αν οι σειρές
∑+∞

k=1(a2k + xa2k−1) και
∑+∞

k=1(a2k + ya2k−1) συγκλίνουν,
αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 an συγκλίνει.

8.1.8. Αποδείξτε ότι
∑+∞

n=1
x2n−1

1−x2n =

{
x/(1− x), αν |x| < 1

1/(1− x), αν |x| > 1

Αν x > 1 αποδείξτε ότι
∑+∞

n=1
2n−1

x2n−1+1
= 1

x−1 .

8.1.9. Έστω k ∈ N και xn =

{
1

n2−k2 , αν n ̸= k

0, αν n = k
Βρείτε το άθροισμα της σειράς

∑+∞
n=1 xn.

8.1.10.Μια επίπεδη νιφάδα χιονιού υφίσταται διαδοχικές αλλαγές με τον εξής τρόπο: Το αρχικό
σχήμα της είναι ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς μήκους s. Κατόπιν, από το μεσαίο ένα τρίτο κάθε
πλευράς ξεφυτρώνει ένα ισόπλευρο τρίγωνο, οπότε το νέο σχήμα της νιφάδας είναι πολυγωνικό
με 12 ισομήκεις πλευρές. Κατόπιν, από το μεσαίο ένα τρίτο κάθε πλευράς (της νέας νιφάδας) ξεφυ-
τρώνει ένα ισόπλευρο τρίγωνο, οπότε το νέο σχήμα της νιφάδας είναι πολυγωνικό με 48 ισομήκεις
πλευρές. Αν αυτή η διαδικασία συνεχιστεί επ’ άπειρον, φανταστείτε το οριακό σχήμα της νιφάδας
και υπολογίστε το μήκος της περιφέρειας και το εμβαδό της “οριακής νιφάδας”.

8.1.11. Ένα αυτοκίνητο ξεκινά από την πόλη Α και σε ευθύ δρόμο κατευθύνεται προς την πόλη
Β με σταθερή ταχύτητα v. Όλοι γνωρίζουμε ότι, αν η απόσταση των δύο πόλεων είναι d, τότε το
αυτοκίνητο θα ολοκληρώσει τη διαδρομή σε χρόνο d

v . Απαντήστε, όμως, σε κάποιον που ισχυρί-
ζεται ότι το αυτοκίνητο δεν θα φτάσει ποτέ στην πόλη Β και το δικαιολογεί ως εξής:
“Ας υποθέσουμε ότι το αυτοκίνητο καλύπτει τη μισή απόσταση και, μάλιστα, στον προβλεπόμενο
γι αυτή χρόνο. Ας υποθέσουμε, επίσης, ότι κατόπιν το αυτοκίνητο καλύπτει τη μισή από την ενα-
πομένουσα απόσταση στον προβλεπόμενο γι αυτή χρόνο. Και ούτω καθ’ εξής. Το αυτοκίνητο έχει,

4Κάθε σειρά της μορφής
∑+∞

n=1(bn − bn+1) χαρακτηρίζεται τηλεσκοπική σειρά.
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όμως, πάντοτε μπροστά του κάποια εναπομένουσα (έστω και πολύ μικρή) απόσταση μέχρι την πόλη
Β, οπότε δεν θα φτάσει ποτέ εκεί”.
Η απάντησή σας για να είναι πειστική πρέπει οπωσδήποτε να ακολουθήσει τα λογικά βήματα του
παραπάνω ισχυρισμού.

8.1.12. Σε κάθε σειρά αντιστοιχεί η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της. Αποδείξτε ότι, αντι-
στρόφως, σε κάθε ακολουθία αντιστοιχεί μια σειρά έτσι ώστε η ακολουθία αυτή να ταυτίζεται με
την ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς.

8.2 Σειρές με μη-αρνητικούς όρους.

Το θεώρημα 8.1 έχει για τις σειρές τον ίδιο ρόλο που έχει για τις ακολουθίες το θεώρημα 2.1.
Όπως το θεώρημα 2.1 εξασφαλίζει ότι οι μονότονες ακολουθίες έχουν οπωσδήποτε όριο (ενώ η
τυχούσα ακολουθία μπορεί να μην έχει όριο), έτσι και το θεώρημα 8.1 εξασφαλίζει ότι οι σειρές
με μη-αρνητικούς όρους έχουν οπωσδήποτε άθροισμα (ενώ η τυχούσα σειρά μπορεί να μην έχει
άθροισμα). Μάλιστα, όπως θα φανεί αμέσως, η απόδειξη του θεωρήματος 8.1 χρησιμοποιεί το
θεώρημα 2.1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.1. Αν ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 xn έχει άθροισμα και αυτό είναι
αριθμός ≥ 0 ή +∞. Δηλαδή, 0 ≤

∑+∞
n=1 xn ≤ +∞.

Πιο συγκεκριμένα, έστω sn = x1+· · ·+xn τα μερικά αθροίσματα της σειράς. Τότε η σειρά συγκλίνει,
αν η ακολουθία (sn) είναι άνω φραγμένη, και αποκλίνει στο+∞, αν η (sn) δεν είναι άνω φραγμένη.

Απόδειξη. Ισχύει
sn+1 = x1 + · · ·+ xn + xn+1 = sn + xn+1 ≥ sn

για κάθε n. Άρα η (sn) είναι αύξουσα και, επομένως, έχει όριο το οποίο είναι αριθμός ή +∞.
Έστω sn → s ∈ R ∪ {+∞}. Τότε

∑+∞
n=1 xn = s.

Επειδή ισχύει
sn = x1 + · · ·+ xn ≥ 0

για κάθε n, συνεπάγεται s ≥ 0.
Αν η (sn) είναι άνω φραγμένη, συνεπάγεται s ∈ R, ενώ, αν η (sn) δεν είναι άνω φραγμένη,
συνεπάγεται s = +∞.

Άρα κάθε σειρά
∑+∞

n=1 xn με μη-αρνητικούς όρους έχει άθροισμα και το άθροισμα αυτό εί-
ναι αριθμός ≥ 0 ή +∞. Επίσης, το ότι μια σειρά

∑+∞
n=1 xn με μη-αρνητικούς όρους συγκλίνει

ισοδυναμεί με
∑+∞

n=1 xn < +∞ και το ότι αποκλίνει ισοδυναμεί με
∑+∞

n=1 xn = +∞.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.7. [α] Έστω ότι ισχύει 0 ≤ xn ≤ yn για κάθε n. Τότε 0 ≤
∑+∞

n=1 xn ≤
∑+∞

n=1 yn.
Αν, επιπλέον, η σειρά

∑+∞
n=1 yn συγκλίνει, τότε και η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.

[β] Έστω ότι ισχύει xn ≥ 0 και yn > 0 για κάθε n και έστω ότι η ακολουθία (xn
yn
) συγκλίνει ή,

γενικότερα, είναι φραγμένη. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, τότε και η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει.

Απόδειξη. [α] Σύμφωνα με το θεώρημα 8.1, οι σειρές
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn έχουν άθροισμα,
οπότε από την πρόταση 8.6 συνεπάγεται

0 ≤
∑+∞

n=1 xn ≤
∑+∞

n=1 yn. (8.4)

Αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, τότε
∑+∞

n=1 yn < +∞. Από την (8.4) έχουμε
∑+∞

n=1 xn < +∞
και, επομένως, η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.

[β] Αν η ακολουθία (xn
yn
) είναι φραγμένη, υπάρχει u ώστε να ισχύει xn

yn
≤ u και, επομένως,

xn ≤ uyn (8.5)

για κάθε n. Επειδή η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, συνεπάγεται ότι και η σειρά
∑+∞

n=1 uyn συγκλίνει.
Άρα, σύμφωνα με την (8.5) και το [α], η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.
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Το αποτέλεσμα της πρότασης 8.7[β] διατυπώνεται, ισοδύναμα, ως εξής: αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn
αποκλίνει στο +∞, τότε και η σειρά

∑+∞
n=1 yn αποκλίνει στο +∞.

Αρκετές φορές εφαρμόζουμε την πρόταση 8.7[β] με τον εξής τρόπο. Αν ισχύει xn, yn > 0 για
κάθε n και xn

yn
→ ρ, όπου ο ρ είναι ένας θετικός αριθμός, δηλαδή 0 < ρ < +∞, τότε το συμπέρα-

σμα για τις δύο σειρές
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn είναι το εξής: είτε και οι δύο σειρές συγκλίνουν είτε
και οι δύο αποκλίνουν στο +∞. Πράγματι, από το xn

yn
→ ρ και το ότι ο ρ είναι αριθμός, συνεπά-

γεται ότι, αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, τότε και η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει. Αλλά και από το
yn
xn

→ 1
ρ και το ότι ο

1
ρ είναι αριθμός, συνεπάγεται ότι, αν η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει, τότε και η

σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει.
Αν ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n και xn

yn
→ 0, συμπεραίνουμε, σύμφωνα πάντα με την πρόταση

8.7[β], ότι αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, τότε και η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει. Το αντίστροφο,
όμως, δεν ισχύει γενικά.

Παράδειγμα 8.2.1. Ισχύει 1/n2

1/n → 0,
∑+∞

n=1
1
n2 < +∞ και

∑+∞
n=1

1
n = +∞.

Βέβαια, αν ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n και xn
yn

→ +∞, συμπεραίνουμε ότι αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn

συγκλίνει, τότε και η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει. Και πάλι αυτό προκύπτει από το
yn
xn

→ 0 και την
πρόταση 8.7[β].

Μια τελευταία παρατήρηση έχει να κάνει με τον τρόπο που εφαρμόζεται πολλές φορές η “σύ-
γκριση” σειρών στο πλαίσιο της πρότασης 8.7. Αν έχουμε μια σειρά με περίπλοκους προσθετέους,
προσπαθούμε να τη συγκρίνουμε με μια σειρά με απλούστερους προσθετέους ώστε να είναι πιο
εύκολο να αποφανθούμε για τη σύγκλιση ή απόκλιση αυτής της απλούστερης σειράς. Η μετάβαση
από τους περίπλοκους στους απλούστερους προσθετέους γίνεται πολλές φορές με την αναγνώριση
“κύριων όρων” όπως θα φανεί στα επόμενα παραδείγματα. Μεγάλη βοήθεια στην αναγνώριση κύ-
ριων όρων παρέχει η καλή κατανόηση της ιεράρχησης τάξεων μεγέθους καθώς και η κατανόηση
διαφόρων οριακών συμπεριφορών.

Παράδειγμα 8.2.2. Θεωρούμε τη σειρά
∑+∞

n=1
2n+3

3n−1+n
.

Οι κύριοι όροι στον αριθμητή και τον παρονομαστή του 2n+3
3n−1+n

είναι προφανώς οι 2n και 3n−1,
αντιστοίχως. Οπότε γράφουμε

2n+3
3n−1+n

= 2n

3n−1
1+3·2−n

1+n3−n+1

για κάθε n, κατόπιν βλέπουμε ότι 1+3·2−n

1+n3−n+1 → 1 και, επομένως,

( 2n+3
3n−1+n

)/( 2n

3n−1 ) → 1.

Τώρα συγκρίνουμε την αρχική σειρά με τη σειρά
∑+∞

n=1
2n

3n−1 = 2
∑+∞

n=1(
2
3)

n−1. Επειδή αυτή η
τελευταία σειρά συγκλίνει, συνεπάγεται ότι και η αρχική σειρά συγκλίνει.

Παράδειγμα 8.2.3. Έστω η σειρά
∑+∞

n=1
2n3+3n+5

n4+5n2+n+7
.

Τώρα, οι κύριοι όροι στον αριθμητή και στον παρονομαστή του 2n3+3n+5
n4+5n2+n+7

είναι οι 2n3 και n4,
αντιστοίχως. Τότε γράφουμε

2n3+3n+5
n4+5n2+n+7

= 2n3

n4
1+(3/2)n−2+(5/2)n−3

1+5n−2+n−3+7n−4 ,

κατόπιν βλέπουμε ότι 1+(3/2)n−2+(5/2)n−3

1+5n−2+n−3+7n−4 → 1 και, επομένως,

( 2n3+3n+5
n4+5n2+n+7

)/(2n
3

n4 ) → 1.

Επειδή 1 > 0 και
∑+∞

n=1
2n3

n4 = 2
∑+∞

n=1
1
n = +∞, συνεπάγεται

∑+∞
n=1

2n3+3n+5
n4+5n2+n+7

= +∞.
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Παράδειγμα 8.2.4. Έστω η σειρά
∑+∞

n=1 sin
1
n .

Γνωρίζουμε το όριο
limx→0

sinx
x = 1.

Άρα θα συγκρίνουμε τη σειρά που έχουμε με τη σειρά
∑+∞

n=1
1
n . Επειδή

sin(1/n)
1/n → 1,

επειδή 1 > 0 και επειδή
∑+∞

n=1
1
n = +∞, συνεπάγεται

∑+∞
n=1 sin

1
n = +∞.

Παράδειγμα 8.2.5. Έστω η σειρά
∑+∞

n=1
n3

2n .
Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε a με 1 < a < 2. Τότε η τάξη μεγέθους της (an) είναι ανάμεσα στην
τάξη μεγέθους της (n3) και στην τάξη μεγέθους της 2n, διότι n3

an → 0 και an

2n = (a2 )
n → 0. Και

έχουμε (
n3

2n

)/(
an

2n

)
= n3

an → 0.

Τώρα, επειδή η γεωμετρική σειρά
∑+∞

n=1
an

2n =
∑+∞

n=1(
a
2 )

n συγκλίνει, συνεπάγεται ότι και η σειρά∑+∞
n=1

n3

2n συγκλίνει.

Παράδειγμα 8.2.6. Αν ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n, συνεπάγεται ότι ισχύει x1+· · ·+xm ≤
∑+∞

n=1 xn
για κάθεm.
Πρώτη απόδειξη: Έστω

∑+∞
n=1 xn = s ∈ R. Αν sn = x1 + · · · + xn είναι τα μερικά αθροίσματα

της σειράς, τότε sn → s. Επειδή η ακολουθία (sn) είναι αύξουσα, ισχύει sm ≤ s για κάθεm.
Δεύτερη απόδειξη: Θεωρούμε τη σειρά

∑+∞
n=1 an, όπου ορίζουμε

an =

{
xn, αν 1 ≤ n ≤ m

0, αν n ≥ m+ 1

Τότε ισχύει 0 ≤ an ≤ xn για κάθε n, οπότε∑+∞
n=1 an ≤

∑+∞
n=1 xn.

Όμως,∑+∞
n=1 an = a1 + · · ·+ am +

∑+∞
n=m+1 an = x1 + · · ·+ xm +

∑+∞
n=m+1 0 = x1 + · · ·+ xm.

Αξίζει να αποδείξουμε το εξής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.8. Ο e είναι άρρητος.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε την ισότητα

e = 1 +
∑+∞

n=1
1
n! (8.6)

από το παράδειγμα 8.1.5.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι e ∈ Q και, συγκεκριμένα, έστω e = l

k , όπου l, k ∈ N.
Από την (8.6) έχουμε

(k − 1)! l = k! e = k! + k!
1! + · · ·+ k!

k! + k!
∑+∞

n=k+1
1
n! .

Καθένας από τους (k − 1)! l, k!, k!
1! , . . . ,

k!
k! είναι ακέραιος, οπότε και ο αριθμός

A = k!
∑+∞

n=k+1
1
n! =

∑+∞
n=k+1

k!
n!

πρέπει να είναι ακέραιος. Όμως,

0 < A =
∑+∞

n=k+1
1

(k+1)···n <
∑+∞

n=k+1
1

(k+1)n−k =
∑+∞

n=1
1

(k+1)n = 1
k+1

1
1−(1/(k+1)) =

1
k ≤ 1

και καταλήγουμε σε άτοπο.
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8.2.1 Σειρές με φθίνοντες μη-αρνητικούς όρους.

Στις επόμενες δύο προτάσεις θα δούμε δύο κριτήρια σύγκλισης για σειρές με φθίνοντες μη-
αρνητικούς όρους.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ. 5 Έστω φθίνουσα ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει xn ≥ 0 για
κάθε n. Έστω ότι υπάρχει f : [1,+∞) → R φθίνουσα στο [1,+∞) ώστε να ισχύει f(n) = xn για
κάθε n. Τότε υπάρχει το limt→+∞

∫ t
1 f(u) du, η τιμή του είναι αριθμός ≥ 0 ή +∞ και

(i)
∑+∞

n=1 xn < +∞ αν και μόνο αν limt→+∞
∫ t
1 f(u) du < +∞,

(ii)
∑+∞

n=1 xn = +∞ αν και μόνο αν limt→+∞
∫ t
1 f(u) du = +∞.

Επίσης, ισχύει ∫ n+1
1 f(u) du ≤ x1 + · · ·+ xn ≤ x1 +

∫ n
1 f(u) du για κάθε n

και
limt→+∞

∫ t
1 f(u) du ≤

∑+∞
n=1 xn ≤ x1 + limt→+∞

∫ t
1 f(u) du.

Δείτε το σχήμα 33.

Απόδειξη. Η σειρά
∑+∞

n=1 xn έχει μη-αρνητικούς όρους, οπότε έχει άθροισμα, το οποίο είναι μη-
αρνητικός αριθμός ή +∞. Έστω ∑+∞

n=1 xn = s,

οπότε
0 ≤ s ≤ +∞.

Αν sn = x1 + · · ·+ xn είναι τα μερικά αθροίσματα της σειράς, τότε

sn → s. (8.7)

Επειδή η f είναι μονότονη, είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του
[1,+∞), οπότε ορίζεται το αόριστο ολοκλήρωμα

F (t) =
∫ t
1 f(u) du για t ∈ [1,+∞).

5Σχετικά με το κριτήριο ολοκληρώματος, οι τεχνικές έχουν ήδη αναπτυχθεί στις ασκήσεις 6.4.11 και 7.3.20.
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Έστω t ≥ 1 και n ≥ t. Επειδή η f είναι φθίνουσα, είναι f(t) ≥ f(n) = xn ≥ 0. Άρα ισχύει

f(t) ≥ 0 για κάθε t ≥ 1. (8.8)

Άρα, αν 1 ≤ t′ < t′′, τότε, λόγω της (8.8), είναι
∫ t′′

t′ f(u) du ≥ 0 και, επομένως,

F (t′′) =
∫ t′′

1 f(u) du =
∫ t′

1 f(u) du+
∫ t′′

t′ f(u) du ≥
∫ t′

1 f(u) du = F (t′).

Άρα η F είναι αύξουσα συνάρτηση στο [1,+∞), οπότε υπάρχει το όριο

l = limt→+∞ F (t) = limt→+∞
∫ t
1 f(u) du (8.9)

και η τιμή του είναι αριθμός ή +∞. Πάλι λόγω της (8.8) ισχύει F (t) =
∫ t
1 f(u) du ≥ 0 για κάθε

t ≥ 1, οπότε είναι l ≥ 0. Δηλαδή
0 ≤ l ≤ +∞.

Για κάθε k ∈ N ισχύει

f(k + 1) ≤ f(u) ≤ f(k) για k ≤ u ≤ k + 1,

οπότε
f(k + 1) =

∫ k+1
k f(k + 1) du ≤

∫ k+1
k f(u) du ≤

∫ k+1
k f(k) du = f(k)

και, επειδή f(k) = xk και f(k + 1) = xk+1, είναι

xk+1 ≤
∫ k+1
k f(u) du ≤ xk. (8.10)

Προσθέτουμε τις αριστερές ανισότητες (8.10) για k = 1, . . . , n − 1 και τις δεξιές ανισότητες
(8.10) για k = 1, . . . , n και βρίσκουμε

x2 + · · ·+ xn ≤
∫ n
1 f(u) du και

∫ n+1
1 f(u) du ≤ x1 + · · ·+ xn,

αντιστοίχως. Επειδή sn = x1 + x2 + · · ·+ xn, συνεπάγεται∫ n+1
1 f(u) du ≤ sn ≤ x1 +

∫ n
1 f(u) du.

Άρα, από τα όρια (8.7) και (8.9) συνεπάγεται

l ≤ s ≤ x1 + l.

Τα (i), (ii) είναι άμεσες συνέπειες της τελευταίας ανισότητας.

Είναι γνωστή από απλά μαθήματα απειροστικού λογισμού η έννοια του γενικευμένου ολοκλη-
ρώματος: ∫ +∞

1 f(u) du = limt→+∞
∫ t
1 f(u) du.

Τα γενικευμένα ολοκληρώματα θα μελετηθούν διεξοδικά, αργότερα, στο κεφάλαιο 12. Πάντως,
μπορούμε εδώ να γράψουμε την τελευταία διπλή ανισότητα του κριτηρίου ολοκληρώματος στη
μορφή ∫ +∞

1 f(u) du ≤
∑+∞

n=1 xn ≤ x1 +
∫ +∞
1 f(u) du

και να διατυπώσουμε το κεντρικό συμπέρασμα ως εξής: η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει αν και μόνο
αν το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫ +∞
1 f(u) du συγκλίνει.

Υπάρχει και μια παραλλαγή του κριτηρίου ολοκληρώματος η οποία αναφέρεται σε σειρές
των οποίων ο δείκτης αρχίζει από τον ακέραιο k αντί από τον 1. Θα περιοριστούμε στο να τήν
διατυπώσουμε. Η απόδειξη είναι εντελώς όμοια με την απόδειξη που ήδη κάναμε.
Έστω φθίνουσα ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n ≥ k. Έστω ότι υπάρχει f :

311



[k,+∞) → R φθίνουσα στο [k,+∞) ώστε να ισχύει f(n) = xn για κάθε n ≥ k. Τότε υπάρχει το
limt→+∞

∫ t
k f(u) du, η τιμή του είναι αριθμός ≥ 0 ή +∞ και

(i)
∑+∞

n=k xn < +∞ αν και μόνο αν limt→+∞
∫ t
k f(u) du < +∞,

(ii)
∑+∞

n=k xn = +∞ αν και μόνο αν limt→+∞
∫ t
k f(u) du = +∞.

Επίσης, ισχύει∫ n+1
k f(u) du ≤ xk + · · ·+ xn ≤ xk +

∫ n
k f(u) du για κάθε n ≥ k

και
limt→+∞

∫ t
k f(u) du ≤

∑+∞
n=k xn ≤ xk + limt→+∞

∫ t
k f(u) du.

Η τελευταία διπλή ανισότητα γράφεται και στη μορφή∫ +∞
k f(u) du ≤

∑+∞
n=k xn ≤ xk +

∫ +∞
k f(u) du.

Παράδειγμα 8.2.7. Θα μελετήσουμε τις πολύ σημαντικές σειρές
∑+∞

n=1
1
np . Οι σειρές αυτές είναι

σημαντικές και διότι χρησιμεύουν ως “πρότυπα σύγκρισης” για πολλές άλλες σειρές.6

Η σειρά
∑+∞

n=1
1
np έχει μη-αρνητικούς όρους, οπότε έχει άθροισμα το οποίο είναι μη-αρνητικός

αριθμός ή +∞.
Αν p ≤ 0, τότε ισχύει 1

np ≥ 1 για κάθε n, οπότε
∑+∞

n=1
1
np ≥

∑+∞
n=1 1 = +∞.

Έστω p > 0. Τότε η ακολουθία ( 1
np ) είναι φθίνουσα και έχει θετικούς όρους.

Θεωρούμε τη συνάρτηση 1
up , η οποία είναι φθίνουσα στο [1,+∞) και, προφανώς, οι τιμές της

στους φυσικούς ταυτίζονται με τους αντίστοιχους όρους της σειράς
∑+∞

n=1
1
np .

Τώρα, είναι ∫ t
1

1
up du = t1−p−1

1−p αν p ̸= 1 και
∫ t
1

1
u du = log t.

Επομένως,

limt→+∞
∫ t
1

1
up du =

{
1/(p− 1) < +∞, αν p > 1

+∞, αν 0 < p ≤ 1

Άρα, συμπεριλαμβάνοντας και την περίπτωση p ≤ 0, έχουμε ότι

∑+∞
n=1

1
np

{
< +∞, αν p > 1

= +∞, αν p ≤ 1

Ειδικώτερα, όπως έχουμε ήδη δει, η αρμονική σειρά
∑+∞

n=1
1
n αποκλίνει στο +∞ ενώ η σειρά∑+∞

n=1
1
n2 συγκλίνει.

Επιπλέον, έχουμε και τις χρήσιμες εκτιμήσεις
1

p−1 ≤
∑+∞

n=1
1
np ≤ 1 + 1

p−1 αν p > 1,

log(n+ 1) ≤ 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n ≤ 1 + logn για κάθε n,
(n+1)1−p−1

1−p ≤ 1 + 1
2p + · · ·+ 1

np ≤ 1 + n1−p−1
1−p για κάθε n αν 0 ≤ p < 1.

Παρατηρήστε, σε σχέση με την πρόταση 8.1, ότι για κάθε p με 0 < p ≤ 1, η σειρά
∑+∞

n=1
1
np είναι

παράδειγμα σειράς
∑+∞

n=1 xn η οποία δεν συγκλίνει αλλά για την οποία ισχύει xn → 0.

Παράδειγμα 8.2.8. Για να μελετήσουμε τη σύγκλιση της σειράς
∑+∞

n=1

√
n+1

2n2+3
, γράφουμε

√
n+1

2n2+3
= 1

n3/2
1+n−1/2

2+3n−2 ,

οπότε (√n+1
2n2+3

)/(
1

n3/2

)
→ 1

2 .

Η σειρά
∑+∞

n=1
1

n3/2 συγκλίνει, οπότε και η σειρά
∑+∞

n=1

√
n+1

2n2+3
συγκλίνει.

6Η μελέτη αυτών των σειρών μέσω ολοκληρωμάτων έχει ήδη γίνει στις ασκήσεις 6.4.11 και 7.3.20.
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Παράδειγμα 8.2.9. Θεωρούμε τη σειρά
∑+∞

n=1 log(1 +
1√
n
).

Η σειρά
∑+∞

n=1
1√
n
αποκλίνει στο +∞, οπότε, λόγω του ορίου

log(1+(1/
√
n))

1/
√
n

→ 1,

το οποίο προκύπτει από το limx→0
log(1+x)

x = 1, συνεπάγεται ότι και η σειρά
∑+∞

n=1 log(1 +
1√
n
)

αποκλίνει στο +∞.

ΚΡΙΤΗΡΙΟΣΥΜΠΥΚΝΩΣΗΣΤΟΥCAUCHY. Έστω φθίνουσα ακολουθία (xn)ώστε να ισχύει
xn ≥ 0 για κάθε n. Τότε
(i)

∑+∞
n=1 xn < +∞ αν και μόνο αν

∑+∞
k=0 2

kx2k < +∞,
(ii)

∑+∞
n=1 xn = +∞ αν και μόνο αν

∑+∞
k=0 2

kx2k = +∞.

Απόδειξη. Οι
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

k=0 2
kx2k έχουν άθροισμα, αφού είναι σειρές με μη-αρνητικούς

όρους. Έστω ∑+∞
n=1 xn = s,

∑+∞
k=0 2

kx2k = t.

Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = x1+ · · ·+xn και tk = x1+2x2+4x4+ · · ·+2k−1x2k−1

των δύο σειρών. Τότε
sn → s, tk → t (8.11)

και, επίσης, ισχύει
sn ≤ s, tk ≤ t (8.12)

για κάθε n και κάθε k.
Έστω n ∈ N. Τότε υπάρχει k0 ∈ Z, k0 ≥ 0 ώστε 2k0 ≤ n < 2k0+1. Επειδή η (xn) είναι φθίνουσα
και λόγω της δεύτερης ανισότητας (8.12), είναι

sn = x1 + · · ·+ xn

= x1 + (x2 + x3) + (x4 + x5 + x6 + x7) + · · ·
+ (x2k0−1 + · · ·+ x2k0−1) + (x2k0 + · · ·+ xn)

≤ x1 + 2x2 + 4x4 + · · ·+ 2k0−1x2k0−1 + 2k0x2k0 = tk0+1 ≤ t.

Άρα για κάθε n ισχύει sn ≤ t, οπότε λόγω του πρώτου ορίου (8.11), είναι s ≤ t.
Επίσης, πάλι επειδή η (xn) είναι φθίνουσα και λόγω της πρώτης ανισότητας (8.12), είναι

tk = x1 + 2x2 + 4x4 + · · ·+ 2k−1x2k−1

≤ 2x1 + 2x2 + 2(x3 + x4) + · · ·+ 2(x2k−2+1 + · · ·+ x2k−1)

= 2(x1 + x2 + · · ·+ x2k−1) = 2s2k−1 ≤ 2s.

Άρα για κάθε k ∈ N ισχύει tk ≤ 2s, οπότε λόγω του δεύτερου ορίου (8.11), είναι t ≤ 2s.
Άρα s ≤ t ≤ 2s, οπότε τα s και t είναι είτε και τα δύο αριθμοί είτε και τα δύο +∞.

Παράδειγμα 8.2.10. Θα ξαναδούμε τις σειρές
∑+∞

n=1
1
np .

Αν p ≤ 0, τότε
∑+∞

n=1
1
np ≥

∑+∞
n=1 1 = +∞.

Τώρα έστω p > 0, οπότε η ακολουθία ( 1
np ) είναι φθίνουσα με μη-αρνητικούς όρους.

Εξετάζουμε τη σειρά ∑+∞
k=0 2

k 1
(2k)p

=
∑+∞

k=0(
1

2p−1 )
k.

Η σειρά αυτή είναι γεωμετρική με λόγο 1
2p−1 , οπότε συγκλίνει, αν 1

2p−1 < 1, και αποκλίνει στο
+∞, αν 1

2p−1 ≥ 1.
Άρα η σειρά

∑+∞
n=1

1
np συγκλίνει, αν p > 1, και αποκλίνει στο +∞, αν p ≤ 1.
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8.2.2 p-αδικά αναπτύγματα.

Έστω p ∈ N, p ≥ 2. Στο παράδειγμα 2.4.6 αποδείξαμε ότι σε κάθε x ∈ [0, 1) αντιστοιχεί η
ακολουθία (xn) των p-αδικών ψηφίων του x με τις εξής ιδιότητες. Κάθε xn είναι ένας από τους
ακεραίους 0, 1, . . . p−1 και η ακολουθία (xn) δεν είναι τελικά σταθερή p−1 και, αν σχηματίσουμε
τα αθροίσματα

sn = x1
p + x2

p2
+ · · ·+ xn

pn , tn = x1
p + x2

p2
+ · · ·+ xn

pn + 1
pn

για κάθε n, τότε ισχύει

sn ≤ x < tn για κάθε n, sn → x, tn → x.

Τώρα κάνουμε την απλή παρατήρηση ότι τα αθροίσματα sn είναι ακριβώς τα μερικά αθροί-
σματα της σειράς ∑+∞

n=1
xn
pn .

Επομένως, μπορούμε να πούμε ότι η σχέση sn → x γράφεται, ισοδύναμα,∑+∞
n=1

xn
pn = x.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.2. Γενικά, χωρίς αναφορά σε κάποιον x, μια ακολουθία (xn) χαρακτηρίζεται ακο-
λουθία p-αδικώνψηφίων αν κάθε xn είναι ένας από τους ακεραίους 0, 1, . . . p−1 και η ακολουθία
(xn) δεν είναι τελικά σταθερή p− 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.9. Έστω p ∈ N, p ≥ 2.
[α] Έστω ακολουθία p-αδικών ψηφίων (xn). Τότε η σειρά

∑+∞
n=1

xn
pn συγκλίνει και το άθροισμά της

είναι αριθμός στο διάστημα [0, 1).
[β] Για κάθε x ∈ [0, 1) υπάρχει μοναδική ακολουθία p-αδικών ψηφίων (xn) ώστε

∑+∞
n=1

xn
pn = x.

Απόδειξη. [α] Η σειρά
∑+∞

n=1
xn
pn έχει μη-αρνητικούς όρους, οπότε έχει άθροισμα. Έστω

x =
∑+∞

n=1
xn
pn .

Επειδή ισχύει 0 ≤ xn ≤ p − 1 για κάθε n και, επιπλέον, επειδή ισχύει η γνήσια ανισότητα
xn < p− 1 για τουλάχιστον έναν n, από την πρόταση 8.6[α] συνεπάγεται

0 ≤ x =
∑+∞

n=1
xn
pn <

∑+∞
n=1

p−1
pn = 1.

Για την τελευταία ισότητα, χρησιμοποιούμε τον τύπο για το άθροισμα γεωμετρικής σειράς ως εξής:∑+∞
n=1

p−1
pn = p−1

p

∑+∞
n=1(

1
p)

n−1 = p−1
p

1
1−(1/p) = 1.

[β] Έστω 0 ≤ x < 1. Έχουμε ήδη αποδείξει, στο παράδειγμα 2.4.6, ότι υπάρχει ακολουθία p-
αδικών ψηφίων (xn) ώστε

∑+∞
n=1

xn
pn = x. Θα αποδείξουμε ότι αυτή είναι μοναδική.

Αρχικά θυμόμαστε ότι η ακολουθία (xn) έχει πρώτο όρο x1 = [px] και οι επόμενοι όροι της
ικανοποιούν τον αναδρομικό τύπο

xn+1 = [pn+1x− pnx1 − · · · − pxn] για κάθε n.

Τώρα, έστω οποιαδήποτε ακολουθία p-αδικών ψηφίων (yn) ώστε∑+∞
n=1

yn
pn = x. (8.13)

Από την (8.13) συνεπάγεται
px = y1 +

∑+∞
n=2

yn
pn−1 . (8.14)
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Επειδή ισχύει 0 ≤ yn ≤ p − 1 για κάθε n ≥ 2 και, επιπλέον, επειδή ισχύει η γνήσια ανισότητα
yn < p− 1 για τουλάχιστον έναν n ≥ 2, από την πρόταση 8.6[α] συνεπάγεται

0 ≤
∑+∞

n=2
yn

pn−1 <
∑+∞

n=2
p−1
pn−1 = 1. (8.15)

Από τις (8.14) και (8.15) συνεπάγεται

y1 ≤ px < y1 + 1

και, επειδή ο y1 είναι ακέραιος, έχουμε y1 = [px].
Κατόπιν, έστωm ∈ N. Από την (8.13) συνεπάγεται

x =
∑m+1

n=1
yn
pn +

∑+∞
n=m+2

yn
pn

και, πολλαπλασιάζοντας με τον pm+1,

pm+1x = pmy1 + · · ·+ pym + ym+1 +
∑+∞

n=m+2
yn

pn−m−1

ή, ισοδύναμα,
pm+1x− pmy1 − · · · − pym = ym+1 +

∑+∞
n=m+2

yn
pn−m−1 . (8.16)

Και πάλι, επειδή ισχύει 0 ≤ yn ≤ p− 1 για κάθε n ≥ m+2 και επειδή ισχύει η γνήσια ανισότητα
yn < p− 1 για τουλάχιστον έναν n ≥ m+ 2, από την πρόταση 8.6[α] συνεπάγεται

0 ≤
∑+∞

n=m+2
yn

pn−m−1 <
∑+∞

n=m+2
p−1

pn−m−1 = 1. (8.17)

Από τις (8.16) και (8.17) συνεπάγεται

ym+1 ≤ pm+1x− pmy1 − · · · − pym < ym+1 + 1

και, επειδή ο ym+1 είναι ακέραιος, έχουμε

ym+1 = [pm+1x− pmy1 − · · · − pym].

Αλλάζοντας, απλώς, το σύμβολο του δείκτη από m σε n, διατυπώνουμε το αποτέλεσμά μας ως
εξής: οποιαδήποτε ακολουθία p-αδικών ψηφίων (yn) με την ιδιότητα

∑+∞
n=1

yn
pn = x έχει πρώτο

όρο y1 = [px] και οι επόμενοι όροι της ικανοποιούν τον αναδρομικό τύπο

yn+1 = [pn+1x− pny1 − · · · − pyn] για κάθε n.

Παρατηρήστε ότι αυτός ο αναδρομικός τύπος είναι ο ίδιος με τον αναδρομικό τύπο που ικανο-
ποιούν οι όροι της αρχικής (xn).
Συγκρίνοντας, τώρα, την αρχική ακολουθία (xn) και την οποιαδήποτε άλλη (yn), βλέπουμε αμέ-
σως ότι ταυτίζονται: είναι σαφές ότι έχουν τους ίδιους πρώτους όρους y1 = x1 = [px] και, βάσει
του (κοινού) αναδρομικού τύπου, έχουν τους ίδιους δεύτερους όρους και κατόπιν έχουν τους ίδιους
τρίτους όρους και, επαγωγικά, έχουν τους ίδιους n-οστούς όρους για κάθε n.
Άρα η ακολουθία p-αδικών ψηφίων (xn) που γνωρίζουμε από το παράδειγμα 2.4.6 είναι η μονα-
δική ακολουθία p-αδικών ψηφίων (xn) ώστε

∑+∞
n=1

xn
pn = x.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.3. Αν η (xn) είναι η ακολουθία των p-αδικών ψηφίων του x ∈ [0, 1), η σειρά∑+∞
n=1

xn
pn ονομάζεται p-αδικό ανάπτυγμα του x και συνήθως αντικαθιστούμε αυτήν τη σειρά με

το σύμβολο ⟨0.x1x2x3 . . . ⟩p, οπότε γράφουμε

x = ⟨0.x1x2x3 . . . ⟩p.

Στην περίπτωση p = 10 χρησιμοποιούμε, παραδοσιακά, το απλούστερο σύμβολο x = 0.x1x2x3 . . .
αντί του x = ⟨0.x1x2x3 . . . ⟩10.
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Παρατηρήστε ότι η πρόταση 8.9 λέει ότι υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στους
αριθμούς στο [0, 1) και στις ακολουθίες p-αδικών ψηφίων ή, ισοδύναμα, ανάμεσα στους αριθμούς
στο [0, 1) και στα p-αδικά αναπτύγματα ⟨0.x1x2x3 . . . ⟩p.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.4. Το p-αδικό ανάπτυγμα ⟨0.x1x2x3 . . . ⟩p χαρακτηρίζεται περιοδικό αν υπάρχουν
m0, k0 ώστε να ισχύει xn+k0 = xn για κάθε n ≥ m0. Αυτό σημαίνει ότι αμέσως μετά από το τμήμα
xm0xm0+1 . . . xm0+k0−1 του p-αδικού αναπτύγματος ακολουθεί το ίδιο τμήμα και αμέσως μετά
από αυτό ακολουθεί το ίδιο τμήμα και ούτω καθ’ εξής. Δηλαδή, το p-αδικό ανάπτυγμα έχει τη μορφή

⟨0.x1 . . . xm0−1 xm0 . . . xm0+k0−1 xm0 . . . xm0+k0−1 xm0 . . . xm0+k0−1 . . . ⟩p.

Χρησιμοποιούμε και τη συντομογραφία ⟨0.x1 . . . xm0−1 xm0 . . . xm0+k0−1 ⟩p.

Η πρόταση 8.10 στην περίπτωση p = 10, δηλαδή για τα δεκαδικά αναπτύγματα, είναι γνωστή
από το δημοτικό σχολείο - χωρίς απόδειξη, φυσικά!

Επισημαίνουμε ότι, εκτός από τους αριθμούς στο [0, 1), και οι φυσικοί αριθμοί έχουν p-αδικά
αναπτύγματα. Αυτό το ζήτημα εντάσσεται στο πλαίσιο της στοιχειώδους αριθμητικής.7

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.10. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και x ∈ [0, 1). Τότε ο x είναι ρητός αν και μόνο αν το
p-αδικό του ανάπτυγμα είναι περιοδικό.

Απόδειξη. Έστω x = ⟨0, x1 . . . xm0−1xm0 . . . xm0+k0−1 ⟩p.
Τότε

x = x1
p + · · ·+ xm0−1

pm0−1 +
(xm0
pm0 + · · ·+ xm0+k0−1

pm0+k0−1

)(
1 + 1

pk0
+ 1

p2k0
+ · · ·

)
= x1

p + · · ·+ xm0−1

pm0−1 +
(xm0
pm0 + · · ·+ xm0+k0−1

pm0+k0−1

)
1

1−(1/pk0 )

=
x1pm0−2+···+xm0−1

pm0−1 +
xm0p

k0−1+···+xm0+k0−1

pm0−1(pk0−1) ,

οπότε είναι φανερό ότι ο x είναι ρητός.
Αντιστρόφως, έστω ότι ο x ∈ [0, 1) είναι ρητός, δηλαδή x = a

b , όπου a, b ∈ Z, 0 ≤ a < b.
Γράφουμε p = p1

n1 · · · prnr , όπου p1, . . . , pr είναι οι πρώτοι παράγοντες του p και n1, . . . , nr ∈
N. Ομοίως, γράφουμε b = p1

l1 · · · prlrb′, όπου l1, . . . , lr ∈ Z, l1, . . . , lr ≥ 0 (αν κάποιος pj δεν
είναι πρώτος παράγων του b, τότε ο αντίστοιχος lj είναι 0) και ο b′ ∈ N είναι σχετικά πρώτος με
τον p.
Θεωρούμε οποιονδήποτεm0 ∈ N ώστε να ισχύει (m0 − 1)nj ≥ lj για κάθε j = 1, . . . , r.
Ορίζουμε vj = (m0 − 1)nj − lj , οπότε vj ∈ Z, vj ≥ 0. Τότε

x = a
b = a

p1l1 ···prlr b′
= ap1v1 ···prvr

(p1n1 ···prnr )m0−1b′
= a′

pm0−1b′
,

όπου a′ ∈ Z, a′ ≥ 0.
Τώρα, διαιρούμε τους p, p2, p3, . . . με τον b′. Τα πιθανά υπόλοιπα αυτών των διαιρέσεων, δηλαδή
οι 0, . . . , b′ − 1, είναι πεπερασμένα αλλά οι αριθμοί είναι άπειροι, οπότε τουλάχιστον δύο από
αυτούς θα δώσουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν με τον b′. Δηλαδή, υπάρχουν t, s ∈ N, t < s
ώστε pt = qtb

′ + z και ps = qsb
′ + z, όπου qt, qs ∈ Z και z ∈ {0, . . . , b′ − 1}. Συνεπάγεται

pt(ps−t − 1) = ps − pt = (qs − qt)b
′, οπότε ο b′ διαιρεί τον pt(ps−t − 1). Επειδή οι b′, p είναι

σχετικά πρώτοι, ο b′ διαιρεί τον ps−t − 1, οπότε υπάρχει b′′ ∈ N ώστε b′b′′ = ps−t − 1. Ορίζουμε
τον k0 = s− t ∈ N και έχουμε ότι b′b′′ = pk0 − 1 και, επομένως,

x = a′b′′

pm0−1b′b′′
= a′′

pm0−1(pk0−1) ,

όπου a′′ = a′b′′ ∈ Z και 0 ≤ a′′ < pm0−1(pk0 − 1). Το τελευταίο ισχύει διότι 0 ≤ x < 1.
Κατόπιν, εκτελούμε τη διαίρεση του a′′ με τον pk0 − 1, οπότε

a′′ = w(pk0 − 1) + u,

7Δείτε την άσκηση 8.2.30.
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όπου w ∈ Z, 0 ≤ w < pm0−1 και u ∈ {0, . . . , pk0 − 2}.
Τέλος, γράφουμε τα p-αδικά αναπτύγματα (δείτε την άσκηση 8.2.30) των w, u στη μορφή

w = x1p
m0−2 + · · ·+ xm0−1, u = xm0p

k0−1 + · · ·+ xm0+k0−1

και παρατηρούμε ότι οι xm0 , . . . , xm0+k0−1 δεν είναι όλοι ίσοι με p − 1, διότι αλλιώς θα ήταν
u = (p− 1)pk0−1 + · · ·+ (p− 1)p+ (p− 1) = pk0 − 1. Συμπεραίνουμε ότι

x = w(pk0−1)+u

pm0−1(pk0−1) =
w

pm0−1 + u
pm0−1(pk0−1) =

x1pm0−2+···+xm0−1

pm0−1 +
xm0p

k0−1+···+xm0+k0−1

pm0−1(pk0−1)

= x1
p + · · ·+ xm0−1

pm0−1 +
(xm0
pm0 + · · ·+ xm0+k0−1

pm0+k0−1

)
1

1− 1

pk0

= x1
p + · · ·+ xm0−1

pm0−1 +
(xm0
pm0 + · · ·+ xm0+k0−1

pm0+k0−1

)(
1 + 1

pk0
+ 1

p2k0
+ · · ·

)
= ⟨x1 . . . xm0−1xm0 . . . xm0+k0−1 ⟩p.

Άρα ο x έχει περιοδικό p-αδικό ανάπτυγμα.

Ασκήσεις.

8.2.1. Χρησιμοποιώντας τη σειρά
∑+∞

n=1
1

n(n+1) από την άσκηση 8.1.5, αποδείξτε ότι η σειρά∑+∞
n=1

1
n2 συγκλίνει.

8.2.2. Συγκρίνοντας με απλούστερες σειρές, μελετήστε ως προς τη σύγκλιση τις
∑+∞

n=1
n2+3n+1
n4−n2+4

,∑+∞
n=1

n
√
n+2n+1
2n2+1

,
∑+∞

n=1
1

n n
√
n
,
∑+∞

n=1
1√

n(n+1)(n+2)
,
∑+∞

n=1 log(1 + 1
n2 ),

∑+∞
n=1(

√
1 + n2 − n),∑+∞

n=1

√
n+1−

√
n

n ,
∑+∞

n=1
1
n sin

1
n ,

∑+∞
n=1(e

1/n − 1),
∑+∞

n=1 n(1− cos 1
n),

∑+∞
n=1

(
n log 2n+1

2n−1 − 1
)
,∑+∞

n=1
(n+1)n

nn+1 .

8.2.3. Βρείτε τις τιμές του a για τις οποίες καθεμιά από τις σειρές
∑+∞

n=1 n
a
(

1√
n
− 1√

n+1

)
και∑+∞

n=1 n
a(
√
n+ 1− 2

√
n+

√
n− 1) συγκλίνει.

Βρείτε τις τιμές των a, b με a > b > 0, για τις οποίες καθεμιά από τις σειρές
∑+∞

n=2
1

na−nb και∑+∞
n=1

1
an−bn συγκλίνει.

Βρείτε τις τιμές των a, b, c > 0 για τις οποίες η σειρά
∑+∞

n=1
an

bn+cn συγκλίνει.

8.2.4. Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
1·3·5···(2n−1)
2·5·8···(3n−1) συγκλίνει.

8.2.5. Εφαρμόστε το ολοκληρωτικό κριτήριο στις
∑+∞

n=1
1

n2+1
,
∑+∞

n=1
n

n2+1
,
∑+∞

n=1
1

(n+1)(
√
n+1)

,∑+∞
n=1

1√
n(n+1)

,
∑+∞

n=1 ne
−n,

∑+∞
n=1

en

1+e2n
,
∑+∞

n=2
1

n logn ,
∑+∞

n=2
1

n(logn)2 ,
∑+∞

n=3
1

n logn log(logn) ,∑+∞
n=3

1
n logn(log(logn))2 . Για όσες σειρές συγκλίνουν βρείτε εκτιμήσεις για το άθροισμά τους. Για

όσες σειρές αποκλίνουν στο+∞ βρείτε εκτιμήσεις για τα μερικά αθροίσματά τους. Κατόπιν, εφαρ-
μόστε και το κριτήριο συμπύκνωσης στις παραπάνω σειρές.

8.2.6. Αποδείξτε ότι οι σειρές
∑+∞

n=2
1

n(logn)p ,
∑+∞

n=3
1

n logn(log(logn))p συγκλίνουν, αν p > 1, και
αποκλίνουν στο +∞, αν p ≤ 1.

8.2.7. Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=2
1

na(logn)b συγκλίνει αν a = 1, b > 1 και αν a > 1 και ότι
αποκλίνει στο +∞ σε κάθε άλλη περίπτωση.
Έστω a > 0. Αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

1
annb συγκλίνει αν a = 1, b > 1 και αν a > 1 και ότι

αποκλίνει στο +∞ σε κάθε άλλη περίπτωση.
Έστω a > 0. Αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=2

1
an(logn)b συγκλίνει αν a > 1 και ότι αποκλίνει στο

+∞ σε κάθε άλλη περίπτωση.
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8.2.8. Διατυπώστε και αποδείξτε μια παραλλαγή του κριτηρίου συμπύκνωσης, θεωρώντας τις δυ-
νάμεις pk του οποιουδήποτε φυσικού p ≥ 3, αντί των δυνάμεων 2k του 2.

8.2.9. Έστω p > 1.
Αποδείξτε ότι ισχύει 1

(p−1)kp−1 ≤
∑+∞

n=k
1
np ≤ 1

kp + 1
(p−1)kp−1 για κάθε k.

Αποδείξτε ότι kp−1
∑+∞

n=k
1
np → 1

p−1 (όταν k → +∞).

Αποδείξτε ότι ισχύει limp→1+(p− 1)
∑+∞

n=k
1
np = 1 για κάθε k.

8.2.10. Έστω x > 0. Αποδείξτε ότι π
2 − arctan 1

x ≤
∑+∞

n=1
x

n2+x2 ≤ x
1+x2 + π

2 − arctan 1
x .

Αποδείξτε ότι limx→+∞
∑+∞

n=1
x

n2+x2 = π
2 .

Άρα τί απαντάμε αν κάποιος ισχυριστεί ότι γενικά ισχύει η εναλλαγή limx→+∞
∑+∞

n=1 fn(x) =∑+∞
n=1 limx→+∞ fn(x) των συμβόλων του ορίου και της σειράς;

8.2.11. Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και a ≥ 1. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει, αποδείξτε
ότι και οι σειρές

∑+∞
n=1 xn

a,
∑+∞

n=1
xn

a

1+xn
a συγκλίνουν.

8.2.12. Έστω ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n.
Αν η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά

∑+∞
n=1

√
xn

n συγκλίνει.
Αν η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά

∑+∞
n=1

√
xnxn+1 συγκλίνει. Αν, επι-

πλέον, η (xn) είναι φθίνουσα, τότε αποδείξτε και το αντίστροφο.
Βρείτε παράδειγμα σειράς

∑+∞
n=1 xn η οποία αποκλίνει στο +∞ ώστε η σειρά

∑+∞
n=1

√
xnxn+1

να συγκλίνει.

8.2.13. 8 [α] Έστω ότι ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n και έστω ότι ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ yn+1

yn
. Αν η

σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει.
[β] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αν 0 < a < 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ a, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.

Αν a > 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≥ a, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn αποκλίνει.

[γ] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αν a > 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ (1− 1

n+1)
a, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.

Αν a ≤ 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≥ (1− 1

n+1)
a, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn αποκλίνει.

8.2.14. [α] Έστω (xn)φθίνουσαώστε να ισχύειxn ≥ 0 για κάθεn. Αν
∑+∞

n=1 xn < +∞, αποδείξτε
ότι nxn → 0.
Αποδείξτε ότι

∑+∞
n=1

1
np = +∞ αν 0 ≤ p ≤ 1.

[β] Δείτε την άσκηση 8.1.5. Έστω ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει xn+1 ≤ xn+xn+2

2 για κάθε n
και xn → 0. Αποδείξτε ότι

∑+∞
n=1 n(xn − 2xn+1 + xn+2) = x1.

8.2.15. Έστω ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n. Αν η (xnk
) είναι οποιαδήποτε υποακολουθία της (xn),

αποδείξτε ότι
∑+∞

k=1 xnk
≤

∑+∞
n=1 xn.

8.2.16. Έστω ότι ισχύειxn ≤ yn ≤ zn για κάθεn. Αν οι σειρές
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 zn συγκλίνουν,
αποδείξτε ότι και η σειρά

∑+∞
n=1 yn συγκλίνει.

8.2.17. Έστωm1,m2,m3, . . . κατά γνησίως αύξουσα διάταξη οι φυσικοί οι οποίοι δεν περιέχουν
το δεκαδικό ψηφίο 3 στο δεκαδικό τους ανάπτυγμα. Αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

1
mn

συγκλίνει.

8.2.18. Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει. Θέτουμε
rn =

∑+∞
k=n xk για κάθε n.

Αν p ≥ 1, αποδείξτε ότι ισχύει xm+1

rm+1
p + · · · + xn

rnp ≥ 1
rm+1

p−1 − rn+1

rm+1
p για κάθε m,n με m < n

8Η συνέχεια στην άσκηση 8.3.28.
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και συμπεράνατε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
xn
rnp αποκλίνει.

Αν 0 < p < 1, αποδείξτε ότι ισχύει xn
rnp ≤ 1

1−p(rn
1−p − rn+1

1−p) για κάθε n και συμπεράνατε
ότι η σειρά

∑+∞
n=1

xn
rnp συγκλίνει.

Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
xn
rnp συγκλίνει και στην περίπτωση p ≤ 0.

8.2.19. Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει. Θέτουμε
sn =

∑n
k=1 xk για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
xn

1+xn
αποκλίνει.

Αν p ≤ 1, αποδείξτε ότι ισχύει xm+1

sm+1
p + · · · + xn

snp ≥ 1
snp−1 − sm

snp για κάθε m,n με m < n και
συμπεράνατε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

xn
snp αποκλίνει.

Αν p > 1, αποδείξτε ότι ισχύει xn
snp ≤ 1

p−1
(

1
sn−1

p−1 − 1
snp−1

)
για κάθε n ≥ 2 και συμπεράνατε ότι

η σειρά
∑+∞

n=1
xn
snp συγκλίνει.

8.2.20. [α] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει. Αποδείξτε
ότι υπάρχει ακολουθία (yn) ώστε yn → +∞ και η σειρά

∑+∞
n=1 xnyn να συγκλίνει.

[β] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει. Αποδείξτε ότι
υπάρχει ακολουθία (yn) ώστε yn → 0 και η σειρά

∑+∞
n=1 xnyn να αποκλίνει.

[γ] Έστω ότι η (yn) είναι γνησίως αύξουσα και yn → +∞. Αποδείξτε ότι υπάρχει (xn) ώστε να
ισχύει xn > 0 για κάθε n και ώστε η σειρά

∑+∞
n=1 xn να συγκλίνει και η σειρά

∑+∞
n=1 xnyn να

αποκλίνει.
[δ] Έστω ότι η (yn) είναι γνησίως φθίνουσα και yn → 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει (xn) ώστε να
ισχύει xn > 0 για κάθε n και ώστε η σειρά

∑+∞
n=1 xn να αποκλίνει και η σειρά

∑+∞
n=1 xnyn να

συγκλίνει.

8.2.21. 9 Έστω an, bn ≥ 0 για κάθε n και p, q > 1 ώστε 1
p + 1

q = 1.

[α] Αν
∑+∞

n=1 an
p < +∞ και

∑+∞
n=1 bn

q < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Hölder για σειρές,∑+∞
n=1 anbn ≤

(∑+∞
n=1 an

p
)1/p(∑+∞

n=1 bn
q
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sanp = tbn

q για κάθε n.
Αν

∑+∞
n=1 an

2 < +∞ και
∑+∞

n=1 bn
2 < +∞, επειδή 1

2 +
1
2 = 1, η πολύ σημαντική ανισότητα του

Cauchy, ∑+∞
n=1 anbn ≤

(∑+∞
n=1 an

2
)1/2(∑+∞

n=1 bn
2
)1/2

,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.
[β] Αν

∑+∞
n=1 an

p < +∞ και
∑+∞

n=1 bn
p < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski για

σειρές, (∑+∞
n=1(an + bn)

p
)1/p ≤ (∑+∞

n=1 an
p
)1/p

+
(∑+∞

n=1 bn
p
)1/p

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει san = tbn για κάθε n.

8.2.22. Βρείτε συνάρτηση f : [1,+∞) → [0,+∞) συνεχή στο [1,+∞) ώστε
∑+∞

n=1 f(n) = +∞
και το limt→+∞

∫ t
1 f(u) du να είναι αριθμός.

Βρείτε συνάρτηση f : [1,+∞) → [0,+∞) συνεχή στο [1,+∞) ώστε
∑+∞

n=1 f(n) < +∞ και
limt→+∞

∫ t
1 f(u) du = +∞.

9Οι ανισότητες της άσκησης 5.4.22 για σειρές. Η άσκηση αυτή συνεχίζεται στην άσκηση 8.3.23.
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8.2.23. Στο θεώρημα 8.1 είδαμε ότι για κάθε σειρά μη-αρνητικών όρων η ακολουθία των μερικών
αθροισμάτων της είναι αύξουσα ακολουθία μη-αρνητικών αριθμών. Σε συνδυασμό με την άσκηση
8.1.12, αποδείξτε ότι, αντιστρόφως, σε κάθε αύξουσα ακολουθία μη-αρνητικών αριθμών αντιστοι-
χεί μια σειρά μη-αρνητικών όρων έτσι ώστε η ακολουθία αυτή να ταυτίζεται με την ακολουθία των
μερικών αθροισμάτων της σειράς.

8.2.24. Βρείτε το δυαδικό, το τετραδικό και το δεκαεξαδικό ανάπτυγμα των 7
16 ,

31
32 . Βρείτε την

έκτη δεκαδική και την έκτη δυαδική προσέγγιση του
√
2− 1.

8.2.25. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και x, y ∈ [0, 1). Αν για κάποιον n οι n-οστές p-αδικές προσεγγίσεις
των x, y είναι ίδιες, αποδείξτε ότι |x− y| < 1

pn .

8.2.26. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και x ∈ [0, 1). Αν sn είναι η n-οστή p-αδική προσέγγιση του x, ποιά
είναι τα p-αδικά αναπτύγματα των x− sn, pn(x− sn);

8.2.27. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και x, y ∈ [0, 1).
Αν x + y < 1, αποδείξτε ότι το σφάλμα στον υπολογισμό του x + y με την αντικατάσταση των
x, y από τις n-οστές p-αδικές προσεγγίσεις τους είναι < 2

pn .

Αποδείξτε ότι το αντίστοιχο σφάλμα στον υπολογισμό του xy είναι < 2
pn − 1

p2n
.

8.2.28. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και οποιοδήποτε συγκεκριμένο p-αδικό ψηφίο k (δηλαδή 0 ≤ k ≤
p−1). Αποδείξτε ότι το σύνολο των αριθμών στο [0, 1) των οποίων το n-οστό p-αδικό ψηφίο είναι
ίσο με k είναι η ένωση pn−1 διαστημάτων τύπου [a, b). Ποιά ακριβώς είναι αυτά τα διαστήματα
και τί μήκος έχει καθένα από αυτά; Ποιό είναι το συνολικό μήκος αυτών των διαστημάτων;

8.2.29. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και x ∈ [0, 1). Αποδείξτε ότι τα p-αδικά ψηφία του x είναι τελικά 0 αν
και μόνο αν x = m

n , όπουm ∈ Z, n ∈ N, 0 ≤ m < n, gcd(m,n) = 1 και οι πρώτοι παράγοντες
του n είναι πρώτοι παράγοντες και του p.

8.2.30. Έστω p ∈ N, p ≥ 2. Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ N υπάρχουν μοναδικοί n0 ∈ Z, n0 ≥ 0
και x0, x1, . . . , xn0 ∈ Z με 0 ≤ x0, x1, . . . , xn0 ≤ p− 1 και xn0 ≥ 1 ώστε x = xn0p

n0 + · · ·+
x1p+ x0.10

Εφαρμόστε στους αριθμούς 2, 16, 354, 10385 με p = 10, 2, 3, 16.

8.2.31. Υπολογίστε τους αριθμούς ⟨0.34239239239239 . . . ⟩10, ⟨0.101101101101101 . . . ⟩2 και
⟨0.01201120112011201 . . . ⟩3. Παρατηρήστε ότι και οι τρεις αριθμοί είναι ρητοί.
Υπολογίστε το δυαδικό, το τριαδικό και το δεκαεξαδικό ανάπτυγμα του 13

150 . Παρατηρήστε ότι και
τα τρία αναπτύγματα είναι περιοδικά.

8.2.32. 11 Έστω ακολουθία (pn) στο N ώστε να ισχύει pn ≥ 2 για κάθε n.
Θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία (an) στο Z ώστε να ισχύει 0 ≤ an ≤ pn − 1 για κάθε n και
ώστε να μην ισχύει τελικά an = pn − 1. Αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

an
p1···pn συγκλίνει και ότι το

άθροισμά της ανήκει στο [0, 1).
Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ [0, 1) υπάρχει μοναδική ακολουθία (an) στο Z ώστε να ισχύει 0 ≤
an ≤ pn − 1 για κάθε n, ώστε να μην ισχύει τελικά an = pn − 1 και ώστε x =

∑+∞
n=1

an
p1···pn .

Βρείτε αναδρομικό τύπο για την ακολουθία (an).

8.3 Κριτήρια σύγκλισης σειρών.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ CAUCHY. Η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
n0 ώστε να ισχύει

∣∣∑n
k=m+1 xk

∣∣ = |xm+1 + · · ·+ xn| < ϵ για κάθεm,n με n > m ≥ n0.
10Το άθροισμα xn0p

n0 + · · ·+x1p+x0 ονομάζεται p-αδικό ανάπτυγμα του x και συμβολίζεται ⟨xn0 . . . x1x0⟩p.
Οι x0, x1, . . . , xn0 ονομάζονται p-αδικά ψηφία του x.

11Γενίκευση των p-αδικών αναπτυγμάτων.
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Απόδειξη. Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · ·+ xn.
Η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει αν και μόνο αν η ακολουθία (sn) συγκλίνει ή, ισοδύναμα, αν και μόνο

αν η (sn) είναι ακολουθία Cauchy. Το ότι η (sn) είναι ακολουθία Cauchy σημαίνει ότι για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|sn − sm| < ϵ

για κάθε n,m με n > m ≥ n0. Η απόδειξη τελειώνει διότι παρατηρούμε ότι ισχύει

|xm+1 + · · ·+ xn| = |(x1 + · · ·+ xn)− (x1 + · · ·+ xm)| = |sn − sm|

για κάθε n,m με n > m.

Μερικές φορές διατυπώνουμε το κριτήριο του Cauchy ως εξής: η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει
αν και μόνο αν

limm,n→+∞
∑n

k=m+1 xk = 0.

Παράδειγμα 8.3.1. 12 Θα ξαναδούμε την αρμονική σειρά
∑+∞

n=1
1
n .

Έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1
1
n συγκλίνει. Τότε (με ϵ = 1

2 ) υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

| 1
m+1 + · · ·+ 1

n | <
1
2

για κάθεm,n με n > m ≥ n0. Άρα, με n = 2m, συνεπάγεται ότι ισχύει

| 1
m+1 + · · ·+ 1

2m | < 1
2

για κάθεm ≥ n0. Όμως,

| 1
m+1 + · · ·+ 1

2m | = 1
m+1 + · · ·+ 1

2m ≥ 1
2m + · · ·+ 1

2m = 2m−m
2m = 1

2

και από τις δύο τελευταίες σχέσεις καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα η σειρά

∑+∞
n=1

1
n αποκλίνει, οπότε, ως σειρά μη-αρνητικών όρων, αποκλίνει στο +∞.

8.3.1 Απόλυτη σύγκλιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.5. Λέμε ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως αν η σειρά (με μη-αρνητικούς
όρους)

∑+∞
n=1 |xn| συγκλίνει ή, ισοδύναμα, αν

∑+∞
n=1 |xn| < +∞.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.6. Για κάθε x ορίζουμε x+ = |x|+x
2 και x− = |x|−x

2 . Ο x+ ονομάζεται μη-αρνητικό
μέρος του x και ο x− ονομάζεται μη-θετικό μέρος του x.

Για παράδειγμα, είναι 3+ = 3 και 3− = 0, είναι (−3)+ = 0 και (−3)− = 3 και είναι 0+ = 0
και 0− = 0.

Παρατηρήστε τις απλές σχέσεις:

x+ + x− = |x|, x+ − x− = x, 0 ≤ x+ ≤ |x|, 0 ≤ x− ≤ |x|. (8.18)

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΑΠΟΛΥΤΗΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως, τότε συγκλί-
νει και ∣∣∑+∞

n=1 xn
∣∣ ≤ ∑+∞

n=1 |xn|.

Πρώτη απόδειξη. Έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 |xn| συγκλίνει και έστω ϵ > 0.
Σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xm+1| + · · · + |xn| < ϵ και,
επομένως,

|xm+1 + · · ·+ xn| ≤ |xm+1|+ · · ·+ |xn| < ϵ

12Προσέξτε την ομοιότητα αυτής της απόδειξης της απόκλισης της αρμονικής σειράς με την απόδειξη στο παράδειγμα
2.4.4, με τη λύση της άσκησης 2.5.4 και κυρίως με τη λύση της άσκησης 2.6.2.
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για κάθεm,n με n > m ≥ n0.
Άρα, και πάλι σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy, η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.

Τώρα, επειδή ισχύει −|xn| ≤ xn ≤ |xn| για κάθε n, συνεπάγεται

−
∑+∞

n=1 |xn| ≤
∑+∞

n=1 xn ≤
∑+∞

n=1 |xn|

και, επομένως,
∣∣∑+∞

n=1 xn
∣∣ ≤ ∑+∞

n=1 |xn|.
Δεύτερη απόδειξη. Έστω ότι η σειρά

∑+∞
n=1 |xn| συγκλίνει.

Από την πρόταση 8.7[α] και από τις ανισότητες (8.18) για τους xn συνεπάγεται ότι και οι σειρές∑+∞
n=1 xn

+ και
∑+∞

n=1 xn
− συγκλίνουν.

Επειδή ισχύει xn = xn
+ − xn

− για κάθε n, συνεπάγεται ότι και η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει και∑+∞
n=1 xn =

∑+∞
n=1(xn

+ − xn
−) =

∑+∞
n=1 xn

+ −
∑+∞

n=1 xn
−.

Επίσης, ∣∣∑+∞
n=1 xn

∣∣ = ∣∣∑+∞
n=1 xn

+ −
∑+∞

n=1 xn
−∣∣ ≤ ∣∣∑+∞

n=1 xn
+
∣∣+ ∣∣∑+∞

n=1 xn
−∣∣

=
∑+∞

n=1 xn
+ +

∑+∞
n=1 xn

− =
∑+∞

n=1(xn
+ + xn

−) =
∑+∞

n=1 |xn|,

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε ότι ισχύει |xn| = xn
+ + xn

− για κάθε n.

Αν δούμε την ανισότητα
∣∣∑+∞

n=1 xn
∣∣ ≤ ∑+∞

n=1 |xn| ως γενίκευση των |x1 + x2| ≤ |x1|+ |x2|,
|x1 + x2 + x3| ≤ |x1|+ |x2|+ |x3| κ.τ.λ., τότε δικαιολογείται ο όρος τριγωνική ανισότητα για
την ανισότητα αυτή.

Παράδειγμα 8.3.2. Η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n2 συγκλίνει διότι συγκλίνει απολύτως.
Πράγματι, η σειρά

∑+∞
n=1

∣∣ (−1)n−1

n2

∣∣ = ∑+∞
n=1

1
n2 συγκλίνει.

Παράδειγμα 8.3.3. Δεν ισχύει το αντίστροφο του κριτηρίου απόλυτης σύγκλισης.
Για παράδειγμα, η σειρά

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n συγκλίνει αλλά όχι απολύτως, αφού
∑+∞

n=1

∣∣ (−1)n−1

n

∣∣ =∑+∞
n=1

1
n = +∞.

ΠΡΟΤΑΣΗ 8.11. [α] Αν ισχύει |xn| ≤ yn για κάθε n και η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, τότε η σειρά∑+∞
n=1 xn συγκλίνει απολύτως και, επομένως, συγκλίνει. Επίσης, είναι

∣∣∑+∞
n=1 xn

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1 yn.

[β] Έστω ότι ισχύει yn > 0 για κάθε n και έστω ότι η ακολουθία
( |xn|

yn

)
συγκλίνει ή, γενικότερα,

είναι φραγμένη. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως και,
επομένως, συγκλίνει.

Απόδειξη. [α] Αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, συνεπάγεται ότι η σειρά
∑+∞

n=1 |xn| συγκλίνει,
οπότε και η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει και

∣∣∑+∞
n=1 xn

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1 |xn| ≤

∑+∞
n=1 yn.

[β] Άμεση συνέπεια της πρότασης 8.7 και του κριτηρίου απόλυτης σύγκλισης.

Διάφορα σχόλια που είχαν γίνει μετά από την πρόταση 8.7 έχουν θέση και εδώ, μόνο που εφαρ-
μόζονται στη σειρά

∑+∞
n=1 |xn| αντί της σειράς

∑+∞
n=1 xn. Δηλαδή, τα ίδια σχόλια διατυπώνονται

σε σχέση με την απόλυτη σύγκλιση της
∑+∞

n=1 xn.

Παράδειγμα 8.3.4. Για να μελετήσουμε τη σειρά
∑+∞

n=1
(−2)n
3n+2n γράφουμε∣∣ (−2)n

3n+2n

∣∣ = 2n

3n+2n = (23)
n 1
1+(2/3)n ,

οπότε
| (−2)

n

3n+2n |/(
2
3)

n → 1.

Επειδή η σειρά
∑+∞

n=1(
2
3)

n συγκλίνει, συνεπάγεται ότι η σειρά
∑+∞

n=1
(−2)n
3n+2n συγκλίνει και, μάλι-

στα, απολύτως.
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Θα παρατηρήσετε ότι τα επόμενα δύο κριτήρια που θα μελετήσουμε εφαρμόζονται, ουσια-
στικά, σε σειρές με μη-αρνητικούς όρους: όταν, βάσει αυτών των κριτηρίων, προκύπτει θετικό
συμπέρασμα, αυτό είναι η απόλυτη σύγκλιση μιας σειράς. Με άλλα λόγια, αν αντιμετωπίζουμε μια
σειρά η οποία συγκλίνει αλλά δεν συγκλίνει απολύτως (και δεν το γνωρίζουμε), τότε τα κριτήρια
αυτά δεν θα δώσουν θετικό συμπέρασμα. Έτσι θα καταλάβουμε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύ-
τως, οπότε απομένει να εξετάσουμε με τα κριτήρια που ακολουθούν13 αν η σειρά συγκλίνει υπό
συνθήκη.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΛΟΓΟΥ ΤΟΥ D’ ALEMBERT. Έστω xn ̸= 0 για κάθε n.
(i) Αν lim

∣∣xn+1

xn

∣∣ < 1, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως.

(ii) Αν lim
∣∣xn+1

xn

∣∣ > 1, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει.

(iii) Αν lim
∣∣xn+1

xn

∣∣ ≤ 1 ≤ lim
∣∣xn+1

xn

∣∣, τότε δεν υπάρχει γενικό συμπέρασμα για τη σειρά∑+∞
n=1 xn.

Απόδειξη. (i) Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε a ώστε lim
∣∣xn+1

xn

∣∣ < a < 1.
Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∣∣xn+1

xn

∣∣ ≤ a για κάθε n ≥ n0. Τότε για κάθε n ≥ n0 + 1 ισχύει

|xn| =
∣∣ xn
xn−1

∣∣∣∣xn−1

xn−2

∣∣ · · · ∣∣xn0+1

xn0

∣∣|xn0 | ≤ aa · · · a|xn0 | = an−n0 |xn0 | =
|xn0 |
an0 an = can,

όπου c =
|xn0 |
an0 . Επειδή 0 ≤ a < 1, η σειρά

∑+∞
n=n0+1 a

n συγκλίνει, οπότε και η
∑+∞

n=n0+1 |xn|
συγκλίνει. Άρα η σειρά

∑+∞
n=1 |xn| συγκλίνει.

(ii) Υπάρχει n0 ώστε να ισχύει
∣∣xn+1

xn

∣∣ ≥ 1 για κάθε n ≥ n0. Δηλαδή, ισχύει

|xn| ≥ |xn−1| ≥ · · · ≥ |xn0 | > 0

για κάθε n ≥ n0 + 1. Άρα δεν ισχύει xn → 0 και, επομένως, η σειρά
∑+∞

n=1 xn δεν συγκλίνει.

(iii) Για τις σειρές
∑+∞

n=1
1
n και

∑+∞
n=1

1
n2 είναι

∣∣1/(n+1)
1/n

∣∣ → 1 και
∣∣1/(n+1)2

1/n2

∣∣ → 1. H πρώτη σειρά
αποκλίνει και η δεύτερη συγκλίνει.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΡΙΖΑΣ ΤΟΥ CAUCHY. (i) Αν lim n
√

|xn| < 1, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει
απολύτως.
(ii) Αν lim n

√
|xn| > 1, τότε η σειρά

∑+∞
n=1 xn αποκλίνει.

(iii) Αν lim n
√

|xn| = 1, τότε δεν υπάρχει γενικό συμπέρασμα για τη σειρά
∑+∞

n=1 xn.

Απόδειξη. (i) Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε a ώστε lim n
√
|xn| < a < 1.

Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει n
√

|xn| ≤ a και, επομένως,

|xn| ≤ an

για κάθε n ≥ n0. Επειδή 0 ≤ a < 1, η σειρά
∑+∞

n=n0
an συγκλίνει, οπότε και η σειρά

∑+∞
n=n0

|xn|
συγκλίνει. Άρα η σειρά

∑+∞
n=1 |xn| συγκλίνει.

(ii) Ισχύει n
√

|xn| ≥ 1 και, επομένως,
|xn| ≥ 1

για άπειρους n. Άρα δεν ισχύει xn → 0, οπότε η σειρά
∑+∞

n=1 xn δεν συγκλίνει.
(iii) Για τις σειρές

∑+∞
n=1

1
n και

∑+∞
n=1

1
n2 είναι n

√
|1/n| → 1 και n

√
|1/n2| → 1. Η πρώτη σειρά

αποκλίνει ενώ η δεύτερη συγκλίνει.

Στην εφαρμογή των κριτηρίων λόγου και ρίζας σε συγκεκριμένες σειρές
∑+∞

n=1 xn, τις περισ-
σότερες φορές υπάρχουν τα όρια

limn→+∞
∣∣xn+1

xn

∣∣, limn→+∞
n
√

|xn|.

Τότε, όπως γνωρίζουμε (και το χρησιμοποιήσαμε στις αποδείξεις των μερών (iii) των δύο κριτη-
ρίων) είναι lim = lim = lim.

13δηλαδή, τα κριτήρια του Dirichlet, του Abel και των εναλλασσόμενων προσήμων.
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Παράδειγμα 8.3.5. Θεωρούμε τη σειρά
∑+∞

n=1
an

n .
Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο λόγου. Αν a = 0, η σειρά, προφανώς, συγκλίνει απολύτως. Αν a ̸= 0,
είναι ∣∣an+1/(n+1)

an/n

∣∣ = |a| n
n+1 → |a|.

Άρα, αν 0 < |a| < 1, η σειρά συγκλίνει απολύτως και, αν |a| > 1, η σειρά αποκλίνει.
Τώρα θα εφαρμόσουμε το κριτήριο ρίζας. Είναι

n
√

|an/n| = |a|/ n
√
n→ |a|.

Επομένως, αν |a| < 1, η σειρά συγκλίνει απολύτως και, αν |a| > 1, η σειρά αποκλίνει.
Αν |a| = 1, κανένα από τα δύο κριτήρια δεν δίνει συμπέρασμα, οπότε εξετάζουμε τις περιπτώσεις
a = ±1 ανεξάρτητα από τα δύο κριτήρια.
Αν a = 1, η σειρά είναι η

∑+∞
n=1

1
n , η οποία αποκλίνει.

Αν a = −1, η σειρά είναι η
∑+∞

n=1
(−1)n

n , η οποία συγκλίνει (αλλά όχι απολύτως).
Συνολικά, η σειρά

∑+∞
n=1

an

n συγκλίνει αν και μόνο αν −1 ≤ a < 1 και συγκλίνει απολύτως αν
και μόνο αν −1 < a < 1.

Παράδειγμα 8.3.6. Θεωρούμε τη σειρά
∑+∞

n=1
an

n2 .
Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο λόγου. Αν a = 0, η σειρά, προφανώς, συγκλίνει απολύτως. Αν a ̸= 0,
είναι ∣∣an+1/(n+1)2

an/n2

∣∣ = |a| n2

(n+1)2
→ |a|.

Άρα, αν 0 < |a| < 1, η σειρά συγκλίνει απολύτως και, αν |a| > 1 η σειρά αποκλίνει.
Τώρα θα εφαρμόσουμε το κριτήριο ρίζας. Είναι

n
√

|an/n2| = |a|/( n
√
n)2 → |a|.

Επομένως, αν |a| < 1, η σειρά συγκλίνει απολύτως και, αν |a| > 1, η σειρά αποκλίνει.
Αν |a| = 1, κανένα από τα δύο κριτήρια δεν δίνει συμπέρασμα.
Αν a = 1, η σειρά είναι η

∑+∞
n=1

1
n2 , η οποία συγκλίνει απολύτως.

Αν a = −1, η σειρά είναι η
∑+∞

n=1
(−1)n
n2 , η οποία, επίσης, συγκλίνει απολύτως.

Άρα η σειρά
∑+∞

n=1
an

n2 συγκλίνει απολύτως αν |a| ≤ 1 και αποκλίνει αν |a| > 1.

Παράδειγμα 8.3.7. Στη σειρά
∑+∞

n=0
an

n! εφαρμόζουμε το κριτήριο λόγου.
Αν a = 0, η σειρά συγκλίνει απολύτως. Αν a ̸= 0, είναι∣∣an+1/(n+1)!

an/n!

∣∣ = |a|
n+1 → 0 < 1.

Άρα η σειρά συγκλίνει απολύτως για κάθε a.
Η εφαρμογή του κριτηρίου ρίζας είναι πιο δύσκολη. Είναι

n
√

|an/n!| = |a|/ n
√
n!

και χρειαζόμαστε το όριο14
n
√
n! → +∞.

Αν ο n είναι άρτιος,

n! = 1 · · · n2 (
n
2 + 1) · · ·n ≥ (n2 + 1) · · ·n ≥ (n2 + 1)n/2 ≥ (n+1

2 )n/2.

Αν ο n είναι περιττός,

n! = 1 · · · n−12
n+1
2 · · ·n ≥ n+1

2 · · ·n ≥ (n+1
2 )(n+1)/2 ≥ (n+1

2 )n/2.

14Μια απόδειξη για το όριο αυτό είναι στην άσκηση 2.4.4. Εδώ έχουμε μια απλούστερη απόδειξη.
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Άρα ισχύει n
√
n! ≥ (n+1

2 )1/2 για κάθε n, οπότε n
√
n! → +∞. Επομένως,

n
√

|an/n!| → 0 < 1,

οπότε η σειρά
∑+∞

n=0
an

n! συγκλίνει απολύτως.
Η σειρά

∑+∞
n=0

an

n! είναι ιδιαιτέρως σημαντική και θα τήν ξαναδούμε στο παράδειγμα 8.5.2 και,
κυρίως, στα παραδείγματα 10.2.13 και 10.3.3. Στην περίπτωση a = 1 γνωρίζουμε ότι το άθροισμα
της σειράς είναι ο αριθμός e.

Ίσως αναρωτηθεί κανείς αν υπάρχει κάποια σχέση ανάμεσα στα κριτήρια λόγου και ρίζας
στην περίπτωση που μπορούν να εφαρμοσθούν και τα δύο ταυτοχρόνως, δηλαδή, αν έχουμε σειρά∑+∞

n=1 xn για την οποία ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n. Η απάντηση είναι ότι το κριτήριο ρίζας είναι
ισχυρότερο από το κριτήριο λόγου. Δηλαδή, αν το κριτήριο λόγου δίνει κάποιο αποτέλεσμα για
τη σύγκλιση της σειράς, τότε και το κριτήριο ρίζας δίνει το ίδιο αποτέλεσμα15 ενώ υπάρχουν πα-
ραδείγματα σειρών για τα οποία το κριτήριο λόγου δεν δίνει αποτέλεσμα ενώ το κριτήριο ρίζας
δίνει. Όμως, μερικές φορές, όπως στο τελευταίο παράδειγμα, είναι πιο εύκολο να εφαρμοσθεί το
κριτήριο λόγου από το κριτήριο ρίζας.

8.3.2 Υπό συνθήκη σύγκλιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.7. Λέμε ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει υπό συνθήκη αν συγκλίνει αλλά δεν συγκλί-
νει απολύτως.

Παράδειγμα 8.3.8. Λίγο πριν, στο παράδειγμα 8.3.3, αναφέραμε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n συ-
γκλίνει αλλά όχι απολύτως. Δηλαδή, η σειρά αυτή συγκλίνει υπό συνθήκη.

Στο σημείο αυτό θα κάνουμε κάποια σχόλια για την έννοια της σύγκλισης μιας σειράς.
Πρώτον, έστω μια σειρά με μη-αρνητικούς όρους. Το να συγκλίνει η σειρά είναι ισοδύναμο με το
να είναι φραγμένα τα μερικά αθροίσματά της. Αυτά τα μερικά αθροίσματα δημιουργούνται με δια-
δοχική άθροιση των όρων της σειράς, οπότε είναι φανερό ότι για να είναι τα μερικά αθροίσματα
φραγμένα πρέπει το μέγεθος των όρων (προσθετέων) να είναι αρκετά μικρό: “όταν προσθέτουμε
μεγάλους αριθμούς βρίσκουμε μεγάλα αθροίσματα ενώ όταν προσθέτουμε μικρούς αριθμούς βρί-
σκουμε μικρά αθροίσματα”. Αυτό φαίνεται και από την πρόταση 8.1 η οποία λέει ότι, αν μια σειρά
συγκλίνει, τότε οι όροι της τείνουν στον 0. Όμως, η απλή σύγκλιση των όρων στον 0 δεν αρκεί
από μόνη της να κάνει τη σειρά να συγκλίνει. Για παράδειγμα, και στις δύο σειρές

∑+∞
n=1

1
n2 και∑+∞

n=1
1
n οι όροι τείνουν στον 0, αλλά η πρώτη συγκλίνει ενώ η δεύτερη δεν συγκλίνει. Παρατηρή-

στε ότι οι όροι της πρώτης σειράς είναι πολύ μικρότεροι από τους αντίστοιχους όρους της δεύτερης
σειράς. Πράγματι: 1/n2

1/n → 0. Δηλαδή, το μέγεθος των όρων της πρώτης σειράς είναι τόσο μικρό
ώστε η σειρά συγκλίνει ενώ το μέγεθος των όρων της δεύτερης σειράς δεν είναι τόσο μικρό όσο
θα έπρεπε για να συγκλίνει και αυτή. Αυτό το “παιχνίδι” με το μέγεθος των όρων φαίνεται καθαρά
και στην πρόταση 8.7. Το βασικό της συμπέρασμα είναι ότι, αν μια σειρά με μεγαλύτερους όρους
συγκλίνει, τότε και η σειρά με τους μικρότερους όρους συγκλίνει.
Όλα τα προηγούμενα έχουν ως βασική προϋπόθεση ότι αναφερόμαστε σε σειρές με μη-αρνητικούς
όρους: ένας μη-αρνητικός αριθμός ταυτίζεται με το μέγεθός του.
Η κατάσταση αλλάζει κάπως όταν εργαζόμαστε με σειρές των οποίων οι όροι έχουν μεταβαλλό-
μενο πρόσημο. Και πάλι, για να συγκλίνει μια σειρά, πρέπει οι όροι της να τείνουν στον 0 και,
επομένως, το μέγεθός τους συνεχίζει να παίζει ρόλο. Όμως, το μέγεθος των όρων δεν παίζει πια
τον καθοριστικό ρόλο. Δείτε, για παράδειγμα τις σειρές

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n και
∑+∞

n=1
1
n . Οι όροι τους

έχουν ακριβώς το ίδιο μέγεθος. Όμως, ενώ το μέγεθος αυτό δεν είναι αρκετά μικρό ώστε να συ-
γκλίνει η δεύτερη σειρά, είναι αρκετά μικρό ώστε να συγκλίνει η πρώτη σειρά. Ο λόγος είναι ότι
από τα διαφορετικά πρόσημα προκαλείται αλληλοαναίρεση των όρων κατά την άθροισή τους και
έτσι τα μερικά αθροίσματα παραμένουν “υπό έλεγχο”. Αυτό ακριβώς το φαινόμενο παρατηρείται

15Δείτε την άσκηση 8.3.25.

325



σε οποιαδήποτε σειρά που συγκλίνει υπό συνθήκη. Το μέγεθος των όρων της δεν είναι αρκετά
μικρό ώστε να συγκλίνει η σειρά απολύτως (δηλαδή να συγκλίνει η σειρά των μεγεθών των όρων)
αλλά είναι αρκετά μικρό ώστε, μετά και από τις αλληλοαναιρέσεις λόγω διαφορετικών προσήμων,
η σειρά να συγκλίνει. Έτσι, το κριτήριο απόλυτης σύγκλισης φαίνεται λογικό: αν το μέγεθος των
όρων μιας σειράς είναι αρκετά μικρό ώστε η σειρά των μεγεθών αυτών να συγκλίνει, τότε είναι
αρκετά μικρό ώστε, μετά και από τις αλληλοαναιρέσεις λόγω διαφορετικών προσήμων, η σειρά
των ίδιων των όρων να συγκλίνει.
Λόγω αυτής της διαφοράς ανάμεσα στη φύση της σύγκλισης των σειρών με μη-αρνητικούς όρους
και στη φύση της σύγκλισης των σειρών με γενικούς όρους, υπάρχει και αντίστοιχη διαφορά
ανάμεσα στις χρησιμοποιούμενες μεθόδους μελέτης της σύγκλισής τους. Για παράδειγμα, η “σύ-
γκριση” αντίστοιχων όρων όπως αυτή εκφράζεται στα δύο μέρη της πρότασης 8.7 και στα αντί-
στοιχα μέρη της πρότασης 8.11 δεν εφαρμόζεται σε σειρές που συγκλίνουν υπό συνθήκη, ακριβώς
επειδή πρόκειται για σύγκριση των μεγεθών των αντίστοιχων όρων. Η μέθοδος της “σύγκρισης”
εφαρμόζεται μόνο για τη μελέτη της σύγκλισης σειρών μη-αρνητικών όρων ή της απόλυτης σύ-
γκλισης σειρών (δηλαδή, και πάλι, της σύγκλισης σειρών μη-αρνητικών όρων). Οι μέθοδοι μελέ-
της της σύγκλισης σειρών, οι οποίες δεν συγκλίνουν απολύτως, είναι αυτές που θα δούμε τώρα:
τα κριτήρια του Dirichlet και του Abel και, ως πόρισμα, το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων.

ΤΥΠΟΣΑΘΡΟΙΣΗΣΤΟΥABEL. Έστω ακολουθίες (an), (bn) και sn = a1+ · · ·+an τα μερικά
αθροίσματα της πρώτης. Για κάθε n,m με n > m ισχύει∑n

k=m+1 akbk =
∑n

k=m+1 sk(bk − bk+1) + snbn+1 − smbm+1.

Απόδειξη. Είναι∑n
k=m+1 akbk =

∑n
k=m+1(sk − sk−1)bk =

∑n
k=m+1 skbk −

∑n
k=m+1 sk−1bk

=
∑n

k=m+1 skbk −
∑n−1

k=m skbk+1

=
∑n

k=m+1 skbk −
∑n

k=m+1 skbk+1 + snbn+1 − smbm+1

=
∑n

k=m+1 sk(bk − bk+1) + snbn+1 − smbm+1.

Στον τύπο άθροισης του Abel παρατηρήστε τον τρόπο με τον οποίο γίνεται η “μετάβαση” από
το άθροισμα

∑n
k=m+1 akbk στο

∑n
k=m+1 sk(bk − bk+1) + snbn+1 − smbm+1. Τη θέση των ak

παίρνουν τα διαδοχικά μερικά αθροίσματά τους sk και τη θέση των bk παίρνουν οι διαδοχικές
διαφορές τους bk − bk+1. Εμφανίζονται και οι “ακραίοι” όροι snbn+1 και smbm+1.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ DIRICHLET. Έστω ακολουθίες (an), (bn) και sn = a1 + · · · + an τα μερικά
αθροίσματα της πρώτης. Αν η (bn) είναι φθίνουσα, αν bn → 0 και αν η (sn) είναι φραγμένη, τότε η
σειρά

∑+∞
n=1 anbn συγκλίνει.

Απόδειξη. ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |sn| ≤M για κάθε n. Επίσης, επειδή η (bn) είναι φθίνουσα
και έχει όριο 0, ισχύει bn ≥ 0 για κάθε n.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει bn ≤ ϵ

2M+1 για κάθε n ≥ n0. Βάσει του τύπου
άθροισης του Abel, για κάθε n,m με n > m ≥ n0 ισχύει∣∣∑n

k=m+1 akbk
∣∣ = ∣∣∑n

k=m+1 sk(bk − bk+1) + snbn+1 − smbm+1

∣∣
≤

∑n
k=m+1 |sk|(bk − bk+1) + |sn|bn+1 + |sm|bm+1

≤M
∑n

k=m+1(bk − bk+1) +Mbn+1 +Mbm+1

=M(bm+1 − bn+1) +Mbn+1 +Mbm+1 = 2Mbm+1 ≤ 2Mϵ
2M+1 < ϵ.

Από το κριτήριο του Cauchy συνεπάγεται ότι η σειρά
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει.
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ ABEL. Έστω ακολουθίες (an), (bn) και sn = a1 + · · · + an τα μερικά αθροί-
σματα της πρώτης. Αν η (bn) είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη και αν η σειρά

∑+∞
n=1 an συγκλίνει,

τότε η σειρά
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει.

Απόδειξη. Η (bn) συγκλίνει, οπότε έστω bn → b.
Βάσει του κριτηρίου του Dirichlet, η σειρά

∑+∞
n=1 an(bn − b) συγκλίνει.

Τώρα, ισχύει anbn = an(bn − b) + anb για κάθε n, οπότε∑+∞
n=1 anbn =

∑+∞
n=1 an(bn − b) +

∑+∞
n=1 anb =

∑+∞
n=1 an(bn − b) + b

∑+∞
n=1 an,

οπότε η
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΝΑΛΛΑΣΣΟΜΕΝΩΝ ΠΡΟΣΗΜΩΝ. Αν η ακολουθία (bn) είναι φθίνουσα και
bn → 0, τότε η σειρά

∑+∞
n=1(−1)n−1bn = b1 − b2 + b3 − b4 + · · · συγκλίνει.

Απόδειξη. Είναι
∑n

k=1(−1)k−1 =

{
0, αν n άρτιος
1, αν n περιττός

Άρα, βάσει του κριτηρίου του Dirichlet,

η σειρά
∑+∞

n=1(−1)n−1bn συγκλίνει.

Παράδειγμα 8.3.9. Τυπικά παραδείγματα είναι οι σειρές
∑+∞

n=1
(−1)n−1

np , όταν 0 < p ≤ 1. Οι
σειρές αυτές συγκλίνουν υπο συνθήκη.
Οι απλούστερες από αυτές είναι οι

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · και

∑+∞
n=1

(−1)n−1
√
n

=

1− 1√
2
+ 1√

3
− 1√

4
+ · · · . Έχουμε ήδη αποδείξει ότι η πρώτη σειρά συγκλίνει.

Ασκήσεις.

8.3.1. Εφαρμόστε το κριτήριο λόγου όπου είναι δυνατό:
∑+∞

n=1 n
3,
∑+∞

n=1
n!
3n ,

∑+∞
n=1

3n

n! ,
∑+∞

n=1
n!
nn ,∑+∞

n=1
3nn!
nn ,

∑+∞
n=1

en(n+1)!
nn ,

∑+∞
n=1

2·5·8···(3n−1)
1·5·9···(4n−3) ,

∑+∞
n=1

(n!)2

(2n)! ,
∑+∞

n=1
4n(n!)2

(2n)! ,
∑+∞

n=1
10nn!(3n)!

(4n)! .

8.3.2. Εφαρμόστε το κριτήριο ρίζας όπου είναι δυνατό:
∑+∞

n=1 n
3,
∑+∞

n=1(
n+1
2n−1)

n,
∑+∞

n=1(
n−1
n+1)

2n,∑+∞
n=1 n

32n,
∑+∞

n=1
2n

nn ,
∑+∞

n=1(
n
√
n− 1)n,

∑+∞
n=1

n
( n√n+1)n

,
∑+∞

n=1
n2n

( n√n+1)n
,
∑+∞

n=1 e
n( n

n+1)
n2 .

8.3.3. Εξετάστε τη σύγκλιση των σειρών 1
2 +

1
3 +

1
22

+ 1
32

+ 1
23

+ 1
33

+ 1
24

+ 1
34

+ · · · και 1
2 +1+

1
23

+ 1
22

+ 1
25

+ 1
24

+ 1
27

+ 1
26

+ · · · , εφαρμόζοντας τα κριτήρια λόγου και ρίζας.

8.3.4. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση τις
∑+∞

n=2
(−1)n
n logn ,

∑+∞
n=2

(−1)n
n(logn)2 ,∑+∞

n=1
(−1)n(n−1)/2

2n ,
∑+∞

n=1
(−1)n(n−1)/2

n ,
∑+∞

n=1(−1)n−1 1
n log(1 +

1
n),

∑+∞
n=1(−1)n−1 log(1 + 1

n),∑+∞
n=1(−1)n−1 lognn ,

∑+∞
n=1

(−1)n−1n2

3n ,
∑+∞

n=1(−1)n−1 sin 1
n ,

∑+∞
n=1(−1)n−1n(1− cos 1

n).

8.3.5. Εξετάστε τις
∑+∞

n=1
(−1)n−1

3n+(−1)nn ,
∑+∞

n=1
(−1)n−1

3n+6(−1)nn ως προς τη σύγκλιση και την απόλυτη
σύγκλιση.

8.3.6. Αποδείξτε ότι οι
∑+∞

n=1(−1)n−1
(
e− (1 + 1

n)
n
)
,
∑+∞

n=1(−1)n−1( n
√
n− 1),

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n n
√
n

συγκλίνουν υπό συνθήκη.

8.3.7. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1
1

1+xn συγκλίνει αν και μόνο αν |x| > 1.

8.3.8. [α] Αν
∑+∞

n=1 |xn| < +∞, αποδείξτε ότι οι
∑+∞

n=1 xn cos(nx),
∑+∞

n=1 xn sin(nx) συγκλί-
νουν απολύτως.
[β] Αν 0 ≤ r < 1, αποδείξτε ότι

1 + 2
∑+∞

n=1 r
n cos(nx) = 1−r2

1−2r cosx+r2
, 2

∑+∞
n=1 r

n sin(nx) = 2r sinx
1−2r cosx+r2

.

[γ] Αν η (xn) είναι φθίνουσα και xn → 0, αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn cos(nx) συγκλίνει αν x ̸=
m2π για κάθεm ∈ Z και ότι η

∑+∞
n=1 xn sin(nx) συγκλίνει για κάθε x.

Αποδείξτε ότι οι
∑+∞

n=1
sin(nx)
n logn ,

∑+∞
n=1

logn
n sin(nx),

∑+∞
n=1(1 + 1

2 + · · · + 1
n)

sin(nx)
n συγκλίνουν

για κάθε x.
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8.3.9. Αποδείξτε ότι 1
2 + 1

4 + · · · + 1
2n ≥

∫ n+1
1

1
2x dx = log

√
n+ 1 για κάθε n. Κατόπιν, βάσει

της 1 + x ≤ ex, αποδείξτε ότι 1
2 · 3

4 · 5
6 · · ·

2n−1
2n ≤ 1√

n+1
για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1(−1)n−1 1·3·5···(2n−1)2·4·6···(2n) συγκλίνει.16

Αποδείξτε ότι 1 + 1
3 + · · · + 1

2n−1 ≤ 1 +
∫ n
1

1
2x−1 dx = 1 + log

√
2n− 1 για κάθε n. Κατόπιν,

βάσει της 1 + x ≤ ex, αποδείξτε ότι 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) ≥ 1

e
√
2n−1 για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1(−1)n−1 1·3·5···(2n−1)2·4·6···(2n) δεν συγκλίνει απολύτως.

Τί έχετε να πείτε για τις
∑+∞

n=1(−1)n−1
(1·3·5···(2n−1)

2·4·6···(2n)
)2, ∑+∞

n=1(−1)n−1
(1·3·5···(2n−1)

2·4·6···(2n)
)3 ως προς

τη σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση;

8.3.10. Αν η
∑+∞

n=1 an συγκλίνει απολύτως και η ακολουθία (bn) είναι φραγμένη, αποδείξτε ότι η∑+∞
n=1 anbn συγκλίνει απολύτως.

8.3.11. Έστω (bn) φθίνουσα ώστε bn → 0. Έστω s =
∑+∞

n=1(−1)n−1bn και τα μερικά αθροίσματα
sn = b1 − b2 + · · ·+ (−1)n−1bn. Αποδείξτε ότι 0 ≤ (−1)n(s− sn) ≤ bn+1 για κάθε n.

8.3.12. 17 [α] Έστω ότι η
∑+∞

n=1
an
np συγκλίνει. Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1

an
np′ συγκλίνει, αν p′ > p,

και συγκλίνει απολύτως, αν p′ > p+ 1.
[β] Έστω ότι η

∑+∞
n=1

an
np0 συγκλίνει υπό συνθήκη. Αποδείξτε ότι υπάρχουν p1, p2 ώστε p1 ≤ p0 ≤

p2 και p2 − p1 ≤ 1 και ώστε η
∑+∞

n=1
an
np να αποκλίνει, αν p < p1, να συγκλίνει υπό συνθήκη, αν

p1 < p < p2, και να συγκλίνει απολύτως, αν p > p2.

8.3.13. Έστω un → u > 0 και |x| < 1. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 x
u1+···+un συγκλίνει απολύτως.

8.3.14. 18 Έστω ότι η ακολουθία (bn) είναι μονότονη και bn → l. Αν sn =
∑n

k=1(−1)k−1bk για
κάθε n, αποδείξτε ότι lim sn − lim sn = |l|.

8.3.15. Έστωm ∈ N μεm ≥ 2. Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n και lim
∣∣xn+m

xn

∣∣ < 1. Αποδείξτε
ότι η

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει απολύτως.19

8.3.16. Έστω ότι ισχύει yn > 0 για κάθε n και έστω ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει και η
∑+∞

n=1 yn
αποκλίνει. Αποδείξτε ότι lim xn

yn
≤ 0 ≤ lim xn

yn
.

8.3.17. Βρείτε ακολουθία (bn) ώστε να ισχύει bn > 0 για κάθε n, ώστε bn → 0 και ώστε η∑+∞
n=1(−1)n−1bn να αποκλίνει.

8.3.18. Βρείτε
∑+∞

n=1 an η οποία συγκλίνει και ακολουθία (bn) ώστε bn → 0, ώστε να ισχύει
bn ≥ 0 για κάθε n και ώστε η

∑+∞
n=1 anbn να αποκλίνει.

8.3.19. Βρείτε
∑+∞

n=1 xn η οποία συγκλίνει ώστε η
∑+∞

n=1 xn
2 να αποκλίνει.

8.3.20. Έστω ότι η ακολουθία (an) είναι περιοδική. Δηλαδή, υπάρχει p ώστε να ισχύει an+p = an
για κάθε n. Έστω, επίσης, ότι η ακολουθία (bn) είναι φθίνουσα και bn → 0.
Αν a1 + · · ·+ ap = 0, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 anbn συγκλίνει.

Αν a1+ · · ·+ap ̸= 0, αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει αν και μόνο αν η
∑+∞

n=1 bn συγκλίνει.
Αποδείξτε ότι η p

1 − q
2 + p

3 − q
4 + p

5 − q
6 + · · · συγκλίνει αν και μόνο αν p = q.

Αποδείξτε ότι η p
1 − q

2 + r
3 + p

4 − q
5 + r

6 + · · · συγκλίνει αν και μόνο αν p+ r = q.
16Αργότερα, στα παραδείγματα 10.2.16 και 10.3.7, θα δούμε, ως ειδική περίπτωση του γενικού διωνυμικού τύπου

του Newton, ότι το άθροισμα της σειράς αυτής είναι ο αριθμός 1− 1√
2
.

17Μια σημαντική άσκηση. Περιγράφεται μια “διάταξη” των σειρών
∑+∞

n=1
an
np σε σχέση με τη σύγκλιση και την

απόλυτη σύγκλισή τους ανάλογα με τις τιμές της παραμέτρου p. Οι σειρές αυτές ονομάζονται σειρές Dirichlet και
εμφανίζονται στην Αναλυτική Θεωρία Αριθμών. Δείτε την άσκηση 10.1.25. Επίσης, την άσκηση 10.1.26 και τη σχετική
υποσημείωση για το σημαντικότερο παράδειγμα τέτοιας σειράς, την ζ- συνάρτηση του Riemann.

18Ένα συμπλήρωμα του κριτηρίου εναλλασσόμενων προσήμων.
19Η περίπτωσηm = 1 είναι το κριτήριο λόγου.
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8.3.21. Έστω ακολουθία (xn) και yn = n(xn − xn+1) για κάθε n.
Αν nxn → a και a ̸= 0, αποδείξτε ότι οι

∑+∞
n=1 xn και

∑+∞
n=1 yn αποκλίνουν.

Αν οι
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn συγκλίνουν, αποδείξτε ότι nxn → 0 και
∑+∞

n=1 xn =
∑+∞

n=1 yn.
Αποδείξτε ότι

∑+∞
n=1

1
n2 = 2−

∑+∞
n=1

1
n(n+1)2

.

8.3.22. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0
ώστε να ισχύει |xn1 + · · · + xnk

| < ϵ για κάθε k και για κάθε (διαφορετικούς) n1, . . . , nk με
n1, . . . , nk ≥ n0.

8.3.23. 20 Έστω p, q > 1 ώστε 1
p + 1

q = 1.

[α] Αν
∑+∞

n=1 |an|p < +∞ και
∑+∞

n=1 |bn|q < +∞, αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει απολύ-
τως και ότι ισχύει η ανισότητα του Hölder για σειρές,∣∣∑+∞

n=1 anbn
∣∣ ≤ (∑+∞

n=1 |an|p
)1/p(∑+∞

n=1 |bn|q
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει s|an|p = t|bn|q για κάθε n και είτε anbn ≥ 0 για κάθε n είτε anbn ≤ 0 για κάθε n.
Αν

∑+∞
n=1 |an|2 < +∞ και

∑+∞
n=1 |bn|2 < +∞, επειδή 1

2 + 1
2 = 1, η πολύ σημαντική ανισότητα

του Cauchy, ∣∣∑+∞
n=1 anbn

∣∣ ≤ (∑+∞
n=1 |an|2

)1/2(∑+∞
n=1 |bn|2

)1/2
,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.
[β] Αν

∑+∞
n=1 |an|p < +∞ και

∑+∞
n=1 |bn|p < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski για

σειρές, (∑+∞
n=1 |an + bn|p

)1/p ≤ (∑+∞
n=1 |an|p

)1/p
+

(∑+∞
n=1 |bn|p

)1/p
.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει s|an| = t|bn| για κάθε n και είτε anbn ≥ 0 για κάθε n είτε anbn ≤ 0 για κάθε n.

8.3.24. Έστω ότι ισχύει wn > 0 για κάθε n και
∑+∞

n=1wn = 1. Αν η f : I → R είναι κυρτή στο
διάστημα I και ισχύει an ∈ I για κάθε n και η

∑+∞
n=1 anwn συγκλίνει, αποδείξτε την ανισότητα

του Jensen για σειρές,
f
(∑+∞

n=1 anwn

)
≤

∑+∞
n=1 f(an)wn.

Αν η f είναι κοίλη στο I , αποδείξτε ότι ισχύει η αντίστροφη ανισότητα.
Αν, επιπλέον, η f είναι γνησίως κυρτή (κοίλη) στο I , αποδείξτε ότι η ανισότητα αυτή ισχύει ως
ισότητα αν και μόνο αν οι αριθμοί a1, a2, a3, . . . είναι ίσοι μεταξύ τους.

8.3.25. Χρησιμοποιώντας την άσκηση 2.7.13, αποδείξτε ότι, όταν το κριτήριο λόγου δείχνει σύ-
γκλιση ή απόκλιση σειράς, το ίδιο συμβαίνει και με το κριτήριο ρίζας.

8.3.26. 21 Έστω f : N → N γνησίως αύξουσα στοN. Από κάθε σειρά
∑+∞

n=1 xn δημιουργούμε μια
νέα σειρά

∑+∞
n=1 yn ως εξής: θέτουμε y1 = x1+ · · ·+xf(1) και yn = xf(n−1)+1+ · · ·+xf(n) για

κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε ότι, αν η

∑+∞
n=1 xn έχει άθροισμα, τότε η

∑+∞
n=1 yn έχει το ίδιο άθροισμα.

Ως αντιπαράδειγμα για το αντίστροφο θεωρήστε την f : N → N με τύπο f(k) = 2k και τη σειρά∑+∞
n=1(−1)n−1.

Έστω ότι υπάρχειM ώστε να ισχύει f(k+1)−f(k) ≤M για κάθε k και έστω xn → 0. Αποδείξτε
ότι, αν η

∑+∞
n=1 yn έχει άθροισμα, τότε η

∑+∞
n=1 xn έχει το ίδιο άθροισμα.

Ορίζουμε, επιπλέον, y′1 = |x1|+ · · ·+ |xf(1)| και y′n = |xf(n−1)+1|+ · · ·+ |xf(n)| για κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε ότι, αν y′n → 0 και η

∑+∞
n=1 yn έχει άθροισμα, τότε η

∑+∞
n=1 xn έχει το ίδιο άθροισμα.

20Η συνέχεια της άσκησης 8.2.21.
21Η άσκηση αυτή περιγράφει τον μηχανισμό της ομαδοποίησης των όρων μιας σειράς. Λέμε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 yn

προκύπτει από τη σειρά
∑+∞

n=1 xn με εισαγωγή παρενθέσεων και ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn προκύπτει από τη σειρά∑+∞
n=1 yn με διαγραφή παρενθέσεων.
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8.3.27. 22 [α] Αν η (bn) είναι μονότονη και φραγμένη αποδείξτε ότι
∑+∞

n=1 |bn − bn+1| < +∞.
[β] Έστω ακολουθίες (an), (bn) και τα μερικά αθροίσματα sn = a1 + · · ·+ an της πρώτης.
Αν

∑+∞
n=1 |bn−bn+1| < +∞, αν bn → 0 και αν η (sn) είναι φραγμένη, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 anbn

συγκλίνει.
Αν

∑+∞
n=1 |bn− bn+1| < +∞ και αν η

∑+∞
n=1 an συγκλίνει, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 anbn συγκλίνει.

[γ] Αποδείξτε ότι η ακολουθία (bn) είναι διαφορά δύο μονότονων φραγμένων ακολουθιών αν και
μόνο αν

∑+∞
n=1 |bn − bn+1| < +∞.

8.3.28. 23 [α] Έστω ότι ισχύει yn > 0 και xn ̸= 0 για κάθε n και έστω ότι ισχύει τελικά
∣∣xn+1

xn

∣∣ ≤
yn+1

yn
. Αν η

∑+∞
n=1 yn συγκλίνει, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει απολύτως.

[β]24 Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n και έστω ότι υπάρχει µ ώστε n
(∣∣xn+1

xn

∣∣ − 1 + µ
n

)
→ 0.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως, αν µ > 1, και δεν συγκλίνει απολύτως, αν µ < 1.
Έστω µ = 1 και έστω ότι υπάρχει λ ώστε n logn

(∣∣xn+1

xn

∣∣ − 1 + 1
n + λ

n logn
)
→ 0. Αποδείξτε ότι

η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως, αν λ > 1, και δεν συγκλίνει απολύτως, αν λ < 1.
Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1(−1)n−1 nn

enn! συγκλίνει υπό συνθήκη.

8.3.29. 25 Έστω ότι ισχύει |xn,m| ≤ yn για κάθε n,m και limm→+∞ xn,m = xn για κάθε n.
Αν

∑+∞
n=1 yn < +∞, αποδείξτε ότι για κάθε m η

∑+∞
n=1 xn,m συγκλίνει, η

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει,

επίσης, και, τέλος,

limm→+∞
∑+∞

n=1 xn,m =
∑+∞

n=1 xn =
∑+∞

n=1 limm→+∞ xn,m.

8.3.30. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει, αποδείξτε ότι και η
∑+∞

n=1 nxn αποκλίνει.

8.4 Διαδοχική άθροιση διπλών σειρών.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.8. Έστω συνάρτηση x : N × N → R. Δηλαδή, σε κάθε ζεύγος (m,n) φυσικών
αντιστοιχίζεται μέσω της x ο αριθμός x(m,n). Κάθε τέτοια συνάρτηση x χαρακτηρίζεται διπλή
ακολουθία και, όπως με τις συνήθεις ακολουθίες, προτιμάμε το σύμβολο xm,n αντί του x(m,n).
Δηλαδή

xm,n = x(m,n).

Για τη διπλή ακολουθία x χρησιμοποιούμε και τα σύμβολα

(xm,n) ή (xm,n)
+∞
m,n=1.

Σ’ αυτήν την ενότητα θα μας απασχολήσει το θέμα της άθροισης διπλών ακολουθιών. Το αντί-
στοιχο θέμα για τις συνήθεις ακολουθίες είναι το θέμα αυτού του κεφαλαίου, δηλαδή οι σειρές.
Άρα σ’ αυτήν την ενότητα θα ασχοληθούμε με τις λεγόμενες διπλές σειρές. Και μάλιστα, δεν θα
εξετάσουμε τη γενική θεωρία των διπλών σειρών και τους πολλούς διαφορετικούς τρόπους άθροι-
σής τους. Θα εξετάσουμε μόνο ένα ειδικό αλλά αρκετά χρήσιμο θέμα, το θέμα της λεγόμενης
διαδοχικής άθροισης διπλών σειρών, και θα δούμε μόνο δύο βασικά αποτελέσματα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.9. Τα σύμβολα που χρησιμοποιούμε για μια διπλή σειρά είναι∑+∞
m,n=1 xm,n ή

∑
(m,n)∈N×N xm,n.

22Λέμε ότι η ακολουθία (bn) έχειφραγμένη κύμανση αν
∑+∞

n=1 |bn−bn+1| < +∞. Στο [β] περιγράφονται πρώτα το
κριτήριο του Dedekind και κατόπιν το κριτήριο του DuBois-Reymond. Παρατηρήστε ότι το κριτήριο του Dedekind
είναι γενίκευση του κριτηρίου του Dirichlet και το κριτήριο του DuBois-Reymond είναι γενίκευση του κριτηρίου του
Abel.

23Η συνέχεια της άσκησης 8.2.13.
24Τοκριτήριο τουGauss. Ένα χρήσιμο κριτήριο σε περιπτώσεις που το κριτήριο λόγου του d’Alembert αποτυγχάνει.
25Η πιο χρήσιμη μέθοδος εναλλαγής των συμβόλων της σειράς και του ορίου ακολουθίας.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 8.10. Ο πρώτος τρόπος διαδοχικής άθροισης διπλής σειράς είναι η άθροιση πρώτα
κατά γραμμές. Αυτό σημαίνει ότι πρώτα βρίσκουμε για κάθε m ∈ N, αν υπάρχει, το άθροισμα
sm =

∑+∞
n=1 xm,n και, κατόπιν, βρίσκουμε, αν υπάρχει, το άθροισμα

∑+∞
m=1 sm , δηλαδή το∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
.

Αν το τελικό αποτέλεσμα είναι ένας αριθμός a ή το +∞ ή το −∞, τότε λέμε ότι η διπλή σειρά
συγκλίνει στον a ή αποκλίνει στο +∞ ή αποκλίνει στο −∞, αντιστοίχως, με άθροιση πρώτα κατά
γραμμές.
Ο δεύτερος τρόπος διαδοχικής άθροισης διπλής σειράς είναι η άθροιση πρώτα κατά στήλες. Αυτό
σημαίνει ότι πρώτα βρίσκουμε για κάθε n ∈ N, αν υπάρχει, το άθροισμα tn =

∑+∞
m=1 xm,n και,

κατόπιν, βρίσκουμε, αν υπάρχει, το άθροισμα
∑+∞

n=1 tn , δηλαδή το∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
.

Αν το τελικό αποτέλεσμα είναι ένας αριθμός a ή το +∞ ή το −∞, τότε λέμε ότι η διπλή σειρά
συγκλίνει στον a ή αποκλίνει στο +∞ ή αποκλίνει στο −∞, αντιστοίχως, με άθροιση πρώτα κατά
στήλες.
Ο τρίτος τρόπος διαδοχικής άθροισης διπλής σειράς είναι η άθροιση πρώτα κατά διαγωνίους.
Αυτό σημαίνει ότι πρώτα βρίσκουμε για κάθε k ∈ N το άθροισμα uk =

∑k
l=1 xk−l+1,l και, κατόπιν,

βρίσκουμε, αν υπάρχει, το άθροισμα
∑+∞

k=1 uk , δηλαδή το∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
.

Αν το τελικό αποτέλεσμα είναι ένας αριθμός a ή το +∞ ή το −∞, τότε λέμε ότι η διπλή σειρά
συγκλίνει στον a ή αποκλίνει στο +∞ ή αποκλίνει στο −∞, αντιστοίχως, με άθροιση πρώτα κατά
διαγωνίους.

Οι όροι “στήλες”, “γραμμές” και “διαγώνιοι” προέρχονται, προφανώς, από τη θεωρία των
πινάκων. Φανταζόμαστε ότι οι αριθμοί x1,1, x1,2, x1,3, . . . διατάσσονται στην πρώτη σειρά από
τα αριστερά προς τα δεξιά. Αμέσως από κάτω διατάσσονται οι αριθμοίx2,1, x2,2, x2,3, . . . , αμέσως
από κάτω από αυτούς διατάσσονται οι x3,1, x3,2, x3,3, . . . και ούτω καθ’ εξής. Έτσι δημιουργείται
ένας “άπειρος” πίνακας με το στοιχείο x1,1 στην πάνω αριστερή γωνία του και ο οποίος εκτείνεται
απεριόριστα προς τα δεξιά και προς τα κάτω. Το στοιχείο xm,n είναι στην τομή της m-οστής
γραμμής και της n-οστής στήλης.

Όταν έχουμε πεπερασμένα αθροίσματα τα πράγματα είναι απλά. Για παράδειγμα, ισχύει:∑M
m=1

(∑N
n=1 xm,n

)
=

∑N
n=1

(∑M
m=1 xm,n

)
διότι η σειρά με την οποία γίνεται η πρόσθεση πεπερασμένου πλήθους αριθμών δεν επηρεάζει την
τιμή του αθροίσματος. Δείτε, όμως, το εξής παράδειγμα.

Παράδειγμα 8.4.1. Έστω xm,n =


1, ανm− n = 1

−1, ανm− n = −1

0, ανm− n ̸= ±1
Εδώ ο άπειρος πίνακας έχει στοιχεία 1 στην διαγώνιο ακριβώς κάτω από την κύρια διαγώνιο και
στοιχεία −1 στην διαγώνιο ακριβώς πάνω από την κύρια διαγώνιο. Κάθε αλλο στοιχείο είναι 0.
Τότε,

∑+∞
n=1 x1,n = −1 και

∑+∞
n=1 xm,n = 0 για κάθεm ≥ 2, οπότε

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
= −1.

Επίσης,
∑+∞

m=1 xm,1 = 1 και
∑+∞

m=1 xm,n = 0 για κάθε n ≥ 2, οπότε
∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
= 1.

Τέλος, είναι
∑k

l=1 xk−l+1,l = 0 για κάθε k, οπότε
∑+∞

k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
= 0.

Επομένως, οι τρεις τρόποι άθροισης της διπλής σειράς δίνουν τρία διαφορετικά αποτελέσματα.

Έστω διπλή σειρά η οποία έχει μη-αρνητικούς όρους, δηλαδή έστω ότι ισχύει xm,n ≥ 0 για
κάθεm,n.
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Τότε, για κάθε m, το άθροισμα sm =
∑+∞

n=1 xm,n υπάρχει και είναι είτε αριθμός ≥ 0 είτε +∞.
Τώρα, μια πρώτη περίπτωση είναι όταν ο sm είναι αριθμός για κάθεm. Τότε, όπως γνωρίζουμε, το
άθροισμα

∑+∞
m=1 sm υπάρχει και είναι είτε αριθμός ≥ 0 είτε +∞. Μια δεύτερη περίπτωση είναι

όταν για τουλάχιστον έναν m0 είναι sm0 = +∞. Παρατηρήστε τότε ότι όταν υπολογίζουμε ένα
μερικό άθροισμα της

∑+∞
m=1 sm, αυτό είναι ένα συνηθισμένο άθροισμα πεπερασμένου πλήθους

στοιχείων στο οποίο δεν προκύπτει απροσδιόριστη μορφή, αφού όλα αυτά τα στοιχεία ανήκουν
στο [0,+∞]. Και, ειδικώτερα, για κάθε k ≥ m0 είναι s1 + · · · + sk = +∞ αφού κάθε τέτοιο
άθροισμα περιέχει τον όρο sm0 . Επομένως, τα μερικά αθροίσματα έχουν όριο το +∞, οπότε το
άθροισμα

∑+∞
m=1 sm υπάρχει και είναι +∞. Συμπεραίνουμε ότι σε κάθε περίπτωση το άθροισμα∑+∞

m=1 sm, δηλαδή το
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
υπάρχει και είναι είτε αριθμός ≥ 0 είτε +∞.

Ακριβώς τα ίδια ισχύουν και για το άθροισμα
∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
, δηλαδή ότι είναι είτε αριθμός

≥ 0 είτε +∞.
Η κατάσταση με την άθροιση πρώτα κατά διαγωνίους είναι λίγο πιο απλή. Για κάθε k το άθροισμα∑k

l=1 xk−l+1,l είναι, προφανώς, αριθμός ≥ 0, οπότε το άθροισμα
∑+∞

k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
είναι

είτε αριθμός ≥ 0 είτε +∞.
Οπότε προκύπτει το ερώτημα αν τα τρία αθροίσματα σχετίζονται και, ειδικώτερα, αν είναι ίσα.
Στο ερώτημα αυτό απαντά το θεώρημα 8.2.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.2. Έστω ότι ισχύει xm,n ≥ 0 για κάθεm,n. Τότε∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
.

Δηλαδή, για σειρές με μη-αρνητικούς όρους οι τρεις τρόποι άθροισης δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα, το
οποίο είναι είτε αριθμός ≥ 0 είτε +∞.

Απόδειξη. Για κάθεm είναι

s1 + · · ·+ sm =
∑+∞

n=1 x1,n + · · ·+
∑+∞

n=1 xm,n =
∑+∞

n=1(x1,n + · · ·+ xm,n)

≤
∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
.

Δηλαδή το άθροισμα
∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
είναι άνω φράγμα των μερικών αθροισμάτων s1 +

· · ·+ sm για κάθεm, οπότε∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
m=1 sm ≤

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
.

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε τη συμμετρική σχέση∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
≤

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
και καταλήγουμε στην ισότητα

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
.

Τώρα δημιουργούμε μια νέα διπλή σειρά, ορίζοντας

ym,n =

{
xm,n−m+1, ανm ≤ n

0, ανm > n

Επειδή ισχύει ym,n ≥ 0 για κάθεm,n, μπορούμε να εφαρμόσουμε το μέχρι τώρα αποτέλεσμα στη
διπλή σειρά

∑+∞
m,n=1 ym,n. Δηλαδή,∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 ym,n

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 ym,n

)
. (8.19)

Παρατηρούμε, όμως, ότι τα δύο μέλη της (8.19) είναι∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 ym,n

)
=

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
και ∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 ym,n

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
.

Άρα η (8.19) γίνεται
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 8.11. Λέμε ότι η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 xm,n συγκλίνει απολύτως αν∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 |xm,n|

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 |xk−l+1,l|

)
< +∞.

Πρέπει να τονίσουμε ότι όταν θέλουμε να δούμε αν μια διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 xm,n συγκλί-
νει απολύτως, τότε αρκεί να δούμε αν ένα μόνο από τα τρία αθροίσματα

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
,∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 |xm,n|

)
και

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 |xk−l+1,l|

)
είναι αριθμός (και όχι +∞), διότι τα τρία

αθροίσματα είναι, σύμφωνα με το θεώρημα 8.2, ίσα.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.3. Αν η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 xm,n συγκλίνει απολύτως, τότε∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
και η κοινή τιμή των τριών αθροισμάτων είναι αριθμός.

Απόδειξη. Από το
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
< +∞ συνεπάγεται, προφανώς, ότι για κάθεm ισχύει∑+∞

n=1 |xm,n| < +∞, οπότε η
∑+∞

n=1 xm,n συγκλίνει και το άθροισμα sm =
∑+∞

n=1 xm,n είναι
αριθμός. Ομοίως, για κάθε n η

∑+∞
m=1 xm,n συγκλίνει και το άθροισμα tn =

∑+∞
m=1 xm,n είναι

αριθμός.
Κατόπιν, για κάθεm ισχύει |sm| =

∣∣∑+∞
n=1 xm,n

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1 |xm,n| και, επομένως,

∑+∞
m=1 |sm| ≤∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
< +∞. Άρα η

∑+∞
m=1 sm συγκλίνει και το

s =
∑+∞

m=1 sm =
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
είναι αριθμός.
Ομοίως, για κάθε n η

∑+∞
n=1 tn συγκλίνει και το

t =
∑+∞

n=1 tn =
∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
είναι αριθμός.
Τώρα πρέπει να αποδείξουμε ότι s = t.
Έστω ϵ > 0. Επειδή

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
< +∞ και

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 |xm,n|

)
< +∞, συνεπά-

γεται ότι υπάρχουνm0, n0 ώστε, αντιστοίχως,∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
< ϵ

4 ,
∑+∞

n=n0+1

(∑+∞
m=1 |xm,n|

)
< ϵ

4 . (8.20)

Τώρα γράφουμε

s−
∑m0

m=1

(∑n0
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
−

∑m0
m=1

(∑n0
n=1 xm,n

)
=

∑m0
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
+

∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
−

∑m0
m=1

(∑n0
n=1 xm,n

)
=

∑m0
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n −

∑n0
n=1 xm,n

)
+

∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑m0
m=1

(∑+∞
n=n0+1 xm,n

)
+

∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
n=n0+1

(∑m0
m=1 xm,n

)
+

∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
,

οπότε από τις (8.20) συνεπάγεται∣∣s−∑m0
m=1

(∑n0
n=1 xm,n

)∣∣ ≤ ∑+∞
n=n0+1

(∑m0
m=1 |xm,n|

)
+

∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
≤

∑+∞
n=n0+1

(∑+∞
m=1 |xm,n|

)
+

∑+∞
m=m0+1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
< ϵ

4 + ϵ
4 = ϵ

2 .

(8.21)

Με τον ίδιο τρόπο μπορεί να αποδειχτεί και η ανάλογη σχέση∣∣t−∑n0
n=1

(∑m0
m=1 xm,n

)∣∣ < ϵ
2 . (8.22)
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Τώρα παρατηρούμε ότι ∑m0
m=1

(∑n0
n=1 xm,n

)
=

∑n0
n=1

(∑m0
m=1 xm,n

)
. (8.23)

Από τις (8.21), (8.22) και (8.23) έχουμε

|s− t| ≤
∣∣s−∑m0

m=1

(∑n0
n=1 xm,n

)∣∣+ ∣∣t−∑n0
n=1

(∑m0
m=1 xm,n

)∣∣ < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Αποδείξαμε ότι ισχύει |s− t| < ϵ για κάθε ϵ > 0, οπότε s = t.

Τώρα, όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 8.2, ορίζουμε ym,n =

{
xm,n−m+1 , ανm ≤ n

0, ανm > n

Έτσι προκύπτει μια νέα διπλή σειρά η οποία συγκλίνει απολύτως, διότι
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 |ym,n|

)
=∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 |xm,n|

)
< +∞. Άρα μπορούμε να εφαρμόσουμε το μέχρι τώρα αποτέλεσμα στη

διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 ym,n. Δηλαδή,∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 ym,n

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 ym,n

)
.

Όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 8.2, είναι∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 ym,n

)
=

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
και ∑+∞

n=1

(∑+∞
m=1 ym,n

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
.

Άρα
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1 xk−l+1,l

)
.

Ασκήσεις.

8.4.1. Έστω ότι ισχύει 0 ≤ xm,n ≤ ym,n για κάθε m,n. Αν η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 ym,n συ-
γκλίνει ως προς οποιονδήποτε από (και, επομένως, ως προς όλους) τους τρεις τρόπους άθροισης,
αποδείξτε ότι το ίδιο ισχύει και για τη διπλή σειρά

∑+∞
m,n=1 xm,n. Αν sx είναι η κοινή τιμή των δια-

δοχικών αθροισμάτων της
∑+∞

m,n=1 xm,n και sy είναι η κοινή τιμή των διαδοχικών αθροισμάτων
της

∑+∞
m,n=1 ym,n, αποδείξτε ότι sx ≤ sy.

8.4.2. Βρείτε την τιμή των τριών διαδοχικών αθροισμάτων της διπλής σειράς
∑+∞

m,n=1
1

(m+n)! .

8.4.3. Αποδείξτε ότι η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1
1

mpnq συγκλίνει απολύτως αν και μόνο αν p, q > 1.

8.4.4. Αποδείξτε ότι η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1
1

(m+n)p συγκλίνει απολύτως αν και μόνο αν p > 2.

8.4.5. Εξετάστε ως προς την άθροιση πρώτα κατά γραμμές και ως προς την άθροιση πρώτα κατά
στήλες τη διπλή σειρά

∑+∞
m,n=1 xm,n, όπου xm,n = 1

m+1(
m

m+1)
n − 1

m+2(
m+1
m+2)

n για κάθεm,n.

8.4.6. Γράψτε τη σειρά
∑+∞

k=1
xk

1+x2k ως διπλή σειρά με τέτοιο τρόπο ώστε να αποδείξετε ότι ισχύει∑+∞
k=1

xk

1+x2k =
∑+∞

k=1
(−1)k−1x2k−1

1−x2k−1 για κάθε x ∈ (−1, 1).

8.4.7. Ξεκινώντας από τη διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1mx
mn, αποδείξτε ότι, για κάθε x με |x| < 1, ισχύει∑+∞

m=1m
xm

1−xm =
∑+∞

n=1
xn

(1−xn)2
.

8.4.8. Έστω f(x) =
∑+∞

n=1 anx
n και g(x) =

∑+∞
m=1 bmx

m για κάθε x ∈ (−R,R). Αποδείξτε ότι
ισχύει

∑+∞
n=1 ang(x

n) =
∑+∞

m=1 bmf(x
m) για κάθε x ∈ (−R1, R1), όπου R1 = min{R, 1}.
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8.5 Γινόμενο Cauchy σειρών.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.12. Έστω οι σειρές
∑+∞

m=0 am και
∑+∞

n=0 bn . Σχηματίζουμε τους όρους μιας νέας
σειράς

∑+∞
k=0 ck ως εξής: c0 = a0b0 , c1 = a1b0 + a0b1 , c2 = a2b0 + a1b1 + a0b2 και, γενικότερα,

ck =
∑k

l=0 ak−lbl = akb0 + ak−1b1 + · · ·+ a1bk−1 + a0bk για κάθε k ≥ 0.

Η σειρά ∑+∞
k=0 ck =

∑+∞
k=0

(∑k
l=0 ak−lbl

)
oνομάζεται γινόμενο Cauchy των

∑+∞
m=0 am και

∑+∞
n=0 bn.

Η ιδέα για τέτοιου είδους πολλαπλασιασμό προέρχεται από τις δυναμοσειρές, δηλαδή σειρές
της μορφής

∑+∞
m=0 amx

m. Αυτές τις σειρές θα τις μελετήσουμε στην ενότητα 10.2. Αν πολλα-
πλασιάσουμε τις σειρές

∑+∞
m=0 amx

m και
∑+∞

n=0 bnx
n όπως πολλαπλασιάζουμε δύο πολυώνυμα,

δηλαδή ομαδοποιώντας ίδιες δυνάμεις του x, βλέπουμε ότι σχηματίζεται η σειρά
∑+∞

k=0 ckx
k, της

οποίας οι συντελεστές cn δίνονται από τους παραπάνω τύπους.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.4. 26 Αν οι σειρές
∑+∞

m=0 am και
∑+∞

n=0 bn συγκλίνουν απολύτως, τότε το γινόμενο
Cauchy

∑+∞
k=0 ck των δύο σειρών συγκλίνει απολύτως και∑+∞

k=0 ck =
∑+∞

m=0 am
∑+∞

n=0 bn.

Απόδειξη. Θεωρούμε τη διπλή σειρά
∑+∞

m,n=0 xm,n, ορίζοντας xm,n = ambn για κάθεm,n ≥ 0.
Η διπλή σειρά συγκλίνει απολύτως διότι∑+∞

m=0

(∑+∞
n=0 |xm,n|

)
=

∑+∞
m=0 |am|

(∑+∞
n=0 |bn|

)
=

∑+∞
m=0 |am|

∑+∞
n=0 |bn| < +∞.

Εφαρμόζουμε το θεώρημα 8.3 και βρίσκουμε∑+∞
k=0

(∑k
l=0 xk−l,l

)
=

∑+∞
m=0

(∑+∞
n=0 xm,n

)
.

Συνεπάγεται ∑+∞
k=0 ck =

∑+∞
k=0

(∑k
l=0 ak−lbl

)
=

∑+∞
m=0 am

∑+∞
n=0 bn.

Τέλος, εφαρμόζοντας το θεώρημα 8.2 στη σειρά
∑+∞

m,n=0 |xm,n| για την τελευταία ισότητα παρα-
κάτω, βρίσκουμε:∑+∞

k=0 |ck| =
∑+∞

k=0

∣∣∑k
l=0 ak−lbl

∣∣ ≤ ∑+∞
k=0

(∑k
l=0 |ak−l||bl|

)
=

∑+∞
m=0 |am|

∑+∞
n=0 |bn|

< +∞,

οπότε η
∑+∞

k=0 ck συγκλίνει απολύτως.

Παράδειγμα 8.5.1. Γινόμενο Cauchy της σειράς
∑+∞

n=0 a
n με τον εαυτό της.

Είναι 1 · 1 = 1 και
ak1 + ak−1a+ · · ·+ aak−1 + 1ak = (k + 1)ak

για κάθε k. Άρα το γινόμενο Cauchy της
∑+∞

n=0 a
n με τον εαυτό της είναι η

∑+∞
k=0(k + 1)ak.

Αν |a| < 1, η
∑+∞

n=0 a
n συγκλίνει απολύτως και, επομένως, και η

∑+∞
k=0(k + 1)ak συγκλίνει

απολύτως και ∑+∞
k=0(k + 1)ak =

∑+∞
m=0 a

m
∑+∞

n=0 a
n = 1

(1−a)2 αν |a| < 1.

26Δείτε την άσκηση 8.5.4 για έναν διαφορετικό τρόπο απόδειξης, χωρίς χρήση διπλών σειρών, του τύπου
∑+∞

k=0 ck =∑+∞
m=0 am

∑+∞
n=0 bn και, μάλιστα, με ασθενέστερες υποθέσεις: μόνο η μία από τις δύο σειρές

∑+∞
m=0 am,

∑+∞
n=0 bn

χρειάζεται να συγκλίνει απολύτως ενώ η άλλη πρέπει, απλώς, να συγκλίνει. Αν μία από τις δύο σειρές δεν συγκλίνει
απολύτως, δεν μπορούμε να συμπεράνουμε, εν γένει, ότι το γινόμενο Cauchy συγκλίνει απολύτως. Ένα ακόμη σχετικό
αποτέλεσμα είναι στην άσκηση 10.2.21.
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Παράδειγμα 8.5.2. Γνωρίζουμε ότι οι σειρές
∑+∞

m=0
am

m! και
∑+∞

n=0
bn

n! συγκλίνουν απολύτως για
κάθε a, b.
Είναι 1 · 1 = 1 και, βάσει του διωνυμικού τύπου του Newton, είναι

ak

k! 1 +
ak−1

(k−1)!
b1

1! + · · ·+ a1

1!
bk−1

(k−1)! + 1 bk

k! =
(a+b)k

k!

για κάθε k. Άρα το γινόμενο Cauchy των
∑+∞

m=0
am

m! και
∑+∞

n=0
bn

n! είναι η
∑+∞

k=0
(a+b)k

k! , οπότε∑+∞
k=0

(a+b)k

k! =
∑+∞

m=0
am

m!

∑+∞
n=0

bn

n! .

Οι σειρές αυτές και ο τύπος στον οποίο καταλήξαμε σχετίζονται άμεσα με την εκθετική συνάρ-
τηση. Δείτε την άσκηση 8.5.3. Το θέμα αυτό θα μελετηθεί διεξοδικά στα παραδείγματα 10.2.13
και 10.3.3.

Ασκήσεις.

8.5.1. Αποδείξτε ότι
∑+∞

k=0
(k+1)(k+2)

2 ak = 1
(1−a)3 για κάθε a ∈ (−1, 1).

8.5.2. Αποδείξτε ότι 1
x +

∑+∞
k=1

1
x(x+1)···(x+k) = e

∑+∞
n=0

(−1)n
n!(x+n) για κάθε x ̸= 0,−1,−2, . . . ,

χρησιμοποιώντας το τελευταίο αποτέλεσμα της άσκησης 5.2.14.

8.5.3. Για κάθε x ορίζουμε f(x) =
∑+∞

n=0
xn

n! . Στο παράδειγμα 8.5.2 αποδείξαμε ότι για κάθε a, b
ισχύει f(a+ b) = f(a)f(b). Επίσης, γνωρίζουμε ότι f(0) = 1 και f(1) = e.
Αποδείξτε ότι η f : R → R είναι συνεχής στον 0.
Βάσει της άσκησης 4.2.12[γ], αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = ex για κάθε x, δηλαδή ότι ισχύει∑+∞

n=0
xn

n! = ex για κάθε x. Αυτό θα το ξανααποδείξουμε στα παραδείγματα 10.2.13 και 10.3.3.

8.5.4. Αποδείξτε το θεώρημα του Mertens: αν η μία από τις σειρές
∑+∞

m=0 am και
∑+∞

n=0 bn συ-
γκλίνει απολύτως και η άλλη συγκλίνει, τότε το γινόμενο Cauchy

∑+∞
k=0 ck των δύο σειρών συγκλίνει

και
∑+∞

k=0 ck =
∑+∞

m=0 am
∑+∞

n=0 bn.

Η
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

συγκλίνει. Αποδείξτε ότι το γινόμενο Cauchy της σειράς αυτής με τον εαυτό της
αποκλίνει.
Γνωρίζουμε ότι η

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n συγκλίνει. Αποδείξτε ότι το γινόμενο Cauchy της σειράς αυτής
με τον εαυτό της είναι η

∑+∞
k=1(−1)k−1zk, όπου zk = 2

k+1(1 +
1
2 + · · · + 1

k ) για κάθε k, και ότι
αυτή η σειρά συγκλίνει αλλά όχι απολύτως.

Θεωρήστε τις
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n και
∑+∞

m=0
1
4m και αποδείξτε, χωρίς να εφαρμόσετε το θεώρημα του

Mertens, ότι το γινόμενο Cauchy τους συγκλίνει αλλά όχι απολύτως.

8.6 Αναδιατάξεις σειρών.

ΟΡΙΣΜΟΣ 8.13. Θεωρούμε μια ένα-προς-ένα και επί συνάρτηση σ : N → N. Αυτό σημαίνει ότι
οι αριθμοί σ(1), σ(2), σ(3), . . . περιλαμβάνουν κάθε φυσικό αριθμό ακριβώς μία φορά ή, με άλλα
λόγια, αποτελούν μια αναδιάταξη των φυσικών αριθμών.
Τώρα, έστω ακολουθία (xn). Αν συμβολίσουμε x′n = xσ(n) τότε η ακολουθία (x′n) ονομάζεται ανα-
διάταξη της (xn). Επίσης, λέμε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 x

′
n είναι μια αναδιάταξη της σειράς

∑+∞
n=1 xn.

Αν
sn =

∑n
k=1 xk και s′n =

∑n
k=1 x

′
k,

για κάθε n, είναι τα μερικά αθροίσματα των σειρών
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 xn
′, τότε δεν μπορούμε

να περιμένουμε οι αριθμοί sn και s′n να είναι ίδιοι. Το άθροισμα sn περιέχει τους x1, x2, . . . , xn
ενώ το s′n τους xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n). Επομένως, δεν είναι καθόλου βέβαιο (και, εν γένει, δεν
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ισχύει) ότι limn→+∞ sn = limn→+∞ s
′
n ή, ισοδύναμα,

∑+∞
n=1 xn =

∑+∞
n=1 x

′
n. Μπορεί η μία σειρά

να συγκλίνει ενώ η άλλη να αποκλίνει ή να συγκλίνουν και οι δύο αλλά να έχουν διαφορετικά
αθροίσματα.

Παράδειγμα 8.6.1. Γνωρίζουμε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n = 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · συγκλίνει.

Τώρα, η σειρά 1 + 1
3 −

1
2 +

1
5 +

1
7 −

1
4 +

1
9 +

1
11 −

1
6 + · · · είναι αναδιάταξη της προηγούμενης.

Θα αποδείξουμε ότι και η δεύτερη σειρά συγκλίνει, αλλά ότι έχει διαφορετικό άθροισμα από την
πρώτη.
Αν sn είναι τα μερικά αθροίσματα της δεύτερης σειράς, τότε

s3n =
(
1 + 1

3 − 1
2

)
+

(
1
5 + 1

7 − 1
4

)
+ · · ·+

(
1

4n−3 + 1
4n−1 − 1

2n

)
.

Άρα
s3(n+1) − s3n = 1

4n+1 + 1
4n+3 − 1

2n+2 > 0

και, επομένως, η ακολουθία (s3n) είναι αύξουσα. Επίσης,

s3n = 1 + 1
3 −

(
1
2 − 1

5 − 1
7

)
− · · · −

(
1

2n−2 − 1
4n−3 − 1

4n−1
)
− 1

2n < 1 + 1
3 = 4

3 ,

επειδή κάθε παρένθεση είναι θετική. Άρα η ακολουθία (s3n) είναι και άνω φραγμένη και, επομέ-
νως, συγκλίνει σε κάποιον s. Τώρα,

s3n+1 = s3n + 1
4n+1 → s+ 0 = s και s3n+2 = s3n + 1

4n+1 + 1
4n+3 → s+ 0 + 0 = s.

Άρα sn → s και, επομένως,

1 + 1
3 − 1

2 + 1
5 + 1

7 − 1
4 + 1

9 + 1
11 − 1

6 + · · · = s.

Παρατηρούμε ότι
s3n ≥

(
1 + 1

3 − 1
2

)
+

(
1
5 + 1

7 − 1
4

)
= 5

6 + 13
140

για κάθε n ≥ 2, οπότε s ≥ 5
6 + 13

140 .
Έστω, τώρα,

t = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·

το άθροισμα της αρχικής σειράς. Αν tn είναι τα μερικά αθροίσματά της, τότε

t2n−1 = 1− 1
2 + · · · − 1

2n−2 + 1
2n−1 = 1− 1

2 + 1
3 −

(
1
4 − 1

5

)
− · · · −

(
1

2n−2 − 1
2n−1

)
≤ 1− 1

2 + 1
3 = 5

6

για κάθε n. Άρα t ≤ 5
6 και, επομένως, t < s.

ΘΕΩΡΗΜΑ 8.5. Έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως. Τότε οποιαδήποτε αναδιάταξη∑+∞
n=1 x

′
n της

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει, επίσης, απολύτως και

∑+∞
n=1 x

′
n =

∑+∞
n=1 xn .

Πρώτη απόδειξη. Έστω σ : N → N η ένα-προς-ένα και επί συνάρτηση η οποία ορίζει την ανα-
διάταξη. Δηλαδή, x′n = xσ(n) για κάθε n.
Ορίζουμε

xm,n =

{
xn = xσ(m) = x′m, αν n = σ(m)

0, αν n ̸= σ(m)

για κάθεm,n. Προκύπτει η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 xm,n, η οποία συγκλίνει απολύτως, διότι∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 |xm,n|

)
=

∑+∞
n=1 |xn| < +∞.

Από το θεώρημα 8.3 συνεπάγεται∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
,
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οπότε
∑+∞

m=1 x
′
m =

∑+∞
n=1 xn.

Δεύτερη απόδειξη: Θέτουμε S =
∑+∞

n=1 |xn|, οπότε 0 ≤ S < +∞.
Η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει και έστω
∑+∞

n=1 xn = s. Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn =
∑n

k=1 xk,
οπότε sn → s.
Παρατηρούμε ότι ισχύει

∑n
k=1 |x′k| ≤ S για κάθε n, αφού οι όροι |x′1|, . . . , |x′n|, δηλαδή οι

όροι |xσ(1)|, . . . , |xσ(n)|, είναι κάποιοι από τους |x1|, |x2|, . . . (χωρίς επανάληψη). Άρα η σειρά∑+∞
n=1 |x′n| συγκλίνει.

Θεωρούμε και τα μερικά αθροίσματα s′n =
∑n

k=1 x
′
k και θα αποδείξουμε ότι s

′
n → s, δηλαδή ότι∑+∞

n=1 x
′
n = s, οπότε η απόδειξη θα έχει τελειώσει.

Έστω ϵ > 0. Επειδή η
∑+∞

n=1 |xn| συγκλίνει και επειδή sn → s, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∑+∞
n=n0+1 |xn| <

ϵ
2 και |sn − s| < ϵ

2 για κάθε n ≥ n0. (8.24)

Επιλέγουμε n1 αρκετά μεγάλο ώστε οι σ(1), . . . , σ(n1) να περιλαμβάνουν τους 1, 2, . . . , n0.
Είναι προφανές ότι n1 ≥ n0. Αν n ≥ n1(≥ n0), τότε στο s′n − sn δεν περιλαμβάνονται οι
x1, . . . , xn0 , αφού καθένας από αυτούς περιέχεται ακριβώς μία φορά στο sn και στο s′n. Επομέ-
νως, αν n ≥ n1, από την (8.24) συνεπάγεται

|s′n − sn| ≤
∑+∞

n=n0+1 |xn| <
ϵ
2 .

Από την τελευταία σχέση και πάλι από την (8.24) συνεπάγεται ότι για κάθε n ≥ n1 ισχύει

|s′n − s| ≤ |s′n − sn|+ |sn − s| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα s′n → s.

Η ύπαρξη του προηγούμενου παραδείγματος 8.6.1 έχει ως βαθύτερη αιτία το ότι η αρχική σειρά
συγκλίνει αλλά όχι απολύτως. Αυτό θα φανεί και από το θεώρημα του Riemann που ακολουθεί.

Σχόλιο. Η απόδειξη του θεωρήματος του Riemann συναγωνίζεται σε δυσκολία την απόδειξη του
θεωρήματος 6.3!

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ RIEMANN. Έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει υπό συνθήκη. Τότε για κάθε
a, b ∈ R με a ≤ b υπάρχει αναδιάταξη

∑+∞
n=1 x

′
n της αρχικής σειράς ώστε, αν s′n = x′1 + · · ·+ x′n

είναι τα μερικά αθροίσματα της δεύτερης σειράς, να είναι

lim s′n = a, lim s′n = b.

Απόδειξη. Έχουμε ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει αλλά
∑+∞

n=1 |xn| = +∞. Έστω s =
∑+∞

n=1 xn.
Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = x1 + · · ·+ xn και Sn = |x1|+ · · ·+ |xn|.
Από τους xn ορίζουμε y1 να είναι ο πρώτος ο οποίος είναι ≥ 0, y2 ο δεύτερος ο οποίος είναι ≥ 0,
y3 ο τρίτος ο οποίος είναι ≥ 0 και ούτω καθ’ εξής. Ομοίως, από τους xn ορίζουμε z1 να είναι ο
πρώτος ο οποίος είναι < 0, z2 ο δεύτερος ο οποίος είναι < 0, z3 ο τρίτος ο οποίος είναι < 0 και
ούτω καθ’ εξής.
Θα αποδείξουμε ότι ∑+∞

n=1 yn = +∞,
∑+∞

n=1 zn = −∞.

Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα tn = y1 + · · ·+ yn και un = z1 + · · ·+ zn.
Παρατηρούμε ότι ο sn+Sn

2 =
∑n

k=1
xk+|xk|

2 είναι ίσος με το άθροισμα των μη-αρνητικών από τους
x1, . . . , xn και, επομένως, sn+Sn

2 ≤ tn. Επειδή sn+Sn
2 → s+∞

2 = +∞, συνεπάγεται tn → +∞.
Άρα

∑+∞
n=1 yn = +∞.

Ομοίως, ο sn−Sn
2 =

∑
k=1

xk−|xk|
2 είναι ίσος με το άθροισμα των αρνητικών από τους x1, . . . , xn,

οπότε sn−Sn
2 ≥ un. Επειδή sn−Sn

2 → s−∞
2 = −∞, έχουμε un → −∞. Άρα

∑+∞
n=1 zn = −∞.

Θεωρούμε δύο συγκεκριμένες ακολουθίες (an), (bn) ώστε

an → a, bn → b
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ως εξής. Ορίζουμε an = a, αν a ∈ R, και an = −n, αν a = −∞, και an = n, αν a = +∞. Το
ίδιο ακριβώς κάνουμε και με το b. Παρατηρήστε ότι ισχύει τελικά an ≤ bn.
Βήμα 1. Επειδή

∑+∞
n=1 yn = +∞, υπάρχει n1 ώστε y1 + · · ·+ yn1 > b1 και έστω ότι ο n1 είναι ο

ελάχιστος με αυτήν την ιδιότητα, δηλαδή ότι y1 + · · ·+ yn1−1 ≤ b1. Επομένως,

b1 < y1 + · · ·+ yn1 ≤ b1 + yn1 .

Επειδή
∑+∞

n=1 zn = −∞, υπάρχει n1∗ ώστε z1+ · · ·+zn1
∗ < a1− (y1+ · · ·+yn1) και έστω ότι ο

n1
∗ είναι ο ελάχιστος με αυτήν την ιδιότητα, δηλαδή ότι z1+ · · ·+zn1

∗−1 ≥ a1−(y1+ · · ·+yn1).
Επομένως,

a1 + zn1
∗ ≤ y1 + · · ·+ yn1 + z1 + · · ·+ zn1

∗ < a1.

Βήμα 2. Επειδή
∑+∞

n=n1+1 yn = +∞, υπάρχει n2 > n1 ώστε yn1+1 + · · · + yn2 > b2 − (y1 +
· · · + yn1 + z1 + · · · + zn1

∗) και έστω ότι ο n2 είναι ο ελάχιστος με αυτήν την ιδιότητα, δηλαδή
ότι yn1+1 + · · ·+ yn2−1 ≤ b2 − (y1 + · · ·+ yn1 + z1 + · · ·+ zn1

∗). Επομένως,

b2 < y1 + · · ·+ yn1 + z1 + · · ·+ zn1
∗ + yn1+1 + · · ·+ yn2 ≤ b2 + yn2 .

Επειδή
∑+∞

n=n1
∗+1 zn = −∞, υπάρχει n2∗ > n1

∗ ώστε zn1
∗+1+· · ·+zn2

∗ < a1−(y1+· · ·+yn1+
z1 + · · ·+ zn1

∗ + yn1+1 + · · ·+ yn2) και έστω ότι ο n2∗ είναι ο ελάχιστος με αυτήν την ιδιότητα,
δηλαδή ότι zn1

∗+1+ · · ·+ zn2
∗−1 ≥ a1− (y1+ · · ·+ yn1 + z1+ · · ·+ zn1

∗ + yn1+1+ · · ·+ yn2).
Επομένως,

a2 + zn2
∗ ≤ y1 + · · ·+ yn1 + z1 + · · ·+ zn1

∗ + yn1+1 + · · ·+ yn2 + zn1
∗+1 + · · ·+ zn2

∗ < a2.

Συνεχίζουμε επ’ άπειρον, επιλέγοντας διαδοχικά τους y1, . . . , yn1 , z1, . . . , zn1
∗ , yn1+1, . . . , yn2 ,

zn1
∗+1, . . . , zn2

∗ , . . . οι οποίοι, στη σειρά αυτή που εμφανίζονται, δεν είναι τίποτε άλλο από μια
αναδιάταξη των xn. Θεωρούμε, τώρα, τα μερικά αθροίσματα s′n της συγκεκριμένης αναδιάταξης.
Οι παραπάνω σχέσεις που ισχύουν σε κάθε βήμα, λένε ότι b1 < s′n1

≤ b1 + yn1 , a1 + zn1
∗ ≤

s′n1+n1
∗ < a1, b2 < s′n1+n1

∗+n2
≤ b2 + yn2 , a2 + zn2

∗ ≤ s′n1+n1
∗+n2+n2

∗ < a2 και, γενικότερα,

bk < s′n1+n1
∗+···+nk

≤ bk + ynk
, ak + znk

∗ ≤ s′n1+n1
∗+···+nk+nk

∗ < ak. (8.25)

Επειδή η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει, είναι xn → 0 και, επειδή, οι (yn) και (zn) είναι υποακολουθίες
της (xn), συνεπάγεται ynk

→ 0 και znk
∗ → 0. Άρα από τις (8.25) συνεπάγεται

s′n1+n1
∗+···+nk+nk

∗ → a, s′n1+n1
∗+···+nk

→ b

και, επομένως,
lim s′n ≤ a, b ≤ lim s′n. (8.26)

Είναι σαφές ότι για κάθε n ≥ n1 υπάρχει μοναδικός k ώστε είτε n1 + n1
∗ + · · · + nk ≤ n <

n1+n1
∗+ · · ·+nk+nk∗ είτε n1+n1∗+ · · ·+nk+nk∗ ≤ n < n1+n1

∗+ · · ·+nk+nk∗+nk+1.
Στην πρώτη περίπτωση, είναι

s′n1+n1
∗+···+nk+nk

∗ ≤ s′n ≤ s′n1+n1
∗+···+nk

και στη δεύτερη περίπτωση είναι

s′n1+n1
∗+···+nk+nk

∗ ≤ s′n ≤ s′n1+n1
∗+···+nk+nk

∗+nk+1
,

οπότε από τις (8.25) συνεπάγεται, αντιστοίχως,

ak + znk
∗ ≤ s′n ≤ bk + ynk

ή ak + znk
∗ ≤ s′n ≤ bk+1 + ynk+1

.

Συνεπάγεται

a = limk→+∞(ak + znk
∗) ≤ lim s′n, lim s′n ≤ limk→+∞(bk + ynk

) = b. (8.27)

Από τις (8.26) και (8.27) έχουμε lim s′n = a και lim s′n = b.
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Ασκήσεις.

8.6.1. Υπολογίστε το άθροισμα της σειράς 1 + 1
2 + 1

23
+ 1

22
+ 1

26
+ 1

25
+ 1

24
+ 1

210
+ 1

29
+ 1

28
+

1
27

+ 1
215

+ 1
214

+ 1
213

+ 1
212

+ 1
211

+ · · · .

8.6.2. Έστω η συγκλίνουσα σειρά 1 − 1
2 + 1

3 − 1
4 + 1

5 − 1
6 + · · · . Θεωρούμε την αναδιάταξη

1− 1
2+

1
3−

1
4+

1
5+

1
7−

1
6+

1
9+

1
11+

1
13+

1
15−

1
8+

1
17+

1
19+

1
21+

1
23+

1
25+

1
27+

1
29+

1
31−

1
10+ · · · .

Αποδείξτε ότι η δεύτερη σειρά αποκλίνει στο +∞.

8.6.3. Έστω ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει υπό συνθήκη. Αποδείξτε ότι για κάθε s υπάρχει ακολουθία
(ϵn) ώστε να ισχύει ϵn = ±1 για κάθε n και ώστε

∑+∞
n=1 ϵnxn = s.

8.6.4. Έστω 0 < p < +∞. Θεωρούμε την
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n και τήν αναδιατάσσουμε βάσει των εξής
δύο κανόνων:
(i) δεν αλλάζουμε τη διάταξη ανάμεσα στους θετικούς όρους ούτε τη διάταξη ανάμεσα στους
αρνητικούς όρους,
(ii) αν από τους αρχικούς n όρους της προκύπτουσας σειράς οι kn είναι θετικοί και οι ln είναι
αρνητικοί (οπότε kn + ln = n), τότε kn

ln
→ p.

Αποδείξτε ότι η προκύπτουσα σειρά έχει άθροισμα 1
2 log(4p).

8.6.5. 27 Έστω συναρτήσεις fk : N → N για κάθε k. Υποθέτουμε ότι για κάθε k η fk είναι ένα-
προς-ένα, ότι fk(N) ∩ fk′(N) = ∅ για κάθε k, k′ με k ̸= k′ και ότι

∪+∞
k=1 fk(N) = N.

Για κάθε σειρά
∑+∞

n=1 xn η οποία συγκλίνει απολύτως αποδείξτε ότι:
(i) για κάθε k η αντίστοιχη σειρά

∑+∞
m=1 xfk(m) συγκλίνει απολύτως.

(ii) αν ορίσουμε sk =
∑+∞

m=1 xfk(m), τότε η σειρά
∑+∞

k=1 sk συγκλίνει απολύτως.
(iii) αν s =

∑+∞
n=1 xn, τότε

∑+∞
k=1 sk = s. Δηλαδή,∑+∞
k=1

(∑+∞
m=1 xfk(m)

)
=

∑+∞
n=1 xn.

27Εδώ περιγράφεται ο μηχανισμός της ανάλυσης σειρών σε υποσειρές.
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Κεφάλαιο 9

Ακολουθίες συναρτήσεων.

9.1 Κατά σημείο σύγκλιση.

Έστω f : A→ R και συναρτήσεις fn : A→ R για κάθε n. Οι fn σχηματίζουν μια ακολουθία
συναρτήσεων (fn).

ΟΡΙΣΜΟΣ 9.1. Λέμε ότι η (fn) συγκλίνει στην f κατά σημείο στο A και συμβολίζουμε

fn
κ.σ.→ f στο A ή limn→+∞ fn

κ.σ.
= f στο A

αν για κάθε x ∈ A η ακολουθία αριθμών (fn(x)) συγκλίνει στον αριθμό f(x), δηλαδή αν για κάθε
x ∈ A ισχύει fn(x) → f(x). Με άλλα λόγια, fn

κ.σ.→ f στο A αν για κάθε x ∈ A και κάθε ϵ > 0
υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |fn(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.

Όταν, λοιπόν, έχουμε μια ακολουθία συναρτήσεων (fn) και μια συνάρτηση f , όπου όλες οι
συναρτήσεις είναι ορισμένες στο ίδιο σύνολο A, και θέλουμε να δούμε αν η (fn) συγκλίνει στην
f κατά σημείο στο A, τότε παίρνουμε τον τυχόντα x ∈ A και βλέπουμε αν, με σταθερό x, ισχύει
fn(x) → f(x) (καθώς n → +∞). Μερικές φορές δίνεται η ακολουθία (fn) αλλά όχι η οριακή
συνάρτηση f . Τότε αναζητούμε την f για την οποία θέλουμε να ισχύει ότι η (fn) συγκλίνει στην
f κατά σημείο στο A. Αυτό γίνεται ως εξής. Πάλι παίρνουμε τον τυχόντα x ∈ A και βλέπουμε
αν, με σταθερό x, η ακολουθία αριθμών (fn(x)) συγκλίνει σε κάποιον αριθμό. Αν αυτό ισχύει,
τότε θέτουμε f(x) = limn→+∞ fn(x). Αυτό το κάνουμε για κάθε x ∈ A και έτσι σε κάθε x ∈ A
αντιστοιχεί ένας αριθμός f(x), οπότε ορίζεται μια συνάρτηση f : A → R. Τώρα, από τον τρόπο
που έχει οριστεί αυτή η f είναι προφανές ότι ισχύει fn(x) → f(x) για κάθε x ∈ A και, επομένως,
ότι η (fn) συγκλίνει στην f κατά σημείο στο A.

Τα επόμενα παραδείγματα πρέπει να μελετηθούν προσεκτικά, διότι θα γίνεται συχνή αναφορά
σε αυτά. Θα ήταν πολύ καλό να σχεδιαστούν τα γραφήματα των συναρτήσεων που εμφανίζονται
σε κάθε παράδειγμα: τόσο των οριακών συναρτήσεων f όσο και των fn για αρχικές τιμές του n
αλλά και για τον γενικό n.

Παράδειγμα 9.1.1. Έστω f, fn : A→ R ώστε fn(x) = f(x) + 1
n για κάθε x ∈ A.

Τότε fn(x) = f(x) + 1
n → f(x) για κάθε x ∈ A. Άρα fn

κ.σ.→ f στο A.

Παράδειγμα 9.1.2. Έστω fn : [0,∞) → R με τύπο fn(x) = x
1+nx για κάθε x ≥ 0.

Τότε fn(0) = 0 → 0. Αν x > 0, τότε fn(x) = x
1+nx → 0. Άρα fn

κ.σ.→ 0 στο [0,∞), όπου 0 είναι
η σταθερή συνάρτηση 0.

Παράδειγμα 9.1.3. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) =

{
1/(nx), αν 1/n < x ≤ 1

nx, αν 0 ≤ x ≤ 1/n

Πρώτον, fn(0) = 0 → 0. Αν 0 < x ≤ 1, τότε ισχύει τελικά 1
n < x, οπότε ισχύει τελικά fn(x) =

1
nx και, επομένως, fn(x) → 0. Άρα fn

κ.σ.→ 0 στο [0, 1].
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Παράδειγμα 9.1.4. Έστω fn : (0, 1] → R με τύπο fn(x) = 1
1+nx για κάθε x ∈ (0, 1].

Για κάθε x ∈ (0, 1] είναι fn(x) → 0. Επομένως, fn
κ.σ.→ 0 στο (0, 1].

Παράδειγμα 9.1.5. Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) = x
n για κάθε x.

Τότε fn(x) → 0 για κάθε x. Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο R.

Παράδειγμα 9.1.6. Έστω fn : (1,+∞) → R με τύπο fn(x) = x
x+n για κάθε x > 1.

Τότε fn(x) → 0 για κάθε x > 1. Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο (1,+∞).

Παράδειγμα 9.1.7. Έστω fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = n
x+n2 για κάθε x ≥ 0.

Τότε fn(x) → 0 για κάθε x ≥ 0 και, επομένως, fn
κ.σ.→ 0 στο [0,+∞).

Παράδειγμα 9.1.8. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) = xn για κάθε x ∈ [0, 1].
Τότε fn(1) = 1 → 1 και, αν 0 ≤ x < 1, τότε fn(x) = xn → 0. Άρα fn

κ.σ.→ f στο [0, 1], όπου

f : [0, 1] → R είναι η συνάρτηση με τύπο f(x) =

{
0, αν 0 ≤ x < 1

1, αν x = 1

Παράδειγμα 9.1.9. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) =

{
1/(nx2), αν 1/n < x ≤ 1

n2x, αν 0 ≤ x ≤ 1/n

Τότε fn(0) = 0 → 0. Επίσης, αν 0 < x ≤ 1, τότε ισχύει τελικά 1
n < x, οπότε ισχύει τελικά

fn(x) =
1

nx2 και, επομένως, fn(x) → 0. Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο [0, 1].

Παράδειγμα 9.1.10. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) =

{
1/x, αν 1/n < x ≤ 1

n2x, αν 0 ≤ x ≤ 1/n

Τότε fn(0) = 0 → 0. Αν 0 < x ≤ 1, τότε ισχύει τελικά 1
n < x, οπότε ισχύει τελικά fn(x) = 1

x

και, επομένως, fn(x) → 1
x . Άρα fn

κ.σ.→ f στο [0, 1], όπου f : [0, 1] → R είναι η συνάρτηση με

τύπο f(x) =

{
1/x, αν 0 < x ≤ 1

0, αν x = 0

Παράδειγμα 9.1.11. Έστω fn : [0, 2π] → R με τύπο fn(x) =
sin(nx)

n για κάθε x ∈ [0, 2π].
Για κάθε x ∈ [0, 2π] ισχύει |fn(x)| ≤ 1

n για κάθε n, οπότε fn(x) → 0. Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο [0, 2π].

Παράδειγμα 9.1.12. Έστω fn : [0, 2π] → R με τύπο fn(x) = cos(nx) για κάθε x ∈ [0, 2π].
Είναι fn(π) = (−1)n, οπότε η ακολουθία αριθμών (fn(π)) δεν συγκλίνει. Άρα η (fn) δεν συγκλί-
νει σε καμιά συνάρτηση κατά σημείο στο [0, 2π].

ΠΡΟΤΑΣΗ 9.1. Έστω αριθμοί λ, µ και fn
κ.σ.→ f και gn

κ.σ.→ g στο A. Τότε:
[α] λfn + µgn

κ.σ.→ λf + µg στο A.
[β] fngn

κ.σ.→ fg στο A.
[γ] Αν g(x), gn(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ A και κάθε n, τότε fn

gn

κ.σ.→ f
g στο A.

Απόδειξη. [α] Για κάθε x ∈ A είναι fn(x) → f(x) και gn(x) → g(x), οπότε λfn(x)+µgn(x) →
λf(x) + µg(x). Άρα λfn + µgn

κ.σ.→ λf + µg στο A.
[β], [γ] Ομοίως.

Οι επόμενες τρεις ερωτήσεις είναι πολύ σημαντικές για την Ανάλυση.

Eρώτηση 1: Έστω fn
κ.σ.→ f στο A και έστω ότι κάθε fn είναι συνεχής στον ξ ∈ A. Είναι η f

συνεχής στον ξ ;
Απάντηση: Όχι πάντοτε.
Στο παράδειγμα 9.1.8, κάθε fn είναι συνεχής στον 1 αλλά η f δεν είναι συνεχής στον 1.
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Eρώτηση 2: Έστω fn
κ.σ.→ f στο [a, b] και έστω κάθε fn είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Είναι η

f ολοκληρώσιμη στο [a, b] και, αν ναι, ισχύει
∫ b
a fn(x) dx→

∫ b
a f(x) dx ;

Απάντηση: Όχι πάντοτε.
Στο παράδειγμα 9.1.9 είναι

∫ 1
0 fn(x) dx = 3

2 − 1
n → 3

2 . Όμως,
∫ 1
0 f(x) dx =

∫ 1
0 0 = 0.

Επίσης, στο παράδειγμα 9.1.10 κάθε fn είναι συνεχής και, επομένως, ολοκληρώσιμη στο [0, 1]
αλλά η f δεν είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] αφού δεν είναι καν φραγμένη στο [0, 1].

Eρώτηση 3: Έστω fn
κ.σ.→ f στοA και έστω ότι για κάθε n η fn είναι παραγωγίσιμη στοA. Είναι

η f παραγωγίσιμη στο A και, αν ναι, ισχύει fn′
κ.σ.→ f ′ στο A ;

Απάντηση: Όχι πάντοτε.
Στο παράδειγμα 9.1.2, fn

κ.σ.→ 0 στο [0,+∞). H σταθερή συνάρτηση 0 είναι παραγωγίσιμη. Αλλά
fn
′(x) = 1

(1+nx)2
για κάθε x ∈ [0,+∞), οπότε fn′(0) = 1 → 1 και, αν x > 0, τότε f ′n(x) → 0.

Δηλαδή, fn′
κ.σ.→ g στο [0,+∞), όπου η g : [0,+∞) → R έχει τύπο g(x) =

{
0, αν x > 0

1, αν x = 0
οπότε

δεν ισχύει fn′
κ.σ.→ 0′ = 0 στο [0,+∞).

Στο παράδειγμα 9.1.8, κάθε fn είναι παραγωγίσιμη στον 1 αλλά δεν ισχύει το ίδιο για την f .
Στο παράδειγμα 9.1.11 είναι fn′(x) = cos(nx) για κάθε x ∈ [0, 2π] και, όπως φαίνεται στο
παράδειγμα 9.1.12, η (f ′n) δεν συγκλίνει σε καμιά συνάρτηση κατά σημείο στο [0, 2π].

Στην επόμενη ενότητα θα ορίσουμε ένα δεύτερο είδος σύγκλισης ακολουθίας συναρτήσεων,
την ομοιόμορφη σύγκλιση. Τότε τα δύο πρώτα ερωτήματα έχουν καταφατική απάντηση ενώ μια
παραλλαγή του τρίτου ερωτήματος έχει, επίσης, καταφατική απάντηση.

Ασκήσεις.

9.1.1. Έστω fn(x) = nx
1+n2x2 και gn(x) = n2x

1+n2x2 για κάθε x. Αποδείξτε ότι οι (fn), (gn) συγκλί-
νουν σε κάποιες f , g κατά σημείο στο R. Βρείτε τις f , g.

9.1.2. Έστω fn(x) = x
n [

n
x ] για κάθε x ̸= 0. Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά

σημείο στο R \ {0}. Βρείτε την f .

9.1.3. Έστω fn(x) = n
x [

x
n ] για κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι fn

κ.σ.→ 0 στο (0,+∞).

9.1.4. Έστω fn(x) =

{
min{nx, 1}, αν x ≥ 0

max{nx,−1}, αν x ≤ 0
για κάθε n. Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σε

κάποια f κατά σημείο στο R. Βρείτε την f .

9.1.5. Γνωρίζουμε1 ότι η f : [a, b] → R με τύπο f(x) =

{
1, αν x ∈ [a, b] ∩Q
0, αν x ∈ [a, b] \Q

δεν είναι ολο-

κληρώσιμη. Θεωρούμε οποιαδήποτε αρίθμηση [a, b]∩Q = {rn |n ∈ N} του [a, b]∩Q και για κάθε

n την αντίστοιχη συνάρτηση fn : [a, b] → R με τύπο fn(x) =

{
1, αν x ∈ {r1, . . . , rn}
0, αν x ∈ [a, b] \ {r1, . . . , rn}

Αποδείξτε ότι fn
κ.σ.→ f στο [a, b]. Είναι κάθε fn ολοκληρώσιμη στο [a, b] ;

9.2 Ομοιόμορφη σύγκλιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 9.2. Έστω f, g : A → R. Ορίζουμε την ομοιόμορφη απόσταση των f , g στο A, και
τη συμβολίζουμε ∥f − g∥A, με τον τύπο

∥f − g∥A = sup{|f(x)− g(x)| |x ∈ A}.
1Παράδειγμα 6.2.2.

345



Το σύνολο {|f(x) − g(x)| |x ∈ A} είναι μη-κενό. Αν το σύνολο αυτό είναι άνω φραγμένο,
τότε η ∥f − g∥A είναι αριθμός, ενώ, αν δεν είναι άνω φραγμένο, τότε ∥f − g∥A = +∞. Επίσης,
είναι ∥f − g∥A ≥ 0 αφού ισχύει |f(x)− g(x)| ≥ 0 για κάθε x ∈ A. Άρα

0 ≤ ∥f − g∥A ≤ +∞.

Παράδειγμα 9.2.1. Έστω f, g : [0, 1] → R με τύπους f(x) = x και g(x) = x2 για κάθε x ∈ [0, 1].
Τότε ισχύει |f(x) − g(x)| = |x − x2| = x − x2 για κάθε x ∈ [0, 1] και βρίσκουμε εύκολα ότι η
μέγιστη τιμή της x− x2 στο [0, 1] είναι 1

4 . Άρα ∥f − g∥[0,1] = sup{x− x2 |x ∈ [0, 1]} = 1
4 .

Παράδειγμα 9.2.2. Έστω f, g : R → R με τύπους f(x) = x2

1+x2 και g(x) = 0 για κάθε x, οπότε
ισχύει |f(x)− g(x)| = x2

1+x2 για κάθε x.
Τώρα, ισχύει x2

1+x2 < 1 για κάθε x, οπότε ο 1 είναι άνω φράγμα του { x2

1+x2 |x ∈ R}. Επειδή
limx→±∞

x2

1+x2 = 1, συνεπάγεται ότι, για κάθε u < 1, ισχύει x2

1+x2 > u κοντά στα ±∞. Άρα
κανένας u < 1 δεν είναι άνω φράγμα του { x2

1+x2 |x ∈ R}.
Άρα ∥f − g∥R = sup{ x2

1+x2 |x ∈ R} = 1.

Παράδειγμα 9.2.3. Έστω f, g : R → R με τύπους f(x) = x και g(x) = 1 για κάθε x οπότε ισχύει
|f(x)− g(x)| = |x− 1| για κάθε x.
Επειδή limx→±∞ |x− 1| = +∞, συνεπάγεται ότι, για κάθε u, ισχύει |x− 1| > u κοντά στα ±∞.
Άρα κανένας u δεν είναι άνω φράγμα του {|x− 1| |x ∈ R}.
Άρα ∥f − g∥R = sup{|x− 1| |x ∈ R} = +∞.

Πριν προχωρήσουμε θα κάνουμε δύο γενικές παρατηρήσεις που θα φανούν χρήσιμες σε πολλά
σημεία παρακάτω.
Παρατήρηση 1: Ο ορισμός του xn → x μπορεί να διατυπωθεί, ισοδύναμα, αντικαθιστώντας την
ανισότητα |xn − x| < ϵ με την |xn − x| ≤ ϵ.
Πράγματι, έστω xn → x. Τότε, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε
n ≥ n0. Συνεπάγεται ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn−x| ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.
Συνεπάγεται ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| ≤ ϵ

2 για κάθε n ≥ n0. Άρα
για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε n ≥ n0 και, επομένως, xn → x.
Παρατήρηση 2: supB ≤ u αν και μόνο αν ισχύει b ≤ u για κάθε b ∈ B.2

Πράγματι, έστω supB ≤ u. Τότε ο u είναι άνω φράγμα του συνόλου B, οπότε ισχύει b ≤ u για
κάθε b ∈ B. Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει b ≤ u για κάθε b ∈ B. Τότε ο u είναι άνω φράγμα του
B και, επειδή το supB είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του B, συνεπάγεται supB ≤ u.

Ειδική περίπτωση ομοιόμορφης απόστασης είναι η ομοιόμορφη απόσταση μιας f : A → R
από τη μηδενική συνάρτηση 0 : A→ R, δηλαδή η

∥f∥A = sup{|f(x)| |x ∈ A}.

ΠΡΟΤΑΣΗ 9.2. Έστω f, g : A→ R και λ ∈ R. Τότε:
[α] ∥f∥A = 0 αν και μόνο αν η f είναι η μηδενική συνάρτηση στο A.
[β] ∥f + g∥A ≤ ∥f∥A + ∥g∥A.
[γ] ∥λf∥A = |λ|∥f∥A.
[δ] ∥fg∥A ≤ ∥f∥A∥g∥A.

Απόδειξη. [α] Αν f = 0 στο A, τότε ισχύει |f(x)| = 0 για κάθε x ∈ A, οπότε ∥f∥A = 0.
Αντιστρόφως, έστω ∥f∥A = 0. Τότε ισχύει |f(x)| ≤ 0 και, επομένως, f(x) = 0 για κάθε x ∈ A.

2Δείτε την άσκηση 1.2.11.
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[β] Για κάθε x ∈ A ισχύει

|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ∥f∥A + ∥g∥A.

Άρα ∥f + g∥A ≤ ∥f∥A + ∥g∥A.
[γ] Αν λ = 0, τότε, βάσει του [α], και οι δύο μεριές της ∥λf∥A = |λ|∥f∥A είναι ίσες με 0. Έστω,
λοιπόν, λ ̸= 0.
Για κάθε x ∈ A ισχύει

|λf(x)| = |λ||f(x)| ≤ |λ|∥f∥A.

Άρα ∥λf∥A ≤ |λ|∥f∥A.
Ομοίως, για κάθε x ∈ A ισχύει

|f(x)| = 1
|λ| |λf(x)| ≤

1
|λ|∥λf∥A.

Άρα ∥f∥A ≤ 1
|λ|∥λf∥A και, επομένως, |λ|∥f∥A ≤ ∥λf∥A.

Από τις ∥λf∥A ≤ |λ|∥f∥A και |λ|∥f∥A ≤ ∥λf∥A συνεπάγεται ∥λf∥A = |λ|∥f∥A.
[δ] Για κάθε x ∈ A ισχύει

|f(x)g(x)| = |f(x)||g(x)| ≤ ∥f∥A∥g∥A.

Άρα ∥fg∥A ≤ ∥f∥A∥g∥A.

Απλή συνέπεια της πρότασης 9.2 είναι ότι ισχύει ∥f − g∥A = 0 αν και μόνο αν οι f, g ταυτί-
ζονται στο A. Επίσης, ισχύει

∥f − g∥A ≤ ∥f − h∥A + ∥h− g∥A , ∥λf − λg∥A = |λ|∥f − g∥A

για κάθε f, g, h : A→ R, λ ∈ R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 9.3. Έστω fn : A → R για κάθε n και f : A → R. Λέμε ότι η (fn) συγκλίνει στην f
ομοιόμορφα στο Α και συμβολίζουμε

fn
ομ→ f στο A ή lim

n→+∞
fn

ομ
= f στο A

αν ∥fn − f∥A → 0. Με άλλα λόγια, fn
ομ→ f στο A αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

sup{|fn(x)− f(x)| |x ∈ A} = ∥fn − f∥A ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.

Επειδή η ανισότητα sup{|fn(x) − f(x)| |x ∈ A} ≤ ϵ ισοδυναμεί με το ότι ισχύει |fn(x) −
f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A, ο παραπάνω ορισμός διατυπώνεται και ως εξής: fn

ομ→ f στο A αν για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |fn(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0.

Προσέξτε πάρα πολύ καλά τη διαφορά του ορισμού της ομοιόμορφης σύγκλισης από τον ορι-
σμό της κατά σημείο σύγκλισης. (i) Το fn

ομ→ f στο A σημαίνει ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0, ο
οποίος εξαρτάται από τον ϵ, ώστε να ισχύει |fn(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0.
(ii) Το fn

κ.σ.→ f στο A σημαίνει ότι για κάθε ϵ > 0 και για κάθε x ∈ A υπάρχει n0, ο οποίος
εξαρτάται από τον ϵ και από τον x, ώστε να ισχύει |fn(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.

Στην ομοιόμορφη σύγκλιση η επιλογή του n0 εξαρτάται από τον ϵ > 0 αλλά είναι “ομοιό-
μορφη” ως προς τον x ∈ A : για τον ίδιο ϵ > 0 υπάρχει ένας, ο ίδιος, n0 για κάθε x ∈ A. Όμως,
στην κατά σημείο σύγκλιση, για τον ίδιο ϵ > 0, μπορεί διαφορετικοί x ∈ A να καθορίζουν διαφο-
ρετικούς n0.

Παράδειγμα 9.2.4. Ας δούμε πάλι το παράδειγμα 9.1.4, όπου fn(x) = 1
1+nx για κάθε x ∈ (0, 1]

και όπου fn
κ.σ.→ 0 στο (0, 1]. Θα αποδείξουμε ότι δεν ισχύει fn

ομ→ 0 στο (0, 1].
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι ισχύει fn

ομ→ 0 στο (0, 1]. Έστω 0 < ϵ < 1. Τότε υπάρχει
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n0 ώστε να ισχύει 1
1+nx = | 1

1+nx − 0| ≤ ϵ για κάθε x ∈ (0, 1] και κάθε n ≥ n0. Άρα ισχύει
1

1+n0x
≤ ϵ για κάθε x ∈ (0, 1] και, επομένως, 1 = limx→0+

1
1+n0x

≤ ϵ, οπότε καταλήγουμε σε
άτοπο.
Θα επαναλάβουμε, υπολογίζοντας την ∥fn − 0∥(0,1] = ∥fn∥(0,1].
Για κάθε x ∈ (0, 1] ισχύει | 1

1+nx | = 1
1+nx < 1 και, επομένως, ο 1 είναι άνω φράγμα του

{| 1
1+nx | |x ∈ (0, 1]}. Επειδή limx→0+

1
1+nx = 1, συνεπάγεται ότι για κάθε u < 1 ισχύει 1

1+nx > u

κοντά στον 0. Άρα κανένας u < 1 δεν είναι άνω φράγμα του {| 1
1+nx | |x ∈ (0, 1]}.

Άρα ∥fn∥(0,1] = sup{| 1
1+nx | |x ∈ (0, 1]} = 1 και, επομένως, δεν ισχύει ∥fn∥(0,1] → 0.

Η ανισότητα ∥f − g∥A ≤ ϵ ισοδυναμεί με το ότι ισχύει |f(x)− g(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A κι
αυτό με το ότι ισχύει g(x)−ϵ ≤ f(x) ≤ g(x)+ϵ για κάθε x ∈ A κι αυτό με το ότι το γράφημα της
f βρίσκεται ολόκληρο ανάμεσα στο γράφημα της g− ϵ και στο γράφημα της g+ ϵ, δηλαδή, μέσα
στη ζώνη που δημιουργείται συμμετρικά γύρω από το γράφημα της g και έχει κατακόρυφο πλάτος
2ϵ. Άρα το fn

ομ→ f στο A ισοδυναμεί με το ότι για κάθε ϵ > 0 τα γραφήματα όλων των fn από
κάποιον n και πέρα βρίσκονται ολόκληρα μέσα στη ζώνη κατακόρυφου πλάτους 2ϵ συμμετρικά
γύρω από το γράφημα της f . Δείτε το σχήμα 34.

Παράδειγμα 9.2.5. Ξαναγυρνάμε στο παράδειγμα 9.1.4 ή 9.2.4, όπου fn
κ.σ.→ 0 στο (0, 1]. Σχε-

διάζοντας τα γραφήματα των fn, όπως στο σχήμα 35, βλέπουμε ότι, για μικρούς ϵ > 0, και συ-
γκεκριμένα για 0 < ϵ < 1, τα γραφήματα αυτά έχουν όλα κάποιο τμήμα τους έξω από τη ζώνη
κατακόρυφου πλάτους 2ϵ συμμετρικά γύρω από το γράφημα της 0. Άρα δεν ισχύει fn

ομ→ 0 στο
(0, 1].

Ας επανεξετάσουμε τα δώδεκα παραδείγματα της προηγούμενης ενότητας.

Παράδειγμα 9.1.1. Εύκολα υπολογίζουμε ∥fn − f∥A = 1
n για κάθε n. Άρα fn

ομ→ f στο A.

Παράδειγμα 9.1.2. ∥fn∥[0,+∞) =
1
n για κάθε n. Άρα fn

ομ→ 0 στο [0,+∞).

Παράδειγμα 9.1.3. ∥fn∥[0,1] = 1 για κάθε n. Άρα fn
ομ
̸→ 0 στο [0, 1].

Παράδειγμα 9.1.4. ∥fn∥(0,1] = 1 για κάθε n. Άρα fn
ομ
̸→ 0 στο (0, 1].

Παράδειγμα 9.1.5. ∥fn∥R = +∞ για κάθε n. Άρα fn
ομ
̸→ 0 στο R.

Παράδειγμα 9.1.6. ∥fn∥(1,+∞) = 1 για κάθε n. Άρα fn
ομ
̸→ 0 στο (1,+∞).

Παράδειγμα 9.1.7. ∥fn∥[0,+∞) =
1
n για κάθε n. Άρα fn

ομ→ 0 στο [0,+∞).

Παράδειγμα 9.1.8. ∥fn − f∥[0,1] = 1 για κάθε n. Άρα fn
ομ
̸→ f στο [0, 1].
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Παράδειγμα 9.1.9. ∥fn∥[0,1] = n για κάθε n. Άρα fn ̸ ομ→ 0 στο [0, 1].

Παράδειγμα 9.1.10. ∥fn∥[0,1] = n για κάθε n. Άρα fn ̸ ομ→ 0 στο [0, 1].

Παράδειγμα 9.1.11. ∥fn∥[0,2π] = 1
n για κάθε n. Άρα fn

ομ→ 0 στο [0, 2π].

Παράδειγμα 9.1.12. Λόγω της πρότασης 9.3 που ακολουθεί, η (fn) δεν συγκλίνει σε καμιά συ-
νάρτηση ομοιόμορφα στο R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 9.3. Αν fn
ομ→ f στο A, τότε fn

κ.σ.→ f στο A. Δηλαδή, η ομοιόμορφη σύγκλιση είναι πιο
ισχυρή από την κατά σημείο σύγκλιση.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ A ισχύει |fn(x)− f(x)| ≤ ∥fn − f∥A για κάθε n. Άρα για κάθε x ∈ A
ισχύει fn(x) → f(x).

Βάσει της πρότασης 9.3, μπορούμε να βρούμε πιο εύκολα τη συνάρτηση προς την οποία συ-
γκλίνει, αν συγκλίνει, μια ακολουθία συναρτήσεων (fn) ομοιόμορφα σε ένα σύνολο A. Πρώτα
βρίσκουμε συνάρτηση f ώστε fn

κ.σ.→ f στο A. Αυτό είναι εύκολο, διότι για κάθε x ∈ A έχουμε
να κάνουμε με την ακολουθία αριθμών (fn(x)). Βρίσκουμε, λοιπόν, για κάθε x ∈ A το όριο, αν
αυτό υπάρχει και είναι αριθμός, της (fn(x)), ονομάζουμε αυτό το όριο f(x) και δημιουργούμε τη
συνάρτηση f με πεδίο ορισμούA. Απομένει να εξετάσουμε αν fn

ομ→ f στοA, υπολογίζοντας την
∥fn − f∥A για κάθε n.

ΟΡΙΣΜΟΣ 9.4. Έστω fn : A → R για κάθε n. Η ακολουθία συναρτήσεων (fn) χαρακτηρίζεται
ομοιόμορφα φραγμένη στοA αν υπάρχειM ώστε να ισχύει ∥fn∥A ≤M για κάθε n ή, ισοδύναμα,
αν υπάρχειM ώστε να ισχύει |fn(x)| ≤M για κάθε x ∈ A και κάθε n.

ΠΡΟΤΑΣΗ 9.4. Έστω αριθμοί λ, µ και fn
ομ→ f και gn

ομ→ g στο A.
[α] Αν B ⊆ A, τότε fn

ομ→ f στο B.
[β] λfn + µgn

ομ→ λf + µg στο A.
[γ] Αν οι (fn), (gn) είναι ομοιόμορφα φραγμένες στο A, τότε fngn

ομ→ fg στο A.

[δ] Αν οι (fn),
(

1
gn

)
είναι ομοιόμορφα φραγμένες στο A, τότε fn

gn

ομ→ f
g στο A.

Απόδειξη. [α] Είναι

∥fn − f∥B = sup{|fn(x)− f(x)| |x ∈ B} ≤ sup{|fn(x)− f(x)| |x ∈ A} = ∥fn − f∥A

και, επομένως, ∥fn − f∥B → 0.
[β] Βάσει της πρότασης 9.2, για κάθε n ισχύει

∥(λfn + µgn)− (λf + µg)∥A ≤ |λ|∥fn − f∥A + |µ|∥gn − g∥A.

Άρα ∥(λfn + µgn)− (λf + µg)∥A → 0.
[γ] ΥπάρχειM ώστε να ισχύει ∥fn∥A, ∥gn∥A ≤M για κάθε n. Άρα ισχύει |fn(x)|, |gn(x)| ≤M
για κάθε x ∈ A και κάθε n. Από την πρόταση 9.3 συνεπάγεται fn(x) → f(x) και gn(x) → g(x)
και, επομένως, ισχύει |f(x)|, |g(x)| ≤M για κάθε x ∈ A. Άρα ∥f∥A, ∥g∥A ≤M .
Τώρα, για κάθε n είναι fngn − fg = (fn − f)(gn − g) + f(gn − g) + g(fn − f) και, βάσει της
πρότασης 9.2,

∥fngn − fg∥A ≤ ∥fn − f∥A∥gn − g∥A + ∥f∥A∥gn − g∥A + ∥g∥A∥fn − f∥A
≤ ∥fn − f∥A∥gn − g∥A +M∥gn − g∥A +M∥fn − f∥A.

Συνεπάγεται, λοιπόν, ότι ∥fngn − fg∥A → 0.
[δ] Άμεση συνέπεια του [γ]. Μόνο μια επισήμανση. ΥπάρχειM ώστε να ισχύει

∣∣ 1
gn(x)

∣∣ ≤ M για
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κάθε n και κάθε x ∈ A. Αυτό, ειδικώτερα, σημαίνει ότι gn(x) ̸= 0 για κάθε n και κάθε x ∈ A και,
επομένως, ορίζονται οι συναρτήσεις fn

gn
: A → R. Επίσης, επειδή ισχύει |gn(x)| ≥ 1

M > 0 για
κάθε n και κάθε x ∈ A και επειδή gn(x) → g(x) για κάθε x ∈ A, συνεπάγεται |g(x)| ≥ 1

M > 0

για κάθε x ∈ A. Άρα ορίζεται και η f
g : A→ R.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ CAUCHY. Η (fn) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A αν και
μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥fn − fm∥A ≤ ϵ για κάθε n,m ≥ n0.

Απόδειξη. Έστω fn
ομ→ f στο A. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∥fn − f∥A ≤ ϵ
2 για κάθε n ≥ n0.

Επομένως, (με απλή αλλαγή συμβόλου) ισχύει

∥fm − f∥A ≤ ϵ
2 για κάθε m ≥ n0.

Άρα, ισχύει

∥fn − fm∥A ≤ ∥fn − f∥A + ∥fm − f∥A ≤ ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ για κάθε n,m ≥ n0.

Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥fn − fm∥A ≤ ϵ για κάθε
n,m ≥ n0.
Έστω x ∈ A. Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥A ≤ ϵ για κάθε n,m ≥ n0.

Άρα η ακολουθία αριθμών (fn(x)) είναι ακολουθία Cauchy και, επομένως, συγκλίνει σε κάποιον
αριθμό.
Ορίζουμε f(x) = limn→+∞ fn(x) για κάθε x ∈ A, οπότε δημιουργείται συνάρτηση f : A → R
με την ιδιότητα: fn

κ.σ.→ f στο A.
Η υπόθεσή μας είναι ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|fn(x)− fm(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε n,m ≥ n0. (9.1)

Θεωρώντας το όριο limm→+∞ στην (9.1), συμπεραίνουμε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να
ισχύει

|fn(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∥fn − f∥A ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα fn
ομ→ f στο A.

Τώρα θα δούμε ότι με την ομοιόμορφη σύγκλιση έχουμε πιο ικανοποιητικές απαντήσεις στα
τρία ερωτήματα που διατυπώθηκαν στο τέλος της ενότητας 9.1 απ’ ότι με την κατά σημείο σύ-
γκλιση.

ΘΕΩΡΗΜΑ 9.1. Έστω fn
ομ→ f στο A και ξ ∈ A. Αν κάθε fn είναι συνεχής στον ξ, τότε η f είναι

συνεχής στον ξ. Ειδικώτερα, αν κάθε fn είναι συνεχής στο A, τότε η f είναι συνεχής στο A.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥fn − f∥A < ϵ
3 για κάθε n ≥ n0 και,

ειδικώτερα, ∥fn0 − f∥A < ϵ
3 . Αφού η fn0 είναι συνεχής στον ξ, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|fn0(x)− fn0(ξ)| < ϵ
3 για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. Άρα για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ ισχύει

|f(x)− f(ξ)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(ξ)|+ |fn0(ξ)− f(ξ)|
≤ ∥fn0 − f∥A + |fn0(x)− fn0(ξ)|+ ∥fn0 − f∥A < ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ.

Άρα η f είναι συνεχής στον ξ.
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Παράδειγμα 9.2.6. Στο παράδειγμα 9.1.8, χωρίς να υπολογίσουμε την ∥fn−f∥[0,1], μπορούμε να
συμπεράνουμε ότι δεν ισχύει fn

ομ→ f στο [0, 1], αφού κάθε fn είναι συνεχής στον 1 ενώ η f δεν
είναι συνεχής στον 1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 9.2. Έστω fn
ομ→ f στο [a, b]. Αν κάθε fn είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε η f είναι

ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ∫ b
a fn(x) dx→

∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0.
Ορίζουμε ϵ′ = ϵ

1+2(b−a) > 0, οπότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥fn−f∥[a,b] ≤ ϵ′ για κάθε n ≥ n0
και, ειδικώτερα,

∥fn0 − f∥[a,b] ≤ ϵ′. (9.2)

Η fn0 είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], οπότε υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του
[a, b] ώστε

Σ(fn0 ; a, b;∆)− Σ(fn0 ; a, b;∆) < ϵ′. (9.3)

Έστω uk και lk το supremum και το infimum της f στο [xk−1, xk] καθώς και uk ′ και lk ′ οι αντί-
στοιχες ποσότητες για την fn0 .
Για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει, βάσει της (9.2),

f(x) ≤ |f(x)− fn0(x)|+ fn0(x) ≤ ∥fn0 − f∥[a,b] + uk
′ ≤ ϵ′ + uk

′,

οπότε uk ≤ ϵ′ + uk
′. Ομοίως,

f(x) ≥ −|f(x)− fn0(x)|+ fn0(x) ≥ −∥fn0 − f∥[a,b] + lk
′ ≥ −ϵ′ + lk

′

και, επομένως, lk ≥ −ϵ′ + lk
′. Άρα

uk − lk ≤ uk
′ − lk

′ + 2ϵ′. (9.4)

Από τις (9.3) και (9.4) συνεπάγεται

Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

≤
∑n

k=1(uk
′ − lk

′)(xk − xk−1) +
∑n

k=1 2ϵ
′(xk − xk−1)

= Σ(fn0 ; a, b;∆)− Σ(fn0 ; a, b;∆) + 2ϵ′(b− a)

< (1 + 2(b− a))ϵ′ = ϵ.

Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Άρα για κάθε n ισχύει∣∣ ∫ b

a fn(x) dx−
∫ b
a f(x) dx

∣∣ = ∣∣ ∫ b
a (fn(x)− f(x)) dx

∣∣
≤

∫ b
a |fn(x)− f(x)| dx ≤ ∥fn − f∥[a,b](b− a)

και, επομένως,
∣∣ ∫ b

a fn(x) dx−
∫ b
a f(x) dx

∣∣ → 0.

Το ένα από τα δύο αποτελέσματα του θεωρήματος 9.2 γράφεται

limn→+∞
∫ b
a fn(x) dx =

∫ b
a limn→+∞ fn(x) dx.

Αυτή η σημαντική εναλλαγή των συμβόλων limn→+∞ και
∫ b
a ισχύει με την προϋπόθεση της ομοιό-

μορφης σύγκλισης στο διάστημα [a, b].
Πολλές φορές, όταν πρόκειται να εφαρμόσουμε το θεώρημα 9.2, η f είναι εμφανώς ολοκλη-

ρώσιμη στο [a, b]. Για παράδειγμα, μπορεί κάθε fn να είναι συνεχής στο [a, b], οπότε, σύμφωνα με
το θεώρημα 9.1, η f είναι κι αυτή συνεχής στο [a, b]. Ή μπορεί να γνωρίζουμε τον τύπο της f και
να διακρίνουμε ότι είναι τμηματικά συνεχής ή τμηματικά μονότονη στο [a, b]. Σε όλες αυτές τις
περιπτώσεις, το πρώτο και σαφώς πιο δύσκολο μέρος της απόδειξης του θεωρήματος 9.2 (αυτό το
οποίο εξασφαλίζει την ύπαρξη του

∫ b
a f(x) dx) είναι περιττό και χρειάζεται μόνο η σχετικά απλή

απόδειξη του ορίου
∫ b
a fn(x) dx→

∫ b
a f(x) dx.
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Παράδειγμα 9.2.7. Στο παράδειγμα 9.1.9 είναι
∫ 1
0 fn(x) dx→ 3

2 και
∫ 1
0 f(x) dx = 0. Άρα, χωρίς

να υπολογίσουμε τις ∥fn − f∥[0,1], συμπεραίνουμε ότι δεν ισχύει fn
ομ→ f στο [0, 1].

Όπως φαίνεται από τα παραδείγματα 9.1.11 και 9.1.12, δεν μπορούμε να περιμένουμε ανάλογο
θεώρημα για παραγώγους. Δηλαδή, το fn

ομ→ f στοA δε συνεπάγεται το fn′
ομ→ f ′ στοA. Υπάρχει,

όμως, ένα αποτέλεσμα στην αντίθετη κατεύθυνση.

ΘΕΩΡΗΜΑ 9.3. Έστω διάστημα I και g : I → R και κάθε fn : I → R είναι παραγωγίσιμη με
παράγωγο fn′ συνεχή στο I . Αν fn′

ομ→ g στο I και η (fn(ξ)) συγκλίνει για τουλάχιστον έναν ξ ∈ I ,
τότε η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στο I και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του I , η f είναι παραγωγίσιμη στο I και ισχύει f ′(x) = g(x) για κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Έστω
fn(ξ) → l ∈ R. (9.5)

Επειδή κάθε fn′ είναι συνεχής στο I και fn′
ομ→ g στο I , η g είναι κι αυτή συνεχής στο I . Άρα η g

είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I , οπότε ορίζεται το αόριστο
ολοκλήρωμα

f(x) =
∫ x
ξ g(t) dt+ l για κάθε x ∈ I. (9.6)

Επίσης, ισχύει

fn(x) =
∫ x
ξ fn

′(t) dt+ fn(ξ) για κάθε x ∈ I και κάθε n. (9.7)

Επειδή fn′
ομ→ g στο I και, επομένως, και στο [ξ, x] ή [x, ξ], συνεπάγεται∫ x

ξ fn
′(t) dt→

∫ x
ξ g(t) dt για κάθε x ∈ I. (9.8)

Από τις (9.5) έως (9.8) συνεπάγεται ότι ισχύει fn(x) → f(x) για κάθε x ∈ I . Άρα fn
κ.σ.→ f στο I .

Από την (9.6) και από τη συνέχεια της g στο I , ισχύει f ′(x) = g(x) για κάθε x ∈ I .
Τέλος, θα δούμε ότι η (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα σε κάθε [a, b] ⊆ I .
Είναι εύκολο να δούμε ότι από τις (9.6) και (9.7) συνεπάγεται ότι για κάθε n και κάθε x ∈ [a, b]
ισχύει

|fn(x)− f(x)| ≤ |(fn(x)− f(x))− (fn(a)− f(a))|+ |fn(a)− f(a)|
= |

∫ x
a fn

′(t) dt−
∫ x
a g(t) dt|+ |fn(a)− f(a)|

≤
∫ x
a |fn′(t)− g(t)| dt+ |fn(a)− f(a)|

≤ ∥fn′ − g∥[a,x](x− a) + |fn(a)− f(a)|
≤ ∥fn′ − g∥I(b− a) + |fn(a)− f(a)|.

Άρα για κάθε n ισχύει

∥fn − f∥[a,b] ≤ ∥fn′ − g∥I(b− a) + |fn(a)− f(a)|.

Άρα ∥fn − f∥[a,b] → 0, οπότε η (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στο [a, b].

Ένα από τα αποτελέσματα του θεωρήματος 9.3 είναι η, υπό προϋποθέσεις, εναλλαγή των συμ-
βόλων του ορίου και της παραγώγισης:

limn→+∞ fn
′ =

(
limn→+∞ fn

)′ ή limn→+∞
d
dxfn(x) =

d
dx limn→+∞ fn(x).

Τώρα θα δούμε το ίδιο, ουσιαστικά, θεώρημα αλλά με λιγότερες υποθέσεις. Το θεώρημα 9.4
είναι ισχυρότερο από το θεώρημα 9.3 διότι στο θεώρημα 9.4 δεν υποθέτουμε ότι οι fn′ είναι συ-
νεχείς στο I . Από την άλλη μεριά, το θεώρημα 9.3 είναι αρκετό για τις περισσότερες εφαρμογές
διότι συνήθως συναντάμε καταστάσεις όπου είναι δεδομένο ότι οι fn′ είναι συνεχείς στο I . Και
επειδή η απόδειξη του θεωρήματος 9.4 είναι πιο δύσκολη, μπορεί να παραληφθεί η μελέτη της
κατά την πρώτη ανάγνωση.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 9.4. Έστω διάστημα I και g : I → R και κάθε fn : I → R είναι παραγωγίσιμη στο
I . Αν fn′

ομ→ g στο I και η (fn(ξ)) συγκλίνει για τουλάχιστον έναν ξ ∈ I , τότε η (fn) συγκλίνει σε
κάποια f κατά σημείο στο I και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I , η f
είναι παραγωγίσιμη στο I και ισχύει f ′(x) = g(x) για κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Έστω x ∈ I . Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy (δύο φορές), υπάρχει
n0 ώστε να ισχύει

∥fn′ − fm
′∥I ≤ ϵ

2|x−ξ|+1 , |fn(ξ)− fm(ξ)| ≤ ϵ
2 για κάθε n,m ≥ n0. (9.9)

Τώρα, βάσει του θεωρήματος μέσης τιμής του Lagrange, για κάθε n,m ≥ n0 υπάρχει ζ ανάμεσα
στους x, ξ ώστε να ισχύει

|fn(x)− fm(x)| ≤ |(fn(x)− fm(x))− (fn(ξ)− fm(ξ))|+ |fn(ξ)− fm(ξ)|
= |fn′(ζ)− fm

′(ζ)||x− ξ|+ |fn(ξ)− fm(ξ)|
≤ ∥fn′ − fm

′∥I |x− ξ|+ |fn(ξ)− fm(ξ)| ≤ ϵ
2|x−ξ|+1 |x− ξ|+ ϵ

2 < ϵ,

όπου στην τελευταία γραμμή χρησιμοποιήσαμε τις (9.9). Άρα η (fn(x)) είναι ακολουθία Cauchy
και, επομένως, συγκλίνει.
Τώρα, για κάθε x ∈ I ορίζουμε f(x) = limn→+∞ fn(x) και σχηματίζουμε συνάρτηση f : I → R
ώστε fn

κ.σ.→ f στο I .
Έστω x ∈ I . Θα αποδείξουμε ότι f ′(x) = g(x).
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∥fn′ − g∥I ≤ ϵ
4 για κάθε n ≥ n0. (9.10)

Συνεπάγεται

∥fn′ − fn0
′∥I ≤ ∥fn′ − g∥I + ∥fn0

′ − g∥I ≤ ϵ
4 + ϵ

4 = ϵ
2 για κάθε n ≥ n0. (9.11)

Επίσης, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει∣∣fn0 (y)−fn0 (x)
y−x − fn0

′(x)
∣∣ ≤ ϵ

4 για κάθε y ∈ I με 0 < |y − x| < δ. (9.12)

Ακόμη, έχουμε∣∣fn(y)−fn(x)
y−x − g(x)

∣∣ ≤ ∣∣ (fn(y)−fn0 (y))−(fn(x)−fn0 (x))
y−x

∣∣+ ∣∣fn0 (y)−fn0 (x)
y−x − fn0

′(x)
∣∣

+ |fn0
′(x)− g(x)| για κάθε n και κάθε y ∈ I, y ̸= x.

(9.13)

Πρώτον, από την (9.10) συνεπάγεται

|fn0
′(x)− g(x)| ≤ ∥fn0

′ − g∥I ≤ ϵ
4 . (9.14)

Κατόπιν, βάσει του θεωρήματος μέσης τιμής του Lagrange, για κάθε y ∈ I , y ̸= x υπάρχει ζ
ανάμεσα στους x, y ώστε∣∣ (fn(y)−fn0 (y))−(fn(x)−fn0 (x))

y−x
∣∣ = |fn′(ζ)− fn0

′(ζ)| ≤ ∥fn′ − fn0
′∥I

και, επομένως, από την (9.11),∣∣ (fn(y)−fn0 (y))−(fn(x)−fn0 (x))
y−x

∣∣ ≤ ϵ
2 για κάθε n ≥ n0 και κάθε y ∈ I, y ̸= x. (9.15)

Η (9.13), μέσω των (9.12), (9.14) και (9.15), συνεπάγεται∣∣fn(y)−fn(x)
y−x −g(x)

∣∣ ≤ ϵ
2+

ϵ
4+

ϵ
4 = ϵ για κάθε n ≥ n0 και κάθε y ∈ I με 0 < |y−x| < δ.
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Παίρνοντας όριο καθώς n→ +∞, βρίσκουμε∣∣f(y)−f(x)
y−x − g(x)

∣∣ ≤ ϵ για κάθε y ∈ I με 0 < |y − x| < δ0.

Αυτό σημαίνει ότι limy→x
f(y)−f(x)

y−x = g(x) και, επομένως, f ′(x) = g(x).
Τέλος, θα δούμε ότι η (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα σε κάθε [a, b] ⊆ I .
Για κάθε n και κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ζ ανάμεσα στους x, a ώστε

|fn(x)− f(x)| ≤ |(fn(x)− f(x))− (fn(a)− f(a))|+ |fn(a)− f(a)|
= |fn′(ζ)− f ′(ζ)||x− a|+ |fn(a)− f(a)|
≤ ∥fn′ − g∥I(b− a) + |fn(a)− f(a)|.

Άρα για κάθε n ισχύει

∥fn − f∥[a,b] ≤ ∥fn′ − g∥I(b− a) + |fn(a)− f(a)|.

Επομένως, ∥fn − f∥[a,b] → 0, οπότε η (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στο [a, b].

Παρατηρήστε στα θεωρήματα 9.3 και 9.4 ότι υποθέτουμε την ομοιόμορφη σύγκλιση της (fn′)
και συμπεραίνουμε την ομοιόμορφη σύγκλιση της (fn). Επίσης, για την (fn) αρκεί να υποθέσουμε
την κατά σημείο σύγκλιση σε ένα μόνο σημείο ξ.

Ασκήσεις.

9.2.1. Έστω fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = xe−nx για κάθε x ≥ 0. Αποδείξτε ότι η (fn)
συγκλίνει σε κάποια f ομοιόμορφα στο [0,+∞). Ποιά είναι η f ; Σχεδιάστε τα γραφήματα των
συναρτήσεων.
Επαναλάβατε με τις fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = x2e−nx για κάθε x ≥ 0.
Ομοίως με τις fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = (−1)n

√
nxe−nx για κάθε x ≥ 0.

9.2.2. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) = xn(1−xn) για κάθε x ∈ [0, 1]. Αποδείξτε ότι η (fn)
συγκλίνει στη μηδενική συνάρτηση 0 κατά σημείο, αλλά όχι ομοιόμορφα, στο [0, 1]. Σχεδιάστε τα
γραφήματα των συναρτήσεων.

9.2.3. Έστω fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = 1
1+nx για κάθε x ≥ 0. Αποδείξτε ότι η (fn) συ-

γκλίνει σε κάποια f κατά σημείο, αλλά όχι ομοιόμορφα, στο [0,+∞). Ποιά είναι η f ; Αποδείξτε
ότι, για κάθε a > 0, fn

ομ→ f ομοιόμορφα στο [a,+∞). Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτή-
σεων.
Να επαναλάβετε με τις fn : [0,+∞) → R με τύπους fn(x) =

√
nx

1+nx2 για κάθε x ≥ 0.
Ομοίως με τις fn : [0,+∞) → R με τύπους fn(x) = e−nx για κάθε x ≥ 0.
Ομοίως με τις fn : [0,+∞) → R με τύπους fn(x) = nxe−nx για κάθε x ≥ 0.

9.2.4. Έστω fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = xn

1+xn για κάθε x ≥ 0. Αποδείξτε ότι η (fn)
συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στο [0,+∞). Ποιά είναι η f ; Αποδείξτε με δύο τρόπους ότι
η (fn) δεν συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στο [0,+∞). Για κάθε δ ∈ (0, 1] αποδείξτε ότι η (fn)
συγκλίνει στην f ομοιόμορφα σε καθένα από τα [0, 1− δ], [1+ δ,+∞). Σχεδιάστε τα γραφήματα
των συναρτήσεων.

9.2.5. Έστω fn : (0,+∞) → R με τύπο fn(x) = sinnx
nx για κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι η (fn) συ-

γκλίνει στην μηδενική συνάρτηση 0 κατά σημείο, αλλά όχι ομοιόμορφα, στο (0,+∞). Αποδείξτε
ότι για κάθε a > 0 η (fn) συγκλίνει στην 0 ομοιόμορφα στο [a,+∞). Σχεδιάστε τα γραφήματα
των συναρτήσεων.

9.2.6. Έστω f, g, fn, gn : (0,+∞) → R με τύπους fn(x) = 1
x + 1

n , gn(x) = 1
n , f(x) = 1

x και
g(x) = 0 για κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι fn

ομ→ f , gn
ομ→ g και fngn ̸ ομ→ fg στο (0,+∞). Σχεδιάστε

τα γραφήματα των συναρτήσεων.
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9.2.7. Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) =

{
0, αν x < 1/(n+ 1) ή 1/n < x

(sin(π/x))2, αν 1/(n+ 1) ≤ x ≤ 1/n
. Απο-

δείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στο R και ότι η f είναι συνεχής στο R. Ποιά
είναι η f ; Ισχύει fn

ομ→ f στο R; Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτήσεων.

9.2.8. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) = npx(1 − x2)n για κάθε x ∈ [0, 1]. Αποδείξτε ότι
η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στο [0, 1]. Για ποιούς p είναι η σύγκλιση ομοιόμορφη;
Για ποιούς p ισχύει

∫ 1
0 fn(x) dx→

∫ 1
0 f(x) dx ; Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτήσεων.

Κάντε τα ίδια με τις fn : [0, 1] → R με τύπους fn(x) = nx
1+n2xp για κάθε x ∈ [0, 1].

9.2.9. Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) = x
1+nx2 για κάθε x. Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σε

κάποια f ομοιόμορφα στο R. Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R και fn′(x) → f ′(x),
αν x ̸= 0, αλλά fn′(0) ̸→ f ′(0). Αποδείξτε ότι η (fn

′) συγκλίνει σε κάποια g κατά σημείο στο
R. Αποδείξτε με τρεις τρόπους ότι η (fn

′) δεν συγκλίνει στην g ομοιόμορφα στο R. Σχεδιάστε τα
γραφήματα των συναρτήσεων.

9.2.10. Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) = 1
ne
−n2x2 για κάθε x. Αποδείξτε ότι fn

ομ→ 0 και
fn
′ κ.σ.→ 0 στο R. Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, fn′

ομ→ 0 σε καθένα από τα (−∞,−a], [a,+∞)
αλλά όχι στο [−a, a]. Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτήσεων.

9.2.11. Έστω fn : [−1, 1] → R με τύπο fn(x) = |x| n
√

|x| για κάθε x ∈ [−1, 1]. Αποδείξτε
η (fn) συγκλίνει σε κάποια f ομοιόμορφα στο [−1, 1]. Ποιά είναι η f ; Αποδείξτε ότι κάθε fn
είναι παραγωγίσιμη στον 0 ενώ η f δεν είναι παραγωγίσιμη στον 0. Σχεδιάστε τα γραφήματα των
συναρτήσεων.

9.2.12. Έστω fn : [0, 2] → R με τύπο fn(x) = n
√
1 + xn για κάθε x ∈ [0, 2]. Αποδείξτε η

(fn) συγκλίνει σε κάποια f ομοιόμορφα στο [0, 2]. Ποιά είναι η f ; Αποδείξτε ότι κάθε fn είναι
παραγωγίσιμη στο [0, 2] ενώ η f δεν είναι παραγωγίσιμη στον 1. Αποδείξτε ότι η (fn

′) συγκλίνει
σε κάποια g κατά σημείο στο [0, 2]. Αποδείξτε με τρεις τρόπους ότι η (fn

′) δεν συγκλίνει στην g
ομοιόμορφα στο [0, 2]. Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτήσεων.

9.2.13. Έστω A = B ∪ C και fn
ομ→ f στο B και στο C. Αποδείξτε ότι fn

ομ→ f στο A.

9.2.14. Αν fn
ομ→ f στο A και η g : A → R είναι φραγμένη στο A, αποδείξτε ότι fng

ομ→ fg στο
A. Είναι αυτό συνέπεια της πρότασης 9.4[γ];

9.2.15. Έστω fn : A → [a, b] και fn
ομ→ f στο A. Αποδείξτε ότι f : A → [a, b]. Αν, επίσης, η

g : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b], αποδείξτε ότι g ◦ fn
ομ→ g ◦ f στο A.

9.2.16. Αν fn
ομ→ f στο A και κάθε fn είναι φραγμένη στο A, αποδείξτε ότι η (fn) είναι ομοιό-

μορφα φραγμένη στο A.

9.2.17. Έστω fn
ομ→ f στο A. Αν κάθε fn είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, αποδείξτε ότι και η f

είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

9.2.18. Έστω f : R → R και fn : R → R με τύπο fn(x) = f(x+ 1
n) για κάθε x. Αποδείξτε ότι,

αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R, τότε fn
ομ→ f στο R.

9.2.19. Έστω f : R → R παραγωγίσιμη στο R και η f ′ είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R. Αν
ορίσουμε gn(x) = n

(
f(x+ 1

n)− f(x)
)
για κάθε x, αποδείξτε ότι gn

ομ→ f ′ στο R.

9.2.20. Έστω fn
ομ→ f στο A, η ακολουθία (xn) είναι στο A, ξ ∈ A και xn → ξ. Αν η f είναι

συνεχής στον ξ, αποδείξτε ότι fn(xn) → f(ξ).
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9.2.21. 3 [α] Έστω fn
ομ→ f στο A, ξ σημείο συσσώρευσης του A και έστω yn = limx→ξ fn(x).

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (yn) συγκλίνει και limx→ξ f(x) = limn→+∞ yn. Δηλαδή,

limx→ξ limn→+∞ fn(x) = limn→+∞ limx→ξ fn(x).

[β] Έστω ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και κάθε fn : A → R είναι συνεχής στον ξ και
fn

ομ→ f στο A \ {ξ}. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (fn(ξ)) συγκλίνει και, αν ορίσουμε f(ξ) =
limn→+∞ fn(ξ), τότε η f : A→ R είναι συνεχής στον ξ.

9.2.22. Έστω g : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1] και fn(x) = xng(x) για κάθε x ∈ [0, 1]. Αποδείξτε
ότι fn

ομ→ 0 στο [0, 1] αν και μόνο αν g(1) = 0.

9.2.23. Έστω Pn
ομ→ f στο R. Αν κάθε Pn είναι πολυωνυμική συνάρτηση, αποδείξτε ότι και η f

είναι πολυωνυμική συνάρτηση. Πώς σχετίζεται κάθε Pn με το οριακό πολυώνυμο f ;
Μήπως προκύπτει το ίδιο συμπέρασμα αν υποθέσουμε ότι Pn

ομ→ f στο A, όπου A είναι κάποιο
μη-φραγμένο υποσύνολο του R;
Να αντιπαραβάλετε με το θεώρημα του Weierstrass, όπως αυτό διατυπώνεται στο τέλος της ενό-
τητας 9.3.

9.2.24. Έστω fn : [a, b] → R και fn
κ.σ.→ f στο [a, b].

Αν κάθε fn είναι αύξουσα στο [a, b], αποδείξτε ότι και η f είναι αύξουσα στο [a, b].

Αν, επιπλέον, η f είναι συνεχής στο [a, b], αποδείξτε ότι fn
ομ→ f στο [a, b].

9.2.25. Αποδείξτε το θεώρημα του Dini:Έστω ότι κάθε fn : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και
ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b]. Αν fn

κ.σ.→ f στο [a, b] και αν ισχύει fn+1(x) ≤ fn(x)

για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n, τότε fn
ομ→ f στο [a, b].

9.3 Το θεώρημα του Weierstrass.

ΛΗΜΜΑ 9.1. [α]
∑n

k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = 1.

[β]
∑n

k=0 k
(
n
k

)
xk(1− x)n−k = nx.

[γ]
∑n

k=0 k
2
(
n
k

)
xk(1− x)n−k = (n2 − n)x2 + nx.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε τον διωνυμικό τύπο
∑n

k=0

(
n
k

)
tksn−k = (t+ s)n.

[α] Θέτουμε t = x και s = 1− x.
[β] Παραγωγίζουμε τον διωνυμικό τύπο ως προς t, πολλαπλασιάζουμε την ισότητα που προκύπτει
με t και θέτουμε t = x και s = 1− x.
[γ] Παραγωγίζουμε τον διωνυμικό τύπο δύο φορές ως προς t, πολλαπλασιάζουμε με t και θέτουμε
t = x και s = 1− x.

Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε μόνο ένα θεώρημα.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥWEIERSTRASS. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Τότε για κάθε ϵ > 0
υπάρχει πολυώνυμο P (x) ώστε να ισχύει |P (x) − f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ [a, b] ή, ισοδύναμα,
∥P − f∥[a,b] ≤ ϵ.

Απόδειξη. 4 Αρχικά θεωρούμε την περίπτωση του διαστήματος [0, 1].
Έστω f : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1]. Έστω ϵ > 0. Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1],
οπότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ
2 για κάθε x′, x′′ ∈ [0, 1] με |x′ − x′′| < δ. (9.16)

3Ένα σημαντικό αποτέλεσμα. Επιτρέπει, υπό προϋποθέσεις, την εναλλαγή των ορίων limn→+∞ και limx→ξ.
4Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του θεωρήματος του Weierstrass. Η απόδειξη που θα δούμε είναι του S. Bernstein.

Μια ακόμη απόδειξη υπάρχει στην άσκηση 9.3.4.
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Επίσης, η f είναι φραγμένη στο [0, 1], οπότε υπάρχειM ώστε να ισχύει

|f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [0, 1]. (9.17)

Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε
n ≥ max{ 1

δ4
, (Mϵ )

2} (9.18)

και το πολυώνυμο
P (x) =

∑n
k=0

(
n
k

)
f( kn)x

k(1− x)n−k.

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει |P (x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ [0, 1].
Έστω x ∈ [0, 1]. Σύμφωνα με το λήμμα 9.1, είναι

f(x) = f(x) · 1 = f(x)
∑n

k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k =

∑n
k=0

(
n
k

)
f(x)xk(1− x)n−k,

οπότε
P (x)− f(x) =

∑n
k=0

(
n
k

)(
f( kn)− f(x)

)
xk(1− x)n−k. (9.19)

Χωρίζουμε τους αριθμούς 0, 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες. Το σύνολο A αποτελείται από τους
k = 0, 1, . . . , n με την ιδιότητα: |x− k

n | <
1
4√n . Το σύνολο B αποτελείται από τους υπόλοιπους

k = 0, 1, . . . , n, δηλαδή εκείνους με την ιδιότητα: |x− k
n | ≥

1
4√n .

Αν k ∈ A, από την (9.18) συνεπάγεται |x − k
n | < δ, οπότε από την (9.16),

∣∣f( kn) − f(x)
∣∣ < ϵ

2 .
Επομένως, από το λήμμα 9.1 (για την ισότητα στο τέλος) έχουμε∑

k∈A
(
n
k

)∣∣f( kn)− f(x)
∣∣xk(1− x)n−k ≤ ϵ

2

∑
k∈A

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

≤ ϵ
2

∑n
k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = ϵ

2 .
(9.20)

Αν k ∈ B, από την (9.17) και από την ιδιότητα των k ∈ B συνεπάγεται∣∣f( kn)− f(x)
∣∣ ≤ ∣∣f( kn)∣∣+ |f(x)| ≤ 2M ≤ 2M

√
n( kn − x)2,

οπότε, πάλι από το λήμμα 9.1 (για την τελευταια ισότητα) και από την (9.18) (για την τελευταία
ανισότητα) έχουμε∑

k∈B
(
n
k

)∣∣f( kn)− f(x)
∣∣xk(1− x)n−k ≤ 2M

√
n
∑

k∈B(
k
n − x)2

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

≤ 2M
√
n
∑n

k=0(
k
n − x)2

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

= 2Mx(1−x)√
n

≤ M
2
√
n
≤ ϵ

2 .

(9.21)

Επομένως, η (9.19), με τις (9.20) και (9.21), συνεπάγεται

|P (x)− f(x)| ≤
∑n

k=0

(
n
k

)∣∣f( kn)− f(x)
∣∣xk(1− x)n−k

=
∑

k∈A
(
n
k

)∣∣f( kn)− f(x)
∣∣xk(1− x)n−k

+
∑

k∈B
(
n
k

)∣∣f( kn)− f(x)
∣∣xk(1− x)n−k

≤ ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα ισχύει |P (x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ [0, 1].
Θεωρούμε, τώρα, τη γενική περίπτωση διαστήματος [a, b].
Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Ορίζουμε τηνϕ : [0, 1] → [a, b] με τύποϕ(t) = (b−a)t+a
και την αντίστροφή της ψ : [a, b] → [0, 1] με τύπο ψ(x) = x−a

b−a . Κατόπιν, θεωρούμε τη σύνθεση
g = f ◦ ϕ : [0, 1] → R με τύπο g(t) = f((b− a)t+ a). Η g, ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων,
είναι συνεχής στο [0, 1]. Από το πρώτο μέρος της απόδειξης συνεπάγεται ότι υπάρχει πολυώνυμο
Q(t) ώστε να ισχύει |Q(t)− g(t)| ≤ ϵ για κάθε t ∈ [0, 1].
Τώρα, θεωρούμε τη σύνθεση P = Q ◦ ψ : [a, b] → R με τύπο P (x) = Q(x−ab−a ). Επειδή το Q(t)
είναι πολυώνυμο, το P (x) είναι κι αυτό πολυώνυμο και, μάλιστα, ίδιου βαθμού με το Q. Από την
g = f ◦ϕ συνεπάγεται η f = g ◦ψ. Τέλος, ισχύει |P (x)− f(x)| = |Q(ψ(x))− g(ψ(x))| ≤ ϵ για
κάθε x ∈ [a, b].
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Παράδειγμα 9.3.1. Έστω η f : [0, 1] → R με τύπο f(x) =
√
x.

Ακολουθώντας τη διαδικασία της απόδειξης του θεωρήματος του Weierstrass, θα βρούμε πολυώ-
νυμο P (x) ώστε να ισχύει |

√
x− P (x)| ≤ 10−4 για κάθε x ∈ [0, 1].

Αποδεικνύεται εύκολα ότι ισχύει

|
√
x′ −

√
x′′| ≤ 1

210
−4 για κάθε x′, x′′ ∈ [0, 1] με |x′ − x′′| ≤ 1

410
−8.

Αυτό είναι άμεσο από τη στοιχειώδη ανισότητα |
√
x′ −

√
x′′| ≤

√
|x′ − x′′|. Επίσης, προφανώς

ισχύει
0 ≤

√
x ≤ 1 για κάθε x ∈ [0, 1].

Άρα, βάσει της (9.18), χρειαζόμαστε

n ≥ max{441032, 108} = 441032.

Άρα το ζητούμενο πολυώνυμο είναι το

P (x) =
∑441032

k=0

(
441032

k

)√
k

441032
xk(1− x)4

41032−k.

Το πολυώνυμο αυτό είναι βαθμού 441032 και, επομένως, τελείως ασύμφορο!

Από το θεώρημα του Weierstrass συνεπάγεται ότι για κάθε n υπάρχει πολυώνυμο Pn(x) ώστε
∥Pn − f∥[a,b] ≤ 1

n . Άρα υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Pn) ώστε Pn
ομ→ f στο [a, b]. Αντι-

στρόφως, έστω ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Pn) ώστε Pn
ομ→ f στο [a, b] ή, ισοδύναμα,

∥Pn − f∥[a,b] → 0. Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n ώστε ∥Pn − f∥[a,b] ≤ ϵ. Άρα μια ισοδύναμη
διατύπωση του θεωρήματος του Weierstrass είναι:
Αν η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b], τότε υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Pn) ώστε
Pn

ομ→ f στο [a, b].

Ασκήσεις.

9.3.1. Βρείτε πολυώνυμο P (x) ώστε να ισχύει
∣∣P (x)− |x|

∣∣ ≤ 1
100 για κάθε x ∈ [−100, 100].

Βρείτε πολυώνυμο P (x) ώστε P (0) = 0 και ώστε να ισχύει |P (x) − sinx| ≤ 1
100 για κάθε

x ∈ [−100, 100].

9.3.2. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] με την ιδιότητα:
∫ b
a x

nf(x) dx = 0 για κάθε n ∈ Z,
n ≥ 0. Αποδείξτε ότι f = 0.

9.3.3. [α] Έστω f : [1,+∞) → R συνεχής στο [1,+∞) και έστω ότι το limx→+∞ f(x) είναι
αριθμός. Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει πολυώνυμοP (x)ώστε να ισχύει |P ( 1x)−f(x)| ≤ ϵ
για κάθε x ≥ 1.
[β] Έστω f : [0,+∞) → R συνεχής στο [0,+∞) και έστω ότι το limx→+∞ f(x) είναι αριθμός.
Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει πολυώνυμο P (x) ώστε να ισχύει |P (e−x)− f(x)| ≤ ϵ για
κάθε x ≥ 0.
[γ] Έστω f : R → R συνεχής στο R και έστω ότι τα limx→±∞ f(x) είναι αριθμοί. Αποδείξτε ότι
για κάθε ϵ > 0 υπάρχει πολυώνυμο P (x) ώστε να ισχύει |P ( 1

1+ex )− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x.

9.3.4. 5 Ορίζουμε, για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0, συναρτήσειςWn : R → R επαγωγικά ως εξής:

W0(x) = 0, Wn+1(x) =Wn(x) +
1
2

(
x2 − (Wn(x))

2
)

για κάθε x και κάθε n ≥ 0. Αποδείξτε ότι για κάθε n το Wn(x) είναι άρτιο πολυώνυμο βαθμού
2n και ότιWn(x)

ομ→ |x| στο [−1, 1].
5Στο τέλος αυτής της άσκησης θα δούμε δεύτερη απόδειξη του θεωρήματος του Weierstrass.
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Έστω ξ ∈ [a, b] και η συνάρτηση ϕξ(x) =

{
0, αν a ≤ x ≤ ξ

x− ξ, αν ξ ≤ x ≤ b
Αποδείξτε, βάσει του προη-

γουμένου, ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Tn) ώστε Tn
ομ→ ϕξ στο [a, b].

Μια συνάρτηση g : [a, b] → R χαρακτηρίζεται τμηματικά αφφινική αν υπάρχουν ξ0, . . . , ξm
ώστε a = ξ0 < · · · < ξm = b και η g είναι αφφινική σε καθένα από τα ανοικτά υποδιαστήματα
(ξ0, ξ1), . . . , (ξm−1, ξm).
Έστω ότι η g : [a, b] → R είναι τμηματικά αφφινική και συνεχής στο [a, b] και έστω ότι ο τύπος
της g σε κάθε [ξk−1, ξk] είναι g(x) = λk(x − ξk−1) + g(ξk−1). Τέλος, θεωρήστε µ1 = λ1 και
µk = λk − λk−1 για k = 2, . . . ,m.
Αποδείξτε ότι ισχύει g(x) = g(a) + µ1ϕξ0(x) + · · ·+ µmϕξm−1(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Pn) ώστε Pn
ομ→ g στο [a, b].

Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και ϵ > 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει g : [a, b] → R τμηματικά
αφφινική και συνεχής στο [a, b] ώστε να ισχύει |g(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ [a, b].
Αποδείξτε με δεύτερο τρόπο το θεώρημα του Weierstrass.
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Κεφάλαιο 10

Σειρές συναρτήσεων.

10.1 Σειρές συναρτήσεων. Ορισμοί και ιδιότητες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.1. Έστω fn : A → R για κάθε n. Θεωρούμε τα διαδοχικά αθροίσματα, δηλαδή τις
συναρτήσεις s1 = f1 : A→ R, s2 = f1 + f2 : A→ R και, γενικότερα, sn = f1 + f2 + · · ·+ fn :
A→ R για κάθε n. Δηλαδή, sn(x) = f1(x) + · · ·+ fn(x) για κάθε x ∈ A και κάθε n.
Αν υπάρχει συνάρτηση s : A→ Rώστε sn

κ.σ.→ s στοA, τότε λέμε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn
συγκλίνει στη συνάρτηση s κατά σημείο στο A και γράφουμε∑+∞

n=1 fn
κ.σ.
= s στο A.

Aν sn
ομ→ s στο A, τότε λέμε ότι η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 fn συγκλίνει στη συνάρτηση s ομοιό-

μορφα στο A και γράφουμε ∑+∞
n=1 fn

ομ
= s στο A.

Η συνάρτηση sn ονομάζεται n-οστό μερικό άθροισμα της σειράς συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn. Η συ-
νάρτηση s ονομάζεται κατά σημείο άθροισμα ή ομοιόμορφο άθροισμα, αντιστοίχως, της σειράς
συναρτήσεων

∑+∞
n=1 fn στο A.

Όπως και για τις σειρές αριθμών, υπάρχουν εναλλακτικοί συμβολισμοί ή και παραλλαγές των
προηγούμενων συμβολισμών: s κ.σ.

= f1 + f2 + · · · ή s κ.σ.
=

∑+∞
k=0 fk ή s ομ

=
∑+∞

n=m fn κ.τ.λ.
Η ισότητα

∑+∞
k=1 fk

κ.σ.
= s στο A ισοδυναμεί με το ότι για κάθε x ∈ A ισχύει sn(x) → s(x) κι

αυτό ισοδυναμεί με το ότι για κάθε x ∈ A η σειρά αριθμών
∑+∞

n=1 fn(x) έχει άθροισμα s(x). Με
άλλα λόγια,∑+∞

n=1 fn
κ.σ.
= s στο A ⇔

∑+∞
n=1 fn(x) = s(x) για κάθε x ∈ A.

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.1. Αν
∑+∞

k=1 fk
ομ
= s στο A, τότε

∑∞
k=1 fk

κ.σ.
= s στο A.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · · + fn και η απόδειξη είναι άμεση
συνέπεια των ορισμών και της πρότασης 9.3.

Παράδειγμα 10.1.1. Θεωρούμε τη γνωστή μας γεωμετρική σειρά
∑+∞

n=0 x
n.

Ισχύει
∑+∞

n=0 x
n = 1

1−x για κάθε x ∈ (−1, 1). Άρα η σειρά συγκλίνει κατά σημείο στο (−1, 1)

στη συνάρτηση s : (−1, 1) → R με τύπο s(x) = 1
1−x . Δηλαδή,

∑+∞
n=0 x

n κ.σ.
= 1

1−x στο (−1, 1).
Ας δούμε αν η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη στο (−1, 1).
Για κάθε x ∈ (−1, 1) και κάθε n ισχύει sn(x) = 1 + x + x2 + · · · + xn−1 = 1−xn

1−x , οπότε
|sn(x)− s(x)| = |x|n

1−x . Επειδή limx→1−
|x|n
1−x = +∞, έχουμε ∥sn − s∥(−1,1) = +∞.

Άρα η
∑+∞

n=0 x
n δεν συγκλίνει στη συνάρτηση 1

1−x ομοιόμορφα στο (−1, 1).
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ΠΡΟΤΑΣΗ 10.2. Έστω αριθμοί λ, µ και
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο A και

∑+∞
n=1 gn

ομ
= t στο A. Τότε∑+∞

n=1(λfn + µgn)
ομ
= λs+ µt στο A. Το ίδιο ισχύει και για την κατά σημείο σύγκλιση.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · · + fn και tn = g1 + · · · + gn και
εφαρμόζουμε τις προτάσεις 9.1 (για την κατά σημείο σύγκλιση) και 9.4 (για την ομοιόμορφη σύ-
γκλιση).

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ CAUCHY. Η
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A αν
και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |fm+1(x)+ · · ·+fn(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A
και κάθε n > m ≥ n0.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε στα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn το κριτήριο του Cauchy της
ενότητας 9.2.

Το επόμενο αποτέλεσμα είναι ένα εξαιρετικά χρήσιμο κριτήριο για ομοιόμορφη σύγκλιση σει-
ρών συναρτήσεων.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ WEIERSTRASS. Έστω fn : A → R για έστω ∥fn∥A ≤ Mn για κάθε n ή,
ισοδύναμα, |fn(x)| ≤ Mn για κάθε x ∈ A και κάθε n. Αν η σειρά αριθμών

∑+∞
n=1Mn συγκλίνει,

τότε η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.

Πρώτη απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύειMm+1 + · · ·+Mn < ϵ για κάθε
n > m ≥ n0. Άρα

|fm+1(x) + · · ·+ fn(x)| ≤ |fm+1(x)|+ · · ·+ |fn(x)| ≤Mm+1 + · · ·+Mn < ϵ

για κάθε x ∈ A και κάθε n > m ≥ n0. Άρα, από το κριτήριο του Cauchy, η
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει
σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.
Δεύτερη απόδειξη. Έστω x ∈ A. Ισχύει |fn(x)| ≤ Mn για κάθε n, οπότε η σειρά αριθμών∑+∞

n=1 fn(x) συγκλίνει και, μάλιστα, απολύτως σε κάποιον αριθμό.
Ορίζουμε s(x) =

∑+∞
n=1 fn(x). Αυτό γίνεται για κάθε x ∈ A, οπότε έχουμε συνάρτηση s : A→ R

και τότε, προφανώς, ισχύει
∑+∞

n=1 fn
κ.σ.
= s στο A.

Τώρα, θεωρούμε τις συναρτήσεις sn = f1 + · · ·+ fn και έχουμε

|sn(x)− s(x)| =
∣∣∑+∞

k=n+1 fn(x)
∣∣ ≤ ∑+∞

k=n+1 |fk(x)| ≤
∑+∞

k=n+1Mk

για κάθε x ∈ A. Άρα
∥sn − s∥A ≤

∑+∞
k=n+1Mk

για κάθε n. Από την πρόταση 8.3 συνεπάγεται ∥sn − s∥A → 0, οπότε
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο A.

Παράδειγμα 10.1.2. Έστω η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
xn

n2 . Επειδή ισχύει
∣∣xn

n2

∣∣ ≤ 1
n2 για κάθε

x ∈ [−1, 1] και κάθε n και επειδή η σειρά αριθμών
∑+∞

n=1
1
n2 συγκλίνει, η σειρά συναρτήσεων∑+∞

n=1
xn

n2 συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο [−1, 1].

Παράδειγμα 10.1.3. Έστω η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
sin(nx)

n2 . Επειδή ισχύει
∣∣ sin(nx)

n2

∣∣ ≤ 1
n2

για κάθε x και κάθε n και επειδή η σειρά αριθμών
∑+∞

n=1
1
n2 συγκλίνει, η σειρά συναρτήσεων∑+∞

n=1
sin(nx)

n2 συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο R.

Το μέρος [α] του θεωρήματος 10.1 είναι το ανάλογο για ομοιόμορφη σύγκλιση σειρών συ-
ναρτήσεων του κριτηρίου του Dirichlet για σειρές αριθμών και το μέρος [β] είναι το ανάλογο του
κριτηρίου του Abel. Θα παρατηρήσετε ότι στην απόδειξη, όπως και στις αποδείξεις των κριτηρίων
αυτών, χρησιμοποιείται ο τύπος άθροισης του Abel στην υποενότητα 8.3.2.

362



ΘΕΩΡΗΜΑ 10.1. Έστω fn, gn : A→ R και τα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.
[α] Έστω ότι η (gn(x)) είναι φθίνουσα για κάθε x ∈ A, ότι gn

ομ→ 0 και ότι η (sn) είναι ομοιόμορφα
φραγμένη στο A. Τότε η

∑+∞
n=1 fngn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.

[β] Έστω ότι η (gn(x)) είναι φθίνουσα για κάθε x ∈ A, ότι η (gn) είναι ομοιόμορφα φραγμένη
στο A και ότι η

∑+∞
n=1 fn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A. Τότε η

∑+∞
n=1 fngn

συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.

Απόδειξη. [α] ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |sn(x)| ≤M για κάθε x ∈ A και κάθε n. Επίσης, επειδή
για κάθε x ∈ A η (gn(x)) είναι φθίνουσα και έχει όριο 0, συνεπάγεται ότι ισχύει gn(x) ≥ 0 για
κάθε x ∈ A και κάθε n.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει gn(x) ≤ ϵ

2M+1 για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0.
Χρησιμοποιώντας τον τύπο άθροισης του Abel, έχουμε ότι για κάθε x ∈ A και κάθε n,m με
n > m ≥ n0 ισχύει∣∣∑n

k=m+1 fk(x)gk(x)
∣∣ = ∣∣∑n

k=m+1 sk(x)(gk(x)− gk+1(x))

+ sn(x)gn+1(x)− sm(x)gm+1(x)
∣∣

≤
∑n

k=m+1 |sk(x)|(gk(x)− gk+1(x))

+ |sn(x)|gn+1(x) + |sm(x)|gm+1(x)

≤
∑n

k=m+1M(gk(x)− gk+1(x)) +Mgn+1(x) +Mgm+1(x)

= 2Mgm+1(x) ≤ 2Mϵ
2M+1 < ϵ.

Σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy, η
∑+∞

n=1 fngn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα
στο A.
[β] Υπάρχει s : A→ R ώστε

∑+∞
n=1 fn

ομ
= s στο A ή, ισοδύναμα, sn

ομ→ s στο A.
ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |gn(x)| ≤M για κάθε x ∈ A και κάθε n.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |sn(x) − s(x)| ≤ ϵ

4M+1 για κάθε x ∈ A και κάθε
n ≥ n0. Επομένως, για κάθε x ∈ A και κάθε n,m με n > m ≥ n0 ισχύει∣∣∑n

k=m+1 fk(x)gk(x)
∣∣ = ∣∣∑n

k=m+1 sk(x)(gk(x)− gk+1(x))

+ sn(x)gn+1(x)− sm(x)gm+1(x)
∣∣

=
∣∣∑n

k=m+1(sk(x)− s(x))(gk(x)− gk+1(x))

+ (sn(x)− s(x))gn+1(x)− (sm(x)− s(x))gm+1(x)
∣∣

≤
∑n

k=m+1 |sk(x)− s(x)|(gk(x)− gk+1(x))

+ |sn(x)− s(x)||gn+1(x)|+ |sm(x)− s(x)||gm+1(x)|
≤

∑n
k=m+1

ϵ
4M+1(gk(x)− gk+1(x))

+ ϵ
4M+1M + ϵ

4M+1M

= ϵ
4M+1(gm+1(x)− gn+1(x)) +

2ϵ
4M+1M ≤ 4ϵ

4M+1M < ϵ.

Πάλι σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy, η
∑+∞

n=1 fngn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιό-
μορφα στο A.

Παράδειγμα 10.1.4. Θεωρούμε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
(−1)n−1

nx στο (0,+∞).
Ορίζουμε τις συναρτήσεις fn(x) = (−1)n−1 και gn(x) = 1

nx για κάθε x > 0. Παρατηρήστε ότι
οι fn είναι σταθερές συναρτήσεις. Θεωρούμε, επίσης, τα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.
Τότε για κάθε x > 0, η ακολουθία αριθμών (sn(x)) είναι φραγμένη, διότι ισχύει sn(x) = 1 +
(−1) + · · · + (−1)n−1 = 1 ή 0 για κάθε n. Επίσης, η ακολουθία αριθμών (gn(x)) =

(
1
nx

)
είναι

φθίνουσα και gn(x) = 1
nx → 0. Άρα, σύμφωνα με το κριτήριο του Dirichlet για σειρές αριθμών,

για κάθε x > 0 η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

nx συγκλίνει. Με άλλα λόγια, η
∑+∞

n=1
(−1)n−1

nx συγκλίνει, ως
σειρά συναρτήσεων, σε κάποια συνάρτηση, έστω s, κατά σημείο στο (0,+∞) :∑+∞

n=1
(−1)n−1

nx

κ.σ.
= s(x) στο (0,+∞).
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Τώρα θα δούμε ότι για κάθε a > 0 η ίδια σειρά συναρτήσεων συγκλίνει στη συνάρτηση s ομοιό-
μορφα στο [a,+∞).
Βλέπουμε ότι η ακολουθία συναρτήσεων (sn) είναι ομοιόμορφα φραγμένη στο [a,+∞), διότι
ισχύει sn(x) = 1 + (−1) + · · · + (−1)n−1 = 1 ή 0 για κάθε x ≥ a και κάθε n. Επίσης, όπως
είδαμε παραπάνω, για κάθε x ∈ [a,+∞) η ακολουθία (gn(x)) =

(
1
nx

)
είναι φθίνουσα. Τέλος,

gn
ομ→ 0 στο [a,+∞), διότι ∥gn∥[a,+∞) = sup{| 1

nx | |x ∈ [a,+∞)} = 1
na → 0.

Άρα η
∑+∞

n=1
(−1)n−1

nx συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Επειδή η ομοιόμορφη σύγκλιση είναι ισχυρότερη από την κατά σημείο σύγκλιση, η τελευταία
οριακή συνάρτηση ταυτίζεται με την s που βρήκαμε παραπάνω, διότι η σειρά συγκλίνει στην s
κατά σημείο στο (0,+∞) και, επομένως, και στο [a,+∞). Άρα

Για κάθε a > 0 :
∑+∞

n=1
(−1)n−1

nx

ομ
= s(x) στο [a,+∞).

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.2. Έστω
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο A και ξ ∈ A. Αν κάθε fn είναι συνεχής στον ξ, τότε η

s είναι συνεχής στον ξ. Ειδικώτερα, αν κάθε fn είναι συνεχής στο A, τότε η s είναι συνεχής στο A.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το θεώρημα 9.1 στα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.3. Έστω
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο [a, b]. Αν κάθε fn είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε

η s είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και
∑+∞

n=1

∫ b
a fn(x) dx =

∫ b
a s(x) dx.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το θεώρημα 9.2 στα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.

Οι σχέσεις
∑+∞

n=1

∫ b
a fn(x) dx =

∫ b
a s(x) dx και

∑+∞
n=1 fn

ομ
= s συνδυάζονται, παίρνοντας τη

μορφή εναλλαγής των συμβόλων της άθροισης και της ολοκλήρωσης:∑+∞
n=1

∫ b
a fn(x) dx =

∫ b
a

∑+∞
n=1 fn(x) dx.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.4. Έστω διάστημα I και t : I → R και κάθε fn : I → R είναι παραγωγίσιμη με
παράγωγο fn′ συνεχή στο I . Αν

∑+∞
n=1 fn

′ ομ= t στο I και η σειρά αριθμών
∑+∞

n=1 fn(ξ) συγκλίνει
για τουλάχιστον έναν ξ ∈ I , τότε η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 fn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

s κατά σημείο στο I και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I , η s είναι
παραγωγίσιμη στο I και ισχύει s′(x) = t(x) για κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το θεώρημα 9.3 στα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.

Το ένα από τα αποτελέσματα του θεωρήματος 10.4 γράφεται και(∑+∞
n=1 fn

)′
=

∑+∞
n=1 fn

′ ή d
dx

∑+∞
n=1 fn(x) =

∑+∞
n=1

d
dxfn(x)

παίρνοντας τη μορφή εναλλαγής των συμβόλων της άθροισης και της παραγώγισης.
Τέλος, έχουμε και το αντίστοιχο του θεωρήματος 9.4.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.5. Έστω διάστημα I και t : I → R και κάθε fn : I → R είναι παραγωγίσιμη
στο I . Αν

∑+∞
n=1 fn

′ ομ
= t στο I και η σειρά αριθμών

∑+∞
n=1 fn(ξ) συγκλίνει για τουλάχιστον έναν

ξ ∈ I , τότε η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s κατά σημείο στο I και
ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I , η s είναι παραγωγίσιμη στο I και
ισχύει s′(x) = t(x) για κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το θεώρημα 9.4 στα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.

Παράδειγμα 10.1.5. Θεωρούμε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 e
−nx.

Είναι προφανές ότι, αν x ≤ 0, είναι
∑+∞

n=1 e
−nx ≥

∑+∞
n=1 1 = +∞, οπότε η σειρά δεν συγκλίνει
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για κανένα x ≤ 0. Αντιθέτως, για κάθε x > 0 η σειρά συγκλίνει διότι είναι γεωμετρική με λόγο
e−x. Άρα η

∑+∞
n=1 e

−nx συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο (0,+∞) :∑+∞
n=1 e

−nx κ.σ.
= s(x) στο (0,+∞).

Αν a > 0, είναι sup{|e−nx| |x ∈ [a,+∞)} = e−na και
∑+∞

n=1 e
−na < +∞. Σύμφωνα με το

κριτήριο του Weirstrass, η
∑+∞

n=1 e
−nx συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [a,+∞) :

Για κάθε a > 0 :
∑+∞

n=1 e
−nx ομ

= s(x) στο [a,+∞).

Βάσει αυτού θα αποδείξουμε ότι η s(x) είναι συνεχής στο (0,+∞). Πράγματι, για κάθε n η e−nx

είναι συνεχής στο [a,+∞), οπότε, λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης, και η s(x) είναι συνεχής στο
[a,+∞). Αυτό, όμως, ισχύει για κάθε a > 0. Οπότε, αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε ξ ∈ (0,+∞),
βρίσκουμε έναν a ώστε 0 < a < ξ και, επειδή η s(x) είναι συνεχής στο [a,+∞), είναι συνεχής
και στο εσωτερικό σημείο ξ.
Τώρα, θεωρούμε τη σειρά των παραγώγων συναρτήσεων −

∑+∞
n=1 ne

−nx. Βλέπουμε εύκολα (με
το κριτήριο λόγου ή ρίζας, για παράδειγμα) ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε x > 0, δηλαδή
ότι συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση t(x) κατά σημείο στο (0,+∞) :

−
∑+∞

n=1 ne
−nx κ.σ.

= t(x) στο (0,+∞).

Όπως πριν, αν a > 0, είναι sup{| − ne−nx| |x ∈ [a,+∞)} = ne−na και
∑+∞

n=1 ne
−na < +∞.

Άρα, με το κριτήριο του Weierstrass, η −
∑+∞

n=1 ne
−nx συγκλίνει στην t(x) ομοιόμορφα στο

[a,+∞) :
Για κάθε a > 0 : −

∑+∞
n=1 ne

−nx ομ
= t(x) στο [a,+∞).

Από το θεώρημα 10.4 συνεπάγεται ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο [a,+∞) και η παράγωγός
της στο [a,+∞) είναι η t(x). Βάσει αυτού θα αποδείξουμε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο
(0,+∞). Πράγματι, αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε ξ ∈ (0,+∞), βρίσκουμε έναν a ώστε 0 <
a < ξ και, επειδή η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο [a,+∞), είναι παραγωγίσιμη και στο εσωτερικό
σημείο ξ και, μάλιστα, είναι s′(ξ) = t(ξ). Άρα ισχύει s′(x) = t(x) για κάθε x ∈ (0,+∞).
Τα προηγούμενα μπορούν να επαναληφθούν με τη σειρά των δεύτερων παραγώγων

∑+∞
n=1 n

2e−nx.
Με τα ίδια επιχειρήματα βλέπουμε ότι η t(x) είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞), οπότε η s(x) είναι
δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞). Συνεχίζοντας επαγωγικά, αποδεικνύουμε ότι η s(x) είναι
άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Όλα τα προηγούμενα μπορούμε εύκολα να τα επιβεβαιώσουμε, αφού παρατηρήσουμε ότι

s(x) = 1
ex−1 για κάθε x ∈ (0,+∞).

Ασκήσεις.

10.1.1. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
x sin(n2x)

n2 .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στο R.

10.1.2. [α] Έστω p > 2. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
sin(nx)

np .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι η s′(x) είναι συνεχής στο R.
[β] Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

x
(nx+1)2

.
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
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Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) δεν είναι συνεχής στον 0 και ότι limx→+∞ s(x) = 0 και limx→0+ s(x) = 1.
Τέλος, αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [0,+∞).
Ποιά από τα προηγούμενα ισχύουν για τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

1
1+n2x2 ;

10.1.3. Έστω p > 0 και θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
.

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα σε καθένα από τα
(−∞,−a] και [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R \ {0}.
Αποδείξτε ότι limx→±∞ s(x) = 0.
Έστω p > 1

2 . Aποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο R και ότι η s(x) είναι
συνεχής και στον 0.
Έστωm ∈ N. Αποδείξτε ότι, αν p > m+1

2 , τότε η s(x) είναιm φορές παραγωγίσιμη και στον 0.
Αν 0 < p < 1

2 , αποδείξτε ότι limx→0+ s(x) = +∞. Αν p = 1
2 , βρείτε το limx→0+ s(x) και

αποδείξτε ότι η s(x) είναι φραγμένη στο R, αλλά ασυνεχής στον 0.

10.1.4. Έστω η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1

n2+x2 .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R. Ποιά είναι τα σημεία μεγίστου ή
ελαχίστου της s(x);
Αποδείξτε ότι limx→±∞ s(x) = 0.

10.1.5. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1(1− cos x
n).

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R.

10.1.6. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1(−1)n−1 x
2+n
n2 .

Αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως για καμιά τιμή του x.
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R. Τί είδους συνάρ-
τηση είναι η s(x);
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].

10.1.7. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

sin(1 + x
n).

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R.

10.1.8. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
x

1+nax2 .
Αν a > 1, αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R και ότι
η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο R \ {0}.
Αν a > 2, αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στο R.
Αν a > 1, αποδείξτε ότι η s(x) δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.

10.1.9. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1

1+n2x
. Η σειρά, προφανώς, αποκλίνει για x = 0.

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο (0,+∞).
Για κάθε a > 0, αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞). Αποδείξτε ότι η s(x) είναι
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γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι limx→0+ s(x) = +∞, οπότε η s(x) δεν είναι φραγμένη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι limx→+∞ s(x) = 0.
Αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο (0,+∞).
Επαναλάβατε με τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

√
n e−nx.

10.1.10. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
xa

1+n2x2 .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0, 1] αν και μόνο αν a > 1.
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,+∞) αν και μόνο αν 1 < a ≤ 2.

10.1.11. [α] Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1
n2 e
−nx.

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στο [0,+∞) και άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι s′(0) = −∞.
[β] Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

x
1+n2x

.
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στο [0,+∞) και άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι γνησίως αύξουσα και γνησίως κοίλη στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι s′(0) = +∞.

10.1.12. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x .
Αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως για καμιά τιμή του x ∈ [0,+∞).
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση t(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι η t(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι limx→0+ t(x) = log 2 και limx→+∞ t(x) = 0.
Αποδείξτε ότι η t(x) είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο [0,+∞).

10.1.13. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1(−1)n−1 log(1 + x
n).

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [0, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞).
Ποιά είναι η σχέση ανάμεσα στη συνάρτηση s(x) και στη συνάρτηση t(x) της άσκησης 10.1.12;

10.1.14. 1 [α] Έστω fn(x) = (1−x)xn

log(n+1) για κάθε x ∈ [0, 1] και κάθε n. Υπολογίστε τον Mn =

∥fn∥[0,1] για κάθε n και αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει ομοιόμορφα στο
[0, 1] ενώ η

∑+∞
n=1Mn αποκλίνει.

[β] Έστω fn(x) =


0, αν 0 ≤ x ≤ 1/(2n+ 1) ή 1/(2n− 1) ≤ x ≤ 1

(4n+ 2)x− 2, αν 1/(2n+ 1) ≤ x ≤ 1/(2n)

2− (4n− 2)x, αν 1/(2n) ≤ x ≤ 1/(2n− 1)

για κάθε

n. Υπολογίστε τονMn = ∥fn∥[0,1] για κάθε n και αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn
συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0, 1] ενώ η

∑+∞
n=1Mn αποκλίνει.

10.1.15. Έστω γνησίως αύξουσα ακολουθία (xn) ώστε η σειρά
∑+∞

n=1
1
xn

να συγκλίνει, οπότε
xn → +∞. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

1
xn−x .

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο σύνολο A = R \
{xn |n ∈ N}.

1Δύο παραδείγματα όπου ισχύει η ομοιόμορφη σύγκλιση αλλά δεν εφαρμόζεται το κριτήριο του Weierstrass.
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Αποδείξτε ότι, για κάθε a, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο A ∩ (−∞, a].
Αποδείξτε ότι για κάθε n είναι limx→xn− s(x) = +∞ και limx→xn+ s(x) = −∞. Επίσης, απο-
δείξτε ότι limx→−∞ s(x) = 0.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (−∞, x1) και σε κάθε (xn, xn+1).
Επίσης, ότι η s(x) είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα προηγούμενα διαστήματα.

10.1.16. Θεωρήστε τις σειρές συναρτήσεων
∑+∞

n=1 xn cos(nx) και
∑+∞

n=1 xn sin(nx).
[α] Έστω

∑+∞
n=1 |xn| < +∞. Αποδείξτε ότι οι δύο σειρές συγκλίνουν σε δύο αντίστοιχες συναρ-

τήσεις c(x) και s(x) ομοιόμορφα στο R. Αποδείξτε ότι οι c(x) και s(x) είναι συνεχείς στο R και
περιοδικές με περίοδο 2π.
Ως παραδείγματα θεωρήστε τις σειρές συναρτήσεων

∑+∞
n=1

cos(nx)
np και

∑+∞
n=1

sin(nx)
np με p > 1

καθώς και τις
∑+∞

n=1 r
n cos(nx) και

∑+∞
n=1 r

n sin(nx) με 0 ≤ r < 1.
[β] Έστω ότι η (xn) είναι φθίνουσα, ότι xn → 0, οπότε xn ≥ 0 για κάθε n, και έστω ότι∑+∞

n=1 xn = +∞.
Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 xn cos(nx) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση c(x) κατά σημείο στο διά-

στημα (m2π, (m + 1)2π) για κάθε m ∈ Z και ότι η
∑+∞

n=1 xn sin(nx) συγκλίνει σε κάποια συ-
νάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.2

Αποδείξτε ότι, για κάθε δ ∈ (0, π], οι
∑+∞

n=1 xn cos(nx) και
∑+∞

n=1 xn sin(nx) συγκλίνουν στις
c(x) και s(x) ομοιόμορφα στο [m2π + δ, (m+ 1)2π − δ] για κάθεm ∈ Z. Αποδείξτε ότι οι c(x)
και s(x) είναι συνεχείς στο (m2π, (m+ 1)2π) για κάθεm ∈ Z.
Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 xn sin(nx) συγκλίνει ομοιόμορφα στο R αν και μόνο αν nxn → 0.

Εξετάστε, σε σχέση με τα προηγούμενα στο [β], τις δύο σειρές συναρτήσεων στις περιπτώσεις των
ακολουθιών ( 1n) και (

1
n logn).

[γ] Έστω 0 ≤ r < 1. Αποδείξτε ότι οι σειρές
∑+∞

n=1
rn

n cos(nx) και
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) συγκλί-
νουν σε κάποιες αντίστοιχες συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο R. Χρησιμοποιώντας τους τύπους
της άσκησης 8.3.8[β], αποδείξτε ότι∑+∞

n=1
rn

n cos(nx) = 1
2 log

1
1−2r cosx+r2

,
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) = arctan r sinx
1−r cosx .

[δ] Θεωρώντας τις
∑+∞

n=1
rn

n cos(nx) και
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) ως σειρές συναρτήσεων με μεταβλητή
r ∈ [0, 1], αποδείξτε ότι∑+∞

n=1
1
n cos(nx) = − log(sin x

2 ), αν x ∈ (m2π, (m+ 1)2π) για κάποιονm ∈ Z

∑+∞
n=1

1
n sin(nx) =

{
(π − x)/2, αν x ∈ (m2π, (m+ 1)2π) για κάποιονm ∈ Z
0, αν x = m2π για κάποιονm ∈ Z

Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτήσεων αυτών.

10.1.17. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1
n sin(πx

n).
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο [0, 1].
Αποδείξτε ότι, για κάθε a ∈ [0, 1), η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [0, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο [0, 1).

10.1.18. Θεωρήστε τις
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n+1+cosx ,

∑+∞
n=1

sin(n2x) sin(nx)
n+x2 και

∑+∞
n=1

(−1)n−1 arctan(nx2)
n+x2 . Απο-

δείξτε ότι και οι τρεις συγκλίνουν σε κάποιες αντίστοιχες συναρτήσεις ομοιόμορφα στο R.

10.1.19. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 e
−nx cosnx.

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο (0,+∞).

2Αυτό είναι, ουσιαστικά, το περιεχόμενο της άσκησης 8.3.8[γ].
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10.1.20. Έστω fn : A → R για κάθε n ώστε να ισχύει |fn(x)− fn+1(x)| ≤ Mn για κάθε x ∈ A
και κάθε n. Αποδείξτε ότι, αν

∑+∞
n=1Mn < +∞, τότε η ακολουθία συναρτήσεων (fn) συγκλίνει

σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.

10.1.21. 3 [α] Έστω ξ σημείο συσσώρευσης του A,
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο A και yn = limx→ξ fn(x).

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει και limx→ξ
∑+∞

n=1 fn(x) =
∑+∞

n=1 yn. Δηλαδή,

limx→ξ
∑+∞

n=1 fn(x) =
∑+∞

n=1 limx→ξ fn(x).

[β] Έστω ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και κάθε fn : A → R είναι συνεχής στον ξ και∑+∞
n=1 fn

ομ
= s στο A \ {ξ}. Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 fn(ξ) συγκλίνει και, αν ορίσουμε s(ξ) =∑+∞

n=1 fn(ξ), τότε η s : A→ R είναι συνεχής στον ξ.

10.1.22. Έστω Q = {rn |n ∈ N} μια αρίθμηση του Q. Έστω για κάθε n συνάρτηση fn : R → R

με τύπο fn(x) =

{
0, αν x = rn

1, αν x ̸= rn
και η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

1
1+n2fn(x)

. Αποδείξτε ότι η

σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση κατά σημείο στο R και ότι δεν συγκλίνει ομοιόμορφα σε
κανένα διάστημα (a, b).

10.1.23. Έστω η I : R → R, I(x) =

{
0, αν x ≤ 0

1, αν x > 0
Έστω ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει

xn ̸= xm για κάθε n,m με n ̸= m και έστω cn ̸= 0 για κάθε n και
∑+∞

n=1 |cn| < +∞.
Αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 cnI(x − xn) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x)

ομοιόμορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στον x, αν x ̸= xn για κάθε n.
Αποδείξτε ότι, για κάθε n, η s(x) είναι ασυνεχής στον xn και έχει άλμα cn στον xn.
Σχεδιάστε το γράφημα της s(x) στην περίπτωση που είναι cn = 1

2n για κάθε n και είτε (i) xn = n
για κάθε n είτε (ii) xn = 1− 1

n για κάθε n.

10.1.24. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
nx−[nx]

n2 .
Aποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο R. Αποδείξτε ότι η
s(x) είναι περιοδική με περίοδο 1.
Aποδείξτε ότι κάθε άρρητος είναι σημείο συνέχειας της s(x).
Αποδείξτε ότι κάθε ρητός είναι σημείο ασυνέχειας της s(x).
Αν ο x είναι ρητός και x = k

l , όπου k ∈ Z, l ∈ N και gcd(k, l) = 1, αποδείξτε ότι το άλμα της
s(x) στον x είναι − a

l2
, όπου a =

∑+∞
m=1

1
m2 .

Aποδείξτε ότι η s(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και
∫ 1
0 s(x) dx = a

2 .

10.1.25. 4 Έστω ότι η
∑+∞

n=1
an
nx0 συγκλίνει. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

an
nx .

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο [x0,+∞).
Αποδείξτε ότι

limx→x0+
∑+∞

n=1
an
nx =

∑+∞
n=1

an
nx0 .

Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (x0,+∞).

10.1.26. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1
nx . Γνωρίζουμε ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για

κάθε x > 1 και αποκλίνει στο +∞ για κάθε x ≤ 1.
3Ένα σημαντικό αποτέλεσμα εναλλαγής, υπό προϋποθέσεις, των συμβόλων limx→ξ και

∑+∞
n=1. Δείτε την άσκηση

9.2.21.
4Δείτε και την άσκηση 8.3.12.
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Συμβολίζουμε ζ : (1,+∞) → R και ονομάζουμε ζ-συνάρτηση του Riemann τη συνάρτηση με
τύπο:

ζ(x) =
∑+∞

n=1
1
nx για κάθε x ∈ (1,+∞).

Η συνάρτηση αυτή συνδέεται με ένα από τα σημαντικότερα προβλήματα των μαθηματικών.5

Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 1, η σειρά συγκλίνει στην ζ(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η ζ(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (1,+∞) και ότι

ζ(m)(x) = (−1)m
∑+∞

n=1
(logn)m

nx για κάθε x ∈ (1,+∞) και κάθε m ∈ N.

Αποδείξτε ότι limx→1+ ζ(x) = +∞ και limx→+∞ ζ(x) = 1.
Αποδείξτε ότι η ζ(x) είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο (1,+∞).

10.1.27. 6 Αποδείξτε το θεώρημα του Dini: Έστω ότι κάθε fn : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b]
και ότι η s : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b]. Αν

∑+∞
n=1 fn

κ.σ.
= s στο [a, b] και αν ισχύει fn(x) ≥ 0

για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n, τότε
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο [a, b].

10.1.28. 7 Έστω fn, gn : A→ R και τα μερικά αθροίσματα sn = f1 + · · ·+ fn.
[α] Έστω ότι η σειρά συναρτήσεων

∑
n=1 |gn − gn+1| συγκλίνει ομοιόμορφα στο A, ότι gn

ομ→ 0
στο A και ότι η (sn) είναι ομοιόμορφα φραγμένη στο A. Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 fngn συγκλίνει

σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.
[β] Έστω ότι η σειρά συναρτήσεων

∑
n=1 |gn− gn+1| είναι φραγμένη στο A, ότι η g1 είναι φραγ-

μένη στοA και ότι η
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στοA. Αποδείξτε ότι
η
∑+∞

n=1 fngn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.

10.2 Δυναμοσειρές.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.2. Κάθε σειρά συναρτήσεων με τη μορφή∑+∞
n=0 an(x− ξ)n = a0 + a1(x− ξ) + a2(x− ξ)2 + · · ·+ an(x− ξ)n + · · ·

ονομάζεται δυναμοσειρά με κέντρο ξ και συντελεστές a0, a1, a2, . . . . Αυτή είναι η σειρά των
συναρτήσεων a0 (σταθερή) και an(x− ξ)n για κάθε n.

Παράδειγμα 10.2.1. Η δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 0(x− ξ)n με όλους τους συντελεστές ίσους με 0 ονο-
μάζεται μηδενική δυναμοσειρά και συγκλίνει για κάθε τιμή του x και έχει άθροισμα ίσο με 0.
Δηλαδή,

∑+∞
n=0 0(x− ξ)n =

∑+∞
n=0 0 = 0 για κάθε x.

Παράδειγμα 10.2.2. Η γεωμετρική δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 1(x − ξ)n με όλους τους συντελεστές
ίσους με 1 συγκλίνει μόνο όταν−1 < x−ξ < 1 ή, ισοδύναμα, ξ−1 < x < ξ+1 και το άθροισμά
της είναι ίσο με 1

1−(x−ξ) . Δηλαδή,∑+∞
n=0(x− ξ)n = 1

1−(x−ξ) για κάθε x ∈ (ξ − 1, ξ + 1).

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.3. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n. Αν ρ = lim n
√
|an|, οπότε 0 ≤ ρ ≤ +∞,

τότε το R =

{
1/ρ, αν 0 < ρ ≤ +∞
+∞, αν ρ = 0

ονομάζεται ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς.

Επομένως, κάθε δυναμοσειρά έχει ακτίνα σύγκλισης η οποία είναι στοιχείο του [0,∞].
5Η μελέτη της ζ-συνάρτησης θα συνεχισθεί στις ασκήσεις 12.3.7, 12.4.2 και 12.5.4.
6Δείτε την άσκηση 9.2.25.
7Δείτε και τη σχετική άσκηση 8.3.27.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 10.6. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n καιR η ακτίνα σύγκλισής της. Η δυναμο-
σειρά συγκλίνει απολύτως για κάθε x ∈ (ξ−R, ξ+R) και αποκλίνει για κάθε x /∈ [ξ−R, ξ+R].
Τέλος, για τους x = ξ±R δεν υπάρχει γενικό συμπέρασμα εκτός, βέβαια, από την περίπτωσηR = 0,
οπότε η σειρά συγκλίνει απολύτως για x = ξ.

Απόδειξη. Έστω 0 < R ≤ +∞ ή, ισοδύναμα, 0 ≤ ρ < +∞. Αν |x− ξ| < R, τότε

lim n
√

|an(x− ξ)n| = |x− ξ| lim n
√

|an| = |x− ξ| ρ < 1,

οπότε, σύμφωνα με το κριτήριο ρίζας, η
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n συγκλίνει απολύτως.
Έστω 0 ≤ R < +∞ ή, ισοδύναμα, 0 < ρ ≤ +∞. Αν |x− ξ| > R, τότε

lim n
√

|an(x− ξ)n| = |x− ξ| lim n
√

|an| = |x− ξ| ρ > 1,

οπότε η σειρά αποκλίνει.
Για τη δυναμοσειρά

∑+∞
n=0(x − ξ)n ισχύει n

√
|1| → 1, οπότε ρ = 1 και R = 1. Αν x = ξ ± 1,

καταλήγουμε στις σειρές
∑+∞

n=0 1
n και

∑+∞
n=0(−1)n οι οποίες αποκλίνουν.

Για τη δυναμοσειρά
∑+∞

n=1
(x−ξ)n

n2 ισχύει n
√

|1/n2| → 1, οπότε ρ = 1 και R = 1. Αν x = ξ ± 1,
καταλήγουμε στις σειρές

∑+∞
n=1

1
n2 και

∑+∞
n=1

(−1)n
n2 οι οποίες συγκλίνουν.

Για τη δυναμοσειρά
∑+∞

n=1
(x−ξ)n

n ισχύει n
√

|1/n| → 1, οπότε ρ = 1 και R = 1. Αν x = ξ + 1,
καταλήγουμε στη σειρά

∑+∞
n=1

1
n η οποία αποκλίνει και, αν x = ξ − 1, στη σειρά

∑+∞
n=1

(−1)n
n η

οποία συγκλίνει.
Για τη δυναμοσειρά

∑+∞
n=1(−1)n (x−ξ)n

n ισχύει n
√

|(−1)n/n| → 1, οπότε ρ = 1 και R = 1. Αν
x = ξ + 1, καταλήγουμε στη σειρά

∑+∞
n=1

(−1)n
n η οποία συγκλίνει και, αν x = ξ − 1, στη σειρά∑+∞

n=1
1
n η οποία αποκλίνει.

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι σε κάθε δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n αντιστοιχίζεται η ακτίνα σύ-
γκλισής της R ∈ [0,+∞] και ότι υπάρχουν τα εξής απλά ενδεχόμενα: (i) αν R = +∞, η σειρά
συγκλίνει απολύτως για κάθε x ∈ (−∞,+∞), (ii) αν R = 0, η σειρά συγκλίνει απολύτως για
x = ξ και αποκλίνει για κάθε x ̸= ξ και (iii) αν 0 < R < +∞, η σειρά συγκλίνει απολύτως για
κάθε x ∈ (ξ −R, ξ +R) και αποκλίνει για κάθε x /∈ [ξ −R, ξ +R].

Στην περίπτωση (iii) μπορούμε να πούμε περισσότερα: η δυναμοσειρά συγκλίνει για κάθε
x ∈ I , όπου I είναι το διάστημα (ξ−R, ξ+R) στο οποίο ενδέχεται να έχουν προστεθεί ένα ή και
τα δύο άκρα ξ±R. Δηλαδή, I = (ξ−R, ξ+R) ή I = (ξ−R, ξ+R] ή I = [ξ−R, ξ+R) ή I =
[ξ−R, ξ+R], ανάλογα με τη συγκεκριμένη σειρά. Γράφοντας I = (−∞,+∞) στην περίπτωση (i)
και I = {ξ} στην περίπτωση (ii), βλέπουμε ότι σε κάθε περίπτωση η

∑+∞
n=0 an(x− ξ)n συγκλίνει

για κάθε x ∈ I .

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.4. Άρα σε κάθε x ∈ I αντιστοιχίζεται ο αριθμός

s(x) =
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n

και, επομένως, ορίζεται συνάρτηση s : I → R. Λέμε ότι η δυναμοσειρά ορίζει τη συνάρτηση
s : I → R ή ότι η s : I → R ορίζεται από τη δυναμοσειρά και, προφανώς, η δυναμοσειρά
συγκλίνει στη συνάρτηση s κατά σημείο στο διάστημα I . Το I ονομάζεται διάστημα σύγκλισης της
δυναμοσειράς.

Παράδειγμα 10.2.3. Το διάστημα σύγκλισης της γεωμετρικής δυναμοσειράς
∑+∞

n=0(x− ξ)n είναι
το I = (ξ − 1, ξ + 1). Η δυναμοσειρά ορίζει τη συνάρτηση s : (ξ − 1, ξ + 1) → R με τύπο
s(x) = 1

1−(x−ξ) .
Όπως φαίνεται στο παράδειγμα αυτό, η συνάρτηση s που ορίζεται από μια δυναμοσειρά ενδέχεται
να επεκτείνεται και εκτός του διαστήματος σύγκλισης I της δυναμοσειράς. Μπορεί, δηλαδή, να
υπάρχει συνάρτηση f : A→ R, όπου I ⊆ A, I ̸= A, ώστε να ισχύει f(x) = s(x) για κάθε x ∈ I .
Πράγματι, στο παράδειγμα η f : R \ {ξ + 1} → R με τύπο f(x) = 1

1−(x−ξ) είναι επέκταση της
συνάρτησης s. Όμως, η δυναμοσειρά ορίζει τη συνάρτηση s και όχι την f , διότι συγκλίνει μόνο
στο διάστημα σύγκλισης (ξ − 1, ξ + 1) και όχι σε ολόκληρο το μεγαλύτερο σύνολο R \ {ξ + 1}.
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Παράδειγμα 10.2.4. Το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=1
(x−ξ)n

n2 είναι το I = [ξ − 1, ξ + 1].

Παράδειγμα 10.2.5. Το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=1
(x−ξ)n

n είναι το I = [ξ − 1, ξ + 1).

Παράδειγμα 10.2.6. Το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=1(−1)n (x−ξ)n
n είναι το I = (ξ − 1, ξ + 1].

Παράδειγμα 10.2.7. Για τη δυναμοσειρά
∑+∞

n=1 n
n(x− ξ)n έχουμε n

√
|nn| = n→ +∞, οπότε η

ακτίνα σύγκλισης της είναι R = 1
+∞ = 0 και το διάστημα σύγκλισης είναι το {ξ}.

Παράδειγμα 10.2.8. Για τη δυναμοσειρά
∑+∞

n=1
1
nn (x− ξ)n έχουμε n

√
|1/nn| = 1

n → 0, οπότε η
ακτίνα σύγκλισης είναι R = +∞ και το διάστημα σύγκλισης είναι το (−∞,+∞).

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.5. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x−ξ)n και an ̸= 0 για κάθε n. Αν ρ1 = lim
∣∣an+1

an

∣∣
και ρ2 = lim

∣∣an+1

an

∣∣, οπότε 0 ≤ ρ1 ≤ ρ2 ≤ +∞, ορίζουμε R1 =

{
1/ρ1, αν 0 < ρ1 ≤ +∞
+∞, αν ρ1 = 0

και

R2 =

{
1/ρ2, αν 0 < ρ2 ≤ +∞
+∞, αν ρ2 = 0

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.3. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n ώστε an ̸= 0 για κάθε n, έστωR η ακτίνα
σύγκλισής της και έστω οι R1, R2 που μόλις ορίστηκαν. Τότε R2 ≤ R ≤ R1.

Απόδειξη. Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) R < R2. Τότε R2 > 0, οπότε ρ2 < +∞.
Θεωρούμε οποιονδήποτε x ώστε R < |x− ξ| < R2. Τότε

lim
∣∣an+1(x−ξ)n+1

an(x−ξ)n
∣∣ = |x− ξ| lim

∣∣an+1

an

∣∣ = |x− ξ| ρ2 < 1,

οπότε, σύμφωνα με το κριτήριο λόγου, η
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n συγκλίνει απολύτως. Άτοπο.
Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) R1 < R. Τότε R1 < +∞, οπότε 0 < ρ1. Θεωρούμε
οποιονδήποτε x ώστε R1 < |x− ξ| < R. Τότε

lim
∣∣an+1(x−ξ)n+1

an(x−ξ)n
∣∣ = |x− ξ| lim

∣∣an+1

an

∣∣ = |x− ξ| ρ1 > 1,

οπότε η σειρά αποκλίνει. Άτοπο.

Σε πολλές περιπτώσεις η πρόταση 10.3 μας δίνει έναν χρήσιμο εναλλακτικό τρόπο υπολογι-
σμού της ακτίνας σύγκλισης μιας δυναμοσειράς: παρατηρήστε ότι, αν υπάρχει το limn→+∞

∣∣an+1

an

∣∣,
τότε R1 = R2, οπότε R = R1 = R2.

Το θεώρημα 10.7 συμπληρώνει το θεώρημα 10.6.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.7. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n και s η συνάρτηση που ορίζεται από τη
δυναμοσειρά στο διάστημα σύγκλισής της I . Τότε η δυναμοσειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα σε
κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I .

Απόδειξη. 8 Έστω a, b ∈ I , a ≤ b.
Έστω, ως πρώτη περίπτωση, ότι |a− ξ| ≤ |b− ξ|.
Τότε αμέσως βλέπουμε ότι ισχύει

|x− ξ| ≤ |b− ξ| για x ∈ [a, b]. (10.1)
8Είναι φανερό ότι υπάρχει κάποια σχέση ανάμεσα στην απόδειξη που θα δούμε τώρα και στην απόδειξη του θεωρή-

ματος 10.1[β], αφού και οι δύο αποδείξεις χρησιμοποιούν τον τύπο άθροισης του Abel. Μάλιστα, η παρούσα απόδειξη
μπορεί να διατυπωθεί ως μια σχετικά απλή εφαρμογή του θεωρήματος 10.1[β]. Προτιμάμε, όμως, να δούμε την απόδειξη
ανεξάρτητα από το θεώρημα 10.1, διότι είπαμε ότι το θεώρημα 10.1 μπορεί να παραληφθεί σε μια πρώτη ανάγνωση.
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Θεωρούμε τα μερικά αθροίσματα sn(x) =
∑n

k=0 ak(x− ξ)k. Προφανώς, sn(x) → s(x) για κάθε
x ∈ [a, b] και, ειδικώτερα, sn(b) → s(b).
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|sn(b)− s(b)| ≤ ϵ
5 για κάθε n ≥ n0. (10.2)

Θέτουμε
gn(x) =

(x−ξ
b−ξ

)n
, (10.3)

οπότε από την (10.1) συνεπάγεται ότι ισχύει

|gn(x)| ≤ 1 για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n. (10.4)

Συνδυάζοντας τον τύπο άθροισης του Abel στην υποενότητα 8.3.2 με τα (10.2), (10.3) και (10.4)
έχουμε ότι για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n,m με n > m ≥ n0 ισχύει∣∣∑n

k=m+1 ak(x− ξ)k
∣∣ = ∣∣∑n

k=m+1 ak(b− ξ)kgk(x)
∣∣

=
∣∣∑n

k=m+1 sk(b)(gk(x)− gk+1(x))

+ sn(b)gn+1(x)− sm(b)gm+1(x)
∣∣

=
∣∣∑n

k=m+1(sk(b)− s(b))(gk(x)− gk+1(x))

+ (sn(b)− s(b))gn+1(x)− (sm(b)− s(b))gm+1(x)
∣∣

≤
∑n

k=m+1 |sk(b)− s(b)|(gk(x)− gk+1(x))

+ |sn(b)− s(b)||gn+1(x)|+ |sm(b)− s(b)||gm+1(x)|
≤

∑n
k=m+1

ϵ
5(gk(x)− gk+1(x))

+ ϵ
5 + ϵ

5

= ϵ
5(gm+1(x)− gn+1(x)) +

2ϵ
5 ≤ 4ϵ

5 < ϵ.

Άρα, σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy, η δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n συγκλίνει στην s
ομοιόμορφα στο [a, b].
Στη δεύτερη περίπτωση, δηλαδή όταν |b− ξ| ≤ |a− ξ|, η απόδειξη είναι παρόμοια.

Το θεώρημα 10.7 λέει ότι μια δυναμοσειρά συγκλίνει ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγ-
μένο υποδιάστημα του διαστήματος σύγκλισής της, I . Πρέπει, όμως, να τονιστεί ότι η δυναμοσειρά
εν γένει δεν συγκλίνει ομοιόμορφα στο I .

Παράδειγμα 10.2.9. Η γεωμετρική σειρά
∑+∞

n=0 x
n συγκλίνει στη συνάρτηση 1

1−x κατά σημείο
αλλά όχι ομοιόμορφα στο (−1, 1). Από την άλλη μεριά, η ίδια δυναμοσειρά συγκλίνει στη συνάρ-
τηση 1

1−x ομοιόμορφα σε οποιοδήποτε διάστημα [a, b] με −1 < a ≤ b < 1.

Παράδειγμα 10.2.10. Η δυναμοσειρά
∑+∞

n=1
xn

n συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s κατά σημείο
στο διάστημα σύγκλισής της, το [−1, 1). Επομένως, η δυναμοσειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα
σε οποιοδήποτε διάστημα [a, b] με −1 ≤ a ≤ b < 1.

Συνήθως, σε βιβλία παρόμοιου επιπέδου αποδεικνύεται μια ασθενέστερη παραλλαγή του θε-
ωρήματος 10.7, όπου το συμπέρασμα είναι ότι η δυναμοσειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα σε
κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του εσωτερικού του I . Το θεώρημα 10.7 και αυτή η πα-
ραλλαγή του δεν έχουν καμιά διαφορά όταν εφαρμοστούν στο προηγούμενο παράδειγμα 10.2.9,
διότι το διάστημα σύγκλισης είναι το (−1, 1) και είναι το ίδιο με το εσωτερικό του. Όμως, έχουν
διαφορά όταν εφαρμοστούν στο παράδειγμα 10.2.10. Το διάστημα σύγκλισης είναι το [−1, 1) και
το θεώρημα 10.7 επιτρέπει να συμπεράνουμε την ομοιόμορφη σύγκλιση της δυναμοσειράς και σε
διαστήματα [−1, b], −1 ≤ b < 1 ενώ η ασθενέστερη παραλλαγή του επιτρέπει να συμπεράνουμε
την ομοιόμορφη σύγκλιση της δυναμοσειράς μόνο σε διαστήματα [a, b], −1 < a ≤ b < 1. Η
απόδειξη της παραλλαγής είναι αρκετά πιο εύκολη από την απόδειξη του θεωρήματος 10.7. Το
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ισχυρό θεώρημα 10.7 οφείλεται στον Abel και είναι αρκετά χρήσιμο όταν θέλουμε να βγάλουμε
συμπεράσματα για τη συμπεριφορά της συνάρτησης, που ορίζεται από την δυναμοσειρά, στα άκρα
του διαστήματος σύγκλισης (όταν αυτά περιέχονται στο διάστημα σύγκλισης).

Τώρα, χάριν πληρότητας, θα δούμε πώς αποδεικνύεται το ασθενέστερο αποτέλεσμα, δηλαδή
η ασθενέστερη μορφή του θεωρήματος 10.7, που μόλις αναφέραμε:
Έστω δυναμοσειρά

∑+∞
n=0 an(x − ξ)n και s η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο

διάστημα σύγκλισής της I . Τότε η δυναμοσειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και
φραγμένο υποδιάστημα του εσωτερικού του I .
Έστω, λοιπόν, διάστημα [a, b] στο εσωτερικό του I . Τότε είναι εύκολο να δει κανείς ότι υπάρχει
x1 στο I ώστε να ισχύει |a − ξ| < |x1 − ξ| και |b − ξ| < |x1 − ξ|. Οπότε, αν θέσουμε, r =
max{|a− ξ|, |b− ξ|}, τότε ισχύει

|x− ξ| ≤ r < |x1 − ξ| για κάθε x ∈ [a, b]. (10.5)

Επειδή x1 ∈ I , η σειρά
∑+∞

n=0 an(x1 − ξ)n συγκλίνει, οπότε an(x1 − ξ)n → 0 και, επομένως,
υπάρχειM ώστε να ισχύει

|an(x1 − ξ)n| ≤M για κάθε n. (10.6)

Τώρα εφαρμόζουμε το κριτήριο του Weierstrass, παρατηρώντας ότι, βάσει των (10.5) και (10.6),
ισχύει

|an(x− ξ)n| = |an(x1 − ξ)n|
∣∣ x−ξ
x1−ξ

∣∣n ≤M
(

r
|x1−ξ|

)n
και ότι ∑+∞

n=0M
(

r
|x1−ξ|

)n
=M

∑+∞
n=0

(
r

|x1−ξ|
)n
< +∞

διότι 0 ≤ r
|x1−ξ| < 1.

Άρα η σειρά
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n συγκλίνει ομοιόμορφα στο [a, b] και τελείωσε η απόδειξη.
Στις επόμενες προτάσεις θα εξετάσουμε μερικές σημαντικές ιδιότητες της συνάρτησης η οποία

ορίζεται από μια δυναμοσειρά στο διάστημα σύγκλισής της.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.8. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n με διάστημα σύγκλισης I . Η συνάρτηση
s που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα I είναι συνεχής στο I .

Απόδειξη. Έστω η εσωτερικό σημείο του I . Θεωρούμε a, b ∈ I ώστε a < η < b. Η δυναμοσειρά
συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [a, b] και, επειδή, κάθε συνάρτηση an(x−ξ)n είναι συνεχής στο
[a, b], η s είναι συνεχής στο [a, b]. Επειδή ο η είναι εσωτερικό σημείο του [a, b], η s είναι συνεχής
στον η. Προσέξτε: αν ο η ήταν άκρο του [a, b], θα συμπεραίναμε ότι η s είναι συνεχής στον η μόνο
από τη μία πλευρά του.
Έστω ότι ο η είναι δεξιό άκρο του I και ανήκει στο I . Η δυναμοσειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα
στο [ξ, η] και, επειδή κάθε συνάρτηση an(x− ξ)n είναι συνεχής στο [ξ, η], η s είναι συνεχής στο
[ξ, η] και, επομένως, είναι συνεχής στον η. Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι, αν ο η είναι
αριστερό άκρο του I και ανήκει στο I , τότε η s είναι συνεχής στον η.
Άρα η s είναι συνεχής στο I .

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.9. Έστω δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n με διάστημα σύγκλισης I . Αν s είναι η
συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα I , τότε για κάθε a, b ∈ I ισχύει∫ b

a s(x) dx =
∑+∞

n=0
an
n+1

(
(b− ξ)n+1 − (a− ξ)n+1

)
.

Απόδειξη. Αν a, b ∈ I , a < b, η δυναμοσειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [a, b], οπότε το
συμπέρασμα είναι άμεση συνέπεια του θεωρήματος 10.3.
Η περίπτωση a = b είναι προφανής και η b < a ανάγεται στην a < b.
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Το αποτέλεσμα του θεωρήματος 10.9 γράφεται και∫ b
a

(∑+∞
n=0 an(x− ξ)n

)
dx =

∑+∞
n=0 an

∫ b
a (x− ξ)n dx.

και μπορεί να “διαβαστεί” ως εναλλαγή των συμβόλων της σειράς και του ολοκληρώματος.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.10. Έστω οι δυναμοσειρές
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n και
∑+∞

n=1 nan(x− ξ)n−1.
[α] Οι δύο δυναμοσειρές έχουν την ίδια ακτίνα σύγκλισης, έστω R.
[β] Αν I , I ′ είναι, αντιστοίχως, τα διαστήματα σύγκλισης των δύο δυναμοσειρών, τότε I ′ ⊆ I .
Συνδυασμένα τα [α], [β] μας λένε ότι τα δύο διαστήματα έχουν το ίδιο εσωτερικό και από το I ′ το
πολύ να λείπουν κάποια από τα άκρα που μπορεί να περιέχει το I .
[γ]ΑνR > 0, τότε η συνάρτηση s που ορίζεται από την πρώτη δυναμοσειρά στο I είναι παραγωγίσιμη
στο I ′ και η παράγωγος συνάρτηση ταυτίζεται στο I ′ με τη συνάρτηση που ορίζεται από τη δεύτερη
δυναμοσειρά. Δηλαδή,

s′(x) =
∑+∞

n=1 nan(x− ξ)n−1 για κάθε x ∈ I ′.

Απόδειξη. [α] Έστω ρ = lim n
√

|an| και ρ′ = lim n
√
|nan|.

Αν ρ = +∞, τότε, προφανώς, ρ′ ≤ ρ. Έστω 0 ≤ ρ < +∞. Θεωρούμε οποιονδήποτε x > ρ και,
κατόπιν, οποιονδήποτε y ώστε ρ < y < x. Τότε ισχύει τελικά n

√
|an| < y και, επειδή, n

√
n → 1,

ισχύει τελικά n
√
n < x

y . Άρα ισχύει τελικά
n
√

|an| < y και n
√
n < x

y και, επομένως, ισχύει τελικά
n
√

|nan| = n
√
n n
√

|an| < x
y y = x. Άρα ρ′ ≤ x. Επειδή αυτό το τελευταίο ισχύει για κάθε x > ρ,

συνεπάγεται ρ′ ≤ ρ. Άρα σε κάθε περίπτωση είναι ρ′ ≤ ρ.
Αν ρ′ = +∞, τότε, προφανώς, ρ ≤ ρ′. Έστω 0 ≤ ρ′ < +∞. Θεωρούμε οποιονδήποτε x > ρ′.
Τότε ισχύει τελικά n

√
|nan| < x και, επειδή n

√
n > 1, ισχύει τελικά n

√
|an| < x. Άρα ρ ≤ x.

Επειδή αυτό το τελευταίο ισχύει για κάθε x > ρ′, συνεπάγεται ρ ≤ ρ′. Άρα σε κάθε περίπτωση
είναι ρ ≤ ρ′.
Από τις ρ′ ≤ ρ και ρ ≤ ρ′ συνεπάγεται ρ′ = ρ, οπότε οι δυναμοσειρές

∑+∞
n=1 nan(x − ξ)n και∑+∞

n=0 an(x− ξ)n έχουν την ίδια ακτίνα σύγκλισης, έστω R.
Αν πολλαπλασιάσουμε τη δυναμοσειρά

∑+∞
n=1 nan(x − ξ)n−1 με x − ξ, τότε προκύπτει η δυνα-

μοσειρά
∑+∞

n=1 nan(x − ξ)n . Άρα οι δύο δυναμοσειρές συγκλίνουν για τους ίδιους ακριβώς x,
οπότε έχουν την ίδια ακτίνα σύγκλισης, δηλαδή το R.
[β,γ] Αν R = 0, τότε, προφανώς, I ′ = I = {ξ}. Για τα παρακάτω υποθέτουμε ότι R > 0. Επειδή
οι δύο δυναμοσειρές έχουν το ίδιο κέντρο ξ και τις ίδιες ακτίνες σύγκλισης R, τα διαστήματα I ,
I ′ έχουν τα ίδια εσωτερικά σημεία και διαφέρουν πιθανόν ως προς τα άκρα τους.
Έστω η εσωτερικό σημείο του I ′ και, επομένως, και του I . Επιλέγουμε εσωτερικά σημεία a, b
των I ′ και I ώστε a < η < b. Τότε η δυναμοσειρά

∑+∞
n=1 nan(x − ξ)n−1 συγκλίνει σε κάποια

συνάρτηση ομοιόμορφα στο [a, b] και η δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n συγκλίνει στην s ομοιό-
μορφα στο [a, b]. Σύμφωνα με το θεώρημα 10.4, η s είναι παραγωγίσιμη στο [a, b] με παράγωγο
s′(x) =

∑+∞
n=1 nan(x− ξ)n−1 για κάθε x ∈ [a, b]. Επειδή ο η είναι εσωτερικό σημείο του [a, b], η

s είναι παραγωγίσιμη στον η και s′(η) =
∑+∞

n=1 nan(η− ξ)n−1. Προσέξτε: αν ο η ήταν άκρο του
[a, b], θα συμπεραίναμε ότι η s είναι παραγωγίσιμη στον η μόνο από τη μία πλευρά του.
Έστω η δεξιό άκρο του I ′ και έστω ότι ο η ανήκει στο I ′ . Τότε η δυναμοσειρά

∑+∞
n=1 nan(x−ξ)n−1

συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο [ξ, η] και η
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n συγκλίνει για
x = ξ. Σύμφωνα με το θεώρημα 10.4, η δυναμοσειρά

∑+∞
n=0 an(x − ξ)n συγκλίνει σε κάποια

συνάρτηση ομοιόμορφα στο [ξ, η]. Ειδικώτερα, η δυναμοσειρά συγκλίνει αν x = η και, επο-
μένως, ο η ανήκει στο I . Άρα η δυναμοσειρά

∑+∞
n=0 an(x − ξ)n συγκλίνει στην s ομοιόμορφα

στο [ξ, η]. Σύμφωνα, πάλι, με το θεώρημα 10.4, η s είναι παραγωγίσιμη στο [ξ, η] με παράγωγο
s′(x) =

∑+∞
n=1 nan(x − ξ)n−1 για κάθε x ∈ [ξ, η]. Ειδικώτερα, η s είναι παραγωγίσιμη στον η

και s′(η) =
∑+∞

n=1 nan(η − ξ)n−1 .
Η απόδειξη είναι ίδια αν ο η είναι αριστερό άκρο του I ′ .
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Τονίζουμε πάλι ότι τα διαστήματα I , I ′ στο θεώρημα 10.10 μπορούν να διαφέρουν μόνο ως
προς τα άκρα τους με τον εξής τρόπο: αν το I περιέχει κάποιο από τα άκρα του, το I ′ μπορεί να το
περιέχει αλλά μπορεί και να μην το περιέχει και, αν το I δεν περιέχει κάποιο από τα άκρα του, το
I ′ δεν το περιέχει, επίσης.

Παρατηρήστε ότι η s′(x) =
∑+∞

n=1 nan(x− ξ)n−1 γράφεται και

d
dx

∑+∞
n=0 an(x− ξ)n =

∑+∞
n=1 an

d
dx(x− ξ)n

και μπορεί να “διαβαστεί” ως εναλλαγή των συμβόλων της σειράς και της παραγώγου.

10.2.1 Τα βασικά παραδείγματα.

Θα δούμε, τώρα, μερικά σημαντικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 10.2.11. Η γεωμετρική δυναμοσειρά:
∑+∞

n=0 x
n.

Γνωρίζουμε ότι το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι το (−1, 1), οπότε, σύμφωνα με το
θεώρημα 10.8, η συνάρτηση s(x) που ορίζεται από αυτήν στο (−1, 1) είναι συνεχής στο (−1, 1).
Αυτό επιβεβαιώνεται, αφού γνωρίζουμε ότι s(x) = 1

1−x για κάθε x ∈ (−1, 1). Η συνάρτηση αυτή
είναι και παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και θα δούμε ότι αυτό επιβεβαιώνει το θεώρημα 10.10.
Θεωρούμε τη δυναμοσειρά

∑+∞
n=1 nx

n−1 και εφαρμόζουμε το θεώρημα 10.10. Η δεύτερη δυνα-
μοσειρά έχει ακτίνα σύγκλισης, επίσης, R = 1 και διάστημα σύγκλισης, επίσης, (−1, 1). Ακόμη,
ισχύει

1
(1−x)2 = s′(x) =

∑+∞
n=1 nx

n−1

για κάθε x ∈ (−1, 1).9 Επαναλαμβάνουμε την παραγώγιση όσες φορές θέλουμε, διατηρώντας το
ίδιο κάθε φορά διάστημα σύγκλισης, και καταλήγουμε στο ότι

m!
(1−x)m+1 =

∑+∞
n=m n(n− 1) · · · (n−m+ 1)xn−m για κάθε x ∈ (−1, 1) και κάθε m ∈ N.

Ολοκληρώνοντας τη γεωμετρική σειρά βάσει του θεωρήματος 10.9, βρίσκουμε

log(1− x) = −
∑+∞

n=0
1

n+1x
n+1 = −

∑+∞
n=1

1
nx

n για κάθε x ∈ (−1, 1)

ή, ισοδύναμα,
logx =

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n (x− 1)n για κάθε x ∈ (0, 2).

Παράδειγμα 10.2.12. Η λογαριθμική δυναμοσειρά:
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n (x− 1)n.
Η δυναμοσειρά αυτή προέκυψε στο προηγούμενο παράδειγμα, μέσω της γεωμετρικής δυναμοσει-
ράς, αλλά θα τήν μελετήσουμε και ανεξάρτητα από τη γεωμετρική δυναμοσειρά.
Είναι n

√
|(−1)n−1/n| = 1

n√n → 1, οπότε η ακτίνα σύγκλισης είναι R = 1
1 = 1 και το διάστημα

σύγκλισης έχει άκρα 1 − 1 = 0 και 1 + 1 = 2. Για x = 0 η δυναμοσειρά γίνεται −
∑+∞

n=1
1
n

και αποκλίνει. Για x = 2 η δυναμοσειρά γίνεται
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n και συγκλίνει. Άρα το διάστημα
σύγκλισης είναι το (0, 2]. Έστω

s(x) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n (x− 1)n για κάθε x ∈ (0, 2]

η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά. Τότε η s(x) είναι συνεχής στο (0, 2].
Θεωρούμε τη δυναμοσειρά∑+∞

n=1 n
(−1)n−1

n (x− 1)n−1 =
∑+∞

n=1(−1)n−1(x− 1)n−1

και εφαρμόζουμε το θεώρημα 10.10. Η δεύτερη δυναμοσειρά έχει ακτίνα σύγκλισης R = 1 και
διάστημα σύγκλισης το (0, 2) ή το (0, 2]. Για x = 2 η δυναμοσειρά γίνεται

∑+∞
n=1(−1)n−1 και

9Έχουμε ήδη αποδείξει τον ίδιο τύπο στο παράδειγμα 8.5.1, χρησιμοποιώντας το γινόμενο Cauchy σειρών.
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αποκλίνει, οπότε το διάστημα σύγκλισής της είναι το (0, 2). Άρα η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο
(0, 2) και ισχύει

s′(x) =
∑+∞

n=1(−1)n−1(x− 1)n−1 = 1
1−(1−x) =

1
x = log′ x

για κάθε x ∈ (0, 2), οπότε η συνάρτηση s(x) − logx είναι σταθερή στο διάστημα (0, 2). Άρα
ισχύει s(x)− logx = s(1)− log 1 = 0 και, επομένως, s(x) = logx για κάθε x ∈ (0, 2). Επειδή
η s(x) είναι συνεχής στο (0, 2], συνεπάγεται∑+∞

n=1
(−1)n−1

n = s(2) = limx→2− s(x) = limx→2− logx = log 2.

Επομένως,
logx =

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n (x− 1)n για κάθε x ∈ (0, 2]. (10.7)

Ξαναβρίσκουμε, λοιπόν, την τελευταία σχέση του προηγούμενου παραδείγματος αλλά και για τον
x = 2. Παρατηρήστε την ενδιαφέρουσα σχέση

log 2 =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + 1

5 − · · · ,

την οποία έχουμε αναφέρει ήδη αρκετές φορές.10

Η σχέση (10.7) εμφανίζεται πολλές φορές με δύο εναλλακτικές μορφές. Μετατρέποντας το x σε
x+ 1, βρίσκουμε

log(1 + x) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n xn για κάθε x ∈ (−1, 1]

και, μετατρέποντας στην τελευταία σχέση το x σε −x, βρίσκουμε

log 1
1−x =

∑+∞
n=1

1
nx

n για κάθε x ∈ [−1, 1)

Παράδειγμα 10.2.13. Η εκθετική δυναμοσειρά:
∑+∞

n=0
1
n!x

n.
Είναι n

√
1/n! = 1

n√
n!

→ 0, οπότε η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι R = +∞ και το
διάστημα σύγκλισης είναι το (−∞,+∞). Έστω

s(x) =
∑+∞

n=0
1
n!x

n για κάθε x

η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά. Η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και

s′(x) =
∑+∞

n=1 n
1
n!x

n−1 =
∑+∞

n=0
1
n!x

n = s(x)

για κάθε x. Για τη συνάρτηση f(x) = e−xs(x) ισχύει

f ′(x) = −e−xs(x) + e−xs′(x) = 0

για κάθε x. Άρα η e−xs(x) είναι σταθερή στο R, οπότε ισχύει e−xs(x) = e−0s(0) = 1 και,
επομένως, s(x) = ex για κάθε x. Δηλαδή,

ex =
∑+∞

n=0
1
n!x

n για κάθε x.

Δείτε, επίσης, την άσκηση 8.5.3 αλλά και την επόμενη ενότητα.

Παράδειγμα 10.2.14. Οι δυναμοσειρές του συνημιτόνου,
∑+∞

k=0
(−1)k
(2k)! x

2k, και του ημιτόνου,∑+∞
k=1

(−1)k−1

(2k−1)! x
2k−1.

Η ακολουθία των συντελεστών της πρώτης δυναμοσειράς έχει διπλό τύπο: a2k−1 = 0 και a2k =

10Μια άλλη απόδειξή της υπάρχει στην άσκηση 6.4.11.
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(−1)k
(2k)! . Άρα

2k−1
√

|a2k−1| = 0 → 0 και 2k
√

|a2k| = 1
2k
√

(2k)!
→ 0 και, επομένως, n

√
|an| → 0,

οπότε η ακτίνα σύγκλισης είναι R = +∞ και το διάστημα σύγκλισης είναι το R. Με τον ίδιο
τρόπο βρίσκουμε το ίδιο αποτέλεσμα για τη δεύτερη δυναμοσειρά. Έστω, τώρα,

c(x) =
∑+∞

k=0
(−1)k
(2k)! x

2k, s(x) =
∑+∞

k=1
(−1)k−1

(2k−1)! x
2k−1 για κάθε x

οι συναρτήσεις που ορίζονται από τις δυναμοσειρές. Οι c(x), s(x) είναι παραγωγίσιμες στο R και
ισχύει

c′(x) =
∑+∞

k=0 2k
(−1)k
(2k)! x

2k−1 = −s(x), s′(x) =
∑+∞

k=1(2k − 1) (−1)
k−1

(2k−1)! x
2k−2 = c(x)

για κάθε x. Για τη συνάρτηση

f(x) = (c(x)− cosx)2 + (s(x)− sinx)2

ισχύει

f ′(x) = 2(c(x)− cosx)(−s(x) + sinx) + 2(s(x)− sinx)(c(x)− cosx) = 0

για κάθε x. Άρα η f(x) είναι σταθερή στο R, οπότε ισχύει (c(x) − cosx)2 + (s(x) − sinx)2 =
(c(0) − cos 0)2 + (s(0) − sin 0)2 = 0 για κάθε x. Άρα ισχύει c(x) = cosx και s(x) = sinx για
κάθε x. Δηλαδή,

cosx =
∑+∞

k=0
(−1)k
(2k)! x

2k, sinx =
∑+∞

k=1
(−1)k−1

(2k−1)! x
2k−1 για κάθε x.

Παράδειγμα 10.2.15. Η δυναμοσειρά της τόξο εφαπτομένης:
∑+∞

k=1
(−1)k−1

2k−1 x2k−1.

Η ακολουθία των συντελεστών έχει διπλό τύπο: a2k−1 =
(−1)k−1

2k−1 και a2k = 0. Επομένως, έχουμε
2k−1

√
|a2k−1| = 1

2k−1√2k−1
→ 1 και 2k

√
|a2k| = 0 → 0. Άρα lim n

√
|an| = 1, οπότε η ακτίνα

σύγκλισης είναι R = 1
1 = 1 και το διάστημα σύγκλισης έχει άκρα −1 και 1. Για x = −1 η δυνα-

μοσειρά γίνεται −
∑+∞

k=1
(−1)k−1

2k−1 και συγκλίνει. Για x = 1 η δυναμοσειρά γίνεται
∑+∞

k=1
(−1)k−1

2k−1
και συγκλίνει. Άρα το διάστημα σύγκλισης είναι το [−1, 1]. Έστω

s(x) =
∑+∞

k=1
(−1)k−1

2k−1 x2k−1 για κάθε x ∈ [−1, 1]

η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά. Η s(x) είναι συνεχής στο [−1, 1].
Θεωρούμε τη δυναμοσειρά∑+∞

k=1(2k − 1) (−1)
k−1

2k−1 x2k−2 =
∑+∞

k=0(−1)kx2k

και εφαρμόζουμε το θεώρημα 10.10. Η δεύτερη δυναμοσειρά έχει ακτίνα σύγκλισης, επίσης,R =
1. Για x = ±1 γίνεται

∑+∞
k=0(−1)k και αποκλίνει. Άρα το διάστημα σύγκλισης της νέας δυναμο-

σειράς είναι το (−1, 1). Άρα η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και ισχύει

s′(x) =
∑+∞

k=0(−1)kx2k =
∑+∞

k=0(−x2)k = 1
1+x2 = arctan′ x

για κάθεx ∈ (−1, 1). Επομένως, η συνάρτηση s(x)−arctanx είναι σταθερή στο διάστημα (−1, 1),
οπότε ισχύει s(x) − arctanx = s(0) − arctan 0 = 0 για κάθε x ∈ (−1, 1). Άρα ισχύει s(x) =
arctanx για κάθε x ∈ (−1, 1) και, επειδή η s(x) είναι συνεχής στο [−1, 1],

s(1) = lim
x→1−

s(x) = lim
x→1−

arctanx = arctan 1,

s(−1) = lim
x→−1+

s(x) = lim
x→−1+

arctanx = arctan(−1).

Επομένως,
arctanx =

∑+∞
k=1

(−1)k−1

2k−1 x2k−1 για κάθε x ∈ [−1, 1].

Παρατηρήστε τη σχέση:

π
4 =

∑+∞
k=1

(−1)k−1

2k−1 = 1− 1
3 + 1

5 − 1
7 + · · · .
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Παράδειγμα 10.2.16. Η διωνυμική σειρά:
∑+∞

n=0

(
α
n

)
xn, όπου οι αριθμοί

(
α
n

)
ορίζονται για κάθε

α με τους τύπους (
α
0

)
= 1,

(
α
n

)
= α(α−1)···(α−n+1)

n! αν n ∈ N.

Είναι φανερό ότι το σύμβολο
(
α
n

)
του διωνυμικού συντελεστή είναι επέκταση του γνωστού συμ-

βόλου
(
m
n

)
, το οποίο είχε ορισθεί για n,m ∈ Z, 0 ≤ n ≤ m.

Παρατηρήστε ότι, αν ο α είναι μη-αρνητικός ακέραιος, τότε είναι
(
α
n

)
= 0 για κάθε n ≥ α + 1,

οπότε η δυναμοσειρά γράφεται

1 +
(
α
1

)
x+

(
α
2

)
x2 + · · ·+

(
α

α−1
)
xα−1 +

(
α
α

)
xα = (1 + x)α αν α ∈ Z, α ≥ 0, x ∈ R,

βάσει του διωνυμικού τύπου του Newton. Επομένως, αν ο α είναι μη-αρνητικός ακέραιος, η δυ-
ναμοσειρά συγκλίνει για κάθε x και το διάστημα σύγκλισής της είναι το (−∞,+∞).
Στην περίπτωση που ο α δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος, υπολογίζουμε

∣∣( α
n+1

)
/
(
α
n

)∣∣ = |α−nn+1 | →
1, οπότε η ακτίνα σύγκλισης είναι ίση με 1. Άρα το διάστημα σύγκλισης είναι ένα από τα: (−1, 1),
(−1, 1], [−1, 1), [−1, 1].
Θα αποδείξουμε ότι (i) αν α ≤ −1, τότε το διάστημα σύγκλισης είναι το (−1, 1), (ii) αν−1 < α <
0, τότε το διάστημα σύγκλισης είναι το (−1, 1] και (iii) αν α ≥ 0 και ο α δεν είναι μη-αρνητικός
ακέραιος, τότε το διάστημα σύγκλισης είναι το [−1, 1].

Στα παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε αρκετές φορές το λήμμα 10.1.11

ΛΗΜΜΑ 10.1. Αν µ, ν > −1, τότε υπάρχουν δύο αριθμοί c1, c2 > 0, οι οποίοι εξαρτώνται μόνο
από τους µ, ν, ώστε να ισχύει

c1n
µ−ν ≤ (µ+1)(µ+2)···(µ+n)

(ν+1)(ν+2)···(ν+n) ≤ c2n
µ−ν για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τη γνωστή ανισότητα 1 + x ≤ ex, γράφουμε
(µ+1)(µ+2)···(µ+n)
(ν+1)(ν+2)···(ν+n) = (1 + µ−ν

ν+1 )(1 +
µ−ν
ν+2 ) · · · (1 +

µ−ν
ν+n)

≤ e
µ−ν
ν+1

+µ−ν
ν+2

+···+µ−ν
ν+n = e(µ−ν)(

1
ν+1

+ 1
ν+2

+···+ 1
ν+n

).
(10.8)

Τώρα, αν ν ≤ µ, από την (10.8) συνεπάγεται

(µ+1)(µ+2)···(µ+n)
(ν+1)(ν+2)···(ν+n) ≤ e(µ−ν)(

1
ν+1

+
∫ n
1

1
ν+x

dx) = e
µ−ν
ν+1 (ν+n

ν+1 )
µ−ν

και, επειδή ν + n ≤ (ν + 2)n, συνεπάγεται

(µ+1)(µ+2)···(µ+n)
(ν+1)(ν+2)···(ν+n) ≤ e

µ−ν
ν+1 (ν+2

ν+1)
µ−νnµ−ν . (10.9)

Αν µ ≤ ν, πάλι από την (10.8) συνεπάγεται

(µ+1)(µ+2)···(µ+n)
(ν+1)(ν+2)···(ν+n) ≤ e(µ−ν)

∫ n+1
1

1
ν+x

dx = (ν+n+1
ν+1 )µ−ν

και, επειδή ν + n+ 1 ≥ n, συνεπάγεται
(µ+1)(µ+2)···(µ+n)
(ν+1)(ν+2)···(ν+n) ≤ 1

(ν+1)µ−ν n
µ−ν . (10.10)

Από τις (10.9) και (10.10) βλέπουμε ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει (µ+1)(µ+2)···(µ+n)
(ν+1)(ν+2)···(ν+n) ≤ c2n

µ−ν ,

όπου c2 είναι ο αριθμός e
µ−ν
ν+1 (ν+2

ν+1)
µ−ν ή ο αριθμός 1

(ν+1)µ−ν ανάλογα με το αν −1 < ν ≤ µ ή
−1 < µ ≤ ν, αντιστοίχως. Παρατηρήστε ότι ο c2 που βρήκαμε εξαρτάται μόνο από τους µ, ν και
όχι από τον n.
Αποδείχτηκε, λοιπόν, η δεξιά ανισότητα. Η αριστερή ανισότητα είναι ακριβώς ίδια με τη δεξιά,
αρκεί να εναλλάξουμε τους ρόλους των µ, ν και να επιλέξουμε c1 = 1

c2
.

11Η τεχνική στην απόδειξή του υπάρχει στο κριτήριο ολοκληρώματος για σειρές και στις ασκήσεις 6.4.11 και 7.3.20.
Δείτε, επίσης, την άσκηση 8.3.9, όπου υπάρχει μια ειδική περίπτωση του λήμματος και αναπτύσσεται η ίδια τεχνική
απόδειξης που θα χρησιμοποιήσουμε για το λήμμα.
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Επιστρέφουμε στη μελέτη της σύγκλισης της δυναμοσειράς
∑+∞

n=0

(
α
n

)
xn για x = ±1.

(i) Αν x = 1, η δυναμοσειρά γράφεται
∑+∞

n=0

(
α
n

)
και έχουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις.

(ia) Αν α < 0, τότε ισχύει
(
α
n

)
= (−1)n |α|(|α|+1)···(|α|+n−1)

n! για κάθε n και έχουμε δύο υποπερι-
πτώσεις.
Αν α ≤ −1, τότε ισχύει |

(
α
n

)
| ≥ 1 για κάθε n, οπότε η σειρά αποκλίνει.

Αν −1 < α < 0, τότε ο |α|(|α|+1)···(|α|+n−1)
n! φθίνει καθώς ο n αυξάνει και, από το λήμμα 10.1,

ισχύει |α|(|α|+1)···(|α|+n−1)
n! ≤ c2

1
n1−|α| για κάθε n, οπότε

|α|(|α|+1)···(|α|+n−1)
n! → 0. Άρα, η σειρά

συγκλίνει. Παρεμπιπτόντως, από το λήμμα 10.1, ισχύει |
(
α
n

)
| = |α|(|α|+1)···(|α|+n−1)

n! ≥ c1
1

n1−|α|

για κάθε n, οπότε η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως.
(ib) Αν α ≥ 0, επειδή ο α δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος, ισχύει m < α < m + 1, όπου ο
m = [α] είναι μη-αρνητικός ακέραιος. Άρα για n ≥ m+ 2, πάλι από το λήμμα 10.1, ισχύει

|
(
α
n

)
| = α···(α−m)(m+1−α)···(n−1−α)

n! = α···(α−m)
1···(m+1)

(m+1−α)···(n−1−α)
(m+2)···n ≤ c2

α···(α−m)
1···(m+1)

1
n1+α .

Άρα η σειρά συγκλίνει απολύτως.
Συνοψίζουμε: ο 1 ανήκει στο διάστημα σύγκλισης I , αν α > −1, και δεν ανήκει στο I , αν α ≤ −1.
(ii) Αν x = −1, η δυναμοσειρά γράφεται

∑+∞
n=0

(
α
n

)
(−1)n και έχουμε πάλι δύο περιπτώσεις.

(iia) Αν α < 0, τότε, από το λήμμα 10.1, ισχύει
(
α
n

)
(−1)n = |α|(|α|+1)···(|α|+n−1)

n! ≥ c1
1

n1−|α| για
κάθε n, οπότε η σειρά αποκλίνει.
(iib) Αν α ≥ 0, ισχύει m < α < m + 1, όπου m = [α] είναι μη-αρνητικός ακέραιος. Για κάθε
n ≥ m+ 1, από το λήμμα 10.1, ισχύει

|
(
α
n

)
(−1)n| = α···(α−m)(m+1−α)···(n−1−α)

n! = α···(α−m)
1···(m+1)

(m+1−α)···(n−1−α)
(m+2)···n ≤ c2

α···(α−m)
1···(m+1)

1
n1+α ,

οπότε η σειρά συγκλίνει απολύτως.
Συνοψίζουμε: ο −1 ανήκει στο διάστημα σύγκλισης I , αν α ≥ 0, και δεν ανήκει στο I , αν α < 0.
Τώρα έστω s(x) η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα σύγκλισης I . Η
s(x) είναι συνεχής στο I και θα βρούμε τον τύπο της. Θεωρούμε και τη δυναμοσειρά∑+∞

n=1 n
(
α
n

)
xn−1 = α

∑+∞
n=0

(
α−1
n

)
xn

και εφαρμόζουμε το θεώρημα 10.10. Η νέα δυναμοσειρά έχει διάστημα σύγκλισης τουλάχιστον
το (−1, 1), η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και ισχύει

s′(x) = α
∑+∞

n=0

(
α−1
n

)
xn

για κάθε x ∈ (−1, 1). Με λίγες πράξεις, συνεπάγεται

(1 + x)s′(x) = αs(x)

για κάθε x ∈ (−1, 1). Ορίζουμε τη συνάρτηση

f(x) = (1 + x)−αs(x)

στο διάστημα (−1, 1) και έχουμε ότι

f ′(x) = −α(1 + x)−α−1s(x) + (1 + x)−αs′(x) = 0

για κάθε x ∈ (−1, 1). Άρα η f(x) είναι σταθερή στο διάστημα (−1, 1) και, επομένως, ισχύει
(1 + x)−αs(x) = (1 + 0)−αs(0) = 1. Άρα ισχύει s(x) = (1 + x)α για κάθε x ∈ (−1, 1).
Το διάστημα I ενδέχεται να περιέχει και έναν ή και τους δύο από τους±1. Αν α > −1, τότε 1 ∈ I
και, επειδή η s(x) είναι συνεχής στο I , συνεπάγεται

s(1) = lim
x→1−

s(x) = lim
x→1−

(1 + x)α = 2α .
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Ανα ≥ 0 και οα δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος, τότε−1 ∈ I και, για τον ίδιο λόγο, συνεπάγεται

s(−1) = lim
x→−1+

s(x) = lim
x→−1+

(1 + x)α = 0.

Συμπέρασμα: ισχύει
(1 + x)α =

∑+∞
n=0

(
α
n

)
xn (10.11)

(i) για κάθε x ∈ (−1, 1), αν α ≤ −1, (ii) για κάθε x ∈ (−1, 1], αν −1 < α < 0, και (iii) για
κάθε x ∈ [−1, 1], αν α ≥ 0 και ο α δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος.
Η σχέση (10.11) ονομάζεται γενικός διωνυμικός τύπος του Newton.
Αξίζει να ξεχωρίσουμε δύο ειδικές περιπτώσεις:

√
1 + x = 1 +

∑+∞
n=1(−1)n−1 1·3···(2n−1)2·4···(2n)

xn

2n−1 για κάθε x ∈ [−1, 1].

1√
1+x

= 1 +
∑+∞

n=1(−1)n 1·3···(2n−1)
2·4···(2n) xn για κάθε x ∈ (−1, 1].

Ασκήσεις.

10.2.1. Στην άσκηση 5.6.10 αποδείξτε ότι xn → +∞.

10.2.2. Αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=0(1−x)xn συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση κατά
σημείο, αλλά όχι ομοιόμορφα στο [0, 1]. Ποιά είναι αυτή η συνάρτηση;
Ποιά είναι τα αντίστοιχα συμπεράσματα για τις

∑+∞
n=0(1 − x)2xn,

∑+∞
n=0(−1)n(1 − x)xn και∑+∞

n=0 x
n(1− xn) στο [0, 1];

10.2.3. Βρείτε συνοπτικούς τύπους για τις δυναμοσειρές
∑+∞

n=1 nx
n,

∑+∞
n=1 n

2xn,
∑+∞

n=1 n
3xn.

10.2.4. Βρείτε τα διαστήματα σύγκλισης των παρακάτω δυναμοσειρών. Μην παραβλέψετε τα
άκρα των διαστημάτων σύγκλισης.

∑+∞
n=0 2

nxn,
∑+∞

n=0
1
2nx

n,
∑+∞

n=0 n!x
n,

∑+∞
n=1

(
2n + 3n

n

)
xn,∑+∞

n=1
1

n2nx
n,

∑+∞
n=1

(−1)n−1
√
n+1

xn,
∑+∞

n=1
1
nnxn,

∑+∞
n=1

nn

(n+1)nx
n,

∑+∞
n=1

nn

(n+1)n+1x
n,

∑+∞
n=1

1
nx

2n,∑+∞
n=1

1
nx

2n−1,
∑+∞

n=0
1

2n+3nx
n,

∑+∞
n=1

2n

n+3x
3n,

∑+∞
n=1

3n
2

√
n
xn

2 ,
∑+∞

n=0
1

2
√
nx

n,
∑+∞

n=1(sin
a
n)x

n,∑+∞
n=1

sin an
n xn,

∑+∞
n=1 anx

n με an =

{
1/n, αν n άρτιος
2n/n, αν n περιττός

10.2.5. Τί συμπεραίνετε για την ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x−ξ)n αν η ακολουθία (an) είναι
φραγμένη; Τί συμπεραίνεται αν η ( 1

an
) είναι φραγμένη;

Αν η
∑+∞

n=0 an αποκλίνει και η ακολουθία (an) είναι φραγμένη, αποδείξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης
της

∑+∞
n=0 an(x− ξ)n είναι 1.

Αν η
∑+∞

n=0 an συγκλίνει υπό συνθήκη, αποδείξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n

είναι 1.

10.2.6. Έστω ότι η (an) είναι φθίνουσα, ότι a0 > 0 και ότι ισχύει an ≥ 0 για κάθε n.
Αποδείξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης της

∑+∞
n=0 anx

n είναι ≥ 1.
Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ (−1, 1) ισχύει

∣∣a0 − (1− x)
∑+∞

n=0 anx
n
∣∣ < a0. Αποδείξτε ότι ισχύει∑+∞

n=0 anx
n ̸= 0 για κάθε x ∈ (−1, 1).

10.2.7. [α] Έστω R > 0 η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n και s(x) η συνάρτηση που
ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (ξ −R, ξ +R). Αποδείξτε ότι

s(m)(x) = m!
∑+∞

n=m

(
n
m

)
an(x− ξ)n−m για κάθε x ∈ (ξ −R, ξ +R), m ∈ Z, m ≥ 0

και
s(m)(ξ) = m!am για κάθε m ∈ Z, m ≥ 0.
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[β] ΈστωR1 > 0 η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς
∑+∞

n=0 an,1(x−ξ)n και s1(x) η συνάρτηση
που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (ξ−R1, ξ+R1). Έστω, επίσης,R2 > 0 η ακτίνα
σύγκλισης της δυναμοσειράς

∑+∞
n=0 an,2(x − ξ)n και s2(x) η συνάρτηση που ορίζεται από τη

δυναμοσειρά στο διάστημα (ξ −R2, ξ +R2). Αν υποθέσουμε ότι οι συναρτήσεις s1(x) και s2(x)
ταυτίζονται σε ένα διάστημα (ξ−δ, ξ+δ) με δ > 0, αποδείξτε ότι οι δύο δυναμοσειρές ταυτίζονται,
δηλαδή ότι ισχύει an,1 = an,2 για κάθε n.

10.2.8. Έστω R > 0 και έστω ότι ισχύει s(x) =
∑+∞

n=0 anx
n για x ∈ (−R,R).

Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άρτια στο διάστημα (−R,R) αν και μόνο αν ισχύει an = 0 για κάθε
περιττό n ∈ N.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι περιττή στο διάστημα (−R,R) αν και μόνο αν ισχύει an = 0 για κάθε
άρτιο n ∈ Z, n ≥ 0.

10.2.9. Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an
′(x−ξ)n είναιR′, της

∑+∞
n=0 an

′′(x−ξ)n είναι
R′′ και της

∑+∞
n=0(an

′ + an
′′)(x− ξ)n είναι R.

Αποδείξτε ότι, αν R′ ̸= R′′, τότε R = min{R′, R′′} και, αν R′ = R′′, τότε R ≥ R′ = R′′.
Βρείτε παράδειγμα ώστε να είναι R′ = R′′ και η ακτίνα σύγκλισης του αθροίσματος να είναι
R > R′ = R′′.

10.2.10. 12 Έστω R > 0 και έστω ότι ισχύει s(x) =
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n για x ∈ (ξ − R, ξ + R).
Υποθέστε ότι ο ξ είναι ρίζα της s(x), δηλαδή s(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, a0 = 0. Αποδείξτε ότι είτε
ισχύει s(x) = 0 για κάθε x ∈ (ξ − R, ξ + R) είτε υπάρχει r με 0 < r ≤ R ώστε να ισχύει
s(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (ξ − r, ξ + r) με x ̸= ξ. Στην δεύτερη περίπτωση, πώς προσδιορίζεται η
πολλαπλότητα της ρίζας ξ της s(x) από τους συντελεστές της δυναμοσειράς;

10.2.11. Αναλόγως της τιμής του p, βρείτε το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=1 n
pxn και, αν s(x)

είναι η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα σύγκλισής της, βρείτε σε ποιο
διάστημα είναι η s παραγωγίσιμη.

10.2.12. Προσδιορίστε τα διαστήματα σύγκλισης των
∑+∞

n=1
1·3···(2n−1)
1·4···(3n−2)x

n,
∑+∞

n=1
1·3···(2n−1)
2·4···(2n) xn,∑+∞

n=1

(1·3···(2n−1)
2·4···(2n)

)2
xn,

∑+∞
n=1

(1·3···(2n−1)
2·4···(2n)

)3
xn.

10.2.13. 13 Βρείτε το διάστημα σύγκλισης της

1 + ab
1·cx+ a(a+1)b(b+1)

1·2·c(c+1) x2 + a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2)
1·2·3·c(c+1)(c+2) x3 + · · ·

ανάλογα με τις τιμές των παραμέτρων a, b, c. Για τα άκρα του διαστήματος σύγκλισης χρησιμο-
ποιήστε το λήμμα 10.1.

10.2.14. Αποδείξτε ότι ισχύει
∫ x
0

1
1+t2

dt =
∑+∞

k=1(−1)k−1 x
2k−1

2k−1 για κάθε x ∈ (−1, 1), γράφοντας
το 1

1+t2
ως γεωμετρική σειρά. Κατόπιν, αποδείξτε ότι η σχέση αυτή ισχύει και για x = ±1.

10.2.15. Αποδείξτε ότι ισχύει
∫ x
0

1√
1−t2 dt =

∑+∞
k=1

1·3·5···(2k−1)
2k−1(k−1)!(2k−1)2 x

2k−1 για x ∈ (−1, 1).
Αποδείξτε ότι ισχύει

arcsinx =
∑+∞

k=1
1·3·5···(2k−1)

2k−1(k−1)!(2k−1)2 x
2k−1 για − 1 ≤ x ≤ 1.

10.2.16. Χρησιμοποιώντας τον γενικό διωνυμικό τύπο του Newton με a = −1
2 και x2 στη θέση

του x, αποδείξτε ότι ισχύει

arcsinhx = log
(
x+

√
1 + x2

)
=

∑+∞
k=1(−1)k−1 1·3·5···(2k−1)

2k−1(k−1)!(2k−1)2 x
2k−1 για − 1 ≤ x ≤ 1.

12Δείτε τις ασκήσεις 5.2.8, 5.3.11 και κυρίως την 5.6.13.
13Η δυναμοσειρά αυτή ονομάζεται υπεργεωμετρική σειρά και η συνάρτηση που ορίζεται από αυτήν στο διάστημα

σύγκλισής της ονομάζεται υπεργεωμετρική συνάρτηση και συμβολίζεται F (a, b, c;x).
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10.2.17. Έστω k ∈ N. Αποδείξτε ότι οι
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n και
∑+∞

n=0 n
kan(x− ξ)n έχουν την ίδια

ακτίνα σύγκλισης.

10.2.18. Θεωρήστε την
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n. ΑνR > 0 είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς,
αποδείξτε ότι το σύνολο P =

{
r ≥ 0

∣∣ ∑+∞
n=0 |an|rn < +∞

}
είναι το διάστημα [0, R] ή [0, R).

10.2.19. Έστω ότι ισχύει
∑+∞

n=0 anx
n = s(x) για κάθε x ∈ (−1, 1). Αν ισχύει bn = a0 + a1 +

· · ·+ an για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0, αποδείξτε ότι ισχύει
∑+∞

n=0 bnx
n = s(x)

1−x για κάθε x ∈ (−1, 1).

Αποδείξτε τον γενικό διωνυμικό τύπο του Newton (1 + x)α =
∑+∞

n=0

(
α
n

)
xn όταν ο α είναι αρνη-

τικός ακέραιος, χρησιμοποιώντας το προηγούμενο.

10.2.20. Έστω αριθμοί p, q, όχι και οι δύο ίσοι με 0, και δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 anx
n. Υποθέτουμε

ότι ισχύει an+2 = pan+1 + qan για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε ότι για κάθε x στο διάστημα
σύγκλισής της η δυναμοσειρά έχει άθροισμα a0+(a1−pa0)x

1−px−qx2 (μετά από απλοποίηση, αν αυτή είναι
εφικτή) και υπολογίστε την ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς συναρτήσει των p, q.

10.2.21. 14 Αν οι
∑+∞

m=0 am και
∑+∞

n=0 bn συγκλίνουν και αν και το γινόμενο Cauchy
∑+∞

k=0 ck των
δύο σειρών συγκλίνει, αποδείξτε ότι

∑+∞
k=0 ck =

∑+∞
m=0 am

∑+∞
n=0 bn.

10.2.22. 15 Έστω ότι η
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n έχει ακτίνα σύγκλισης R ώστε 0 < R ≤ +∞ και έστω
η ∈ (ξ − R, ξ + R), δηλαδή |η − ξ| < R. Αφού αποδείξετε ότι για κάθεm ∈ Z,m ≥ 0 η σειρά∑+∞

n=m

(
n
m

)
an(η − ξ)n−m συγκλίνει απολύτως, θεωρήστε τους bm =

∑+∞
n=m

(
n
m

)
an(η − ξ)n−m

και αποδείξτε ότι
(i) η ακτίνα σύγκλισης της

∑+∞
m=0 bm(x− η)m είναι ≥ R− |η − ξ| και

(ii) για κάθε x με |x− η| < R− |η − ξ| ισχύει:∑+∞
n=0 an(x− ξ)n =

∑+∞
m=0 bm(x− η)m.

10.2.23. 16 Έστω ότι η
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n έχει ακτίνα σύγκλισης R ώστε 0 < R ≤ +∞ και έστω
a0 ̸= 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει

∑+∞
m=0 bm(x− ξ)m με ακτίνα σύγκλισης R∗ ώστε 0 < R∗ ≤ +∞

και ώστε να ισχύει ∑+∞
m=0 bm(x− ξ)m

∑+∞
n=0 an(x− ξ)n = 1

για κάθε x με |x− ξ| < min{R,R∗}.

10.2.24. 17 Αποδείξτε ότι, αν η
∑+∞

n=0 anx
n συγκλίνει ομοιόμορφα στο R, τότε υπάρχει n0 ∈ N

ώστε an = 0 για κάθε n ≥ n0 (δηλαδή, η δυναμοσειρά “εκφυλίζεται” σε πολυώνυμο).

10.2.25. [α] Θεωρήστε τη δυναμοσειρά
∑+∞

n=1
xn+1

n(n+1) . Βρείτε το διάστημα σύγκλισής της και έναν
συνοπτικό τύπο για τη συνάρτηση που ορίζεται από αυτήν, αφού πρώτα βρείτε έναν συνοπτικό
τύπο για την δεύτερη παράγωγό της στο διάστημα σύγκλισης.
[β]18 Βρείτε το διάστημα σύγκλισης της 1+

∑+∞
n=1

x2n−1

1·3·5·(2n−1) και αποδείξτε ότι η συνάρτηση s(x)
που ορίζεται από τη δυναμοσειρά είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης y′− xy = 1 στο διάστημα
σύγκλισης. Βρείτε τη συνάρτηση s(x).
[γ] Βρείτε το διάστημα σύγκλισης της

∑+∞
n=0

x3n

(3n)! και αποδείξτε ότι η συνάρτηση s(x) που ορί-
ζεται από τη δυναμοσειρά είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης y′′ + y′ + y = ex στο διάστημα
σύγκλισης. Βρείτε τη συνάρτηση s(x).

10.2.26. Έστω ότι ισχύει s(x) =
∑+∞

n=0 x
2n για κάθε x ∈ (−1, 1). Αποδείξτε ότι υπάρχειM ώστε

να ισχύει |s′(x)| ≤ M
1−|x| για κάθε x ∈ (−1, 1).

14Ένα συμπλήρωμα του θεωρήματος 8.4 και του θεωρήματος του Mertens στην άσκηση 8.5.4.
15Εδώ περιγράφεται η διαδικασία αλλαγής κέντρου δυναμοσειράς μέσα στο διάστημα σύγκλισής της.
16Εδώ περιγράφουμε το αντίστροφο δυναμοσειράς.
17Δείτε την άσκηση 9.2.23.
18Δείτε τις ασκήσεις 7.2.14 και 7.2.15.
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10.2.27. 19 Αποδείξτε το θεώρημα του Tauber:Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 anx
n είναι

1 και s(x) είναι η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (−1, 1). Αν nan → 0
και limx→1− s(x) = p, τότε

∑+∞
n=0 an = p.

10.2.28. Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 anx
n είναι 1 και s(x) είναι η συνάρτηση που

ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (−1, 1). Αν ισχύει an ≥ 0 για κάθε n ∈ N, αποδείξτε
ότι η

∑+∞
n=0 an συγκλίνει αν και μόνο αν το limx→1− s(x) υπάρχει και είναι αριθμός.

10.2.29. Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x − x0)
n είναι R. Αν m ∈ N, βρείτε τις

ακτίνες σύγκλισης των
∑+∞

n=0 a
m
n (x− x0)

n,
∑+∞

n=0 an(x− x0)
mn και

∑+∞
n=0 amn(x− x0)

n.

10.3 Σειρές Taylor.

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε ότι κάθε δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n ορίζει μια συνάρ-
τηση στο διάστημα σύγκλισής της, το οποίο είναι συμμετρικό ως προς τον ξ και περιέχει κανένα ή
ένα ή και τα δύο άκρα του. Σ’ αυτήν την ενότητα θα ακολουθήσουμε την αντίστροφη διαδικασία.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.6. Έστω συνάρτηση f : A → R και ξ ∈ A. Αν υπάρχει διάστημα I ⊆ A με μέσο ξ,
το οποίο δεν αποτελείται μόνο από τον ξ, και αν η f είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο I , τότε
η δυναμοσειρά

∑+∞
n=0

f (n)(ξ)
n! (x− ξ)n ονομάζεται σειρά Taylor της f στον ξ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.7. Έστω συνάρτηση f : A → R και ξ ∈ A. Αν υπάρχει διάστημα I ⊆ A με μέσο ξ,
το οποίο δεν αποτελείται μόνο από τον ξ, και ισχύει f(x) =

∑+∞
n=0

f (n)(ξ)
n! (x− ξ)n για κάθε x ∈ I ,

τότε λέμε ότι η f αναπαρίσταται (στο I) από τη σειρά Taylor της στον ξ.

Παράδειγμα 10.3.1. Η συνάρτηση 1
1−x έχει πεδίο ορισμού το (−∞, 1) ∪ (1,+∞). Το διάστημα

(−1, 1) με μέσο 0 περιέχεται στο σύνολο αυτό και η συνάρτηση είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη
στο (−1, 1). Εύκολα βλέπουμε ότι είναι dn

dxn
1

1−x(0) = n! για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Επομένως, η∑+∞
n=0 x

n είναι η σειρά Taylor της 1
1−x στον 0. Όπως γνωρίζουμε, ισχύει

∑+∞
n=0 x

n = 1
1−x για

κάθε x ∈ (−1, 1) και άρα η 1
1−x αναπαρίσταται στο (−1, 1) από τη σειρά Taylor της στο 0.

Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι εδώ υπάρχει κάποιο στοιχείο μοναδικότητας. Πράγματι, έστω
ότι η συνάρτηση f αναπαρίσταται από μια δυναμοσειρά

∑+∞
n=0 an(x−ξ)n στο διάστημα I με μέσο

ξ και το οποίο δεν αποτελείται μόνο από τον ξ, δηλαδή έστω ότι ισχύει f(x) =
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n

για κάθε x ∈ I . Τότε είναι άμεση συνέπεια της άσκησης 10.2.7 (κι αυτή είναι άμεση συνέπεια του
θεωρήματος 10.10) ότι οι συντελεστές της δυναμοσειράς είναι οι αριθμοί an = f (n)(ξ)

n! για κάθε
n ∈ Z, n ≥ 0. Με άλλα λόγια, η μοναδική δυναμοσειρά η οποία είναι πιθανόν να αναπαριστά την
f στο I με μέσο ξ είναι ακριβώς η σειρά Taylor της f στον ξ.

ΘΕΩΡΗΜΑ 10.11. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A, διάστημα I ⊆ A με μέσο ξ, το οποίο δεν αποτελείται
μόνο από τον ξ, και έστω ότι η f είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο I . Τότε για κάθε x ∈ I και
κάθε n ισχύει

f(x) = f(ξ) + f ′(ξ)
1! (x− ξ) + · · ·+ f (n)(ξ)

n! (x− ξ)n +Rn,ξ(x, ζ) ή Rn,ξ(x),

όπουRn,ξ(x, ζ) είναι το υπόλοιπο Schlömlich τάξης n καιRn,ξ(x) είναι το ολοκληρωτικό υπόλοιπο
τάξης n. Ειδικές περιπτώσεις του υπολοίπου Schlömlich τάξης n είναι το υπόλοιπο Lagrange και το
υπόλοιπο Cauchy τάξης n.
Αν για κάθε x ∈ I ισχύει limn→+∞Rn,ξ(x, ζ) = 0 ή limn→+∞Rn,ξ(x) = 0, τότε η f αναπαρί-
σταται στο I από τη σειρά Taylor της στον ξ. Δηλαδή, ισχύει

f(x) =
∑+∞

n=0
f (n)(ξ)

n! (x− ξ)n για κάθε x ∈ I.

19Μια σημαντική άσκηση. Το θεώρημα του Tauber είναι η αρχή μιας ολόκληρης περιοχής της Αρμονικής Ανάλυσης.

384



Απόδειξη. Το πρώτο μέρος είναι απλή συνέπεια των θεωρημάτων 5.1 και 7.1. Το δεύτερο μέρος
είναι προφανές: αν ισχύει limn→+∞Rn,ξ(x, ζ) → 0 για κάθε x ∈ I , τότε ισχύει

limn→+∞
(
f(ξ) + f ′(ξ)

1! (x− ξ) + · · ·+ f (n)(ξ)
n! (x− ξ)n

)
= f(x)

ή, ισοδύναμα,
∑+∞

n=0
f (n)(ξ)

n! (x− ξ)n = f(x) για κάθε x ∈ I .

10.3.1 Τα βασικά παραδείγματα.

Τώρα θα δούμε αρκετά παραδείγματα σειρών Taylor γνωστών συναρτήσεων.Μελετάμε τα ίδια
παραδείγματα που είδαμε στην υποενότητα 10.2.1, μόνο που εδώ ακολουθούμε την αντίστροφη
διαδικασία.

Πρέπει, πάντως, να τονιστεί ότι υπάρχουν συναρτήσεις οι οποίες, σε συγκεκριμένα σημεία, δεν
αναπαρίστανται από τη σειρά Taylor τους.20

Παράδειγμα 10.3.2. Έστω P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού το

πολύm και οποιοσδήποτε ξ.
Για κάθε x και κάθε n ≥ m ισχύει P (n+1)(x) = 0. Άρα το αντίστοιχο υπόλοιπο Lagrange είναι
Rn,ξ(x, ζ) =

P (n+1)(ζ)
(n+1)! (x− ξ)n+1 = 0, οπότε limn→+∞Rn,ξ(x, ζ) = 0. Άρα η σειρά Taylor της

P στον ξ είναι η∑+∞
n=0

P (n)(ξ)
n! (x− ξ)n = P (ξ) + P ′(ξ)

1! (x− ξ) + · · ·+ P (m)(ξ)
m! (x− ξ)m

και ισχύει

P (x) = P (ξ) + P ′(ξ)
1! (x− ξ) + · · ·+ P (m)(ξ)

m! (x− ξ)m για κάθε x.

Αυτό είναι το λεγόμενο ανάπτυγμα πολυωνύμου σε δυνάμεις του x − ξ. Φυσικά, στην περίπτωση
ξ = 0, το ανάπτυγμα σε δυνάμεις του x είναι P (x) = P (0) + P ′(0)

1! x+ · · ·+ P (m)(0)
m! xm.

Παράδειγμα 10.3.3. Η ex είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στοR και είναι d
nex

dxn = ex για κάθεn.
Ειδικώτερα, είναι d

nex

dxn (0) = 1 για κάθε n, οπότε η σειρά Taylor της ex στον 0 είναι η
∑+∞

n=0
1
n!x

n.
Το υπόλοιπο Lagrange τάξης n της ex στον 0 είναι

Rn,0(x, ζ) =
eζ

(n+1)!x
n+1 όπου ζ ∈ [0, x] ή ζ ∈ [x, 0].

Αν x ≥ 0, τότε
|Rn,0(x, ζ)| = eζ

(n+1)! |x|
n+1 ≤ ex

(n+1)! |x|
n+1 → 0

και, αν x ≤ 0, τότε

|Rn,0(x; ζ)| = eζ

(n+1)! |x|
n+1 ≤ 1

(n+1)! |x|
n+1 → 0.

Τα δύο τελευταία όρια βασίζονται στο όριο an

n! → 0 του παραδείγματος 2.3.25.
Άρα η ex αναπαρίσταται στο (−∞,+∞) από τη σειρά Taylor της στον 0. Δηλαδή, ισχύει

ex =
∑+∞

n=0
1
n!x

n για κάθε x.

Παράδειγμα 10.3.4. Η cosx είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στοR και είναι d
n cosx
dxn = ± cosx

ή± sinx για κάθε n. Ειδικώτερα, είναι dn cosx
dxn (0) = 1 ή 0 ή−1 ή 0 αν είναι, αντιστοίχως, n = 4k

ή 4k + 1 ή 4k + 2 ή 4k + 3 για κάποιον k ∈ Z, k ≥ 0. Άρα η σειρά Taylor της cosx στον 0 είναι
20Μερικά τέτοια παραδείγματα υπάρχουν στις ασκήσεις 10.3.7 και 10.3.8.
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η
∑+∞

k=0
(−1)k
(2k)! x

2k.
Το υπόλοιπο Lagrange τάξης n της cosx στον 0 είναι

Rn,0(x, ζ) =
± cos ζ
(n+1)!x

n+1 ή ± sin ζ
(n+1)!x

n+1, όπου ζ ∈ [0, x] ή ζ ∈ [x, 0].

Τότε
|Rn,0(x, ζ)| ≤ |x|n+1

(n+1)! → 0.

Επομένως, η cosx αναπαρίσταται στο (−∞,+∞) από τη σειρά Taylor της στον 0. Δηλαδή, ισχύει

cosx =
∑+∞

k=0
(−1)k
(2k)! x

2k για κάθε x.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι η sinx αναπαρίσταται στο (−∞,+∞) από τη σειρά Taylor
της στον 0: ισχύει

sinx =
∑+∞

k=1
(−1)k−1

(2k−1)! x
2k−1 για κάθε x.

Παράδειγμα 10.3.5. Η log(1 + x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (−1,+∞) και είναι
dn log(1+x)

dxn = (−1)n−1(n−1)!
(1+x)n για κάθε n. Άρα είναι dn log(1+x)

dxn (0) = (−1)n−1(n − 1)! για κάθε n
και, επομένως, η σειρά Taylor της log(1 + x) στο διάστημα (−1, 1) ή στο (−1, 1] με μέσο 0 είναι
η
∑+∞

n=1
(−1)n−1(n−1)!

n! xn =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n xn. Αποκλείουμε εξ αρχής τον −1 από το υποψήφιο
διάστημα διότι η συνάρτηση δεν ορίζεται καν στον −1.
Το υπόλοιπο Lagrange στον 0 ειναι

Rn,0(x, ζ) =
(−1)nn!

(1+ζ)n+1(n+1)!
xn+1 = (−1)n

(1+ζ)n+1(n+1)
xn+1, όπου ζ ∈ [0, x] ή ζ ∈ [x, 0].

Αν 0 < x ≤ 1, τότε
|Rn,0(x, ζ)| = xn+1

(1+ζ)n+1(n+1)
≤ 1

n+1 → 0.

Το υπόλοιπο Lagrange δεν δίνει ικανοποιητικά αποτελέσματα για −1 < x ≤ 0, οπότε μελετάμε
το ολοκληρωτικό υπόλοιπο στον 0. Αυτό είναι

Rn,0(x) =
1
n!

∫ x
0

(−1)nn!
(1+t)n+1 (x− t)n dt = (−1)n

∫ x
0

(x−t)n
(1+t)n+1 dt.

Αν −1 < x ≤ 0, τότε

|Rn,0(x)| =
∣∣− ∫ 0

x
(t−x)n

(1+t)n+1 dt
∣∣ = ∫ 0

x
(t−x)n

(1+t)n+1 dt.

Επειδή ισχύει ( t−x1+t )
n ≤ |x|n για κάθε t ∈ [x, 0], είναι

|Rn,0(x)| ≤ |x|n
∫ 0
x

1
1+t dt = |x|n log 1

1+x → 0.

Άρα η log(1 + x) αναπαρίσταται στο (−1, 1]. Δηλαδή, ισχύει

log(1 + x) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n xn για κάθε x ∈ (−1, 1].

Προφανώς, η σχέση αυτή είναι ισοδύναμη με την

logx =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n (x− 1)n για κάθε x ∈ (0, 2]

την οποία έχουμε αποδείξει στην προηγούμενη ενότητα.
Τώρα θα αποδείξουμε ότι η log(1 + x) αναπαρίσταται στο (−1, 1] από τη σειρά Taylor της στον
0 με έναν άλλο τρόπο, χωρίς να εφαρμόσουμε το θεώρημα 10.11. Αυτός ο τρόπος θα εφαρμοστεί
σε ένα ακόμη παράδειγμα, όπου θα είναι δύσκολη η εφαρμογή του θεωρήματος 10.11.
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Αρχίζουμε με τον γνωστό τύπο 1−(−t)n
1+t = 1 + (−t) + · · · + (−t)n−1, ο οποίος ισχύει για κάθε

t ̸= −1, και τόν γράφουμε

1
1+t = 1− t+ · · ·+ (−1)n−1tn−1 + (−1)n tn

1+t .

Επομένως,∫ x
0

1
1+t dt =

∫ x
0 1 dt−

∫ x
0 t dt+ · · ·+ (−1)n−1

∫ x
0 t

n−1 dt+ (−1)n
∫ x
0

tn

1+t dt

για κάθε x > −1, οπότε

log(1 + x) = x− 1
2x

2 + · · ·+ (−1)n−1

n xn + (−1)n
∫ x
0

tn

1+t dt (10.12)

για κάθε x > −1.
Αν 0 ≤ x ≤ 1, τότε∣∣(−1)n

∫ x
0

tn

1+t dt
∣∣ = ∫ x

0
tn

1+t dt ≤
∫ x
0 t

n dt = xn+1

n+1 ≤ 1
n+1 → 0.

Αν −1 < x ≤ 0, τότε∣∣(−1)n
∫ x
0

tn

1+t dt
∣∣ = ∫ 0

x
|t|n
1+t dt ≤

1
1+x

∫ 0
x |t|n dt = |x|n+1

(n+1)(1+x) ≤
1

(n+1)(1+x) → 0.

Άρα ισχύει (−1)n
∫ x
0

tn

1+t dt→ 0, οπότε από την (10.12) συνεπάγεται

x− 1
2x

2 + · · ·+ (−1)n−1

n xn → log(1 + x)

για κάθε x ∈ (−1, 1]. Συνεπάγεται

log(1 + x) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n xn για κάθε x ∈ (−1, 1].

Παράδειγμα 10.3.6. Θα δούμε ότι η σειρά Taylor της arctanx στον 0 είναι η
∑+∞

n=1
(−1)n−1

2n−1 x2n−1

με διάστημα σύγκλισης το [−1, 1] και ότι η arctanx αναπαρίσταται στο [−1, 1] από τη σειρά Taylor
της. Δηλαδή,

arctanx =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

2n−1 x2n−1 για κάθε x ∈ [−1, 1]. (10.13)

Η συνάρτηση arctanx έχει παράγωγο 1
x2+1

αλλά ο υπολογισμός των παραγώγων ανώτερης τάξης
είναι άβολος και δεν είναι άνετη η εφαρμογή του θεωρήματος 10.11. Γι αυτό καταφεύγουμε σε ένα
τέχνασμα παρόμοιο με αυτό που χρησιμοποιήσαμε στο τέλος του προηγούμενου παραδείγματος.
Ισχύει 1−(−t2)n

1+t2
= 1− t2 + · · ·+ (−1)n−1t2n−2, οπότε

1
1+t2

= 1− t2 + · · ·+ (−1)n−1t2n−2 + (−1)n t2n

1+t2

για κάθε t. Επομένως,∫ x
0

1
1+t2

dt =
∫ x
0 1 dt−

∫ x
0 t

2 dt+ · · ·+ (−1)n−1
∫ x
0 t

2n−2 dt+ (−1)n
∫ x
0

t2n

1+t2
dt.

Αυτό το γράφουμε

arctanx = x− 1
3x

3 + · · ·+ (−1)n−1

2n−1 x2n−1 + (−1)n
∫ x
0

t2n

1+t2
dt.

Αν |x| ≤ 1, τότε∣∣(−1)n
∫ x
0

t2n

1+t2
dt
∣∣ = ∫ |x|

0
t2n

1+t2
dt ≤

∫ |x|
0 t2n dt = |x|2n+1

2n+1 ≤ 1
2n+1 → 0.

Άρα
x− 1

3x
3 + 1

5x
5 − · · ·+ (−1)n−1

2n−1 x2n−1 → arctanx

και έτσι προκύπτει η (10.13).
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Παράδειγμα 10.3.7. Η (1+x)α έχει παραγώγους dn(1+x)α

dxn = α(α−1) · · · (α−n+1)(1+x)α−n

για κάθε n. Ειδικώτερα, στον 0 είναι dn(1+x)α

dxn (0) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1) για κάθε n. Άρα η
σειρά Taylor της (1 + x)α στον 0 είναι η

∑+∞
n=0

α(α−1)···(α−n+1)
n! xn =

∑+∞
n=0

(
α
n

)
xn.

Αν ο α είναι μη-αρνητικός ακέραιος, τότε αφ’ ενός η (1+x)α είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθ-
μούα αφ’ ετέρου η παραπάνω δυναμοσειρά γίνεται, όπως έχουμε ξαναπεί, πεπερασμένο άθροισμα
1 +

(
α
1

)
x+ · · ·+

(
α

α−1
)
xα−1 +

(
α
α

)
xα. Στην περίπτωση αυτή η ισότητα

(1 + x)α = 1 +
(
α
1

)
x+ · · ·+

(
α

α−1
)
xα−1 +

(
α
α

)
xα, αν α ∈ Z, α ≥ 0

δεν είναι παρά ο διωνυμικός τύπος του Newton και, επομένως, η (1 + x)α αναπαρίσταται στο
(−∞,+∞) από τη σειρά Taylor της στον 0.
Αν ο α δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος, θα αποδείξουμε ότι η (1+x)α αναπαρίσταται στο (−1, 1)
ή στο (−1, 1] ή στο [−1, 1] από τη σειρά Taylor της στον 0. Δηλαδή, θα αποδείξουμε ότι

(1 + x)α =
∑+∞

n=0

(
α
n

)
xn

(i) για κάθε x ∈ (−1, 1), αν α ≤ −1, (ii) για κάθε x ∈ (−1, 1], αν −1 < α < 0, και (iii) για
κάθε x ∈ [−1, 1], αν α ≥ 0 και ο α δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος.
Το υπόλοιπο Lagrange είναι

Rn,0(x, ζ) =
α(α−1)···(α−n)(1+ζ)α−n−1

(n+1)! xn+1 =
(

α
n+1

)
(1+ζ)α−n−1xn+1 με ζ ∈ [0, x] ή ζ ∈ [x, 0].

(i) Αν x ∈ [0, 1], τότε x ≤ 1 ≤ 1 + ζ ≤ 2 και, επομένως,

|Rn,0(x, ζ)| =
∣∣( α

n+1

)∣∣(1 + ζ)α( x
1+ζ )

n+1.

(ia) Τώρα, αν a > 0, εφαρμόζοντας προσεκτικά το λήμμα 10.1, βρίσκουμε ότι για n > [α] είναι

|Rn,0(x, ζ)| ≤ c2
(

α
[α]+1

)
(n− [α])−α−12α → 0.

(ib) Αν −1 < α < 0, τότε, πάλι από το λήμμα 10.1,

|Rn,0(x, ζ)| ≤ c2(n+ 1)−α−1 → 0.

(ic) Αν x ∈ [0, 1) και α ≤ −1, τότε

|Rn,0(x, ζ)| ≤
∣∣( α

n+1

)∣∣xn+1 ≤ c2(n+ 1)−α−1xn+1 → 0.

(ii) Αν x ∈ (−1, 0], το ολοκληρωτικό υπόλοιπο είναι

Rn,0(x) =
α(α−1)···(α−n)

n!

∫ x
0 (1 + t)α−n−1(x− t)n dt,

οπότε

|Rn,0(x)| =
∣∣α(α−1)···(α−n)

n!

∣∣ ∫ 0
x (1 + t)α−n−1(t− x)n dt ≤

∣∣α(α−1)···(α−n)
n!

∣∣|x|n ∫ 0
x (1 + t)α−1 dt

=
∣∣α(α−1)···(α−n)

n!

∣∣|x|n 1−(1+x)α

α = (n+ 1)
∣∣( α

n+1

)∣∣|x|n 1−(1+x)α

α .

(iia) Αν α > 0 και n > [α], συνεπάγεται

|Rn,0(x)| ≤ c2(n+ 1)
(

α
[α]+1

)
(n− [α])−α−1|x|n 1−(1+x)α

α → 0.

(iib) Αν α < 0, τότε
|Rn,0(x)| ≤ c2(n+ 1)−α|x|n (1+x)α−1

|α| → 0.
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Συνοψίζουμε: σε κάθε περίπτωση εκτός μιας έχουμε αποδείξει ότι (1 + x)α =
∑+∞

n=0

(
α
n

)
xn.

Η μόνη περίπτωση που απομένει είναι όταν x = −1 και α > 0. Τότε, όμως, δεν μπορεί να εφαρ-
μοστεί το θεώρημα 10.11, οπότε κάνουμε το εξής. Χρησιμοποιούμε τις εκτιμήσεις που ισχύουν
όταν x ∈ (−1, 0] στην περίπτωση (iia) και γράφουμε∣∣(1+x)α−1−

(
α
1

)
x−· · ·−

(
α
n

)
xn

∣∣ = |Rn,0(x)| ≤ c2(n+1)
(

α
[α]+1

)
(n− [α])−α−1|x|n 1−(1+x)α

α .

Παίρνουμε όρια καθώς x→ −1+ και βρίσκουμε∣∣0− 1−
(
α
1

)
(−1)− · · · −

(
α
n

)
(−1)n

∣∣ ≤ c2(n+ 1)
(

α
[α]+1

)
(n− [α])−α−1 1

α → 0

Άρα και στην περίπτωση αυτή ισχύει
∑+∞

n=0

(
α
n

)
xn = (1 + x)α.

Ασκήσεις.

10.3.1. Χρησιμοποιήστε γνωστές σειρές Taylor για να βρείτε συνοπτικούς τύπους των δυναμο-
σειρών

∑+∞
n=1

(
1− (−2)n

)
xn,

∑+∞
n=1

1
2n−1x

2n−1,
∑+∞

n=1
1
2nx

2n,
∑+∞

n=1
n−1
n! x

n,
∑+∞

n=0
(−1)n
n! x2n,∑+∞

n=1
(n+1)2

n! xn,
∑+∞

n=1
1

(2n−1)!x
2n−1,

∑+∞
n=1

1
(2n)!x

2n,
∑+∞

n=0
(log a)n

n! xn,
∑+∞

n=1
1

2n−1(
x−1
x+1)

2n−1,∑+∞
n=1

(−1)n−1

2n−1 (x−1x+1)
2n−1,

∑+∞
n=1

(2n)!
2n(n!)2

xn,
∑+∞

n=1(−1)n 1·4·7···(3n−2)
3·6·9···(3n) xn,

∑+∞
n=1

(−1)n−122n−1

(2n)! x2n.

10.3.2. Χρησιμοποιώντας τις σειρές Taylor των sinx και cosx στον ξ, αποδείξτε τους τύπους

sinx = sin ξ cos(x− ξ) + cos ξ sin(x− ξ), cosx = cos ξ cos(x− ξ)− sin ξ sin(x− ξ),

οι οποίοι είναι ισοδύναμοι με τους τύπους για το ημίτονο και το συνημίτονο αθροίσματος γωνιών.

10.3.3. Βρείτε τις σειρές Taylor στον 0 των coshx = ex+e−x

2 και sinhx = ex−e−x

2 .

10.3.4. Βρείτε τους αρχικούς όρους των σειρών Taylor στον 0 των tanx, 1
cosx , arcsinx, arccosx.

10.3.5. Βρείτε τις σειρές Taylor στον 0 των sin(x3), (sinx)3, sinx sin(3x), (sinx)6 + (cosx)6,
log 1+x

1−x , log(1 + x+ x2), 1
1−5x+6x2 , ex

1−x , x arctanx− 1
2 log(1 + x2), x arcsinx+

√
1− x2.

10.3.6. Υπολογίστε τα αθροίσματα
∑+∞

n=1
(−1)n−1

(2n)2−1 ,
∑+∞

n=1
(−1)n−1

(2n+1)2−1 .

10.3.7. Ηάσκηση 5.6.16 λέει ότι η h(x) =

{
e−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη

στο R και ότι h(n)(0) = 0 για κάθε n. Αναπαριστά σε κάποιο διάστημα με μέσο τον 0 και που δεν
αποτελείται μόνο από τον 0 η σειρά Taylor

∑+∞
n=0

h(n)(0)
n! xn στον 0 την h; Ποιό είναι το διάστημα

σύγκλισης αυτής της δυναμοσειράς;

Ίδια ερώτηση για την h(x) =

{
e−1/x

2
, αν x ̸= 0

0, αν x = 0

10.3.8. Αποδείξτε ότι η f(x) =
∑+∞

k=1 e
−k cos(k2x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R και

ότι η σειρά Taylor
∑+∞

n=0
f (n)(0)

n! xn συγκλίνει μόνο όταν x = 0.

10.3.9. Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I . Η f χαρακτηρί-
ζεται πραγματική-αναλυτική στο I αν για κάθε ξ ∈ I υπάρχει r > 0 ώστε (ξ − r, ξ + r) ⊆ I

και ώστε να ισχύει f(x) =
∑+∞

n=0
f (n)(ξ)

n! (x− ξ)n για κάθε x ∈ (ξ − r, ξ + r). Δηλαδή, η f είναι
πραγματική-αναλυτική στο I αν για κάθε ξ ∈ I η f αναπαρίσταται σε κάποιο ανοικτό διάστημα
που περιέχει τον ξ από τη σειρά Taylor της στον ξ.
Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I . Αποδείξτε ότι η f είναι
πραγματική-αναλυτική στο I αν και μόνο αν για κάθε ξ ∈ I υπάρχει ανοικτό διάστημα J ⊆ I
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ώστε ξ ∈ J και αριθμοίM ≥ 0, ρ > 0 ώστε να ισχύει |f (n)(x)| ≤M n!
ρn για κάθε x ∈ J και κάθε

n ∈ Z, n ≥ 0.
Αποδείξτε το θεώρημα του Bernstein: Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό
διάστημα I και έστω ότι ισχύει f (n)(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Τότε η f είναι
πραγματική-αναλυτική στο I .
Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I και έστω ότι ισχύει
(−1)nf (n)(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε ότι η f είναι πραγματική-
αναλυτική στο I .
Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις της άσκησης 10.3.7 είναι πραγματικές-αναλυτικές στο (−∞, 0) και
στο (0,+∞) αλλά δεν είναι πραγματικές-αναλυτικές σε κανένα ανοικτό διάστημα το οποίο περιέ-
χει τον 0. Τί γίνεται με τη συνάρτηση της άσκησης 10.3.8;

10.3.10. [α] Έστω αριθμοί µ και ν ̸= 0 και k ∈ N. Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x−µ
((x−µ)2+ν2)k

και 1
((x−µ)2+ν2)k

αναπαρίστανται σε κάποιο ανοικτό διάστημα που περιέχει τον 0 από τις σειρές
Taylor τους στον 0 και βρείτε τις ακτίνες σύγκλισης αυτών των σειρών Taylor.
[β] Αποδείξτε ότι κάθε ρητή συνάρτηση αναπαρίσταται από τη σειρά Taylor της σε κάθε σημείο
στο πεδίο ορισμού της και βρείτε την αντίστοιχη ακτίνα σύγκλισης.

10.3.11. Αν x ≤ −1, αποδείξτε ότι
∑+∞

k=1
(−1)k−1xk

k = −∞.

Αν x > 1, αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

k=1
(−1)k−1xk

k δεν έχει άθροισμα.

10.3.12. Έστω ότι ο α δεν είναι μη-αρνητικός ακέραιος.
Αποδείξτε ότι

∑+∞
k=0

(
α
k

)
xk = +∞ αν (i) α < 0 και x ≤ −1 ή αν (ii) α > 0, ο [α] είναι περιττός

και x < −1.
Αποδείξτε ότι

∑+∞
k=0

(
α
k

)
xk = −∞ αν α > 0, ο [α] είναι άρτιος και x < −1.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

k=0

(
α
k

)
xk δεν έχει άθροισμα αν (i) x > 1 ή αν (ii) x = 1 και α ≤ −1.

10.3.13. [α] Θεωρήστε τη συνάρτηση ϕ : R → R με τύπο ϕ(x) = min{x− [x], [x]+1−x}. Δείτε
ότι ο ϕ(x) είναι ίσος με την απόσταση του x από τον κοντινότερο προς αυτόν ακέραιο.
Αποδείξτε ότι ισχύει ϕ(x+ 1) = ϕ(x) και 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1

2 για κάθε x.
Έστω τυχών x ∈ [0, 1) και έστω 0.x1x2x3 . . . το (μοναδικό) δεκαδικό ανάπτυγμα του x. Δηλαδή,
ισχύει x =

∑+∞
n=1

xn
10n , κάθε xn είναι ένας από τους ακέραιους 0, 1, . . . 9 και η ακολουθία (xn)

δεν είναι τελικά σταθερή 9.

Αποδείξτε ότι ϕ(10nx) =

{
0.xn+1xn+2 . . . , αν 0 ≤ 0.xn+1xn+2 . . . ≤ 1

2

1− 0.xn+1xn+2 . . . , αν 1
2 ≤ 0.xn+1xn+2 . . . < 1

για κάθε n.

Θεωρήστε την ακολουθία (hm) με τύπο hm =

{
10−m, αν xm ̸= 4 και xm ̸= 9

−10−m, αν xm = 4 ή xm = 9

Αποδείξτε ότι ϕ(10n(x+ hm))− ϕ(10nx) =

{
±10n−m, αν 1 ≤ n ≤ m− 1

0, ανm ≤ n

[β]21 Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
ϕ(10nx)

10n .
Αποδείξτε ότι η σειρά αυτή συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση f : R → R ομοιόμορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο R και ότι ισχύει f(x+ 1) = f(x) για κάθε x.
Έστω τυχών x ∈ [0, 1) και η αντίστοιχη ακολουθία (hm). Αποδείξτε ότι ισχύει f(x+hm)−f(x)

hm
=∑m−1

n=1 ±1, όπου καθένας από τους όρους αυτού του αθροίσματος ισούται με±1 (όχι αναγκαστικά
όλοι οι όροι με το ίδιο πρόσημο).
Παρατηρήστε ότι κάθε δύο διαδοχικοί όροι της ακολουθίας

(f(x+hm)−f(x)
hm

)
διαφέρουν τουλάχι-

στον κατά 1 και άρα η ακολουθία αυτή δεν συγκλίνει.
21Εδώ έχουμε ένα παράδειγμα συνάρτησης η οποία είναι συνεχής σε κάθε x και παραγωγίσιμη σε κανέναν x.
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Αποδείξτε ότι η f δεν είναι παραγωγίσιμη στον x.
Τέλος, αποδείξτε ότι η f δεν είναι παραγωγίσιμη σε κανέναν x ∈ R.

10.4 Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις.

10.4.1 Ορισμός μέσω δυναμοσειρών.

Στην υποενότητα αυτή θα δούμε έναν από τους “αναλυτικούς” ορισμούς των τριγωνομετρι-
κών συναρτήσεων και τις αποδείξεις των βασικών ιδιοτήτων τους. Όπως είχαμε αναφέρει στο
παράδειγμα 3.1.8, μέχρι τώρα βασιστήκαμε στον “γεωμετρικό” ορισμό των συναρτήσεων αυτών,
ο οποίος δεν θεωρείται αποδεικτός από τη σκοπιά της Ανάλυσης, και θεωρήσαμε γνωστές τις ιδιό-
τητές τους.

Ξεκινάμε με τις δυναμοσειρές∑+∞
k=0(−1)k x2k

(2k)! ,
∑+∞

k=1(−1)k−1 x2k−1

(2k−1)! ,

για τις οποίες γνωρίζουμε από το παράδειγμα 10.2.14 ότι έχουν ως διάστημα σύγκλισης τοR. Εκεί,
“γνωρίζοντας” τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις, είχαμε αποδείξει ότι η συνάρτηση που ορίζεται
από την πρώτη δυναμοσειρά είναι η cosx και η συνάρτηση που ορίζεται από τη δεύτερη δυναμο-
σειρά είναι η sinx. Τώρα, όμως, δεχόμαστε ότι δεν γνωρίζουμε τις συναρτήσεις cosx, sinx και θα
τις ορίσουμε, χρησιμοποιώντας τις δυναμοσειρές και τις ιδιότητές τους.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.8. Ορίζουμε τη συνάρτηση cos : R → R να είναι η συνάρτηση που ορίζεται από
την πρώτη δυναμοσειρά και τη συνάρτηση sin : R → R να είναι η συνάρτηση που ορίζεται από τη
δεύτερη δυναμοσειρά. Δηλαδή, ορίζουμε:

cosx =
∑+∞

k=0(−1)k x2k

(2k)! , sinx =
∑+∞

k=1(−1)k−1 x2k−1

(2k−1)! για κάθε x ∈ R. (10.14)

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.4. Οι συναρτήσεις cosx και sinx είναι παραγωγίσιμες στο R και

d cosx
dx = − sinx, d sinx

dx = cosx.

Απόδειξη. Από το θεώρημα 10.10 συνεπάγεται ότι οι cosx, sinx είναι παραγωγίσιμες στο R και
από τους τύπους (10.14) έχουμε

cos′ x =
∑+∞

k=1(−1)k2k x2k−1

(2k)! =
∑+∞

k=1(−1)k x2k−1

(2k−1)! = − sinx

και
sin′ x =

∑+∞
k=1(−1)k−1(2k − 1) x2k−2

(2k−1)! =
∑+∞

k=0(−1)k x2k

(2k)! = cosx

για κάθε x ∈ R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.5. Η cosx είναι άρτια, η sinx είναι περιττή και ισχύει cos 0 = 1 και sin 0 = 0.

Απόδειξη. Όλα είναι προφανή από τους τύπους (10.14).

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.6. [α] Για κάθε x, y ισχύει

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y, sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y. (10.15)

[β] Για κάθε x ισχύει
(sinx)2 + (cosx)2 = 1.

[γ] Για κάθε x ισχύει
| sinx| ≤ 1, | cosx| ≤ 1.
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Απόδειξη. [α] 22 Για κάθε y, θεωρούμε τη συνάρτηση

f(x) = cos(y − x) cosx− sin(y − x) sinx,

οπότε είναι

f ′(x) = sin(y − x) cosx− cos(y − x) sinx+ cos(y − x) sinx− sin(y − x) cosx = 0

για κάθε x. Άρα η f είναι σταθερή στο R, οπότε ισχύει

cos(y − x) cosx− sin(y − x) sinx = cos(y − 0) cos 0− sin(y − 0) sin 0 = cos y.

Αφού αυτή η σχέση ισχύει για κάθε x, y, μετατρέπουμε το y σε y + x και καταλήγουμε στην
πρώτη ισότητα (10.15). Η δεύτερη ισότητα (10.15) αποδεικνύεται είτε με παρόμοιο τρόπο είτε
παραγωγίζοντας την πρώτη ισότητα ως προς το x.
[β] Θέτουμε y = −x στην πρώτη ισότητα (10.15) και χρησιμοποιούμε την πρόταση 10.5.
[γ] Προφανές από το [β].

Θα αποδείξουμε, τώρα, μερικές επιπλέον ιδιότητες των συναρτήσεων cosx, sinx και, κυρίως,
θα ορίσουμε τον αριθμό π.

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.7. Υπάρχει ελάχιστη θετική λύση της εξίσωσης cosx = 0.

Απόδειξη. Είναι cos 0 = 1. Επίσης, cos 2 =
∑+∞

k=0(−1)k 22k

(2k)! , οπότε∑k
m=0(−1)m 22m

(2m)! → cos 2 όταν k → +∞.

Αν ο k είναι άρτιος ≥ 4, τότε∑k
m=0(−1)m 22m

(2m)! = 1− 22

2! +
24

4! −
(
26

6! −
28

8!

)
− · · · −

(
22k−2

(2k−2)! −
22k

(2k)!

)
< 1− 22

2! +
24

4! = −1
3 ,

επειδή κάθε παρένθεση είναι θετική. Άρα cos 2 ≤ −1
3 < 0.

Επειδή η cosx είναι συνεχής και cos 2 < 0 < cos 0, συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 2) ώστε
cos ξ = 0. Τέλος, βάσει του αποτελέσματος της άσκησης 4.2.10, υπάρχει ελάχιστη θετική λύση
της εξίσωσης cosx = 0.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.9. Το σύμβολο π δηλώνει το διπλάσιο της ελάχιστης θετικής λύσης της εξίσωσης
cosx = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.8. [α] Για κάθε x ισχύει

cos
(
x+ π

2

)
= − sinx, cos(x+π) = − cosx, cos

(
x+ 3π

2

)
= sinx, cos(x+2π) = cosx.

(10.16)
Ειδικώτερα, οι cosx και sinx είναι περιοδικές με περίοδο 2π.
[β] Η cosx είναι γνησίως θετική στο [0, π2 ), γνησίως αρνητική στο (π2 ,

3π
2 ) και γνησίως θετική στο

(3π2 , 2π]. Επίσης, cos 0 = cos(2π) = 1, cos(π) = −1 και cos(π2 ) = cos(3π2 ) = 0.
[γ] Η sinx είναι γνησίως θετική στο (0, π) και γνησίως αρνητική στο (π, 2π). Επίσης, sin 0 =
sinπ = sin(2π) = 0, sin(π2 ) = 1 και sin(3π2 ) = −1.
[δ] Η cosx είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, π] με αντίστοιχο σύνολο τιμών το [−1, 1] και γνησίως
αύξουσα στο [π, 2π] με αντίστοιχο σύνολο τιμών το [−1, 1].
[ε]Η sinx είναι γνησίως αύξουσα στο [0, π2 ] με αντίστοιχο σύνολο τιμών το [0, 1], γνησίως φθίνουσα
στο [π2 ,

3π
2 ] με αντίστοιχο σύνολο τιμών το [−1, 1] και γνησίως αύξουσα στο [3π2 , 2π] με αντίστοιχο

σύνολο τιμών το [−1, 0].
22Οι σχέσεις αυτές μπορούν να αποδειχτούν χρησιμοποιώντας γινόμενα Cauchy σειρών, αλλά ο τρόπος αυτός είναι

αρκετά περίπλοκος.

392



Απόδειξη. Η cosx δεν μηδενίζεται στο [0, π2 ) και είναι συνεχής, οπότε διατηρεί σταθερό πρόσημο
στο [0, π2 ) και, επειδή cos 0 = 1, συνεπάγεται

cos π
2 = 0 και cosx > 0 για κάθε x ∈ [0, π2 ).

Η σχέση sin′ x = cosx > 0 για κάθε x ∈ [0, π2 ) συνεπάγεται ότι η sinx είναι γνησίως αύξουσα
στο [0, π2 ]. Ειδικώτερα, έχουμε

sin 0 = 0 και sinx > 0 για κάθε x ∈ (0, π2 ].

Από την (sin π
2 )

2 + (cos π
2 )

2 = 1 παίρνουμε sin π
2 = ±1 και, επειδή sin π

2 > 0, συνεπάγεται
sin π

2 = 1. Επειδή η sinx είναι και συνεχής, συνεπάγεται ότι το σύνολο τιμών της στο [0, π2 ] είναι
το [sin 0, sin π

2 ] = [0, 1]. Κατόπιν, η σχέση cos′ x = − sinx < 0 για κάθε x ∈ (0, π2 ] συνεπάγεται
ότι η cosx είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, π2 ]. Επειδή η cosx είναι και συνεχής, συνεπάγεται ότι
το σύνολο τιμών της στο [0, π2 ] είναι το [cos

π
2 , cos 0] = [0, 1].

Τώρα, από τις ισότητες (10.15) και από τις τιμές cos 0 = sin π
2 = 1 και cos π

2 = sin 0 = 0
βρίσκουμε τις τιμές των cosx και sinx στα σημεία π, 3π2 και 2π καθώς και τις σχέσεις (10.16). Από
τις σχέσεις αυτές καθώς και από τη συμπεριφορά της cosx και της sinx στο [0, π2 ], διακρίνουμε τη
συμπεριφορά της cosx και της sinx στα διαστήματα [π2 , π], [π,

3π
2 ] και [3π2 , 2π], δηλαδή συνολικά

στο [0, 2π].

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.9. Για κάθε a, b με a2 + b2 = 1 υπάρχει μοναδικός x ∈ [0, 2π) ώστε cosx = a και
sinx = b.

Απόδειξη. Κατ’αρχάς έστω a, b ≥ 0 με a2 + b2 = 1. Προφανώς, συνεπάγεται 0 ≤ a, b ≤ 1.
Επειδή η cosx είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, π2 ] με σύνολο τιμών το [0, 1], υπάρχει μοναδικός
x ∈ [0, π2 ] ώστε cosx = a. Από την (sinx)2 + (cosx)2 = 1 συνεπάγεται sinx = ±b και, επειδή
sinx ≥ 0, έχουμε sinx = b. Δεν υπάρχει x στο (π2 , 2π) ώστε να είναι cosx = a και sinx = b,
διότι για x στο (π2 , 2π) ένας τουλάχιστον από τους cosx και sinx είναι αρνητικός.
Έχουμε άλλες τρεις περιπτώσεις: την a ≥ 0, b < 0 την a < 0, b ≥ 0 και την a < 0, b < 0. Σε κάθε
περίπτωση η απόδειξη είναι παρόμοια με την απόδειξη στην πρώτη περίπτωση που εξετάσαμε.

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να αναφέρουμε το εξής. Στα κεφάλαια 4 και 5 αποδείχτηκε η συνέ-
χεια και η παραγωγισιμότητα των τριγωνομετρικών συναρτήσεων με βάση τον γεωμετρικό ορισμό
τους. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιήθηκαν οι ανισότητες (10.17), οι οποίες, σ’ αυτό το πλαίσιο,
αποδεικνύονται, φυσικά, με γεωμετρικό τρόπο. Από τη στιγμή, όμως, που η συνέχεια και η παρα-
γωγισιμότητα των τριγωνομετρικών συναρτήσεων αποδεικνύονται με βάση τον αναλυτικό ορισμό
τους (ως παραδείγματα δυναμοσειρών), οι ανισότητες αυτές πρέπει να αποδειχθούν με αναλυτικό
τρόπο. Ιδού η απόδειξή τους.

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.10. Ισχύει

| sinx| ≤ |x| για κάθε x και |x| ≤ | tanx| για |x| < π
2 . (10.17)

Απόδειξη. Θεωρούμε τις συναρτήσεις f(x) = x ± sinx, οι οποίες είναι παραγωγίσιμες στο R.
Είναι f ′(x) = 1± cosx ≥ 0 για κάθε x, οπότε οι f είναι αύξουσες. Επομένως, ισχύει x± sinx =
f(x) ≥ f(0) = 0 για κάθε x ≥ 0 και x ± sinx = f(x) ≤ f(0) = 0 για κάθε x ≤ 0. Άρα ισχύει
| sinx| ≤ |x| για κάθε x.
Κατόπιν θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = x cosx − sinx για −π

2 < x < π
2 . Ισχύει g

′(x) =
−x sinx ≤ 0 για κάθε x ∈ (−π

2 ,
π
2 ), οπότε η g είναι φθίνουσα στο (−

π
2 ,

π
2 ). Άρα ισχύει x cosx−

sinx = g(x) ≤ g(0) = 0 για κάθε x ∈ [0, π2 ) και x cosx − sinx = g(x) ≥ g(0) = 0 για κάθε
x ∈ (−π

2 , 0]. Άρα ισχύει |x| ≤ | tanx| για κάθε x ∈ (−π
2 ,

π
2 ).
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Μέχρι στιγμής έχουμε όλες τις ιδιότητες των συναρτήσεων cosx και sinx : τις “αλγεβρικές”,
τις ιδιότητες μονοτονίας και περιοδικότητας και τις ιδιότητες συνέχειας και παραγωγισιμότητας.
Οι ιδιότητες των ολοκληρωμάτων τους είναι άμεσες συνέπειες των προηγουμένων. Οι συναρτή-
σεις tanx και cotx ορίζονται με τον γνωστό τρόπο από τις cosx και sinx και οι ιδιότητές τους
είναι πορίσματα των ιδιοτήτων των cosx και sinx. Το ίδιο ισχύει με τους ορισμούς και τις ιδιό-
τητες των αντίστροφων τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Όλα αυτά έχουν περιγραφεί πλήρως στα
προηγούμενα κεφάλαια και δεν θα ασχοληθούμε περαιτέρω.

Είναι εύλογο να προτιμάμε τον “γεωμετρικό” ορισμό των τριγωνομετρικών συναρτήσεων
λόγω της απλότητάς του. Επίσης, υπάρχουν και άλλοι, και μάλιστα “αναλυτικοί”, ορισμοί των
τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Έναν από αυτούς, μέσω ολοκληρώματος, θα δούμε με συνοπτικό
τρόπο στην επόμενη υποενότητα. Γι αυτό θα αποδείξουμε ότι, ασχέτως του τρόπου τον οποίο επιλέ-
γουμε για να ορίσουμε τις συναρτήσεις αυτές, καταλήγουμε στις ίδιες συναρτήσεις. Θα σκεφτούμε
ότι, ασχέτως του τρόπου ορισμού των sinx, cosx, αποδεικνύεται ότι έχουν τις εξής βασικές ιδιό-
τητες: cos′ x = − sinx, sin′ x = cosx για κάθε x ∈ R και cos 0 = 1, sin 0 = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 10.11. Έστω δύο ζεύγη συναρτήσεων f1, g1 : R → R και f2, g2 : R → R ώστε:
(i) f1

′ = −g1 και g1′ = f1,
(ii) f2

′ = −g2 και g2′ = f2 και
(iii) f1(0) = f2(0) και g1(0) = g2(0).
Τότε τα δύο ζεύγη είναι τα ίδια. Δηλαδή, f1 = f2 και g1 = g2.

Απόδειξη. Ορίζουμε τη συνάρτηση

f(x) = ((f1(x)− f2(x))
2 + (g1(x)− g2(x))

2

και τότε ισχύει

f ′(x) = 2(f1(x)− f2(x))(−g1(x) + g2(x)) + 2(g1(x)− g2(x))(f1(x)− f2(x)) = 0

για κάθε x. Άρα η f είναι σταθερή στο R, οπότε ισχύει

(f1(x)− f2(x))
2 + (g1(x)− g2(x))

2 = (f1(0)− f2(0))
2 + (g1(0)− g2(0))

2 = 0

για κάθε x. Άρα ισχύει f1(x) = f2(x) και g1(x) = g2(x) για κάθε x.

10.4.2 Ορισμός μέσω ολοκληρώματος.

Τώρα θα δούμε πολύ συνοπτικά έναν εναλλακτικό “αναλυτικό” ορισμό των τριγωνομετρικών
συναρτήσεων μέσω ολοκληρώματος. Ακολουθούμε την εξής πορεία: πρώτα ορίζουμε την συνάρ-
τηση arctan y, κατόπιν την αντίστροφή της, την tanx, και, τέλος τις sinx και cosx. Ειδικά προς
το τέλος θα παραλείψουμε αρκετές λεπτομέρειες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.10. Ορίζουμε

arctan y =
∫ y
0

1
1+s2

ds για κάθε y.

Δηλαδή, ορίζουμε τη συνάρτηση arctan : R → R ως ένα από τα αόριστα ολοκληρώματα της
1

1+y2
στο R. Η 1

1+y2
είναι συνεχής στο R, οπότε η arctan y είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει

arctan′ y = 1
1+y2

.

Προφανώς, arctan 0 = 0 και, επειδή η παράγωγος είναι θετική, η arctan y είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο R. Είναι εύκολο να δούμε ότι η arctan y είναι περιττή στο R. Πράγματι,

arctan(−y) =
∫ −y
0

1
1+s2

ds = −
∫ y
0

1
1+(−s)2 ds = − arctan y
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για κάθε y ∈ R.
Για κάθε y ≥ 1 ισχύει

arctan y =
∫ y
0

1
1+s2

ds =
∫ 1
0

1
1+s2

ds+
∫ y
1

1
1+s2

ds ≤
∫ 1
0 1 ds+

∫ y
1

1
s2
ds = 1 + 1− 1

y ≤ 2.

Άρα η arctan y είναι άνω φραγμένη στο R και, επομένως, το limy→+∞ arctan y υπάρχει και είναι
αριθμός.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.11. Ορίζουμε
π = 2 limy→+∞ arctan y.

Επειδή η arctan y είναι περιττή, είναι

limy→−∞ arctan y = limy→+∞ arctan(−y) = − limy→+∞ arctan y = −π
2 .

Άρα το σύνολο τιμών της arctan y είναι το (−π
2 ,

π
2 ).

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.12. Άρα ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση, την οποία συμβολίζουμε

tan : (−π
2 ,

π
2 ) → R

Η tan : (−π
2 ,

π
2 ) → R είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (−π

2 ,
π
2 ) με σύνολο τιμών το

R. Συνεπάγεται ότι

limx→−π
2
+ tanx = −∞, limx→π

2
− tanx = +∞.

Κατόπιν, έστω k ∈ Z, k ̸= 0. Τότε για κάθε x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ) είναι x− kπ ∈ (−π

2 ,
π
2 ),

οπότε έχει οριστεί η τιμή tan(x−kπ). Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε tanx = tan(x−kπ). Αυτό
σημαίνει ότι η συνάρτηση tanx ορίζεται στο διάστημα (−π

2+kπ,
π
2+kπ) για κάθε k ∈ Z. Καθώς ο

x διατρέχει το (−π
2+kπ,

π
2+kπ), ο x−kπ διατρέχει το (−

π
2 ,

π
2 ) και μπορούμε εύκολα να δούμε ότι

όλες οι ιδιότητες της tanx στο (−π
2 ,

π
2 ) “μεταφέρονται” ως ιδιότητές της στο (−

π
2 +kπ,

π
2 +kπ).

Για παράδειγμα, η tanx είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο (−π
2 +kπ,

π
2 +kπ) με αντίστοιχο

σύνολο τιμών το R :
tan : (−π

2 + kπ, π2 + kπ) → R

Επίσης, είναι limx→(−π
2
+kπ)+ tanx = −∞ και limx→(π

2
+kπ)− tanx = +∞.

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι η tanx ορίζεται στην ένωση
∪

k∈Z(−
π
2 + kπ, π2 + kπ) ή, ισοδύναμα,

στο σύνολο R \ {π
2 + kπ | k ∈ Z} και είναι φανερό από τον ορισμό της ότι η tanx είναι περιοδική

με περίοδο π.
Εφαρμόζοντας τον κανόνα της αντίστροφης συνάρτησης, υπολογίζουμε την παράγωγο της

tanx στο (−π
2 ,

π
2 ). Για κάθε x ∈ (−π

2 ,
π
2 ) και τον αντίστοιχο y = tanx ∈ R είναι

tan′ x = 1
arctan′ y = 1

1/(1+y2)
= 1 + y2 = 1 + (tanx)2 .

Λόγω περιοδικότητας, αυτό ισχύει στο διάστημα (−π
2 + kπ, π2 + kπ) για κάθε k ∈ Z. Δηλαδή,

tan′ x = 1 + (tanx)2, αν x ̸= π
2 + kπ για κάθε k ∈ Z.

ΟΡΙΣΜΟΣ 10.13. Τέλος, ορίζουμε τις συναρτήσεις cos, sin : R → R με τύπους:

cosx =

(−1)k 1√
1+(tanx)2

, αν −π
2 + kπ < x < π

2 + kπ για κάποιον k ∈ Z

0, αν x = π
2 + kπ για κάποιον k ∈ Z

sinx =

(−1)k tanx√
1+(tanx)2

, αν −π
2 + kπ < x < π

2 + kπ για κάποιον k ∈ Z

(−1)k , αν x = π
2 + kπ για κάποιον k ∈ Z
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Είναι, τώρα, πολύ εύκολο να αποδειχθούν όλες οι ιδιότητες των cosx, sinx. Για παράδειγμα,
αμέσως αποδεικνύεται ότι ισχύει (cosx)2 + (sinx)2 = 1 για κάθε x, ότι οι cosx, sinx είναι
παραγωγίσιμες στο διάστημα (−π

2 + kπ, π2 + kπ) για κάθε k ∈ Z και ότι ισχύει cos′ x = − sinx
και sin′ x = cosx σε κάθε τέτοιο διάστημα. Επίσης, μέσω του ορισμού της παραγώγου, βλέπουμε
ότι είναι παραγωγίσιμες και στα σημεία π

2 +kπ για κάθε k ∈ Z και ότι οι σχέσεις cos′ x = − sinx
και sin′ x = cosx ισχύουν και στα σημεία αυτά και, επομένως, ότι ισχύουν σε ολόκληρο το R.
Αφήνουμε στον φιλότιμο και εργατικό αναγνώστη τις λεπτομέρειες.

Ασκήσεις.

10.4.1. Αποδείξτε τις βασικές ιδιότητες των cosx και sinx οι οποίες αναφέρονται στην τελευ-
ταία παράγραφο αυτής της ενότητας, δηλαδή μετά από τον ορισμό των συναρτήσεων αυτών μέσω
ολοκληρώματος.

10.4.2. Υπολογίστε με αναλυτικό τρόπο (δηλαδή, όχι γεωμετρικά) τους τριγωνομετρικούς αριθ-
μούς των π

6 ,
π
4 και π

3 .

10.4.3. Αποδείξτε ότι:
(i) cos y = cosx αν και μόνο αν y = x+ k2π ή y = −x+ k2π για κάποιον k ∈ Z.
(ii) sin y = sinx αν και μόνο αν y = x+ k2π ή y = π − x+ k2π για κάποιον k ∈ Z.
(iii) tan y = tanx αν και μόνο αν y = x+ kπ για κάποιον k ∈ Z.
(iv) cot y = cotx αν και μόνο αν y = x+ kπ για κάποιον k ∈ Z.

10.4.4. Αποδείξτε ότι ισχύει |a cosx+ b sinx| ≤
√
a2 + b2 για κάθε x.

10.4.5. Έστω οποιοιδήποτε a, b όχι και οι δύο ίσοι με 0. Αποδείξτε ότι υπάρχουν αριθμοί p > 0
και q ώστε να ισχύει a cosx+ b sinx = p cos(x− q) για κάθε x.
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Κεφάλαιο 11

Μετρικοί χώροι.

11.1 Μετρικοί χώροι. Παραδείγματα.

Παράδειγμα 11.1.1. Έστω d ∈ N, d ≥ 2. Το καρτεσιανό γινόμενο Rd = R × · · · × R με d
παράγοντες είναι το σύνολο με στοιχεία όλες τις διατεταγμένες d-άδες αριθμών:

Rd = R× · · · × R =
{
(x1, . . . , xd) |x1, . . . , xd ∈ R

}
.

Μέσω κατάλληλης επιλογής ορθογωνίων αξόνων, το R2 αναπαρίσταται γεωμετρικά με το σύνολο
των σημείων ενός οποιουδήποτε επιπέδου και το R3 αναπαρίσταται γεωμετρικά με το σύνολο των
σημείων του χώρου.
Αν d = 1, θεωρούμε R1 = R, οπότε το R1 αναπαρίσταται γεωμετρικά με το σύνολο των σημείων
μιας οποιασδήποτε ευθείας.
Αν x, y είναι οποιαδήποτε στοιχεία του R, η Ευκλείδεια απόστασή τους ως σημεία της ευθείας
είναι ίση με την ποσότητα

|x− y|.

Αν x = (x1, x2), y = (y1, y2) είναι οποιαδήποτε στοιχεία του R2, η Ευκλείδεια απόστασή τους
ως σημεία του επιπέδου είναι ίση με√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

Τέλος, αν x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) είναι οποιαδήποτε στοιχεία του R3, η Ευκλείδεια
απόστασή τους ως σημεία του χώρου είναι ίση με√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

Η Ευκλείδεια απόσταση των x, y είναι ίση με το Ευκλείδειο μήκος του ευθύγραμμου τμήματος
[x, y] που έχει άκρα τα σημεία αυτά, είτε αυτά είναι σημεία της ευθείας είτε είναι σημεία του επι-
πέδου είτε είναι σημεία του χώρου.
Υπάρχουν μερικές απλές ιδιότητες της Ευκλείδειας απόστασης. Πρώτον, η Ευκλείδεια απόσταση
δύο σημείων είναι μη αρνητικός αριθμός. Δεύτερον, η Ευκλείδεια απόσταση δύο σημείων είναι ίση
με 0 αν και μόνο αν τα δύο σημεία ταυτίζονται. Τρίτον, η Ευκλείδεια απόσταση δύο σημείων δε με-
ταβάλλεται αν αλλάξουμε τη σειρά τους. Αυτή η ιδιότητα ονομάζεται συμμετρία της Ευκλείδειας
απόστασης. Τέλος, η Ευκλείδεια απόσταση δύο σημείων δεν είναι μεγαλύτερη από το άθροισμα
των Ευκλείδειων αποστάσεών τους από οποιοδήποτε τρίτο σημείο. Αυτή η σχέση ονομάζεται τρι-
γωνική ανισότητα της Ευκλείδειας απόστασης, διότι, με άλλα λόγια, εκφράζει το γεγονός ότι το
Ευκλείδειο μήκος μιας πλευράς τριγώνου δεν είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα των Ευκλείδειων
μηκών των δύο άλλων πλευρών. Οι αποδείξεις αυτών των ιδιοτήτων στην ευθεία, στο επίπεδο και
στον χώρο είναι ζήτημα απλών πράξεων. Θα αποφύγουμε τις λεπτομέρειες, διότι θα δούμε την
απόδειξη στη γενική περίπτωση του συνόλου Rd.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 11.1. Για κάθε x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd ορίζουμε την Ευκλείδεια νόρμα του x στον
Rd με τον τύπο

∥x∥2 = (x1
2 + · · ·+ xd

2)1/2.

Επίσης, για κάθε x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd ορίζουμε το Ευκλείδειο εσωτερικό
γινόμενο των x, y στον Rd με τον τύπο

⟨x, y⟩ = x1y1 + · · ·+ xdyd.

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΤΟΥ CAUCHY. Για κάθε x, y ∈ Rd ισχύει

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥2∥y∥2.

Απόδειξη. Αν x = (x1, . . . , xd) και y = (y1, . . . , yd), τότε για κάθε t ∈ R ισχύει

∥tx+ y∥22 = (tx1 + y1)
2 + · · ·+ (txd + yd)

2

= t2(x1
2 + · · ·+ xd

2) + 2t(x1y1 + · · ·+ xdyd) + (y1
2 + · · ·+ yd

2)

= t2∥x∥22 + 2t⟨x, y⟩+ ∥y∥22.
(11.1)

Επομένως, ισχύει
t2∥x∥22 + 2t⟨x, y⟩+ ∥y∥22 ≥ 0 (11.2)

για κάθε t ∈ R, οπότε η διακρίνουσα της παράστασης στο αριστερό μέρος της (11.2) είναι ≤ 0.
Δηλαδή, είναι 4⟨x, y⟩2 − 4∥x∥22∥y∥22 ≤ 0 και, επομένως, |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥2∥y∥2.

ΤΡΙΓΩΝΙΚΗ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ. Για κάθε x, y ∈ Rd ισχύει

∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε την (11.1) με t = 1 και έχουμε

∥x+ y∥22 = ∥x∥22 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥22.

Από την ανισότητα του Cauchy συνεπάγεται

∥x+ y∥22 ≤ ∥x∥22 + 2∥x∥2∥y∥2 + ∥y∥22 =
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)2
.

Άρα ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.2. Ορίζουμε την Ευκλείδεια απόσταση ανάμεσα στα x, y ∈ Rd με τον τύπο

d2(x, y) = ∥x− y∥2

Η d2(x, y) = ∥x − y∥2 αποτελεί γενίκευση στις d διαστάσεις της γνωστής Ευκλείδειας από-
στασης στις διαστάσεις 1, 2 και 3 που αναφέραμε στην αρχή αυτής της ενότητας.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.1. Για κάθε x, y, z ∈ Rd ισχύει:
[α] 0 ≤ d2(x, y) < +∞.
[β] d2(x, y) = 0 αν και μόνο αν x = y.
[γ] d2(x, y) = d2(y, x).
[δ] d2(x, y) ≤ d2(x, z) + d2(z, y).

Απόδειξη. Οι [α], [β], [γ] είναι προφανείς.
Η [δ] προκύπτει από την τριγωνική ανισότητα ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2, αντικαθιστώντας το x με
το x− z και το y με το z− y.
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Το [γ] της πρότασης11.1 εκφράζει τη συμμετρία και το [δ] την τριγωνική ανισότητα της Ευκλεί-
δειας απόστασης.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.3. ΕστωX οποιοδήποτε μη-κενό σύνολο. Ονομάζουμε μετρική στοX κάθε συνάρ-
τηση d ορισμένη στο καρτεσιανό γινόμενο X ×X και με πραγματικές τιμές

d : X ×X → R

με τις παρακάτω ιδιότητες:
(i) d(x, y) ≥ 0 για κάθε x, y ∈ X .
(ii) Για κάθε x, y ∈ X ισχύει: d(x, y) = 0 αν και μόνο αν x = y.
(iii) d(x, y) = d(y, x) για κάθε x, y ∈ X .
(iv) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) για κάθε x, y, z ∈ X .
Λέμε ότι το ζευγάρι (X, d) αποτελεί έναν μετρικό χώρο ή ότι “το σύνολο X είναι εφοδιασμένο με
τη μετρική d” ή, απλώς, λέμε “το σύνολοX με τη μετρική d”. Επίσης, την τιμή d(x, y) στο ζευγάρι
(x, y) τήν ονομάζουμε απόσταση των x, y.

Με απλοϊκά λόγια, μετρικός χώρος είναι ένα μη-κενό σύνολοX και ένας συγκεκριμένος τρό-
πος μέτρησης αποστάσεων ανάμεσα στα στοιχεία του. Βέβαια, έχουμε συνηθίσει να μελετάμε τα
σύνολαR,R2 καιR3, για τα οποία έχουμε και την εμπειρική γεωμετρική εποπτεία, και να μετράμε
αποστάσεις στα σύνολα αυτά με τον συγκεκριμένο Ευκλείδιο τρόπο. Όμως, υπάρχουν και άλλοι
τρόποι να μετράμε αποστάσεις και στα σύνολα R, R2 και R3 αλλά και σε πολλά άλλα ενδιαφέ-
ροντα σύνολα. Μια ακόμη παρατήρηση. Μετρικός χώρος είναι δύο πράγματα μαζί: ένα μη-κενό
σύνολο X και μια μετρική d : X × X → R. Τυπικά, δηλαδή, όταν έχουμε ένα σύνολο X δε
μπορούμε να μιλάμε για μετρικό χώρο X παρά μόνον όταν είναι ήδη καθορισμένη και εννοείται
από τα συμφραζόμενα μια συγκεκριμένη μετρική d στο σύνολο X .

Παράδειγμα 11.1.2. Η d2 : Rd × Rd → R που έχουμε ήδη ορίσει με τύπο d2(x, y) = ∥x − y∥2
ονομάζεται Ευκλείδεια μετρική στον Rd. Το περιεχόμενο της πρότασης 11.1 είναι ακριβώς το
ότι η d2 είναι μετρική στον Rd. Ο μετρικός χώρος (Rd, d2) ονομάζεται d-διάστατος Ευκλείδειος
χώρος. Όταν λέμε ο Ευκλείδειος χώρος Rd εννοούμε το Rd εφοδιασμένο με την Ευκλείδεια
μετρική.
Από εδώ και πέρα, όποτε εμφανίζεται τοRd, και ειδικώτερα ταR,R2,R3, θα εννοείται ότι πρόκειται
για τον Ευκλείδειο χώρο Rd, δηλαδή για το Rd εφοδιασμένο με την Ευκλείδεια μετρική. Και όταν
μιλάμε για απόσταση ή νόρμα στο Rd θα εννοούμε την Ευκλείδεια απόσταση ή νόρμα. Αν θελήσουμε
να εφοδιάσουμε το Rd με μια μετρική διαφορετική από την Ευκλείδεια, θα τήν αναφέρουμε ρητά.

Παράδειγμα 11.1.3. Έστω οποιοδήποτε μη-κενό σύνολο X και η συνάρτηση dδ : X × X → R
με τύπο:

dδ(x, y) =

{
0, αν x = y

1, αν x ̸= y

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η dδ έχει τις τέσσερις ιδιότητες μιας μετρικής. Οι (i), (ii), (iii) είναι
προφανείς. Αν dδ(x, y) = 0, η ανισότητα dδ(x, y) ≤ dδ(x, z) + dδ(z, y) ισχύει, διότι dδ(x, z) ≥
0 και dδ(z, y) ≥ 0. Αν dδ(x, y) = 1, τότε x ̸= y, οπότε ένα τουλάχιστον από τα x, y είναι
διαφορετικό από το z και, επομένως, ένας τουλάχιστον από τους dδ(x, z), dδ(z, y) είναι ίσος με 1
(και ο άλλος είναι ≥ 0). Άρα dδ(x, y) = 1 ≤ dδ(x, z) + dδ(z, y).
Η dδ ονομάζεται διακριτή μετρική στο X .

Παράδειγμα 11.1.4. Θεωρούμε οποιοδήποτε μη-κενό σύνολο A και το σύνολο B(A) όλων των
φραγμένων συναρτήσεων f : A→ R. Δηλαδή,

B(A) = {f | η f : A→ R είναι φραγμένη }.
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Έχουμε ήδη ορίσει στον ορισμό 9.2 την ομοιόμορφη απόσταση

∥f − g∥A = sup{|f(x)− g(x)| |x ∈ A}

οποιωνδήποτε συναρτήσεων f, g : A→ R. Αν f, g ∈ B(A), δηλαδή αν οι f, g είναι και φραγμένες
στοA, τότε 0 ≤ ∥f−g∥A < +∞. Πράγματι, αν υπάρχουνM,N ∈ R ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M
και |g(x)| ≤ N για κάθε x ∈ A, τότε ισχύει

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤M +N

για κάθε x ∈ A και, επομένως, ∥f − g∥A ≤M +N < +∞. Άρα ορίζεται η συνάρτηση

dA : B(A)×B(A) → R

με τύπο
dA(f, g) = ∥f − g∥A = sup{|f(x)− g(x)| |x ∈ A}.

Είναι φανερό ότι η dA ικανοποιεί τις τρεις πρώτες ιδιότητες μιας μετρικής στοB(A). Έχουμε ήδη
αποδείξει, ως απλή συνέπεια της πρότασης 9.2, ότι ισχύει

∥f − g∥A ≤ ∥f − h∥A + ∥h− g∥A

για κάθε f, g, h ∈ B(A). Άρα η dA είναι μετρική στο B(A). Η dA ονομάζεται ομοιόμορφη
μετρική στο B(A) ή μετρική της ομοιόμορφης σύγκλισης1 στο A.

Ασκήσεις.

11.1.1. Διατυπώστε με σύμβολα και αποδείξτε αλγεβρικά την τριγωνική ανισότητα της Ευκλεί-
δειας μετρικής στους R, R2, R3.

11.1.2. [α] Για κάθε x, y ∈ R ορίζουμε πέντε συναρτήσεις d με τους τύπους d(x, y) = (x − y)2,
d(x, y) = |x − y|1/2, d(x, y) = |x2 − y2|, d(x, y) = |x − 2y| και d(x, y) = |x−y|

1+|x−y| . Ποιές από
αυτές τις d είναι μετρικές στο R;
[β] Για κάθε x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 ορίζουμε d(x, y) =

(
(x1 − y1)

2 + 4(x2 − y2)
2
)1/2.

Είναι η d μετρική στο R2;
[γ] Ορίζουμε d(x, y) = |x1 − y1| για κάθε x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3. Είναι η d
μετρική στο R3;

11.1.3. Για κάθε x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd ορίζουμε την p-νόρμα του x στον Rd με τον τύπο

∥x∥p =

{
(|x1|p + · · ·+ |xd|p)1/p, αν 1 ≤ p < +∞
max{|x1|, . . . , |xd|}, αν p = +∞

Παρατηρήστε ότι η 2-νόρμα ταυτίζεται με την Ευκλείδεια νόρμα.
Αν 1 < p, q < +∞ και 1

p + 1
q = 1, αποδείξτε ότι ισχύει2 |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥p∥y∥q για κάθε x, y ∈ Rd.

Αποδείξτε ότι το ίδιο ισχύει για τα ζεύγη p = 1, q = +∞ και p = +∞, q = 1.
Αποδείξτε ότι η p-νόρμα ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα.3

Ορίζουμε την dp : Rd × Rd → R με τύπο dp(x, y) = ∥x − y∥p για κάθε x, y ∈ Rd. Αποδείξτε
ότι η dp είναι μετρική στον Rd. Η dp ονομάζεται p-μετρική και η απόσταση dp(x, y) ονομάζεται
p-απόσταση των x, y.
Πώς μεταβάλλεται η p-νόρμα ενός (σταθερού) x ∈ Rd καθώς το p αυξάνεται στο [1,+∞]; Πώς
μεταβάλλεται η p-απόσταση ανάμεσα σε δύο (σταθερά) x, y ∈ Rd καθώς το p αυξάνεται στο
[1,+∞];

1Ο όρος θα αιτιολογηθεί στο παράδειγμα 11.4.3.
2Δείτε την ανισότητα του Hölder στις ασκήσεις 5.4.22 και 5.5.39.
3Δείτε την ανισότητα του Minkowski στην άσκηση 5.4.22.
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11.1.4. Θεωρούμε το σύνολο C([a, b]) όλων των συνεχών συναρτήσεων f : [a, b] → R. Δηλαδή,

C([a.b]) = {f | η f : [a, b] → R είναι συνεχής }.

Για κάθε f ∈ C([a, b]) ορίζουμε την p-νόρμα της f στον C([a, b]) με τον τύπο

∥f∥p =

{( ∫ b
a |f(x)|p dx

)1/p
, αν 1 ≤ p < +∞

max{|f(x)| |x ∈ [a, b]}, αν p = +∞

Παρατηρήστε ότι ∥f∥∞ = ∥f∥[a,b].
Επίσης, για κάθε f, g ∈ C([a, b]) ορίζουμε

⟨f, g⟩ =
∫ b
a f(x)g(x) dx.

Αν 1 < p, q < +∞ και 1
p + 1

q = 1, αποδείξτε ότι ισχύει4 |⟨f, g⟩| ≤ ∥f∥p∥g∥q για κάθε f, g ∈
C([a, b]). Αποδείξτε ότι το ίδιο ισχύει για τα ζεύγη p = 1, q = +∞ και p = +∞, q = 1.
Αποδείξτε ότι η p-νόρμα ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα.5

Ορίζουμε την dp : C([a, b])×C([a, b]) → R με τύπο dp(f, g) = ∥f−g∥p για κάθε f, g ∈ C([a, b]).
Αποδείξτε ότι η dp είναι μετρική στον C([a, b]). Η dp ονομάζεται p-μετρική και η απόσταση
dp(f, g) ονομάζεται p-απόσταση των f, g.

11.1.5. Έστω 1 ≤ p < +∞. Θεωρούμε το σύνολο lp όλων των ακολουθιών x = (xn) με την
ιδιότητα

∑+∞
n=1 |xn|p < +∞. Δηλαδή,

lp = {(xn) |
∑+∞

n=1 |xn|p < +∞}.

Αν p = +∞, θεωρούμε το σύνολο l∞ όλων των φραγμένων ακολουθιών x = (xn), δηλαδή αυτών
με την ιδιότητα sup{|xn| |n ∈ N} < +∞. Δηλαδή,

l∞ = {(xn) | sup{|xn| |n ∈ N} < +∞}.

Για κάθε x = (xn) ∈ lp ορίζουμε την p-νόρμα της x στον lp με τον τύπο

∥x∥p =

{(∑+∞
n=1 |xn|p

)1/p
, αν 1 ≤ p < +∞

sup{|xn| |n ∈ N}, αν p = +∞

Αν 1 < p, q < +∞ και 1
p + 1

q = 1 καθώς και για τα ζεύγη p = 1, q = +∞ και p = +∞, q = 1

ορίζουμε6

⟨x, y⟩ =
∑+∞

n=1 xnyn

για κάθε x = (xn) ∈ lp και κάθε y = (yn) ∈ lq. Αποδείξτε ότι η σειρά η οποία ορίζει το ⟨x, y⟩
συγκλίνει και ότι ισχύει |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥p∥y∥q για κάθε x ∈ lp και κάθε y ∈ lq.
Αποδείξτε ότι η p-νόρμα ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα.7

Ορίζουμε την dp : lp × lp → R με τύπο dp(x, y) = ∥x − y∥p για κάθε x, y ∈ lp. Αποδείξτε
ότι η dp είναι μετρική στον lp. Η dp ονομάζεται p-μετρική και η απόσταση dp(x, y) ονομάζεται
p-απόσταση των x, y.

11.1.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόW ⊆ X . Θεωρούμε τον περιορισμό της συνάρ-
τησης d : X ×X → R στοW ×W . Δηλαδή, για κάθε x, y ∈W η τιμή d(x, y) του περιορισμού
d :W ×W → R είναι ίδια με την τιμή d(x, y) της d : X ×X → R.
Αποδείξτε ότι η d :W ×W → R είναι μετρική στοW .
Η μετρική d :W ×W → R ονομάζεται μετρική υπόχωρου στοW και ο μετρικός χώρος (W,d)
ονομάζεται μετρικός υπόχωρος του (X, d).

4Δείτε την ανισότητα του Hölder στην άσκηση 6.4.18.
5Δείτε την ανισότητα του Minkowski στην άσκηση 6.4.18.
6Δείτε την ανισότητα του Hölder στην άσκηση 6.4.18.
7Δείτε την ανισότητα του Minkowski στην άσκηση 8.3.23.
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11.2 Περιοχές, ανοικτά σύνολα, κλειστά σύνολα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.4. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος. Αν x ∈ X και r > 0, ονομάζουμε r-περιοχή
του x ή περιοχή κέντρου x και ακτίνας r και συμβολίζουμε Nx(r) το σύνολο

Nx(r) = {y ∈ X | d(y, x) < r}.

Η αντίστοιχη κλειστή περιοχή είναι το σύνολο

Nx(r) = {y ∈ X | d(y, x) ≤ r}.

Είναι προφανές ότι κάθε r-περιοχή περιέχει τουλάχιστον το κέντρο της.

Παράδειγμα 11.2.1. ΣτοR οι περιοχές είναι γνωστά σύνολα. Πράγματι, για κάθε x ∈ R και r > 0,
το Nx(r) είναι το σύνολο όλων των σημείων της ευθείας των οποίων η απόσταση από το x είναι
μικρότερη από r, δηλαδή το ανοικτό διάστημα (x− r, x+ r). Ομοίως, ηNx(r) είναι το διάστημα
[x− r, x+ r].
Στο R2 η περιοχή κέντρου x ∈ R2 και ακτίνας r > 0 είναι το σύνολο όλων των σημείων του
επιπέδου των οποίων η απόσταση από το x είναι μικρότερη από r, δηλαδή ο δίσκος με κέντρο x
και ακτίνα r χωρίς τη συνοριακή περιφέρειά του. Η αντίστοιχη κλειστή περιοχή είναι ο δίσκος με
κέντρο x και ακτίνα r μαζί με τη συνοριακή περιφέρειά του.
ΣτοR3 η περιοχή κέντρου x ∈ R3 και ακτίνας r > 0 είναι το σύνολο όλων των σημείων του χώρου
των οποίων η απόσταση από το x είναι μικρότερη από r, δηλαδή η μπάλα με κέντρο x και ακτίνα
r χωρίς τη συνοριακή επιφάνειά της. Η αντίστοιχη κλειστή περιοχή είναι η μπάλα με κέντρο x και
ακτίνα r μαζί με τη συνοριακή επιφάνειά της.
Είναι φανερό ότι από τα παραδείγματα του δίσκου και της μπάλας στα R2 και R3, αντιστοίχως,
προέρχονται οι όροι κέντρο και ακτίνα στη γενική περίπτωση των περιοχών σε μετρικούς χώρους.
Μάλιστα, και στην περίπτωση του γενικού Rd χρησιμοποιούμε τον όρο (d-διάστατη) μπάλα κέ-
ντρου x και ακτίνας r για την περιοχή Nx(r).

Παράδειγμα 11.2.2. Έστω μη-κενό σύνολο X με τη διακριτή μετρική dδ. Οι μόνες τιμές της dδ
είναι 0 και 1. Άρα για κάθε x ∈ X είναι Nx(r) = {x}, αν 0 < r ≤ 1, και Nx(r) = X , αν r > 1.
Επίσης, είναι Nx(r) = {x}, αν 0 < r < 1, και Nx(r) = X , αν r ≥ 1.

Το επόμενο λήμμα περιγράφει μια πολύ χαρακτηριστική ιδιότητα των περιοχών ενός μετρικού
χώρου.

ΛΗΜΜΑ 11.1. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και δύο διαφορετικά σημεία τουX . Τότε υπάρχει
μια περιοχή του ενός σημείου και μια περιοχή του άλλου σημείου (και, μάλιστα, με την ίδια ακτίνα
και οι δύο περιοχές) οι οποίες είναι ξένες.

Απόδειξη. Έστω x, y ∈ X και x ̸= y. Τότε d(x, y) > 0 και θεωρούμε τον αριθμό

r = 1
2 d(x, y) > 0.

Θα αποδείξουμε ότι
Nx(r) ∩Ny(r) = ∅.

Έστω (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι z ∈ Nx(r) ∩ Ny(r). Τότε d(z, x) < r και d(z, y) < r
και, επομένως,

2r = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) = d(z, x) + d(z, y) < r + r = 2r,

οπότε καταλήγουμε σε άτοπο.

Όταν A ⊆ X , το συμπλήρωμα του A σε σχέση με το X θα το συμβολίζουμε X \ A ή Ac. Το
σύμβολο Ac είναι απλούστερο, αλλά θα χρησιμοποιούμε το X \ A όταν πρέπει να δηλωθεί ποιό
(ανάμεσα σε άλλα) είναι το σύνολο X σε σχέση με το οποίο θεωρούμε το συμπλήρωμα του A.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 11.5. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος, A ⊆ X και x ∈ X .
Το x χαρακτηρίζεται εσωτερικό σημείο του A αν υπάρχει r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ A.
Το x χαρακτηρίζεται εξωτερικό σημείο του A αν υπάρχει r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ Ac.
Το x χαρακτηρίζεται συνοριακό σημείο του A αν για κάθε r > 0 ισχύει Nx(r) ∩ A ̸= ∅ και
Nx(r) ∩Ac ̸= ∅.
Το x χαρακτηρίζεται οριακό σημείο του A αν για κάθε r > 0 ισχύει Nx(r) ∩A ̸= ∅.
Το x χαρακτηρίζεται σημείο συσσώρευσης τουA αν για κάθε r > 0 ισχύει (Nx(r)\{x})∩A ̸= ∅.

Από τον ορισμό, τα εξής 1 - 7 πρέπει να είναι απολύτως σαφή.
1. Τα εσωτερικά σημεία του A ανήκουν στο A και τα εξωτερικά σημεία του A ανήκουν στο Ac.
2. Τα συνοριακά σημεία του A δεν είναι ούτε εσωτερικά ούτε εξωτερικά σημεία του A και, επίσης,
κάθε σημείο του X ανήκει σε μία από τις τρεις κατηγορίες σημείων: εσωτερικό σημείο, εξωτερικό
σημείο, συνοριακό σημείο του A. Άρα το X χωρίζεται σε τρία ξένα μεταξύ τους σύνολα: τα σύνολα
των εσωτερικών, των εξωτερικών και των συνοριακών σημείων του A.
3. Τα εξωτερικά σημεία του A είναι τα ίδια με τα εσωτερικά σημεία του Ac. Τα εσωτερικά σημεία
του A είναι τα ίδια με τα εξωτερικά σημεία του Ac. Τα συνοριακά σημεία του A είναι τα ίδια με τα
συνοριακά σημεία του Ac.
4. Αφού τα εσωτερικά σημεία τουA ανήκουν στοA και τα εξωτερικά σημεία τουA ανήκουν στοAc,
απομένει να δούμε που ανήκουν τα συνοριακά σημεία του A. Αυτό εξαρτάται από το συγκεκριμένο
κάθε φοράA: κάποια από τα συνοριακά σημεία (μπορεί όλα, μπορεί μερικά, μπορεί κανένα) ανήκουν
στο A και τα υπόλοιπα (μπορεί κανένα, μπορεί μερικά, μπορεί όλα) ανήκουν στο Ac.
5. Τα οριακά σημεία του A είναι τα εσωτερικά και τα συνοριακά σημεία του A. Κανένα εξωτερικό
σημείο του A δεν είναι οριακό σημείο του A.
6. Ένα σημείο συσσώρευσης του A είναι οριακό σημείο του A και ένα οριακό σημείο του A που δεν
ανήκει στο A είναι σημείο συσσώρευσης του A.
7. Το x είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνο αν είναι οριακό σημείο του A \ {x}. Αυτό
οφείλεται στο ότι (Nx(r) \ {x}) ∩A = Nx(r) ∩ (A \ {x}).

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.6. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και A ⊆ X . Ορίζουμε

A◦ = {x ∈ X |x εσωτερικό σημείο του A}, ∂A = {x ∈ X |x συνοριακό σημείο του A},

A = {x ∈ X |x οριακό σημείο του A}, A′ = {x ∈ X |x σημείο συσσώρευσης του A}.
Το A◦ ονομάζεται εσωτερικό του A, το ∂A ονομάζεται σύνορο του A, το A ονομάζεται κλειστό-
τητα του A και το A′ ονομάζεται παράγωγο σύνολο του A.

Παράδειγμα 11.2.3. Θεωρούμε τοR και θα εξετάσουμε διάφορα χαρακτηριστικά υποσύνολά του.
Αν A είναι οποιοδήποτε από τα (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], τότε A◦ = (a, b), ∂A = {a, b} και
A = A′ = [a, b].
Αν A είναι το [a,+∞) ή το (a,+∞), τότε A◦ = (a,+∞), ∂A = {a} και A = A′ = [a,+∞).
Αν A είναι το (−∞, b] ή το (−∞, b), τότε A◦ = (−∞, b), ∂A = {b} και A = A′ = (−∞, b].
Αν A = {a}, τότε A◦ = ∅, ∂A = {a}, A = {a} και A′ = ∅.
Αν A = (a, b) ∪ (b, c), τότε A◦ = (a, b) ∪ (b, c), ∂A = {a, b, c} και A = A′ = [a, c].
Αν A = {a} ∪ (b, c), όπου a < b < c, τότε A◦ = (b, c), ∂A = {a, b, c}, A = {a} ∪ [b, c] και
A′ = [b, c].
ΤοQ δεν περιέχει κανένα ανοικτό διάστημα, αφού σε κάθε ανοικτό διάστημα υπάρχει τουλάχιστον
ένας άρρητος. Δηλαδή, το Q δεν περιέχει καμία περιοχή κανενός σημείου και, επομένως, δεν έχει
κανένα εσωτερικό σημείο. Άρα Q◦ = ∅. Από την άλλη μεριά, το Q τέμνει και μάλιστα σε άπειρα
σημεία κάθε περιοχή καθενός σημείου, οπότε κάθε σημείο είναι σημείο συσσώρευσης του Q και,
επομένως, Q = Q′ = R. Τέλος, κάθε περιοχή καθενός σημείου τέμνει το Q αλλά και το Qc.
Δηλαδή, κάθε σημείο είναι συνοριακό σημείο του Q, οπότε ∂Q = R.
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι (Qc)◦ = ∅, Qc = (Qc)′ = R και ∂(Qc) = R.
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Παράδειγμα 11.2.4. Έστω a ∈ Rd, a ̸= 0 και a ∈ R. Το υποσύνολο

Γ = {x ∈ Rd | ⟨x, a⟩ = a}

του Rd ονομάζεται υπερεπίπεδο του Rd. Στην περίπτωση d = 1 το υποσύνολο αυτό του R είναι
μονοσύνολο, στην περίπτωση d = 2 είναι μια ευθεία στον R2 και στην περίπτωση d = 3 είναι ένα
επίπεδο στον R3. Η εξίσωση

⟨x, a⟩ = x1a1 + · · ·+ xdad = a

ονομάζεται εξίσωση του υπερεπιπέδου Γ. Τα σύνολα

A1 = {x ∈ Rd | ⟨x, a⟩ > a}, A2 = {x ∈ Rd | ⟨x, a⟩ < a}

ονομάζονται ανοικτοί ημιχώροι του Rd με συνοριακό υπερεπίπεδο το Γ. Τα

A1 ∪ Γ = {x ∈ Rd | ⟨x, a⟩ ≥ a}, A2 ∪ Γ = {x ∈ Rd | ⟨x, a⟩ ≤ a}

ονομάζονται κλειστοί ημιχώροι του Rd με συνοριακό υπερεπίπεδο το Γ.
Έστω οποιοδήποτε x ∈ A1, οπότε ⟨x, a⟩ > a. Θέτουμε

κ = ⟨x, a⟩ − a > 0 και r = κ
∥a∥2 > 0.

Τότε για κάθε y ∈ Nx(r) ισχύει ∥y− x∥2 < r, οπότε

|⟨y− x, a⟩| ≤ ∥y− x∥2∥a∥2 < r∥a∥2 = κ

και, επομένως,
⟨y, a⟩ = ⟨y− x, a⟩+ ⟨x, a⟩ > −κ+ ⟨x, a⟩ = a.

Άρα για κάθε y ∈ Nx(r) ισχύει y ∈ A1 που σημαίνει ότι Nx(r) ⊆ A1. Δηλαδή κάθε σημείο του
A1 είναι εσωτερικό σημείο του A1.
Ομοίως, αποδεικνύεται ότι κάθε σημείο του A2 είναι εσωτερικό σημείο του A2. (Εξ άλλου, το
σύνολοA2 είναι του ίδιου τύπου με τοA1 και αυτό φαίνεται αν θεωρήσουμε το−a στη θέση του a
και το−a στη θέση του a, οπότε η ανισότητα ⟨x, a⟩ < a που καθορίζει τοA2 γράφεται ισοδύναμα
⟨x,−a⟩ > −a.) Επομένως, κάθε σημείο του A2 είναι εξωτερικό σημείο του A1.
Τέλος, μπορούμε να δούμε ότι κάθε σημείο του Γ είναι συνοριακό σημείο του A1 και του A2.
Πράγματι, αν x ∈ Γ, τότε ⟨x, a⟩ = a και αν πάρουμε οποιοδήποτε r > 0 και θεωρήσουμε τα δύο
σημεία x± r

2∥a∥2 a, τότε το ένα από αυτά ανήκει στοNx(r)∩A1 και το άλλο στοNx(r)∩A2. Για
παράδειγμα, για το x+ r

2∥a∥2 a έχουμε∥∥(x+ r
2∥a∥2 a

)
− x

∥∥
2
= r

2∥a∥2 ∥a∥2 < r,
⟨
x+ r

2∥a∥2 a, a
⟩
= ⟨x, a⟩+ r

2∥a∥2 ⟨a, a⟩ = a+ r
2∥a∥2 > a,

οπότε το σημείο αυτό ανήκει στο Nx(r) ∩ A1. Ομοίως, το x − r
2∥a∥2 a ανήκει στο Nx(r) ∩ A2.

Δηλαδή, για κάθε r > 0 ισχύει Nx(r) ∩A1 ̸= ∅ και Nx(r) ∩A2 ̸= ∅.
Από τα προηγούμενα συμπεραίνουμε εύκολα ότι A1

◦ = A1, ∂A1 = Γ και A1 = A1 ∪ Γ.
Ακόμη, (A1 ∪ Γ)◦ = A1, ∂(A1 ∪ Γ) = Γ και A1 ∪ Γ = A1 ∪ Γ.
Τα ανάλογα ισχύουν για τους ημιχώρους A2 και A2 ∪ Γ.
Τέλος, για το υπερεπίπεδο Γ είναι Γ◦ = ∅, ∂Γ = Γ και Γ = Γ.

Παράδειγμα 11.2.5. Τώρα θεωρούμε το R2 και μια απλή σχετικά καμπύλη Γ στο επίπεδο η οποία
χωρίζει το επίπεδο σε τρία υποσύνολα: το σύνολο A1 των σημείων που βρίσκονται στη μία με-
ριά της Γ, το σύνολο A2 των σημείων που βρίσκονται στην άλλη μεριά της Γ και το σύνολο των
σημείων της Γ. Η Γ θα μπορούσε να είναι ένας κύκλος ή μια έλλειψη ή μια ευθεία (όπως στο
παράδειγμα 11.2.4) ή μια κλειστή τεθλασμένη γραμμή (η περιφέρεια ενός τετραγώνου ή ενός πα-
ραλληλογράμμου, για παράδειγμα).
Έστω ότι το A είναι το A1 μαζί με μερικά από τα σημεία της Γ. Τότε A◦ = A1, A = A1 ∪ Γ και
∂A = Γ.
Έστω ότι A = Γ. Τότε A◦ = ∅, A = Γ και ∂A = Γ.
Λίγο πιο γενικά, αν το A είναι ένα υποσύνολο της Γ, τότε A◦ = ∅.
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Παράδειγμα 11.2.6. Έστω ότι έχουμε μια απλή σχετικά επιφάνεια Γ στο R3 η οποία χωρίζει τον
χώρο σε τρία υποσύνολα: το σύνολο A1 των σημείων που βρίσκονται στη μια μεριά της Γ, το
σύνολοA2 των σημείων που βρίσκονται στην άλλη μεριά της Γ και το σύνολο των σημείων της Γ.
Παραδείγματα τέτοιωνΓ είναι ένα επίπεδο (όπως στο παράδειγμα 11.2.4), μια σφαιρική επιφάνεια,
η επιφάνεια ενός παραλληλεπιπέδου.
Αν ως A θεωρήσουμε το A1 μαζί με κάποια από τα σημεία της Γ, τότε A◦ = A1, A = A1 ∪ Γ και
∂A = Γ.
Επίσης, αν A = Γ, τότε A◦ = ∅, A = Γ και ∂A = Γ.
Αν το A είναι υποσύνολο της Γ, τότε A◦ = ∅.
Παράδειγμα 11.2.7. Έστω μη-κενό X με τη διακριτή μετρική dδ και οποιοδήποτε A ⊆ X . Αν
x ∈ A, τότε Nx(1) = {x} ⊆ A. Άρα κάθε x ∈ A είναι εσωτερικό σημείο του A. Για τον ίδιο
λόγο, κάθε x ∈ Ac είναι εξωτερικό σημείο του A. Επομένως, κανένα x ∈ X δεν είναι συνοριακό
σημείο του A. Τέλος, κανένα x δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A, διότι Nx(1) \ {x} = ∅,
οπότε το Nx(1) \ {x} δεν περιέχει κανένα σημείο του A. Συμπεραίνουμε ότι για κάθε A ⊆ X
είναι A◦ = A = A και A′ = ∂A = ∅.
ΠΡΟΤΑΣΗ 11.2. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και A ⊆ X . Τότε
[α] ∂A = ∂(Ac).
[β] A◦ = A \ ∂A.
[γ] A = A ∪ ∂A.
[δ] A = A ∪A′.
[ε] (A)c = (Ac)◦.

Απόδειξη. [α] Τα συνοριακά σημεία του A είναι τα ίδια με τα συνοριακά σημεία του Ac.
[β] Αν το x ∈ X είναι εσωτερικό σημείο τουA, τότε ανήκει στοA και δεν είναι συνοριακό σημείο
του A. Άρα A◦ ⊆ A \ ∂A. Αντιστρόφως, αν το x ανήκει στο A και δεν είναι συνοριακό σημείο
του A, τότε είναι εσωτερικό σημείο του A. Άρα A \ ∂A ⊆ A◦.
[γ] Αν το x ∈ X είναι οριακό σημείο τουA, τότε είναι είτε εσωτερικό σημείο τουA (οπότε ανήκει
στο A) είτε συνοριακό σημείο του A. Άρα A ⊆ A ∪ ∂A. Αντιστρόφως, αν το x ανήκει στο A ή
είναι συνοριακό σημείο τουA, τότε είναι είτε εσωτερικό σημείο τουA είτε συνοριακό σημείο του
A, οπότε είναι οριακό σημείο του A. Άρα A ∪ ∂A ⊆ A.
[δ] Αν το x ∈ X είναι οριακό σημείο του A, τότε είτε ανήκει στο A είτε δεν ανήκει στο A και, σ’
αυτήν την δεύτερη περίπτωση, είναι σημείο συσσώρευσης τουA. ΆραA ⊆ A∪A′. Αντιστρόφως,
αν το x ανήκει στο A ή είναι σημείο συσσώρευσης του A, τότε και στις δύο περιπτώσεις είναι
οριακό σημείο του A. Άρα A ∪A′ ⊆ A.
[ε] Το x ∈ X δεν είναι οριακό σημείο του A αν και μόνο αν είναι εξωτερικό σημείο του A αν και
μόνο αν είναι εσωτερικό σημείο του Ac.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.7. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και A ⊆ X .
Το A χαρακτηρίζεται ανοικτό αν αποτελείται μόνο από τα εσωτερικά του σημεία.
Το A χαρακτηρίζεται κλειστό αν περιέχει όλα τα οριακά του σημεία.

Παράδειγμα 11.2.8. Θεωρούμε το R και τα διαστήματα κάθε τύπου: (a, b), [a, b], [a, b), (a, b],
(a,+∞), [a,+∞), (−∞, b), (−∞, b], (−∞,+∞).
Από αυτά τα υποσύνολα τουR εκείνα που είναι ανοικτά σύνολα είναι τα: (a, b), (a,+∞), (−∞, b),
(−∞,+∞). Ενώ εκείνα που είναι κλειστά είναι τα: [a, b], [a,+∞), (−∞, b], (−∞,+∞). Έτσι
δικαιολογείται ο όρος “ανοικτό διάστημα” που χρησιμοποιούμε για τα πρώτα και ο όρος “κλειστό
διάστημα” που χρησιμοποιούμε για τα δεύτερα διαστήματα.
Τα διαστήματα [a, b), (a, b] δεν είναι ούτε ανοικτά ούτε κλειστά σύνολα. Άρα δεν πρέπει να μείνει
η εντύπωση ότι κάθε υποσύνολο ενός μετρικού χώρου οφείλει να είναι είτε ανοικτό είτε κλει-
στό υποσύνολό του. Δηλαδή, δεν ισχύει ότι η έννοια του ανοικτού υποσυνόλου είναι η άρνηση της
έννοιας του κλειστού υποσυνόλου.
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Παράδειγμα 11.2.9. Στο παράδειγμα 11.2.4 οι δύο ανοικτοί ημιχώροι A1 και A2 είναι ανοικτά
υποσύνολα του Rd και οι κλειστοί ημιχώροι A1 ∪Γ και A2 ∪Γ καθώς και το υπερεπίπεδο Γ είναι
κλειστά υποσύνολα του Rd.

Παράδειγμα 11.2.10. Στο παράδειγμα 11.2.5 τα σύνολα A1 και A2 είναι ανοικτά και τα σύνολα
A1 ∪ Γ, A2 ∪ Γ και Γ είναι κλειστά.

Παράδειγμα 11.2.11. Στο παράδειγμα 11.2.6 τα σύνολα A1 και A2 είναι ανοικτά και τα σύνολα
A1 ∪ Γ, A2 ∪ Γ και Γ είναι κλειστά.

Παράδειγμα 11.2.12. Έστω μη-κενό X με τη διακριτή μετρική dδ. Σύμφωνα με το παράδειγμα
11.2.7, κάθε A ⊆ X είναι ανοικτό και κλειστό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.3. Έστω μετρικός χώρος (X, d).
[α] Το X και το ∅ είναι ανοικτά.
[β] Το X και το ∅ είναι κλειστά.
[γ] Κάθε r-περιοχή είναι ανοικτή.
[δ] Κάθε κλειστή r-περιοχή είναι κλειστή.
[ε] Κάθε πεπερασμένο υποσύνολο του X είναι κλειστό.

Απόδειξη. [α] Για κάθε x ∈ X και για κάθε r > 0 είναι Nx(r) ⊆ X . Άρα κάθε x ∈ X είναι
εσωτερικό σημείο του X , οπότε το X είναι ανοικτό.
Αν το ∅ δεν ήταν ανοικτό, θα υπήρχε x ∈ ∅ το οποίο δεν θα ήταν εσωτερικό σημείο του ∅. Αυτό,
όμως, είναι αδύνατο διότι δεν υπάρχει κανένα x ∈ ∅. Άρα το ∅ είναι ανοικτό.
[β] ΤοX περιέχει όλα τα οριακά του σημεία, αφού, απλούστατα, περιέχει όλα τα σημεία του. Άρα
το X είναι κλειστό.
Αν κάποιο x ∈ X ήταν οριακό σημείο του ∅, για κάθε r > 0 θα ίσχυε Nx(r) ∩ ∅ ̸= ∅, το οποίο
είναι αδύνατο. Άρα κανένα x ∈ X δεν είναι οριακό σημείο του ∅. Επομένως, δεν υπάρχει κάποιο
οριακό σημείο του ∅ το οποίο να μην περιέχεται στο ∅. Επομένως, το ∅ περιέχει όλα τα οριακά του
σημεία και άρα είναι κλειστό.
[γ] Έστω x ∈ X και r > 0. Έστω y ∈ Nx(r). Θα αποδείξουμε την ύπαρξη κάποιου s > 0 ώστε
Ny(s) ⊆ Nx(r).
Επειδή y ∈ Nx(r), είναι d(y, x) < r και θεωρούμε τον

s = r − d(y, x) > 0.

Αν w ∈ Ny(s), τότε d(w, y) < s, οπότε

d(w, x) ≤ d(w, y) + d(y, x) < s+ d(y, x) = r

και, επομένως, w ∈ Nx(r). Άρα Ny(s) ⊆ Nx(r).
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε y ∈ Nx(r) υπάρχει περιοχή του y η οποία περιέχεται στοNx(r).
Άρα κάθε y ∈ Nx(r) είναι εσωτερικό σημείο της Nx(r), οπότε η Nx(r) είναι ανοικτή.
[δ] Έστω x ∈ X και r > 0 και έστω y οριακό σημείο της Nx(r).
Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0 και έχουμε ότι υπάρχει z ∈ Nx(r) ∩Ny(ϵ). Τότε

d(y, x) ≤ d(y, z) + d(z, x) < ϵ+ r

και, επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται d(y, x) ≤ r ή, ισοδύναμα, y ∈ Nx(r).
Άρα η Nx(r) περιέχει κάθε οριακό σημείο της, οπότε είναι κλειστή.
[ε] Έστω A = {x1, . . . , xn} ⊆ X . Έστω x ∈ Ac, οπότε d(x, x1) > 0, . . . , d(x, xn) > 0.
Θεωρούμε τον

r = min{d(x, x1), . . . , d(x, xn)} > 0.

Κανένα από τα x1, . . . , xn δεν ανήκει στηνNx(r) και, επομένως,Nx(r) ⊆ Ac. Άρα κάθε x ∈ Ac

είναι εξωτερικό σημείο του A. Επομένως, το A περιέχει όλα τα οριακά του σημεία και άρα είναι
κλειστό.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 11.4. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και A ⊆ X .
[α] Το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν A ∩ ∂A = ∅.
[β] Το A είναι κλειστό αν και μόνο αν ∂A ⊆ A.

Απόδειξη. [α] Κάθε σύνολο A περιέχει τα εσωτερικά του σημεία και πιθανόν κάποια από τα συ-
νοριακά του σημεία. Άρα το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν δεν περιέχει κανένα συνοριακό του
σημείο.
[β] Τα οριακά σημεία του A είναι τα εσωτερικά του σημεία, τα οποία ούτως ή άλλως περιέχονται
στο A, και τα συνοριακά του σημεία. Άρα το A είναι κλειστό αν και μόνο αν περιέχει όλα τα
συνοριακά του σημεία.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.5. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και A ⊆ X . Το A είναι κλειστό αν και μόνο
αν το Ac είναι ανοικτό.

Απόδειξη. Έχουμε τις εξής διαδοχικές ισοδυναμίες. “Το A είναι κλειστό” αν και μόνο αν “το A
περιέχει όλα τα οριακά σημεία του A” αν και μόνο αν “το Ac δεν περιέχει κανένα οριακό σημείο
του A” αν και μόνο αν “το Ac περιέχει μόνο εξωτερικά σημεία του A” αν και μόνο αν “το Ac

περιέχει μόνο εσωτερικά σημεία του Ac” αν και μόνο αν “το Ac είναι ανοικτό”.

Το συμπλήρωμα του συμπληρώματος ενός συνόλου είναι το ίδιο το σύνολο, οπότε:
Το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν το Ac είναι κλειστό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.6. Έστω (X, d) ένας μετρικός χώρος και A ⊆ X .
[α] Το A είναι το μικρότερο κλειστό σύνολο το οποίο περιέχει το A.
[β] Το A◦ είναι το μεγαλύτερο ανοικτό σύνολο το οποίο περιέχεται στο A.
[γ] Το A είναι κλειστό αν και μόνο αν A = A.
[δ] Το A είναι ανοικτό αν και μόνο αν A◦ = A.

Απόδειξη. [α] Πρώτον, είναι ήδη σαφές ότι A ⊆ A.
Κατόπιν, θα δούμε ότι το A είναι κλειστό.
Έστω x τυχόν οριακό σημείο του A και έστω τυχόν r > 0. Επειδή το x είναι οριακό σημείο του
A, υπάρχει τουλάχιστον ένα y ∈ A μέσα στην περιοχήNx(r). Και, επειδή ηNx(r) είναι ανοικτή,
υπάρχει s > 0 ώστε Ny(s) ⊆ Nx(r). Τώρα, επειδή το y είναι οριακό σημείο του A, υπάρχει
τουλάχιστον έναw ∈ A μέσα στην περιοχήNy(s) και, επομένως, μέσα στηνNx(r). Άρα για κάθε
r > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένα w ∈ A μέσα στην περιοχή Nx(r). Άρα το x είναι οριακό σημείο
του A, δηλαδή x ∈ A.
Αποδείξαμε ότι το τυχόν οριακό σημείο του A ανήκει στο A, οπότε το A είναι κλειστό.
Τέλος, θα δούμε ότι το A είναι το μικρότερο κλειστό υπερσύνολο του A.
Έστω κλειστό B με A ⊆ B.
Έστω τυχόν x ∈ A, δηλαδή οριακό σημείο του A. Τότε για κάθε r > 0 ισχύει Nx(r) ∩ A ̸= ∅,
οπότε, επειδή A ⊆ B, ισχύει Nx(r) ∩B ̸= ∅. Άρα το x είναι οριακό σημείο του B και, επειδή το
B είναι κλειστό, συνεπάγεται x ∈ B.
Αποδείξαμε ότι για κάθε x ∈ A ισχύει x ∈ B, οπότε A ⊆ B.
[β] Πρώτον, είναι προφανές ότι A◦ ⊆ A.
Τώρα θα δούμε ότι το A◦ είναι ανοικτό.
Έστω x ∈ A◦, δηλαδή εσωτερικό σημείο του A. Τότε υπάρχει r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ A. Για κάθε
y ∈ Nx(r) υπάρχει s > 0 ώστε Ny(s) ⊆ Nx(r) και, επομένως, Ny(s) ⊆ A και, επομένως, το
y είναι εσωτερικό σημείο του A. Αποδείξαμε ότι κάθε y ∈ Nx(r) είναι εσωτερικό σημείο του A,
δηλαδή y ∈ A◦. Άρα Nx(r) ⊆ A◦, οπότε το x είναι εσωτερικό σημείο του A◦.
Αποδείξαμε ότι κάθε x ∈ A◦ είναι εσωτερικό σημείο του A◦, οπότε το A◦ είναι ανοικτό.
Τέλος, θα δούμε ότι το A◦ είναι το μεγαλύτερο ανοικτό υποσύνολο του A.
Έστω ανοικτό B με B ⊆ A.
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Έστω τυχόν x ∈ B. Επειδή τοB είναι ανοικτό, το x είναι εσωτερικό σημείο τουB, οπότε υπάρχει
r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ B και, επομένως, Nx(r) ⊆ A. Άρα το x είναι εσωτερικό σημείο του A,
δηλαδή x ∈ A◦.
Αποδείξαμε ότι για κάθε x ∈ B ισχύει x ∈ A◦, οπότε B ⊆ A◦.
Τα [γ] και [δ] είναι άμεσες συνέπειες των [α] και [β], αντιστοίχως.

Όταν μιλάμε για μια οικογένεια συνόλων ή συλλογή συνόλων Σ εννοούμε ότι κάθε A ∈ Σ
είναι σύνολο. Την ένωση όλων των συνόλων/στοιχείων της συλλογήςΣ τη συμβολίζουμε

∪
A∈ΣA

ή
∪
{A |A ∈ Σ}. Φυσικά, x ∈

∪
A∈ΣA αν και μόνο αν x ∈ A για τουλάχιστον ένα A ∈ Σ. Την

τομή όλων των συνόλων/στοιχείων της συλλογής Σ τη συμβολίζουμε
∩

A∈ΣA ή
∩
{A |A ∈ Σ}.

Ομοίως, x ∈
∩

A∈ΣA αν και μόνο αν x ∈ A για κάθε A ∈ Σ.
Πολλές φορές μια συλλογή συνόλων περιγράφεται και με έναν διαφορετικό (αλλά, τελικά, ισο-

δύναμο) τρόπο. Ξεκινάμε με ένα σύνολο δεικτώνΛ και σε κάθε λ ∈ Λ αντιστοιχίζουμε ένα σύνολο
Aλ. Παίρνουμε έτσι τη συλλογή συνόλων Σ = {Aλ |λ ∈ Λ}. Τώρα, το να λέμε ότι το A είναι
στοιχείο της συλλογής Σ είναι ισοδύναμο με το να λέμε ότι A = Aλ για κάποιο λ ∈ Λ. Επίσης, η
ένωση

∪
A∈ΣA και η τομή

∩
A∈ΣA συμβολίζονται, ισοδύναμα,

∪
λ∈ΛAλ ή

∪
{Aλ |λ ∈ Λ} και∩

λ∈ΛAλ ή
∩
{Aλ |λ ∈ Λ}, αντιστοίχως. Στην ειδική περίπτωση πεπερασμένης συλλογής, οπότε

ως σύνολο δεικτών παίρνουμε το Λ = {1, . . . , n} για κάποιο n, η ένωση και η τομή συμβολίζο-
νται και

∪n
k=1Ak ή A1 ∪ · · · ∪ An και

∩n
k=1Ak ή A1 ∩ · · · ∩ An. Στην περίπτωση που σύνολο

δεικτών είναι το N, η ένωση συμβολίζεται και
∪+∞

k=1Ak ήA1∪An∪· · · και η τομή συμβολίζεται
και

∩+∞
k=1Ak ή A1 ∩A2 ∩ · · · .

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.1. Έστω μετρικός χώρος (X, d).
[α] Έστω συλλογή συνόλων Σ κάθε στοιχείο της οποίας είναι ανοικτό υποσύνολο του X και έστω
M η ένωση των στοιχείων της Σ, δηλαδήM =

∪
A∈ΣA. Τότε τοM είναι ανοικτό.

[β]Έστω πεπερασμένου πλήθους ανοικτά υποσύνολαA1, . . . , An τουX καιM η τομή τους, δηλαδή
M = A1 ∩ · · · ∩An. Τότε τοM είναι ανοικτό.
[γ] Έστω συλλογή συνόλωνΣ κάθε στοιχείο της οποίας είναι κλειστό υποσύνολο τουX και έστωM
η τομή των στοιχείων της Σ, δηλαδήM =

∩
A∈ΣA. Τότε τοM είναι κλειστό.

[δ] Έστω πεπερασμένου πλήθους κλειστά υποσύνολαA1, . . . , An τουX και η ένωσή τους, δηλαδή
M = A1 ∪ · · · ∪An. Τότε τοM είναι κλειστό.

Απόδειξη. [α] Έστω x ∈M . Τότε υπάρχειA ∈ Σ ώστε x ∈ A. ΤοA είναι ανοικτό, οπότε υπάρχει
περιοχή Nx(r) του x ώστε Nx(r) ⊆ A. Επομένως, Nx(r) ⊆ M , οπότε το x είναι εσωτερικό
σημείο τουM .
[β] Έστω x ∈ M , οπότε x ∈ A1, . . . , x ∈ An. Αφού κάθε Ak είναι ανοικτό, υπάρχουν περιοχές
Nx(r1) ⊆ A1, . . . , Nx(rn) ⊆ An. Ορίζουμε

r = min{r1, . . . , rn},

οπότε Nx(r) ⊆ Nx(r1) ⊆ A1, . . . , Nx(r) ⊆ Nx(rn) ⊆ An. Άρα Nx(r) ⊆ A1 ∩ · · · ∩ An =M ,
οπότε το x είναι εσωτερικό σημείο τουM .
[γ] Το σύνολοM c =

∪
A∈ΣA

c είναι ανοικτό, διότι για κάθε A ∈ Σ το Ac είναι ανοικτό. Άρα το
M είναι κλειστό.
[δ] ΤοM c = A1

c ∩ · · · ∩An
c είναι ανοικτό, διότι όλα τα A1

c, . . . , An
c είναι ανοικτά. Άρα τοM

είναι κλειστό.

Παράδειγμα 11.2.13. Ένωση πεπερασμένου πλήθους κλειστών διαστημάτων είναι κλειστό υπο-
σύνολο του R.

Παράδειγμα 11.2.14. Ένωση οποιασδήποτε συλλογής ανοικτών διαστημάτων είναι ανοικτό υπο-
σύνολο του R.

410



Παράδειγμα 11.2.15. Στο R θεωρούμε το σύνολο A = {1, 12 ,
1
3 , . . .}.

Τότε Ac = (−∞, 0] ∪ (1,+∞) ∪
∪+∞

n=1(
1

n+1 ,
1
n). Παρατηρούμε ότι 0 ∈ Ac αλλά δεν υπάρχει

καμιά περιοχή του 0 η οποία να περιέχεται στο Ac. Άρα το Ac δεν είναι ανοικτό και, επομένως,
το A δεν είναι κλειστό.
Εναλλακτικά, βλέπουμε ότι κάθε περιοχή του 0 τέμνει τοA και, επομένως, ο 0 είναι οριακό σημείο
του A. Όμως, ο 0 δεν ανήκει στο A, οπότε το A δεν είναι κλειστό.

Παράδειγμα 11.2.16. Στο R θεωρούμε το σύνολο B = {0, 1, 12 ,
1
3 , . . .}. Τώρα, B

c = (−∞, 0) ∪
(1,+∞) ∪

∪+∞
n=1(

1
n+1 ,

1
n), το οποίο, ως ένωση ανοικτών διαστημάτων, είναι ανοικτό. Άρα το B

είναι κλειστό.

Παράδειγμα 11.2.17. Αν έχουμε μια άπειρη συλλογή ανοικτών υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου,
η τομή της είναι άλλοτε ανοικτό υποσύνολο του χώρου και άλλοτε όχι.
Για παράδειγμα, στοR, ανAn = (0, 1) για κάθε n, τότε

∩+∞
n=1An = (0, 1), το οποίο είναι ανοικτό

σύνολο. Αλλά, αν An = (−1− 1/n, 1 + 1/n) για κάθε n, τότε
∩+∞

n=1An = [−1, 1], το οποίο δεν
είναι ανοικτό σύνολο.
Τα ίδια μπορούμε να πούμε για άπειρη συλλογή κλειστών υποσυνόλων και την ένωσή της.
Για παράδειγμα, πάλι στο R, αν An = [−1, 1] για κάθε n, τότε

∪+∞
n=1An = [−1, 1], το οποίο είναι

κλειστό σύνολο, ενώ, αν An = [−1 + 1/n, 1 − 1/n] για κάθε n, τότε
∪+∞

n=1An = (−1, 1), το
οποίο δεν είναι κλειστό σύνολo.

Παράδειγμα 11.2.18. Το

(a1, b1)× · · · × (ad, bd) = {(x1, . . . , xd) | ak < xk < bk για κάθε k = 1, . . . , d}

ονομάζεται ανοικτό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο στον Rd με ακμές παράλληλες στους κύριους
άξονες. Αν για κάθε k = 1, . . . , d θεωρήσουμε το σημείο ek ∈ Rd το οποίο έχει όλες τις συ-
ντεταγμένες του ίσες με 0 εκτός από την k-οστή η οποία είναι ίση με 1, τότε βλέπουμε εύκολα
ότι το παραπάνω ανοικτό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο είναι ίσο με την εξής τομή 2d ανοικτών
ημιχώρων: ∩d

k=1

(
{x ∈ Rd | ⟨x, ek⟩ > ak} ∩ {x ∈ Rd | ⟨x, ek⟩ < bk}

)
.

Όπως είδαμε, κάθε ανοικτός ημιχώρος είναι ανοικτό σύνολο οπότε κάθε ανοικτό ορθογώνιο πα-
ραλληλεπίπεδο με ακμές παράλληλες στους κύριους άξονες είναι ανοικτό υποσύνολο του Rd.
Αναλόγως, το

[a1, b1]× · · · × [ad, bd] = {(x1, . . . , xd) | ak ≤ xk ≤ bk για κάθε k = 1, . . . , d}

ονομάζεται κλειστό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο στον Rd με ακμές παράλληλες στους κύριους
άξονες. Τώρα, αυτό είναι ίσο με την τομή 2d κλειστών ημιχώρων∩d

k=1

(
{x ∈ Rd | ⟨x, ek⟩ ≥ ak} ∩ {x ∈ Rd | ⟨x, ek⟩ ≤ bk}

)
,

Άρα κάθε κλειστό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο με ακμές παράλληλες στους κύριους άξονες είναι
κλειστό υποσύνολο του Rd.

Ασκήσεις.

11.2.1. Αποδείξτε ότι κάθε μη-κενό ανοικτό υποσύνολο του R περιέχει και ρητούς και άρρητους
αριθμούς. Βρείτε ένα απλό κλειστό υποσύνολο του R το οποίο να περιέχει μόνο ρητούς αριθμούς
και ένα άλλο το οποίο να περιέχει μόνο άρρητους αριθμούς.

11.2.2. Ποιά από τα παρακάτω είναι ανοικτά ή κλειστά υποσύνολα του R;
Το A και το R \ A, όπου A είναι τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο του R, και τα N, Q, R \ Q,
R \ {1/n |n ∈ N}, R \

(
{0} ∪ {1/n |n ∈ N}

)
, [0, 1) ∪ {1 + 1/n |n ∈ N}.

Βρείτε το εσωτερικό, την κλειστότητα, το σύνορο και το παράγωγο σύνολο καθενός από αυτά τα
σύνολα.
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11.2.3. Ποιά από τα παρακάτω είναι ανοικτά ή κλειστά υποσύνολα του R2;
Τα A και R2 \A, όπου A είναι τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο του R2, και τα {(x1, x2) |x1 > 0},
{(x1, x2) |x1x2 > 1}, {(x1, x2) |x1x2 ≤ 1}, R2 \ {(n, 0) |n ∈ N}, R2 \ {(1/n, 0) |n ∈ N},
R2 \

(
{(0, 0)} ∪ {(1/n, 1/m) |n,m ∈ N}

)
, {(x1, 0) | a ≤ x1 ≤ b}, {(x1, 0) | a < x1 < b},

R2\{(x1, 0) | a ≤ x1 ≤ b},R2\{(x1, 0) | a < x1 < b},Q2,R2\Q2,R2\
(
[0, 1])×{1/n |n ∈ N}

)
,

R2 \
(
[0, 1]× ({0} ∪ {1/n |n ∈ N})

)
.

Βρείτε το εσωτερικό, την κλειστότητα, το σύνορο και το παράγωγο σύνολο καθενός από αυτά τα
σύνολα.

11.2.4. Ποιά από τα παρακάτω είναι ανοικτά ή κλειστά υποσύνολα του R3;
Τα A και R3 \A, όπου A είναι τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο του R3, και τα {(x1, x2, x3) |x1 +
x2 + x3 > 1}, {(x1, x2, x3) |x12 + x2

2 < x3}, {(x1, x2, x3) |x1 > 0}, R3 \ {(n, 0, 1) |n ∈ N},
R3 \

(
{(0, 0, 0)} ∪ {( 1n , 0, 0) |n ∈ N}

)
, {(x1, 0, 0) | a < x1 < b}, R3 \ {(x1, 0, 0) | a ≤ x1 ≤ b},

Q3, R3 \Q3, R3 \ {(x1, x2, 0) | a ≤ x1 ≤ b, c ≤ x2 ≤ d}.
Βρείτε το εσωτερικό, την κλειστότητα, το σύνορο και το παράγωγο σύνολο καθενός από αυτά τα
σύνολα.

11.2.5. Στο Rd θεωρούμε τις p-μετρικές dp για 1 ≤ p ≤ +∞.
Στην περίπτωση d = 1 παρατηρήστε ότι όλες οι μετρικές dp ταυτίζονται.
Αν d = 2 περιγράψτε γεωμετρικά πώς μεταβάλλονται οι περιοχές ενός σταθερού σημείου με μία
σταθερή ακτίνα όταν το p μεταβάλλεται από 1 μέχρι +∞. Ειδικώτερα, ζωγραφίστε ακριβώς τις
περιοχές για p = 1, p = 2 και p = +∞.
Κάντε τα ίδια στην περίπτωση d = 3.

11.2.6. Αν το A είναι μη-κενό και άνω φραγμένο υποσύνολο του R, αποδείξτε ότι supA ∈ A.
Ομοίως, αν το A είναι μη-κενό και κάτω φραγμένο, αποδείξτε ότι infA ∈ A.

11.2.7. Βρείτε υποσύνολο του R και υποσύνολο του R2 με ακριβώς δύο σημεία συσσώρευσης για
το καθένα.

11.2.8. [α] Θεωρήστε το κλειστό διάστημα I0 = [0, 1]. Πάρτε το υποσύνολό του I1 = [0, 13 ]∪[
2
3 , 1].

Δηλαδή, κρατήστε τα δύο ακριανά κλειστά διαστήματα μήκους, το καθένα, το 1
3 του μήκους του

αρχικού I0. Κάντε το ίδιο σε καθένα από τα δύο υποδιαστήματα του I1. Δηλαδή, πάρτε I2 =
[0, 19 ] ∪ [29 ,

1
3 ] ∪ [23 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1]. Συνεχίστε επαγωγικά, δημιουργώντας τα I3, I4, . . . . Αν, δηλαδή,

έχετε φτιάξει το In ως ένωση κλειστών διαστημάτων, τότε καθένα από αυτά τα διαστήματα θα
γεννήσει δύο νέα κλειστά διαστήματα: τα δύο ακριανά του με μήκος, το καθένα, το 1

3 του μήκους
του. Ορίζουμε C =

∩+∞
n=1 In. To C ονομάζεται σύνολο του Cantor.

Από πόσα κλειστά διαστήματα αποτελείται κάθε In και ποιό είναι το συνολικό μήκος αυτών των
διαστημάτων;
Αποδείξτε ότι το C είναι κλειστό.
Αποδείξτε ότι το C δεν περιέχει κανένα ανοικτό διάστημα και, επομένως, ότι C◦ = ∅.
Γράψτε το R \ C ως ένωση κατάλληλης συλλογής ανοικτών διαστημάτων.
Αποδείξτε ότι το C είναι υπεραριθμήσιμο.
[β] Περιγράψτε κατασκευή συνόλου Cantor στο R2: πάρτε το τετράγωνο I0 = [0, 1] × [0, 1],
φτιάξτε το I1 =

(
[0, 13 ] × [0, 13 ]

)
∪
(
[0, 13 ] × [23 , 1]

)
∪
(
[23 , 1] × [0, 13 ]

)
∪
(
[23 , 1] × [23 , 1]

)
και

συνεχίστε επαγωγικά με τα I2, I3, . . . .
Κάθε In αποτελείται από ξένα ανά δύο κλειστά τετράγωνα. Καθένα από αυτά πόσα καινούρια
τετράγωνα θα γεννήσει και πού βρίσκονται αυτά; Από πόσα τετράγωνα απαρτίζεται το In και
ποιό είναι το συνολικό εμβαδό αυτών των τετραγώνων;
Θεωρήστε το C =

∩+∞
n=1 In και αποδείξτε ότι το C είναι κλειστό υποσύνολο του R2.

Αποδείξτε ότι το C δεν περιέχει κανέναν ανοικτό δίσκο, οπότε C◦ = ∅.

412



11.2.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Αποδείξτε ότι
∪

r>0Nx(r) = X και
∩

r>0Nx(r) = {x} για
κάθε x ∈ X .

11.2.10. Έστω μετρικός χώρος (X, d), A ⊆ X και x ∈ X . Αποδείξτε ότι: το x είναι σημείο
συσσώρευσης του A αν και μόνον αν κάθε περιοχή του x περιέχει άπειρα σημεία του A.

11.2.11. Έστω μετρικός χώρος (X, d), x ∈ X και r > 0. Αποδείξτε ότι Nx(r) ⊆ Nx(r).
Στο Rd αποδείξτε ότι Nx(r) = Nx(r).
Ισχύει πάντοτε ότι Nx(r) = Nx(r); Θεωρήστε, για παράδειγμα, μη-κενό σύνολο X με την δια-
κριτή μετρική dδ και συγκρίνατε τα Nx(1) και Nx(1).

11.2.12. Έστω μετρικός χώρος (X, d), ανοικτό A ⊆ X και κλειστό B ⊆ X . Αποδείξτε ότι το
A \B είναι ανοικτό και το B \A είναι κλειστό.

11.2.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αποδείξτε ότι ∂A = A ∩ X \A και ∂A =
A \A◦.

11.2.14. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B,A1, . . . , An ⊆ X και Σ μια συλλογή υποσυνό-
λων του X .
[α] Αν A ⊆ B, αποδείξτε ότι A◦ ⊆ B◦ και A ⊆ B.
[β] Αποδείξτε ότι (A◦)◦ = A◦ και (A) = A.
[γ] Αποδείξτε ότι (A1 ∩ · · · ∩An)

◦ = A1
◦ ∩ · · · ∩An

◦ και A1 ∪ · · · ∪An = A1 ∪ · · · ∪An.
Αποδείξτε ότι (

∩
A∈ΣA)

◦ ⊆
∩

A∈ΣA
◦ και

∪
A∈ΣA ⊇

∪
A∈ΣA.

Βρείτε συλλογή Σ υποσυνόλων του R ώστε (
∩

A∈ΣA)
◦ ̸=

∩
A∈ΣA

◦. Βρείτε συλλογή Σ υποσυ-
νόλων του R ώστε

∪
A∈ΣA ̸=

∪
A∈ΣA.

[ε] Αποδείξτε ότι (
∪

A∈ΣA)
◦ ⊇

∪
A∈ΣA

◦ και
∩

A∈ΣA ⊆
∩

A∈ΣA.
Βρείτε δύο υποσύνολα A, B του R ώστε (A ∪B)◦ ̸= A◦ ∪B◦. Βρείτε δύο υποσύνολα A, B του
R ώστε A ∩B ̸= A ∩B.
[στ] Αποδείξτε ότι A◦ ⊆ (A)◦ και (A◦) ⊆ A.
Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε A◦ ̸= (A)◦. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε (A◦) ̸= A.

11.2.15. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X . Αποδείξτε ότι: τοA είναι κλειστό αν και μόνον
αν A′ ⊆ A.

11.2.16. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B ⊆ X .
[α] Αποδείξτε ότι το A′ είναι κλειστό.
[β] Αποδείξτε ότι A′ = (A)′. Δηλαδή, τα A και A έχουν τα ίδια σημεία συσσώρευσης.
[γ] Αν A ⊆ B, αποδείξτε ότι A′ ⊆ B′.
[δ] Αποδείξτε ότι (A′)′ ⊆ A′.
Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε (A′)′ ̸= A′.

11.2.17. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B ⊆ X .
Αν A◦ = B◦ = ∅ και το A είναι κλειστό, αποδείξτε ότι (A ∪B)◦ = ∅.
Βρείτε υποσύνολα A και B του R ώστε A◦ = B◦ = ∅ και (A ∪B)◦ = R.

11.2.18. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B ⊆ X .
[α] Αν το A είναι ανοικτό ή κλειστό, αποδείξτε ότι (∂A)◦ = ∅.
Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε (∂A)◦ = R.
[β] Αποδείξτε ότι ∂(A ∪B) ⊆ ∂A ∪ ∂B.
Αν A ∩B = ∅, αποδείξτε ότι ∂(A ∪B) = ∂A ∪ ∂B.
Βρείτε υποσύνολα A,B του R ώστε ∂(A ∪B) ̸= ∂A ∪ ∂B.
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11.2.19. Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενό A ⊆ X και x ∈ X . Ορίζουμε την απόσταση του
x από το A με τον τύπο d(x,A) = inf{d(x, y) | y ∈ A}.
Αποδείξτε ότι d(x,A) = 0 αν και μόνο αν x ∈ A.

11.2.20. Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενό A ⊆ X και r > 0. Ορίζουμε την r-περιοχή του A
να είναι το σύνολο

NA(r) = {x ∈ X | υπάρχει y ∈ A ώστε d(y, x) < r} = {x ∈ X |Nx(r) ∩A ̸= ∅}.

Αποδείξτε ότι NA(r) =
∪

x∈ANx(r).
Για παράδειγμα, στο R ποιά είναι τα NA(r) για κάθε r > 0 και για καθένα A από τα: {1}, [0, 1],
(0, 1), {0, 1}, N, Q και { 1

n |n ∈ N};
Αποδείξτε ότι το NA(r) είναι ανοικτό και A ⊆ NA(r).
Αν το A είναι κλειστό, αποδείξτε ότι A =

∩+∞
n=1NA(

1
n). Συμπεράνατε ότι κάθε μη-κενό κλειστό

σύνολο είναι τομή αριθμήσιμης συλλογής ανοικτών συνόλων.

11.2.21. Θεωρήστε τον μετρικό χώρο B
(
[0, 1]

)
με την ομοιόμορφη μετρική και το στοιχείο f ∈

B
(
[0, 1]

)
με τύπο f(x) = x2 για κάθε x ∈ [0, 1]. Περιγράψτε όλα τα στοιχεία της περιοχής με

κέντρο f με ακτίνα r > 0.

11.2.22. Θεωρήστε τον μετρικό χώρο B
(
[0, 1]

)
με την ομοιόμορφη μετρική και το στοιχείο f ∈

B
(
[0, 1]

)
με τύπο f(x) =

{
0, αν 0 ≤ x ≤ 1/3

1, αν 1/3 < x ≤ 1
Αποδείξτε ότι όλα τα στοιχεία της περιοχής του

f με ακτίνα r ≤ 1
2 είναι συναρτήσεις στο [0, 1] οι οποίες δεν είναι συνεχείς στο 1

3 . Αποδείξτε,
όμως, ότι η περιοχή του f με ακτίνα r > 1

2 περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο το οποίο είναι
συνάρτηση συνεχής στο [0, 1].

11.2.23. Ένα μη-κενό υποσύνολο A του Rd χαρακτηρίζεται κυρτό, αν για κάθε x, y ∈ A και κάθε
t ∈ (0, 1) ισχύει tx + (1 − t)y ∈ A. Ποιό είναι το γεωμετρικό νόημα αυτού του ορισμού στα R2

και R3;
Αποδείξτε ότι τα μόνα κυρτά υποσύνολα του R είναι τα διαστήματα.
Αποδείξτε ότι κάθε d-διάστατη (ανοικτή ή κλειστή) μπάλα, κάθε d-διάστατο (ανοικτό ή κλειστό)
ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, κάθε υπερεπίπεδο και κάθε (ανοικτός ή κλειστός) ημιχώρος στον
Rd είναι κυρτό σύνολο.
ΑνA είναι κυρτό υποσύνολο τουRd, αποδείξτε ότι ταA◦ (στην περίπτωση που είναι μη-κενό) και
A είναι κυρτά υποσύνολα του Rd.

11.2.24. [α] Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το A χαρακτηρίζεται πυκνό, αν A = X .
Αποδείξτε ότι το A είναι πυκνό και μόνον αν κάθε περιοχή Nx(r) καθενός x ∈ X περιέχει του-
λάχιστον ένα στοιχείο του A.
Είναι το Q πυκνό στο R; Είναι το Q2 πυκνό στο R2; Είναι το Qd πυκνό στο Rd;
Βρείτε τα πυκνά υποσύνολα του μη-κενού X με τη διακριτή μετρική dδ.
[β] Ένας μετρικός χώρος (X, d) χαρακτηρίζεται διαχωρίσιμος αν υπάρχει αριθμήσιμο, πυκνό
υποσύνολο του X .
Είναι ο R διαχωρίσιμος; Είναι ο Rd διαχωρίσιμος;
Αν το μη-κενό X είναι εφοδιασμένο με τη διακριτή μετρική dδ, αποδείξτε ότι το X είναι διαχω-
ρίσιμο αν και μόνον αν είναι αριθμήσιμο.
[γ] Έστω διαχωρίσιμος μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X και x ∈ X . Το x χαρακτηρίζεται ση-
μείο συμπύκνωσης τουA, αν για κάθε r > 0 η περιοχήNx(r) περιέχει υπεραριθμήσιμου πλήθους
στοιχεία του A.
Αν το A είναι αριθμήσιμο, αποδείξτε ότι το A δεν έχει κανένα σημείο συμπύκνωσης.
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Αν το A είναι υπεραριθμήσιμο και P είναι το σύνολο όλων των σημείων συμπύκνωσης του A,
αποδείξτε ότι P ′ = P και ότι το A \ P είναι αριθμήσιμο.
[δ] Έστω μετρικός χώρος (X, d) και P ⊆ X . Το P χαρακτηρίζεται τέλειο, αν P ′ = P .
Βρείτε μερικά απλά παραδείγματα τέλειων υποσυνόλων του R.
Αν ο (X, d) είναι διαχωρίσιμος και το A ⊆ X είναι κλειστό, αποδείξτε ότι υπάρχει κάποιο τέλειο
σύνολο P και κάποιο αριθμήσιμο σύνολο Z ώστε A = P ∪ Z και P ∩ Z = ∅.

11.2.25. [α] Έστω μη-κενό σύνολο X και μετρικές d1 και d2 στο X . Λέμε ότι οι δύο μετρικές
είναι ισοδύναμες αν κάθε A ⊆ X το οποίο είναι ανοικτό στον (X, d1) είναι ανοικτό και στον
(X, d2) και, αντιστρόφως, κάθε A ⊆ X το οποίο είναι ανοικτό στον (X, d2) είναι ανοικτό και
στον (X, d1).
Αποδείξτε ότι οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες αν και μόνον αν κάθε A ⊆ X το οποίο είναι κλειστό
στον (X, d1) είναι κλειστό και στον (X, d2) και, αντιστρόφως, κάθεA ⊆ X το οποίο είναι κλειστό
στον (X, d2) είναι κλειστό και στον (X, d1).
Έστω X οποιοδήποτε πεπερασμένο μη-κενό σύνολο. Αποδείξτε ότι οποιεσδήποτε δύο μετρικές
στο X είναι ισοδύναμες.
Συμβολίζουμε Nd1

x (r) και Nd2
x (r) τις περιοχές του x ∈ X στους μετρικούς χώρους (X, d1) και

(X, d2), αντιστοίχως. Αποδείξτε ότι τα παρακάτω (i), (ii) είναι ισοδύναμα.
(i) Οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες.
(ii) Για κάθε x ∈ X και κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστεNd1

x (δ) ⊆ Nd2
x (ϵ) και, αντιστρόφως, για

κάθε x ∈ X και κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε Nd2
x (δ) ⊆ Nd1

x (ϵ).
[β] Έστω μετρικός χώρος (X, d). Ορίζουμε d′ : X ×X → R με τον τύπο d′(x, y) = d(x,y)

d(x,y)+1 για
κάθε x, y ∈ X .
Αποδείξτε ότι η d′ είναι φραγμένη μετρική στο X ισοδύναμη με την d.
[γ] Δείτε την άσκηση 11.1.3. Αποδείξτε ότι για κάθε p1, p2 ∈ [1,+∞] η p1-μετρική και p2-μετρική
στον Rd είναι ισοδύναμες.

11.2.26. Δείτε την άσκηση 11.1.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόW ⊆ X .
[α] Αν x ∈ W και NX

x (r) είναι η r-περιοχή του x στον μετρικό χώρο (X, d) και NW
x (r) είναι η

r-περιοχή του x στον μετρικό υπόχωρο (W,d), αποδείξτε ότι NW
x (r) = NX

x (r) ∩W .
[β] Θεωρήστε το A = (0, 1] ως υποσύνολο του υπόχωρουW = (0, 1] του Ευκλείδειου χώρου R.
Αποδείξτε ότι A0 = (0, 1], A = (0, 1] και ∂A = ∅.
[γ] ΈστωA ⊆W . Αποδείξτε ότι τοA είναι ανοικτό υποσύνολο του (W,d) αν και μόνο αν υπάρχει
ανοικτό υποσύνολοB του (X, d) ώστεA = B∩W . Αποδείξτε ότι τοA είναι κλειστό υποσύνολο
του (W,d) αν και μόνο αν υπάρχει κλειστό υποσύνολο B του (X, d) ώστε A = B ∩W .
[δ] Έστω A ⊆W . Αν A◦,X είναι το εσωτερικό του A ως υποσύνολο του (X, d) και A◦,W είναι το
εσωτερικό του A ως υποσύνολο του (W,d), αποδείξτε ότι A◦,X ⊆ A◦,W .

[ε] Έστω A ⊆ W . Αν AX είναι η κλειστότητα του A ως υποσύνολο του (X, d) και AW είναι η
κλειστότητα του A ως υποσύνολο του (W,d), αποδείξτε ότι AW

= A
X ∩W .

[στ] Έστω A ⊆ W . Αν ∂XA είναι το σύνορο του A ως υποσύνολο του (X, d) και ∂WA είναι το
σύνορο του A ως υποσύνολο του (W,d), αποδείξτε ότι ∂WA ⊆ ∂XA ∩W .

11.3 Όρια και συνέχεια συναρτήσεων.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.8. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X και x0 ∈ X σημείο συσσώρευσης τουA.
Αν μια ιδιότητα έχει νόημα (είτε ισχύει είτε όχι) για κάθε x ∈ A, τότε λέμε ότι η ιδιότητα αυτή ισχύει
κοντά στο x0 αν υπάρχει r > 0 ώστε η ιδιότητα να ισχύει για κάθε x ∈ A με 0 < d(x, x0) < r ή,
ισοδύναμα, για κάθε x ∈ (Nx0(r) \ {x0}) ∩A.
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Μπορούμε να δούμε εύκολα ότι:
Αν δύο ιδιότητες ισχύουν για κάθε x στο ίδιο σύνολο A και αν η μία ισχύει κοντά στο x0 και η άλλη
ισχύει, επίσης, κοντά στο x0, τότε ισχύουν και οι δύο ταυτόχρονα ιδιότητες κοντά στο x0.
Πράγματι, υπάρχει r1 > 0 ώστε η πρώτη ιδιότητα να ισχύει για κάθε x ∈ A με 0 < d(x, x0) < r1
και υπάρχει r2 > 0 ώστε η δεύτερη ιδιότητα να ισχύει για κάθε x ∈ A με 0 < d(x, x0) < r2.
Θεωρούμε

r = min{r1, r2} > 0

και τότε για κάθε x ∈ A με 0 < d(x, x0) < r συνεπάγεται 0 < d(x, x0) < r1 και 0 < d(x, x0) <
r2 και, επομένως, ισχύει και η πρώτη ιδότητα αλλά και η δεύτερη ιδιότητα.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.9. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , f : A → Y , x0 ∈ X σημείο
συσσώρευσης του A και y0 ∈ Y . Λέμε ότι το y0 είναι όριο της f στο x0, και συμβολίζουμε

y0 = limx→x0 f(x),

αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ∈ Ny0(ϵ) για κάθε x ∈ (Nx0(δ) \ {x0})∩A
ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει ρ(f(x), y0) < ϵ για κάθε x ∈ A με
0 < d(x, x0) < δ ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει ρ(f(x), y0) < ϵ κοντά στο x0.

Ο ορισμός αυτός είναι η άμεση γενίκευση του ορισμού του ορίου συνάρτησης που είδαμε στην
ενότητα 3.2 όπου και οι δύο μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ) είναι ο Ευκλείδειος χώρος R.

Παράδειγμα 11.3.1. Έστω ότι το μη-κενό σύνολο X είναι εφοδιασμένο με τη διακριτή μετρική
dδ. Τότε για καμία συνάρτηση ορισμένη σε υποσύνολο τουX δεν έχει νόημα η μελέτη ορίου, διότι
κάθε υποσύνολο του X δεν έχει κανένα σημείο συσσώρευσης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.7. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , f : A→ Y και x0 ∈ X σημείο
συσσώρευσης του A. Αν υπάρχει στο Y κάποιο όριο της f στο x0, αυτό είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω y′0 = limx→x0 f(x) και y′′0 = limx→x0 f(x), όπου y′0 και y′′0 είναι στοιχεία του
Y , και υποθέτουμε (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι y′0 ̸= y′′0 .
Βάσει του λήμματος 11.1, υπάρχει ϵ > 0 ώστε Ny′0

(ϵ) ∩Ny′′0
(ϵ) = ∅.

Τότε ισχύει f(x) ∈ Ny′0
(ϵ) κοντά στο x0 και, επίσης, ισχύει f(x) ∈ Ny′′0

(ϵ) κοντά στο x0. Άρα
ισχύει f(x) ∈ Ny′0

(ϵ) και f(x) ∈ Ny′′0
(ϵ) κοντά στο x0 και καταλήγουμε σε άτοπο.

Βάσει του αποτελέσματος της πρότασης 11.7, μπορούμε να μιλάμε για το όριο μιας συνάρτη-
σης σε κάποιο σημείο.

Και τώρα θα δούμε τη γενίκευση του ορισμού της συνέχειας συνάρτησης που είδαμε στην
ενότητα 4.1 όταν και οι δύο μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ) είναι ο Ευκλείδειος χώρος R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.10. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , f : A → Y και x0 ∈ A.
Λέμε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ∈
Nf(x0)(ϵ) για κάθε x ∈ Nx0(δ)∩A ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
ρ(f(x), f(x0)) < ϵ για κάθε x ∈ A με d(x, x0) < δ.

Αν το x0 ∈ A δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A (δηλαδή είναι μεμονωμένο σημείο του
A), τότε μπορούμε να δούμε8 πολύ εύκολα, ακριβώς όπως όταν και οι δύο μετρικοί χώροι είναι
ο Ευκλείδειος χώρος R, ότι η f είναι αυτομάτως συνεχής στο x0. Αναλόγως, αν το x0 ∈ A είναι
σημείο συσσώρευσης τουA, τότε η f είναι συνεχής στο x0 αν και μόνο αν limx→x0 f(x) = f(x0).

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.11. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X και f : A → Y . Λέμε ότι η f
είναι συνεχής στο A αν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του A.

8Άσκηση 11.3.2.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 11.2. 9 Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X και f : A→ Y . Τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:
(i) Η f είναι συνεχής στο A.
(ii) Για κάθε ανοικτόW ⊆ Y υπάρχει ανοικτό U ⊆ X ώστε f−1(W ) = U ∩A.
(iii) Για κάθε κλειστό F ⊆ Y υπάρχει κλειστό G ⊆ X ώστε f−1(F ) = G ∩A.

Απόδειξη. [i⇒ ii]. Έστω ανοικτόW ⊆ Y και τυχόν x ∈ f−1(W ), οπότε f(x) ∈W .
Επειδή τοW είναι ανοικτό, υπάρχει ϵx > 0 ώστε

Nf(x)(ϵx) ⊆W.

Κατόπιν, επειδή η f είναι συνεχής στο x, υπάρχει δx > 0 ώστε να ισχύει

f(x′) ∈ Nf(x)(ϵx) για κάθε x′ ∈ Nx(δx) ∩A.

Άρα ισχύει f(x′) ∈W ή, ισοδύναμα, x′ ∈ f−1(W ) για κάθε x′ ∈ Nx(δx) ∩A. Δηλαδή ισχύει

Nx(δx) ∩A ⊆ f−1(W ) για κάθε x ∈ f−1(W ). (11.3)

Τώρα ορίζουμε
U =

∪
x∈f−1(W )Nx(δx). (11.4)

Το U είναι ανοικτό υποσύνολο τουX , διότι είναι ένωση περιοχών, δηλαδή ανοικτών υποσυνόλων
του X .
Από τις (11.3) και (11.4) συνεπάγεται

U ∩A =
∪

x∈f−1(W )

(
Nx(δx) ∩A

)
⊆ f−1(W ). (11.5)

Από την άλλη μεριά, για κάθε x ∈ f−1(W ) ισχύει, προφανώς, x ∈ A. Επίσης, σύμφωνα με την
(11.4), για κάθε x ∈ f−1(W ) ισχύει x ∈ U . Άρα

f−1(W ) ⊆ U ∩A. (11.6)

Από τις (11.5) και (11.6) συνεπάγεται f−1(W ) = U ∩A.
[ii⇒ i]. Παίρνουμε τυχόν x ∈ A για να αποδείξουμε ότι η f είναι συνεχής στο x.
Έστω τυχών ϵ > 0. Η Nf(x)(ϵ) είναι ανοικτό υποσύνολο του Y , οπότε υπάρχει ανοικτό U ⊆ X
ώστε

f−1
(
Nf(x)(ϵ)

)
= U ∩A. (11.7)

Επειδή f(x) ∈ Nf(x)(ϵ), είναι x ∈ f−1
(
Nf(x)(ϵ)

)
= U ∩ A και, επομένως, x ∈ U . Επειδή το U

είναι ανοικτό υποσύνολο του X , υπάρχει δ > 0 ώστε Nx(δ) ⊆ U . Από την (11.7) συνεπάγεται

Nx(δ) ∩A ⊆ f−1
(
Nf(x)(ϵ)

)
.

Άρα για κάθε x′ ∈ Nx(δ)∩A ισχύει x′ ∈ f−1
(
Nf(x)(ϵ)

)
και, επομένως, f(x′) ∈ Nf(x)(ϵ). Αυτό

σημαίνει ότι η f είναι συνεχής στο x.
[ii ⇒ iii]. Έστω τυχόν κλειστό F ⊆ Y . ΤοW = Y \ F είναι ανοικτό υποσύνολο του Y , οπότε
υπάρχει ανοικτό U ⊆ X ώστε f−1(W ) = U ∩ A. Το G = X \ U είναι κλειστό υποσύνολο του
X και

f−1(F ) = f−1(Y \W ) = A \ f−1(W ) = A \ (U ∩A) = (X \ U) ∩A = G ∩A.
9Το “σωστό” πλαίσιο για το θεώρημα αυτό είναι το πλαίσιο του μετρικού υπόχωρου. Δείτε τις ασκήσεις 11.1.6 και

11.2.26 (ειδικά το [γ]). Σ’ αυτό το πλαίσιο το (ii) διατυπώνεται: για κάθε ανοικτό υποσύνολοW του (Y, ρ) το f−1(W )
είναι ανοικτό υποσύνολο του (A, d). Και το (iii) διατυπώνεται: για κάθε κλειστό υποσύνολοW του (Y, ρ) το f−1(W )
είναι κλειστό υποσύνολο του (A, d).
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[iii ⇒ ii]. Έστω τυχόν ανοικτόW ⊆ Y . Το F = Y \W είναι κλειστό υποσύνολο του Y , οπότε
υπάρχει κλειστό G ⊆ X ώστε f−1(F ) = G ∩A. Το U = X \G είναι ανοικτό υποσύνολο τουX
και

f−1(W ) = f−1(Y \ F ) = A \ f−1(F ) = A \ (G ∩A) = (X \G) ∩A = U ∩A.

Παράδειγμα 11.3.2. Θα δούμε τώρα μια σημαντική μέθοδο αναγνώρισης ανοικτών ή κλειστών
υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου. Θεωρούμε συναρτήσεις με τιμές στο R.
Έστω υποσύνολο A του μετρικού χώρου (X, d), f : A→ R συνεχής στο A και a, b ∈ R.
Αν το πεδίο ορισμού A της f είναι ανοικτό υποσύνολο του X , τότε τα

{x ∈ A | a < f(x)} = f−1((a,+∞)), {x ∈ A | f(x) < b} = f−1((−∞, b)),

{x ∈ A | a < f(x) < b} = f−1((a, b))

είναι ανοικτά υποσύνολα του X .
Πράγματι, επειδή το (a,+∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R, υπάρχει ανοικτό U ⊆ X ώστε
f−1((a,+∞)) = U ∩ A. Επειδή και το A είναι ανοικτό υποσύνολο του X , συνεπάγεται ότι το
f−1((a,+∞)) = U ∩ A είναι ανοικτό υποσύνολο του X . Τα επιχειρήματα είναι ίδια και για τα
υπόλοιπα σύνολα αλλά και για το επόμενο ανάλογο αποτέλεσμα.
Αν το πεδίο ορισμού A της f είναι κλειστό υποσύνολο του X , τότε τα

{x ∈ A | a ≤ f(x)} = f−1([a,+∞)), {x ∈ A | f(x) ≤ b} = f−1((−∞, b]),

{x ∈ A | a ≤ f(x) ≤ b} = f−1([a, b])

είναι κλειστά υποσύνολα του X .
Φυσικά, εκτός από διαστήματα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε οποιοδήποτε άλλο ανοικτό ή
κλειστό υποσύνολο του R.
Η εφαρμογή αυτής της μεθόδου προϋποθέτει, βέβαια, ότι μπορούμε να αναγνωρίζουμε συνεχείς
συναρτήσεις f : A→ R ορισμένες σε υποσύνολαA ενός μετρικού χώρου. Οι επόμενες προτάσεις
θα μας βοηθήσουν να αποκτήσουμε ένα σημαντικό απόθεμα συνεχών συναρτήσεων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.8. Έστω (X, d), (Y, ρ) και (Z, τ) τρεις μετρικοί χώροι, A ⊆ X , B ⊆ Y , x0 ∈ A,
f : A → B και g : B → Z. Αν η f είναι συνεχής στο x0 και η g είναι συνεχής στο y0 = f(x0),
τότε η g ◦ f : A→ Z είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει

τ(g(y), g(y0)) < ϵ για κάθε y ∈ B με ρ(y, y0) < δ′. (11.8)

Κατόπιν, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

ρ(f(x), y0) = ρ(f(x), f(x0)) < δ′ για κάθε x ∈ A με d(x, x0) < δ. (11.9)

Από την (11.9) και από την (11.8) με y = f(x) συνεπάγεται ότι για κάθε x ∈ A με d(x, x0) < δ
ισχύει τ(g(f(x)), g(f(x0))) < ϵ. Άρα η g ◦ f : A→ Z είναι συνεχής στο x0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d), A ⊆ X , x0 ∈ A και f, g : A → R συνεχείς στο
x0. Τότε:
[α] η λf + µg : A→ R είναι συνεχής στο x0 για κάθε λ, µ ∈ R.
[β] η fg : A→ R είναι συνεχής στο x0.
[γ] αν B = {x ∈ A | g(x) ̸= 0} και g(x0) ̸= 0, τότε η 1

g : B → R είναι συνεχής στο x0.
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Απόδειξη. Αν το x0 δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A, τότε όλες οι συναρτήσεις είναι αυτο-
μάτως συνεχείς στο x0. Οπότε υποθέτουμε ότι το x0 είναι σημείο συσσώρευσης του A.
[α] Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε ισχύει |f(x)− f(x0)| < ϵ

2(|λ|+1) και |g(x)− g(x0)| <
ϵ

2(|µ|+1) κοντά
στο x0. Άρα ισχύει∣∣(λf(x) + µg(x))− (λf(x0) + µg(x0))

∣∣ ≤ |λ||f(x)− f(x0)|+ |µ||g(x)− g(x0)|
≤ |λ| ϵ

2(|λ|+1) + |µ| ϵ
2(|µ|+1) <

ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ

κοντά στο x0, οπότε η λf + µg : A→ R είναι συνεχής στο x0.
[β] Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0 και θέτουμε

ϵ1 = min
{
( ϵ3)

1/2, ϵ
3(|f(x0)|+1) ,

ϵ
3(|g(x0)|+1)

}
> 0.

Τότε ισχύει |f(x)− f(x0)| < ϵ1 και |g(x)− g(x0)| < ϵ1 κοντά στο x0. Άρα ισχύει

|f(x)g(x)− f(x0)g(x0)| ≤ |f(x)− f(x0)||g(x)− g(x0)|+ |f(x0)||g(x)− g(x0)|
+ |g(x0)||f(x)− f(x0)|

≤ ϵ1
2 + |f(x0)|ϵ1 + |g(x0)|ϵ1 < ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ

κοντά στο x0, οπότε η fg : A→ R είναι συνεχής στο x0.
[γ] Επειδή |g(x0)|

2 > 0, ισχύει |g(x)− g(x0)| < |g(x0)|
2 κοντά στο x0. Συνεπάγεται ότι ισχύει

|g(x)| = |g(x0) + (g(x)− g(x0))| ≥ |g(x0)| − |g(x)− g(x0)| > |g(x0)| − |g(x0)
2 = |g(x0)|

2

κοντά στο x0.
Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε ισχύει |g(x)− g(x0)| < g(x0)2

2 ϵ κοντά στο x0.
Άρα ισχύει |g(x)| > |g(x0)|

2 και |g(x)− g(x0)| < g(x0)2

2 ϵ κοντά στο x0 και, επομένως, ισχύει∣∣ 1
g(x) −

1
g(x0)

∣∣ = |g(x)−g(x0)|
|g(x)||g(x0)| ≤

2|g(x)−g(x0)|
g(x0)2

< ϵ

κοντά στο x0. Άρα η 1
g : B → R είναι συνεχής στο x0.

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες προτάσεις, μπορούμε, ξεκινώντας από πολύ απλές συνεχείς
συναρτήσεις, να κατασκευάζουμε όλο και πιο πολύπλοκες.

Παράδειγμα 11.3.3. Στον Rd ορίζεται για κάθε k με 1 ≤ k ≤ d η συνάρτηση k-προβολή

πk : Rd → R

με τύπο
πk(x) = xk για κάθε x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Κάθε πk είναι συνεχής, διότι ισχύει

|πk(x)− πk(y)| = |xk − yk| ≤
(
(x1 − y1)

2 + · · ·+ (xd − yd)
2
)1/2

= ∥x− y∥2
για κάθε x = (x1, . . . , xd) και y = (y1, . . . , yd) στον Rd.
Άρα, αν η g : R → R είναι συνεχής, τότε η f : Rd → R με τύπο

f(x) = g(xk) για κάθε x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

είναι συνεχής, διότι f = g ◦ πk.
Άρα πολυωνυμικές συναρτήσεις p : Rd → R, δηλαδή συναρτήσεις με τύπο

p(x1, . . . , xd) = Ax1
a1 · · ·xdad +Bx1

b1 · · ·xdbd + · · · ,

όπου όλοι οι εκθέτες είναι μη αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί, όλοι οι συντελεστές είναι πραγματικοί
αριθμοί και το άθροισμα είναι πεπερασμένο, είναι συνεχείς. Ρητές συναρτήσεις, δηλαδή λόγοι πο-
λυωνυμικών συναρτήσεων, είναι επίσης συνεχείς (εκτός από τα σημεία στα οποία μηδενίζεται ο
παρονομαστής) όπως και συναρτήσεις οι οποίες είναι απλοί συνδυασμοί εκθετικών, τριγωνομε-
τρικών κ.λ.π. συναρτήσεων των συντεταγμένων.
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Παράδειγμα 11.3.4. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενό A ⊆ X . Θεωρούμε το σύνολο
BC(A) όλων των φραγμένων, συνεχών συναρτήσεων f : A→ R. Δηλαδή,

BC(A) = {f | η f : A→ R είναι φραγμένη και συνεχής }.

Το BC(A) είναι, προφανώς, υποσύνολο του B(A). Το B(A) ορίστηκε για οποιοδήποτε μη-κενό
σύνολο A αλλά το ότι το A είναι υποσύνολο ενός μετρικού χώρου (X, d) μας επιτρέπει να θεω-
ρήσουμε συνεχείς συναρτήσεις ορισμένες στο A και έτσι να σχηματίσουμε το σύνολο BC(A).
Ανάμεσα στα στοιχεία f, g ∈ BC(A) θεωρούμε την ίδια ομοιόμορφη απόσταση

dA(f, g) = ∥f − g∥A = sup{|f(x)− g(x)| |x ∈ A}

που έχουν ως στοιχεία και του B(A). Το ότι η συνάρτηση

dA : BC(A)×BC(A) → R

που ορίζεται με αυτόν τον τρόπο έχει τις ιδιότητες μετρικής στον χώρο BC(A) είναι προφανές.
Πράγματι, είδαμε στο παράδειγμα 11.1.4 ότι η dA έχει τις ιδιότητες (i) − (iv) μιας μετρικής για
κάθε f, g, h ∈ B(A), οπότε, επειδή τα στοιχεία τουBC(A) είναι στοιχεία και τουB(A), συνεπά-
γεται ότι η dA έχει τις ιδιότητες (i)− (iv) για κάθε f, g, h ∈ BC(A).

Ασκήσεις.

11.3.1. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , x0 ∈ X σημείο συσσώρευσης του A και
f : A→ Y η οποία είναι σταθερή κοντά στο x0, δηλαδή υπάρχει y0 ∈ Y και r > 0 ώστε να ισχύει
f(x) = y0 για κάθε x ∈ Nx0(r) ∩A. Αποδείξτε ότι limx→x0 f(x) = y0.

11.3.2. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , x0 ∈ A και f : A→ Y .
Αν το x0 δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0.
Αν το x0 είναι σημείο συσσώρευσης του A, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν και μόνον
αν limx→x0 f(x) = f(x0).

11.3.3. Αποδείξτε ότι κάθε συνάρτηση f ορισμένη σε οποιοδήποτε υποσύνολο A μετρικού χώρου
(X, dδ), όπου dδ είναι η διακριτή μετρική, είναι συνεχής στο A.

11.3.4. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ),B ⊆ A ⊆ X ώστεA ⊆ B, y0 ∈ Y και f : A→ Y
συνεχής στο A. Αν f(x) = y0 για κάθε x ∈ B, αποδείξτε ότι f(x) = y0 για κάθε x ∈ A.

11.3.5. Αποδείξτε ότι τα {x ∈ R | 2 < x3−x < 4} και {x ∈ R | sinx2 < ex < sinx} είναι ανοικτά
υποσύνολα του R. Είναι το {x ∈ [0, 1] | 14 < x2 < 4} ανοικτό υποσύνολο του R;
Αποδείξτε ότι το {x ∈ R2 \ {0} | e−∥x∥2 + sin ∥x∥2 > 0} είναι ανοικτό υποσύνολο του R2. Είναι
το {x ∈ R2 \ {0} | ∥x∥2 − ∥x∥23 ≤ 3} κλειστό υποσύνολο του R2;

11.3.6. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ) και f : X → Y . Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα:
(i) Η f είναι συνεχής στο X .
(ii) f−1(B◦) ⊆

(
f−1(B)

)◦ για κάθε B ⊆ Y .
(iii) f(B) ⊆ f(B) για κάθε B ⊆ X .

11.3.7. Έστω μετρικός χώρος (X, d), A ⊆ X , x0 σημείο συσσώρευσης του A, f, g : A → R και
limx→x0 f(x) = l και limx→x0 g(x) = m.
Αποδείξτε ότι limx→x0(f + g)(x) = l +m και limx→x0(fg)(x) = lm.
Αν, επιπλέον,m ̸= 0, θεωρήστε το B = {x ∈ A | g(x) ̸= 0} και αποδείξτε ότι το x0 είναι σημείο
συσσώρευσης του B και ότι για την 1

g : B → R ισχύει limx→x0
1

g(x) =
1
m .
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11.3.8. [α] Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενό A ⊆ X και η συνάρτηση d(· , A) : X → R
που ορίσθηκε στην άσκηση 11.2.19. Αποδείξτε ότι ισχύει |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y) για κάθε
x, y ∈ X και ότι η d(· , A) : X → R είναι συνεχής.
[β] Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενά κλειστά υποσύνολα A και B του X με A ∩ B = ∅.
Ορίζουμε τη συνάρτηση f : X → R με τύπο f(x) = d(x,A)

d(x,A)+d(x,B) για κάθε x ∈ X .
Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής.
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = 1 αν και μόνο αν x ∈ B καθώς και ότι ισχύει f(x) = 0 αν και μόνο
αν x ∈ A.
OρίζουμεK = f−1

(
(−∞, 12)

)
και L = f−1

(
(12 ,+∞)

)
. Αποδείξτε ότι ταK και L είναι ανοικτά

υποσύνολα του X , ότιK ∩ L = ∅ και ότι A ⊆ K και B ⊆ L.

11.4 Ακολουθίες.

Ο επόμενος ορισμός είναι γενίκευση του ορισμού που υπάρχει στην ενότητα 2.2 του ορίου
ακολουθίας στον Ευκλείδειο χώρο R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.12. Έστω μετρικός χώρος (X, d), x ∈ X και ακολουθία (xn) στο X . Λέμε ότι η
(xn) συγκλίνει στο x στον (X, d) ή ότι το x είναι όριο της (xn) στον (X, d), και συμβολίζουμε

xn → x ή limn→+∞ xn = x,

αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε n ≥ n0 ή, ισοδύναμα, αν για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει d(xn, x) < ϵ για κάθε n ≥ n0 ή, ισοδύναμα, αν για κάθε
ϵ > 0 ισχύει τελικά d(xn, x) < ϵ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.10. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία (xn) στο X . Αν υπάρχει όριο της
(xn), τότε το όριο αυτό είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω xn → x′ και xn → x′′ και (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ας υποθέσουμε ότι
x′ ̸= x′′.
Γνωρίζουμε ότι υπάρχει ϵ > 0 ώστε Nx′(ϵ) ∩ Nx′′(ϵ) = ∅. Τότε ισχύει τελικά xn ∈ Nx′(ϵ) και
xn ∈ Nx′′(ϵ) και αυτό είναι, προφανώς, άτοπο.

Σύμφωνα με την πρόταση 11.10, μπορούμε να μιλάμε για το όριο μιας ακολουθίας.

Παράδειγμα 11.4.1. Έστω μετρικός χώρος (X, d), x ∈ X και (xn) στον X η οποία από κάποιον
δείκτη και πέρα είναι σταθερή και ίση με x. Τότε xn → x.
Πράγματι, έστω ότι υπάρχει κάποιο n0 ώστε να ισχύει xn = x για κάθε n ≥ n0. Παίρνουμε
τυχόντα ϵ > 0 και τότε για κάθε n ≥ n0 ισχύει d(xn, x) = 0 < ϵ. Άρα xn → x.

Η επόμενη πρόταση ανάγει τη σύγκλιση ακολουθιών στον Ευκλείδειο χώρο Rd στη σύγκλιση
ακολουθιών πραγματικών αριθμών.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.11. Έστω xn = (xn,1, . . . , xn,d) ∈ Rd για κάθε n και x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Τα
παρακάτω είναι ισοδύναμα.
(i) xn → x στο Rd.
(ii) xn,k → xk στο R για κάθε k = 1, . . . , d.

Απόδειξη. [i ⇒ ii]. Έστω xn → x στο Rd. Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0 και τότε ισχύει τελικά
∥xn − x∥2 < ϵ. Επομένως, για κάθε k = 1, . . . , d ισχύει τελικά

0 ≤ |xn,k − xk| ≤
(
(xn,1 − x1)

2 + · · ·+ (xn,d − xd)
2
)1/2

= ∥xn − x∥2 < ϵ.

Άρα για κάθε k = 1, . . . , d έχουμε ότι xn,k → xk στο R.
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[ii⇒ i]. Έστω xn,k → xk στο R για κάθε k = 1, . . . , d. Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0 και έχουμε ότι
ισχύει τελικά |xn,k − x| < ϵ/

√
d για κάθε k = 1, . . . , d. Άρα ισχύει τελικά

∥xn − x∥2 =
(
(xn,1 − x1)

2 + · · ·+ (xn,d − xd)
2
)1/2

< (d ϵ2

d )
1/2 = ϵ.

Άρα xn → x στο Rd.

Παράδειγμα 11.4.2. Σε μη-κενό σύνολο X με την διακριτή μετρική dδ ισχύει Nx(ϵ) = {x}, αν
0 < ϵ ≤ 1, και Nx(ϵ) = X , αν 1 < ϵ.
Αν μια ακολουθία (xn) συγκλίνει στο x, τότε για ϵ = 1

2 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn ∈ Nx(
1
2) =

{x} ή, ισοδύναμα, xn = x για κάθε n ≥ n0, Άρα η (xn) είναι τελικά σταθερή. Το αντίστροφο,
σύμφωνα με το παράδειγμα 11.4.1, ισχύει σε κάθε μετρικό χώρο.
Άρα οι συγκλίνουσες ακολουθίες στον (X, dδ) είναι εκείνες και μόνον εκείνες οι οποίες είναι
τελικά σταθερές.

Παράδειγμα 11.4.3. Όπως στο παράδειγμα 11.1.4, θεωρούμε τον μετρικό χώρο (B(A), dA), όπου
A είναι ένα μη-κενό σύνολο και B(A) είναι το σύνολο όλων των φραγμένων συναρτήσεων f :
A→ R. Η απόσταση δύο συναρτήσεων f, g ∈ B(A) ορίστηκε να είναι

dA(f, g) = ∥f − g∥A = sup{|f(x)− g(x) |x ∈ A}.

Αν θεωρήσουμε μια ακολουθία (fn) στον χώρο B(A), τότε το ότι η (fn) συγκλίνει στην συνάρ-
τηση f ∈ B(A) στον μετρικό χώρο (B(A), dA) ισοδυναμεί με το ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά
∥fn − f∥A = dA(fn, f) < ϵ, δηλαδή με το ότι

∥fn − f∥A → 0.

Αυτό, όμως, το τελευταίο ισοδυναμεί, σύμφωνα με τον ορισμό 9.3, με το ότι η ακολουθία συ-
ναρτήσεων (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στο σύνολο A. Βλέπουμε, λοιπόν, ότι η σύγκλιση
ακολουθίας στον μετρικό χώρο (B(A), dA) ισοδυναμεί με την ομοιόμορφη σύγκλιση ακολουθίας
συναρτήσεων στο σύνολο A. Αυτός είναι ο λόγος που η μετρική dA ονομάστηκε, εκτός από ομοιό-
μορφη μετρική στο B(A), και μετρική της ομοιόμορφης σύγκλισης στο A.
Τα ίδια μπορούμε να πούμε για την περίπτωση του μετρικού χώρου (BC(A), dA) του παραδείγμα-
τος 11.3.4 στην περίπτωση που τοA είναι μη-κενό υποσύνολο ενός μετρικού χώρου,BC(A) είναι
το σύνολο όλων των φραγμένων και συνεχών συναρτήσεων f : A→ R και dA είναι η ομοιόμορφη
μετρική στοBC(A). Και πάλι η σύγκλιση ακολουθίας στον μετρικό χώρο (BC(A), dA) ισοδυνα-
μεί με την ομοιόμορφη σύγκλιση ακολουθίας συναρτήσεων στο σύνολο A. Η μόνη διαφορά είναι
ότι οι συναρτήσεις μας είναι φραγμένες και συνεχείς και όχι μόνο φραγμένες.

Θα δούμε, τώρα, την πολύ ισχυρή σχέση ανάμεσα στην έννοια της σύγκλισης ακολουθιών και
σε διάφορες έννοιες που έχουμε ήδη μελετήσει: τις έννοιες του οριακού σημείου και του σημείου
συσσώρευσης, την έννοια του κλειστού υποσυνόλου (και, εμμέσως, του ανοικτού υποσυνόλου)
και, τέλος, τις έννοιες του ορίου συνάρτησης και της συνέχειας συνάρτησης.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.12. Έστω μετρικός χώρος (X, d), A ⊆ X και x ∈ X .
[α] Το x είναι οριακό σημείο του A αν και μόνον αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → x.
[β] Το x είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνον αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο A \ {x}
ώστε xn → x.

Απόδειξη. [α] Έστω ότι το x είναι οριακό σημείο του A και έστω τυχόν n ∈ N. Στην περιοχή
Nx

(
1
n

)
υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του A και έστω xn ένα τέτοιο στοιχείο. Δηλαδή, ισχύει

xn ∈ A και d(xn, x) < 1
n για κάθε n και, επομένως, για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά d(xn, x) < ϵ

Άρα υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → x.
Αντιστρόφως, έστω ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → x. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0,
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οπότε ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ) και, επομένως, η περιοχή Nx(ϵ) του x περιέχει τουλάχιστον ένα
στοιχείο του A. Άρα το x είναι οριακό σημείο του A.
[β] Άμεση συνέπεια του [α], διότι το x είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνον αν είναι
οριακό σημείο του A \ {x}.

Παράδειγμα 11.4.4. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Κάθε x ∈ A είναι οριακό σημείο
του A, διότι υπάρχει η σταθερή ακολουθία (x) στο A με όριο x.

Παράδειγμα 11.4.5. Έστω a < b και το διάστημα [a, b] στο R. Από το προηγούμενο παράδειγμα
γνωρίζουμε ότι κάθε x ∈ [a, b] είναι οριακό σημείο του [a, b]. Επίσης, κάθε x ∈ [a, b] είναι σημείο
συσσώρευσης του [a, b]. Πράγματι, αν a ≤ x < b, υπάρχει η ακολουθία

(
x+ b−x

n

)
στο [a, b]\{x}

με όριο το x και, αν x = b, υπάρχει η ακολουθία
(
b− b−a

n

)
στο [a, b] \ {b} με όριο το b.

Έστω, τώρα, a < b < c και το [a, b] ∪ {c} στο R. Κάθε x ∈ [a, b] ∪ {c} είναι οριακό σημείο του
[a, b] ∪ {c}. Επίσης, με την αιτιολόγηση του προηγούμενου παραδείγματος, κάθε x ∈ [a, b] είναι
σημείο συσσώρευσης του [a, b]∪ {c}. Όμως, το c δεν είναι σημείο συσσώρευσης του [a, b]∪ {c},
διότι δεν υπάρχει καμία ακολουθία (xn) στο

(
[a, b] ∪ {c}

)
\ {c} = [a, b] με όριο το c.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα.
(i) Το A είναι κλειστό.
(ii) Κάθε x, το οποίο είναι όριο ακολουθίας στο A, ανήκει στο A.

Απόδειξη. [i ⇒ ii]. Έστω τυχόν x για το οποίο υπάρχει (xn) στο A ώστε xn → x. Βάσει της
πρότασης 11.12, το x είναι οριακό σημείο του A, οπότε, επειδή το A είναι κλειστό, ισχύει x ∈ A.
[ii ⇒ i]. Έστω τυχόν οριακό σημείο x του A. Τότε, από την πρόταση 11.12, υπάρχει ακολουθία
στο A με όριο x και, επομένως, το x ανήκει στο A. Άρα το A περιέχει όλα τα οριακά σημεία του,
οπότε είναι κλειστό.

Παράδειγμα 11.4.6. Θεωρούμε το διάστημα [a, b] στο R και οποιοδήποτε x το οποίο είναι όριο
ακολουθίας (xn) στο [a, b]. Δηλαδή, ισχύει a ≤ xn ≤ b για κάθε n και xn → x. Παίρνοντας
όριο καθώς n → +∞, βρίσκουμε ότι a ≤ x ≤ b, δηλαδή, x ∈ [a, b]. Άρα το [a, b] είναι κλειστό
σύνολο.
Ομοίως, κάθε κλειστό διάστημα [a,+∞), (−∞, b], (−∞,+∞) είναι κλειστό σύνολο.
Για το (a, b) υπάρχει ένα τουλάχιστον x, συγκεκριμένα το x = a ή το x = b, το οποίο είναι όριο
ακολουθίας στο (a, b), συγκεκριμένα της (a+ (b− a)/2n) ή της (b− (b− a)/2n), αντιστοίχως,
αλλά δεν ανήκει στο (a, b). Άρα το (a, b) δεν είναι κλειστό σύνολο.
Ομοίως αποδεικνύεται ότι τα (a,+∞), (−∞, b), [a, b), (a, b] δεν είναι κλειστά σύνολα.

Οι προτάσεις 11.14 και 11.15 είναι γενικεύσεις των θεωρημάτων 3.1 και 4.1, αντιστοίχως, τα
οποία ισχύουν στο πλαίσιο του R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.14. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , x0 σημείο συσσώρευσης του
A, y0 ∈ Y και f : A→ Y . Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα.
(i) limx→x0 f(x) = y0.
(ii) Για κάθε (xn) στο A \ {x0} με xn → x0 ισχύει f(xn) → y0.

Απόδειξη. [i ⇒ ii]. Έστω (xn) στο A \ {x0} ώστε xn → x0. Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0, οπότε
υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

d(f(x), y0) < ϵ για κάθε x ∈ A με 0 < d(x, x0) < δ. (11.10)

Κατόπιν, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

d(xn, x0) < δ για κάθε n ≥ n0. (11.11)
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Επειδή ισχύει xn ̸= x0 για κάθε n, από την (11.11) καθώς και από την (11.10) με x = xn συνεπά-
γεται ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει d(f(xn), y0) < ϵ. Άρα f(xn) → y0.
[ii⇒ i]. Έστω ότι δεν είναι limx→x0 f(x) = y0. Τότε υπάρχει κάποιος ϵ > 0 ώστε για κάθε δ > 0
να υπάρχει x ∈ A με 0 < d(x, x0) < δ και ρ(f(x), y0) ≥ ϵ. Άρα για κάθε n ∈ N υπάρχει

xn ∈ A με 0 < d(xn, x0) <
1
n και ρ(f(xn), y0) ≥ ϵ.

Τότε η ακολουθία (xn) είναι στοA\{x0} και ισχύει xn → x0 αλλά όχι f(xn) → y0. Καταλήγουμε
σε άτοπο, οπότε limx→x0 f(x) = y0.

Η απόδειξη της πρότασης 11.15 είναι σχεδόν κατά λέξη επανάληψη της απόδειξης της πρότα-
σης 11.14.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.15. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X , x0 ∈ A και f : A → Y . Τα
παρακάτω είναι ισοδύναμα.
(i) H f είναι συνεχής στο x0.
(ii) Για κάθε (xn) στο A με xn → x0 ισχύει f(xn) → f(x0).

Απόδειξη. [i ⇒ ii]. Έστω (xn) στο A ώστε xn → x0. Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0, οπότε υπάρχει
δ > 0 ώστε να ισχύει

d(f(x), f(x0)) < ϵ για κάθε x ∈ A με d(x, x0) < δ. (11.12)

Κατόπιν, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

d(xn, x0) < δ για κάθε n ≥ n0. (11.13)

Από την (11.13) καθώς και από την (11.12) με x = xn συνεπάγεται ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει
d(f(xn), f(x0)) < ϵ. Άρα f(xn) → f(x0).
[ii⇒ i]. Έστω ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0. Τότε υπάρχει κάποιος ϵ > 0 ώστε για κάθε δ > 0
να υπάρχει x ∈ A με d(x, x0) < δ και ρ(f(x), f(x0)) ≥ ϵ. Άρα για κάθε n ∈ N υπάρχει

xn ∈ A με d(xn, x0) < 1
n και ρ(f(xn), f(x0)) ≥ ϵ.

Τότε η ακολουθία (xn) είναι στο A και ισχύει xn → x0 αλλά όχι f(xn) → f(x0). Καταλήγουμε
σε άτοπο και άρα η f είναι συνεχής στο x0.

Ασκήσεις.

11.4.1. Έστω xn → x στον μετρικό χώρο (X, d) και υποακολουθία (xnk
). Αποδείξτε ότι xnk

→ x
στον (X, d).

11.4.2. Έστω ότι xn → x και yn → y στον (X, d). Αποδείξτε ότι d(xn, yn) → d(x, y) στο R.

11.4.3. Έστω μετρικός χώρος (X, d), A ⊆ X και x ∈ X . Αποδείξτε ότι το x είναι συνοριακό
σημείο του A αν και μόνον αν υπάρχουν (x′n) στο A και (x′′n) στο Ac ώστε x′n → x και x′′n → x.

11.4.4. Θεωρούμε τις ακολουθίες (xn) και (yn) στο Rd και ακολουθία (λn) στο R. Αν xn → x,
yn → y στο Rd και λn → λ στο R, αποδείξτε ότι xn + yn → x + y και λnxn → λx στο Rd και
⟨xn, yn⟩ → ⟨x, y⟩ στο R.

11.4.5. Χρησιμοποιώντας ακολουθίες, αποδείξτε ότι το { 1
n |n ∈ N} δεν είναι κλειστό υποσύνολο

του R ενώ το {0} ∪ { 1
n |n ∈ N} είναι κλειστό υποσύνολο του R.

11.4.6. Χρησιμοποιώντας ακολουθίες, αποδείξτε ότι κάθε κλειστή μπάλα, κάθε υπερεπίπεδο, κάθε
κλειστός ημιχώρος και κάθε κλειστό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο στο Rd με ακμές παράλληλες
στους κύριους άξονες είναι κλειστά υποσύνολα του Rd.
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11.4.7. Έστω μη-κενό σύνολο X με τη διακριτή μετρική dδ. Χρησιμοποιώντας ακολουθίες, απο-
δείξτε ότι κάθε A ⊆ X είναι κλειστό.

11.4.8. Θεωρήστε τον χώρο (BC([a, b]), dA) των φραγμένων και συνεχών συναρτήσεων στο διά-
στημα [a, b] με την ομοιόμορφη μετρική και την συνάρτηση I : BC([a, b]) → R με τύπο

I(f) =
∫ b
a f(x) dx για κάθε f ∈ BC([a, b]).

Αποδείξτε ότι η I είναι συνεχής.

11.4.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία (xn) στο X . Αποδείξτε ότι το σύνολο των
υποακολουθιακών ορίων της (xn) στο X είναι κλειστό.

11.5 Πληρότητα.

Οορισμός 11.13 και η πρόταση 11.16 αποτελούν γενίκευση του ορισμού 2.18 και της πρότασης
2.17 για το R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία (xn) στο X . Λέμε ότι η (xn) είναι
ακολουθία Cauchy αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει d(xn, xm) < ϵ για κάθε n,m ≥
n0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.16. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία (xn) στο X . Αν η (xn) συγκλίνει,
τότε είναι ακολουθία Cauchy.

Απόδειξη. Έστω xn → x και έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει d(xn, x) < ϵ
2 για κάθε

n ≥ n0. Με απλή αλλαγή του συμβόλου του δείκτη, ισχύει d(xm, x) < ϵ
2 για κάθεm ≥ n0. Άρα

για κάθε n,m ≥ n0 ισχύει

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) ≤ ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα η (xn) είναι ακολουθία Cauchy.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.14. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X . ΤοA χαρακτηρίζεται πλήρες αν κάθε
ακολουθία (xn) στο A, η οποία είναι ακολουθία Cauchy, συγκλίνει σε στοιχείο του A.
Ο ίδιος ο χώρος (X, d) χαρακτηρίζεται πλήρης αν το X είναι πλήρες, δηλαδή αν κάθε ακολουθία
(xn) στο X , η οποία είναι ακολουθία Cauchy, συγκλίνει σε στοιχείο του X .

Παράδειγμα 11.5.1. Βάσει των αποτελεσμάτων της ενότητας 2.6, ο Ευκλείδειος χώρος R είναι
πλήρης.

Παράδειγμα 11.5.2. Έστω μη-κενό X με την διακριτή μετρική dδ και έστω ακολουθία Cauchy
(xn). Τότε για ϵ = 1 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει dδ(xn, xm) < 1 για κάθε n,m ≥ n0. Άρα ισχύει
xn = xm για κάθε n,m ≥ n0 και, επομένως, η (xn) είναι τελικά σταθερή, οπότε συγκλίνει. Άρα
ο μετρικός χώρος (X, dδ) είναι πλήρης.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.3. Ο χώρος Rd είναι πλήρης.

Απόδειξη. Έστω ότι η (xn) είναι ακολουθία Cauchy στο Rd. Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0, οπότε
υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥xn − xm∥2 < ϵ για κάθε n,m ≥ n0. Αν xn = (xn,1, . . . , xn,d), τότε
για κάθε k = 1, . . . , d ισχύει

|xn,k − xm,k| ≤ ∥xn − xm∥2 < ϵ

για κάθε n,m ≥ n0 και, επομένως, για κάθε k = 1, . . . , d η (xn,k) είναι ακολουθία Cauchy στο
R. Όμως, ο R είναι πλήρης, οπότε για κάθε k = 1, . . . , d υπάρχει xk ∈ R ώστε xn,k → xk στο
R. Τώρα ορίζουμε x = (x1, . . . , xd) και έχουμε ότι xn → x στο Rd.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 11.4. Ο μετρικός χώρος (B(A), dA) είναι πλήρης.

Απόδειξη. Έστω ακολουθία Cauchy (fn) στον (B(A), dA). Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε
να ισχύει ∥fn − fm∥A ≤ ϵ για κάθε n,m ≥ n0.
Έστω x ∈ A. Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥A ≤ ϵ για κάθε n,m ≥ n0.

Άρα η ακολουθία αριθμών (fn(x)) είναι ακολουθία Cauchy και, επομένως, συγκλίνει σε κάποιον
αριθμό.
Ορίζουμε f(x) = limn→+∞ fn(x) για κάθε x ∈ A, οπότε δημιουργείται συνάρτηση f : A→ R.
Είδαμε πιο πάνω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|fn(x)− fm(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε n,m ≥ n0. (11.14)

Θεωρώντας το όριο limm→+∞ στην (11.14), συμπεραίνουμε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε
να ισχύει

|fn(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0. (11.15)

Τώρα μπορούμε να δούμε ότι η συνάρτηση f είναι φραγμένη στο A, δηλαδή είναι στοιχείο του
χώρουB(A). Πράγματι, από την (11.15) με n = n0 και χρησιμοποιώντας ότι η fn0 είναι φραγμένη
στο A, οπότε υπάρχειM ώστε να ισχύει |fn0(x)| ≤M για κάθε x ∈ A, βρίσκουμε ότι ισχύει

|f(x)| ≤ |fn0(x)− f(x)|+ |fn0(x)| ≤ ϵ+M για κάθε x ∈ A.

Επίσης, η (11.15) μας λέει ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∥fn − f∥A ≤ ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα η (fn) συγκλίνει στην f στον (B(A), dA).

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.5. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X . Ο μετρικός χώρος (BC(A), dA) είναι
πλήρης.

Απόδειξη. Έστω ακολουθία Cauchy (fn) στον (BC(A), dA). Επειδή το BC(A) είναι υποσύνολο
του B(A), η ακολουθία (fn) είναι ακολουθία και στον B(A). Και, επειδή η μετρική dA που χρη-
σιμοποιούμε στον BC(A) είναι η ίδια με την μετρική dA που χρησιμοποιούμε στον μεγαλύτερο
χώροB(A), συνεπάγεται ότι η (fn) είναι ακολουθία Cauchy και στον (B(A), dA). Άρα, σύμφωνα
με το θεώρημα 11.4, υπάρχει f ∈ B(A) ώστε η (fn) να συγκλίνει στην f στον (B(A), dA). Απο-
μένει να αποδείξουμε ότι η f είναι συνεχής στο A ώστε η f να είναι στοιχείο του BC(A).
Έστω ξ ∈ A και ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥fn − f∥A < ϵ

3 για κάθε n ≥ n0 και,
ειδικώτερα, ∥fn0 − f∥A < ϵ

3 . Αφού η fn0 είναι συνεχής στο ξ, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
|fn0(x)− fn0(ξ)| < ϵ

3 για κάθε x ∈ Nξ(δ) ∩A. Άρα για κάθε x ∈ Nξ(δ) ∩A ισχύει

|f(x)− f(ξ)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(ξ)|+ |fn0(ξ)− f(ξ)|
≤ ∥fn0 − f∥A + |fn0(x)− fn0(ξ)|+ ∥fn0 − f∥A < ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ.

Άρα η f είναι συνεχής στο ξ.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.17. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αν το A είναι πλήρες, τότε το A είναι
κλειστό.

Απόδειξη. Έστω οριακό σημείο x του A. Τότε υπάρχει (xn) στο A ώστε xn → x. Επειδή η (xn)
συγκλίνει, είναι ακολουθία Cauchy. Επειδή το A είναι πλήρες, η (xn) συγκλίνει σε στοιχείο του
A. Λόγω μοναδικότητας του ορίου, αυτό το στοιχείο του A είναι το x.
Άρα το A περιέχει κάθε οριακό σημείο του, οπότε είναι κλειστό.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 11.18. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ B ⊆ X . Αν το B είναι πλήρες και το A
είναι κλειστό, τότε το A είναι πλήρες.

Απόδειξη. Έστω ακολουθία (xn) στο A, η οποία είναι ακολουθία Cauchy. Η (xn) είναι και στοB
και, επειδή το B είναι πλήρες, η (xn) συγκλίνει σε στοιχείο, έστω x, του B. Επειδή η (xn) είναι
στο A, το x είναι οριακό σημείο του A και, επειδή το A είναι κλειστό, το x ανήκει στο A.
Άρα κάθε ακολουθία (xn) στο A, η οποία είναι ακολουθία Cauchy, συγκλίνει σε στοιχείο του A,
οπότε το A είναι πλήρες.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.15. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόM ⊆ X . Ονομάζουμε διάμετρο του
M , και συμβολίζουμε diam M , το

diam M = sup{d(x, y) |x, y ∈M}.

Το σύνολο {d(x, y) |x, y ∈ M} είναι μη-κενό, διότι τοM είναι μη-κενό και, αν x ∈ M , το
d(x, x) = 0 είναι στοιχείο του συνόλου αυτού. Επίσης, το σύνολο αυτό είναι υποσύνολο τουR και
τα στοιχεία του είναι μη-αρνητικοί αριθμοί. Αν το σύνολο αυτό είναι άνω φραγμένο, το supremum
του υπάρχει και είναι αριθμός≥ 0 ενώ, αν το σύνολο αυτό δεν είναι άνω φραγμένο, το supremum
του είναι το +∞. Άρα, η διάμετρος τουM είναι καλώς ορισμένη και

0 ≤ diam M ≤ +∞.

Παράδειγμα 11.5.3. Στο Rd η διάμετρος ενός ευθυγράμμου τμήματος είναι ίση με το μήκος του
και η διάμετρος μιας d-διάστατης μπάλας είναι ίση με το διπλάσιο της ακτίνας της.

Παράδειγμα 11.5.4. Σε κάθε μετρικό χώρο (X, d) και για κάθε x ∈ X και κάθε r > 0 ισχύει
diam Nx(r) ≤ 2r. Πράγματι, για κάθε y, z ∈ Nx(r) ισχύει

d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) ≤ r + r = 2r.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.19. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία F1, F2. . . . μη-κενών πλήρων υπο-
συνόλων του X ώστε να ισχύει Fn+1 ⊆ Fn για κάθε n και diam Fn → 0. Τότε υπάρχει μοναδικό
στοιχείο το οποίο ανήκει σε όλα ταFn ή, ισοδύναμα, η τομή

∩+∞
n=1 Fn περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα οποιοδήποτε xn από κάθε Fn και σχηματίζουμε μια ακολουθία (xn).
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε diam Fn0 < ϵ. Τώρα για κάθε n,m ≥ n0 ισχύει xn ∈ Fn ⊆
Fn0 και xm ∈ Fm ⊆ Fn0 και, επομένως,

d(xn, xm) ≤ diam Fn0 < ϵ.

Άρα η (xn) είναι ακολουθία Cauchy και, επειδή η ακολουθία αυτή είναι ολόκληρη στο F1 και το
F1 είναι πλήρες, συνεπάγεται ότι η (xn) συγκλίνει σε στοιχείο του F1. Δηλαδή, υπάρχει x ∈ F1

ώστε xn → x. Παρατηρούμε, όμως, ότι από τον οποιονδήποτε δείκτηm και πέρα η (xn) είναι στο
Fm και, επομένως, το x είναι οριακό σημείο του Fm. Τώρα, επειδή το Fm είναι πλήρες, είναι και
κλειστό, οπότε περιέχει όλα τα οριακά σημεία του και άρα περιέχει και το x. Άρα το x ανήκει σε
κάθε Fm, δηλαδή ανήκει στην τομή

∩+∞
m=1 Fm.

Αν η
∩+∞

m=1 Fm περιέχει, εκτός από το x, και κάποιο y, τότε για κάθεm ισχύει x, y ∈ Fm, οπότε

0 ≤ d(x, y) ≤ diam Fm → 0.

Άρα d(x, y) = 0, οπότε y = x. Δηλαδή η
∩+∞

n=1 Fn περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.16. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το A χαρακτηρίζεται πυκνό αν A =
X .

Παράδειγμα 11.5.5. Το Q είναι πυκνό στο R.
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ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΥBAIRE. Έστω πλήρης μετρικός χώρος (X, d). Αν για κάθεn τοUn είναι ανοικτό
και πυκνό υποσύνολο του X , τότε η τομή

∩+∞
n=1 Un είναι πυκνό υποσύνολο του X .

Απόδειξη. Θεωρούμε οποιοδήποτε x ∈ X και οποιονδήποτε r > 0.
Επειδή το U1 είναι πυκνό, δηλαδή U1 = X , το x είναι οριακό σημείο του U1, οπότε η τομή
U1 ∩ Nx(r) είναι μη-κενό και ανοικτό σύνολο (ως τομή δύο ανοικτών συνόλων). Άρα υπάρχει
x1 ∈ X και r1 > 0 ώστε

Nx1(r1) ⊆ U1 ∩Nx(r).

Παίρνοντας, αν χρειάζεται, μικρότερο r1, μπορούμε να υποθέσουμε ότι, επιπλέον,

0 < r1 < 1.

Επειδή το U2 είναι πυκνό, δηλαδή U2 = X , το x1 είναι οριακό σημείο του U2, οπότε η τομή
U2 ∩Nx1(r1) είναι μη-κενό και ανοικτό σύνολο. Άρα υπάρχει x2 ∈ X και r2 > 0 ώστε

Nx2(r2) ⊆ U2 ∩Nx1(r1).

Παίρνοντας, αν χρειάζεται, μικρότερο r2, μπορούμε να υποθέσουμε ότι, επιπλέον,

0 < r2 <
1
2 .

Είναι φανερό ότι, συνεχίζοντας αυτήν την διαδικασία επαγωγικά, δημιουργείται μια ακολουθία
περιοχών

(
Nxn(rn)

)
έτσι ώστε

Nxn+1(rn+1) ⊆ Un+1 ∩Nxn(rn), 0 < rn <
1
n για κάθε n.

Τώρα, κάθεNxn(rn) είναι κλειστό και, επομένως, πλήρες υποσύνολο του πλήρουςX . Επίσης, τα
σύνολα αυτά αποτελούν εγκιβωτισμένη ακολουθία και

0 ≤ diam Nxn(rn) ≤ 2rn <
2
n → 0.

Άρα, σύμφωνα με την πρόταση 11.19, υπάρχει (μοναδικό) y το οποίο ανήκει σε κάθε Nxn(rn).
Ειδικώτερα, το y ανήκει στοNx1(r1) και, επομένως, στην αρχική περιοχήNx(r). Επιπλέον, επειδή
ισχύει Nxn(rn) ⊆ Un για κάθε n, το y ανήκει στην τομή

∩+∞
n=1 Un.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι η
∩+∞

n=1 Un τέμνει κάθε περιοχή του x, οπότε το x είναι οριακό σημείο
της

∩+∞
n=1 Un. Αυτό ισχύει για κάθε x ∈ X , οπότε η

∩+∞
n=1 Un είναι πυκνό σύνολο.

Ασκήσεις.

11.5.1. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το A χαρακτηρίζεται πουθενά πυκνό αν το A
δεν έχει κανένα εσωτερικό σημείο.
Αποδείξτε ότι, αν ο X είναι πλήρης και αν για κάθε n το Fn είναι κλειστό και πουθενά πυκνό
υποσύνολο του X , τότε η ένωση

∪+∞
n=1 Fn δεν έχει κανένα εσωτερικό σημείο.

11.5.2. Αποδείξτε την αρχή ομοιόμορφου φράγματος. Έστω πλήρης μετρικός χώρος (X, d) και
συλλογή F συνεχών συναρτήσεων f : X → R έτσι ώστε για κάθε x ∈ X να υπάρχει αριθμόςMx

ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ Mx για κάθε f ∈ F . Τότε υπάρχει μη-κενό ανοικτό σύνολο U ⊆ X και
αριθμόςM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε f ∈ F και κάθε x ∈ U .

11.5.3. Δείτε τις ασκήσεις 11.1.4 και 11.1.5.
Αν 1 ≤ p ≤ +∞, αποδείξτε ότι ο μετρικός χώρος (lp, dp) είναι πλήρης.
Αν 1 ≤ p < +∞, αποδείξτε ότι ο μετρικός χώρος

(
C([a, b]), dp

)
δεν είναι πλήρης.

11.5.4. 10 Έστω μετρικός χώρος (X, d). Αν για κάθε ακολουθία F1, F2. . . . μη-κενών κλειστών
υποσυνόλων του X , για την οποία ισχύει Fn+1 ⊆ Fn για κάθε n και diam Fn → 0, η τομή∩+∞

n=1 Fn είναι μη-κενή, αποδείξτε ότι ο μετρικός χώρος είναι πλήρης.
10Ουσιαστικά, το αντίστροφο της πρότασης 11.19.
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11.5.5. 11 Έστω μετρικός χώρος (X, d) και πλήρεςA ⊆ X . Αν 0 ≤M < 1 και για την f : A→ A
ισχύει d(f(x), f(y)) ≤ Md(x, y) για κάθε x, y ∈ A, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο A και
ότι υπάρχει μοναδικό ξ ∈ A ώστε f(ξ) = ξ.

11.6 Συμπάγεια.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.17. Έστω μη-κενό σύνολοX καιM ⊆ X και μια οικογένεια Σ υποσυνόλων τουX .
Δηλαδή, κάθε A ∈ Σ είναι ένα υποσύνολο του X .
Η Σ ονομάζεται κάλυψη του M αν M ⊆

∪
A∈ΣA. Αν, επιπλέον, η Σ είναι πεπερασμένη, τότε

ονομάζεται πεπερασμένη κάλυψη τουM .
Έστω Σ και Σ′ δύο καλύψεις τουM . Αν Σ′ ⊆ Σ, τότε λέμε ότι η Σ είναι μεγαλύτερη ή ίση της Σ′

και ότι η Σ′ είναι μικρότερη ή ίση της Σ.
Έστω μετρικός χώρος (X, d) και M ⊆ X . Αν η Σ είναι κάλυψη του M και όλα τα A ∈ Σ είναι
ανοικτά, τότε η Σ ονομάζεται ανοικτή κάλυψη τουM .

Είναι προφανές ότι, αν οι Σ και Σ′ είναι καλύψεις τουM και Σ′ ⊆ Σ και η Σ είναι ανοικτή
κάλυψη τουM , τότε και η Σ′ είναι ανοικτή κάλυψη τουM . Είναι, επίσης, προφανές ότι, αν η Σ
είναι κάλυψη τουM και N ⊆M , τότε η Σ είναι κάλυψη και του N .

Παράδειγμα 11.6.1. Στο R θεωρούμε το διάστημα [0, 1], τα διαστήματαAx =
(
x− 1

100 , x+
1

100

)
και τη συλλογή Σ = {Ax |x ∈ R}.
Η Σ είναι, προφανώς, ανοικτή κάλυψη του [0, 1].
Αν κρατήσουμε μονάχα τα διαστήματα Axk

=
(
xk − 1

100 , xk + 1
100

)
, όπου xk = k

100 για k =
0, . . . , 100, τότε η συλλογή Σ′ = {Axk

| k = 0, . . . , 100} είναι μια πεπερασμένη κάλυψη του
[0, 1] μικρότερη ή ίση της Σ.
Άρα για τη συγκεκριμένη ανοικτή κάλυψηΣ του [0, 1] υπάρχει μια πεπερασμένη κάλυψη του [0, 1]
μικρότερη ή ίση της Σ.

Παράδειγμα 11.6.2. Στο R θεωρούμε το υποσύνολο R, τα διαστήματα Ax =
(
x− 1

100 , x+ 1
100

)
του προηγούμενου παραδείγματος και την Σ = {Ax |x ∈ R}, η οποία είναι ανοικτή κάλυψη του
R. Η Σ είναι άπειρη συλλογή και τίθεται το ερώτημα αν υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη του R
μικρότερη ή ίση της Σ.
Η απάντηση είναι “όχι”. Πράγματι, αν πάρουμε οποιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους διαστήματα
Ax1 =

(
x1 − 1

100 , x1 + 1
100

)
, . . . , Axn =

(
xn − 1

100 , xn + 1
100

)
και θεωρήσουμε την Σ′ =

{Axk
| k = 1, . . . , n}, τότε ηΣ′ δεν είναι κάλυψη τουR. Διότι, αν θέσουμε l = min{x1, . . . , xn}

και u = max{x1, . . . , xn}, τότε
∪

A∈Σ′ A ⊆
(
l − 1

100 , u+ 1
100

)
.

Άρα για τη συγκεκριμένη ανοικτή κάλυψη Σ του R δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη κάλυψη του
R μικρότερη ή ίση της Σ.

Παράδειγμα 11.6.3. Στο R θεωρούμε το υποσύνολο R, τα διαστήματα (−n,+∞) και (−∞, n)
και έστω Σ = {(−n,+∞), (−∞, n) |n ∈ N}.
Προφανώς, η Σ είναι ανοικτή κάλυψη του R και η Σ′ = {(−1,+∞), (−∞, 1)} είναι, επίσης,
κάλυψη του R και, μάλιστα, μικρότερη ή ίση της Σ.
Άρα για τη συγκεκριμένη ανοικτή κάλυψη Σ του R υπάρχει μια πεπερασμένη κάλυψη του R μι-
κρότερη ή ίση της Σ.

Παράδειγμα 11.6.4. Στο R θεωρούμε το διάστημα (0, 1) και τη συλλογή Σ = {Ax |x ∈ R} του
παραδείγματος 11.6.1, όπουAx =

(
x− 1

100 , x+
1

100

)
. ΗΣ είναι ανοικτή κάλυψη του (0, 1). ΗΣ′ =

{Axk
| k = 0, . . . , 100}, όπου xk = k

100 , είναι, όπως και στο παράδειγμα 11.6.1, πεπερασμένη
κάλυψη του (0, 1) μικρότερη ή ίση της Σ.
Άρα για τη συγκεκριμένη ανοικτή κάλυψη του (0, 1) υπάρχει μια πεπερασμένη κάλυψη του (0, 1)
μικρότερη ή ίση της Σ.

11Γενίκευση της άσκησης 4.3.5.
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Παράδειγμα 11.6.5. ΣτοR θεωρούμε το διάστημα (0, 1), τα ανοικτά διαστήματαAn = ( 1n , 1) και
την Σ = {An |n = 2, 3, . . . }.
ΗΣ είναι ανοικτή κάλυψη του (0, 1), διότι κάθε x στο (0, 1) περιέχεται σε κάποιο ( 1n , 1), αρκεί το
n να είναι αρκετά μεγάλο ώστε 1

n < x < 1. Αν πάρουμε οποιαδήποτε πεπερασμένου πλήθους από
τα διαστήματα αυτά, για παράδειγμα τα An1 =

(
1
n1
, 1
)
, . . . , AnN =

(
1
nN
, 1
)
, και θεωρήσουμε

την Σ′ = {Ank
| k = 1, . . . , N}, τότε η Σ′ δεν είναι κάλυψη του (0, 1). Πράγματι, αν θέσουμε

m = max{n1, . . . , nN}, τότε
∪

A∈Σ′ A = ( 1
m , 1).

Άρα για τη συγκεκριμένη ανοικτή κάλυψη Σ του (0, 1) δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη κάλυψη
του (0, 1) μικρότερη ή ίση της Σ.

Στα προηγούμενα παραδείγματα, όλα στο πλαίσιο του R :
(i) Στις περιπτώσεις M = (0, 1) και M = R είδαμε συγκεκριμένες ανοικτές καλύψεις Σ του
M για τις οποίες υπάρχουν πεπερασμένες καλύψεις Σ′ του M ώστε Σ′ ⊆ Σ και συγκεκριμένες
ανοικτές καλύψεις Σ του M για τις οποίες δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη κάλυψη Σ′ του M
ώστε Σ′ ⊆ Σ.
(ii) Στην περίπτωση M = [0, 1] είδαμε συγκεκριμένη ανοικτή κάλυψη Σ του M για την οποία
υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη Σ′ τουM ώστε Σ′ ⊆ Σ αλλά δεν είδαμε καμία ανοικτή κάλυψη Σ
του [0, 1] για την οποία δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη κάλυψη Σ′ τουM ώστε Σ′ ⊆ Σ.
Είναι δυνατόν να βρούμε ανοικτή κάλυψηΣ του [0, 1] για την οποία δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη
κάλυψη Σ′ τουM ώστε Σ′ ⊆ Σ; Λίγο παρακάτω θα αποδείξουμε ότι αυτό είναι αδύνατο!

Η ερώτηση που διατυπώθηκε για το διάστημα [0, 1], μπορεί, φυσικά, να διατυπωθεί για οποιο-
δήποτε υποσύνολο όχι μόνο του R αλλά και οποιουδήποτε μετρικού χώρου:
Δοθέντος μετρικού χώρου (X, d) και υποσυνόλουM του X , είναι δυνατόν να βρούμε ανοικτή κά-
λυψη Σ τουM για την οποία δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη κάλυψη Σ′ τουM ώστε Σ′ ⊆ Σ;

Όσο περίεργο κι αν φαίνεται ένα τέτοιο ερώτημα, η αλήθεια είναι ότι η δυνατότητα απάντησης
σ’ αυτό παίζει ιδιαίτερα σημαντικό ρόλο στην Ανάλυση. Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε ορι-
σμένες εκφάνσεις αυτού του ρόλου, αφού κωδικοποιήσουμε το ερώτημα με τον επόμενο ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.18. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και M ⊆ X . Το M χαρακτηρίζεται συμπαγές
αν για κάθε ανοικτή κάλυψη Σ του M υπάρχει τουλάχιστον μία πεπερασμένη κάλυψη Σ′ του M
μικρότερη ή ίση της Σ.

Παράδειγμα 11.6.6. Σύμφωνα με τα παραδείγματα 11.6.2 και 11.6.5, το R και το (0, 1) δεν είναι
συμπαγή υποσύνολα του R.

Παράδειγμα 11.6.7. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και πεπερασμένο M ⊆ X . Δηλαδή, M =
{x1, . . . , xn} για κάποια x1, . . . , xn ∈ X . Θα δούμε ότι τοM είναι συμπαγές.
Θεωρούμε τυχούσα ανοικτή κάλυψη Σ του M . Τότε κάθε xk ∈ M περιέχεται σε κάποιο Ak ∈
Σ. Είναι, τώρα, προφανές ότι M = {x1, . . . , xn} ⊆ A1 ∪ · · · ∪ An και, επομένως, η Σ′ =
{A1, . . . , An} είναι πεπερασμένη κάλυψη τουM με Σ′ ⊆ Σ. Άρα τοM είναι συμπαγές.

Παράδειγμα 11.6.8. Έστω μη-κενό σύνολο X με τη διακριτή μετρική dδ καιM ⊆ X . Θα δούμε
ότι τοM είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι πεπερασμένο.
Στο προηγούμενο παράδειγμα είδαμε ότι, αν το M είναι πεπερασμένο, τότε είναι συμπαγές και,
μάλιστα, αυτό ισχύει στο πλαίσιο οποιουδήποτε μετρικού χώρου.
Αντιστρόφως, έστω ότι τοM είναι συμπαγές. Για κάθε x ∈ M θεωρούμε το σύνολο Ax = {x},
το οποίο είναι ανοικτό, και έχουμε την ανοικτή κάλυψη Σ = {Ax |x ∈M} τουM . Επειδή τοM
είναι συμπαγές, υπάρχει κάποια πεπερασμένη κάλυψη Σ′ του M με Σ′ ⊆ Σ. Αυτό σημαίνει ότι
Σ′ = {Ax1 , . . . , Axn} για κάποια x1, . . . , xn ∈M και ότιM ⊆ Ax1 ∪· · ·∪Axn = {x1}∪ · · ·∪
{xn} = {x1, . . . , xn}. Επειδή, μάλιστα, x1, . . . , xn ∈M , συνεπάγεταιM = {x1, . . . , xn} και,
επομένως, τοM είναι πεπερασμένο.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 11.19. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και M ⊆ X . Το M χαρακτηρίζεται φραγμένο
αν υπάρχει x0 ∈ X και θετικός αριθμός R ώστε M ⊆ Nx0(R) ή, ισοδύναμα, ώστε να ισχύει
d(x, x0) < R για κάθε x ∈M .

Είναι προφανές ότι, αν έναM είναι φραγμένο και N ⊆M , τότε και το N είναι φραγμένο.

Παράδειγμα 11.6.9. ΣτοR ένα υποσύνολοM είναι φραγμένο αν και μόνο αν περιέχεται σε κάποιο
διάστημα (a, b). Γενικά, στο Rd ένα υποσύνολοM είναι φραγμένο αν και μόνον αν περιέχεται σε
κάποιο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο με ακμές παράλληλες στους κύριους άξονες.
Πράγματι, αν τοM είναι φραγμένο στο Rd, υπάρχουν R < +∞ και x0 = (x0,1, . . . , x0,d) ώστε
να ισχύει (

(x1 − x0,1)
2 + · · ·+ (xd − x0,d)

2
)1/2

= ∥x− x0∥2 < R

για κάθε x = (x1, . . . , xd) ∈ M . Τότε ισχύει |xk − x0,k| < R για κάθε k = 1, . . . , d και κάθε
x = (x1, . . . , xd) ∈M . Άρα για κάθε x ∈M ισχύει

x ∈ [x0,1 −R, x0,1 +R]× · · · × [x0,d −R, x0,d +R],

οπότε τοM περιέχεται στο ορθ. παραλληλεπίπεδο [x0,1−R, x0,1+R]×· · ·× [x0,d−R, x0,d+R].
Αντιστρόφως, έστω ότι τοM περιέχεται στο [a1, b1] × · · · × [ad, bd]. Θέτουμε x0,k = ak+bk

2 για
κάθε k = 1, . . . , d και R =

√
dmax{ bk−ak

2 | 1 ≤ k ≤ d}. Τότε για κάθε x = (x1, . . . , xd) ∈ M
έχουμε |xk − x0,k| ≤ R√

d
για κάθε k = 1, . . . , d και, επομένως,

∥x− x0∥2 =
(
(x1 − x0,1)

2 + · · ·+ (xd − x0,d)
2
)1/2 ≤ (

d R2

d

)1/2
= R.

Άρα τοM είναι φραγμένο στο Rd.

Παράδειγμα 11.6.10. Έστω μη-κενό σύνολο X με την διακριτή μετρική dδ. Τότε κάθεM ⊆ X
είναι φραγμένο και, ειδικώτερα, το ίδιο το X είναι φραγμένο.
Αυτό οφείλεται στο ότι η dδ έχει δύο μόνον τιμές, 0 και 1. Αν, λοιπόν, επιλέξουμε οποιοδήποτε
x0 ∈ X , ισχύει dδ(x, x0) ≤ 1 για κάθε x ∈ X .

Παρατηρούμε ότι το αν ένα υποσύνολοM ενός μετρικού χώρου είναι φραγμένο ή όχι εξαρ-
τάται από τη συγκεκριμένη μετρική του χώρου. Για παράδειγμα, το R δεν είναι φραγμένο στο R
με την Ευκλείδια μετρική ενώ είναι φραγμένο στο R με τη διακριτή μετρική.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.20. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM ⊆ X . Αν τοM είναι συμπαγές, τότε είναι
φραγμένο και κλειστό.

Απόδειξη. Παίρνουμε οποιοδήποτε x0 ∈ X και θεωρούμε τη συλλογή Σ = {Nx0(n) |n ∈ N}.
Η Σ είναι ανοικτή κάλυψη τουM (και, μάλιστα, είναι ανοικτή κάλυψη ολόκληρου τουX), οπότε
υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη Σ′ τουM η οποία είναι μικρότερη ή ίση της Σ. Δηλαδή, υπάρχουν
n1, . . . , nN ώστεM ⊆ Nx0(n1) ∪ · · · ∪ Nx0(nN ). Αν θέσουμε R = max{n1, . . . , nN}, συνε-
πάγεταιM ⊆ Nx0(R) και, επομένως, τοM είναι φραγμένο.
Παίρνουμε τυχόν x0 ∈ M c. Θεωρούμε An = {x ∈ X | d(x, x0) > 1

n} =
(
Nx0(

1
n)
)c και τη συλ-

λογή Σ = {An |n ∈ N}. Η Σ είναι ανοικτή κάλυψη τουM , οπότε υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη
Σ′ τουM μικρότερη ή ίση τηςΣ. Δηλαδή, υπάρχουν n1, . . . , nN ώστεM ⊆ An1 ∪· · ·∪AnN . Αν
θέσουμε n = max{n1, . . . , nN}, συνεπάγεταιM ⊆ An και, επομένως, Nx0(

1
n) ⊆ M c. Αποδεί-

ξαμε ότι κάθε x0 ∈M c είναι εσωτερικό σημείο τουM c. Άρα τοM c είναι ανοικτό και, επομένως,
τοM είναι κλειστό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.21. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και N ⊆ M ⊆ X . Αν τοM είναι συμπαγές και
το N κλειστό, τότε το N είναι συμπαγές.
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Απόδειξη. Έστω τυχούσα ανοικτή κάλυψηΣ τουN . Τότε ηΣ1 = {N c}∪Σ είναι ανοικτή κάλυψη
τουM (και, μάλιστα, είναι ανοικτή κάλυψη ολόκληρου του X). Πράγματι,

M ⊆ X = N c ∪N ⊆ N c ∪
∪

A∈ΣA =
∪

A∈Σ1
A.

Επειδή τοM είναι συμπαγές, υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη Σ′1 τουM μικρότερη ή ίση της Σ1.
Δηλαδή, υπάρχουν A1, . . . , An ∈ Σ1 (μπορούμε να τα πάρουμε διαφορετικά ανά δύο) ώστε
M ⊆ A1 ∪ · · · ∪ An. Διακρίνουμε, τώρα, περιπτώσεις σε σχέση με το αν το N c είναι ένα από
τα A1, . . . , An ή όχι.
Στην πρώτη περίπτωση μπορούμε να υποθέσουμε ότιN c = An (με αναδιάταξη τωνA1, . . . , An).
Τότε ηM ⊆ A1 ∪ · · · ∪An γράφεταιM ⊆ A1 ∪ · · · ∪An−1 ∪N c, οπότε N ⊆ A1 ∪ · · · ∪An−1.
Αυτό σημαίνει ότι η Σ′ = {A1, . . . , An−1} είναι πεπερασμένη κάλυψη του N μικρότερη ή ίση
της Σ.
Στη δεύτερη περίπτωση όλα τα A1, . . . , An ανήκουν στην Σ, οπότε η Σ′ = {A1, . . . , An} είναι
πεπερασμένη κάλυψη του N μικρότερη ή ίση της Σ.
Άρα, σε κάθε περίπτωση, υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη του N μικρότερη ή ίση της Σ.

Η πρόταση 11.22 λέει ότι αν δύο σύνολα, το ένα συμπαγές και το άλλο κλειστό, είναι ξένα,
τότε υπάρχει θετική απόσταση ανάμεσά τους.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.22. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM,N ⊆ X μεM ∩ N = ∅. Αν τοM είναι
συμπαγές και το N κλειστό, τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε να ισχύει d(x, y) ≥ ϵ για κάθε x ∈ M και
y ∈ N .

Απόδειξη. Για κάθε x ∈M ισχύει x ∈ N c και, επειδή το N c είναι ανοικτό, υπάρχει ϵx > 0 ώστε
Nx(ϵx) ⊆ N c και, επομένως, Nx(ϵx) ∩N = ∅. Αυτό, φυσικά, σημαίνει ότι ισχύει

d(x, y) ≥ ϵx για κάθε x ∈M και y ∈ N. (11.16)

Η συλλογή {Nx(
ϵx
2 ) |x ∈ M} αποτελεί ανοικτή κάλυψη του M , οπότε, επειδή το M είναι συ-

μπαγές, υπάρχουν x1, . . . , xn ∈M ώστε

M ⊆ Nx1(
ϵx1
2 ) ∪ · · · ∪Nxn(

ϵxn
2 ). (11.17)

Θέτουμε
ϵ = min{ ϵx1

2 , . . . ,
ϵxn
2 } > 0. (11.18)

Τότε για κάθε x ∈ M υπάρχει, σύμφωνα με την (11.17), k = 1, . . . , n ώστε x ∈ Nxk
(
ϵxk
2 ) και,

επομένως, βάσει των (11.16) και (11.18), για κάθε y ∈ N έχουμε

d(x, y) ≥ d(y, xk)− d(x, xk) ≥ ϵxk
− ϵxk

2 =
ϵxk
2 ≥ ϵ.

Άρα ισχύει d(x, y) ≥ ϵ για κάθε x ∈M και y ∈ N .

Το θεώρημα 11.6 είναι γενίκευση του γνωστού αποτελέσματος για ακολουθίες εγκιβωτισμένων
κλειστών και φραγμένων διαστημάτων στο R: αν [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ . . . ⊇ [an, bn] ⊇ . . . , τότε
υπάρχει x το οποίο ανήκει σε όλα τα [an, bn] και, αν, επιπλέον, bn − an → 0, τότε αυτό το x είναι
μοναδικό.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία K1,K2. . . . μη-κενών συμπαγών
υποσυνόλων του X ώστε να ισχύειKn+1 ⊆ Kn για κάθε n. Τότε υπάρχει στοιχείο το οποίο ανήκει
σε όλα τα Kn ή, ισοδύναμα, η τομή

∩+∞
n=1Kn δεν είναι κενή. Αν, επιπλέον, diam Kn → 0, τότε το

κοινό στοιχείο τωνKn είναι μοναδικό.
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Απόδειξη. Υποθέτουμε
∩+∞

n=1Kn = ∅. Θεωρούμε την Σ = {Kn
c |n ∈ N} και παρατηρούμε

ότι αυτή είναι ανοικτή κάλυψη του K1 (και, μάλιστα, είναι ανοικτή κάλυψη ολόκληρου του X).
Πράγματι,

K1 ⊆ X = ∅c =
∪+∞

n=1Kn
c.

Άρα υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη τουK1 μικρότερη ή ίση τηςΣ, δηλαδή υπάρχουν n1, . . . , nN
ώστε K1 ⊆ Kn1

c ∪ · · · ∪ KnN
c. Θέτουμε n = max{n1, . . . , nN}, οπότε K1 ⊆ Kn

c, το οποίο
είναι άτοπο, διότιKn ⊆ K1 καιKn ̸= ∅.
Έστω diam Kn → 0. Αν τα x, y ανήκουν και τα δύο σε όλα ταKn, τότε ισχύει

0 ≤ d(x, y) ≤ diam Kn

για κάθε n. Άρα d(x, y) = 0 και, επομένως, x = y.

Το θεώρημα 11.7 είναι πολύ βασικό και πολύ χρήσιμο, αφού παρέχει έναν εναλλακτικό τρόπο
χειρισμού της έννοιας της συμπάγειας, ανάγοντάς την στην έννοια της σύγκλισης ακολουθιών.12

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.7. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM ⊆ X . Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα.
(i) ΤοM είναι συμπαγές.
(ii) Κάθε ακολουθία στοM έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία που συγκλίνει σε στοιχείο τουM .

Απόδειξη. [i⇒ ii]. Έστω τυχούσα (xn) στοM .
Ας υποθέσουμε ότι για κάθε x ∈M υπάρχει περιοχή Nx(ϵx) του x (το ϵx εξαρτάται από το x), η
οποία περιέχει πεπερασμένου πλήθους όρους της (xn). Η Σ = {Nx(ϵx) |x ∈ M} είναι ανοικτή
κάλυψη του M . Άρα υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη Σ′ του M μικρότερη ή ίση της Σ. Δηλαδή,
υπάρχουν x1, . . . , xn ώστε

M ⊆ Nx1(ϵx1) ∪ · · · ∪Nxn(ϵxn).

Αφού καθεμιά από αυτές τις περιοχές περιέχει πεπερασμένου πλήθους όρους της (xn), η ένωσή
τους και, επομένως, και τοM , περιέχει πεπερασμένου πλήθους όρους της (xn). Αυτό, όμως, αντι-
φάσκει με το ότι ολόκληρη η (xn) περιέχεται στοM .
Επομένως, η αρχική υπόθεση δεν ισχύει, οπότε υπάρχει κάποιο x0 ∈ M ώστε για κάθε ϵ > 0
η Nx0(ϵ) να περιέχει άπειρους όρους της (xn). Άρα η Nx0(1) περιέχει άπειρους όρους της (xn),
οπότε υπάρχει n1 ≥ 1 ώστε xn1 ∈ Nx0(1). Ομοίως, η Nx0(

1
2) περιέχει άπειρους όρους της (xn),

οπότε υπάρχει n2 > n1 ώστε xn2 ∈ Nx0(
1
2). Ομοίως, ηNx0(

1
3) περιέχει άπειρους όρους της (xn),

οπότε υπάρχει n3 > n2 ώστε xn3 ∈ Nx0(
1
3). Συνεχίζοντας επαγωγικά, βρίσκουμε υποακολουθία

(xnk
) της (xn) έτσι ώστε να ισχύει xnk

∈ Nx0(
1
k ) ή, ισοδύναμα, d(xnk

, x0) <
1
k για κάθε k. Άρα

xnk
→ x0 στον (X, d).

[ii ⇒ i]. Βήμα 1. Έστω ϵ > 0. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους στοιχεία
x1, . . . , xn τουM ώστε

M ⊆ Nx1(ϵ) ∪ · · · ∪Nxn(ϵ).

Έστω ότι αυτό δεν ισχύει. Διαλέγουμε τυχόν x1 ∈M . ΤότεM ̸⊆ Nx1(ϵ). Άρα υπάρχει x2 ∈M με
x2 ̸∈ Nx1(ϵ). ΤότεM ̸⊆ Nx1(ϵ) ∪Nx2(ϵ). Άρα υπάρχει x3 ∈M με x3 ̸∈ Nx1(ϵ) ∪Nx2(ϵ). Τότε

12Ουσιαστικά, το θεώρημα 11.7 διατυπώνει έναν εναλλακτικό ορισμό της έννοιας της συμπάγειας.

ΟΡΙΣΜΟΣ Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM ⊆ X . ΤοM χαρακτηρίζεται συμπαγές αν κάθε ακολουθία στοM έχει
τουλάχιστον μία υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο τουM .

Ίσως ο δεύτερος ορισμός της έννοιας της συμπάγειας φαίνεται πιο εύληπτος από τον πρώτο, αφού στο στάδιο αυτό
ο αναγνώστης είναι συνήθως πιο εξοικειωμένος με την έννοια της ακολουθίας (και της υποακολουθίας) παρά με την
έννοια της ανοικτής κάλυψης. Επιλέγουμε, όμως, τον πρώτο ορισμό διότι στο πλαίσιο των τοπολογικών χώρων, το
οποίο είναι ευρύτερο από το πλαίσιο των μετρικών χώρων, δεν ισχύει το θεώρημα 11.7 και, για λόγους που δεν θα
μας απασχολήσουν τώρα (αφού δεν θα ασχοληθούμε με τους τοπολογικούς χώρους), ο κατάλληλος ορισμός είναι ο
πρώτος, αυτός με τις ανοικτές καλύψεις. Ούτως ή άλλως, η έννοια της ανοικτής κάλυψης, σε σχέση με την έννοια της
συμπάγειας, είναι αρκετά χρήσιμη στην Ανάλυση και, επομένως, όποιον ορισμό κι αν επιλέξουμε, το θεώρημα 11.7 που
εξασφαλίζει την ισοδυναμία των δύο ορισμών είναι αναπόφευκτο.
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M ̸⊆ Nx1(ϵ)∪Nx2(ϵ)∪Nx3(ϵ). Άρα υπάρχει x4 ∈M με x4 ̸∈ Nx1(ϵ)∪Nx2(ϵ)∪Nx3(ϵ). Συνε-
χίζοντας επαγωγικά βλέπουμε ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στοM ώστε να ισχύει d(xn, xm) ≥ ϵ
για κάθε n,m με n ̸= m. Αυτό, όμως, αποκλείει τη δυνατότητα να υπάρχει υποακολουθία της
(xn) η οποία να συγκλίνει και καταλήγουμε σε άτοπο.
Βήμα 2. Έστω τυχούσα ανοικτή κάλυψη Σ τουM . Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει ϵ > 0 με την ιδιό-
τητα: για κάθε x ∈M η περιοχή Nx(ϵ) περιέχεται σε κάποιο από τα A ∈ Σ.13

Έστω ότι δεν υπάρχει ϵ > 0 με την ιδιότητα αυτή. Δηλαδή, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει αντίστοιχο
x ∈ M ώστε το Nx(ϵ) να μην περιέχεται σε κανένα από τα A ∈ Σ. Εφαρμόζουμε με ϵ = 1

n για
κάθε n ∈ N και έχουμε ότι για κάθε n υπάρχει xn ∈M ώστε η περιοχήNxn(

1
n) να μην περιέχεται

σε κανένα από τα A ∈ Σ. Υπάρχει, όμως, υποακολουθία (xnk
) της (xn) η οποία συγκλίνει σε

κάποιο x0 ∈ M . Το x0 ανήκει σε κάποιο απο τα A ∈ Σ. Έστω x0 ∈ A0 ∈ Σ. Αφού το A0 είναι
ανοικτό, υπάρχει δ > 0 ώστε Nx0(δ) ⊆ A0. Επιλέγουμε αρκετά μεγάλο nk ώστε

d(xnk
, x0) <

δ
2 και 1

nk
< δ

2 .

Τότε για κάθε x ∈ Nxnk
( 1
nk
) ισχύει

d(x, x0) ≤ d(x, xnk
) + d(xnk

, x0) <
1
nk

+ d(xnk
, x0) <

δ
2 + δ

2 = δ

και, επομένως, Nxnk
( 1
nk

) ⊆ Nx0(δ) ⊆ A0 και καταλήγουμε σε άτοπο, διότι η περιοχή Nxnk
( 1
nk
)

δεν πρέπει να περιέχεται σε κανένα από τα A ∈ Σ.
Βήμα 3. Έστω τυχούσα ανοικτή κάλυψη Σ τουM . Τότε, σύμφωνα με το βήμα 2, υπάρχει ϵ > 0
ώστε για κάθε x ∈ M το Nx(ϵ) να περιέχεται σε κάποιο από τα A ∈ Σ. Σύμφωνα με το βήμα 1,
υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους στοιχεία x1, . . . , xn τουM ώστε

M ⊆ Nx1(ϵ) ∪ . . . ∪Nxn(ϵ).

Καθένα, όμως, από ταNxk
(ϵ) περιέχεται σε κάποιο από ταA ∈ Σ. ΈστωNxk

(ϵ) ⊆ Ak ∈ Σ. Τότε

M ⊆ Nx1(ϵ) ∪ · · · ∪Nxn(ϵ) ⊆ A1 ∪ · · · ∪An.

Επομένως, η Σ′ = {A1, . . . , An} είναι πεπερασμένη κάλυψη τουM μικρότερη ή ίση της Σ.

Παράδειγμα 11.6.11. Θεωρούμε το (a, b] στο R και την ακολουθία (xn) με xn = a + b−a
n για

κάθε n. Επειδή xn → a, κάθε υποακολουθία της (xn) συγκλίνει στο a. Άρα η (xn) περιέχεται στο
(a, b] και δεν έχει καμία υποακολουθία η οποία να συγκλίνει σε στοιχείο του (a, b]. Άρα το (a, b]
δεν είναι συμπαγές υποσύνολο του R.

Παράδειγμα 11.6.12. Θεωρούμε το [a, b] στο R και τυχούσα ακολουθία (xn) η οποία περιέχεται
στο [a, b]. Η (xn) είναι φραγμένη. Άρα, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano - Weierstrass στο R, η
(xn) έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία (xnk

) η οποία συγκλίνει σε κάποιο x ∈ R. Επειδή το
[a, b] είναι κλειστό και η (xnk

) περιέχεται στο [a, b], συνεπάγεται x ∈ [a, b]. Αποδείξαμε, λοιπόν,
ότι κάθε ακολουθία στο [a, b] έχει υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο του [a, b] και,
επομένως, το [a, b] είναι συμπαγές υποσύνολο του R.

Παράδειγμα 11.6.13. Θεωρούμε το [a,+∞) στο R και την ακολουθία (xn) με xn = a + n για
κάθε n. Επειδή xn → +∞, κάθε υποακολουθία της αποκλίνει στο +∞. Άρα η (xn) περιέχεται
στο [a,+∞) και δεν έχει καμία υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο του [a,+∞). Άρα
το [a,+∞) δεν είναι συμπαγές υποσύνολο του R.

Εν γένει, το να αποδείξουμε ότι ένα συγκεκριμένο σύνολοM δεν είναι συμπαγές είναι σχετικά
απλό πρόβλημα: αρκεί να βρούμε μια συγκεκριμένη ακολουθία στοM ώστε καμία υποακολουθία
της να μη συγκλίνει σε στοιχείο τουM . Ενώ το να αποδείξουμε ότι ένα σύνολοM είναι συμπαγές

13Ο αριθμός ϵ με την ιδιότητα αυτή ονομάζεται αριθμός Lebesgue της ανοικτής κάλυψης Σ τουM .
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είναι πιο δύσκολο πρόβλημα: πρέπει να θεωρήσουμε τυχούσα ακολουθία στο M και να αποδεί-
ξουμε ότι έχει υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο του M . Η δυσκολία είναι φανερή
στο παράδειγμα 11.6.12, όπου χρειάστηκε να χρησιμοποιήσουμε το δύσκολο θεώρημα Bolzano -
Weierstrass στο R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.23. Κάθε κλειστό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο στο Rd με ακμές παράλληλες στους
κύριους άξονες είναι συμπαγές.

Πρώτη απόδειξη. ΈστωM = [a1, b1]×· · ·× [ad, bd]. Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία (xn) στοM
και έστω xn = (xn,1, . . . , xn,d) για κάθε n.
Χωρίζοντας κάθε ακμή [ak, bk] στα ισομήκη υποδιαστήματα [ak, ak+bk

2 ] και [ak+bk
2 , bk], χωρίζουμε

τοM σε 2d ορθογώνια παραλληλεπίπεδα. Καθένα από αυτά περιέχεται, φυσικά, στοM και έχει
διάμετρο υποδιπλάσια της διαμέτρου τουM και μήκη ακμών υποδιπλάσια των μηκών των αντί-
στοιχων ακμών του M . Τώρα, επειδή ολόκληρη η ακολουθία (xn) περιέχεται στο M , τουλάχι-
στον ένα από τα 2d αυτά ορθογώνια παραλληλεπίπεδα πρέπει να περιέχει άπειρους όρους της (xn).
Παίρνουμε ένα τέτοιο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο και το συμβολίζουμεM1 = [a1,1, b1,1]×· · ·×
[a1,d, b1,d]. Χωρίζοντας κάθε ακμή [a1,k, b1,k] στα [a1,k,

a1,k+b1,k
2 ] και [a1,k+b1,k

2 , b1,k], χωρίζουμε
τοM1 σε 2d ορθογώνια παραλληλεπίπεδα. Καθένα από αυτά περιέχεται στοM1 και έχει διάμετρο
υποδιπλάσια της διαμέτρου του M1 και μήκη ακμών υποδιπλάσια των μηκών των αντίστοιχων
ακμών τουM1 και, επειδή άπειροι όροι της (xn) περιέχονται στοM1, τουλάχιστον ένα από τα 2d

αυτά ορθογώνια παραλληλεπίπεδα θα περιέχει, επίσης, άπειρους όρους της (xn). Παίρνουμε ένα
τέτοιο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο και το συμβολίζουμε M2 = [a2,1, b2,1] × · · · × [a2,d, b2,d].
Συνεχίζοντας αυτήν τη διαδικασία επαγωγικά, δημιουργούμε ακολουθία ορθογώνιων παραλληλε-
πιπέδωνMl = [al,1, bl,1]× · · · × [al,d, bl,d] με τις ιδιότητες:
(i) κάθεMl περιέχει άπειρους όρους της (xn).
(ii)M ⊇M1 ⊇ . . . ⊇Ml−1 ⊇Ml ⊇ . . . .
(iii) για κάθε k = 1, . . . , d ισχύει

ak ≤ a1,k ≤ . . . ≤ al−1,k ≤ al,k ≤ . . . ≤ bl,k ≤ bl−1,k ≤ . . . ≤ b1,k ≤ bk.

(iv) για κάθε k = 1, . . . , d και κάθε l ≥ 2 ισχύει

bl,k − al,k =
bl−1,k−al−1,k

2 = . . . =
b1,k−a1,k

2l−1 = bk−ak
2l

,

οπότε bl,k − al,k → 0 και
(v) για κάθε l ≥ 2 ισχύει

diam Ml =
diam Ml−1

2 = . . . = diam M1

2l−1 = diam M
2l

,

οπότε diam Ml → 0.
Επειδή τοM1 περιέχει άπειρους όρους της (xn) υπάρχει xn1 ∈ M1. Επειδή τοM2 περιέχει άπει-
ρους όρους της (xn) υπάρχει xn2 ∈ M2 με n2 > n1. Επειδή τοM3 περιέχει άπειρους όρους της
(xn) υπάρχει xn3 ∈M3 με n3 > n2. Συνεχίζοντας επαγωγικά, βρίσκουμε υποακολουθία (xnl

) της
(xn) ώστε να ισχύει xnl

∈Ml για κάθε l ≥ 1. Αυτό γράφεται:

al,k ≤ xnl,k ≤ bl,k για κάθε k = 1, . . . , d και l ≥ 1. (11.19)

Από την (iii) συνεπάγεται για κάθε k = 1, . . . , d ότι η (al,k) είναι αύξουσα και φραγμένη, η (bl,k)
είναι φθίνουσα και φραγμένη και, επομένως, οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν σε δύο αντίστοιχα
όρια, τα οποία, λόγω της (iv), είναι ο ίδιος αριθμός. Θέτουμε

xk = liml→+∞ al,k = liml→+∞ bl,k. (11.20)

Από την (11.19) συνεπάγεται
xnl,k → xk
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και, επειδή αυτό ισχύει για κάθε k = 1, . . . , d, συνεπάγεται

xnl
→ x = (x1, . . . , xd).

Βλέπουμε, επίσης, ότι x ∈Ml για κάθε l ≥ 1, διότι, λόγω του (iii) και της (11.20), ισχύει

al,k ≤ xk ≤ bl,k για κάθε k = 1, . . . , d και l ≥ 1.

Δηλαδή, το x ανήκει σε κάθεMl (και, φυσικά, και στοM το οποίο περιέχει όλα ταMl).
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι οποιαδήποτε ακολουθία (xn) στοM έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία
η οποία συγκλίνει σε στοιχείο τουM , οπότε τοM είναι συμπαγές.
Δεύτερη απόδειξη. Θεωρούμε τυχούσα ανοικτή κάλυψη Σ τουM και υποθέτουμε, για να καταλή-
ξουμε σε άτοπο, ότι δεν υπάρχει πεπερασμένη κάλυψηΣ′ τουM μικρότερη ή ίση τηςΣ. Όπως και
στην πρώτη απόδειξη, χωρίζουμε τοM στα ίδια 2d ορθογώνια παραλληλεπίπεδα και παρατηρούμε
ότι για τουλάχιστον ένα από αυτά δεν υπάρχει πεπερασμένη κάλυψή του μικρότερη ή ίση της Σ.
Σε αντίθετη περίπτωση, θα είχαμε για καθένα υπο-παραλληλεπίπεδο μια πεπερασμένη κάλυψη μι-
κρότερη ή ίση της Σ, οπότε η ένωσή τους θα ήταν πεπερασμένη κάλυψη τουM μικρότερη ή ίση
της Σ. Επιλέγουμε ένα τέτοιο παραλληλεπίπεδο και το συμβολίζουμεM1. Όπως πριν, χωρίζουμε
τοM1 σε 2d υπο-παραλληλεπίπεδα για ένα τουλάχιστον από τα οποία δεν υπάρχει πεπερασμένη
κάλυψή του μικρότερη ή ίση της Σ. Επιλέγουμε ένα τέτοιο και το συμβολίζουμε M2. Συνεχίζο-
ντας επαγωγικά, κατασκευάζουμε ακολουθία (Ml) ορθογώνιων παραλληλεπιπέδων με ακριβώς
τις ίδιες ιδιότητες (ii) − (v) όπως και η αντίστοιχη ακολουθία στην πρώτη απόδειξη και με την
(i) να έχει αντικατασταθεί από την:
(i′) για κάθε l δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη κάλυψη τουMl μικρότερη ή ίση της Σ.
Όπως πριν, υπάρχει μοναδικό x ∈M το οποίο περιέχεται σε όλα ταMl. Επειδή η Σ είναι κάλυψη
τουM , υπάρχει κάποιοA0 ∈ Σ ώστε x ∈ A0. Επειδή τοA0 είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχει ϵ0 > 0
ώστε Nx(ϵ0) ⊆ A0. Επειδή diam Ml → 0, υπάρχει l0 αρκετά μεγάλο ώστε diam Ml0 < ϵ0. Τότε
για κάθε y ∈Ml0 (και επειδή x ∈Ml0) έχουμε

∥y− x∥2 ≤ diam Ml0 < ϵ0

και, επομένως, y ∈ Nx(ϵ0). Άρα Ml0 ⊆ Nx(ϵ0) ⊆ A0. Αυτό σημαίνει ότι η Σ′ = {A0} είναι
πεπερασμένη κάλυψη τουMl0 μικρότερη ή ίση της Σ και καταλήγουμε σε άτοπο.

Τώρα θα αποδείξουμε το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass στον Ευκλείδιο χώρο Rd, το
οποίο διατυπώνεται με δύο (ισοδύναμες) μορφές.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ BOLZANO - WEIERSTRASS. [α] Κάθε φραγμένη ακολουθία στο Rd έχει
συγκλίνουσα υποακολουθία.
[β] Κάθε φραγμένο άπειρο υποσύνολο του Rd έχει τουλάχιστον ένα σημείο συσσώρευσης.

Απόδειξη. [α] Έστω (xn) φραγμένη ακολουθία στον Rd. Τότε υπάρχει κάποιο κλειστό ορθογώνιο
παραλληλεπίπεδο M με ακμές παράλληλες στους κύριους άξονες ώστε να ισχύει xn ∈ M για
κάθε n. Σύμφωνα με την πρόταση 11.23, το M είναι συμπαγές, οπότε, βάσει του θεωρήματος
11.7, υπάρχει υποακολουθία της (xn) η οποία συγκλίνει (σε στοιχείο τουM ).
[β] Έστω K τυχόν άπειρο και φραγμένο υποσύνολο του Rd. Επειδή το K είναι άπειρο, υπάρχει
ακολουθία (xn) στοK με όρους διαφορετικούς ανά δύο. ΤοK είναι φραγμένο, οπότε η (xn) είναι
φραγμένη, οπότε, σύμφωνα με το [α], υπάρχει υποακολουθία (xnk

) της (xn) η οποία συγκλίνει σε
κάποιο x ∈ Rd. Επειδή οι όροι της (xnk

) είναι διαφορετικοί ανά δύο, το πολύ ένας από αυτούς
είναι ίσος με x. Άρα η ακολουθία (xnk

) από κάποιον δείκτη και πέρα έχει όλους τους όρους της
διαφορετικούς από το x και συγκλίνει στο x. Από την πρόταση 11.12 συνεπάγεται ότι το x είναι
σημείο συσσώρευσης τουK.

Ερχόμαστε, τώρα, σε ένα πολύ σημαντικό αποτέλεσμα το οποίο χαρακτηρίζει όλα τα συμπαγή
υποσύνολα ενός Ευκλείδιου χώρου. Η αναγνώριση ενός συμπαγούς συνόλου στον Ευκλείδειο
χώρο είναι πολύ απλή υπόθεση: πρέπει και αρκεί να δούμε ότι το σύνολο είναι κλειστό και φραγμένο.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 11.8. Έστω M ⊆ Rd. Το M είναι συμπαγές αν και μόνον αν είναι φραγμένο και
κλειστό.

Πρώτη απόδειξη. Η πρόταση 11.20 αποδεικνύει τη μία κατεύθυνση.
Έστω ότι τοM είναι κλειστό και φραγμένο. Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία (xn) στοM . Επειδή το
M είναι φραγμένο, η (xn) είναι φραγμένη και, σύμφωνα με το θεώρημα των Bolzano -Weierstrass,
έχει υποακολουθία (xnk

) η οποία συγκλίνει, δηλαδή, xnk
→ x για κάποιο x ∈ Rd. Επειδή τοM

είναι κλειστό και η (xnk
) περιέχεται στο M , συνεπάγεται ότι x ∈ M . Άρα κάθε ακολουθία στο

M έχει υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο τουM και, επομένως, από το θεώρημα 11.7
συνεπάγεται ότι τοM είναι συμπαγές.
Δεύτερη απόδειξη. Πάλι η πρόταση 11.20 αποδεικνύει τη μία κατεύθυνση.
Επειδή τοM είναι φραγμένο, υπάρχει κλειστό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο N με ακμές παράλ-
ληλες στους κύριους άξονες ώστεM ⊆ N . Από την πρόταση 11.23 συνεπάγεται ότι το N είναι
συμπαγές και, επειδή το M είναι κλειστό, το M είναι, σύμφωνα με την πρόταση 11.21, συμπα-
γές.

Παράδειγμα 11.6.14. Οποιαδήποτε κλειστή μπάλα Nx0(R) είναι συμπαγές υποσύνολο του Rd.

Το θεώρημα 11.8 λέει ότι το αντίστροφο της πρότασης 11.20 ισχύει στο Rd. Δεν είναι, όμως,
σωστό ότι ισχύει σε κάθε μετρικό χώρο.

Παράδειγμα 11.6.15. Σύμφωνα με τα παραδείγματα 11.6.8 και 11.6.10, κάθε άπειρο υποσύνολο
ενός άπειρου συνόλου X με την διακριτή μετρική dδ είναι μεν κλειστό και φραγμένο αλλά δεν
είναι συμπαγές.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.24. Κάθε μη-κενό συμπαγές υποσύνολο του R έχει μέγιστο και ελάχιστο στοιχείο.

Απόδειξη. Έστω μη-κενό συμπαγές υποσύνολοM τουR. Αφού τοM είναι μη-κενό και φραγμένο,
το M έχει supremum το οποίο είναι αριθμός και θέτουμε u = supM . Γνωρίζουμε ότι για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει x ∈ M ώστε u − ϵ < x ≤ u και, επομένως, x ∈ Nu(ϵ). Άρα το u είναι οριακό
σημείο τουM και, επειδή τοM είναι κλειστό, u ∈M . Άρα το u είναι το μέγιστο στοιχείο τουM .
Η απόδειξη είναι ίδια για την ύπαρξη ελαχίστου στοιχείου.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.9. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ),M ⊆ X και f : M → Y . Αν η f είναι
συνεχής στοM και τοM είναι συμπαγές, τότε το f(M) είναι συμπαγές.

Πρώτη απόδειξη. Έστω (yn) οποιαδήποτε ακολουθία στο f(M). Αρκεί να αποδείξουμε ότι η (yn)
έχει υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο του f(M). Για κάθε n υπάρχει xn ∈ M ώστε
f(xn) = yn. Αφού το M είναι συμπαγές, υπάρχει υποακολουθία (xnk

) η οποία συγκλίνει σε
στοιχείο τουM , δηλαδή xnk

→ x για κάποιο x ∈M . Αφού η f είναι συνεχής στοM , συνεπάγεται
ynk

= f(xnk
) → f(x) ∈ f(M).

Δεύτερη απόδειξη. Έστω τυχούσα ανοικτή κάλυψη T του f(M). Σύμφωνα με το θεώρημα 11.2,
για κάθε B ∈ T υπάρχει ανοικτό AB ⊆ X ώστε

f−1(B) = AB ∩M. (11.21)

Επειδή f(M) ⊆
∪

B∈T B, συνεπάγεται

M ⊆
∪

B∈T f
−1(B) ⊆

∪
B∈T AB.

Επομένως, η συλλογή Σ = {AB |B ∈ T} είναι ανοικτή κάλυψη του M . Επειδή το M είναι
συμπαγές, υπάρχουν B1, . . . , Bn ∈ T ώστε

M ⊆ AB1 ∪ · · · ∪ABn .
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Από αυτήν την σχέση και την (11.21) συνεπάγεται

M ⊆ (AB1 ∪ · · · ∪ABn) ∩M = (AB1 ∩M) ∪ · · · ∪ (ABn ∩M) = f−1(B1) ∪ · · · ∪ f−1(Bn),

οπότε f(M) ⊆ B1 ∪ · · · ∪ Bn. Άρα η {B1, . . . , Bn} είναι πεπερασμένη κάλυψη του f(M)
μικρότερη ή ίση της T .

Το θεώρημα 11.10 γενικεύει τα γνωστά θεωρήματα φραγμένης συνάρτησης και μέγιστης -
ελάχιστης τιμής για συνεχείς συναρτήσεις f : [a, b] → R στο πλαίσιο του R.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.10. Έστω μετρικός χώρος (X, d),M ⊆ X και f : M → R. Αν η f είναι συνεχής
στοM και τοM είναι συμπαγές, τότε η f είναι φραγμένη και έχει μέγιστη τιμή και ελάχιστη τιμή.

Απόδειξη. Από το θεώρημα 11.9 συνεπάγεται ότι το f(M) είναι συμπαγές. Άρα, σύμφωνα με την
πρόταση 11.24, το f(M) είναι φραγμένο και έχει μέγιστο και ελάχιστο στοιχείο.

Παράδειγμα 11.6.16. Θα ξαναγυρίσουμε στις περιπτώσεις των μετρικών χώρων (B(A), dA) και
(BC(A), dA) με την ομοιόμορφη μετρική dA στοA, όπουA είναι υποσύνολο ενός μετρικού χώρου
(X, d). Υπάρχει και ένα τρίτο σύνολο με στοιχεία συναρτήσεις f : A→ R, το σύνολο

C(A) = {f | η f : A→ R είναι συνεχής }.

Είναι προφανές ότι
BC(A) = B(A) ∩ C(A),

αλλά δεν μπορούμε να πούμε ότι, γενικά, ένα από τα B(A), C(A) είναι υποσύνολο του άλλου.
Ανάλογα με το συγκεκριμένο A μπορεί να υπάρχουν συναρτήσεις φραγμένες στο A αλλά όχι
συνεχείς στο A και συναρτήσεις συνεχείς στο A αλλά όχι φραγμένες στο A.
Όμως, αν το A είναι συμπαγές, τότε κάθε συνεχής συνάρτηση στο A είναι και φραγμένη στο A,
οπότε

BC(A) = C(A) ⊆ B(A).

Τέλος, θα δούμε την γενίκευση του ορισμού της ομοιόμορφης συνέχειας.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.20. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X και f : A → Y . Η f χα-
ρακτηρίζεται ομοιόμορφα συνεχής στο A αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
ρ(f(x′), f(x′′)) < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A με d(x′, x′′) < δ.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.11. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ),M ⊆ X και f :M → Y . Αν η f είναι
συνεχής στοM και τοM είναι συμπαγές, τότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στοM .

Πρώτη απόδειξη. Έστω ότι η f δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στοM . Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε
για κάθε δ > 0 να υπάρχουν x′, x′′ ∈M για τα οποία ισχύει d(x′, x′′) < δ και ρ(f(x′), f(x′′)) ≥ ϵ.
Άρα για κάθε n ∈ N υπάρχουν x′n, x′′n ∈M ώστε

d(x′n, x
′′
n) <

1
n και ρ(f(x′n), f(x′′n)) ≥ ϵ.

ΤοM είναι συμπαγές, οπότε η (x′n) έχει υποακολουθία (x′nk
) η οποία συγκλίνει σε στοιχείο του

M , δηλαδή x′nk
→ x για κάποιο x ∈M . Τότε, όμως,

d(x′′nk
, x) ≤ d(x′′nk

, x′nk
) + d(x′nk

, x) < 1
nk

+ d(x′nk
, x) → 0

και, επομένως, x′′nk
→ x. Λόγω συνέχειας της f στο x, είναι f(x′nk

) → f(x) και f(x′′nk
) → f(x).

Άρα
ρ
(
f(x′nk

), f(x′′nk
)
)
≤ ρ

(
f(x′nk

), f(x)
)
+ ρ

(
f(x), f(x′′nk

)
)
→ 0.

Το τελευταίο αντιφάσκει με το ότι ισχύει ρ
(
f(x′nk

), f(x′′nk
)
)
≥ ϵ για κάθε k.
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Δεύτερη απόδειξη. Έστω ϵ > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στοM , για κάθε x ∈M υπάρχει δx > 0
ώστε να ισχύει

ρ(f(y), f(x)) < ϵ
2 για κάθε y ∈M με d(y, x) < δx. (11.22)

Τώρα, η συλλογή {Nx(
δx
2 ) |x ∈M} είναι ανοικτή κάλυψη τουM και, επειδή τοM είναι συμπα-

γές, υπάρχουν x1, . . . , xn ∈M ώστε

M ⊆ Nx1(
δx1
2 ) ∪ · · · ∪Nxn(

δxn
2 ). (11.23)

Θέτουμε
δ = min{ δx1

2 , . . . ,
δxn
2 } > 0 (11.24)

και παίρνουμε οποιαδήποτε x′, x′′ ∈ M με d(x′, x′′) < δ. Το x′ ανήκει στοM , οπότε, βάσει της
(11.23), υπάρχει κάποιο k = 1, . . . , n ώστε x′ ∈ Nxk

(
δxk
2 ) και, επομένως,

d(x′, xk) <
δxk
2 < δxk

. (11.25)

Από τις (11.24) και (11.25) συνεπάγεται

d(x′′, xk) ≤ d(x′′, x′) + d(x′, xk) < δ +
δxk
2 ≤ δxk

. (11.26)

Από τις (11.25), (11.26) και (11.22) συνεπάγεται ρ(f(x′), f(xk)) < ϵ
2 και ρ(f(x′′), f(xk)) < ϵ

2 .
Άρα

ρ(f(x′), f(x′′)) ≤ ρ(f(x′), f(xk)) + ρ(f(x′′), f(xk)) < ϵ.

Αποδείξαμε ότι για κάθε x′, x′′ ∈ M με d(x′, x′′) < δ ισχύει ρ(f(x′), f(x′′)) < ϵ. Άρα η f είναι
ομοιόμορφα συνεχής στοM .

Ασκήσεις.

11.6.1. Αποδείξτε ότι το {(x1, x2) |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1} είναι συμπαγές υποσύνολο του
R2 και ότι το {(x1, x2, x3) |x12 + x2

2 ≤ x3 ≤ 1} είναι συμπαγές υποσύνολο του R3.

11.6.2. Θεωρήστε το (0, 1) στο R και τα σύνολα Ax = (x2 ,
1+x
2 ) για 0 < x < 1. Αποδείξτε ότι η

Σ = {Ax | 0 < x < 1} είναι ανοικτή κάλυψη του (0, 1) και ότι δεν υπάρχει καμία πεπερασμένη
κάλυψη Σ′ του (0, 1) μικρότερη ή ίση της Σ.
Θεωρήστε το [0, 1] στο R και τα Ax = (x2 ,

1+x
2 ) για 0 < x < 1. Έστω I και J δύο ανοικτά

διαστήματα με 0 ∈ I και 1 ∈ J . Αποδείξτε ότι η Σ = {I, J} ∪ {Ax | 0 < x < 1} είναι ανοικτή
κάλυψη του [0, 1] και ότι υπάρχει πεπερασμένη κάλυψη Σ′ του [0, 1] μικρότερη ή ίση της Σ. Μη
χρησιμοποιήσετε ότι το [0, 1] είναι συμπαγές.

11.6.3. Υπολογίστε τη διάμετρο στον Rd κάθε ανοικτής και κάθε κλειστής μπάλας και κάθε ανοι-
κτού και κάθε κλειστού παραλληλεπιπέδου με ακμές παράλληλες στους κύριους άξονες.

11.6.4. Υπολογίστε τη διάμετρο τουX στον (X, dδ), όπου dδ είναι η διακριτή μετρική στο μη-κενό
X , διακρίνοντας δύο περιπτώσεις: (i) τοX είναι μονοσύνολο και (ii) τοX περιέχει περισσότερα
από ένα στοιχεία. Στη δεύτερη περίπτωση πάρτε οποιοδήποτε x0 ∈ X και υπολογίστε τη διάμετρο
της κλειστής περιοχήςNx0(1). Συμφωνεί το αποτέλεσμα με τον “κανόνα” διάμετρος= δύο φορές
η ακτίνα;

11.6.5. Δείτε την άσκηση 11.1.3. Έστω 1 ≤ p < q ≤ +∞ καιM ⊆ Rd. Αποδείξτε ότι τοM είναι
φραγμένο στον μετρικό χώρο (Rd, dp) αν και μόνο αν είναι φραγμένο στον (Rd, dq).

11.6.6. [α] Θεωρήστε το υποσύνολο A = {(x1, x2) |x12 + x2
2 ≤ 1} του R2. Έχει η συνάρτηση

f(x1, x2) = ex1+x2 μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο A;
[β] Θεωρήστε το υποσύνολο A = {(x1, x2, x3) |x12 + x2

2 + x2 ≤ 1, |x3| ≤ 2} του R3. Έχει η
συνάρτηση f(x1, x2, x3) = ex1+x3 sin(x1x2) μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο A;
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11.6.7. Έστω f : Rd → R με f(x) → 0 καθώς ∥x∥2 → +∞. Αυτό σημαίνει, εξ ορισμού, ότι για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει R > 0 ώστε να ισχύει |f(x)| < ϵ για κάθε x ∈ Rd με ∥x∥2 > R.
Αν υπάρχει x0 ∈ Rd ώστε f(x0) ≥ 0, αποδείξτε ότι η f έχει μέγιστη τιμή.
Αν υπάρχει x0 ∈ Rd ώστε f(x0) ≤ 0, αποδείξτε ότι η f έχει ελάχιστη τιμή.
Αποδείξτε ότι η f : R2 → R με τύπο f(x1, x2) = x1e

−x1
2−x2

2 έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή
και υπολογίστε τις τιμές αυτές.

11.6.8. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Αποδείξτε ότι το ∅ είναι συμπαγές υποσύνολο του X .

11.6.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d), ακολουθία (xn) στο X , x ∈ X ώστε να ισχύει xn ̸= x για
κάθε n και xn → x. Αποδείξτε ότι το {xn |n ∈ N} δεν είναι συμπαγές ενώ το {x}∪{xn |n ∈ N}
είναι συμπαγές.

11.6.10. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM1, . . . ,Mn ⊆ X .
Αν ταM1, . . . ,Mn είναι συμπαγή, αποδείξτε ότι τοM1 ∪ · · · ∪Mn είναι συμπαγές.
Βρείτε συμπαγή υποσύνολαM1,M2, . . . του R ώστε το

∪+∞
n=1Mn να μην είναι συμπαγές υποσύ-

νολο του R.

11.6.11. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόM ⊆ X . Αποδείξτε ότι τοM είναι φραγμένο
αν και μόνο αν diam M < +∞.

11.6.12. Έστω μετρικός χώρος (X, d).
Αποδείξτε ότι το ∅ είναι φραγμένο υποσύνολο του X .
ΑνM,N ⊆ X και ταM και N είναι φραγμένα, αποδείξτε ότι τοM ∪N είναι φραγμένο.

11.6.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d),M ⊆ X και x′0, x′′0 ∈ X . Αποδείξτε ότι υπάρχει R′ ώστε
M ⊆ Nx′

0
(R′) αν και μόνον αν υπάρχει R′′ ώστεM ⊆ Nx′′

0
(R′′).

11.6.14. Στο R θεωρούμε τη μετρική d που ορίζεται με τον τύπο d(x, y) = |x−y|
|x−y|+1 για κάθε

x, y ∈ R. Σύμφωνα με την άσκηση 11.2.25[β], η d και η Ευκλείδια μετρική είναι ισοδύναμες.
Αποδείξτε ότι το R είναι φραγμένο με την μετρική d ενώ δεν είναι φραγμένο με την Ευκλείδια
μετρική. Υπολογίστε τη διάμετρο του R με τη μετρική d και τη διάμετρο του R με την Ευκλείδια
μετρική.

11.6.15. Έστω μετρικός χώρος (X, d).
Αν ∅ ̸= N ⊆M ⊆ X , αποδείξτε ότι diam N ≤ diam M .
Αν ∅ ̸=M,N ⊆ X καιM ∩N ̸= ∅, αποδείξτε ότι diam (M ∪N) ≤ diam M + diam N .

11.6.16. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόM ⊆ X . Αποδείξτε ότι diam M = diam M .

11.6.17. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B ⊆ X . Αν το A είναι συμπαγές και το B κλειστό,
αποδείξτε ότι το A ∩B είναι συμπαγές.

11.6.18. Έστω μετρικός χώρος (X, d), x0 ∈ X και μη-κενάM καιN συμπαγή υποσύνολα τουX .
Αποδείξτε ότι υπάρχουν x′, y′ ∈M ώστε d(x′, y′) = diam M .
Αποδείξτε ότι υπάρχει x′ ∈M ώστε d(x0, x′) = inf{d(x0, x) |x ∈M}.
Αποδείξτε ότι υπάρχουν x′ ∈M και y′ ∈ N ώστε d(x′, y′) = inf{d(x, y) |x ∈M,y ∈ N}.

11.6.19. Έστω x0 ∈ Rd, μη-κενό κλειστό υποσύνολοM τουRd και μη-κενό συμπαγές υποσύνολο
N του Rd.
Αποδείξτε ότι υπάρχει x′ ∈M ώστε ∥x0 − x′∥2 = inf{∥x0 − x∥2 | x ∈M}.
Αποδείξτε ότι υπάρχουν x′ ∈M και y′ ∈ N ώστε ∥x′ − y′∥2 = inf{∥x− y∥2 | x ∈M, y ∈ N}.

11.6.20. Έστω φραγμένο υποσύνολοM του Rd. Αποδείξτε ότι ταM ,M ′ και ∂M είναι συμπαγή.
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11.6.21. Φτιάξτε συμπαγές υποσύνολο του R με άπειρου αριθμήσιμου πλήθους σημεία συσσώ-
ρευσης.

11.6.22. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), M ⊆ X , N ⊆ Y και f : M → N η οποία
είναι ένα-προς-ένα και επί. Αν η f είναι συνεχής στοM και τοM είναι συμπαγές, αποδείξτε ότι
η αντίστροφη f−1 : N →M είναι συνεχής στο N .

11.6.23. Έστω A ⊆ R και f : A → R. Το Gf = {(x, f(x)) |x ∈ A} ⊆ R2 ονομάζεται γράφημα
της f .
Έστω ότι η f είναι φραγμένη. Αποδείξτε ότι, αν το Gf είναι κλειστό, τότε η f είναι συνεχής.
Έστω ότι το A είναι κλειστό. Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής, τότε το Gf είναι κλειστό.
Έστω ότι το A είναι συμπαγές. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής αν και μόνον αν το Gf είναι
συμπαγές.

11.6.24. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), B ⊆ A ⊆ X και f : A → Y . Αν η f είναι
ομοιόμορφα συνεχής στο A, αποδείξτε ότι είναι ομοιόμορφα συνεχής και στο B.

11.6.25. Έστω μετρικοί χώροι (X, d), (Y, ρ) και (Z, τ), A ⊆ X , B ⊆ Y , f : A→ B και g : B →
Z. Αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A και η g ομοιόμορφα συνεχης στο B, αποδείξτε ότι η
g ◦ f : A→ Z είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

11.6.26. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X και f : A → Y και έστω ότι ο (Y, ρ)
είναι πλήρης. Αποδείξτε ότι τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:
(i) Υπάρχει ομοιόμορφα συνεχής επέκταση της f στο A, δηλαδή συνάρτηση F : A → Y ομοιό-
μορφα συνεχής στο A ώστε να ισχύει F (x) = f(x) για κάθε x ∈ A.
(ii) Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

11.6.27. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM ⊆ X . Αν τοM είναι συμπαγές, αποδείξτε ότι υπάρχει
αριθμήσιμο A ⊆M ώστεM = A.

11.6.28. 14 Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM ⊆ X .
ΤοM χαρακτηρίζεται ολικά φραγμένο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους ση-
μεία τουM ώστε κάθε άλλο σημείο τουM να έχει απόσταση μικρότερη από ϵ από τουλάχιστον
ένα από αυτά ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους ανοικτές περιο-
χές με κέντρα στοM και ακτίνας ϵ οι οποίες να καλύπτουν τοM .
Αποδείξτε ότι τοM είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι πλήρες και ολικά φραγμένο.

11.6.29. 15 Δείτε τις ασκήσεις 11.1.6 και 11.2.26. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόM ⊆
X . Αποδείξτε ότι τοM είναι συμπαγές υποσύνολο του (X, d) αν και μόνο αν τοM είναι συμπαγές
υποσύνολο του (M,d).

11.6.30. [α] Έστω συναρτήσεις x, y : [a, b] → R και f : K → R όπου οι x, y είναι ολοκληρώσιμες
στο [a, b], η f είναι συνεχής στο συμπαγέςK ⊆ R2 και ισχύει (x(t), y(t)) ∈ K για κάθε t ∈ [a, b].
Αποδείξτε ότι η f◦(x, y) : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ = {a = t0, . . . , tn = b} του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε δύο
επιλογές Ξ′ = {ξ1′, . . . , ξn′} και Ξ′′ = {ξ1′′, . . . , ξn′′} ενδιάμεσων σημείων για την ∆ ισχύει∣∣∑n

k=1 f(x(ξk
′), y(ξk

′′))(tk − tk−1)−
∫ b
a f(x(t), y(t)) dt

∣∣ < ϵ.
[β] Δείτε την άσκηση 6.5.6 και αποδείξτε ότι, αν μια καμπύλη Γ έχει παραμετρικές εξισώσεις
x = x(t) και y = y(t) στο διάστημα [a, b] με παραγώγους ολοκληρώσιμες στο [a, b], τότε

l(Γ) =
∫ b
a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt.

14Μια πολύ σημαντική άσκηση. Όπως στο θεώρημα 11.7, ένας ακόμη χαρακτηρισμός της έννοιας της συμπάγειας
με βάση, τώρα, την έννοια της πληρότητας.

15Η άσκηση αυτή μας λέει ότι το να είναι ή να μην είναι το σύνολο M συμπαγές εξαρτάται μόνο από το ίδιο το
σύνολοM (και την μετρική του) και όχι από τον περιβάλλοντα χώρο.
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11.6.31. Έστω μετρικός χώρος (X, d).
[α] Θεωρούμε το σύνολο

Zb = {A |A μη-κενό και φραγμένο υποσύνολο του X}.

Για κάθε A,B ∈ Zb ορίζουμε το

d̃(A,B) = inf
{
µ > 0 |A ⊆

∪
b∈B Nb(µ) και B ⊆

∪
a∈ANa(µ)

}
.

Αποδείξτε ότι το σύνολο του οποίου το infimum ορίζει το d̃(A,B) είναι μη-κενό με κάτω φράγμα
το 0 και, επομένως, 0 ≤ d̃(A,B) < +∞.
Αποδείξτε ότι η d̃ είναι ψευδομετρική στο Zb. Δηλαδή, ότι ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες μιας
μετρικής εκτός της (ii), η οποία αντικαθίσταται από την: για κάθε A ∈ Zb ισχύει d̃(A,A) = 0.
Αποδείξτε ότι για κάθε A,B ∈ Zb ισχύει d̃(A,B) = 0 αν και μόνο αν A = B.
[β] Έστω

Zbc = {A |A μη-κενό, φραγμένο και κλειστό υποσύνολο του X}.

Για κάθε A,B ∈ Zbc ορίζουμε με τον ίδιο τύπο το d̃(A,B).
Αποδείξτε ότι η d̃ είναι μετρική στο Zbc. Η d̃ ονομάζεται μετρική Hausdorff στον χώρο Zbc των
μη-κενών, κλειστών και φραγμένων υποσυνόλων ενός μετρικού χώρου (X, d).
Τώρα, ως (X, d) θεωρούμε τον Rd με την Ευκλείδια μετρική. Έστω ακολουθία (An) μη-κενών,
κλειστών και φραγμένων (δηλαδή, συμπαγών) υποσυνόλων τουRd και έστω d̃(An, A) → 0, όπου
το A είναι, επίσης, μη-κενό, κλειστό και φραγμένο υποσύνολο του Rd. Αποδείξτε ότι, αν όλα τα
An είναι κυρτά, τότε και το A είναι κυρτό.
Προσπαθήστε να δείτε τί σημαίνει γεωμετρικά η σχέση d̃(A,B) ≤ ϵ ανάμεσα σε δύο συμπαγή
υποσύνολα του R2 ή του R3.

11.6.32. Για κάθε ανοικτό διάστημα I ⊆ R συμβολίζουμε |I| το μήκος του I .
[α] Λέμε ότι έναA ⊆ R έχει μηδενικό μέτρο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει ακολουθία (In) ανοικτών
διαστημάτων στο R ώστε A ⊆

∪+∞
n=1 In και

∑+∞
n=1 |In| < ϵ.

Αποδείξτε ότι το κενό σύνολο καθώς και κάθε μονοσύνολο στο R έχει μηδενικό μέτρο.
Αν A ⊆ B ⊆ R και το B έχει μηδενικό μέτρο, αποδείξτε ότι το A έχει μηδενικό μέτρο.
Αν κάθε Am ⊆ R μεm ∈ N έχει μηδενικό μέτρο, αποδείξτε ότι το A =

∪+∞
m=1Am έχει μηδενικό

μέτρο.
Αποδείξτε ότι το Q έχει μηδενικό μέτρο.
Έστω συμπαγές A ⊆ R. Αποδείξτε ότι το A έχει μηδενικό μέτρο αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0
υπάρχουν ανοικτά διαστήματα I1, . . . , In ώστε A ⊆

∪n
k=1 Ik και

∑n
k=1 |Ik| < ϵ.

Αποδείξτε ότι κάθε διάστημα A με μη-μηδενικό μήκος δεν έχει μηδενικό μέτρο.
[β]16 Δείτε την άσκηση 4.1.16. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R.
Για κάθε ϵ > 0 ορίζουμε το σύνολοA(ϵ) = {x ∈ [a, b] |ω(f ;x) ≥ ϵ}. Προφανώς, αν 0 < ϵ1 < ϵ2,
τότε ισχύει A(ϵ2) ⊆ A(ϵ1).
Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 το A(ϵ) είναι συμπαγές.
Έστω A = {x ∈ [a, b] | ο x είναι σημείο ασυνέχειας της f}. Αποδείξτε ότι A =

∪+∞
n=1A(

1
n).

Αν η f είναι ολοκληρώσιμη, αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 το A(ϵ) έχει μηδενικό μέτρο και,
επομένως, ότι το A έχει μηδενικό μέτρο.
Αντιστρόφως, αν το A έχει μηδενικό μέτρο, αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη.

16Εδώ έχουμε το εξής σημαντικό κριτήριο ολοκληρωσιμότητας: μια συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη αν και μόνο αν
το σύνολο των σημείων ασυνέχειάς της έχει μηδενικό μέτρο.
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11.7 Συνεκτικότητα.

ΟΡΙΣΜΟΣ11.21. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X . Λέμε ότι ταB,C αποτελούν διάσπαση
του A αν (i) B ∪ C = A, (ii) B ∩ C = ∅, (iii) B ̸= ∅, C ̸= ∅, (iv) κανένα από τα B,C δεν
περιέχει οριακό σημείο του άλλου.

Όταν ισχύουν τα (i), (ii), (iii), λέμε ότι τα B,C αποτελούν διαμέριση του A.

Παράδειγμα 11.7.1. Στο R2 θεωρούμε τους κλειστούς δίσκους B = N0(1), C = N3(1) και την
ένωση A = B ∪ C. Είναι σαφές ότι τα B,C αποτελούν διάσπαση του A.
Αν θεωρήσουμε τους ανοικτούς δίσκους B = N0(1), C = N2(1) και το A = B ∪ C, τότε οι
δίσκοι B,C εφάπτονται αλλά, και πάλι, αποτελούν διάσπαση του A.
Αν θεωρήσουμε τον κλειστό δίσκοB = N0(1), τον ανοικτό δίσκο C = N2(1) και τοA = B ∪C,
τότε οι δίσκοι B,C εφάπτονται αλλά δεν αποτελούν διάσπαση του A: το B περιέχει το σημείο 1
το οποίο είναι οριακό σημείο του C.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.22. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το σύνολο A χαρακτηρίζεται συνε-
κτικό αν δεν υπάρχει καμιά διάσπασή του, δηλαδή αν δεν υπάρχει κανένα ζευγάρι συνόλων B,C
με τις ιδιότητες (i) - (iv) του παραπάνω ορισμού

Παράδειγμα 11.7.2. Τα πρώτα δύο σύνολα A του παραδείγματος 11.7.1 είναι μη-συνεκτικά υπο-
σύνολα του R2 διότι για το καθένα υπάρχει συγκεκριμένη διάσπαση.
Δεν μπορούμε, όμως, να αποφασίσουμε αυτή τη στιγμή αν το τρίτο σύνολο A του παραδείγματος
11.7.1 είναι συνεκτικό ή όχι. Γνωρίζουμε ότι τα συγκεκριμένα B,C που σχετίζονται με το συ-
γκεκριμένο A δεν αποτελούν διάσπαση του A. Όμως, για να είναι αποφασίσουμε ότι το A είναι
συνεκτικό πρέπει να αποδείξουμε ότι, όχι μόνο το συγκεκριμένο ζευγάρι, αλλά ότι ένα οποιοδήποτε
ζευγάρι συνόλων δεν αποτελεί διάσπαση του A.

Παράδειγμα 11.7.3. Είναι προφανές ότι το ∅ αλλά και κάθε μονοσύνολο {x} είναι συνεκτικό
σύνολο. Τα σύνολα αυτά δεν έχουν καν διαμέριση αφού για να επιδέχεται ένα σύνολο διαμέριση
πρέπει να έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία.

ΛΗΜΜΑ 11.2. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA,B,C ⊆ X μεB ∩C = ∅ και έστω ότι κανένα
από τα B,C δεν περιέχει οριακό σημείο του άλλου. Αν το A είναι συνεκτικό και A ⊆ B ∪ C, τότε
είτε A ⊆ B είτε A ⊆ C.

Απόδειξη. Ορίζουμε
B1 = A ∩B, C1 = A ∩ C.

Προφανώς, είναι B1 ∪ C1 = A και B1 ∩ C1 = ∅.
Τώρα, έστω x ∈ B1. Τότε x ∈ B, οπότε το x δεν είναι οριακό σημείο του C. Άρα υπάρχει r > 0
ώστε το C να μην τέμνει την περιοχή Nx(r) και τότε, επειδή C1 ⊆ C, ούτε το C1 τέμνει την
Nx(r). Άρα το x δεν είναι οριακό σημείο ούτε του C1. Καταλήγουμε στο ότι το B1 δεν περιέχει
οριακό σημείο του C1. Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι το C1 δεν περιέχει οριακό σημείο του B1.
Αν ήταν B1 ̸= ∅ και C1 ̸= ∅, τότε τα B1, C1 θα αποτελούσαν διάσπαση του A αλλά αυτό είναι
αδύνατο, αφού το A είναι συνεκτικό. Άρα είτε B1 = ∅ είτε C1 = ∅ και, επομένως, είτε A ⊆ C
είτε A ⊆ B, αντιστοίχως.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.25. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μια συλλογή Σ συνεκτικών υποσυνόλων του
X και έστω ότι όλα τα σύνολα της συλλογής Σ έχουν ένα κοινό σημείο. Τότε η ένωση

∪
A∈ΣA είναι

συνεκτική.

Απόδειξη. Θέτουμε U =
∪

A∈ΣA και θα αποδείξουμε ότι το U είναι συνεκτικό.
Ονομάζουμε, επίσης, x0 το κοινό σημείο όλων των A ∈ Σ.
Έστω ότι το U δεν είναι συνεκτικό, οπότε υπάρχουν σύνολα B,C ώστε B ∪C = U , B ∩C = ∅,
B ̸= ∅, C ̸= ∅ και κανένα από τα B,C δεν περιέχει οριακό σημείο του άλλου.
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Προφανώς, ισχύει x0 ∈ U , οπότε x0 ∈ B ή x0 ∈ C. Ας υποθέσουμε ότι x0 ∈ B (η απόδειξη είναι
ίδια αν x0 ∈ C).
Για κάθε A ∈ Σ ισχύει A ⊆ U και, επομένως, A ⊆ B ∪ C. Σύμφωνα με το λήμμα 11.2, κάθε
σύνολοA ∈ Σ περιέχεται είτε στοB είτε στοC. Η δεύτερη περίπτωση αποκλείεται: αν έναA ∈ Σ
περιείχετο στοC, δεν θα μπορούσε να περιέχει το κοινό σημείο x0 το οποίο βρίσκεται στοB. Άρα,
λοιπόν, κάθεA ∈ Σ περιέχεται στοB. Άρα και η ένωση U =

∪
A∈ΣA περιέχεται στοB. Δηλαδή

U ⊆ B και καταλήγουμε σε άτοπο διότι το C είναι μη-κενό υποσύνολο του U .
Άρα το U είναι συνεκτικό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.26. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αν το A είναι συνεκτικό και A ⊆
D ⊆ A, τότε και το D είναι συνεκτικό.

Απόδειξη. Έστω ότι το D δεν είναι συνεκτικό, οπότε υπάρχουν σύνολα B,C ώστε B ∪ C = D,
B ∩ C = ∅, B ̸= ∅, C ̸= ∅ και κανένα από τα B,C δεν περιέχει οριακό σημείο του άλλου.
Επειδή A ⊆ D, συνεπάγεται A ⊆ B ∪ C. Επειδή το A είναι συνεκτικό, από το λήμμα 11.2
συνεπάγεται A ⊆ B ή A ⊆ C. Έστω A ⊆ B. (Η απόδειξη είναι ίδια αν A ⊆ C.)
Επειδή D ⊆ A, κάθε σημείο του D είναι οριακό σημείο του A και, επομένως, οριακό σημείο και
τουB (αφούA ⊆ B). Άρα κανένα σημείο τουD δεν ανήκει στοC (αφού τοC δεν περιέχει οριακά
σημεία του B). Αυτό είναι άτοπο διότι το C είναι μη-κενό υποσύνολο του D.
Άρα το D είναι συνεκτικό.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.12. Έστω μετρικοί χώροι (X, d), (Y, ρ), A ⊆ X και f : A → Y συνεχής στο A.
Αν το A είναι συνεκτικό, τότε το f(A) είναι συνεκτικό.

Απόδειξη. Έστω ότι το f(A) δεν είναι συνεκτικό.
Τότε υπάρχουν σύνολα B′, C ′ ώστε B′ ∪ C ′ = f(A), B′ ∩ C ′ = ∅, B′ ̸= ∅, C ′ ̸= ∅ και κανένα
από τα B′, C ′ δεν περιέχει οριακό σημείο του άλλου.
Θεωρούμε τις αντίστροφες εικόνες των B′, C ′ μέσα στο A, δηλαδή τα σύνολα

B = f−1(B′) = {x ∈ A | f(x) ∈ B′}, C = f−1(C ′) = {x ∈ A | f(x) ∈ C ′}.

Είναι φανερό ότι ισχύει B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, B ̸= ∅, C ̸= ∅.
Τώρα, έστω ότι το B περιέχει οριακό σημείο του C, δηλαδή έστω b ∈ B και b οριακό σημείο του
C. Τότε υπάρχει ακολουθία (cn) στοC ώστε cn → b. Επειδή η f είναι συνεχής στο b, συνεπάγεται
f(cn) → f(b). Παρατηρούμε ότι η ακολουθία (f(cn)) είναι στο C ′ και, επομένως, το f(b) είναι
οριακό σημείο τουC ′. Όμως, f(b) ∈ B′ και καταλήγουμε σε άτοπο διότι τοB′ δεν περιέχει οριακό
σημείο του C ′. Άρα το B δεν περιέχει οριακό σημείο του C.
Τελείως συμμετρικά αποδεικνύεται ότι το C δεν περιέχει οριακό σημείο του B.
Άρα τα B,C αποτελούν διάσπαση του A. Αυτό είναι άτοπο διότι το A είναι συνεκτικό. Άρα το
f(A) είναι συνεκτικό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.23. Έστω μετρικός χώρος (X, d), x, y ∈ X και r > 0. Κάθε πεπερασμένο σύνολο
{z0, . . . , zn} ⊆ X με z0 = x, zn = y και d(zk, zk−1) < r για κάθε k = 1, . . . , n χαρακτηρίζεται
r-αλληλουχία σημείων που συνδέει τα x, y. Αν, επιπλέον, ισχύει zk ∈ A για κάθε k = 0, . . . , n,
τότε λέμε ότι η r-αλληλουχία σημείων είναι στο A.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και συμπαγές υποσύνολο K του X . Το K είναι
συνεκτικό αν και μόνο αν για κάθε x, y ∈ K και για κάθε r > 0 υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στο
K η οποία συνδέει τα x, y.

Απόδειξη. Έστω ότι τοK είναι συνεκτικό.
Θεωρούμε οποιαδήποτε x, y ∈ K και οποιονδήποτε r > 0 και (για να καταλήξουμε σε άτοπο)
υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στοK που συνδέει τα x, y.
Ορίζουμε τα σύνολα

B = {b ∈ K | υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στο K που συνδέει τα x, b},
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C = {c ∈ K | δεν υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στο K που συνδέει τα x, c}.

Είναι φανερό ότι B ∪ C = K, B ∩ C = ∅, B ̸= ∅ (διότι x ∈ B) και C ̸= ∅ (διότι y ∈ C).
Ας υποθέσουμε ότι το B περιέχει κάποιο οριακό σημείο, έστω b, του C. Τότε (επειδή b ∈ B)
υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στο K που συνδέει τα x, b και, επίσης, (επειδή το b είναι οριακό
σημείο τουC) υπάρχει c ∈ C ώστε d(c, b) < r. Αν στην r-αλληλουχία σημείων τουK που συνδέει
τα x, b επισυνάψουμε (ως τελευταίο σημείο μετά το b) το c, τότε προκύπτει r-αλληλουχία σημείων
του K που συνδέει τα x, c. Αυτό, όμως, είναι άτοπο διότι c ∈ C. Άρα το B δεν περιέχει οριακό
σημείο του C.
Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι το C περιέχει κάποιο οριακό σημείο, έστω c, του B. Τότε (επειδή το
c είναι οριακό σημείο του B) υπάρχει b ∈ B ώστε d(c, b) < r και (επειδή b ∈ B) υπάρχει
r-αλληλουχία σημείων του K που συνδέει τα x, b. Αν στην r-αλληλουχία σημείων του K που
συνδέει τα x, b επισυνάψουμε (ως τελευταίο σημείο μετά το b) το c, τότε προκύπτει r-αλληλουχία
σημείων του K που συνδέει τα x, c. Αυτό, όμως, είναι άτοπο διότι c ∈ C. Άρα το C δεν περιέχει
οριακό σημείο του B.
Άρα τα B,C αποτελούν διάσπαση τουK και αυτό είναι άτοπο διότι τοK είναι συνεκτικό.
Άρα υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στοK που συνδέει τα x, y.
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε x, y ∈ K και για κάθε r > 0 υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στο
K η οποία συνδέει τα x, y.
Υποθέτουμε (για να καταλήξουμε σε άτοπο) ότι τοK δεν είναι συνεκτικό. Τότε υπάρχουν σύνολα
B,C ώστε B ∪ C = K, B ∩ C = ∅, B ̸= ∅, C ̸= ∅ και κανένα από τα B,C δεν περιέχει οριακό
σημείο του άλλου.
Έστω x οριακό σημείο του B. Επειδή B ⊆ K, το x είναι οριακό σημείο και τουK. Επειδή τοK
είναι κλειστό, συνεπάγεται x ∈ K. Επειδή x /∈ C (διότι το C δεν περιέχει οριακό σημείο του B)
συνεπάγεται x ∈ B. Άρα το B περιέχει όλα τα οριακά σημεία του και, επομένως, είναι κλειστό.
Τέλος, επειδή B ⊆ K και τοK είναι συμπαγές, συνεπάγεται ότι και το B είναι συμπαγές.
Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο αποδεικνύεται ότι και το C είναι συμπαγές.
Συμπεραίνουμε ότι ταB,C είναι συμπαγή και ξένα, οπότε, από την πρόταση 11.22, υπάρχει r > 0
ώστε να ισχύει d(b, c) ≥ r για κάθε b ∈ B και c ∈ C. Αφού B ̸= ∅, C ̸= ∅, θεωρούμε κάποιο
b′ ∈ B και κάποιο c′ ∈ C. Τώρα είναι εύκολο να δούμε ότι δεν υπάρχει r-αλληλουχία σημείων
στοK που να συνδέει τα b′, c′, οπότε καταλήγουμε σε άτοπο.
Πράγματι, έστω ότι υπάρχει r-αλληλουχία {z0, . . . , zn} σημείων στοK ώστε z0 = b′, zn = c′ και
d(zk, zk−1) < r για κάθε k = 1, . . . , n. Επειδή z0 ∈ B, zn ∈ C, συνεπάγεται ότι υπάρχει κάποιος
k ώστε zk−1 ∈ B, zk ∈ C. Τότε το d(zk, zk−1) < r αντιφάσκει με το ότι ισχύει d(b, c) ≥ r για
κάθε b ∈ B, c ∈ C.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.27. Ένα σύνολο I ⊆ R είναι συνεκτικό αν και μόνο αν είναι διάστημα.

Απόδειξη. Έστω ότι το I είναι συνεκτικό. Αν το I δεν είναι διάστημα, υπάρχουν, σύμφωνα με
την πρόταση 1.4, x1, x2, x ώστε x1 < x < x2 και x1, x2 ∈ I και x /∈ I . Τότε τα σύνολα
B = I ∩ (−∞, x) και C = I ∩ (x,+∞) αποτελούν διάσπαση του I και καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα το I είναι διάστημα.
Αντιστρόφως, έστω ότι το I είναι διάστημα.
Αν το I είναι μονοσύνολο, τότε είναι συνεκτικό.
Αν I = [a, b] με a < b, τότε το [a, b] είναι συμπαγές και αν πάρουμε δύο οποιαδήποτε σημεία
x, y του [a, b] και έναν οποιονδήποτε r > 0, είναι φανερό ότι μπορούμε να βρούμε πεπερασμένου
πλήθους διαδοχικά σημεία πάνω στο [a, b], ξεκινώντας από το x και καταλήγοντας στο y, ώστε
καθένα από αυτά να απέχει από τα γειτονικά του απόσταση < r. (Όσο μικρότερος είναι ο r τόσο
περισσότερα σημεία πρέπει να πάρουμε.) Άρα το [a, b] είναι συνεκτικό.
Αν το I είναι διάστημα οποιουδήποτε άλλου τύπου, μπορούμε να βρούμε μια ακολουθία διαστη-
μάτων In = [an, bn] τα οποία να αυξάνονται και η ένωσή τους να είναι το διάστημα I . Κάθε
In είναι συνεκτικό, οπότε από την πρόταση 11.25 συνεπάγεται ότι το διάστημα I είναι κι αυτό
συνεκτικό.
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Τώρα έχουμε το εξής πόρισμα του θεωρήματος 11.12.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.28. Έστω μετρικός χώρος (X, d), A ⊆ X και f : A → R συνεχής στο A. Αν το A
είναι συνεκτικό, τότε η f έχει την ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής στο A.

Απόδειξη. Το f(A) είναι συνεκτικό υποσύνολο τουR και, επομένως, είναι διάστημα. Έστω, τώρα,
ότι οι αριθμοί u1, u2 είναι τιμές της f στο A, δηλαδή οι u1, u2 ανήκουν στο διάστημα f(A). Τότε
κάθε αριθμός u με u1 < u < u2 ανήκει κι αυτός στο διάστημα f(A). Δηλαδή, κάθε αριθμός
ενδιάμεσος των τιμών u1, u2 της f στο A είναι τιμή της f στο A.

Ειδική περίπτωση της πρότασης 11.28 είναι το γνωστό μας θεώρημα ενδιάμεσης τιμής που λέει
ότι, αν η f : I → R είναι συνεχής στο διάστημα I ⊆ R, τότε έχει την ιδιότητα ενδιάμεσης τιμής στο
I . Πράγματι, στην περίπτωση αυτή το διάστημα I είναι συνεκτικό υποσύνολο του R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.24. Έστω μετρικός χώρος (X, d), διάστημα I ⊆ R και συνάρτηση γ : I → X
συνεχής στο I . Η γ χαρακτηρίζεται καμπύλη στον (X, d). Το σύνολο γ∗ = γ(I) = {γ(t) | t ∈ I}
ονομάζεται τροχιά της καμπύλης γ.
Αν γ∗ ⊆ A ⊆ X , τότε λέμε ότι η καμπύλη είναι στο A.

Παράδειγμα 11.7.4. Από την πρόταση 11.27 και από το θεώρημα 11.12 συνεπάγεται ότι η τροχιά
κάθε καμπύλης στον μετρικό χώρο (X, d) είναι συνεκτικό υποσύνολο του X . Επίσης, αν το διά-
στημα I (το πεδίο ορισμού της καμπύλης) είναι κλειστό και φραγμένο (και, επομένως, συμπαγές)
υποσύνολο τουR, τότε από το θεώρημα 11.9 συνεπάγεται ότι η τροχιά της καμπύλης είναι συμπα-
γές υποσύνολο του X .
Για παράδειγμα, κάθε πολυγωνική γραμμή στο Rd είναι συνεκτικό και συμπαγές υποσύνολο του
Rd. Επίσης, κάθε τόξο κύκλου στο R2 είναι συνεκτικό υποσύνολο του R2 και, αν το τόξο περιέχει
τα άκρα του, τότε είναι και συμπαγές υποσύνολο του R2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.25. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X . ΤοA χαρακτηρίζεται κατά καμπύλες
συνεκτικό αν για κάθε δύο σημεία του A υπάρχει καμπύλη στο A η οποία συνδέει τα δύο αυτά
σημεία.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.29. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αν το A είναι κατά καμπύλες συνε-
κτικό, τότε είναι συνεκτικό.

Απόδειξη. Έστω οποιοδήποτε σημείο x0 ∈ A.
Για κάθε x ∈ A υπάρχει καμπύλη γx στο A η οποία συνδέει το x0 με το x. Δηλαδή, γx∗ ⊆ A και
x0, x ∈ γx

∗. Τότε
∪

x∈A γx
∗ ⊆ A. Αντιστρόφως, επειδή κάθε x ∈ A περιέχεται στην αντίστοιχη

τροχιά γx∗ και, επομένως, και στην ένωσή τους, συνεπάγεται ότι A ⊆
∪

x∈A γx
∗.

Άρα
A =

∪
x∈A γx

∗.

Τώρα, επειδή κάθε γx∗ είναι συνεκτικό και επειδή όλα τα γx∗ έχουν κοινό σημείο το x0, συνεπά-
γεται ότι το A είναι συνεκτικό.

Παράδειγμα 11.7.5. Κάθε κυρτό σύνολο A ⊆ Rd είναι κατά καμπύλες συνεκτικό και, επομένως,
συνεκτικό. Πράγματι, αν πάρουμε δύο οποιαδήποτε σημεία του A το ευθύγραμμο τμήμα που τα
ενώνει περιέχεται ολόκληρο στο A.
Για παράδειγμα, κάθε μπάλα και κάθε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο είναι συνεκτικό υποσύνολο
του Rd.

Παράδειγμα 11.7.6. Ένα σύνολο A ⊆ Rd χαρακτηρίζεται αστρόμορφο αν υπάρχει ένα συγκε-
κριμένο σημείο x0 ∈ A ώστε για κάθε x ∈ A το ευθ. τμήμα [x0, x] να περιέχεται ολόκληρο στο A.
Ένα τέτοιο x0 χαρακτηρίζεται κέντρο του αστρόμορφου A. Το κέντρο μπορεί να μην είναι μονα-
δικό, αλλά αυτό δεν σημαίνει ότι κάθε σημείο του αστρόμορφου A είναι κέντρο του.
Είναι φανερό ότι ένα αστρόμορφο A είναι κατά καμπύλες συνεκτικό και, επομένως, συνεκτικό.
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Πράγματι, δύο οποιαδήποτε σημεία τουA μπορούν να συνδεθούν με μια πολυγωνική γραμμή στο
A η οποία αποτελείται από δύο ευθύγραμμα τμήματα: ένα ευθ. τμήμα από το ένα σημείο στο x0
και ένα ευθ. τμήμα από το x0 στο άλλο σημείο.

Παράδειγμα 11.7.7. Κάθε δακτύλιος είναι συνεκτικό υποσύνολο του R2.

Παράδειγμα 11.7.8. ΤοA = N0(1)∪N2(1) που είδαμε στα παραδείγματα 11.7.1 και 11.7.2 είναι
συνεκτικό υποσύνολο του R2, διότι είναι αστρόμορφο με κέντρο το σημείο 1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.14. Έστω ανοικτό υποσύνολοA του Rd. ΤοA είναι συνεκτικό αν και μόνο αν είναι
κατά καμπύλες συνεκτικό.

Απόδειξη. Αν το A είναι κατά καμπύλες συνεκτικό, τότε, σύμφωνα με την πρόταση 11.29, είναι
συνεκτικό.
Αντιστρόφως, έστω ότι το A είναι συνεκτικό.
Θεωρούμε οποιαδήποτε x, y ∈ A και (για να καταλήξουμε σε άτοπο) υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει
πολυγωνική γραμμή στο A η οποία συνδέει τα x, y.
Ορίζουμε τα σύνολα

B = {b ∈ A | υπάρχει πολυγωνική γραμμή στο A που συνδέει τα x, b},

C = {c ∈ A | δεν υπάρχει πολυγωνική γραμμή στο A που συνδέει τα x, c}.

Είναι φανερό ότι B ∪ C = U , B ∩ C = ∅, B ̸= ∅ (διότι x ∈ B) και C ̸= ∅ (διότι y ∈ C).
Υποθέτουμε ότι τοB περιέχει κάποιο οριακό σημείο, έστω b, του C. Τότε (επειδή b ∈ B) υπάρχει
πολυγωνική γραμμή στο A η οποία συνδέει τα x, b. Επειδή το A είναι ανοικτό, υπάρχει r > 0
ώστε Nb(r) ⊆ A και (επειδή το b είναι οριακό σημείο του C) υπάρχει c ∈ Nb(r) ∩ C. Αν στην
πολυγωνική γραμμή στο A που συνδέει τα x, b επισυνάψουμε (ως τελευταίο) το ευθ. τμήμα [b, c]
(το οποίο περιέχεται στην περιοχή Nb(r), οπότε και στο A), προκύπτει πολυγωνική γραμμή στο
A που συνδέει τα x, c. Αυτό, όμως, είναι άτοπο διότι c ∈ C. Άρα το B δεν περιέχει οριακό σημείο
του C.
Υποθέτουμε, τώρα, ότι το C περιέχει κάποιο οριακό σημείο, έστω c, του B. Επειδή το A είναι
ανοικτό, υπάρχει r > 0 ώστε Nc(r) ⊆ A. Τότε (επειδή το c είναι οριακό σημείο του B) υπάρχει
b ∈ Nc(r) ∩ B. Όπως πριν, (επειδή b ∈ B) υπάρχει πολυγωνική γραμμή στο A που συνδέει τα
x, b και, αν σ’ αυτήν επισυνάψουμε (ως τελευταίο) το ευθ. τμήμα [b, c] (το οποίο περιέχεται στην
περιοχήNc(r), οπότε και στοA), προκύπτει πολυγωνική γραμμή στοA που συνδέει τα x, c. Αυτό,
όμως, είναι άτοπο διότι c ∈ C. Άρα το C δεν περιέχει οριακό σημείο του B.
Από τις ιδιότητες των B,C προκύπτει ότι αυτά αποτελούν διάσπαση του A και αυτό είναι άτοπο
διότι το A είναι συνεκτικό.
Άρα υπάρχει πολυγωνική γραμμή στοA που συνδέει τα x, y. Όμως, μια πολυγωνική γραμμή είναι,
προφανώς, τροχιά κάποιας καμπύλης.

ΟΡΙΣΜΟΣ 11.26. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Ένα C ⊆ A χαρακτηρίζεται συνε-
κτική συνιστώσα του A αν το C είναι συνεκτικό με την εξής ιδιότητα: αν C ⊆ C ′ ⊆ A και το C ′

είναι συνεκτικό, τότε C = C ′.

Με άλλα λόγια, το C είναι συνεκτική συνιστώσα του A αν είναι συνεκτικό υποσύνολο του A
και δεν υπάρχει γνησίως μεγαλύτερο συνεκτικό υποσύνολο του A.

Ας δούμε μια χαρακτηριστική ιδιότητα των συνεκτικών συνιστωσών. Έστω ότι το C είναι
συνεκτική συνιστώσα τουA και έστωB οποιοδήποτε συνεκτικό υποσύνολο τουA ώστε C ∩B ̸=
∅. Τότε το C ∪ B είναι συνεκτικό σύνολο, ως ένωση συνεκτικών συνόλων με κοινό σημείο, και
είναι C ⊆ C ∪B ⊆ A. Επειδή το C είναι συνεκτική συνιστώσα του A, συνεπάγεται C ∪B = C
και, επομένως, B ⊆ C. Με άλλα λόγια:
Μια συνεκτική συνιστώσα του A “καταπίνει” οποιοδήποτε συνεκτικό υποσύνολο του A τήν τέμνει.
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ΈστωC1,C2 δύο διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες τουA και ας υποθέσουμε ότιC1∩C2 ̸=
∅. Επειδή το C1 είναι συνεκτικό υποσύνολο του A και τέμνει την συνεκτική συνιστώσα C2 του
A, συνεπάγεται C1 ⊆ C2. Με συμμετρικό τρόπο συνεπάγεται C2 ⊆ C1 και, επομένως, C1 = C2.
Καταλήγουμε σε άτοπο, οπότε C1 ∩ C2 = ∅. Συμπεραίνουμε ότι:
Διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες του A είναι ξένες.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.30. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το A είναι ίσο με την ένωση των
(ξένων ανά δύο) συνεκτικών συνιστωσών του.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι κάθε σημείο του A ανήκει σε μια συνεκτική συνιστώσα του A.
Παίρνουμε x ∈ A και ορίζουμε Cx να είναι η ένωση όλων των συνεκτικών υποσυνόλων B του A
που περιέχουν το x. (Ένα τέτοιο σύνολο είναι το μονοσύνολο {x}.) Δηλαδή

Cx =
∪
{B |B συνεκτικό ⊆ A και x ∈ B}.

Το Cx είναι υποσύνολο του A, αφού είναι ένωση υποσυνόλων B του A. Το Cx περιέχει το x και
είναι συνεκτικό, διότι είναι ένωση συνεκτικών συνόλων B με κοινό σημείο το x.
Τώρα, αν Cx ⊆ C ′ ⊆ A και το C ′ είναι συνεκτικό σύνολο, τότε το C ′ είναι ένα από τα συνεκτικά
υποσύνολαB τουA που περιέχουν το x, οπότε από τον ορισμό του Cx συνεπάγεται C ′ ⊆ Cx και,
επομένως, Cx = C ′.
Άρα το Cx είναι συνεκτική συνιστώσα του A και περιέχει το x.

Είναι προφανές ότι το σύνολο A είναι συνεκτικό αν και μόνο αν το A είναι η μοναδική συνε-
κτική συνιστώσα του A.

Παράδειγμα 11.7.9. Έστω A = N0(1) ∪N3(1) στο R2.
Οι δίσκοι N0(1) και N3(1) είναι συνεκτικά υποσύνολα του A.
Εφαρμόζοντας το λήμμα 11.2 μεB = N0(1) καιC = N3(1), βλέπουμε ότι οποιοδήποτε συνεκτικό
υποσύνολο του A περιέχεται είτε ολόκληρο στο N0(1) είτε ολόκληρο στο N3(1). Δηλαδή, δεν
υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο του A γνησίως μεγαλύτερο είτε του N0(1) είτε του N3(1).
Άρα οι δίσκοι N0(1) και N3(1) είναι οι συνεκτικές συνιστώσες του A.

Παράδειγμα 11.7.10. Θεωρούμε το υποσύνολο Z του R και οποιοδήποτε μονοσύνολο {n} με
n ∈ Z.
Το {n} είναι συνεκτικό σύνολο. Έστω {n} ⊆ C ′ ⊆ Z καιC ′ ̸= {n}. ΤότεC ′ = {n}∪

(
C ′ \{n}

)
.

Τα {n} και C ′ \ {n} αποτελούν διάσπαση του C ′, αφού κανένα από τα δύο δεν περιέχει οριακό
σημείο του άλλου. Άρα το C ′ δεν είναι συνεκτικό σύνολο. Επομένως, το {n} είναι συνεκτική
συνιστώσα του Z.
Άρα το Z έχει άπειρες συνεκτικές συνιστώσες, όλες μονοσύνολα.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.31. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αν το A είναι κλειστό, τότε κάθε
συνεκτική συνιστώσα του A είναι κλειστή.

Απόδειξη. Έστω συνεκτική συνιστώσα C του A.
Επειδή C ⊆ A και το A είναι κλειστό και το C είναι το μικρότερο κλειστό υπερσύνολο του C,
συνεπάγεται C ⊆ C ⊆ A.
Από την πρόταση 11.26 συνεπάγεται ότι το C είναι συνεκτικό και επειδή το C είναι συνεκτική
συνιστώσα του A, συνεπάγεται C = C. Άρα το C είναι κλειστό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 11.32. Έστω ανοικτό υποσύνολο A του Rd. Κάθε συνεκτική συνιστώσα του A είναι
ανοικτή.

Απόδειξη. Έστω συνεκτική συνιστώσα C του A και έστω x ∈ C.
Τότε x ∈ A και, επειδή το A είναι ανοικτό, υπάρχει r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ A. Επειδή η περιοχή
Nx(r) είναι συνεκτικό υποσύνολο του A και τέμνει την συνεκτική συνιστώσα C του A, συνεπά-
γεται Nx(r) ⊆ C. Άρα το x είναι εσωτερικό σημείο του C.
Άρα το C είναι ανοικτό.
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Άρα, σύμφωνα με τις προτάσεις 11.30 και 11.32, κάθε ανοικτό υποσύνολο τουRd είναι ένωση
ξένων ανά δύο ανοικτών και συνεκτικών συνόλων.

Αν έχουμε μια συλλογή από ξένα ανά δύο ανοικτά διαστήματα, τότε η ένωσή της είναι ανοικτό
υποσύνολο του R. Tώρα θα αποδείξουμε το αντίστροφο και θα έχουμε μια ικανοποιητική εικόνα
των ανοικτών υποσυνόλων του R.

ΘΕΩΡΗΜΑ 11.15. Έστω μη-κενό ανοικτό υποσύνολο A του R. Τότε το A είναι ένωση ξένων ανά
δύο ανοικτών διαστημάτων. Πιο συγκεκριμένα, υπάρχει μια συλλογή Σ ξένων ανά δύο ανοικτών
διαστημάτων ώστε A =

∪
I∈Σ I . Επίσης, η συλλογή Σ είναι αριθμήσιμη, δηλαδή είτε πεπερασμένη

είτε άπειρη αριθμήσιμη.

Απόδειξη. Το πρώτο μέρος είναι άμεση συνέπεια των προτάσεων 11.27, 11.30 και 11.32.
Για το δεύτερο μέρος, επιλέγουμε έναν ρητό αριθμό σε κάθε συνιστώσα του A. Επειδή οι συ-
νιστώσες του A είναι ξένες ανά δύο, οι ρητοί οι οποίοι αντιστοιχούν σε κάθε συνιστώσα είναι
διαφορετικοί ανά δύο. Άρα υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στη συλλογή Σ
των συνιστωσών τουA και σε ένα υποσύνολο Λ τουQ. Το Λ είναι αριθμήσιμο, ως υποσύνολο του
Q, οπότε η Σ είναι αριθμήσιμη.

Ασκήσεις.

11.7.1. Βρείτε ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα του R2 είναι συνεκτικά και βρείτε τις συνε-
κτικές συνιστώσες τους. {x ∈ R2 | ∥x − (0, 1)∥e ̸= 2}, R2 \

(
[(1, 0), (1, 1)] ∪ [(1, 1), (0, 2)]

)
,

R2 \
(
[(1, 0), (1, 1)] ∪ [(1, 1), (0, 2)] ∪ [(0, 2), (1, 0)]

)
, N(0,0)(1) ∪ N(3,0)(1) ∪ [(1, 0), (2, 0)],∪+∞

n=1N(0,n)(1), {( 1n , 0)|n ∈ N}, {(0, 0)}∪{( 1n , 0)|n ∈ N}, [(0, 0), (1, 0)]∪
∪+∞

n=1[(0,
1
n), (1,

1
n)],∪+∞

n=1{x ∈ R2 | ∥x∥e = 1 + 1
n}, {(x, 0) |x ∈ Q}, {(x, y) |x, y ∈ Q}.

11.7.2. Αποδείξτε ότι είναι συνεκτικά τα σύνολα {(x, sinx) |x ∈ R}, {(x, sin 1
x) | 0 < x ≤ 1},

{(x, sin 1
x) | 0 < x ≤ 1} ∪ [(0,−1), (0, 1)] στο R2.

11.7.3. Έστω d ≥ 2, ανοικτό και συνεκτικό σύνολο U ⊆ Rd και a1, . . . , an ∈ U . Αποδείξτε ότι
το U \ {a1, . . . , an} είναι ανοικτό και συνεκτικό. Τί από αυτά ισχύει αν d = 1;

11.7.4. Έστω υπερεπίπεδο L στον Rd και οι δύο ανοικτοί ημιχώροι του Rd που ορίζονται από το
L. Αν μια καμπύλη γ στον Rd συνδέει ένα σημείο στον ένα ανοικτό ημιχώρο και ένα σημείο στον
άλλο ανοικτό ημιχώρο, αποδείξτε ότι η τροχιά της γ τέμνει το L.

11.7.5. Δείτε την άσκηση 11.2.8 και αποδείξτε ότι κάθε συνεκτική συνιστώσα του συνόλου C του
Cantor είναι μονοσύνολο.

11.7.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και έστω ότι κάθε An ⊆ X είναι συνεκτικό σύνολο και
An ∩An+1 ̸= ∅ για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ένωση

∪+∞
n=1An είναι συνεκτική.

11.7.7. Βρείτε απλό παράδειγμα δύο συνεκτικών συνόλων στο R2 των οποίων η τομή δεν είναι
συνεκτική.

11.7.8. Βρείτε απλό παράδειγμα συνεκτικού συνόλου A στον R2 ώστε το ∂A να μην είναι συνε-
κτικό.
Βρείτε απλό παράδειγμα συνεκτικού συνόλου A στον R2 ώστε το A◦ να μην είναι συνεκτικό.

11.7.9. Έστω υποσύνολο B ⊆ Rd. Αν το B είναι ανοικτό και, ταυτόχρονα, κλειστό, αποδείξτε ότι
είτε B = ∅ είτε B = Rd.

11.7.10. Έστω ανοικτό και συνεκτικό σύνολο U στον Rd. Αποδείξτε ότι οποιαδήποτε δύο σημεία
του U μπορούν να ενωθούν με πολυγωνική γραμμή στο U η οποία αποτελείται μόνο από ευθύ-
γραμμα τμήματα τα οποία είναι παράλληλα στους κύριους άξονες.
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11.7.11. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X .
Αν το A είναι κλειστό, αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό αν και μόνο αν δεν υπάρχουν B,C
κλειστά ώστε B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, B,C ̸= ∅.
Αν το A είναι ανοικτό, αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό αν και μόνο αν δεν υπάρχουν B,C
ανοικτά ώστε B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, B,C ̸= ∅.

11.7.12. Έστω ανοικτό σύνολο U ⊆ Rd. Αποδείξτε ότι το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών
του U είναι αριθμήσιμο (δηλαδή είτε πεπερασμένο είτε άπειρο αριθμήσιμο).

11.7.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιA ⊆ X . Αποδείξτε ότι τοA είναι συνεκτικό αν και μόνο
αν οι μόνες συναρτήσεις f : A→ {0, 1} που είναι συνεχείς στο A είναι οι σταθερές συναρτήσεις.
Τί γίνεται αν αντικαταστήσουμε το {0, 1} με το Z;

11.7.14. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και συνεκτικό (όχι αναγκαστικά συμπαγές) A ⊆ X . Απο-
δείξτε ότι για κάθε r > 0 και για κάθε x, y ∈ A υπάρχει r-αλληλουχία σημείων στο A η οποία
συνδέει τα x, y.

11.7.15. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Ο (X, d) χαρακτηρίζεται τοπικά συνεκτικός αν για κάθε
x ∈ X και κάθε r > 0 υπάρχει ανοικτό και συνεκτικό U ώστε x ∈ U ⊆ Nx(r).
Αποδείξτε ότι ο (X, d) είναι τοπικά συνεκτικός αν και μόνο αν για κάθε ανοικτό A ⊆ X όλες οι
συνεκτικές συνιστώσες του A είναι ανοικτές.

11.7.16. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Ο (X, d) χαρακτηρίζεται τοπικά κατά καμπύλες συνεκτι-
κός αν για κάθε x ∈ X και κάθε r > 0 υπάρχει ανοικτό και κατά καμπύλες συνεκτικό U ώστε
x ∈ U ⊆ Nx(r).
Αν ο (X, d) είναι τοπικά κατά καμπύλες συνεκτικός, αποδείξτε ότι κάθε ανοικτό A ⊆ X είναι
συνεκτικό αν και μόνο αν είναι κατά καμπύλες συνεκτικό.

11.7.17. 17 Δείτε τις ασκήσεις 11.1.6 και 11.2.26. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόA ⊆ X .
Αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό υποσύνολο του (X, d) αν και μόνο αν το A είναι συνεκτικό
υποσύνολο του (A, d).

17Η άσκηση αυτή μας λέει ότι το να είναι ή να μην είναι το σύνολο A συνεκτικό εξαρτάται μόνο από το ίδιο το
σύνολο A (και την μετρική του) και όχι από τον περιβάλλοντα χώρο.
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Κεφάλαιο 12

Γενικευμένα ολοκληρώματα.

12.1 Ορισμοί και βασικές ιδιότητες.

Στο κεφάλαιο 6 εξετάσαμε πότε μια φραγμένη συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό και φραγμένο
διάστημα είναι Riemann ολοκληρώσιμη σε αυτό. Παραδείγματα τέτοιων συναρτήσεων είναι οι
τμηματικά συνεχείς και οι τμηματικά μονότονες συναρτήσεις. Όμως, από τον ορισμό των ολο-
κληρώσιμων συναρτήσεων δεν καλύπτονται δύο σημαντικές κατηγορίες συναρτήσεων: οι συναρ-
τήσεις που δεν είναι φραγμένες και οι συναρτήσεις που ορίζονται σε μη-φραγμένα ή μη-κλειστά
διαστήματα.
Περίπτωση 1. Έστω b ∈ R ∪ {+∞} και f : [a, b) → R. Υποθέτουμε ότι η f είναι ολοκληρώ-
σιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του [a, b) και, ειδικώτερα, στο [a, x] για κάθε
x ∈ [a, b).

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.1. Το σύμβολο
∫→b
a f(x) dx ονομάζεται γενικευμένο ολοκλήρωμα της f στο [a, b)

και η τιμή του, αν υπάρχει, καθορίζεται με την εξής διαδικασία.
Αν υπάρχει το limx→b−

∫ x
a f(t) dt ∈ R, τότε αυτό το όριο ορίζεται να είναι η τιμή του γενικευμένου

ολοκληρώματος
∫→b
a f(x) dx και γράφουμε∫→b

a f(x) dx = limx→b−
∫ x
a f(t) dt.

Αν το limx→b−
∫ x
a f(t) dt είναι αριθμός, τότε λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫→b
a f(x) dx συ-

γκλίνει και, αν limx→b−
∫ x
a f(t) dt = ±∞, τότε λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫→b
a f(x) dx

αποκλίνει στο ±∞.
Αν δεν υπάρχει το limx→b−

∫ x
a f(t) dt, λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫→b
a f(x) dx αποκλί-

νει και ότι δεν έχει τιμή.

Παρατηρήστε ότι το σύμβολο
∫→b
a f(x) dx έχει διπλό περιεχόμενο. Αφ’ ενός συμβολίζει το

γενικευμένο ολοκλήρωμα της f στο [a, b), ανεξάρτητα από το αν αυτό έχει τιμή ή όχι. Αφ’ ετέρου,
στην περίπτωση που το γενικευμένο ολοκλήρωμα έχει τιμή, συμβολίζει και την τιμή του γενικευ-
μένου ολοκληρώματος.

Παράδειγμα 12.1.1. Είναι
∫→+∞
1

1
x2 dx = limx→+∞

∫ x
1

1
t2
dt = limx→+∞(1− 1

x) = 1. Δηλαδή,
το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫→+∞
1

1
x2 dx συγκλίνει και έχει τιμή 1.

Παράδειγμα 12.1.2. Είναι
∫→+∞
1

1
x dx = limx→+∞

∫ x
1

1
t dt = limx→+∞ logx = +∞. Δηλαδή,

το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫→+∞
1

1
x dx αποκλίνει στο +∞ και έχει τιμή +∞.

Παράδειγμα 12.1.3. Είναι
∫→1
0

1
x−1 dx = limx→1−

∫ x
0

1
t−1 dt = limx→1− log(1 − x) = −∞.

Δηλαδή, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫→1
0

1
x−1 dx αποκλίνει στο −∞ και έχει τιμή −∞.
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Παράδειγμα 12.1.4. Είναι
∫→1
0

1√
1−x dx = limx→1−

∫ x
0

1√
1−t dt = limx→1−(2− 2

√
1− x) = 2

και, επομένως, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫→1
0

1√
1−x dx συγκλίνει και έχει τιμή 2.

Παράδειγμα 12.1.5. Το όριο limx→+∞
∫ x
0 cos t dt = limx→+∞ sinx δεν υπάρχει. Άρα το γενι-

κευμένο ολοκλήρωμα
∫→+∞
0 cosx dx αποκλίνει και δεν έχει τιμή.

Η πρόταση 12.1 αποδεικνύει ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα είναι γενίκευση του ολοκληρώ-
ματος.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.1. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫→b
a f(x) dx συγκλίνει και

∫→b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Η f είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ [a, b]. Ακόμη, η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του [a, b] και, επομένως,
στο [a, x] για κάθε x ∈ [a, b). Επίσης,∣∣ ∫ x

a f(t) dt−
∫ b
a f(t) dt

∣∣ = ∣∣− ∫ b
x f(t) dt

∣∣ ≤M(b− x)

για κάθε x ∈ [a, b), οπότε limx→b−
∫ x
a f(t) dt =

∫ b
a f(t) dt.

Περίπτωση 2. Έστω a ∈ R∪{−∞} και f : (a, b] → R. Υποθέτουμε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη σε
κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του (a, b] και, ειδικώτερα, στο [x, b] για κάθε x ∈ (a, b].

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.2. Το σύμβολο
∫ b
a← f(x) dx ονομάζεται γενικευμένο ολοκλήρωμα της f στο (a, b]

και η τιμή του, αν υπάρχει, καθορίζεται με την εξής διαδικασία.
Αν υπάρχει το limx→a+

∫ b
x f(t) dt ∈ R, τότε αυτό το όριο ορίζεται να είναι η τιμή του γενικευμένου

ολοκληρώματος
∫ b
a← f(x) dx και γράφουμε∫ b

a← f(x) dx = limx→a+

∫ b
x f(t) dt.

Αν το limx→a+

∫ b
x f(t) dt είναι αριθμός, τότε λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫ b
a← f(x) dx συ-

γκλίνει και, αν limx→a+

∫ b
x f(t) dt = ±∞, τότε λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫ b
a← f(x) dx

αποκλίνει στο ±∞.
Αν δεν υπάρχει το limx→a+

∫ b
x f(t) dt, λέμε ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫ b
a← f(x) dx αποκλίνει

και ότι δεν έχει τιμή.

Παράδειγμα 12.1.6. Είναι
∫ 2
0←

1√
x
dx = limx→0+

∫ 2
x

1√
t
dt = limx→0+(2

√
2 − 2

√
x) = 2

√
2 .

Δηλαδή, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ 2
0←

1√
x
dx συγκλίνει και έχει τιμή 2

√
2 .

Παράδειγμα 12.1.7. Είναι
∫ 2
0←

1
x dx = limx→0+

∫ 2
x

1
t dt = limx→0+(log 2 − logx) = +∞.

Δηλαδή, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ 2
0←

1
x dx αποκλίνει στο +∞ και έχει τιμή +∞.

Παράδειγμα 12.1.8. Είναι
∫ 0
−∞←

1
(x−1)2 dx = limx→−∞

∫ 0
x

1
(t−1)2 dt = limx→−∞(1− 1

1−x) = 1.

Δηλαδή, το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ 0
−∞←

1
(x−1)2 dx συγκλίνει και η τιμή του είναι 1.

Παράδειγμα 12.1.9. Το όριο limx→0+

∫ 1
x

1
t2
cos 1

t dt = limx→0+(sin 1
x − sin 1) δεν υπάρχει. Άρα

το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ 1
0←

1
t2
cos 1

t dt αποκλίνει και δεν έχει τιμή.

Ισχύει, επίσης, η πρόταση 12.1, καταλλήλως προσαρμοσμένη.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.2. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ b
a← f(x) dx συγκλίνει και

∫ b
a← f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.
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Απόδειξη. Η f είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε υπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ [a, b]. Ακόμη, η f είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του [a, b] και, επομένως,
στο [x, b] για κάθε x ∈ (a, b]. Επίσης,∣∣ ∫ b

x f(t) dt−
∫ b
a f(t) dt

∣∣ = ∣∣− ∫ x
a f(t) dt

∣∣ ≤M(x− a)

για κάθε x ∈ (a, b], οπότε limx→a+

∫ b
x f(t) dt =

∫ b
a f(t) dt.

Περίπτωση 3. Έστω a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} και f : (a, b) → R ολοκληρώσιμη σε κάθε
κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του (a, b).

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.3. Το σύμβολο
∫→b
a← f(x) dx ονομάζεται γενικευμένο ολοκλήρωμα της f στο (a, b)

και η τιμή του, αν υπάρχει, καθορίζεται ως εξής. Θεωρούμε οποιονδήποτε d με a < d < b. Αν ένα
τουλάχιστον από τα γενικευμένα ολοκληρώματα

∫ d
a← f(x) dx και

∫→b
d f(x) dx δεν έχει τιμή, τότε

και το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫→b
a← f(x) dx δεν έχει τιμή. Επίσης, αν και τα δύο γενικευμένα

ολοκληρώματα
∫ d
a← f(x) dx,

∫→b
d f(x) dx έχουν τιμή και το άθροισμα των τιμών

∫ d
a← f(x) dx +∫→b

d f(x) dx είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫→b
a← f(x) dx δεν έχει

τιμή. Τέλος, αν και τα δύο γενικευμένα ολοκληρώματα
∫ d
a← f(x) dx,

∫→b
d f(x) dx έχουν τιμή και

το
∫ d
a← f(x) dx +

∫→b
d f(x) dx δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫→b

a← f(x) dx έχει τιμή η οποία ορίζεται να είναι∫→b
a← f(x) dx =

∫ d
a← f(x) dx+

∫→b
d f(x) dx.

Αν η τιμή του γενικευμένου ολοκληρώματος
∫→b
a← f(x) dx είναι αριθμός, τότε λέμε ότι το γενικευμένο

ολοκλήρωμα
∫→b
a← f(x) dx συγκλίνει και, αν η τιμή του είναι±∞, τότε λέμε ότι αποκλίνει στο±∞,

αντιστοίχως.

Το λήμμα 12.1 λέει ότι, αν γίνει διαφορετική επιλογή του ενδιάμεσου d, δεν επηρεάζεται η
σύγκλιση ή η απόκλιση ή η τιμή του γενικευμένου ολοκληρώματος

∫→b
a← f(x) dx.

ΛΗΜΜΑ 12.1. Έστω a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} και f : (a, b) → R ολοκληρώσιμη σε
κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του (a, b). Έστω a < d < d′ < b. Αν ορίζεται το άθροισμα∫ d
a← f(x) dx+

∫→b
d f(x) dx, τότε ορίζεται και το άθροισμα

∫ d′

a← f(x) dx+
∫→b
d′ f(x) dx και τα δύο

αθροίσματα έχουν τις ίδιες τιμές.

Απόδειξη. Ισχύει ∫ x
d′ f(t) dt =

∫ x
d f(t) dt+

∫ d
d′ f(t) dt

για κάθε x ∈ (a, b) και το
∫ d
d′ f(t) dt είναι αριθμός. Επειδή υπάρχει το limx→b−

∫ x
d f(t) dt, συνε-

πάγεται ότι υπάρχει και το limx→b−
∫ x
d′ f(t) dt και ισχύει

limx→b−
∫ x
d′ f(t) dt = limx→b−

∫ x
d f(t) dt+

∫ d
d′ f(t) dt.

Δηλαδή, ∫→b
d′ f(x) dx =

∫→b
d f(x) dx+

∫ d
d′ f(x) dx. (12.1)

Ομοίως, ισχύει ∫ d′

x f(t) dt =
∫ d
x f(t) dt−

∫ d
d′ f(t) dt

για κάθε x ∈ (a, b) και το
∫ d
d′ f(t) dt είναι αριθμός. Επειδή υπάρχει το limx→a+

∫ d
x f(t) dt, συνε-

πάγεται ότι υπάρχει και το limx→a+

∫ d′

x f(t) dt και ισχύει

limx→a+

∫ d′

x f(t) dt = limx→a+

∫ d
x f(t) dt−

∫ d
d′ f(t) dt.
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Δηλαδή, ∫ d′

a← f(x) dx =
∫ d
a← f(x) dx−

∫ d
d′ f(x) dx. (12.2)

Το
∫ d
d′ f(x) dx είναι αριθμός, οπότε, προσθέτοντας τις ισότητες (12.1) και (12.2), συμπεραίνουμε

ότι ∫ d′

a← f(x) dx+
∫→b
d′ f(x) dx =

∫ d
a← f(x) dx+

∫→b
d f(x) dx.

Η πρόταση 12.3 είναι ανάλογη των προτάσεων 12.1 και 12.2.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.3. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Τότε το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫→b
a← f(x) dx συγκλίνει και

∫→b
a← f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Έστω a < d < b. Η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, d] και στο [d, b]. Από τις προτά-
σεις 12.1 και 12.2 συνεπάγεται

∫ d
a← f(x) dx =

∫ d
a f(x) dx και

∫→b
d f(x) dx =

∫ b
d f(x) dx και,

προσθέτοντας,
∫→b
a← f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.

Παράδειγμα 12.1.10. Είναι
∫→+∞
0

x
x2+1

dx = limx→+∞
∫ x
0

t
t2+1

dt = limx→+∞
1
2 log(x

2+1) =

+∞ και
∫ 0
−∞←

x
x2+1

dx = limx→−∞
∫ 0
x

t
t2+1

dt = − limx→−∞
1
2 log(x

2 + 1) = −∞. Άρα το
γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫→+∞
−∞←

x
x2+1

dx αποκλίνει και δεν ορίζεται τιμή του.

Παράδειγμα 12.1.11. Είναι
∫→+∞
0

1
x2+1

dx = limx→+∞
∫ x
0

1
t2+1

dt = limx→+∞ arctanx = π
2

και
∫ 0
−∞←

1
x2+1

dx = limx→−∞
∫ 0
x

1
t2+1

dt = − limx→−∞ arctanx = π
2 . Άρα∫→+∞

−∞←
1

x2+1
dx = π.

Στο εξής, τα γενικευμένα ολοκληρώματα
∫→b
a f(x) dx,

∫ b
a← f(x) dx,

∫→b
a← f(x) dx, που εξε-

τάσαμε στις τρεις προηγούμενες περιπτώσεις, θα τα συμβολίζουμε όλα∫ b
a f(x) dx.

Δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης του γενικευμένου ολοκληρώματος με το ολοκλήρωμα, διότι, σύμ-
φωνα με τις προτάσεις 12.1, 12.2 και 12.3, αν ορίζεται το ολοκλήρωμα (δηλαδή, αν η συνάρτηση
είναι ολοκληρώσιμη) τότε ορίζεται και το γενικευμένο ολοκλήρωμα και οι τιμές τους συμπίπτουν.
Εξυπακούεται, φυσικά, και θεωρείται δεδομένο ότι, ανάλογα με τη συγκεκριμένη συνάρτηση και
το συγκεκριμένο διάστημα, μπορούμε να διακρίνουμε αν πρόκειται για γενικευμένο ολοκλήρωμα
ή για ολοκλήρωμα.

Περίπτωση 4. Η περίπτωση αυτή συνδυάζει όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις.
Έστω a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R ∪ {+∞} και f ορισμένη στο διάστημα (a, b) εκτός, ίσως, από
πεπερασμένου πλήθους σημεία. Δηλαδή, μπορεί να υπάρχουν ξ1 , . . . , ξn−1 ώστε

f : (a, ξ1) ∪ (ξ1, ξ2) ∪ · · · ∪ (ξn−2, ξn−1) ∪ (ξn−1, b) → R.

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.4. Αν τα γενικευμένα ολοκληρώματα
∫ ξ1
a f(x) dx,

∫ ξ2
ξ1
f(x) dx, . . . ,

∫ ξn−1

ξn−2
f(x) dx,∫ b

ξn−1
f(x) dx συγκλίνουν, τότε λέμε ότι το γεν. ολοκλήρωμα της f στο (a, b) συγκλίνει και η τιμή

του είναι∫ b
a f(x) dx =

∫ ξ1
a f(x) dx+

∫ ξ2
ξ1
f(x) dx+ · · ·+

∫ ξn−1

ξn−2
f(x) dx+

∫ b
ξn−1

f(x) dx.

Αν όλα τα γεν. ολοκληρώματα έχουν τιμή και ένα τουλάχιστον από αυτά αποκλίνει στο +∞ και
κανένα δεν αποκλίνει στο −∞, τότε λέμε ότι το γεν. ολοκλήρωμα της f στο (a, b) αποκλίνει στο
+∞ και γράφουμε

∫ b
a f(x) dx = +∞. Ομοίως, αν όλα τα γεν. ολοκληρώματα έχουν τιμή και ένα

τουλάχιστον από αυτά αποκλίνει στο −∞ και κανένα δεν αποκλίνει στο +∞, τότε λέμε ότι το γεν.
ολοκλήρωμα της f στο (a, b) αποκλίνει στο −∞ και γράφουμε

∫ b
a f(x) dx = −∞. Σε κάθε άλλη

περίπτωση, λέμε ότι το γεν. ολοκλήρωμα της f στο (a, b) αποκλίνει και ότι δεν έχει τιμή.
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Στη θεωρητική μας συζήτηση από εδώ και πέρα θα περιοριστούμε στην πρώτη περίπτωση.
Δηλαδή, το γεν. ολοκλήρωμα

∫ b
a f(x) dx θα είναι το

∫→b
a f(x) dx. Μάλιστα, θα περιοριστούμε

ακόμη περισσότερο στην περίπτωση b = +∞, δηλαδή στα γεν. ολοκληρώματα της μορφής∫ +∞
a f(x) dx.

Αυτό σημαίνει ότι η f : [a,+∞) → R θα είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του [a,+∞) και∫ +∞

a f(x) dx =
∫→+∞
a f(x) dx = limx→+∞

∫ x
a f(t) dt,

αν το όριο υπάρχει. Σε κάθε άλλη περίπτωση τα θεωρητικά μας αποτελέσματα είναι ανάλογα και
αποδεικνύονται με ανάλογο τρόπο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.4. Έστω a < c. Τότε το
∫ +∞
a f(x) dx έχει τιμή αν και μόνο αν το

∫ +∞
c f(x) dx

έχει τιμή και
∫ +∞
a f(x) dx =

∫ c
a f(x) dx+

∫ +∞
c f(x) dx.

Απόδειξη. Ισχύει ∫ x
a f(t) dt =

∫ c
a f(t) dt+

∫ x
c f(t) dt

για κάθε x ∈ [a,+∞). Το
∫ c
a f(t) dt είναι αριθμός, οπότε το limx→+∞

∫ x
a f(t) dt υπάρχει αν και

μόνο αν το limx→+∞
∫ x
c f(t) dt υπάρχει και, σ’ αυτήν την περίπτωση, είναι∫ +∞

a f(x) dx = limx→+∞
∫ x
a f(t) dt =

∫ c
a f(t) dt+ limx→+∞

∫ x
c f(t) dt

=
∫ c
a f(x) dx+

∫ +∞
c f(x) dx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.5. Αν οι f, g ταυτίζονται κοντά στο+∞, τότε το
∫ +∞
a f(x) dx έχει τιμή αν και μόνο

αν το
∫ +∞
a g(x) dx έχει τιμή. Ακόμη, οι τιμές των δύο γεν. ολοκληρωμάτων είναι είτε και οι δύο

αριθμοί είτε και οι δύο +∞ είτε και οι δύο −∞.

Απόδειξη. Έστω ότι υπάρχει c ∈ [a,+∞) ώστε να ισχύει f(x) = g(x) για κάθε x ∈ [c,+∞).
Τότε, προφανώς, το

∫ +∞
c f(x) dx έχει τιμή αν και μόνο αν το

∫ +∞
c g(x) dx έχει τιμή και είναι∫ +∞

c f(x) dx =
∫ +∞
c g(x) dx. Τα υπόλοιπα είναι συνέπεια της πρότασης 12.4.

ΠΡΟΤΑΣΗ12.6. Αν τα
∫ +∞
a f(x) dx,

∫ +∞
a g(x) dx έχουν τιμή και το

∫ +∞
a f(x)dx+

∫ +∞
a g(x)dx

δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε το
∫ +∞
a (f(x) + g(x)) dx έχει τιμή και∫ +∞

a (f(x) + g(x)) dx =
∫ +∞
a f(x) dx+

∫ +∞
a g(x) dx.

Απόδειξη. Ισχύει ∫ x
a (f(t) + g(t)) dt =

∫ x
a f(t) dt+

∫ x
a g(t) dt

για κάθε x ∈ [a,+∞) και, επομένως,∫ +∞
a (f(x) + g(x)) dx = limx→+∞

∫ x
a (f(t) + g(t)) dt

= limx→+∞
∫ x
a f(t) dt+ limx→+∞

∫ x
a g(t) dt

=
∫ +∞
a f(x) dx+

∫ +∞
a g(x) dx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.7. Αν το
∫ +∞
a f(x) dx έχει τιμή και το λ

∫ +∞
a f(x) dx δεν είναι απροσδιόριστη

μορφή, τότε το
∫ +∞
a λf(x) dx έχει τιμή και∫ +∞

a λf(x) dx = λ
∫ +∞
a f(x) dx.
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Απόδειξη. Ισχύει ∫ x
a λf(t) dt = λ

∫ x
a f(t) dt

για κάθε x ∈ [a,+∞), οπότε∫ +∞
a λf(x) dx = limx→+∞

∫ x
a λf(t) dt = λ limx→+∞

∫ x
a f(t) dt = λ

∫ +∞
a f(x) dx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.8. Έστω ότι ισχύει f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,+∞).
[α] Αν τα

∫ +∞
a f(x) dx,

∫ +∞
a g(x) dx έχουν τιμή, τότε

∫ +∞
a f(x) dx ≤

∫ +∞
a g(x) dx.

[β] Αν
∫ +∞
a f(x) dx = +∞, τότε

∫ +∞
a g(x) dx = +∞.

[γ] Αν
∫ +∞
a g(x) dx = −∞, τότε

∫ +∞
a f(x) dx = −∞.

Απόδειξη. [α] Ισχύει
∫ x
a f(t) dt ≤

∫ x
a g(t) dt για κάθε x ∈ [a,+∞) και, επομένως,∫ +∞

a f(x) dx = limx→+∞
∫ x
a f(t) dt ≤ limx→+∞

∫ x
a g(t) dt =

∫ +∞
a g(x) dx.

[β] Ισχύει
∫ x
a f(t) dt ≤

∫ x
a g(t) dt για κάθε x ∈ [a,+∞). Επειδή limx→+∞

∫ x
a f(t) dt = +∞,

συνεπάγεται limx→+∞
∫ x
a g(t) dt = +∞.

[γ] Όπως στο [β].

Τα δύο αποτελέσματα της πρότασης 12.9 είναι πολύ χρήσιμα. Ο ρόλος τους είναι ο ίδιος με τον
ρόλο των ανάλογων αποτελεσμάτων για τα συνήθη ολοκληρώματα: χρησιμεύουν σε υπολογισμούς
ολοκληρωμάτων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.9. [α] Έστω f, g με συνεχή παράγωγο στο [a,+∞). Αν το
∫ +∞
a f ′(x)g(x) dx έχει

τιμή, αν υπάρχει το limx→+∞ f(x)g(x) και αν το limx→+∞ f(x)g(x) −
∫ +∞
a f ′(x)g(x) dx δεν

είναι απροσδιόριστη μορφή, τότε και το
∫ +∞
a f(x)g′(x) dx έχει τιμή και είναι:∫ +∞

a f(x)g′(x) dx = limx→+∞ f(x)g(x)− f(a)g(a)−
∫ +∞
a f ′(x)g(x) dx.

[β] Έστω ϕ : [a,+∞) → R με συνεχή παράγωγο στο [a,+∞), limx→+∞ ϕ(x) = +∞ και f
συνεχής στο ϕ([a,+∞)). Τότε το

∫ +∞
ϕ(a) f(y) dy έχει τιμή αν και μόνο αν το

∫ +∞
a f(ϕ(x))ϕ′(x) dx

έχει τιμή και, σ’ αυτήν την περίπτωση,∫ +∞
ϕ(a) f(y) dy =

∫ +∞
a f(ϕ(x))ϕ′(x) dx.

Απόδειξη. [α] Για κάθε x ∈ [a,+∞) ισχύει∫ x
a f(t)g

′(t) dt = f(x)g(x)− f(a)g(a)−
∫ x
a f
′(t)g(t) dt.

Άρα ∫ +∞
a f(x)g′(x) dx = limx→+∞

∫ x
a f(t)g

′(t) dt

= limx→+∞ f(x)g(x)− f(a)g(a)− limx→+∞
∫ x
a f
′(t)g(t) dt

= limx→+∞ f(x)g(x)− f(a)g(a)−
∫ +∞
a f ′(x)g(x) dx.

[β] Για κάθε x ∈ [a,+∞) ισχύει∫ x
a f(ϕ(t))ϕ

′(t) dt =
∫ ϕ(x)
ϕ(a) f(s) ds.

Άρα ∫ +∞
a f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = limx→+∞

∫ x
a f(ϕ(t))ϕ

′(t) dt = limx→+∞
∫ ϕ(x)
ϕ(a) f(s) ds

= limy→+∞
∫ y
ϕ(a) f(s) ds =

∫ +∞
ϕ(a) f(y) dy.
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ΟΡΙΣΜΟΣ 12.5. Έστω f : [a, c) ∪ (c, b] → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του
[a, c) και σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του (c, b]. Ονομάζουμε πρωτεύουσα τιμή του γενικευμένου
ολοκληρώματος

∫ b
a f(x) dx το όριο, αν υπάρχει, limϵ→0+

( ∫ c−ϵ
a f(x) dx +

∫ b
c+ϵ f(x) dx

)
και τη

συμβολίζουμε P.V.
∫ b
a f(x) dx. Δηλαδή,

P.V.
∫ b
a f(x) dx = limϵ→0+

( ∫ c−ϵ
a f(x) dx+

∫ b
c+ϵ f(x) dx

)
.

Υπάρχουν παραδείγματα όπου το γενικευμένο ολοκλήρωμα δεν έχει τιμή ενώ έχει πρωτεύουσα
τιμή.

Παράδειγμα 12.1.12. Το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ 1
−1

1
x dx δεν έχει τιμή.

Πράγματι, αφ’ ενός είναι
∫ 1
0

1
x dx = limx→0+

∫ 1
x

1
t dt = limx→0+(− logx) = +∞ αφ’ ετέρου∫ 0

−1
1
x dx = limx→0−

∫ x
−1

1
t dt = limx→0− log |x| = −∞.

Επομένως, το
∫ 0
−1

1
x dx+

∫ 1
0

1
x dx = (−∞) + (+∞) είναι απροσδιόριστη μορφή.

Από την άλλη μεριά, P.V.
∫ 1
−1

1
x dx = limϵ→0+

( ∫ −ϵ
−1

1
x dx+

∫ 1
ϵ

1
x dx

)
= limϵ→0+ 0 = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.10. Έστω f : [a, c) ∪ (c, b] → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του
[a, c) και σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του (c, b]. Αν το γεν. ολοκλήρωμα

∫ b
a f(x) dx έχει τιμή, τότε

η πρωτεύουσα τιμή P.V.
∫ b
a f(x) dx υπάρχει και είναι ίση με την τιμή του

∫ b
a f(x) dx.

Απόδειξη. Επειδή το γεν. ολοκλήρωμα
∫ b
a f(x) dx έχει τιμή, συνεπάγεται ότι και τα γεν. ολοκλη-

ρώματα
∫ c
a f(x) dx,

∫ b
c f(x) dx έχουν τιμή. Επομένως,

limϵ→0+

∫ c−ϵ
a f(x) dx =

∫ c
a f(x) dx, limϵ→0+

∫ b
c+ϵ f(x) dx =

∫ b
c f(x) dx.

Επειδή το
∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx δεν είναι απροσδιόριστη μορφή, συνεπάγεται

P.V.
∫ b
a f(x) dx = limϵ→0+

( ∫ c−ϵ
a f(x) dx+

∫ b
c+ϵ f(x) dx

)
=

∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx.

Ασκήσεις.

12.1.1. Ποιά από τα
∫ 3
1

1
x dx,

∫ 7
−1

1
x2−x dx,

∫ 3
1

2
x−2 dx,

∫ +∞
1

1√
x
dx,

∫ +∞
−∞

1
x dx,

∫ 7
2 log x

x−1 dx,∫ +∞
0 logx dx είναι γενικευμένα ολοκληρώματα;

12.1.2. Είναι σαφές ότι τα
∫ 1
0 x logx dx,

∫ 1
0

sinx
x dx,

∫ 5
1

logx
x−1 dx,

∫ 1
0 logx log(1 + x) dx είναι γε-

νικευμένα ολοκληρώματα. Πώς πρέπει να χειριστούμε τις ολοκληρωτέες συναρτήσεις ώστε αυτά
να μπορούν να θεωρηθούν (απλά) ολοκληρώματα;

12.1.3.Μπορούν να θεωρηθούν τα
∫ +∞
−∞

1
sinx dx,

∫ +∞
0 log | cosx| dx,

∫ 1
0

1
sin(1/x) dx γενικευμένα

ολοκληρώματα;

12.1.4. Βρείτε τα
∫ +∞
1

1
x2(x2+1)

dx,
∫ +∞
1

1
x(x+1) dx,

∫ +∞
0

x
x2+a2

dx,
∫ +∞
0

1
x2+a2

dx,
∫ +∞
0 e−x dx,∫ +∞

0 xe−x
2
dx,

∫ +∞
0

x
x3+x2+x+1

dx,
∫ +∞√

2
1

(x2−1)
√
x2+1

dx,
∫ b
a

1√
(x−a)(b−x)

dx,
∫ +∞
0

arctanx
1+x2 dx.

12.1.5. Βρείτε τα
∫ +∞
0 e−ax cos bx dx,

∫ +∞
0 e−ax sin bx dx,

∫ +∞
−∞

1
eax+e−ax dx.

12.1.6. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0 xne−x dx = n! για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

12.1.7. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

1
x2+2x cos θ+1

dx = θ
sin θ για κάθε θ ∈ (0, π).
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12.1.8. Αποδείξτε ότι
∫ 1
0 x

p logx dx = − 1
(p+1)2

, αν p > −1, και
∫ +∞
1 xp logx dx = 1

(p+1)2
, αν

p < −1.

12.1.9. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

xn−1

(1+x)n+m dx = (n−1)!(m−1)!
(n+m−1)! για κάθε n,m ∈ N.

12.1.10. Βρείτε το
∫ +∞
0

logx
(x+1)2

dx.

12.1.11.Μελετήστε ως προς τη σύγκλιση το
∫ +∞
0 (−1)[x] dx.

12.1.12. Έστω f ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του (0,+∞) και
0 < A ≤ B < +∞.
[α] Ορίζουμε την g(x) = 1

x

∫ x
1 f(t) dt για 0 < x < +∞ και έστω ότι το όριο L = limx→+∞ g(x)

υπάρχει και είναι αριθμός. Αποδείξτε ότι:
(i)

∫ B
A

f(x)
x dx = g(B)− g(A) +

∫ B
A

g(x)
x dx.

(ii) limT→+∞
∫ BT
AT

f(x)
x dx = L log B

A .

(iii)
∫ +∞
1

f(Ax)−f(Bx)
x dx = −L log B

A +
∫ B
A

f(x)
x dx.

[β] Ορίζουμε την h(x) = x
∫ 1
x

f(t)
t2
dt για 0 < x < +∞ και έστω ότι το όριο l = limx→0+ h(x)

υπάρχει και είναι αριθμός. Αποδείξτε ότι:
(i)

∫ B
A

f(x)
x dx = h(A)− h(B) +

∫ B
A

h(x)
x dx.

(ii) limt→0+

∫ Bt
At

f(x)
x dx = l log B

A .

(iii)
∫ 1
0

f(Ax)−f(Bx)
x dx = l log B

A −
∫ B
A

f(x)
x dx.

[γ] Με τις υποθέσεις των [α], [β], αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

f(Ax)−f(Bx)
x dx = (L− l) log A

B .

Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

cos(Ax)−cos(Bx)
x dx = log B

A και
∫ +∞
0

e−Ax−e−Bx

x dx = log B
A .

12.2 Μη-αρνητικές συναρτήσεις.

ΘΕΩΡΗΜΑ 12.1. Αν ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a,+∞), τότε το
∫ +∞
a f(x) dx έχει τιμή και

αυτή είναι αριθμός ≥ 0 ή +∞. Δηλαδή, 0 ≤
∫ +∞
a f(x) dx ≤ +∞.

Ειδικώτερα, το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει, αν η

∫ x
a f(x) dx είναι, ως συνάρτηση του x στο [a,+∞),

άνω φραγμένη, και αποκλίνει στο +∞, αν η ίδια συνάρτηση δεν είναι άνω φραγμένη.

Απόδειξη. Αν a ≤ x1 < x2, συνεπάγεται∫ x2

a f(t) dt =
∫ x1

a f(t) dt+
∫ x2

x1
f(t) dt ≥

∫ x1

a f(t) dt.

Άρα η
∫ x
a f(t) dt είναι, ως συνάρτηση του x, αύξουσα στο [a,+∞). Άρα το limx→+∞

∫ x
a f(t) dt

υπάρχει και είναι αριθμός ή +∞. Μάλιστα, ισχύει
∫ x
a f(t) dt ≥ 0 για κάθε x ∈ [a,+∞), οπότε

limx→+∞
∫ x
a f(t) dt ≥ 0.

Τέλος, αν η συνάρτηση
∫ x
a f(t) dt είναι άνω φραγμένη, το limx→+∞

∫ x
a f(t) dt είναι αριθμός, ενώ

αν δεν είναι άνω φραγμένη, το limx→+∞
∫ x
a f(t) dt είναι +∞.

Βλέπουμε ότι το γεν. ολοκλήρωμα μη-αρνητικής συνάρτησης έχει πάντοτε τιμή, η οποία εί-
ναι είτε αριθμός ≥ 0 είτε +∞. Μπορούμε, επίσης, να πούμε ότι η σύγκλιση του

∫ +∞
a f(x) dx

ισοδυναμεί με
∫ +∞
a f(x) dx < +∞ ενώ η απόκλισή του ισοδυναμεί με

∫ +∞
a f(x) dx = +∞.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.11. [α] Έστω ότι ισχύει 0 ≤ f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,+∞). Τότε 0 ≤∫ +∞
a f(x) dx ≤

∫ +∞
a g(x) dx.

Αν, επιπλέον, το
∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει, τότε και το

∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει.

[β] Έστω ότι ισχύει f(x) ≥ 0, g(x) > 0 για κάθε x ∈ [a,+∞) και έστω ότι το limx→+∞
f(x)
g(x)

υπάρχει και είναι αριθμός ή, γενικότερα, ότι η συνάρτηση f(x)
g(x) είναι φραγμένη κοντά στο +∞. Αν

το
∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει, τότε και το

∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει.
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Απόδειξη. [α] Βάσει του θεωρήματος 12.1, τα
∫ +∞
a f(x) dx,

∫ +∞
a g(x) dx έχουν τιμή, οπότε από

την πρόταση 12.8 συνεπάγεται 0 ≤
∫ +∞
a f(x) dx ≤

∫ +∞
a g(x) dx. Αν το

∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει,

συνεπάγεται
∫ +∞
a g(x) dx < +∞, οπότε

∫ +∞
a f(x) dx < +∞ και, επομένως, το

∫ +∞
a f(x) dx

συγκλίνει.
[β] Υπάρχουν M και c ∈ [a,+∞) ώστε να ισχύει 0 ≤ f(x)

g(x) ≤ M για κάθε x ∈ [c,+∞). Το∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει, οπότε και το

∫ +∞
c g(x) dx συγκλίνει. Άρα∫ +∞

c f(x) dx ≤
∫ +∞
c Mg(x) dx =M

∫ +∞
c g(x) dx < +∞.

Άρα το
∫ +∞
c f(x) dx συγκλίνει και, επομένως, το

∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει.

Ας δούμε, τώρα, μερικά παραδείγματα συναρτήσεων οι οποίες χρησιμοποιούνται συχνότατα
ως συναρτήσεις σύγκρισης στο πλαίσιο είτε της πρότασης 12.11 είτε, αργότερα, της πρότασης
12.12.

Παράδειγμα 12.2.1. Θα μελετήσουμε το
∫ +∞
1

1
xp dx.

Αν p ̸= 1, τότε
∫ +∞
1

1
xp dx = limx→+∞

∫ x
1

1
tp dt = limx→+∞

x1−p−1
1−p . Άρα

∫ +∞
1

1
xp dx = +∞,

αν p < 1, και
∫ +∞
1

1
xp dx = 1

p−1 , αν p > 1.
Τέλος,

∫ +∞
1

1
x dx = limx→+∞

∫ x
1

1
t dt = limx→+∞ logx = +∞.

Συνοψίζουμε: ∫ +∞
1

1
xp dx =

{
1

p−1 , αν p > 1

+∞, αν p ≤ 1

Παράδειγμα 12.2.2. Όπως πριν, θα μελετήσουμε το
∫ 1
0

1
xp dx.

Αν p ̸= 1, τότε
∫ 1
0

1
xp dx = limx→0+

∫ 1
x

1
tp dt = limx→0+

1−x1−p

1−p . Άρα
∫ 1
0

1
xp dx = 1

1−p , αν p < 1,
και

∫ 1
0

1
xp dx = +∞, αν p > 1.

Τέλος,
∫ 1
0

1
x dx = limx→0+

∫ 1
x

1
t dt = − limx→0+ logx = +∞.

Συνοψίζουμε: ∫ 1
0

1
xp dx =

{
1

1−p , αν p < 1

+∞, αν p ≥ 1

Από τα παραδείγματα 12.2.1 και 12.2.2 βλέπουμε ότι∫ +∞
0

1
xp dx = +∞ για κάθε p.

Παράδειγμα 12.2.3. Έστω c, q > 0. Θα μελετήσουμε το
∫ +∞
1 xpe−cx

q
dx.

Θεωρούμεn > p+1
q . Για κάθε x ≥ 0 ισχύει ex ≥ xn

n! . Αντικαθιστούμε το x με το cx
q και βρίσκουμε

ecx
q ≥ cn

n!x
qn. Άρα ισχύει 0 < xpe−cx

q ≤ n!
cn

1
xqn−p για κάθε x > 0. Επειδή qn− p > 1, βάσει του

παραδείγματος 12.2.1, το γεν. ολοκλήρωμα
∫ +∞
1

1
xqn−p dx συγκλίνει. Άρα και το γεν. ολοκλήρωμα∫ +∞

1 xpe−cx
q
dx συγκλίνει:

0 ≤
∫ +∞
1 xpe−cx

q
dx < +∞ για c, q > 0.

Η θεωρία των γενικευμένων ολοκληρωμάτων μοιάζει πολύ με τη θεωρία των σειρών. Αυτό
πρέπει να έχει ήδη φανεί και θα το δούμε και με τα παρακάτω σχόλια, τα οποία είναι παρόμοια με
κάποια ανάλογα σχόλια για την πρόταση 8.7.

Το αποτέλεσμα της πρότασης 12.11[β] λέει, ισοδύναμα, ότι: αν το
∫ +∞
a f(x) dx αποκλίνει στο

+∞, τότε και το
∫ +∞
a g(x) dx αποκλίνει στο +∞.

Κατόπιν, αν ισχύει f(x), g(x) > 0 για κάθε x ∈ [a,+∞) και limx→+∞
f(x)
g(x) = ρ, όπου ο

ρ είναι ένας θετικός αριθμός, δηλαδή 0 < ρ < +∞, τότε το συμπέρασμα για τα
∫ +∞
a f(x) dx
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και
∫ +∞
a g(x) dx είναι το εξής: είτε και τα δύο γεν. ολοκληρώματα συγκλίνουν είτε και τα δύο

αποκλίνουν στο +∞. Διότι, από το limx→+∞
f(x)
g(x) = ρ και το ότι ο ρ είναι αριθμός, συνεπά-

γεται ότι, αν το
∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει, τότε και το

∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει. Αλλά και από το

limx→+∞
g(x)
f(x) =

1
ρ και το ότι ο 1

ρ είναι αριθμός, συνεπάγεται ότι, αν το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει,

τότε και το
∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει. Επίσης, αν ισχύει f(x), g(x) > 0 για κάθε x ∈ [a,+∞) και

limx→+∞
f(x)
g(x) = 0, συμπεραίνουμε, σύμφωνα με την πρόταση 12.11[β], ότι αν το

∫ +∞
a g(x) dx

συγκλίνει, τότε και το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει. Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά.

Παράδειγμα 12.2.4. Είναι limx→+∞
1/x2

1/x = 0,
∫ +∞
1

1
x2 dx < +∞ και

∫ +∞
1

1
x dx = +∞.

Βέβαια, αν ισχύει f(x), g(x) > 0 για κάθε x ∈ [a,+∞) και limx→+∞
f(x)
g(x) = +∞, συμπε-

ραίνουμε ότι αν το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει, τότε και το

∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει. Και πάλι αυτό

προκύπτει από το limx→+∞
g(x)
f(x) = 0 και την πρόταση 12.11[β].

Και μια τελευταία παρατήρηση για τον τρόπο που εφαρμόζεται πολλές φορές η “σύγκριση”
γεν. ολοκληρωμάτων στο πλαίσιο της πρότασης 12.11. Αν έχουμε ένα γενικευμένο ολοκλήρωμα με
περίπλοκη ολοκληρωτέα συνάρτηση, προσπαθούμε να το συγκρίνουμε με ένα γεν. ολοκλήρωμα
με απλούστερη ολοκληρωτέα συνάρτηση ώστε να είναι πιο εύκολο να αποφανθούμε για τη σύ-
γκλιση ή απόκλιση του απλούστερου γεν. ολοκληρώματος. Η μετάβαση από την περίπλοκη στην
απλούστερη συνάρτηση γίνεται πολλές φορές με την αναγνώριση “κύριων όρων”. Δείτε, πάλι, την
υποενότητα 5.8.2.

Παράδειγμα 12.2.5. Θεωρούμε το
∫ +∞
1

e2x+3ex+1
e3x+x2 dx.

Οι κύριοι όροι στον αριθμητή και τον παρονομαστή του e2x+3ex+1
e3x+x2 είναι οι e2x και e3x, αντιστοί-

χως. Οπότε γράφουμε
e2x+3ex+1
e3x+x2 = e2x

e3x
1+3e−x+e−2x

1+x2e−3x

για κάθε x ∈ [1,+∞) και βλέπουμε ότι

limx→+∞( e
2x+3ex+1
e3x+x2 )/( e

2x

e3x
) = 1.

Τώρα συγκρίνουμε το αρχικό γεν. ολοκλήρωμα με το∫ +∞
1

e2x

e3x
dx =

∫ +∞
1 e−x dx.

Το δεύτερο γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει, οπότε συγκλίνει και το πρώτο.

Παράδειγμα 12.2.6. Θεωρούμε το
∫ +∞
1

x3+3
2x4+x+1

dx.
Οι κύριοι όροι στον αριθμητή και στον παρονομαστή του x3+3

2x4+x+1
είναι οι x3 και 2x4, αντιστοίχως.

Γράφουμε
x3+3

2x4+x+1
= x3

2x4
1+3x−3

1+(1/2)x−3+(1/2)x−4

και
limx→+∞( x3+3

2x4+x+1
)/( x3

2x4 ) = 1.

Επειδή ό 1 είναι θετικός και ∫ +∞
1

x3

2x4 dx = 1
2

∫ +∞
1

1
x dx = +∞,

προκύπτει ότι
∫ +∞
1

x3+3
2x4+x+1

= +∞.

Παράδειγμα 12.2.7. Έστω το
∫ +∞
1 sin 1

x dx.
Έχουμε το όριο

limx→+∞(sin 1
x)/(

1
x) = 1.

Ο 1 είναι θετικός και το
∫ +∞
1

1
x dx αποκλίνει στο +∞, οπότε το ίδιο ισχύει για το

∫ +∞
1 sin 1

x dx.
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Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι το κριτήριο ολοκληρώματος για σειρές αριθμών μπορεί να ανα-
διατυπωθεί ως αποτέλεσμα που συνδυάζει σειρές και γενικευμένα ολοκληρώματα. Επομένως, να
μια ακόμη ομοιότητα ανάμεσα στα γεν. ολοκληρώματα και στις σειρές.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ. Έστω φθίνουσα ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει xn ≥ 0 για
κάθε n. Έστω ότι υπάρχει f : [1,+∞) → R φθίνουσα στο [1,+∞) ώστε να ισχύει f(n) = xn για
κάθε n. Τότε το

∫ +∞
1 f(t) dt έχει τιμή, η οποία είναι αριθμός ≥ 0 ή +∞ και

(i)
∑+∞

n=1 xn < +∞ αν και μόνο αν
∫ +∞
1 f(t) dt < +∞,

(ii)
∑+∞

n=1 xn = +∞ αν και μόνο αν
∫ +∞
1 f(t) dt = +∞.

Επιπλέον, ∫ n+1
1 f(u) du ≤ x1 + · · ·+ xn ≤ x1 +

∫ n
1 f(u) du για κάθε n ∈ N∫ +∞

1 f(t) dt ≤
∑+∞

n=1 xn ≤ x1 +
∫ +∞
1 f(t) dt.

Ασκήσεις.

12.2.1. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
1 (sin 1

x)
2 dx ≤ 1 και

∫ +∞
0

(sinx)2
x2 dx ≤ 2.

12.2.2. Αποδείξτε ότι το
∫ 1
0

1
xp(1−x)q dx συγκλίνει αν και μόνο αν p, q < 1.

12.2.3. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
0

1
xp(xq+1) dx συγκλίνει αν και μόνο αν 1− q < p < 1.

12.2.4. Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
0 e−(x+x−1) dx,

∫ +∞
1

logx
x
√
x2−1 dx συγκλίνουν.

12.2.5. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
0 xxe−x

p
dx συγκλίνει αν και μόνο αν p > 1.

12.2.6. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
2

1
xp(logx)q dt συγκλίνει αν και μόνο αν είτε (i) p > 1 είτε (ii) p = 1

και q > 1.

12.2.7. Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
0 x2e−x

8(sinx)2 dx,
∫ +∞
1

1
1+x4(sinx)2 dx συγκλίνουν.

Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
0 x3e−x

8(sinx)2 dx,
∫ +∞
1

1
1+x2(sinx)2 dx αποκλίνουν στο +∞.

12.2.8. Εδώ εξετάζουμε μια διαφορά ανάμεσα σε γεν. ολοκληρώματα και σε σειρές.
Βρείτε f : [1,+∞) → [0,+∞) ώστε να συγκλίνει το

∫ +∞
1 f(x) dx και να μην υπάρχει το

limx→+∞ f(x).
Έστω f : [1,+∞) → R. Αν υπάρχει το limx→+∞ f(x) και συγκλίνει το

∫ +∞
1 f(x) dx, αποδείξτε

ότι limx→+∞ f(x) = 0.

12.2.9. Έστω f, g : [a,+∞) → [0,+∞) συνεχείς στο [a,+∞) και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1.

[α] Αν
∫ +∞
a (f(x))p dx < +∞ και

∫ +∞
a (g(x))q dx < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Hölder

για γεν. ολοκληρώματα:∫ +∞
a f(x)g(x) dx ≤

( ∫ +∞
a (f(x))p dx

)1/p( ∫ +∞
a (g(x))q dx

)1/q
.

Ειδική περίπτωση είναι η ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky για γεν. ολοκληρώματα:∫ +∞
a f(x)g(x) dx ≤

( ∫ +∞
a (f(x))2 dx

)1/2( ∫ +∞
a (g(x))2 dx

)1/2
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Hölder ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι
και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει s(f(x))p = t(g(x))q για κάθε x ∈ [a,+∞).
[β] Αν

∫ +∞
a (f(x))pdx < +∞,

∫ +∞
a (g(x))pdx < +∞, αποδείξτε την ανισότητα τουMinkowski

για γεν. ολοκληρώματα:( ∫ +∞
a (f(x) + g(x))p dx

)1/p ≤ ( ∫ +∞
a (f(x))p dx

)1/p
+

( ∫ +∞
a (g(x))p dx

)1/p
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Minkowski ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0
όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει sf(x) = tg(x) για κάθε x ∈ [a,+∞).
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12.3 Κριτήρια σύγκλισης.

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΟΥ CAUCHY. Το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει

c0 ∈ [a,+∞) ώστε να ισχύει
∣∣ ∫ x′′

x′ f(t) dt
∣∣ < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ (c0,+∞).

Απόδειξη. Ορίζουμε τη συνάρτηση F (x) =
∫ x
a f(t) dt για κάθε x ∈ [a,+∞).

Τότε είναι F (x′′) − F (x′) =
∫ x′′

x′ f(t) dt και, επομένως, το αποτέλεσμα είναι άμεση εφαρμογή
στη συνάρτηση F του κριτηρίου του Cauchy για όρια συναρτήσεων.

12.3.1 Απόλυτη σύγκλιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.6. Λέμε ότι το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει απολύτως αν το

∫ +∞
a |f(x)| dx συγκλίνει

ή, ισοδύναμα,
∫ +∞
a |f(x)| dx < +∞.

ΚΡΙΤΗΡΙΟΑΠΟΛΥΤΗΣΣΥΓΚΛΙΣΗΣ. Αν το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει απολύτως, τότε συγκλίνει

και ∣∣ ∫ +∞
a f(x) dx

∣∣ ≤ ∫ +∞
a |f(x)| dx.

Πρώτη απόδειξη. Έστω ότι το
∫ +∞
a |f(x)| dx συγκλίνει. Έστω ϵ > 0. Τότε, σύμφωνα με το κρι-

τήριο του Cauchy, υπάρχει c0 ∈ [a,+∞) ώστε να ισχύει
∫ x′′

x′ |f(t)| dt < ϵ και, επομένως,∣∣ ∫ x′′

x′ f(t) dt
∣∣ ≤ ∫ x′′

x′ |f(t)| dt < ϵ

για κάθε x′, x′′ ∈ (c0,+∞). Άρα το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει.

Τέλος, επειδή για κάθε x ∈ [a,+∞) ισχύει −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|, συνεπάγεται

−
∫ +∞
a |f(x)| dx =

∫ +∞
a (−|f(x)|) dx ≤

∫ +∞
a f(x) dx ≤

∫ +∞
a |f(x)| dx.

Άρα
∣∣ ∫ +∞

a f(x) dx
∣∣ ≤ ∫ +∞

a |f(x)| dx.
Δεύτερη απόδειξη. Ορίζουμε τις συναρτήσεις f+, f− : [a,+∞) → R με τύπους

f+(x) = (f(x))+, f−(x) = (f(x))−.

Ισχύει

0 ≤ f+(x) ≤ |f(x)|, 0 ≤ f−(x) ≤ |f(x)|, f+(x)+f−(x) = |f(x)|, f+(x)−f−(x) = f(x)

για κάθε x ∈ [a,+∞).
Επειδή

∫ +∞
a |f(x)| dx < +∞, συνεπάγεται ότι τα

∫ +∞
a f+(x) dx,

∫ +∞
a f−(x) dx συγκλίνουν.

Επειδή f = f+ − f−, το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει και∫ +∞

a f(x) dx =
∫ +∞
a (f+(x)− f−(x)) dx =

∫ +∞
a f+(x) dx−

∫ +∞
a f−(x) dx.

Επίσης,∣∣ ∫ +∞
a f(x) dx

∣∣ = ∣∣ ∫ +∞
a f+(x) dx−

∫ +∞
a f−(x) dx

∣∣ ≤ ∣∣ ∫ +∞
a f+(x) dx

∣∣+ ∣∣ ∫ +∞
a f−(x) dx

∣∣
=

∫ +∞
a f+(x) dx+

∫ +∞
a f−(x) dx =

∫ +∞
a (f+(x) + f−(x)) dx

=
∫ +∞
a |f(x)| dx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.12. [α] Αν ισχύει |f(x)| ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,+∞) και το
∫ +∞
a g(x) dx συ-

γκλίνει, τότε το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει απολύτως, οπότε συγκλίνει. Επίσης,

∣∣ ∫ +∞
a f(x) dx

∣∣ ≤∫ +∞
a g(x) dx.

[β]Έστω g(x) > 0 για κάθε x ∈ [a,+∞) και έστω ότι το limx→+∞
|f(x)|
g(x) υπάρχει και είναι αριθμός

ή, γενικότερα, ότι η συνάρτηση |f(x)|g(x) είναι φραγμένη κοντά στο+∞. Αν το
∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει,

τότε το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει απολύτως και, επομένως, συγκλίνει.
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Απόδειξη. [α] Επειδή το
∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει, συνεπάγεται ότι το

∫ +∞
a |f(x)| dx συγκλίνει,

οπότε και το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει και∣∣ ∫ +∞

a f(x) dx
∣∣ ≤ ∫ +∞

a |f(x)| dx ≤
∫ +∞
a g(x) dx.

[β] Άμεση συνέπεια της πρότασης 12.11 και του κριτηρίου απόλυτης σύγκλισης.

Τα σχόλια που έγιναν μετά από την πρόταση 12.11 ισχύουν και εδώ, μόνο που εφαρμόζονται
στο

∫ +∞
a |f(x)| dx αντί του

∫ +∞
a f(x) dx. Δηλαδή, τα ίδια σχόλια διατυπώνονται σε σχέση με

την απόλυτη σύγκλιση του
∫ +∞
a f(x) dx.

Παράδειγμα 12.3.1. Το
∫ +∞
1

sinx
x2 dx συγκλίνει απολύτως, διότι ισχύει | sinx

x2 | ≤ 1
x2 για κάθε x ∈

[1,+∞) και το
∫ +∞
1

1
x2 dx συγκλίνει.

Παράδειγμα 12.3.2. Θα αποδείξουμε ότι
∫ +∞
π | sinxx | dx =

∫ +∞
π

| sinx|
x dx = +∞, δηλαδή ότι το∫ +∞

π
sinx
x dx δεν συγκλίνει απολύτως.

Είναι ∫ (k+1)π
kπ

| sinx|
x dx ≥ 1

(k+1)π

∫ (k+1)π
kπ | sinx| dx = 2

(k+1)π

για κάθε k ∈ N. Άρα, για κάθε n ∈ N,∫ nπ
π
| sinx|

x dx =
∑n−1

k=1

∫ (k+1)π
kπ

| sinx|
x dx ≥ 2

π

∑n−1
k=1

1
k+1 = 2

π

∑n
k=2

1
k .

Επειδή
∑n

k=2
1
k → +∞, συνεπάγεται

∫ nπ
π
| sinx|

x dx→ +∞, οπότε
∫ +∞
π

| sinx|
x dx = +∞.

Σε λίγο θα δούμε ότι το
∫ +∞
π

sinx
x dx συγκλίνει.

12.3.2 Υπό συνθήκη σύγκλιση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.7. Λέμε ότι το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει υπό συνθήκη αν συγκλίνει αλλά δεν συγκλί-

νει απολύτως.

ΘΕΩΡΗΜΑ 12.2. Έστω f, g : [a,+∞) → R και F (x) =
∫ x
a f(t) dt για κάθε x ∈ [a,+∞) και

έστω ότι η f είναι συνεχής στο [a,+∞) και η g έχει συνεχή παράγωγο στο [a,+∞).
[α] Έστω ότι η g είναι φθίνουσα στο [a,+∞), ότι limx→+∞ g(x) = 0 και ότι η F είναι φραγμένη
στο [a,+∞). Τότε το

∫ +∞
a f(x)g(x) dx συγκλίνει.

[β]Έστω ότι η g είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη στο [a,+∞) και ότι το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει.

Τότε το
∫ +∞
a f(x)g(x) dx συγκλίνει.

Απόδειξη. [α] ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |F (x)| ≤ M για κάθε x ∈ [a,+∞). Επειδή η f είναι
συνεχής, ισχύει F ′(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a,+∞). Επίσης, ισχύει g′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈
[a,+∞).
Ισχύει ∫ x

a f(t)g(t) dt =
∫ x
a F

′(t)g(t) dt = F (x)g(x)−
∫ x
a F (t)g

′(t) dt (12.3)

για κάθε x ∈ [a,+∞). Το
∫ +∞
a F (x)g′(x) dx συγκλίνει απολύτως, διότι∫ +∞

a |F (x)g′(x)| dx ≤M
∫ +∞
a |g′(x)| dx = −M

∫ +∞
a g′(x) dx = −M limx→+∞

∫ x
a g
′(t) dt

= −M limx→+∞(g(x)− g(a)) =Mg(a) < +∞.

Άρα το
∫ +∞
a F (x)g′(x) dx συγκλίνει, οπότε το limx→+∞

∫ x
a F (t)g

′(t) dt υπάρχει και είναι αριθ-
μός. Επειδή ισχύει |F (x)g(x)| ≤Mg(x) για κάθε x ∈ [a,+∞), συνεπάγεται

limx→+∞ F (x)g(x) = 0.
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Τώρα, από την (12.3) συνεπάγεται ότι το

limx→+∞
∫ x
a f(t)g(t) dt = − limx→+∞

∫ x
a F (t)g

′(t) dt

υπάρχει και είναι αριθμός, οπότε το
∫ +∞
a f(x)g(x) dx συγκλίνει.

[β] To l = limx→+∞ g(x) υπάρχει και είναι αριθμός. Σύμφωνα με το [α], το
∫ +∞
a f(x)(g(x)−l) dx

συγκλίνει. Τότε ∫ +∞
a f(x)g(x) dx =

∫ +∞
a f(x)(g(x)− l) dx+

∫ +∞
a f(x)l dx

=
∫ +∞
a f(x)(g(x)− l) dx+ l

∫ +∞
a f(x) dx,

οπότε και το
∫ +∞
a f(x)g(x) dx συγκλίνει.

Παράδειγμα 12.3.3. Θα δούμε ότι το
∫ +∞
π

sinx
x dx συγκλίνει, δηλαδή, βάσει του παραδείγματος

12.3.2, ότι συγκλίνει υπό συνθήκη.
Η συνάρτηση 1

x είναι φθίνουσα με συνεχή παράγωγο στο [π,+∞) και είναι limx→+∞
1
x = 0. Η

συνάρτηση sinx είναι συνεχής στο [π,+∞) και ισχύει∣∣ ∫ x
π sin t dt

∣∣ = | cosπ − cosx| ≤ 2

για κάθε x ≥ π. Άρα το
∫ +∞
π

sinx
x dx συγκλίνει.

Παράδειγμα 12.3.4. Για το
∫ π
0

sinx
x dx η κατάσταση είναι πιο απλή.

Παρατηρούμε ότι η g : [0, π] → R με τύπο g(x) =

{
sinx
x , αν 0 < x ≤ π

1, αν x = 0
είναι συνεχής και,

επομένως, ολοκληρώσιμη στο [0, π]. Άρα το γενικευμένο ολοκλήρωμα
∫ π
0

sinx
x dx =

∫ π
0 g(x) dx

έχει τιμή ίση με την τιμή του απλού ολοκληρώματος
∫ π
0 g(x) dx.

Παράδειγμα 12.3.5. Συνδυάζοντας τα δύο προηγούμενα παραδείγματα, βλέπουμε ότι το∫ +∞
0

sinx
x dx =

∫ π
0

sinx
x dx+

∫ +∞
π

sinx
x dx

συγκλίνει. Για τον υπολογισμό της τιμής του
∫ +∞
0

sinx
x dx δείτε την άσκηση 12.3.12 καθώς και το

παράδειγμα 12.4.6. Προς το παρόν θα δούμε ότι η τιμή αυτή είναι θετικός αριθμός.
Με ολοκλήρωση κατά μέρη, βρίσκουμε∫ +∞

0
sinx
x dx =

∫ +∞
0

(1−cosx)′
x dx = limx→+∞

1−cosx
x − limx→0+

1−cosx
x +

∫ +∞
0

1−cosx
x2 dx

=
∫ +∞
0

1−cosx
x2 dx.

Άρα∫ +∞
0

sinx
x dx =

∫ π/4
0

1−cosx
x2 dx+

∫ 7π/4
π/4

1−cosx
x2 dx+

∫ +∞
7π/4

1−cosx
x2 dx ≥

∫ 7π/4
π/4

1−cosx
x2 dx.

Επειδή ισχύει 1− cosx ≥ 1− cos π
4 για κάθε x ∈ [π4 ,

7π
4 ], συνεπάγεται∫ +∞

0
sinx
x dx ≥ (1− cos π

4 )
∫ 7π/4
π/4

1
x2 dx = 12(2−

√
2)

7π > 0.

Τα σχόλια που είχαμε κάνει για την έννοια της σύγκλισης μιας σειράς μετά από το παράδειγμα
8.3.8 ισχύουν σε μεγάλο βαθμό και για την έννοια της σύγκλισης ενός γεν. ολοκληρώματος.
Έστω αρχικά ένα γεν. ολοκλήρωμα

∫ +∞
a f(x) dx με μη-αρνητική ολοκληρωτέα συνάρτηση f :

[a,+∞) → [0,+∞). Το να συγκλίνει το γεν. ολοκλήρωμα ισοδυναμεί με το ότι τα ολοκληρώ-
ματα

∫ x
a f(t) dt είναι φραγμένα και αυτό συνεπάγεται ότι η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι μικρή:

“μικρότερη συνάρτηση έχει μικρότερα ολοκληρώματα”. Το να ισχύει limx→+∞ f(x) = 0 είναι
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κάτι το οποίο διευκολύνει τη σύγκλιση του γεν. ολοκληρώματος, αλλά δεν είναι αρκετό. Για πα-
ράδειγμα, και στα δύο γεν. ολοκληρώματα

∫ +∞
1

1
x2 dx και

∫ +∞
1

1
x dx η ολοκληρωτέα συνάρτηση

έχει όριο 0 στο +∞, αλλά το πρώτο γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει ενώ το δεύτερο δεν συγκλίνει.
Βλέπουμε ότι οι τιμές της 1

x2 είναι πολύ μικρότερες από τις αντίστοιχες τιμές της 1
x . Πράγματι:

limx→+∞
1/(x2)
1/x = 0. Δηλαδή, το μέγεθος των τιμών της 1

x2 είναι αρκετά μικρό ώστε το γεν. ολο-
κλήρωμά της συγκλίνει ενώ το μέγεθος των τιμών της 1

x δεν είναι τόσο μικρό όσο θα έπρεπε για
να συγκλίνει και το δικό της γεν. ολοκλήρωμα. Αυτό φαίνεται καθαρά και στην πρόταση 12.11. Το
βασικό συμπέρασμά της είναι ότι, αν ένα γεν. ολοκλήρωμα με μεγαλύτερη συνάρτηση συγκλίνει,
τότε και το γεν. ολοκλήρωμα με τη μικρότερη συνάρτηση συγκλίνει.
Όλα τα προηγούμενα έχουν ως βασική προϋπόθεση ότι αναφερόμαστε σε γεν. ολοκληρώματα με
μη-αρνητικές συναρτήσεις.
Η κατάσταση είναι διαφορετική για τα γεν. ολοκληρώματα των οποίων οι συναρτήσεις έχουν με-
ταβαλλόμενο πρόσημο. Για να συγκλίνει το γεν. ολοκλήρωμα, πρέπει οι τιμές της ολοκληρωτέας
συνάρτησης να έχουν και πάλι μικρό μέγεθος. Όμως, το μέγεθος των τιμών της συνάρτησης δεν
παίζει πια τον καθοριστικό ρόλο. Δείτε, για παράδειγμα τα γεν. ολοκληρώματα

∫ +∞
π

sinx
x dx και∫ +∞

π
| sinx|

x dx. Οι τιμές των δύο συναρτήσεων έχουν ακριβώς το ίδιο μέγεθος. Όμως, ενώ το μέ-
γεθος αυτό δεν είναι αρκετά μικρό ώστε να συγκλίνει το δεύτερο γεν. ολοκλήρωμα, είναι αρ-
κετά μικρό ώστε να συγκλίνει το πρώτο γεν. ολοκλήρωμα. Ο λόγος είναι ότι από τα διαφορετικά
πρόσημα προκαλείται αλληλοαναίρεση των τιμών κατά την ολοκλήρωσή τους. Αυτό ακριβώς το
φαινόμενο παρατηρείται σε οποιοδήποτε γεν. ολοκλήρωμα που συγκλίνει υπό συνθήκη. Το μέγε-
θος των τιμών της ολοκληρωτέας συνάρτησης δεν είναι αρκετά μικρό ώστε να συγκλίνει το γεν.
ολοκλήρωμα απολύτως αλλά είναι αρκετά μικρό ώστε, μετά και από τις αλληλοαναιρέσεις λόγω
διαφορετικών προσήμων, το γεν. ολοκλήρωμα να συγκλίνει.
Αυτή η διαφορά ανάμεσα στα γεν. ολοκληρώματα με μη-αρνητικές συναρτήσεις και στα γεν. ολο-
κληρώματα με γενικές συναρτήσεις αντανακλάται στην διαφορά ανάμεσα στις χρησιμοποιούμενες
μεθόδους μελέτης της σύγκλισής τους. Η “σύγκριση” αντίστοιχων τιμών συναρτήσεων όπως αυτή
εκφράζεται στις προτάσεις 12.11 και 12.12 δεν εφαρμόζεται σε γεν. ολοκληρώματα που συγκλί-
νουν υπό συνθήκη, ακριβώς επειδή πρόκειται για σύγκριση των μεγεθών των αντίστοιχων τιμών.
Η μέθοδος της “σύγκρισης” εφαρμόζεται μόνο για τη μελέτη της σύγκλισης γεν. ολοκληρωμάτων
μη-αρνητικών συναρτήσεων ή της απόλυτης σύγκλισης γεν. ολοκληρωμάτων. Η μελέτη της σύ-
γκλισης γεν. ολοκληρωμάτων, τα οποία δεν συγκλίνουν απολύτως, γίνεται κυρίως με τις μεθόδους
του θεωρήματος 12.2.

Ασκήσεις.

12.3.1. Έστω f : [0,+∞) → R με τύπο f(x) = (−1)n−1

n αν x ∈ [n − 1, n) για κάποιον n ∈ N.
Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0 f(x) dx συγκλίνει υπό συνθήκη.

12.3.2. Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
0

cosx
1+x2 dx,

∫ +∞
0 e−x cosx dx,

∫ +∞
1

1
x sin

1
x dx συγκλίνουν απολύτως.

12.3.3. Αποδείξτε ότι, αν p > 1, το
∫ +∞
π

sinx
xp dx συγκλίνει απολύτως ενώ, αν 0 < p ≤ 1, το ίδιο

γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει υπό συνθήκη.
Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0

sinx
x2+p2

dx συγκλίνει απολύτως για κάθε p ̸= 0 και ότι αποκλίνει για p = 0.

12.3.4. Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
1

x sinx
1+x+x2dx,

∫ +∞
2

sinx
logx dx,

∫ +∞
1

x cos(x2)
1+logx dx,

∫ +∞
1

x(
√
x+1) sin(x2)
x+sinx dx,∫ +∞

1

√
x cosx
x+1 dx,

∫ +∞
0

x sinx
(x+1)(x+sinx) dx,

∫ +∞
1 cosx sin 1

x dx συγκλίνουν υπό συνθήκη.

12.3.5. Έστω ρητή συνάρτηση R(x) = P (x)
Q(x) , όπου τα πολυώνυμα P (x) και Q(x) δεν έχουν κοι-

νούς διαιρέτες.
Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
−∞ R(x) dx συγκλίνει αν και μόνο αν τοQ(x) δεν έχει καμία πραγματική ρίζα

και degQ(x) ≥ degP (x) + 2.
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Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
−∞ R(x) sinx dx συγκλίνει αν και μόνο αν όλες οι πραγματικές ρίζες τουQ(x)

ανήκουν στο σύνολο {kπ | k ∈ Z} και έχουν πολλαπλότητα 1 και degQ(x) ≥ degP (x) + 1.

12.3.6. Δείτε την άσκηση 7.3.16.
Έστω ότι ηϕ : [a,+∞) → R έχει μονότονη παράγωγο και συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [a,+∞)
και ότι limx→+∞ ϕ

′(x) = +∞. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
a sin(ϕ(x)) dx συγκλίνει.

Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
1 sin(xa) dx,

∫ +∞
1 cos(xa) dx συγκλίνουν, αν |a| > 1, και αποκλίνουν, αν

|a| ≤ 1. Ειδικώτερα, τα
∫ +∞
0 sin(x2) dx,

∫ +∞
0 cos(x2) dx συγκλίνουν.1

12.3.7. Αν 1 < x < +∞ ορίζουμε ζ(x) =
∑+∞

n=1
1
nx . Δείτε τις ασκήσεις 10.1.26 και 7.3.20.

Αποδείξτε ότι ισχύει ζ(x) = x
∫ +∞
1

[t]
tx+1 dt και 1

x−1 ≤ x
∫ +∞
1

[t]
tx+1 dt ≤ x

x−1 για κάθε x > 1,
βρίσκοντας έτσι με δεύτερο τρόπο τις ήδη γνωστές ανισότητες 1

x−1 ≤
∑+∞

n=1
1
nx ≤ x

x−1 .

Αποδείξτε ότι ισχύει ζ(x) = x
x−1 − x

∫ +∞
1

t−[t]
tx+1 dt για κάθε x > 1. Αποδείξτε ότι το τελευταίο

γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει για κάθε x > 0. Συμβολίστε ζ0(x) τη συνάρτηση που ορίζεται από το
δεξιό μέλος του τελευταίου τύπου και παρατηρήστε ότι η ζ0(x) ορίζεται στο (0, 1)∪ (1,+∞) και
ταυτίζεται με την ζ(x) στο (1,+∞). Επομένως, η συνάρτηση ζ(x) επεκτείνεται, μέσω του τύπου
αυτού, και στο διάστημα (0, 1).
Θεωρήστε την ϕ(x) του [η] της άσκησης 7.3.20 και, βάσει της άσκησης 7.1.8, δημιουργήστε συ-
ναρτήσεις ϕn(x) ώστε να είναι ϕ1(x) = ϕ(x) και ϕn+1(x) =

∫ x
1 (ϕn(t) − µn) dt, όπου µn =∫ 2

1 ϕn(t) dt, για κάθε n. Αποδείξτε ότι, για κάθε n, η ϕn(x) είναι περιοδική με περίοδο 1, συνεχής
στο R και ϕn(1) = 0. Ειδικώτερα, η ϕn(x) είναι φραγμένη στο R. Κατόπιν, ξεκινώντας με τον
τύπο στο [β], αποδείξτε επαγωγικά ότι ισχύει

ζ(x) = x+1
x−1 − µ1x− µ2x(x+ 1)− · · · − µn−1x(x+ 1) · · · (x+ n− 2)

− x(x+ 1) · · · (x+ n)
∫ +∞
1

ϕn(t)
tx+n+1 dt

για κάθε x > 1 και κάθε n. Αποδείξτε ότι το τελευταίο γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει για κάθε
x > −n. Συμβολίστε ζ−n(x) τη συνάρτηση που ορίζεται από το δεξιό μέλος του τελευταίου
τύπου και παρατηρήστε ότι η ζ−n(x) ορίζεται στο (−n, 1) ∪ (1,+∞) και ταυτίζεται με την ζ(x)
στο (1,+∞). Επομένως, η συνάρτηση ζ(x) επεκτείνεται, μέσω του τύπου αυτού, και στο διάστημα
(−n, 1).
Τώρα, παρατηρήστε ότι, αν n < m, οι συναρτήσεις ζ−n(x) και ζ−m(x) ταυτίζονται στο (−n, 1)∪
(1,+∞), δηλαδή στο κοινό μέρος των πεδίων ορισμού τους. Να συμπεράνετε ότι ορίζεται μια
συνάρτηση στο (−∞, 1)∪ (1,+∞) η οποία, για κάθε n, ταυτίζεται με την ζ−n(x) στο (−n, 1)∪
(1,+∞).
Η συνάρτηση που ορίζεται με αυτόν τον τρόπο ονομάζεται, επίσης, ζ-συνάρτηση του Riemann και
συμβολίζεται ζ : (−∞, 1) ∪ (1,+∞) → R και είναι επέκταση της ζ : (1,+∞) → R, η οποία είχε
οριστεί στην άσκηση 10.1.26.2

12.3.8. 3 [α] Έστω fn(x) =

{
1
n , αν 0 ≤ x ≤ n

0, αν x > n
για κάθε n. Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει στην

0 ομοιόμορφα στο [0,+∞) αλλά ότι
∫ +∞
0 fn(x) dx ̸→

∫ +∞
0 0 dx.

[β] Έστω f, fn : [a,+∞) → R για κάθε n και g : [a,+∞) → [0,+∞). Υποθέτουμε ότι ισχύει
|fn(x)| ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,+∞), ότι για κάθε c > a η (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα
στο [a, c] και ότι το

∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει. Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει και ότι∫ +∞

a fn(x) dx→
∫ +∞
a f(x) dx.

1Τα δύο αυτά γεν. ολοκληρώματα ονομάζονται ολοκληρώματα Fresnel.
2Συνέχεια στις ασκήσεις 12.4.2 και 12.5.4.
3Ομοιόμορφη σύγκλιση ακολουθίας συναρτήσεων και γενικευμένο ολοκλήρωμα.
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12.3.9. Έστω ότι η f : [0, 1] → R είναι συνεχής στο [0, 1], ότι f(0) = 0 και ότι η f είναι παραγω-
γίσιμη στον 0. Αποδείξτε ότι το

∫ 1
0 f(x)x

− 3
2 dx συγκλίνει απολύτως.

12.3.10. Για ποιές τιμές του p το
∫ +∞
0

sin(
√
x)

x+p2x2 dx συγκλίνει είτε απολύτως είτε υπό συνθήκη;

Για ποιές τιμές των p, q τα
∫ +∞
0

xp−1−xq−1

x−1 dx,
∫ +∞
0

sin(xp)
xq dx συγκλίνουν είτε απολύτως είτε υπό

συνθήκη;

12.3.11. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
1

x−[x]−(1/2)
xp dx συγκλίνει για κάθε p > 0.

12.3.12.Με τους τύπους (6.40), αποδείξτε ότι:
(i)

∫ π
0

sin((n+(1/2))x)
sin(x/2) dx = π για κάθε n,

(ii)
∫ π
0

sin(nx)
sinx dx = π ή 0, αν ο n είναι περιττός ή άρτιος, αντιστοίχως,

(iii)
∫ π
0

( sin(nx)
sinx

)2
dx = nπ για κάθε n.

Θεωρήστε την f(x) =

{
1

sin(x/2) −
2
x , αν 0 < x ≤ π

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι η f(x) είναι συνεχής στο

διάστημα [0, π]. Από την άσκηση 7.3.22[α] συνεπάγεται limn→+∞
∫ π
0 f(x) sin((n+

1
2)x) dx = 0.

Αποδείξτε ότι limn→+∞
∫ π
0

2
x sin((n+

1
2)x) dx = limn→+∞

∫ π
0

sin((n+(1/2))x)
sin(x/2) dx = π. Συμπερά-

νατε ότι4 ∫ +∞
0

sinx
x dx = π

2 .

12.3.13. Έστω f, g : [a,+∞) → R συνεχείς στο [a,+∞) και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1.

[α] Αν
∫ +∞
a |f(x)|p dx < +∞ και

∫ +∞
a |g(x)|q dx < +∞, αποδείξτε ότι το

∫ +∞
a f(x)g(x) dx

συγκλίνει απολύτως και ότι ισχύει η ανισότητα του Hölder για γενικευμένα ολοκληρώματα:∣∣ ∫ +∞
a f(x)g(x) dx

∣∣ ≤ ( ∫ +∞
a |f(x)|p dx

)1/p( ∫ +∞
a |g(x)|q dx

)1/q
.

Ειδική περίπτωση είναι η ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky:∣∣ ∫ +∞
a f(x)g(x) dx

∣∣ ≤ ( ∫ +∞
a |f(x)|2 dx

)1/2( ∫ +∞
a |g(x)|2 dx

)1/2
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Hölder ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και
οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει s|f(x)|p = t|g(x)|q για κάθε x ∈ [a,+∞) και είτε f(x)g(x) ≥ 0
για κάθε x ∈ [a,+∞) είτε f(x)g(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [a,+∞).
[β] Αν

∫ +∞
a |f(x)|pdx < +∞,

∫ +∞
a |g(x)|pdx < +∞, αποδείξτε την ανισότητα τουMinkowski

για γενικευμένα ολοκληρώματα:( ∫ +∞
a |f(x) + g(x)|p dx

)1/p ≤ ( ∫ +∞
a |f(x)|p dx

)1/p
+

( ∫ +∞
a |g(x)|p dx

)1/p
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα τουMinkowski ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι
και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει s|f(x)| = t|g(x)| για κάθε x ∈ [a,+∞) και είτε f(x)g(x) ≥ 0
για κάθε x ∈ [a,+∞) είτε f(x)g(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [a,+∞).

12.3.14. Έστω f : [a,+∞) → R και w : [a,+∞) → (0,+∞) ώστε
∫ +∞
a w(x) dx = 1 και ώστε

να έχει τιμή το
∫ +∞
a f(x)w(x) dx. Συμβολίζουμε Ew(f ; a,+∞) =

∫ +∞
a f(x)w(x) dx.5

Αποδείξτε την εξής γενικευμένη ανισότητα του Jensen.6 Έστω f : [a,+∞) → (c, d) συνεχής στο
[a,+∞) και g : (c, d) → R κυρτή στο (c, d). Έστω, επίσης, w : [a,+∞) → (0,+∞) συνεχής

4Θα δούμε κι άλλην απόδειξη αυτής της ισότητας στο παράδειγμα 12.4.6.
5Το Ew(f ; a,+∞) =

∫ +∞
a

f(x)w(x) dx ονομάζεται μέση τιμή της f ως προς την w στο [a,+∞) και σ’ αυτό το
πλαίσιο, η συνάρτηση w ονομάζεται συνάρτηση βάρους.

6Δείτε τις ασκήσεις 6.4.19[α,β] και 8.3.24.
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στο [a,+∞) ώστε
∫ +∞
a w(x) dx = 1. Αν το Ew(f ; a,+∞) =

∫ +∞
a f(x)w(x) dx είναι αριθμός,

αποδείξτε ότι g
(
Ew(f ; a,+∞)

)
≤ Ew(g ◦ f ; a,+∞) ή, ισοδύναμα,

g
( ∫ +∞

a f(x)w(x) dx
)
≤

∫ +∞
a g(f(x))w(x) dx.

Αν η g είναι κοίλη στο (c, d), τότε ισχύει η αντίστροφη της ανισότητας αυτής.
Αν η g είναι, επιπλέον, γνησίως κυρτή (κοίλη) στο (c, d), αποδείξτε ότι η ανισότητα Jensen ισχύει
ως ισότητα αν και μόνο αν η f είναι σταθερή στο [a,+∞).

12.4 Ολοκληρώματα και γενικευμένα ολοκληρώματα με παράμετρο.

12.4.1 Ολοκληρώματα με παράμετρο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.8. Έστω διάστημα I και συνάρτηση δύο μεταβλητών f : I × [c, d] → R. Αν για
κάποιον x ∈ I η f(x, y), ως συνάρτηση του y ∈ [c, d], είναι ολοκληρώσιμη στο [c, d], τότε ορίζεται
το ολοκλήρωμα

∫ d
c f(x, y) dy. Αν αυτό ισχύει για κάθε x ∈ I , τότε ορίζεται η συνάρτηση g : I → R

με τύπο
g(x) =

∫ d
c f(x, y) dy για κάθε x ∈ I.

Σ’ αυτήν την περίπτωση λέμε ότι θεωρούμε το ολοκλήρωμα
∫ d
c f(x, y) dy με παράμετρο x ∈ I .

Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στο I × [c, d], τότε για κάθε x ∈ I η f(x, y), ως συνάρτηση του
y ∈ [c, d], είναι συνεχής στο [c, d] και, επομένως, ολοκληρώσιμη στο [c, d].

Στα θεωρήματα 12.3 και 12.4 θα δούμε ότι, με κατάλληλες υποθέσεις, η g είναι συνεχής ή
παραγωγίσιμη, αντιστοίχως, στο I .

ΘΕΩΡΗΜΑ 12.3. Έστω διάστημα I και f : I × [c, d] → R. Αν η f είναι συνεχής στο I × [c, d],
τότε η g : I → R με τύπο g(x) =

∫ d
c f(x, y) dy είναι συνεχής στο I .

Απόδειξη. Έστω ξ ∈ I . Θεωρούμε διάστημα [a, b] ⊆ I ώστε: αν ο ξ είναι δεξιό ή αριστερό άκρο
του I , τότε ο ξ να είναι, ομοίως, δεξιό ή αριστερό άκρο του [a, b] και, αν ο ξ είναι εσωτερικό σημείο
του I , τότε ο ξ να είναι, ομοίως, εσωτερικό σημείο του [a, b]. Άρα για να αποδείξουμε ότι η g είναι
συνεχής στον ξ αρκεί να αποδείξουμε ότι ο περιορισμός της g στο [a, b] είναι συνεχής στον ξ.
Έστω ϵ > 0. Η f είναι συνεχής στο [a, b]× [c, d], οπότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)| < ϵ
d−c+1 (12.4)

για κάθε (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ [a, b]× [c, d] με |(x′, y′)− (x′′, y′′)| < δ.
Τότε για κάθε x ∈ [a, b] με |x− ξ| < δ και κάθε y ∈ [c, d] ισχύει (x, y), (ξ, y) ∈ [a, b]× [c, d] και
|(x, y)− (ξ, y)| = |x− ξ| < δ, οπότε η (12.4) συνεπάγεται

|f(x, y)− f(ξ, y)| < ϵ
d−c+1 . (12.5)

Άρα για κάθε x ∈ [a, b] με |x− ξ| < δ, η (12.5) συνεπάγεται

|g(x)− g(ξ)| =
∣∣ ∫ d

c (f(x, y)− f(ξ, y)) dy
∣∣ ≤ ϵ

d−c+1(d− c) < ϵ.

Άρα ο περιορισμός της g στο [a, b] είναι συνεχής στον ξ.

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.9. Το όριο limx→ξ
f(x,η)−f(ξ,η)

x−ξ , αν υπάρχει, ονομάζεται μερική παράγωγος ως
προς x της f στο σημείο (ξ, η). Ομοίως, το όριο limy→η

f(ξ,y)−f(ξ,η)
y−η , αν υπάρχει, ονομάζεται με-

ρική παράγωγος ως προς y της f στο σημείο (ξ, η). Συμβολίζουμε

∂f
∂x (ξ, η) = limx→ξ

f(x,η)−f(ξ,η)
x−ξ , ∂f

∂y (ξ, η) = limy→η
f(ξ,y)−f(ξ,η)

y−η .
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ΘΕΩΡΗΜΑ 12.4. Έστω διάστημα I και f : I × [c, d] → R. Υποθέτουμε ότι η f είναι συνεχής
στο I × [c, d] και η ∂f

∂x είναι, επίσης, συνεχής στο I × [c, d]. Τότε η g : I → R με τύπο g(x) =∫ d
c f(x, y) dy για κάθε x ∈ I είναι παραγωγίσιμη στο I και ισχύει

g′(x) =
∫ d
c

∂f
∂x (x, y) dy για κάθε x ∈ I.

Απόδειξη. Έστω ξ ∈ I . Όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 12.3, θεωρούμε διάστημα [a, b] ⊆ I
που περιέχει τον ξ στο εσωτερικό του, αν ο ξ είναι στο εσωτερικό του I , ή ως άκρο του, αν ο ξ
είναι άκρο του I . Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε ότι ο περιορισμός της g στο [a, b] έχει παράγωγο
στον ξ ίση με g′(ξ) =

∫ d
c

∂f
∂x (ξ, y) dy.

Έστω ϵ > 0. Η ∂f
∂x είναι συνεχής στο [a, b]× [c, d], οπότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει∣∣∂f

∂x (x
′, y′)− ∂f

∂x (x
′′, y′′)

∣∣ < ϵ
d−c+1 (12.6)

για κάθε (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ [a, b]× [c, d] με |(x′, y′)− (x′′, y′′)| < δ.
Έστω x ∈ [a, b], y ∈ [c, d] και |x− ξ| < δ. Τότε υπάρχει ζ ανάμεσα στους x, ξ ώστε

f(x,y)−f(ξ,y)
x−ξ = ∂f

∂x (ζ, y)

και, επειδή |ζ − ξ| ≤ |x− ξ| < δ, από την (12.6) συνεπάγεται∣∣f(x,y)−f(ξ,y)
x−ξ − ∂f

∂x (ξ, y)
∣∣ = ∣∣∂f

∂x (ζ, y)−
∂f
∂x (ξ, y)

∣∣ < ϵ
d−c+1 . (12.7)

Άρα για κάθε x ∈ [a, b] με |x− ξ| < δ, από την (12.7) συνεπάγεται ότι ισχύει∣∣g(x)−g(ξ)
x−ξ −

∫ d
c

∂f
∂x (ξ, y) dy

∣∣ = ∣∣ ∫ d
c

(f(x,y)−f(ξ,y)
x−ξ − ∂f

∂x (ξ, y)
)
dy

∣∣ ≤ ϵ
d−c+1(d− c) < ϵ.

Άρα limx→ξ
g(x)−g(ξ)

x−ξ =
∫ d
c

∂f
∂x (ξ, y) dy και, επομένως, ο περιορισμός της g στο [a, b] έχει παρά-

γωγο στον ξ ίση με g′(ξ) =
∫ d
c

∂f
∂x (ξ, y) dy.

Παράδειγμα 12.4.1. Έστω f(x) =
( ∫ x

0 e
−s2 ds

)2 και g(x) = ∫ 1
0

e−x2(y2+1)

y2+1
dy.

Τότε, πρώτον, ισχύει f ′(x) = 2e−x
2 ∫ x

0 e
−s2 ds για κάθε x.

Η e−x2(y2+1)

y2+1
έχει μερική παράγωγο ως προς x την −2xe−x

2(y2+1) και αυτή είναι συνεχής στο
R× [0, 1], οπότε από το θεώρημα 12.4 συνεπάγεται

g′(x) = −2x
∫ 1
0 e
−x2(y2+1) dy = −2xe−x

2 ∫ 1
0 e
−x2y2 dy = −2e−x

2 ∫ x
0 e
−s2 ds = −f ′(x)

για κάθε x. Άρα η f + g είναι σταθερή συνάρτηση στο R, οπότε ισχύει

f(x) + g(x) = f(0) + g(0) = 0 +
∫ 1
0

1
y2+1

dy = arctan 1− arctan 0 = π
4 (12.8)

για κάθε x. Παρατηρούμε ότι ισχύει

0 ≤ g(x) ≤
∫ 1
0

e−x2

1+y2
dy = π

4 e
−x2

για κάθε x και, επομένως, limx→+∞ g(x) = 0. Άρα η (12.8) συνεπάγεται

limx→+∞ f(x) =
π
4 − limx→+∞ g(x) =

π
4 .

Άρα ∫ +∞
0 e−x

2
dx =

√
π
2 .

Τέλος, επειδή η e−x2 είναι άρτια, εύκολα βλέπουμε ότι
∫ 0
−∞ e

−x2
dx =

√
π
2 και καταλήγουμε,

επομένως, στο πάρα πολύ σημαντικό ολοκλήρωμα του Gauss:∫ +∞
−∞ e−x

2
dx =

√
π.
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12.4.2 Γενικευμένα ολοκληρώματα με παράμετρο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.10. Έστω διάστημα I και f : I × [c,+∞) → R. Έστω ότι για κάποιον x ∈ I
η f(x, y), ως συνάρτηση του y ∈ [c,+∞), είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του [c,+∞) και ότι το

∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει. Αν αυτό ισχύει για κάθε x ∈ I , τότε

ορίζεται, και πάλι, συνάρτηση g : I → R με τύπο

g(x) =
∫ +∞
c f(x, y) dy για κάθε x ∈ I

και λέμε ότι πρόκειται για γεν. ολοκλήρωμα με παράμετρο x ∈ I και ότι το
∫ +∞
c f(x, y) dy

συγκλίνει στην g(x) κατά σημείο στο διάστημα I .

Θα δούμε κάτω από ποιές υποθέσεις η g είναι συνεχής ή παραγωγίσιμη στο διάστημα I .

Παράδειγμα 12.4.2. Θεωρούμε το
∫ +∞
0 e−xy dy με παράμετρο x.

Για κάθε y ≥ 0 είναι
∫ y
0 e
−xt dt =

{
−(e−xy − 1)/x, αν x ̸= 0

y, αν x = 0
οπότε, θεωρώντας το limy→+∞,

βρίσκουμε ότι
∫ +∞
0 e−xy dy =

{
+∞, αν x ≤ 0

1/x, αν x > 0
Άρα το

∫ +∞
0 e−xy dy συγκλίνει στη συνάρ-

τηση 1
x κατά σημείο στο (0,+∞).

Βλέπουμε ότι η συνάρτηση
∫ +∞
0 e−xy dy = 1

x είναι συνεχής και, μάλιστα, παραγωγίσιμη στο
(0,+∞).

Παράδειγμα 12.4.3. Θεωρούμε το
∫ +∞
0

sin(xy)
y dy με παράμετρο x.

Αν x = 0, το γεν. ολοκλήρωμα έχει τιμή 0.
Έστω, τώρα, ότι x > 0. Με αλλαγή μεταβλητής βρίσκουμε ότι

∫ +∞
0

sin(xy)
y dy =

∫ +∞
0

sin y
y dy.

Έχουμε ήδη αποδείξει ότι το
∫ +∞
0

sin y
y dy συγκλίνει και έστωA η τιμή του. Άρα

∫ +∞
0

sin(xy)
y dy =

A για κάθε x > 0.
Αν x < 0, τότε

∫ +∞
0

sin(xy)
y dy =

∫ +∞
0

sin(−|x|y)
y dy = −

∫ +∞
0

sin(|x|y)
y dy = −A.

Άρα το
∫ +∞
0

sin(xy)
y dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) =


A, αν x > 0

0, αν x = 0

−A, αν x < 0

κατά σημείο στο R.

Έχουμε, επίσης, δει ότι A > 0 και, επομένως, η g δεν είναι συνεχής στον 0 ενώ είναι συνεχής και,
μάλιστα, παραγωγίσιμη στο (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.11. Λέμε ότι το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο

διάστημα I αν
limy→+∞ sup

{∣∣g(x)− ∫ y
c f(x, t) dt

∣∣ |x ∈ I
}
= 0

ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει c0 ∈ [c,+∞) ώστε να ισχύει
∣∣g(x) − ∫ y

c f(x, t) dt
∣∣ ≤ ϵ

για κάθε x ∈ I και κάθε y ∈ (c0,+∞).

Για να τονίσουμε τη διαφορά ανάμεσα στην κατά σημείο σύγκλιση και στην ομοιόμορφη σύ-
γκλιση γεν. ολοκληρώματος, καμιά φορά χρησιμοποιούμε τα σύμβολα∫ +∞

c f(x, y) dy
κ.σ.
= g(x) στο I

∫ +∞
c f(x, y) dy

ομ
= g(x) στο I

ακριβώς όπως και για τη σύγκλιση σειράς συναρτήσεων. Το πρώτο σύμβολο, με την κατά σημείο
σύγκλιση, απλώς σημαίνει ότι ισχύει

∫ +∞
c f(x, y) dy = g(x) για κάθε x ∈ I ή, ισοδύναμα, ότι

ισχύει limy→+∞
∫ y
c f(x, t) dt = g(x) για κάθε x ∈ I .

Τώρα, για κάθε y ∈ [c,+∞) θεωρούμε τη συνάρτηση gy : I → R με τύπο

gy(x) =
∫ y
c f(x, t) dt για κάθε x ∈ I.
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Τότε μπορούμε να γράψουμε

sup
{∣∣g(x)− ∫ y

c f(x, t) dt
∣∣ |x ∈ I

}
= sup{|g(x)− gy(x)| |x ∈ I} = ∥gy − g∥I .

Άρα ο παραπάνω ορισμός αναδιατυπώνεται ως εξής: το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση

g(x) ομοιόμορφα στο διάστημα I αν

lim
y→+∞

∥gy − g∥I = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.13. Αν το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο διάστημα

I , τότε συγκλίνει στην g(x) και κατά σημείο στο I .

Απόδειξη. Έστω ξ ∈ I . Τότε∣∣g(ξ)− ∫ y
c f(ξ, t) dt

∣∣ ≤ sup
{∣∣g(x)− ∫ y

c f(x, t) dt
∣∣ |x ∈ I

}
= ∥gy − g∥I ,

οπότε limy→+∞
∫ y
c f(ξ, t) dt = g(ξ).

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ξ ∈ I , συμπεραίνουμε ότι το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρ-

τηση g(x) κατά σημείο στο I .

Παράδειγμα 12.4.4. Έχουμε ήδη αποδείξει ότι το
∫ +∞
0 e−xy dy συγκλίνει στη συνάρτηση 1

x κατά
σημείο στο (0,+∞). Δηλαδή∫ +∞

0 e−xy dy
κ.σ.
= 1

x στο (0,+∞).

Θα δούμε, τώρα, ότι η σύγκλιση δεν είναι ομοιόμορφη στο (0,+∞).
Είναι

∣∣ 1
x −

∫ y
0 e
−xt dt

∣∣ = e−xy

x για κάθε x > 0 και y ≥ 0. Άρα

sup
{∣∣ 1

x −
∫ y
0 e
−xt dt

∣∣ |x ∈ (0,+∞)
}
= sup{ e−xy

x |x > 0} = +∞

για κάθε y ≥ 0. Άρα δεν ισχύει ότι limy→+∞ sup
{∣∣ 1

x −
∫ y
0 e
−xt dt

∣∣ |x ∈ (0,+∞)
}
= 0, οπότε

το
∫ +∞
0 e−xy dy δεν συγκλίνει στη συνάρτηση 1

x ομοιόμορφα στο (0,+∞).
Από την άλλη μεριά, θεωρώντας οποιονδήποτε a > 0, θα αποδείξουμε ότι το

∫ +∞
0 e−xy dy συ-

γκλίνει στη συνάρτηση 1
x ομοιόμορφα στο [a,+∞). Δηλαδή,

για κάθε a > 0 :
∫ +∞
0 e−xy dy

ομ
= 1

x στο [a,+∞).

Πράγματι,

sup
{∣∣ 1

x −
∫ y
0 e
−xt dt

∣∣ |x ∈ [a,+∞)
}
= sup{ e−xy

x |x ≥ a} = e−ay

a

για κάθε y > 0 και, επομένως,

limy→+∞ sup
{∣∣ 1

x −
∫ y
0 e
−xt dt

∣∣ |x ∈ [a,+∞)
}
= limy→+∞

e−ay

a = 0.

Έστω ακολουθία (yn) στο [c,+∞) ώστε yn → +∞. Έχουμε ήδη ορίσει τις συνάρτησεις
gyn : I → R με τύπους

gyn(x) =
∫ yn
c f(x, t) dt για κάθε x ∈ I και κάθε n.

Παρατηρούμε ότι, σύμφωνα με τους ορισμούς, αν το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρ-

τηση g(x) κατά σημείο ή ομοιόμορφα στο I , τότε, αντιστοίχως, gyn
κ.σ.→ g ή gyn

ομ→ g στο I . Αυτή
η παρατήρηση θα μας βοηθήσει να μελετήσουμε τις ιδιότητες συνέχειας και παραγωγισιμότητας
της g, διότι θα μας επιτρέψει να χρησιμοποιήσουμε τα σχετικά αποτελέσματα για ακολουθίες συ-
ναρτήσεων.
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ΘΕΩΡΗΜΑ12.5. Έστω διάστημα I και f : I×[c,+∞) → R. Αν η f είναι συνεχής στο I×[c,+∞)
και το

∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο I , τότε η g : I → R είναι

συνεχής στο I .

Απόδειξη. Θεωρούμε ακολουθία (yn) στο [c,+∞) ώστε yn → +∞. Κατόπιν, ορίζουμε τις συ-
ναρτήσεις gyn : I → R με τύπους gyn(x) =

∫ yn
c f(x, t) dt. Τότε gyn

ομ→ g στο I . Η f είναι συνεχής
στο I× [c, yn], αφού αυτό είναι υποσύνολο του I× [c,+∞), οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα 12.3,
για κάθε n, η gyn είναι συνεχής στο I . Άρα η g είναι συνεχής στο I .

ΘΕΩΡΗΜΑ 12.6. Έστω διάστημα I και f : I × [c,+∞) → R. Έστω ότι οι f , ∂f
∂x είναι συνεχείς

στο I × [c,+∞), ότι το
∫ +∞
c

∂f
∂x (x, y) dy συγκλίνει σε μια συνάρτηση h(x) ομοιόμορφα στο I και

ότι το
∫ +∞
c f(ξ, y) dy συγκλίνει για τουλάχιστον έναν ξ ∈ I . Τότε το

∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει σε

μια συνάρτηση g(x) κατά σημείο στο I και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα
του I , η g είναι παραγωγίσιμη στο I και ισχύει g′(x) = h(x) για κάθε x ∈ I .

Απόδειξη. Θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία (yn) στο [c,+∞) ώστε yn → +∞ και ορίζουμε τις
συναρτήσεις gyn : I → R με τύπους gyn(x) =

∫ yn
c f(x, t) dt.

Σύμφωνα με το θεώρημα 12.4, ισχύει gyn ′(x) =
∫ yn
c

∂f
∂x (x, t) dt για κάθε x ∈ I . Λόγω της υπόθε-

σης, ισχύει gyn ′
ομ→ h στο I . Επίσης, λόγω της υπόθεσης, η ακολουθία (gyn(ξ)) συγκλίνει.

Από το θεώρημα 9.3 συνεπάγεται ότι η (gyn) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g κατά σημείο στο
I και ομοιόμορφα σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I , ότι η g είναι παραγωγίσιμη
στο I και ότι ισχύει g′(x) = h(x) για κάθε x ∈ I . Ειδικώτερα, ισχύει

g(x) = limn→+∞ gyn(x) = limn→+∞
∫ yn
c f(x, t) dt =

∫ +∞
c f(x, y) dy

για κάθε x ∈ I . Άρα το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) κατά σημείο στο I .

Μένει να αποδείξουμε ότι το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα σε κάθε

[a, b] ⊆ I .
Ορίζουμε την F : [c,+∞) → R με τύπο F (y) = ∥gy − g∥[a,b].
Σύμφωνα με τον ορισμό, το

∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο [a, b]

αν και μόνο αν limy→+∞ F (y) = 0. Τώρα, θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία (yn) στο [c,+∞)
ώστε yn → +∞ και τις αντίστοιχες συναρτήσεις gyn(x) =

∫ yn
c f(x, t) dt για κάθε x ∈ I . Επειδή η

(gyn) συγκλίνει στην g ομοιόμορφα στο [a, b], συνεπάγεταιF (yn) = ∥gyn−g∥[a,b] → 0. Σύμφωνα
με το θεώρημα 3.1, συνεπάγεται limy→+∞ F (y) = 0.

Για την εφαρμογή των θεωρημάτων 12.5 και 12.6 χρειαζόμαστε ένα κριτήριο ομοιόμορφης
σύγκλισης γενικευμένων ολοκληρωμάτων. Θα δούμε, τώρα, ένα σημαντικό κριτήριο ομοιόμορφης
σύγκλισης γενικευμένων ολοκληρωμάτων, το οποίο είναι το ανάλογο του κριτηρίου Weierstrass
για ομοιόμορφη σύγκλιση σειρών συναρτήσεων.

ΘΕΩΡΗΜΑ 12.7. Έστω διάστημα I και f : I × [c,+∞) → R και F : [c,+∞) → R ώστε
να ισχύει |f(x, y)| ≤ F (y) για κάθε y ∈ [c,+∞), x ∈ I . Αν το

∫ +∞
c F (y) dy συγκλίνει, τότε το∫ +∞

c f(x, y) dy συγκλίνει ομοιόμορφα σε κάποια συνάρτηση στο I .

Απόδειξη. Βάσει της πρότασης 12.12, για κάθε x ∈ I το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει. Άρα ορίζεται

η g : I → R με τύπο g(x) =
∫ +∞
c f(x, y) dy. Ορίζουμε, επίσης, και τις gy : I → R με τύπους

gy(x) =
∫ y
c f(x, t) dt.

Μένει να δούμε αν το
∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο I ή, ισο-

δύναμα, αν limy→+∞ ∥gy − g∥I = 0.
Για κάθε y ∈ [c,+∞), x ∈ I είναι

|g(x)− gy(x)| =
∣∣ ∫ +∞

c f(x, t) dt−
∫ y
c f(x, t) dt

∣∣ = ∣∣ ∫ +∞
y f(x, t) dt

∣∣ ≤ ∫ +∞
y |f(x, t)| dt

≤
∫ +∞
y F (t) dt,
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οπότε
∥gy − g∥I ≤

∫ +∞
y F (t) dt =

∫ +∞
c F (t) dt−

∫ y
c F (t) dt.

Επειδή limy→+∞
∫ y
c F (t) dt =

∫ +∞
c F (t) dt, συνεπάγεται limy→+∞ ∥gy − g∥I = 0.

Παράδειγμα 12.4.5. Θεωρούμε το
∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy με παράμετρο x.

Ισχύει |e−y sin(xy)| ≤ e−y για κάθε y ∈ [0,+∞), x ∈ R και το
∫ +∞
0 e−y dy συγκλίνει.

Άρα, σύμφωνα με το θεώρημα 12.7, το
∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x)

ομοιόμορφα στο R. Δηλαδή,∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy ομ

= g(x) στο R.

Από το θεώρημα 12.5 συνεπάγεται ότι η g(x) είναι συνεχής στο R.
Ειδικώτερα, ισχύει

∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy κ.σ.

= g(x) στο R ή, ισοδύναμα,

g(x) =
∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy για κάθε x.

Η συνάρτηση e−y sin(xy) είναι συνεχής στο R× [0,+∞). Άρα, σύμφωνα με το θεώρημα 12.5, η
g είναι συνεχής στο R.
Η μερική παράγωγος ως προς x της συνάρτησης e−y sin(xy) είναι η ye−y cos(xy), η οποία είναι
συνεχής στο R × [0,+∞). Επίσης, ισχύει |ye−y cos(xy)| ≤ ye−y για κάθε y ∈ [0,+∞), x ∈ R
και το

∫ +∞
0 ye−y dy συγκλίνει.

Άρα το
∫ +∞
0 ye−y cos(xy) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση h(x) ομοιόμορφα στο R. Δηλαδή,∫ +∞

0 ye−y cos(xy) dy ομ
= h(x) στο R.

Και, επειδή το
∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy συγκλίνει στην g(x) κατά σημείο στοR, από το θεώρημα 12.6

συνεπάγεται ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει

g′(x) = h(x) =
∫ +∞
0 ye−y cos(xy) dy για κάθε x.

Παρεμπιπτόντως, μπορούμε να υπολογίσουμε το g(x) =
∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy με ολοκληρώσεις

κατά μέρη:∫ +∞
0 e−y sin(xy) dy = −

∫ +∞
0

d e−y

dy sin(xy) dy

= − limy→+∞ e
−y sin(xy) + x

∫ +∞
0 e−y cos(xy) dy

= −x
∫ +∞
0

d e−y

dy cos(xy) dy

= −x limy→+∞ e
−y cos(xy) + x− x2

∫ +∞
0 e−y sin(xy)dy

= x− x2
∫ +∞
0 e−y sin(xy)dy.

Χρησιμοποιήσαμε τα όρια limy→+∞ e
−y sin(xy) = limy→+∞ e

−y cos(xy) = 0, τα οποία ισχύουν
διότι |e−y sin(xy)| ≤ e−y και |e−y cos(xy)| ≤ e−y.
Άρα ∫ +∞

0 e−y sin(xy) dy = x
1+x2 .

Μπορούμε, επίσης, να χρησιμοποιήσουμε κατ’ ευθείαν τους τύπους στο παράδειγμα 7.3.7.

Παράδειγμα 12.4.6. Θεωρούμε το
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy με παράμετρο x > 0.

Ισχύει
∣∣e−xy sin yy ∣∣ ≤ e−xy για κάθε y ∈ (0,+∞) και κάθε x ∈ (0,+∞) και το

∫ +∞
0 e−xy dy

συγκλίνει.
Άρα, σύμφωνα με την πρόταση 12.12, το

∫ +∞
0 e−xy sin yy dy συγκλίνει για κάθε x ∈ (0,+∞) και

ορίζει συνάρτηση

g(x) =
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy για κάθε x ∈ (0,+∞).
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Μπορούμε, δηλαδή, να πούμε ότι
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy

κ.σ.
= g(x) στο (0,+∞).

Έστω a > 0. Παρατηρούμε ότι
∣∣e−xy sin yy ∣∣ ≤ e−xy ≤ e−ay για κάθε y ∈ (0,+∞) και x ∈

[a,+∞). Το
∫ +∞
0 e−ay dy συγκλίνει, οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα 12.7, το

∫ +∞
0 e−xy sin yy dy

συγκλίνει στη συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Με άλλα λόγια,

για κάθε a > 0 :
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy

ομ
= g(x) στο [a,+∞).

Η συνάρτηση e−xy sin yy είναι συνεχής στο [a,+∞) × (0,+∞). Άρα, σύμφωνα με το θεώρημα
12.5, η g είναι συνεχής στο [a,+∞). Επειδή αυτό ισχύει για κάθε a > 0, συνεπάγεται ότι η g είναι
συνεχής στο (0,+∞).
Η μερική παράγωγος ως προς x της συνάρτησης e−xy sin yy είναι η−e−xy sin y, η οποία είναι συνε-
χής στο [a,+∞)× (0,+∞). Επίσης, ισχύει |−e−xy sin y| ≤ e−xy ≤ e−ay για κάθε y ∈ (0,+∞),
x ∈ [a,+∞) και το

∫ +∞
0 e−ay dy συγκλίνει. Άρα το −

∫ +∞
0 e−xy sin y dy συγκλίνει σε μια συ-

νάρτηση h(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Δηλαδή,

για κάθε a > 0 : −
∫ +∞
0 e−xy sin y dy ομ

= h(x) στο [a,+∞).

Από το θεώρημα 12.6 συνεπάγεται ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο [a,+∞) και ισχύει

g′(x) = h(x) = −
∫ +∞
0 e−xy sin y dy για κάθε x ∈ [a,+∞).

Μετά από αλλαγή μεταβλητής, g′(x) = − 1
x

∫ +∞
0 e−y sin( yx) dy, οπότε από το παράδειγμα 12.4.5

συνεπάγεται ότι ισχύει

g′(x) = − 1
x2+1

για κάθε x ∈ [a,+∞).

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε a > 0, συμπεραίνουμε ότι ισχύει

g′(x) = − 1
x2+1

= − arctan′ x για κάθε x > 0.

Άρα υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει

g(x) = − arctanx+ c για κάθε x > 0.

Τώρα, είναι
|g(x)| ≤

∫ +∞
0 e−xy| sin yy | dy ≤

∫ −∞
0 e−xy dy = 1

x

για κάθε x > 0, οπότε limx→+∞ g(x) = 0. Άρα 0 = − limx→+∞ arctanx+ c, οπότε c = π
2 . Άρα

ισχύει ∫ +∞
0 e−xy sin yy dy = π

2 − arctanx για κάθε x > 0.

Θεωρούμε τη συνάρτηση F (y) =
∫ y
0

sin t
t dt.

Σύμφωνα με το παράδειγμα 12.3.5, το A = limy→+∞ F (y) =
∫ +∞
0

sin t
t dt υπάρχει και είναι

αριθμός. Θα αποδείξουμε ότι limx→0+

∫ +∞
0 e−xy sin yy dy = A.

Πρώτον, είναι σαφές ότι ισχύει F ′(y) = sin y
y για κάθε y > 0.

Τώρα έχουμε

A−
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy =

∫ +∞
0 (1− e−xy) sin yy dy =

∫ +∞
0 (1− e−xy)d (F (y)−A)

dy dy

= −x
∫ +∞
0 e−xy(F (y)−A) dy,

οπότε ∣∣A−
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy

∣∣ ≤ x
∫ +∞
0 e−xy|F (y)−A| dy.
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Η συνάρτηση F είναι φραγμένη στο [0,+∞) διότι είναι συνεχής και το limy→+∞ F (y) = A είναι
αριθμός. Άρα υπάρχειM ≥ 0 ώστε να ισχύει |F (y)−A| ≤M για κάθε y ≥ 0.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει y0 > 0 ώστε να ισχύει |F (y) − A| < ϵ

4 για κάθε y ≥ y0. Επειδή
limx→0+ e

−xy0 = 1, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει 1− e−xy0 < ϵ
4M+1 για κάθε x ∈ (0, δ). Τότε,

για κάθε x ∈ (0, δ) ισχύει∣∣A−
∫ +∞
0 e−xy sin yy dy

∣∣ ≤ x
∫ y0
0 e−xy|F (y)−A| dy + x

∫ +∞
y0

e−xy|F (y)−A| dy

≤Mx
∫ y0
0 e−xy dy + ϵ

4x
∫ +∞
y0

e−xy dy

=M(1− e−xy0) + ϵ
4e
−xy0 ≤ ϵ

4 + ϵ
4 < ϵ

και, επομένως, αποδείξαμε ότι limx→0+

∫ +∞
0 e−xy sin yy dy = A.

Άρα A = limx→0+(
π
2 − arctanx) = π

2 , οπότε∫ +∞
0

sin y
y dy = π

2 .
7

Ασκήσεις.

12.4.1. Θεωρήστε το
∫ +∞
0 e−y

2 cos(2xy) dy με παράμετρο x.
Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο R. Δη-
λαδή,

∫ +∞
0 e−y

2 cos(2xy) dy ομ
= g(x) στο R.

Αποδείξτε ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι ισχύει g′(x) + 2xg(x) = 0 για κάθε x.
Κατόπιν, αποδείξτε ότι ισχύει g(x) =

√
π
2 e
−x2 για κάθε x.

12.4.2. Συνέχεια της άσκησης 12.3.7.
Αποδείξτε ότι, για κάθε n ∈ N, το

∫ +∞
1

ϕn(t)
tx+n+1 dt με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

κατά σημείο στο (−n,+∞) και, για κάθε a > −n, ομοιόμορφα στο διάστημα [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η συνάρτηση ζ(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (−∞, 1) ∪ (1,+∞) και
ότι η (x− 1)ζ(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (−∞,+∞).

12.4.3.Με βάση το
∫ +∞
0

sinx
x dx = π

2 , αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

sinx cosx
x dx = π

4 ,
∫ +∞
0

(sinx)2
x2 dx = π

2 ,∫ +∞
0

(sinx)4
x2 dx = π

4 ,
∫ +∞
0

(sinx)4
x4 dx = π

3 .

12.4.4. Θεωρήστε το
∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy με παράμετρο x ≥ 0.

Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) κατά σημείο στο [0,+∞).
Δηλαδή,

∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy

κ.σ.
= g(x) στο [0,+∞).

Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει στην g(x) ομοιόμορφα στο [0, a].
Δηλαδή,

∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy

ομ
= g(x) στο [0, a] για κάθε a > 0.

Αποδείξτε ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞).

12.4.5. Έστω f : [0,+∞) → R φραγμένη στο [0,+∞) με limx→+∞ f(x) = l. Αποδείξτε ότι
limx→+∞

∫ +∞
0 e−yf(xy) dy = l.

12.4.6. [α] Θεωρήστε το
∫ +∞
0

x
1+x2y2

dy με παράμετρο x.
Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) κατά σημείο, αλλά όχι
ομοιόμορφα, στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει στην g(x) ομοιόμορφα στο (−∞, a]
και στο [a,+∞).
Ποιά είναι η g(x);
[β] Επαναλάβατε το [α] στο σύνολο R \ {0} με το

∫ +∞
0 e−x

2y cos y dy.
7Ένας ακόμη υπολογισμός αυτού του ολοκληρώματος είναι στην άσκηση 12.3.12. Παρόμοιοι υπολογισμοί, αλλά με

άλλη αφορμή, υπάρχουν στην άσκηση 12.4.5. Όμως, η βαθύτερη “αρχή” πίσω από αυτούς τους υπολογισμούς εκτίθεται
στην άσκηση 12.4.12 και δεν είναι άλλη από τις ιδέες των κριτηρίων του Dirichlet και του Abel.
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12.4.7. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
2

cos y
y+sinx dy με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιό-

μορφα στο R.
Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0

sin y
x+y dy με παράμετρο x ≥ 0 συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα

στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0 e−xy sin y

x dy με παράμετρο x > 0 συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιό-
μορφα στο (0,+∞).

12.4.8. [α] Έστω η f : [0, 1] × [0, 1] → R με τύπο f(x, y) =

{
1
y2
, αν 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

− 1
x2 , αν 0 ≤ y < x ≤ 1

Απο-

δείξτε ότι
∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y) dy

)
dx ̸=

∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y) dx

)
dy.

[β] Έστω f : [a, b] × [c, d] → R συνεχής στο [a, b] × [c, d]. Γνωρίζουμε ότι η
∫ d
c f(x, y) dy

είναι, ως συνάρτηση του x, συνεχής στο [a, b]. Άρα ορίζεται το
∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx. “Συμ-

μετρικά”, η
∫ b
a f(x, y) dx είναι, ως συνάρτηση του y, συνεχής στο [c, d]. Άρα ορίζεται και το∫ d

c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy. Αποδείξτε ότι∫ b

a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx =

∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

[γ] Έστω f : [a, b]× [c,+∞) → R συνεχής στο [a, b]× [c,+∞) και έστω ότι το
∫ +∞
c f(x, y) dy

συγκλίνει ομοιόμορφα στο [a, b]. Γνωρίζουμε ότι η
∫ +∞
c f(x, y) dy είναι, ως συνάρτηση του x,

συνεχής στο [a, b]. Άρα ορίζεται το
∫ b
a

( ∫ +∞
c f(x, y) dy

)
dx. “Συμμετρικά”, η

∫ b
a f(x, y) dx είναι,

ως συνάρτηση του y, συνεχής στο [c,+∞). Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy συγκλίνει

και ότι ∫ b
a

( ∫ +∞
c f(x, y) dy

)
dx =

∫ +∞
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

[δ] Αν 0 < a < b, αποδείξτε ότι
∫ b
a

( ∫ +∞
0 e−xy dy

)
dx =

∫ +∞
0

( ∫ b
a e
−xy dx

)
dy.

Υπολογίστε το
∫ +∞
0

e−ay−e−by

y dy.

[ε] Αποδείξτε ότι
∫ 1
0

( ∫ +∞
0

1
1+x2+y2

dy
)
dx =

∫ +∞
0

( ∫ 1
0

1
1+x2+y2

dx
)
dy.

Αποδείξτε ότι
∫ π

2
0

arctan(sin t)
sin t dt = π

2 log(1 +
√
2).

12.4.9. [α] Αποδείξτε ότι το
∫ π

2
0 cos(x sin y) dy με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

g(x) ομοιόμορφα στο R, ότι η g(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R και ότι είναι λύση
της διαφορικής εξίσωσης8 xz′′ + z′ + xz = 0 στο R.
[β] Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0 e−xy 1

y+1 dy με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x)
κατά σημείο στο (0,+∞) και ομοιόμορφα στο [a,+∞) για κάθε a > 0. Τέλος, αποδείξτε ότι
η g(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και ότι είναι λύση της διαφορικής εξίσω-
σης −xz′ + xz = 1 στο (0,+∞).

12.4.10. Θεωρήστε το
∫ +∞
0 e−y

2 cosh(xy) dy με παράμετρο x.
Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) κατά σημείο στο R και,
για κάθε a > 0, ομοιόμορφα στο [−a, a].
Αποδείξτε ότι η g είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R και ότι ισχύει 2g′(x)−xg(x) = 0 για
κάθε x.
Βρείτε τον τύπο της g(x).

12.4.11. Θεωρήστε το 2
π

∫ +∞
0

arctan(xt) arctan(yt)
t2

dt με δύο παραμέτρους x, y > 0.
Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x, y) κατά σημείο στο
(0,+∞)× (0,+∞).

8Αυτή η διαφορική εξίσωση ονομάζεται διαφορική εξίσωση του Bessel τάξης 0.
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Αποδείξτε ότι η g(x, y) είναι παραγωγίσιμη και ως προς τις δύο μεταβλητές και ότι η μικτή παρά-
γωγος της g είναι ∂2g

∂x∂y (x, y) =
2
π

∫ +∞
0

1
(1+x2t2)(1+y2t2)

dt = 1
x+y για κάθε x, y > 0.

Αποδείξτε ότι ισχύει g(x, y) = (x+ y) log(x+ y)− x logx− y log y για κάθε x, y > 0.

12.4.12. Έστω διάστημα I , f, g : I × [c,+∞) → R και F (x, y) =
∫ y
c f(x, t) dt για κάθε x ∈ I

και y ∈ [c,+∞) και έστω ότι οι f , ∂g
∂y είναι συνεχείς στο I × [c,+∞).

[α] Αν για κάθε x ∈ I η g(x, y) είναι, ως συνάρτηση του y, φθίνουσα στο [c,+∞), αν ισχύει
limy→+∞ g(x, y) = 0 ομοιόμορφα στο I και αν η F είναι φραγμένη στο I × [c,+∞), αποδείξτε
ότι το

∫ +∞
c f(x, y)g(x, y) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο I .

[β] Αν για κάθε x ∈ I η g(x, y) είναι, ως συνάρτηση του y, φθίνουσα στο [c,+∞), αν η g(x, y)
είναι κάτω φραγμένη στο I × [c,+∞) και αν το

∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρ-

τηση ομοιόμορφα στο I , αποδείξτε ότι το
∫ +∞
c f(x, y)g(x, y) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

ομοιόμορφα στο I .

12.4.13. Για την απόδειξη του
∫ +∞
0

sin y
y dy = π

2 χρειαστήκαμε το limx→0+

∫ +∞
0 e−xy sin yy dy =

A, όπουA =
∫ +∞
0

sin y
y dy. Αποδείξτε το όριο αυτό χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα της άσκησης

12.4.12[β] και τις f(x, y) = sin y
y και g(x, y) = e−xy στο [0,+∞)× [0,+∞).

12.4.14.Μερικά ακόμη συμπεράσματα για τις συναρτήσεις Hermite στην άσκηση 5.5.22.

Θεωρούμε, προσωρινά, τις συναρτήσεις ϕn(x) = Hn(x)e
−x2

2 = (2nn!
√
π)

1
2ψn(x).

Βάσει της άσκησης 5.5.22 αποδείξτε ότι ισχύει

(i) ϕn+1(x) = xϕn(x)− ϕn
′(x), (ii) ϕn

′′(x) = (x2 − 2n− 2)ϕn(x)

για κάθε x και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
Από την (ii) αποδείξτε ότι d

dx

(
ϕm(x)ϕn

′(x)− ϕm
′(x)ϕn(x)

)
= 2(m− n)ϕm(x)ϕn(x) για κάθε

x και κάθε m,n ∈ Z, m,n ≥ 0. Να συμπεράνετε ότι 2(m − n)
∫ +∞
−∞ ϕm(x)ϕn(x) dx = 0 για

κάθεm,n ∈ Z,m,n ≥ 0 και, επομένως, ότι∫ +∞
−∞ ψm(x)ψn(x) dx = 0, αν m,n ∈ Z, m, n ≥ 0, m ̸= n.

Με ολοκλήρωση κατά μέρη, αποδείξτε ότι 2
∫ +∞
−∞ xϕn(x)ϕn

′(x) dx = −
∫ +∞
−∞ (ϕn(x))

2 dx για
κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
Από τα προηγούμενα αποδείξτε ότι

∫ +∞
−∞ (ϕn+1(x))

2 dx = 2(n + 1)
∫ +∞
−∞ (ϕn(x))

2 dx για κάθε
n ∈ Z, n ≥ 0 και συμπεράνατε ότι∫ +∞

−∞ (ψn+1(x))
2 dx =

∫ +∞
−∞ (ψn(x))

2 dx

για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Τέλος, χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα του Gauss, αποδείξτε ότι∫ +∞
−∞ (ψn(x))

2 dx = 1, αν n ∈ Z, n ≥ 0.

12.5 Η συνάρτηση Γ.

Θεωρούμε το γενικευμένο ολοκλήρωμα9∫ +∞
0 yx−1e−y dy

με παράμετρο x ∈ (0,+∞).
9Το ολοκλήρωμα αυτό ονομάζεται δεύτερο ολοκλήρωμα του Euler. Για το πρώτο ολοκλήρωμα του Euler δείτε

την άσκηση 12.5.8.
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Αν x > 1, η yx−1e−y ως συνάρτηση του y είναι συνεχής στο [0,+∞). Στο παράδειγμα 12.2.3
αποδείξαμε ότι το

∫ +∞
1 yx−1e−y dy συγκλίνει. Επίσης, το

∫ 1
0 y

x−1e−y dy υφίσταται ως απλό ολο-
κλήρωμα. Επομένως, το

∫ +∞
0 yx−1e−y dy συγκλίνει και η τιμή του είναι το άθροισμα των δύο

προηγουμένων.
Αν x ≤ 1, η yx−1e−y ως συνάρτηση του y είναι συνεχής στο (0,+∞). Το

∫ +∞
1 yx−1e−y dy

συγκλίνει και πάλι. Το
∫ 1
0 y

x−1e−y dy είναι, τώρα, κι αυτό γεν. ολοκλήρωμα (μη-αρνητικής συ-
νάρτησης) και βλέπουμε ότι ∫ 1

0 y
x−1e−y dy ≤

∫ 1
0 y

x−1 dy < +∞

όταν 0 < x ≤ 1. Άρα, αν 0 < x ≤ 1, το
∫ +∞
0 yx−1e−y dy συγκλίνει και η τιμή του είναι το

άθροισμα των δύο προηγουμένων.
Άρα, σε κάθε περίπτωση, αν x > 0, το

∫ +∞
0 yx−1e−y dy συγκλίνει.

Θεωρούμε, επίσης, για κάθε n, το∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy.

Τώρα, η yx−1(log y)ne−y, ως συνάρτηση του y, είναι συνεχής στο (0,+∞) και χωρίζουμε το
γεν. ολοκλήρωμα σε δύο γεν. ολοκληρώματα. Αφ’ ενός είναι∫ +∞

1 yx−1(log y)ne−y dy ≤
∫ +∞
1 yx+n−1e−y dy < +∞.

Αφ’ ετέρου,∫ 1
0 y

x−1| log y|ne−y dy ≤
∫ 1
0 y

x−1| log y|n dy =
∫ +∞
0 tne−xt dt = 1

xn+1

∫ +∞
0 sne−s ds < +∞

όταν x > 0. Άρα τα
∫ +∞
1 yx−1(log y)ne−y dy και

∫ 1
0 y

x−1(log y)ne−y dy συγκλίνουν όταν x > 0,
οπότε και το

∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy συγκλίνει.

ΛΗΜΜΑ 12.2. Τα
∫ +∞
0 yx−1e−y dy και

∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy συγκλίνουν για κάθε x > 0

και n ∈ N. Επίσης, τα γενικευμένα αυτά ολοκληρώματα συγκλίνουν σε αντίστοιχες συναρτήσεις
ομοιόμορφα σε κάθε διάστημα [a, b] ⊆ (0,+∞).

Απόδειξη. Είδαμε προηγουμένως ότι τα δύο γεν. ολοκληρώματα συγκλίνουν για κάθε x > 0. Για
συντομία, εδώ θα θεωρήσουμε το πρώτο γεν. ολοκλήρωμα ως ειδική περίπτωση του δεύτερου με
n = 0. Έχουμε, λοιπόν, ότι το

∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x)

κατά σημείο στο (0,+∞). Δηλαδή,∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy κ.σ.

= g(x) στο (0,+∞). (12.9)

Θεωρούμε a, b ώστε 0 < a ≤ b < +∞ και x ∈ [a, b].
Αν y ≥ 1, τότε

|yx−1(log y)ne−y| ≤ yn+x−1e−y ≤ yn+b−1e−y

και, επειδή
∫ +∞
1 yn+b−1e−y dy < +∞, το

∫ +∞
1 yx−1(log y)ne−y dy συγκλίνει σε κάποια συνάρ-

τηση h(x) ομοιόμορφα στο [a, b]. Δηλαδή,∫ +∞
1 yx−1(log y)ne−y dy ομ

= h(x) στο [a, b]. (12.10)

Αν 0 < y ≤ 1, τότε
|yx−1(log y)ne−y| ≤ ya−1| log y|n

και, επειδή
∫ 1
0 y

a−1| log y|n dy < +∞, το
∫ 1
0 y

x−1(log y)ne−y dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση
q(x) ομοιόμορφα στο [a, b]. Δηλαδή,∫ 1

0 y
x−1(log y)ne−y dy ομ

= q(x) στο [a, b]. (12.11)
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Από τις (12.10) και (12.11) συνεπάγεται ότι∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy ομ

= q(x) + h(x) στο [a, b].

Άρα
∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy κ.σ.

= q(x) + h(x) στο [a, b], οπότε η (12.9) συνεπάγεται q(x) +
h(x) = g(x) για κάθε x ∈ [a, b] και, επομένως,∫ +∞

0 yx−1(log y)ne−y dy ομ
= g(x) στο [a, b].

ΟΡΙΣΜΟΣ 12.12. Συμβολίζουμε Γ : (0,+∞) → R και ονομάζουμε συνάρτηση Γ την συνάρτηση
η οποία ορίζεται από το

∫ +∞
0 yx−1e−y dy. Δηλαδή,

Γ(x) =
∫ +∞
0 yx−1e−y dy για κάθε x ∈ (0,+∞).

Η συνάρτηση Γ είναι εξαιρετικά σημαντική.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.14. Η Γ είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και

Γ(n)(x) =
∫ +∞
0 yx−1(log y)ne−y dy για κάθε x ∈ (0,+∞), n ∈ N.

Απόδειξη. Έστω ξ ∈ (0,+∞). Θεωρούμε a, b ώστε 0 < a < ξ < b < +∞ και παρατηρούμε ότι
η συνάρτηση yx−1e−y και η μερική παράγωγός της ως προς x, δηλαδή η yx−1(log y)e−y, είναι
συνεχείς στο [a, b]× (0,+∞).
Σύμφωνα με το λήμμα 12.2, τα

∫ +∞
0 yx−1e−y dy και

∫ +∞
0 yx−1(log y)e−y dy συγκλίνουν σε κά-

ποιες συναρτήσεις - το πρώτο στην Γ(x) - ομοιόμορφα στο [a, b]. Άρα από το θεώρημα 12.6 συ-
νεπάγεται ότι η Γ είναι παραγωγίσιμη στο [a, b] και, ειδικώτερα,

Γ′(ξ) =
∫ +∞
0 yξ−1(log y)e−y dy.

Επαναλαμβάνουμε με τη συνάρτηση yx−1(log y)e−y και τη μερική της παράγωγο ως προς x, δη-
λαδή την yx−1(log y)2e−y, οι οποίες είναι συνεχείς στο [a, b] × (0,+∞). Σύμφωνα με το λήμμα
12.2, τα

∫ +∞
0 yx−1(log y)e−y dy και

∫ +∞
0 yx−1(log y)2e−y dy συγκλίνουν σε κάποιες συναρτή-

σεις ομοιόμορφα στο [a, b], οπότε από το θεώρημα 12.6 συνεπάγεται ότι

Γ′′(ξ) =
∫ +∞
0 yξ−1(log y)2e−y dy.

Η επαγωγική γενίκευση για παραγώγους ανώτερης τάξης είναι προφανής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 12.15. Η συνάρτηση Γ έχει τις παρακάτω ιδιότητες:
(i) Ισχύει Γ(x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞).
(ii) limx→+∞ Γ(x) = +∞ και limx→0+ Γ(x) = +∞.
(iii) Ισχύει Γ(x+ 1) = xΓ(x) για κάθε x ∈ (0,+∞).
(iv) Γ(1) = 1 και ισχύει Γ(n) = (n− 1)! για κάθε n ∈ N.
(v) Η logΓ είναι κυρτή στο (0,+∞).

Απόδειξη. (i) Επειδή ισχύει yx−1e−y > 0 για κάθε y > 0, συνεπάγεται

Γ(x) =
∫ +∞
0 yx−1e−y dy ≥ 0.

Για τη γνήσια ανισότητα, παρατηρούμε ότι η τιμή της yx−1e−y για y = 1 είναι 1
e > 0, οπότε,

λόγω συνέχειας, υπάρχουν c, d ώστε 0 < c < 1 < d < +∞ και ώστε να ισχύει yx−1e−y ≥ 1
2e για

κάθε y ∈ [c, d]. Συνεπάγεται
Γ(x) ≥

∫ d
c

1
2e dy = d−c

2e > 0.
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(ii) Για κάθε x > 0 ισχύει

Γ(x) ≥
∫ 1
0 y

x−1e−y dy ≥ e−1
∫ 1
0 y

x−1 dy = 1
ex .

Άρα limx→0+ Γ(x) = +∞.
Επίσης, για κάθε x ≥ 1 ισχύει

Γ(x) ≥
∫ +∞
2 yx−1e−y dy ≥ 2x−1

∫ +∞
2 e−y dy = 2x−1e−2.

Άρα limx→+∞ Γ(x) = +∞.
(iii)Με ολοκλήρωση κατά μέρη, έχουμε για κάθε x ∈ (0,+∞) ότι

Γ(x+ 1) =
∫ +∞
0 yxe−y dy = x

∫ +∞
0 yx−1e−y dy = xΓ(x).

(iv) Γ(1) =
∫ +∞
0 e−y dy = 1. Από την Γ(x + 1) = xΓ(x), με την αρχή της επαγωγής, συμπε-

ραίνουμε ότι Γ(2) = 1Γ(1) = 1, Γ(3) = 2Γ(2) = 2 · 1 = 2!, Γ(4) = 3Γ(3) = 3 · 2! = 3! και,
γενικώτερα, ότι Γ(n) = (n− 1)!.
(v) Για κάθε x ∈ (0,+∞) και κάθε t έχουμε

t2Γ′′(x) + 2tΓ′(x) + Γ(x) =
∫ +∞
0 yx−1(t log y + 1)2e−y dy ≥ 0.

Άρα ισχύει Γ′′(x)Γ(x) ≥ (Γ′(x))2 και, επομένως, (logΓ)′′(x) ≥ 0 για κάθε x > 0.

Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση Γ είναι ορισμένη σε ολόκληρο το διάστημα (0,+∞) και στα
σημεία του N ταυτίζεται με τη συνάρτηση παραγοντικό:

Γ(n) = (n− 1)! για κάθε n ∈ N.

Στις επόμενες ασκήσεις μελετώνται διάφορες σημαντικές ιδιότητες της συνάρτησης Γ. Για
παράδειγμα, στην άσκηση 12.5.9 αποδεικνύεται ένας τύπος για τον όγκο μιας μπάλας ακτίνας 1
στον Ευκλείδειο χώρο Rd συναρτήσει της Γ.

Ασκήσεις.

12.5.1. Αποδείξτε ότι
∫ 1
0 (log

1
y )

x−1 dy = Γ(x) για κάθε x > 0.

12.5.2. Στην απόδειξη της πρότασης 12.15 υπάρχει η ανισότητα Γ′′(x)Γ(x) ≥ (Γ′(x))2 η οποία
είναι ισοδύναμη με την κυρτότητα της logΓ(x). Αποδείξτε την ανισότητα αυτή με δεύτερο τρόπο
χρησιμοποιώντας την ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky της άσκησης 12.3.13.

12.5.3. Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα του Gauss,
∫ +∞
0 e−x

2
dx =

√
π
2 , και κάνοντας κατάλ-

ληλη αλλαγή μεταβλητής αποδείξτε ότι Γ
(
1
2

)
=

√
π. Αποδείξτε ότι

Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n)!

4nn!

√
π για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

12.5.4. Σε όλα τα επόμενα υποθέτουμε ότι x > 1.
Αποδείξτε ότι, αν a > 0, τότε η

∑+∞
n=1 e

−nyyx−1 συγκλίνει, ως σειρά συναρτήσεων του y, ομοιό-
μορφα στη συνάρτηση yx−1

ey−1 στο [a,+∞).

Αποδείξτε ότι
∫ b
a

yx−1

ey−1 dy =
∑+∞

n=1

∫ b
a e
−nyyx−1 dy ≤

∑+∞
n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy, αν 0 < a < b <

+∞. Να συμπεράνετε ότι
∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy ≤
∑+∞

n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ισχύει
∑n

k=1

∫ +∞
0 e−kyyx−1 dy ≤

∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy. Να συμπεράνετε ότι∑+∞
n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy ≤

∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy.
Από τα προηγούμενα συνεπάγεται αμέσως ότι∑+∞

n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy =

∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy για κάθε x > 1.
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Για κάθε n ∈ N αποδείξτε ότι
∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy = Γ(x)

nx .
Συνέχεια των ασκήσεων 12.4.2 και 12.3.7. Αποδείξτε ότι ισχύει

ζ(x)Γ(x) =
∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy για κάθε x > 1.

12.5.5. Αποδείξτε ότι
∫ n
0 y

x−1(1− y
n)

n dy → Γ(x) για κάθε x > 0.
Αποδείξτε με διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά μέρη ότι

∫ n
0 y

x−1(1− y
n)

n dy = nxn!
x(x+1)···(x+n) και,

επομένως, ότι ισχύει ο τύπος του Gauss:10

nxn!
x(x+1)···(x+n) → Γ(x) για κάθε x > 0.

Εφαρμόζοντας τον τύπο του Gauss με x = 1
2 βρίσκουμε με δεύτερο τρόπο τον τύπο του Wallis

στην άσκηση 7.3.11.
Αποδείξτε ότι ισχύει ο λεγόμενος τύπος διπλασιασμού:

Γ(x)Γ(x+ 1
2) =

√
π 21−2xΓ(2x) για κάθε x > 0.

Βάσει του τύπου του Gauss, αποδείξτε ότι

logΓ(x) = −γx− logx+
∑+∞

n=1

(
x
n − log(1 + x

n)
)

για κάθε x > 0

όπου γ = limn→+∞(1 + 1
2 + · · · + 1

n − logn) είναι η σταθερά του Euler στις ασκήσεις 2.4.6,
6.4.11 και 7.3.20.

12.5.6. Έστω f : (0,+∞) → R με τις εξής ιδιότητες: (i) ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞),
(ii) f(1) = 1, (iii) ισχύει f(x+ 1) = xf(x) για κάθε x ∈ (0,+∞) και (iv) η log f είναι κυρτή
στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι nxn!

x(x+1)···(x+n) → f(x) για κάθε x ∈ (0,+∞).
Συμπεράνατε ότι μια συνάρτηση f με τις παραπάνω ιδιότητες είναι μοναδική και, επειδή η Γ έχει
τις ιδιότητες αυτές, ισχύει f = Γ και έχουμε αυτομάτως μια δεύτερη απόδειξη του τύπου του
Gauss της άσκησης 12.5.5.

12.5.7. Αποδείξτε ότι

Γ′(x)
Γ(x) = −γ − 1

x +
∑+∞

n=1
x

n(n+x) για κάθε x > 0,

όπου γ = limn→+∞(1 + 1
2 + · · · + 1

n − logn) είναι η σταθερά του Euler στις ασκήσεις 2.4.6,
6.4.11 και 7.3.20.

12.5.8. Ορίζουμε τη συνάρτηση δύο μεταβλητών11

B(x, y) =
∫ 1
0 t

x−1(1− t)y−1 dt για κάθε x, y > 0.

Η συνάρτηση αυτή ονομάζεται συνάρτηση B.
Αποδείξτε ότι ισχύει B(x, y) = B(y, x) για κάθε x, y > 0 και ότι ισχύει B(x, 1) = 1

x και
B(1, y) = 1

y για κάθε x, y > 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει B(x+ 1, y) = x

x+y B(x, y) για κάθε x, y > 0 με κατάλληλες αλλαγές μετα-
βλητής και ολοκληρώσεις κατά μέρη.
Αποδείξτε ότι, θεωρώντας τον y > 0 σταθερό και παραγωγίζοντας ως προς τον x, είναι B′(x, y) =∫ 1
0 t

x−1(1 − t)y−1 log t dt και B′′(x, y) =
∫ 1
0 t

x−1(1 − t)y−1(log t)2 dt. Κατόπιν, μιμηθείτε την
απόδειξη του ότι η logΓ είναι κυρτή και αποδείξτε ότι, με σταθερό y > 0, η logB(x, y) είναι, ως

10Δεύτερη απόδειξη του τύπου του Gauss στην άσκηση 12.5.6.
11Το ολοκλήρωμα ονομάζεται πρώτο ολοκλήρωμα του Euler.
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συνάρτηση του x, κυρτή στο (0,+∞).
Για κάθε y > 0, θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = 1

Γ(y) B(x, y)Γ(x + y) για x ∈ (0,+∞). Απο-
δείξτε ότι η f έχει τις εξής ιδιότητες: (i) ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ (0,+∞), (ii) f(1) = 1,
(iii) ισχύει f(x + 1) = xf(x) για κάθε x ∈ (0,+∞) και (iv) η log f είναι κυρτή στο (0,+∞).
Βάσει της άσκησης 12.5.6, συμπεράνατε ότι f = Γ, οπότε

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) για κάθε x, y > 0.

Ξαναδείτε την άσκηση 7.3.13.

12.5.9. Έστω Vd ο όγκος μιας μπάλας με ακτίνα 1 στον d-διάστατο Ευκλείδειο χώρο Rd. Για πα-
ράδειγμα: V1 = 2, V2 = π, V3 = 4π

3 .
Έστω k ∈ N, k ≥ 2. Γνωρίζουμε ότι, αν μια μπάλα στον Rk έχει ακτίνα r > 0, τότε ο όγκος
της είναι rkVk. Θεωρήστε την μπάλα στον Rk με κέντρο την αρχή των αξόνων 0 και ακτίνα 1 και
παρατηρήστε ότι για κάθε x1 ∈ [−1, 1] η διατομή της η οποία είναι κάθετη στον x1-άξονα στο
σημείο x1 είναι μια μπάλα στον Rk−1 με ακτίνα

√
1− x12, οπότε ο όγκος αυτής της διατομής

είναι (1− x1
2)

k−1
2 Vk−1. Επομένως, αποδείξτε ότι

Vk = Vk−1
∫ 1
−1(1− x1

2)
k−1
2 dx1 = Vk−1

∫ 1
0 (1− t)

k−1
2 t−

1
2 dt.

Βάσει της άσκησης 12.5.8 και, κατόπιν, του Γ(12) =
√
π από την άσκηση 12.5.3, ισχύει

Vk = Vk−1B(k+1
2 , 12) = Vk−1

Γ( k+1
2

)Γ( 1
2
)

Γ( k
2
+1)

=
√
πVk−1

Γ( k−1
2

+1)

Γ( k
2
+1)

.

Χρησιμοποιώντας το τελευταίο, αποδείξτε ότι Vd = π
d−1
2 V1

Γ( 1
2
+1)

Γ( d
2
+1)

και συμπεράνατε ότι

Vd = π
d
2

Γ( d
2
+1)

.
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Κεφάλαιο 13

Η αξιωματική θεμελίωση.

13.1 Οι φυσικοί και τα αξιώματα του Peano.

Θεωρούμε δεδομένο ένα σύνολο, το οποίο συμβολίζουμε N και του οποίου τα στοιχεία ονο-
μάζουμε φυσικούς. Δεχόμαστε, επίσης, ότι το σύνολο N έχει τις εξής πρωταρχικές ιδιότητες, οι
οποίες δεν αποδεικνύονται και γι αυτό ονομάζονται αξιώματα, τα αξιώματα του Peano, και από
τις οποίες αποδεικνύονται (σύμφωνα με τους στοιχειώδεις κανόνες της λογικής) όλες οι άλλες
ιδιότητες του N.

Τα Αξιώματα του Peano:

1. Το N έχει τουλάχιστον ένα στοιχείο, το οποίο συμβολίζουμε 1.

2. Σε κάθε n ∈ N αντιστοιχίζεται ακριβώς ένας n′ ∈ N, ο οποίος ονομάζεται επόμενος του n.

3. Για κάθε n ∈ N ισχύει n′ ̸= 1.
Δηλαδή, ο 1 δεν είναι επόμενος κανενός φυσικού.

4. Αν n,m ∈ N και n′ = m′, τότε n = m.
Ισοδύναμα, αν n,m ∈ N και n ̸= m, τότε n′ ̸= m′.

5. Έστω ότι ένα σύνολο K ⊆ N έχει τις ιδιότητες: (i) 1 ∈ K και (ii) αν n ∈ K, τότε n′ ∈ K.
ΤότεK = N.

Το Αξίωμα 2 λέει ότι η απεικόνιση n 7→ n′ είναι συνάρτηση με πεδίο ορισμού το N και σύ-
νολο τιμών υποσύνολο του N. Τώρα, το Αξίωμα 3 λέει ότι ο 1 δεν ανήκει στο σύνολο τιμών της
συνάρτησης αυτής και το Αξίωμα 4 λέει ότι η συνάρτηση αυτή είναι ένα-προς-ένα. Το Αξίωμα 5
ονομάζεται και Αξίωμα της Επαγωγής ή Αρχή της Επαγωγής.

13.1.1 Πρόσθεση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.1. Για κάθε n ∈ N ισχύει n′ ̸= n.

Απόδειξη. Έστω K το σύνολο των n ∈ N για τους οποίους ισχύει n′ ̸= n. Από τα Αξιώματα 1
και 3 συνεπάγεται 1 ∈ K. Έστω n ∈ K. Τότε n ∈ N και n′ ̸= n. Από το Αξίωμα 4 συνεπάγεται
(n′)′ ̸= n′ και, επομένως, n′ ∈ K. Από το Αξίωμα της Επαγωγής συνεπάγεταιK = N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.2. Για κάθεm ∈ N,m ̸= 1 υπάρχει ακριβώς ένας n ∈ N ώστε n′ = m.

Απόδειξη. Έστω K το σύνολο με στοιχεία τον 1 και κάθε m ∈ N για τον οποίο υπάρχει n ∈ N
ώστε n′ = m. Τότε 1 ∈ K και έστω m ∈ K. Τότε m′ ∈ N και υπάρχει n ∈ N (συγκεκριμένα:
ο m) ώστε n′ = m′. Άρα m′ ∈ K. Από το Αξίωμα της Επαγωγής συνεπάγεται K = N. Άρα
κάθε m ∈ N ανήκει στο K, οπότε, αν m ̸= 1, υπάρχει n ∈ N ώστε n′ = m. Από το Αξίωμα 4
συνεπάγεται ότι ο n ∈ N για τον οποίο ισχύει n′ = m είναι μοναδικός.
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Η πρόταση 13.2 λέει ότι το σύνολο τιμών της συνάρτησης n 7→ n′ είναι ακριβώς το N \ {1},
οπότε, σύμφωνα και με τα προηγούμενα συμπεράσματα, η συνάρτηση αυτή είναι αμφιμονοσήμα-
ντη αντιστοιχία N → N \ {1}.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.1. Υπάρχει μοναδική συνάρτηση ϕ : N×N → N με τις εξής ιδιότητες: (i) για κάθε
n ∈ N ισχύει ϕ(n, 1) = n′ και (ii) για κάθε n,m ∈ N ισχύει ϕ(n,m′) = (ϕ(n,m))′.

Απόδειξη. Έστω K το σύνολο των n ∈ N με την εξής ιδιότητα: υπάρχει συνάρτηση fn : N → N
ώστε (i) fn(1) = n′ και (ii) για κάθεm ∈ N ισχύει fn(m′) = (fn(m))′.
Πρώτον, 1 ∈ K. Πράγματι, ορίζουμε τη συνάρτηση f1 : N → N με τύπο f1(m) = m′. Τότε (i)
f1(1) = 1′ και (ii) για κάθεm ∈ N ισχύει f1(m′) = (m′)′ = (f1(m))′.
Τώρα, έστω n ∈ K. Δηλαδή, έστω ότι υπάρχει συνάρτηση fn : N → N ώστε (i) fn(1) = n′

και (ii) για κάθε m ∈ N ισχύει fn(m′) = (fn(m))′. Θα αποδείξουμε ότι n′ ∈ K. Ορίζουμε
συνάρτηση fn′ : N → N με τύπο fn′(m) = (fn(m))′. Τότε (i) fn′(1) = (fn(1))

′ = (n′)′ και (ii)
για κάθεm ∈ N ισχύει fn′(m′) = (fn(m

′))′ = ((fn(m))′)′ = (fn′(m))′. Άρα n′ ∈ K.
Άρα K = N. Δηλαδή για κάθε n ∈ N υπάρχει συνάρτηση fn : N → N ώστε (i) fn(1) = n′ και
(ii) για κάθεm ∈ N ισχύει fn(m′) = (fn(m))′.
Τώρα, ορίζουμε ϕ : N× N → N με τύπο ϕ(n,m) = fn(m). Η ϕ έχει τις ιδιότητες: (i) ϕ(n, 1) =
fn(1) = n′ και (ii) για κάθε n,m ∈ N ισχύει ϕ(n,m′) = fn(m

′) = (fn(m))′ = (ϕ(n,m))′.
Τώρα θα αποδείξουμε ότι η συνάρτησηϕ με τις ιδιότητες (i), (ii) είναι μοναδική. Έστω ότι υπάρχει
και συνάρτηση ψ : N × N → N με τις ιδιότητες: (i) για κάθε n ∈ N ισχύει ψ(n, 1) = n′

και (ii) για κάθε n,m ∈ N ισχύει ψ(n,m′) = (ψ(n,m))′. Θεωρούμε οποιονδήποτε n ∈ N
και έστω K το σύνολο των m ∈ N με την ιδιότητα: ϕ(n,m) = ψ(n,m). Τότε 1 ∈ K, διότι
ϕ(n, 1) = n′ = ψ(n, 1). Κατόπιν, έστω m ∈ K, δηλαδή ϕ(n,m) = ψ(n,m). Τότε ϕ(n,m′) =
(ϕ(n,m))′ = (ψ(n,m))′ = ψ(n,m′) και, επομένως, m′ ∈ K. Άρα K = N. Άρα για κάθε
m ∈ N ισχύει ϕ(n,m) = ψ(n,m) και, επειδή αυτό ισχύει για οποιονδήποτε n ∈ N, συνεπάγεται
ϕ(n,m) = ψ(n,m) για κάθε n,m ∈ N. Άρα οι ϕ, ψ ταυτίζονται.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.1. Το στοιχείο ϕ(n,m) ∈ N που, σύμφωνα με το θεώρημα 13.1, αντιστοιχίζεται
στους n,m ∈ N ονομάζεται άθροισμα των n,m και συμβολίζεται

n+m.

Δηλαδή, n+m = ϕ(n,m). Η πράξη που σε κάθε n,m ∈ N αντιστοιχίζει το άθροισμά τους ονομά-
ζεται πρόσθεση στο N.

Σύμφωνα με το θεώρημα 13.1 και με την απόδειξή του, η πρόσθεση έχει τις εξής ιδιότητες:
n+1 = ϕ(n, 1) = n′, 1+n = ϕ(1, n) = f1(n) = n′,n+m′ = ϕ(n,m′) = (ϕ(n,m))′ = (n+m)′

και n′ +m = ϕ(n′,m) = fn′(m) = (fn(m))′ = (ϕ(n,m))′ = (n+m)′. Συνοπτικά:

n+ 1 = n′ = 1 + n, n+m′ = (n+m)′ = n′ +m.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.3. Για κάθε n,m ∈ N ισχύει n+m = m+ n.

Απόδειξη. Έστω n ∈ N και έστωK το σύνολο τωνm ∈ N με την ιδιότητα: n+m = m+ n.
Ισχύει n + 1 = n′ = 1 + n. Άρα 1 ∈ K. Κατόπιν, έστω m ∈ K, οπότε n +m = m + n. Τότε
n+m′ = (n+m)′ = (m+ n)′ = m′ + n, οπότεm′ ∈ K.
ΆραK = N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.4. Για κάθε n,m, k ∈ N ισχύει (n+m) + k = n+ (m+ k).

Απόδειξη. Έστω n,m ∈ N και έστω K το σύνολο των k ∈ N με την ιδιότητα: (n +m) + k =
n+ (m+ k).
Ισχύει (n+m) + 1 = (n+m)′ = n+m′ = n+ (m+ 1). Άρα 1 ∈ K. Κατόπιν, έστω k ∈ K,
οπότε (n+m) + k = n+ (m+ k). Τότε (n+m) + k′ = ((n+m) + k)′ = (n+ (m+ k))′ =
n+ (m+ k)′ = n+ (m+ k′), οπότε k′ ∈ K.
ΆραK = N.
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Βάσει της μεταθετικής και της προσεταιριστικής ιδιότητας, οι οποίες εκφράζονται στις προ-
τάσεις 13.3 και 13.4, αντιστοίχως, αποδεικνύεται ότι το τελικό αποτέλεσμα διαδοχικών προσθέ-
σεων δεν εξαρτάται από τη σειρά με την οποία γίνονται αυτές οι προσθέσεις. Για παράδειγμα:
(m + n) + (k + l) = ((n + l) + m) + k, διότι (m + n) + (k + l) = (n + m) + (l + k) =
((n+m) + l) + k = (n+ (m+ l)) + k = (n+ (l +m)) + k = ((n+ l) +m) + k. Επομένως,
στο εξής θα ακολουθούμε τη συνήθη πρακτική να παραλείπουμε τις παρενθέσεις σε παραστάσεις
με αθροίσματα καθώς και να αλλάζουμε τη σειρά εκτέλεσης διαδοχικών προσθέσεων. Για παρά-
δειγμα: τα δύο ίσα αθροίσματα (m+n)+(k+ l), ((n+ l)+m)+k θα τα γράφουμε n+m+k+ l
(ή n+ l + k +m ή k +m+ l + n κ.τ.λ.).

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.5. Για κάθε n,m ∈ N ισχύειm ̸= n+m.

Απόδειξη. Έστω n ∈ N και έστωK το σύνολο τωνm ∈ N με την ιδιότητα:m ̸= n+m.
Ισχύει 1 ̸= n′ = n + 1, οπότε 1 ∈ K. Τώρα, έστω m ∈ K, οπότε m ̸= n + m. Τότε m′ ̸=
(n+m)′ = n+m′, οπότεm′ ∈ K.
ΆραK = N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.6. Έστω n,m, k ∈ N. Ανm ̸= k, τότε n+m ̸= n+ k.

Απόδειξη. Έστωm, k ∈ N,m ̸= k και έστω K το σύνολο των n ∈ N με την ιδιότητα: n+m ̸=
n+ k.
Ισχύει 1+m = m′ ̸= k′ = 1+ k, οπότε 1 ∈ K. Τώρα, έστω n ∈ K, οπότε n+m ̸= n+ k. Τότε
n′ +m = (n+m)′ ̸= (n+ k)′ = n′ + k, οπότε n′ ∈ K.
ΆραK = N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.7. Για κάθε n,m ∈ N ακριβώς ένα από τα παρακάτω είναι σωστό: (i) n = m, (ii)
υπάρχει k ∈ N ώστε n = m+ k και (iii) υπάρχει k ∈ N ώστεm = n+ k. Ο k στα (ii), (iii) είναι
μοναδικός.

Απόδειξη. Έστω n ∈ N και έστω K το σύνολο των m ∈ N ώστε να ισχύει ένα τουλάχιστον από
τα (i)− (iii).
Πρώτον, 1 ∈ K. Πράγματι, αν n = 1, τότε ισχύει το (i) για τον 1. Και, αν n ̸= 1, τότε υπάρχει
k ∈ N ώστε n = k′ = 1 + k, οπότε ισχύει το (ii) για τον 1.
Έστω m ∈ K, οπότε ισχύει ένα τουλάχιστον από τα (i) − (iii) για τον m. Αν ισχύει το (i)
για τον m, τότε n = m, οπότε n + 1 = n′ = m′ και, επομένως, ισχύει το (iii) για τον m′ .
Έστω ότι ισχύει το (ii) για τον m, οπότε υπάρχει k ∈ N ώστε n = m + k. Αν k = 1, τότε
n = m + 1 = m′ , οπότε ισχύει το (i) για τον m′ . Αν k ̸= 1, τότε υπάρχει l ∈ N ώστε k = l′ ,
οπότε n = m+ l′ = (m+ l)′ = m′ + l και, επομένως, ισχύει το (ii) για τονm′ . Τέλος, έστω ότι
ισχύει το (iii) για τονm, οπότε υπάρχει k ∈ N ώστεm = n+ k. Τότεm′ = (n+ k)′ = n+ k′ ,
οπότε ισχύει το (iii) για τονm′ . Άρα, σε κάθε περίπτωση, για τονm′ ισχύει ένα τουλάχιστον από
τα (i)− (iii) και, επομένως,m′ ∈ K.
ΆραK = N.
Το ότι ο k στα (ii), (iii) είναι μοναδικός είναι άμεση συνέπεια της πρότασης 13.6.
Τα (i), (ii) δε μπορούν να ισχύουν συγχρόνως λόγω της πρότασης 13.5. Για τον ίδιο λόγο, τα (i),
(iii) δε μπορούν να ισχύουν συγχρόνως. Αν ίσχυαν συγχρόνως τα (ii), (iii), δηλαδή αν n = m+k
καιm = n+ l για κάποιους k, l ∈ Z, τότε θα ήταν n = m+ k = n+ l + k = (l + k) + n, που
απαγορεύεται από την πρόταση 13.5. Άρα ισχύει ακριβώς ένα από τα (i)− (iii).

13.1.2 Διάταξη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.2. Έστω n,m ∈ N. Αν υπάρχει k ∈ N ώστε n = m + k, τότε λέμε ότι ο n είναι
μεγαλύτερος από τον m και γράφουμε n > m ή, ισοδύναμα, ότι ο m είναι μικρότερος από τον n
και γράφουμεm < n.
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Έστω n,m ∈ N. Αν n > m, τότε ο k ∈ N για τον οποίο ισχύει n = m + k ονομάζεται διαφορά
των n,m και συμβολίζεται

n−m.

Η πράξη η οποία σε κάθε n,m ∈ N, n > m αντιστοιχίζει τον n−m ονομάζεται αφαίρεση στο N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.8. Για κάθε n,m ∈ N ακριβώς ένα από τα παρακάτω είναι σωστό: n = m, n > m,
n < m.

Απόδειξη. Άμεση συνέπεια της πρότασης 13.7.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.3. Έστω n,m ∈ N. Αν n > m ή n = m ή, ισοδύναμα, αν m < n ή m = n, τότε
λέμε ότι ο n είναι μεγαλύτερος από ή ίσος με τον m και γράφουμε n ≥ m ή, ισοδύναμα, ότι ο m
είναι μικρότερος από ή ίσος με τον n και γράφουμεm ≤ n.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.9. Έστωm,n, k ∈ N.
[α] Αν n < m καιm < k, τότε n < k.
[β] Αν n ≤ m καιm < k ή αν n < m καιm ≤ k, τότε n < k.
[γ] Αν n ≤ m καιm ≤ k, τότε n ≤ k.

Απόδειξη. [α] Έστω n < m καιm < k. Τότε υπάρχουν p, q ∈ N ώστεm = n+ p και k = m+ q.
Συνεπάγεται k = m+ q = n+ p+ q = n+ (p+ q), οπότε n < k.
[β], [γ] Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.10. Για κάθε n,m ∈ N ισχύει n+m > n.

Απόδειξη. Προφανής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.11. Έστω m,n, k ∈ N. Ισχύει n < m αν και μόνο αν n + k < m + k. Επίσης,
ισχύει n = m αν και μόνο αν n+ k = m+ k.

Απόδειξη. Έστω n < m. Τότε υπάρχει l ∈ Nώστεm = n+l. Άραm+k = n+l+k = (n+k)+l
και, επομένως, n+ k < m+ k.
Έστω n+ k < m+ k. Αν n = m, τότε n+ k = m+ k και, ανm < n, τότεm+ k < n+ k. Και
στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα n < m.
Προφανώς, αν n = m, τότε n+k = m+k. Έστω n+k = m+k. Αν n < m, τότε n+k < m+k
και, αν m < n, τότε m + k < n + k. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα
n = m.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.12. Έστωm,n, k, l ∈ N.
[α] Αν n < m και k < l, τότε n+ k < m+ l.
[β] Αν n ≤ m και k < l ή αν n < m και k ≤ l, τότε n+ k < m+ l.
[γ] Αν n ≤ m και k ≤ l, τότε n+ k ≤ m+ l.

Απόδειξη. [α] Έστω n < m και k < l. Τότε, σύμφωνα με την πρόταση 13.11, n+ k < m+ k <
m+ l.
[β], [γ] Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.13. Για κάθε n ∈ N ισχύει n ≥ 1.

Απόδειξη. Αν n = 1, τότε n ≥ 1. Αν n ̸= 1, τότε υπάρχειm ∈ N ώστε n = m′ = m+1 > 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.14. Έστωm,n ∈ N.
[α] Αν n > m, τότε n ≥ m+ 1.
[β] Αν n < m+ 1, τότε n ≤ m.
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Απόδειξη. [α] Αν n > m, τότε υπάρχει k ∈ N ώστε n = m+ k. Επειδή k ≥ 1, ισχύει n ≥ m+1.
[β] Προφανές, λόγω του [α].

ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΚΑΛΗΣ ΔΙΑΤΑΞΗΣ. Κάθε μη-κενό υποσύνολο του N έχει ελάχιστο στοιχείο.

Απόδειξη. Έστω μη-κενό M ⊆ N και έστω m0 ∈ M . Θεωρούμε το σύνολο K των n ∈ N οι
οποίοι είναι ≤ m για κάθεm ∈M .
Προφανώς, 1 ∈ K. Επειδή m0 + 1 > m0 και m0 ∈ M , ο m0 + 1 δεν ανήκει στο K. Άρα το K
είναι γνήσιο υποσύνολο του N, οπότε, σύμφωνα με το Αξίωμα της Επαγωγής, υπάρχει n0 ∈ K
ώστε n0 + 1 = n0

′ /∈ K.
Τώρα, ισχύει (i) n0 ≤ m για κάθε m ∈ M . Αυτό είναι προφανές, διότι n0 ∈ K. Κατόπιν, έστω
n0 /∈M . Τότε για κάθεm ∈M ισχύει n0 < m και, επομένως, n0 +1 ≤ m. Άρα n0 +1 ∈ K και
αυτό είναι άτοπο. Άρα (ii) n0 ∈M .
Από τα (i), (ii) συνεπάγεται ότι ο n0 είναι το ελάχιστο στοιχείο τουM .

13.1.3 Πολλαπλασιασμός.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.2. Υπάρχει μοναδική συνάρτηση ϕ : N×N → N με τις εξής ιδιότητες: (i) για κάθε
n ∈ N ισχύει ϕ(n, 1) = n και (ii) για κάθε n,m ∈ N ισχύει ϕ(n,m′) = ϕ(n,m) + n.

Απόδειξη. Έστω K το σύνολο των n ∈ N με την εξής ιδιότητα: υπάρχει συνάρτηση fn : N → N
ώστε (i) fn(1) = n και (ii) για κάθεm ∈ N ισχύει fn(m′) = fn(m) + n.
Πρώτον, 1 ∈ K. Πράγματι, ορίζουμε τη συνάρτηση f1 : N → N με τύπο f1(m) = m. Τότε (i)
f1(1) = 1 και (ii) για κάθεm ∈ N ισχύει f1(m′) = m′ = m+ 1 = f1(m) + 1.
Τώρα, έστωn ∈ K. Δηλαδή, έστω ότι υπάρχει συνάρτηση fn : N → Nώστε (i) fn(1) = n και (ii)
για κάθεm ∈ N ισχύει fn(m′) = fn(m) + n. Θα αποδείξουμε ότι n′ ∈ K. Ορίζουμε συνάρτηση
fn′ : N → N με τύπο fn′(m) = fn(m)+m. Τότε (i) fn′(1) = fn(1)+1 = n+1 = n′ και (ii) για
κάθεm ∈ N ισχύει fn′(m′) = fn(m

′)+m′ = fn(m)+n+m′ = fn(m)+n′+m = fn′(m)+n′.
Άρα n′ ∈ K.
Άρα K = N. Δηλαδή για κάθε n ∈ N υπάρχει συνάρτηση fn : N → N ώστε (i) fn(1) = n και
(ii) για κάθεm ∈ N ισχύει fn(m′) = fn(m) + n.
Τώρα, ορίζουμε ϕ : N× N → N με τύπο ϕ(n,m) = fn(m). Η ϕ έχει τις ιδιότητες: (i) ϕ(n, 1) =
fn(1) = n και (ii) για κάθε n,m ∈ N ισχύει ϕ(n,m′) = fn(m

′) = fn(m) + n = ϕ(n,m) + n.
Τώρα θα αποδείξουμε η συνάρτηση ϕ με τις ιδιότητες (i), (ii) είναι μοναδική. Έστω ότι υπάρχει
και συνάρτηση ψ : N × N → N με τις ιδιότητες: (i) για κάθε n ∈ N ισχύει ψ(n, 1) = n
και (ii) για κάθε n,m ∈ N ισχύει ψ(n,m′) = ψ(n,m) + n. Θεωρούμε οποιονδήποτε n ∈ N
και έστω K το σύνολο των m ∈ N με την ιδιότητα: ϕ(n,m) = ψ(n,m). Τότε 1 ∈ K, διότι
ϕ(n, 1) = n = ψ(n, 1). Κατόπιν, έστω m ∈ K, δηλαδή ϕ(n,m) = ψ(n,m). Τότε ϕ(n,m′) =
ϕ(n,m) + n = ψ(n,m) + n = ψ(n,m′) και, επομένως, m′ ∈ K. Άρα K = N. Άρα για κάθε
m ∈ N ισχύει ϕ(n,m) = ψ(n,m) και, επειδή αυτό ισχύει για οποιονδήποτε n ∈ N, συνεπάγεται
ϕ(n,m) = ψ(n,m) για κάθε n,m ∈ N. Άρα οι ϕ, ψ ταυτίζονται.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.4. Το στοιχείο ϕ(n,m) ∈ N που, σύμφωνα με το θεώρημα 13.2, αντιστοιχίζεται
στους n,m ∈ N ονομάζεται γινόμενο των n,m και συμβολίζεται

n ·m.

Δηλαδή, n·m = ϕ(n,m). Η πράξη που σε κάθε n,m ∈ N αντιστοιχίζει το γινόμενό τους ονομάζεται
πολλαπλασιασμός στο N.

Σύμφωνα με το θεώρημα 13.2 και με την απόδειξή του, ο πολλαπλασιασμός έχει τις εξής
ιδιότητες: n ·1 = ϕ(n, 1) = n, 1 ·n = ϕ(1, n) = f1(n) = n, n ·m′ = ϕ(n,m′) = ϕ(n,m)+n =
n ·m+n και n′ ·m = ϕ(n′,m) = fn′(m) = fn(m)+m = ϕ(n,m)+m = n ·m+m. Συνοπτικά:

n · 1 = n = 1 · n, n ·m′ = n ·m+ n, n′ ·m = n ·m+m.
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Το n ·m θα το γράφουμε πιο συνοπτικά nm και οι παραπάνω ιδιότητες γράφονται

n1 = n = 1n, nm′ = nm+ n, n′m = nm+m.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.15. Για κάθε n,m ∈ N ισχύει nm = mn.

Απόδειξη. Έστω n ∈ N και έστωK το σύνολο τωνm ∈ N με την ιδιότητα: nm = mn.
Ισχύει n1 = n = 1n. Άρα 1 ∈ K. Κατόπιν, έστω m ∈ K, οπότε nm = mn. Τότε nm′ =
nm+ n = mn+ n = m′n, οπότεm′ ∈ K.
ΆραK = N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.16. Για κάθε n,m, k ∈ N ισχύει n(m+ k) = nm+ nk.

Απόδειξη. Έστω n,m ∈ N και έστω K το σύνολο των k ∈ N με την ιδιότητα: n(m + k) =
nm+ nk.
Ισχύει n(m + 1) = nm′ = nm + n = nm + n1. Άρα 1 ∈ K. Κατόπιν, έστω k ∈ K, οπότε
n(m+k) = nm+nk. Τότε n(m+k′) = n(m+k)′ = n(m+k)+n = nm+nk+n = nm+nk′,
οπότε k′ ∈ K.
ΆραK = N.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.17. Για κάθε n,m, k ∈ N ισχύει (nm)k = n(mk).

Απόδειξη. Έστω n,m ∈ N και έστωK το σύνολο των k ∈ N με την ιδιότητα: (nm)k = n(mk).
Ισχύει (nm)1 = nm = n(m1). Άρα 1 ∈ K. Κατόπιν, έστω k ∈ K, οπότε (nm)k = n(mk). Τότε
(nm)k′ = (nm)k + nm = n(mk) + nm = n(mk +m) = n(mk′), οπότε k′ ∈ K.
ΆραK = N.

Ακριβώς όπως και στην περίπτωση της πρόσθεσης, η μεταθετική και η προσεταιριστική ιδιό-
τητα, οι οποίες εκφράζονται στις προτάσεις 13.15 και 13.17, αντιστοίχως, μας επιτρέπουν να πα-
ραλείπουμε τις παρενθέσεις όταν εκτελούμε διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς καθώς και να αλλά-
ζουμε κατά βούληση τη σειρά εκτέλεσης διαδοχικών πολλαπλασιασμών.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.18. Έστω m,n, k ∈ N. Ισχύει n < m αν και μόνο αν nk < mk. Επίσης, ισχύει
n = m αν και μόνο αν nk = mk.

Απόδειξη. Έστω n < m. Τότε υπάρχει l ∈ N ώστεm = n+ l. Άραmk = nk+ lk και, επομένως,
nk < mk.
Έστω nk < mk. Αν n = m, τότε nk = mk και, αν m < n, τότε mk < nk. Και στις δύο
περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα n < m.
Προφανώς, αν n = m, τότε nk = mk. Έστω nk = mk. Αν n < m, τότε nk < mk και, ανm < n,
τότεmk < nk. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα n = m.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.19. Έστωm,n, k, l ∈ N.
[α] Αν n < m και k < l, τότε nk < ml.
[β] Αν n ≤ m και k < l ή αν n < m και k ≤ l, τότε nk < ml.
[γ] Αν n ≤ m και k ≤ l, τότε nk ≤ ml.

Απόδειξη. [α] Έστω n < m και k < l. Τότε, σύμφωνα με την πρόταση 13.18, nk < mk < ml.
[β], [γ] Προφανή, λόγω του [α].
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13.2 Οι θετικοί ρητοί.

Θεωρούμε όλα τα ζεύγη φυσικών (n1, n2), δηλαδή τα στοιχεία τουN×N. Λέμε ότι δύο τέτοια
ζεύγη (n1, n2), (m1,m2) είναι ισοδύναμα και γράφουμε

(n1, n2) ∼ (m1,m2)

αν n1m2 = m1n2.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.20. Έστω (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2) ∈ N× N.
[α] (n1, n2) ∼ (n1, n2).
[β] Αν (n1, n2) ∼ (m1,m2), τότε (m1,m2) ∼ (n1, n2).
[α] Αν (n1, n2) ∼ (m1,m2) και (m1,m2) ∼ (k1, k2), τότε (n1, n2) ∼ (k1, k2).

Απόδειξη. [α] Ισχύει n1n2 = n1n2, οπότε (n1, n2) ∼ (n1, n2).
[β] Έστω (n1, n2) ∼ (m1,m2), οπότε n1m2 = m1n2. Συνεπάγεται m1n2 = n1m2, οπότε
(m1,m2) ∼ (n1, n2).
[γ] Έστω (n1, n2) ∼ (m1,m2) και (m1,m2) ∼ (k1, k2), οπότε n1m2 = m1n2 καιm1k2 = k1m2.
Συνεπάγεται n1m2m1k2 = m1n2k1m2, οπότε n1k2 = k1n2. Άρα (n1, n2) ∼ (k1, k2).

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.5. Άρα η σχέση ∼ ανάμεσα στα ζεύγη φυσικών είναι σχέση ισοδυναμίας και, επο-
μένως, το σύνολο N×N διαμερίζεται σε ξένες ανά δύο κλάσεις ισοδυναμίας: κάθε δύο ζεύγη φυσι-
κών, τα οποία είναι ισοδύναμα, ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναμίας και κάθε δύο ζεύγη φυσικών,
τα οποία δεν είναι ισοδύναμα, ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυναμίας. Κάθε τέτοια κλάση
ισοδυναμίας ονομάζεται θετικός ρητός και το σύνολο των θετικών ρητών συμβολίζεται Q+ . Αν
r είναι οποιοσδήποτε θετικός ρητός (δηλαδή, κλάση ισοδυναμίας), τότε κάθε ζεύγος φυσικών που
ανήκει στον r ονομάζεται αντιπρόσωπος του r. Επομένως, δύο ισοδύναμα ζεύγη φυσικών είναι
αντιπρόσωποι του ίδιου θετικού ρητού και δύο μη-ισοδύναμα ζεύγη φυσικών είναι αντιπρόσωποι
διαφορετικών θετικών ρητών.

13.2.1 Διάταξη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.6. Έστω (n1, n2), (m1,m2) ∈ N×N. Λέμε ότι το (n1, n2) είναι μεγαλύτερο από το
(m1,m2) και γράφουμε (n1, n2) ≻ (m1,m2) ή, ισοδύναμα, ότι το (m1,m2) είναι μικρότερο από
το (n1, n2) και γράφουμε (m1,m2) ≺ (n1, n2) αν ισχύει n1m2 > m1n2 ή, ισοδύναμα, m1n2 <
n1m2.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.21. Έστω (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2), (l1, l2) ∈ N×N. Αν (n1, n2) ≻ (m1,m2),
(n1, n2) ∼ (k1, k2), (m1,m2) ∼ (l1, l2), τότε (k1, k2) ≻ (l1, l2).

Απόδειξη. Έστω (n1, n2) ≻ (m1,m2), (n1, n2) ∼ (k1, k2) και (m1,m2) ∼ (l1, l2). Τότε n1m2 >
m1n2, n1k2 = k1n2 και m1l2 = l1m2. Τότε k1n2m1l2 = l1m2n1k2 > l1k2n2m1. Άρα k1l2 >
l1k2 και, επομένως, (k1, k2) ≻ (l1, l2).

Η πρόταση 13.21 λέει ότι αν κάποιος αντιπρόσωπος ενός θετικού ρητού r είναι μεγαλύτερος
από κάποιον αντιπρόσωπο ενός άλλου θετικού ρητού s, τότε κάθε αντιπρόσωπος του r είναι μεγα-
λύτερος από κάθε αντιπρόσωπο του s. Μπορούμε, επομένως, να διατυπώσουμε τον εξής ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.7. Έστω r, s ∈ Q+. Λέμε ότι ο r είναι μεγαλύτερος από τον s και γράφουμε r > s ή,
ισοδύναμα, ότι ο s είναι μικρότερος από τον r και γράφουμε s < r αν ισχύει (n1, n2) ≻ (m1,m2)
για οποιονδήποτε (και, επομένως, για κάθε) αντιπρόσωπο (n1, n2) του r και για οποιονδήποτε (και,
επομένως, για κάθε) αντιπρόσωπο (m1,m2) του s.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.22. Για κάθε r, s ∈ Q+ ακριβώς ένα από τα παρακάτω είναι σωστό: r = s, r > s,
r < s.
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Απόδειξη. Έστω οποιοιδήποτε αντιπρόσωποι (n1, n2), (m1,m2) των r, s, αντιστοίχως. Βάσει των
ορισμών, το να ισχύει ακριβώς ένα από τα r = s, r > s, r < s είναι ισοδύναμο με το να ισχύει
ακριβώς ένα από τα (n1, n2) ∼ (m1,m2), (n1, n2) ≻ (m1,m2), (n1, n2) ≺ (m1,m2) και αυτό
είναι ισοδύναμο με το να ισχύει ακριβώς ένα από τα n1m2 = m1n2, n1m2 > m1n2, n1m2 <
m1n2.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.8. Επίσης, λέμε ότι ο r είναι μεγαλύτερος από ή ίσος με τον s και γράφουμε r ≥ s
ή, ισοδύναμα, ότι ο s είναι μικρότερος από ή ίσος με τον r και γράφουμε s ≤ r αν ισχύει r > s ή
r = s ή, ισοδύναμα, αν ισχύει s < r ή s = r.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.23. Έστω r, s, t ∈ Q+.
[α] Αν r < s και s < t, τότε r < t.
[β] Αν r ≤ s και s < t ή αν r < s και s ≤ t, τότε r < t.
[γ] Αν r ≤ s και s ≤ t, τότε r ≤ t.

Απόδειξη. [α] Έστω r < s και s < t. Έστω οποιοιδήποτε αντιπρόσωποι (n1, n2), (m1,m2),
(k1, k2) των r, s, t, αντιστοίχως. Τότε ισχύει (n1, n2) ≺ (m1,m2) και (m1,m2) ≺ (k1, k2),
οπότε n1m2 < m1n2 καιm1k2 < k1m2. Συνεπάγεται n1m2m1k2 < m1n2k1m2 και, επομένως,
n1k2 < k1n2. Άρα (n1, n2) ≺ (k1, k2), οπότε r < t.
[β], [γ]. Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.24. [α] Για κάθε r ∈ Q+ υπάρχει s ∈ Q+ ώστε s > r.
[β] Για κάθε r ∈ Q+ υπάρχει s ∈ Q+ ώστε s < r.
[γ] Για κάθε r, s ∈ Q+, r < s υπάρχει t ∈ Q+ ώστε r < t < s.

Απόδειξη. [α] Έστω r ∈ Q+ και οποιοσδήποτε αντιπρόσωπος (n1, n2) του r. Θεωρούμε το ζεύ-
γος (n1 + n1, n2) και τον s ∈ Q+, ο οποίος έχει το (n1 + n1, n2) ως αντιπρόσωπο. Ισχύει
(n1 + n1, n2) ≻ (n1, n2) διότι (n1 + n1)n2 = n1n2 + n1n2 > n1n2. Άρα s > r.
[β] Έστω r ∈ Q+ και οποιοσδήποτε αντιπρόσωπος (n1, n2) του r. Θεωρούμε το ζεύγος (n1, n2+
n2) και τον s ∈ Q+, ο οποίος έχει το (n1, n2 + n2) ως αντιπρόσωπο. Ισχύει (n1, n2 + n2) ≺
(n1, n2) διότι n1(n2 + n2) = n1n2 + n1n2 > n1n2. Άρα s < r.
[γ] Έστω r, s ∈ Q+, r < s και οποιοιδήποτε αντιπρόσωποι (n1, n2) και (m1,m2) των r, s, αντι-
στοίχως. Επομένως, ισχύει (n1, n2) ≺ (m1,m2), οπότε n1m2 < m1n2. Θεωρούμε το ζεύγος
(n1 +m1, n2 +m2) και τον t ∈ Q+, ο οποίος έχει το (n1 +m1, n2 +m2) ως αντιπρόσωπο.
Από την n1m2 < m1n2 συνεπάγεται n1n2 + n1m2 < n1n2 + m1n2, οπότε n1(n2 + m2) <
(n1 +m1)n2. Άρα (n1, n2) ≺ (n1 +m1, n2 +m2) και, επομένως, r < t.
Από την n1m2 < m1n2 συνεπάγεται n1m2 +m1m2 < m1n2 +m1m2, οπότε (n1 +m1)m2 <
m1(n2 +m2). Άρα (n1 +m1, n2 +m2) ≺ (m1,m2) και, επομένως, t < s.

13.2.2 Πρόσθεση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.9. Έστω (n1, n2), (m1,m2) ∈ N × N. Ορίζουμε ως άθροισμα των ζευγών αυτών
και το συμβολίζουμε (n1, n2) + (m1,m2) το ζεύγος (n1m2 +m1n2, n2m2).

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.25. Έστω (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2), (l1, l2) ∈ N × N. Αν (n1, n2) ∼ (k1, k2)
και (m1,m2) ∼ (l1, l2), τότε (n1, n2) + (m1,m2) ∼ (k1, k2) + (l1, l2).

Απόδειξη. Έστω (n1, n2) ∼ (k1, k2) και (m1,m2) ∼ (l1, l2). Τότε n1k2 = k1n2 και m1l2 =
l1m2. Για να αποδείξουμε ότι (n1, n2) + (m1,m2) ∼ (k1, k2) + (l1, l2) ή, ισοδύναμα, (n1m2 +
m1n2, n2m2) ∼ (k1l2 + l1k2, k2l2), αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1m2 + m1n2)k2l2 = (k1l2 +
l1k2)n2m2. Αυτό, όμως, είναι άμεση συνέπεια των n1k2 = k1n2 καιm1l2 = l1m2.

Η πρόταση 13.25 λέει το εξής. Έστω ότι προσθέτουμε έναν αντιπρόσωπο ενός θετικού ρη-
τού r και έναν αντιπρόσωπο ενός άλλου θετικού ρητού s και βρίσκουμε κάποιο άθροισμα. Το
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άθροισμα αυτό είναι αντιπρόσωπος κάποιου τρίτου θετικού ρητού t. Αν προσθέσουμε έναν άλλο
αντιπρόσωπο του r και έναν άλλο αντιπρόσωπο του s, τότε το νέο άθροισμα θα είναι ισοδύναμο
με το προηγούμενο άθροισμα, οπότε θα είναι αντιπρόσωπος του ίδιου t. Μπορούμε, επομένως, να
διατυπώσουμε τον εξής ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.10. Έστω r, s ∈ Q+. Ορίζουμε ως άθροισμα των r, s και το συμβολίζουμε

r + s

τον θετικό ρητό ο οποίος έχει αντιπρόσωπο το άθροισμα (n1, n2) + (m1,m2) οποιουδήποτε (και,
επομένως, κάθε) αντιπρόσωπου (n1, n2) του r και οποιουδήποτε (και, επομένως, κάθε) αντιπρό-
σωπου (m1,m2) του s. Η πράξη η οποία σε κάθε r, s ∈ Q+ αντιστοιχίζει τον r + s ονομάζεται
πρόσθεση στο Q+.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.26. Για κάθε r, s ∈ Q+ ισχύει r + s = s+ r.

Απόδειξη. Έστω (n1, n2), (m1,m2) αντιπρόσωποι των r, s, αντιστοίχως. Ο (n1, n2)+(m1,m2) =
(n1m2 + m1n2, n2m2) είναι αντιπρόσωπος του r + s και ο (m1,m2) + (n1, n2) = (m1n2 +
n1m2,m2n2) είναι αντιπρόσωπος του s+r. Άρα αρκεί να αποδειχθεί ότι (n1m2+m1n2, n2m2) ∼
(m1n2 + n1m2,m2n2). Αυτό, όμως, είναι προφανές, διότι τα δύο αυτά ζεύγη είναι ίδια.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.27. Για κάθε r, s, t ∈ Q+ ισχύει (r + s) + t = r + (s+ t).

Απόδειξη. Έστω (n1, n2), (m1,m2) και (k1, k2) αντιπρόσωποι των r, s και t, αντιστοίχως. Τότε
ο ((n1, n2)+(m1,m2))+(k1, k2) = (n1m2+m1n2, n2m2)+(k1, k2) = (n1m2k2+m1n2k2+
k1n2m2, n2m2k2) είναι αντιπρόσωπος του (r + s) + t και ο (n1, n2) + ((m1,m2) + (k1, k2)) =
(n1, n2)+(m1k2+k1m2,m2k2) = (n1m2k2+m1k2n2+k1m2n2, n2m2k2) είναι αντιπρόσωπος
του r + (s + t). Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1m2k2 + m1n2k2 + k1n2m2, n2m2k2) ∼
(n1m2k2 +m1k2n2 + k1m2n2, n2m2k2). Αυτό, όμως, είναι προφανές, διότι τα δύο ζεύγη είναι
ίδια.

Η μεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα, οι οποίες εκφράζονται στις προτάσεις 13.26
και 13.27, αντιστοίχως, επιτρέπουν να παραλείπουμε τις παρενθέσεις όταν εκτελούμε διαδοχικές
προσθέσεις καθώς και να αλλάζουμε κατά βούληση τη σειρά εκτέλεσης διαδοχικών προσθέσεων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.28. Για κάθε r, s ∈ Q+ ισχύει r + s > r.

Απόδειξη. Έστω (n1, n2), (m1,m2) αντιπρόσωποι των r, s, αντιστοίχως. Ο (n1, n2)+(m1,m2) =
(n1m2 +m1n2, n2m2) είναι αντιπρόσωπος του r + s, οπότε, για να αποδείξουμε ότι r + s > r,
αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1m2+m1n2, n2m2) ≻ (n1, n2) ή, ισοδύναμα, n1m2n2+m1n2n2 >
n1n2m2, το οποίο είναι σωστό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.29. Έστω r, s, t ∈ Q+. Ισχύει r < s αν και μόνο αν r + t < s + t. Επίσης, ισχύει
r = s αν και μόνο αν r + t = s+ t.

Απόδειξη. Έστω r < s και (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2) αντιπρόσωποι των r, s, t, αντιστοίχως.
Τότε ισχύει (n1, n2) ≺ (m1,m2) ή, ισοδύναμα, n1m2 < m1n2. Οι (n1, n2)+(k1, k2) = (n1k2+
k1n2, n2k2), (m1,m2) + (k1, k2) = (m1k2 + k1m2,m2k2) είναι αντιπρόσωποι των r + t, s+ t,
αντιστοίχως. Επομένως, για να αποδείξουμε ότι r + t < s+ t αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1k2 +
k1n2, n2k2) ≺ (m1k2 + k1m2,m2k2) ή, ισοδύναμα, ότι n1k2m2k2 + k1n2m2k2 < m1k2n2k2 +
k1m2n2k2. Αυτό, όμως, είναι άμεση συνέπεια του n1m2 < m1n2.
Έστω r + t < s+ t. Αν r = s, τότε r + t = s+ t και, αν s < r, τότε s+ t < r + t. Και στις δύο
περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα r < s.
Προφανώς, αν r = s, τότε r + t = s+ t. Έστω r + t = s+ t. Αν r < s, τότε r + t < s+ t και,
αν s < r, τότε s+ t < r + t. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα r = s.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 13.30. Έστω r, s, t, u ∈ Q+.
[α] Αν r < s και t < u, τότε r + t < s+ u.
[β] Αν r ≤ s και t < u ή αν r < s και t ≤ u, τότε r + t < s+ u.
[γ] Αν r ≤ s και t ≤ u, τότε r + t ≤ s+ u.

Απόδειξη. [α] Έστω r < s και t < u. Τότε, r + t < s+ t < s+ u.
[β], [γ]. Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.31. Έστω r, s ∈ Q+. Αν r < s, τότε υπάρχει μοναδικός t ∈ Q+ ώστε r + t = s.
Αντιθέτως, αν r ≥ s, τότε δεν υπάρχει κανένας t ∈ Q+ ώστε r + t = s.

Απόδειξη. Έστω r < s και (n1, n2), (m1,m2) αντιπρόσωποι των r, s, αντιστοίχως. Τότε ισχύει
(n1, n2) ≺ (m1,m2) ή, ισοδύναμα, n1m2 < m1n2. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει k ∈ N ώστε
n1m2 + k = m1n2. Θεωρούμε τον t ∈ Q+ ο οποίος έχει ως αντιπρόσωπο το ζεύγος (k, n2m2).
Τότε ο r + t έχει ως αντιπρόσωπο το (n1, n2) + (k, n2m2) = (n1n2m2 + kn2, n2n2m2) και, για
να αποδείξουμε ότι r+ t = s, αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1n2m2+kn2, n2n2m2) ∼ (m1,m2) ή,
ισοδύναμα, n1n2m2m2 + kn2m2 = m1n2n2m2. Αυτό, όμως, είναι άμεση συνέπεια του n1m2 +
k = m1n2.
Το ότι ο t είναι μοναδικός είναι συνέπεια της πρότασης 13.29.
Γνωρίζουμε ότι από r + t = s συνεπάγεται s > r. Άρα, αν r ≥ s, τότε δεν υπάρχει κανένας
t ∈ Q+ ώστε r + t = s.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.11. Αν r, s ∈ Q+, r < s, τότε ο μοναδικός t ∈ Q+ που ικανοποιεί την r + t = s
ονομάζεται διαφορά των s, r και συμβολίζεται

s− r.

Η πράξη η οποία σε κάθε r, s ∈ Q+, r < s αντιστοιχίζει τον s− r ονομάζεται αφαίρεση στο Q+.

13.2.3 Πολλαπλασιασμός.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.12. Έστω (n1, n2), (m1,m2) ∈ N × N. Ορίζουμε ως γινόμενο των ζευγών αυτών
και το συμβολίζουμε (n1, n2) · (m1,m2) το ζεύγος (n1m1, n2m2).

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.32. Έστω (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2), (l1, l2) ∈ N × N. Αν (n1, n2) ∼ (k1, k2)
και (m1,m2) ∼ (l1, l2), τότε (n1, n2) · (m1,m2) ∼ (k1, k2) · (l1, l2).

Απόδειξη. Έστω (n1, n2) ∼ (k1, k2) και (m1,m2) ∼ (l1, l2). Τότε n1k2 = k1n2 και m1l2 =
l1m2. Συνεπάγεται n1k2m1l2 = k1n2l1m2 και, επομένως, (n1m1, n2m2) ∼ (k1l1, k2l2), δηλαδή
(n1, n2) · (m1,m2) ∼ (k1, k2) · (l1, l2).

Η πρόταση 13.32 λέει το εξής. Έστω ότι πολλαπλασιάζουμε έναν αντιπρόσωπο ενός θετικού
ρητού r και έναν αντιπρόσωπο ενός άλλου θετικού ρητού s και βρίσκουμε κάποιο γινόμενο. Το
γινόμενο αυτό είναι αντιπρόσωπος κάποιου τρίτου θετικού ρητού t. Αν πολλαπλασιάσουμε έναν
άλλο αντιπρόσωπο του r και έναν άλλο αντιπρόσωπο του s, τότε το νέο γινόμενο θα είναι αντι-
πρόσωπος του ίδιου t. Μπορούμε, επομένως, να διατυπώσουμε τον εξής ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.13. Έστω r, s ∈ Q+. Ορίζουμε ως γινόμενο των r, s και το συμβολίζουμε

r · s

τον θετικό ρητό ο οποίος έχει αντιπρόσωπο το γινόμενο (n1, n2) · (m1,m2) οποιουδήποτε (και,
επομένως, κάθε) αντιπρόσωπου (n1, n2) του r και οποιουδήποτε (και, επομένως, κάθε) αντιπρό-
σωπου (m1,m2) του s. Η πράξη η οποία σε κάθε r, s ∈ Q+ αντιστοιχίζει τον r · s ονομάζεται
πολλαπλασιασμός στο Q+.
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Στο εξής, θα γράφουμε rs αντί r · s.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.33. Για κάθε r, s ∈ Q+ ισχύει rs = sr.

Απόδειξη. Έστω (n1, n2), (m1,m2) αντιπρόσωποι των r, s, αντιστοίχως. Ο (n1, n2)(m1,m2) =
(n1m1, n2m2) είναι αντιπρόσωπος του rs και ο (m1,m2)(n1, n2) = (m1n1,m2n2) είναι αντι-
πρόσωπος του sr. Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1m1, n2m2) ∼ (m1n1,m2n2). Αυτό, όμως,
είναι προφανές, διότι τα δύο ζεύγη είναι ίδια.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.34. Για κάθε r, s, t ∈ Q+ ισχύει (rs)t = r(st).

Απόδειξη. Έστω αντιπρόσωποι (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2), αντιστοίχως, των r, s, t.
Ο ((n1, n2)(m1,m2))(k1, k2) = (n1m1, n2m2)(k1, k2) = (n1m1k1, n2m2k2) είναι αντιπρόσω-
πος του (rs)t και ο (n1, n2)((m1,m2)(k1, k2)) = (n1, n2)(m1k1,m2k2) = (n1m1k1, n2m2k2)
είναι αντιπρόσωπος του r(st). Αρκεί να αποδειχθεί ότι (n1m1k1, n2m2k2) ∼ (n1m1k1, n2m2k2).
Αυτό, όμως, είναι προφανές, διότι τα δύο ζεύγη είναι ίδια.

Η μεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα που εκφράζονται από τις προτάσεις 13.33 και
13.34, αντιστοίχως, επιτρέπουν να παραλείπουμε τις παρενθέσεις όταν εκτελούμε διαδοχικούς
πολλαπλασιασμούς καθώς και να αλλάζουμε κατά βούληση τη σειρά εκτέλεσης διαδοχικών πολ-
λαπλασιασμών.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.35. Για κάθε r, s, t ∈ Q+ ισχύει r(s+ t) = rs+ rt.

Απόδειξη. Έστω (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2) αντιπρόσωποι, αντιστοίχως, των r, s, t.
Ο (n1, n2)((m1,m2)+(k1, k2)) = (n1m1k2+n1k1m2, n2m2k2) είναι αντιπρόσωπος του r(s+t)
και ο (n1, n2)(m1,m2) + (n1, n2)(k1, k2) = (n1m1n2k2 + n1k1n2m2, n2m2n2k2) είναι αντι-
πρόσωπος του rs + rt. Άρα, για να αποδείξουμε ότι r(s + t) = rs + rt, αρκεί να αποδείξουμε
ότι (n1m1k2 + n1k1m2, n2m2k2) ∼ (n1m1n2k2 + n1k1n2m2, n2m2n2k2). Το τελευταίο είναι
ισοδύναμο με (n1m1k2 + n1k1m2)n2m2n2k2 = (n1m1n2k2 + n1k1n2m2)n2m2k2 , που είναι
προφανές.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.36. Έστω r, s, t ∈ Q+. Ισχύει r < s αν και μόνο αν rt < st. Επίσης, ισχύει r = s
αν και μόνο αν rt = st.

Απόδειξη. Έστω r < s και (n1, n2), (m1,m2), (k1, k2) αντιπρόσωποι των r, s, t, αντιστοί-
χως. Τότε ισχύει (n1, n2) ≺ (m1,m2) ή, ισοδύναμα, n1m2 < m1n2. Οι (n1, n2)(k1, k2) =
(n1k1, n2k2), (m1,m2)(k1, k2) = (m1k1,m2k2) είναι αντιπρόσωποι των rt, st, αντιστοίχως.
Άρα για να αποδείξουμε ότι rt < st αρκεί να αποδείξουμε ότι (n1k1, n2k2) ≺ (m1k1,m2k2) ή,
ισοδύναμα, ότι n1k1m2k2 < m1k1n2k2. Αυτό, όμως, είναι άμεση συνέπεια του n1m2 < m1n2.
Έστω rt < st. Αν r = s, τότε rt = st και, αν s < r, τότε st < rt. Και στις δύο περιπτώσεις
καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα r < s.
Προφανώς, αν r = s, τότε rt = st. Έστω rt = st. Αν r < s, τότε rt < st και, αν s < r, τότε
st < rt. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα r = s.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.37. Έστω r, s, t, u ∈ Q+.
[α] Αν r < s και t < u, τότε rt < su.
[β] Αν r ≤ s και t < u ή αν r < s και t ≤ u, τότε rt < su.
[γ] Αν r ≤ s και t ≤ u, τότε rt ≤ su.

Απόδειξη. [α] Έστω r < s και t < u. Τότε rt < st < su.
[β], [γ]. Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.38. Έστω r, s ∈ Q+. Tότε υπάρχει μοναδικός t ∈ Q+ ώστε rt = s.
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Απόδειξη. Έστω οι αντιπρόσωποι (n1, n2), (m1,m2), αντιστοίχως, των r, s. Θεωρούμε τον t ∈
Q+, ο οποίος έχει ως αντιπρόσωπο το ζεύγος (m1n2, n1m2). Τότε το (n1, n2)(m1n2, n1m2) =
(n1m1n2, n2n1m2) είναι αντιπρόσωπος του rt. Άρα, για να αποδείξουμε ότι rt = s, αρκεί να
αποδείξουμε ότι (n1m1n2, n2n1m2) ∼ (m1,m2) ή, ισοδύναμα, n1m1n2m2 = m1n2n1m2, το
οποίο είναι προφανές.
Το ότι ο t είναι μοναδικός είναι συνέπεια της πρότασης 13.36.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.14. Αν r, s ∈ Q+, τότε ο μοναδικός t ∈ Q+ που ικανοποιεί την rt = s ονομάζεται
λόγος των s, r και συμβολίζεται

s

r
.

Η πράξη η οποία σε κάθε r, s ∈ Q+ αντιστοιχίζει τον s
r ονομάζεται διαίρεση στο Q+.

13.2.4 Οι θετικοί ακέραιοι και οι φυσικοί.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.15. Για κάθε n ∈ N θεωρούμε τον θετικό ρητό με αντιπρόσωπο το ζεύγος (n, 1)
και τον συμβολίζουμε n. Κάθε r ∈ Q+, ο οποίος γράφεται r = n για κάποιον n ∈ N ονομάζεται
θετικός ακέραιος. Το σύνολο των θετικών ακεραίων συμβολίζεται Z+. Δηλαδή, Z+ = {n |n ∈ N}
και είναι Z+ ⊆ Q+.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.39. Έστω n,m ∈ N. Τότε ισχύει n < m αν και μόνο αν n < m. Επίσης, ισχύει
n = m αν και μόνο αν n = m.

Απόδειξη. Οι n καιm έχουν αντιπροσώπους τους (n, 1) και (m, 1), αντιστοίχως. Άρα το n < m
είναι ισοδύναμο με το (n, 1) ≺ (m, 1) κι αυτό είναι ισοδύναμο με το n1 < m1. Ομοίως, το n = m
είναι ισοδύναμο με το (n, 1) ∼ (m, 1) κι αυτό είναι ισοδύναμο με το n1 = m1.

Μια άμεση συνέπεια της πρότασης 13.39 είναι ότι για κάθε θετικό ακέραιο r ∈ Z+ υπάρχει
ακριβώς ένας n ∈ N ώστε r = n.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.40. Έστω r, s ∈ Q+. Τότε υπάρχει n ∈ N ώστε nr > s.

Απόδειξη. Θεωρούμε τον t = s
r ∈ Q+, για τον οποίο ισχύει tr = s. Έστω (n1, n2) οποιοσδήποτε

αντιπρόσωπος του t και έστω n = n1 + 1. Επειδή n2 ≥ 1, ισχύει nn2 ≥ n > n1 = n11, οπότε
(n, 1) ≻ (n1, n2). Άρα n > t και, επομένως, nr > tr = s.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.41. Έστω r ∈ Q+. Τότε υπάρχουν n1, n2 ∈ N ώστε r = n1
n2
. Ειδικώτερα, το ζεύγος

(n1, n2) είναι αντιπρόσωπος του r αν και μόνο αν r = n1
n2
.

Απόδειξη. Θεωρούμε οποιονδήποτε αντιπρόσωπο (n1, n2) του r ∈ Q+. Οι (n1, 1) και (n2, 1)
είναι αντιπρόσωποι των n1 και n2, αντιστοίχως. Άρα ο (n2, 1)(n1, n2) = (n2n1, n2) είναι αντι-
πρόσωπος του n2 r και, επειδή, (n2n1, n2) ∼ (n1, 1), συνεπάγεται ότι n2 r = n1. Άρα r = n1

n2
.

Αντιστρόφως, έστω n1, n2 ∈ N ώστε r = n1
n2

και, επομένως n2 r = n1. Αν (m1,m2) είναι
οποιοσδήποτε αντιπρόσωπος του r, τότε τo (n2, 1)(m1,m2) = (n2m1,m2) είναι αντιπρόσω-
πος του n2 r, οπότε ισχύει (n2m1,m2) ∼ (n1, 1) ή, ισοδύναμα, n2m1 = n1m2 ή, ισοδύναμα,
(n1, n2) ∼ (m1,m2). Άρα το (n1, n2) είναι αντιπρόσωπος του r.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.42. Έστω n,m, k ∈ N.
[α] Ισχύει n+m = k αν και μόνο αν n+m = k.
[β] Ισχύει nm = k αν και μόνο αν nm = k.

Απόδειξη. [α] Οι (n, 1), (m, 1), (k, 1) είναι αντιπρόσωποι των n,m, k. Άρα ο (n, 1) + (m, 1) =
(n1 +m1, 11) = (n+m, 1) είναι αντιπρόσωπος του n+m. Άρα ισχύει n+m = k αν και μόνο
αν (n+m, 1) ∼ (k, 1) αν και μόνο αν (n+m)1 = k1 αν και μόνο αν n+m = k.
[β] Ο (n, 1)(m, 1) = (nm, 11) = (nm, 1) είναι αντιπρόσωπος του nm. Άρα ισχύει nm = k αν
και μόνο αν (nm, 1) ∼ (k, 1) αν και μόνο αν nm1 = k1 αν και μόνο αν nm = k.
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Μια συνέπεια της πρότασης 13.42 είναι η εξής: το άθροισμα και το γινόμενο θετικών ακεραίων
είναι θετικοί ακέραιοι. Πράγματι, το άθροισμα n+m των θετικών ακεραίων n,m είναι ίσο με τον
θετικό ακέραιο k, όπου k = n+m. Με άλλα λόγια, ισχύει n+m = n+m. Ομοίως, το γινόμενο
nm των θετικών ακεραίων n,m είναι ίσο με τον θετικό ακέραιο k, όπου k = nm. Δηλαδή, ισχύει
nm = nm.

Μια πιο σημαντική συνέπεια των προτάσεων 13.39 και 13.42 είναι η εξής. Ας υποθέσουμε
ότι αντικαθιστούμε κάθε n ∈ N με τον αντίστοιχο n ∈ Z+ ή, αντιστρόφως, ότι αντικαθιστούμε
κάθε n ∈ Z+ με τον αντίστοιχο n ∈ N. Τότε οι σχέσεις διάταξης καθώς και οι αριθμητικές σχέσεις
ανάμεσα στα στοιχεία τουN μένουν αμετάβλητες ως σχέσεις διάταξης καθώς και αριθμητικές σχέσεις
ανάμεσα στα αντίστοιχα στοιχεία του Z+ και αντιστρόφως. Πιο συγκεκριμένα: (i) ισχύει n < m αν
και μόνο αν ισχύει n < m και ισχύει n = m αν και μόνο αν ισχύει n = m, (ii) ισχύει n+m = k
αν και μόνο αν ισχύει n+m = k και (iii) ισχύει nm = k αν και μόνο αν ισχύει nm = k. Αυτό
μας επιτρέπει να αντικαταστήσουμε το σύνολοN με το σύνολο Z+ ή, αντιστρόφως, το σύνολο Z+

με το σύνολο N χωρίς καμιά ουσιαστική αλλαγή στις βασικές δομές των δύο συνόλων, τη δομή
διάταξης και τις αλγεβρικές δομές. Μπορούμε να φανταστούμε ότι πρόκειται για το ίδιο βασικό
σύνολο του οποίου κάθε στοιχείο εμφανίζεται με δύο ονόματα: το όνομα n και το όνομα n.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.16. Στο εξής, θεωρούμε ότι κάθε φυσικός n έχει αντικατασταθεί από τον αντίστοιχο
θετικό ακέραιο n και, επομένως, ότι το σύνολο N έχει αντικατασταθεί από το σύνολο Z+. Αφού,
λοιπόν, “πετάξουμε” και “ξεχάσουμε” τους n και το σύνολό τους N, θα συμφωνήσουμε να χρη-
σιμοποιούμε το απλούστερο σύμβολο n στη θέση του αντίστοιχου στοιχείου n του Z+. Επίσης, θα
συμφωνήσουμε να χρησιμοποιούμε εναλλακτικά και τα δύο σύμβολα N, Z+ για το σύνολο Z+ και
να χρησιμοποιούμε και τις δύο ονομασίες “φυσικός” και “θετικός ακέραιος” για τα στοιχεία του
Z+. Ουσιαστικά, λοιπόν, ταυτίζουμε τα σύνολαN, Z+, έτσι ώστε κάθε φυσικός να θεωρείται θετικός
ρητός και το σύνολο N να θεωρείται υποσύνολο του συνόλου Q+.

Για παράδειγμα, στην πρόταση 13.40 θα αντικαταστήσουμε το σύμβολο n με το n και θα
πούμε: για κάθε δύο θετικούς ρητούς r, s υπάρχει θετικός ακέραιος n ώστε nr > s. Και, επειδή
τους θετικούς ακεραίους θα τούς λέμε και φυσικούς, θα πούμε:
Για κάθε δύο θετικούς ρητούς r, s υπάρχει φυσικός n ώστε nr > s.

Ένα ακόμη παράδειγμα. Η πρόταση 13.41 λέει: κάθε θετικός ρητός r είναι ίσος με τον λόγο n1
n2

δύο θετικών ακεραίων ή, ισοδύναμα,
Κάθε θετικός ρητός r είναι ίσος με τον λόγο n1

n2
δύο φυσικών.

Με άλλα λόγια, η πρόταση 13.41 διατυπώνει τη γνωστή μας σχέση ανάμεσα σε θετικούς ρητούς
και φυσικούς.

13.3 Οι θετικοί πραγματικοί.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.17. Ονομάζουμε θετικό πραγματικό κάθε υποσύνολο x του Q+, το οποίο έχει τις
εξής τρεις ιδιότητες: (i) το x δεν είναι κενό και δεν είναι ολόκληρο το Q+, (ii) κάθε στοιχείο του x
είναι μικρότερο από κάθε στοιχείο του Q+ το οποίο δεν ανήκει στο σύνολο x και (iii) το x δεν έχει
μέγιστο στοιχείο, δηλαδή για κάθε στοιχείο του x υπάρχει άλλο μεγαλύτερο στοιχείο του x.
Το σύνολο των θετικών πραγματικών συμβολίζεται R+ .

Τονίζουμε: κάθε θετικός πραγματικός είναι (σύμφωνα με τον ορισμό του) σύνολο θετικών ρητών.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.18. Τα σύνολα με τις ιδιότητες (i)− (iii), τα οποία ονομάσαμε θετικούς πραγματι-
κούς, ονομάζονται, επίσης, τομές ή και τομές Dedekind.

Η επόμενη πρόταση εκφράζει μερικές απλές ιδιότητες των θετικών πραγματικών.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.43. Έστω x ∈ R+.
[α] Για κάθε r, s ∈ Q+ : αν r /∈ x και s > r, τότε s /∈ x.
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[β] Για κάθε r, s ∈ Q+ : αν r ∈ x και s < r, τότε s ∈ x.
[γ] Για κάθε r ∈ x υπάρχει s ∈ x, s > r.

Απόδειξη. Καθένα από τα [α], β] είναι ισοδύναμο με την ιδιότητα (ii) του x. Το [γ] είναι ισοδύναμο
με την ιδιότητα (iii) του x.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.19. Έστω x ∈ R+. Λόγω της ιδιότητας (ii) του x, κάθε στοιχείο του x χαρακτηρί-
ζεται κατώτερος αριθμός του x και κάθε στοιχείο εκτός του x χαρακτηρίζεται ανώτερος αριθμός
του x.

Το να αποδείξουμε ότι κάποιο υποσύνολο του Q+ είναι θετικός πραγματικός, δηλαδή ότι έχει
τις ιδιότητες (i) − (iii), είναι ισοδύναμο με το να αποδείξουμε τα εξής: (i) το σύνολο περιέχει
τουλάχιστον έναν θετικό ρητό και δεν περιέχει τουλάχιστον έναν θετικό ρητό, (ii) για κάθε θετικό
ρητό που περιέχεται στο σύνολο, στο σύνολο περιέχεται και κάθε θετικός ρητός μικρότερός του
και (iii) για κάθε θετικό ρητό που περιέχεται στο σύνολο, στο σύνολο περιέχεται και κάποιος
θετικός ρητός μεγαλύτερός του.

13.3.1 Διάταξη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.20. Αν x, y ∈ R+, λέμε ότι ο y είναι μεγαλύτερος από τον x και γράφουμε y > x ή,
ισοδύναμα, ότι ο x είναι μικρότερος από τον y και γράφουμε x < y αν είναι y ⊃ x ή, ισοδύναμα,
x ⊂ y.

Θυμηθείτε: το σύμβολο⊃ σημαίνει γνήσιο υπερσύνολο και το ⊂ σημαίνει γνήσιο υποσύνολο
ενώ το ⊇ σημαίνει υπερσύνολο και το ⊆ σημαίνει υποσύνολο.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.44. Έστω x, y ∈ R+. Ισχύει x < y αν και μόνο αν υπάρχει r ∈ Q+ ώστε r ∈ y και
r /∈ x.

Απόδειξη. Έστω x < y, δηλαδή x ⊂ y. Τότε υπάρχει r ∈ Q+ ώστε r ∈ y και r /∈ x.
Έστω ότι υπάρχει r ∈ Q+ ώστε r ∈ y και r /∈ x. Έστω s ∈ x. Τότε s < r και, επομένως, s ∈ y.
Άρα x ⊆ y και, λόγω του r, ισχύει x ⊂ y.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.45. Για κάθε x, y ∈ R+ ακριβώς ένα από τα παρακάτω είναι σωστό: x = y, x > y,
x < y.

Απόδειξη. Επειδή τα x = y, x > y, x < y είναι ισοδύναμα, αντιστοίχως, με τα x = y, x ⊃ y,
x ⊂ y, είναι σαφές ότι τα τρία αυτά ενδεχόμενα αλληλοαποκλείονται.
Έστω x ̸= y. Τότε είτε (i) υπάρχει r ∈ Q+ ώστε r ∈ y και r /∈ x είτε (ii) υπάρχει r ∈ Q+ ώστε
r ∈ x και r /∈ y. Στην περίπτωση (i) ισχύει, σύμφωνα με την πρόταση 13.44, x < y και στην
περίπτωση (ii) ισχύει, για τον ίδιο λόγο, x > y.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.21. Αν x, y ∈ R+, λέμε ότι ο y είναι μεγαλύτερος από ή ίσος με τον x και γράφουμε
y ≥ x ή, ισοδύναμα, ότι ο x είναι μικρότερος από ή ίσος με τον y και γράφουμε x ≤ y αν είναι
y > x ή y = x ή, ισοδύναμα, x < y ή x = y. Με άλλα λόγια, είναι y ≥ x ή, ισοδύναμα, x ≤ y αν
και μόνο αν y ⊇ x ή, ισοδύναμα, x ⊆ y.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.46. Έστω x, y, z ∈ R+.
[α] Αν x < y και y < z, τότε x < z.
[β] Αν x ≤ y και y < z ή αν x < y και y ≤ z, τότε x < z.
[γ] Αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z.

Απόδειξη. [α] Έστω x < y και y < z. Τότε x ⊂ y και y ⊂ z και, επομένως, x ⊂ z. Άρα x < z.
[β], [γ]. Ομοίως.
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13.3.2 Πρόσθεση.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.3. Έστω x, y ∈ R+. Τότε το σύνολο z = {r + s | r ∈ x, s ∈ y} είναι θετικός
πραγματικός, δηλαδή στοιχείο του R+. Επίσης, για κάθε t, u ∈ Q+, t /∈ x, u /∈ y ισχύει t+ u /∈ z.

Απόδειξη. Υπάρχουν r ∈ x, s ∈ y και, τότε, r + s ∈ z. Άρα το σύνολο z δεν είναι κενό. Επίσης,
υπάρχουν t, u ∈ Q+, t /∈ x, u /∈ y. Τότε, για κάθε r ∈ x, s ∈ y ισχύει r < t, s < u, οπότε
r + s < t+ u. Άρα κάθε στοιχείο του z είναι ̸= t+ u, οπότε t+ u /∈ z. Συμπεραίνουμε ότι το z
έχει την ιδιότητα (i) των θετικών πραγματικών.
Αποδείξαμε, επίσης, ότι για κάθε t, u ∈ Q+, t /∈ x, u /∈ y ισχύει t+ u /∈ z.
Έστω οποιοδήποτε στοιχείο του z. Δηλαδή έστω το r+s, όπου r ∈ x, s ∈ y. Έστω οποιοσδήποτε
t ∈ Q+, t < r + s. Επειδή t

r+s(r + s) = t < r + s = 1(r + s), συνεπάγεται t
r+s < 1. Άρα

r t
r+s < r1 = r και s t

r+s < s1 = s. Συνεπάγεται r t
r+s ∈ x και s t

r+s ∈ y και, επομένως,
r t
r+s + s t

r+s ∈ z. Όμως, r t
r+s + s t

r+s = (r + s) t
r+s = t, οπότε t ∈ z. Άρα το z έχει και την

ιδιότητα (ii) των θετικών πραγματικών.
Πάλι, έστω οποιοδήποτε στοιχείο του z. Δηλαδή έστω το r + s, όπου r ∈ x, s ∈ y. Υπάρχουν
t ∈ x, u ∈ y ώστε r < t, s < u. Συνεπάγεται r+ s < t+ u και το t+ u είναι στοιχείο του z. Άρα
το z έχει και την ιδιότητα (iii) των θετικών πραγματικών.
Άρα z ∈ R+.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.22. Έστω x, y ∈ R+. Τότε το στοιχείο z ∈ R+ στο θεώρημα 13.3 ονομάζεται
άθροισμα των x, y και συμβολίζεται

x+ y.

Δηλαδή, x + y = {r + s | r ∈ x, s ∈ y}. Η πράξη η οποία σε κάθε x, y ∈ R+ αντιστοιχίζει το
άθροισμα x+ y ονομάζεται πρόσθεση στο R+.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.47. Για κάθε x, y ∈ R+ ισχύει x+ y = y + x.

Απόδειξη. x+ y = {r + s | r ∈ x, s ∈ y} = {s+ r | s ∈ y, r ∈ x} = y + x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.48. Για κάθε x, y, z ∈ R+ ισχύει (x+ y) + z = x+ (y + z).

Απόδειξη. Ισχύει x + y = {r + s | r ∈ x, s ∈ y} και y + z = {s + t | s ∈ y, t ∈ z}. Άρα
(x + y) + z = {(r + s) + t | r ∈ x, s ∈ y, t ∈ z} = {r + (s + t) | r ∈ x, s ∈ y, t ∈ z} =
x+ (y + z).

Η μεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα επιτρέπουν να παραλείπουμε τις παρενθέσεις
όταν εκτελούμε διαδοχικές προσθέσεις καθώς και να αλλάζουμε κατά βούληση τη σειρά εκτέλεσης
διαδοχικών προσθέσεων.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.49. Έστω t ∈ Q+ και x ∈ R+. Υπάρχουν r ∈ x, s ∈ Q+, s /∈ x ώστε s− r = t.

Απόδειξη. Υπάρχει r1 ∈ x και s1 ∈ Q+, s1 /∈ x. Τότε ισχύει s1 > r1, οπότε s1 − r1 ∈ Q+.
Σύμφωνα με την πρόταση 13.40, υπάρχει n ∈ N ώστε nt > s1 − r1, οπότε r1 + nt > s1. Άρα το
{n ∈ N | r1 + nt /∈ x} δεν είναι κενό, οπότε έχει ελάχιστο στοιχείο n0.
Αν n0 = 1, τότε ορίζουμε r = r1, s = r1 + n0t = r1 + t, οπότε ισχύει r ∈ x, s ∈ Q+, s /∈ x και
s − r = t. Αν n0 > 1, τότε ορίζουμε r = r1 + (n0 − 1)t ∈ x, s = r1 + n0t /∈ x, οπότε ισχύει
r ∈ x, s ∈ Q+, s /∈ x και s− r = t.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.50. Για κάθε x, y ∈ R+ ισχύει x+ y > x.

Απόδειξη. Υπάρχει t ∈ y. Βάσει της πρότασης 13.49, υπάρχουν r ∈ x, s ∈ Q+, s /∈ x ώστε
s − r = t. Τότε, ισχύει r + t = s /∈ x και r + t ∈ x + y. Άρα, από την πρόταση 13.44, ισχύει
x < x+ y.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 13.51. Έστω x, y, z ∈ R+. Ισχύει x < y αν και μόνο αν x+ z < y+ z. Επίσης, ισχύει
x = y αν και μόνο αν x+ z = y + z.

Απόδειξη. Έστω x < y. Υπάρχει t1 /∈ x, t1 ∈ y. Κατόπιν, υπάρχει t2 ∈ y, t2 > t1, οπότε
t2 − t1 ∈ Q+. Βάσει της πρότασης 13.49, υπάρχουν r ∈ z, s ∈ Q+, s /∈ z ώστε s− r = t2 − t1.
Ορίζουμε t = t1+ s = t2+ r. Επειδή t2 ∈ y, r ∈ z, ισχύει t ∈ y+ z. Επειδή t1 /∈ x, s /∈ z, ισχύει
t /∈ x+ z. Άρα x+ z < y + z.
Έστω x+ z < y + z. Αν x = y, τότε x+ z = y + z και, αν y < x, τότε y + z < x+ z. Και στις
δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα x < y.
Προφανώς, αν x = y, τότε x+ z = y+ z. Έστω x+ z = y+ z. Αν x < y, τότε x+ z < y+ z και,
αν y < x, τότε y + z < x+ z. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα x = y.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.52. Έστω x, y, z, w ∈ R+.
[α] Αν x < y και z < w, τότε x+ z < y + w.
[β] Αν x ≤ y και z < w ή αν x < y και z ≤ w, τότε x+ z < y + w.
[γ] Αν x ≤ y και z ≤ w, τότε x+ z ≤ y + w.

Απόδειξη. [α] Έστω x < y και z < w. Τότε x+ z < y + z < y + w.
[β], [γ]. Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.53. Έστω x, y ∈ R+. Αν x < y, υπάρχει μοναδικός z ∈ R+ ώστε x + z = y.
Αντιθέτως, αν x ≥ y, δεν υπάρχει κανένας z ∈ R+ ώστε x+ z = y.

Απόδειξη. Το τελευταίο μέρος είναι σαφές, διότι x+ z > x. Επίσης, η μοναδικότητα του z είναι
συνέπεια της πρότασης 13.51.
Έστω x < y. Ορίζουμε το σύνολο z = {s − r | s ∈ y, r /∈ x, s > r} και θα αποδείξουμε ότι
z ∈ R+ και x+ z = y.
Υπάρχει t1 /∈ x, t1 ∈ y. Τώρα, υπάρχει t2 ∈ y, t2 > t1. Τότε t2 − t1 ∈ z. Κατόπιν, υπάρχει
t ∈ Q+, t /∈ y. Για κάθε s ∈ y, r /∈ x, s > r, ισχύει s− r < (s− r) + r = s < t. Άρα t /∈ z. Άρα
το z έχει την ιδιότητα (i) των θετικών πραγματικών.
Έστω s − r ∈ z, δηλαδή ώστε s ∈ y, r /∈ x, s > r. Έστω t ∈ Q+, t < s − r. Τότε t + r <
(s− r) + r = s, οπότε t+ r ∈ y. Επίσης, t+ r > r. Άρα t = (t+ r)− r ∈ z. Άρα το z έχει την
ιδιότητα (ii) των θετικών πραγματικών.
Πάλι, έστω s − r ∈ z, δηλαδή ώστε s ∈ y, r /∈ x, s > r. Υπάρχει t ∈ y, t > s, οπότε και t > r.
Τότε t− r = (t− s) + (s− r) > s− r και ο t− r ∈ z. Άρα το z έχει και την ιδιότητα (iii) των
θετικών πραγματικών.
Άρα z ∈ R+.
Κατόπιν, θα αποδείξουμε ότι x + z ⊆ y. Έστω οποιοδήποτε στοιχείο r1 + (s − r) του x + z,
δηλαδή ώστε r1 ∈ x, s ∈ y, r /∈ x, s > r. Τότε (r1 + (s− r)) + (r − r1) = s και r > r1, οπότε
r1 + (s− r) < s. Άρα r1 + (s− r) ∈ y.
Τέλος, θα αποδείξουμε ότι y ⊆ x + z. (i) Έστω s ∈ y, s /∈ x. Υπάρχει s1 ∈ y, s1 > s. Επίσης,
υπάρχουν r ∈ x, s2 ∈ Q+, s2 /∈ x ώστε s2 − r = s1 − s. Τότε ισχύει s = r + (s1 − s2), όπου
r ∈ x, s1 ∈ y, s2 /∈ x και s1 > s2 (διότι s1 = s2 + (s− r) και s > r). Άρα s ∈ x+ z. (ii) Έστω
s ∈ y, s ∈ x. Υπάρχει s1 ∈ y, s1 /∈ x και ισχύει s < s1. Στο (i) είδαμε ότι s1 ∈ x + z. Άρα
s ∈ x+ z.
Από x+ z ⊆ y και y ⊆ x+ z συνεπάγεται x+ z = y.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.23. Αν x, y ∈ R+, x < y, τότε ο μοναδικός z ∈ R+ που ικανοποιεί την x+ z = y
ονομάζεται διαφορά των y, x και συμβολίζεται

y − x.

Η πράξη η οποία σε κάθε x, y ∈ R+, x < y αντιστοιχίζει τον y − x ονομάζεται αφαίρεση στο R+.
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13.3.3 Πολλαπλασιασμός.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.4. Έστω x, y ∈ R+. Τότε το σύνολο z = {rs | r ∈ x, s ∈ y} είναι θετικός πραγ-
ματικός, δηλαδή στοιχείο του R+. Επίσης, για κάθε t, u ∈ Q+, t /∈ x, u /∈ y είναι tu /∈ z.

Απόδειξη. Υπάρχουν r ∈ x, s ∈ y και, τότε, rs ∈ z. Άρα το σύνολο z δεν είναι κενό. Επίσης,
υπάρχουν t, u ∈ Q+, t /∈ x, u /∈ y. Τότε, για κάθε r ∈ x, s ∈ y ισχύει r < t, s < u, οπότε
rs < tu. Άρα κάθε στοιχείο του z είναι ̸= tu, οπότε tu /∈ z. Συμπεραίνουμε ότι το z έχει την
ιδιότητα (i) των θετικών πραγματικών.
Αποδείξαμε, επίσης, ότι για κάθε t, u ∈ Q+, t /∈ x, u /∈ y ισχύει tu /∈ z.
Έστω οποιοδήποτε στοιχείο του z. Δηλαδή έστω το rs, όπου r ∈ x, s ∈ y. Έστω οποιοσδήποτε
t ∈ Q+, t < rs. Επειδή r t

r = t < rs, συνεπάγεται t
r < s. Άρα t

r ∈ y και, επομένως, t = r t
r ∈ z.

Άρα το z έχει και την ιδιότητα (ii) των θετικών πραγματικών.
Πάλι, έστω οποιοδήποτε στοιχείο του z. Δηλαδή έστω το rs, όπου r ∈ x, s ∈ y. Υπάρχουν t ∈ x,
u ∈ y ώστε r < t, s < u. Συνεπάγεται rs < tu και το tu είναι στοιχείο του z. Άρα το z έχει και
την ιδιότητα (iii) των θετικών πραγματικών.
Άρα z ∈ R+.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.24. Έστω x, y ∈ R+. Τότε το στοιχείο z ∈ R+ στο θεώρημα 13.4 ονομάζεται
γινόμενο των x, y και συμβολίζεται

x · y.
Δηλαδή, x · y = {rs | r ∈ x, s ∈ y}. Η πράξη η οποία σε κάθε x, y ∈ R+ αντιστοιχίζει το γινόμενο
x · y ονομάζεται πολλαπλασιασμός στο R+.

Το x · y, στο εξής, θα το γράφουμε xy.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.54. Για κάθε x, y ∈ R+ ισχύει xy = yx.

Απόδειξη. xy = {rs | r ∈ x, s ∈ y} = {sr | s ∈ y, r ∈ x} = yx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.55. Για κάθε x, y, z ∈ R+ ισχύει (xy)z = x(yz).

Απόδειξη. Ισχύει xy = {rs | r ∈ x, s ∈ y} και yz = {st | s ∈ y, t ∈ z}. Άρα (xy)z = {(rs)t | r ∈
x, s ∈ y, t ∈ z} = {r(st) | r ∈ x, s ∈ y, t ∈ z} = x(yz).

Η μεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα επιτρέπουν να παραλείπουμε τις παρενθέσεις
όταν εκτελούμε διαδοχικούς πολλαπλασιασμούς καθώς και να αλλάζουμε κατά βούληση τη σειρά
εκτέλεσης διαδοχικών πολλαπλασιασμών.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.56. Για κάθε x, y, z ∈ R+ ισχύει x(y + z) = xy + xz.

Απόδειξη. Ένα οποιοδήποτε στοιχείο του x(y + z) γράφεται r(s + t), όπου r ∈ x, s ∈ y, t ∈ z.
Όμως, τότε r(s+ t) = rs+ rt ∈ xy + xz. Άρα x(y + z) ⊆ xy + xz.
Ένα οποιοδήποτε στοιχείο του xy + xz γράφεται r1s + r2t, όπου r1, r2 ∈ x, s ∈ y, t ∈ z.
Ορίζουμε r να είναι ο μεγαλύτερος από τους r1, r2. Τότε r ∈ x και rs ≥ r1s, rt ≥ r2t, οπότε
r(s + t) ≥ r1s + r2t. Επειδή r(s + t) ∈ x(y + z), συνεπάγεται r1s + r2t ∈ x(y + z). Άρα
xy + xz ⊆ x(y + z).
Άρα x(y + z) = xy + xz.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.57. Έστω x, y, z ∈ R+. Ισχύει x < y αν και μόνο αν xz < yz. Επίσης, ισχύει
x = y αν και μόνο αν xz = yz.

Απόδειξη. Έστω x < y. Βάσει της πρότασης 13.53, υπάρχειw ∈ R+ ώστε x+w = y. Τότε ισχύει
yz = (x+ w)z = xz + wz > xz.
Έστω xz < yz. Αν x = y, τότε xz = yz και, αν y < x, τότε yz < xz. Και στις δύο περιπτώσεις
καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα x < y.
Προφανώς, αν x = y, τότε xz = yz. Έστω xz = yz. Αν x < y, τότε xz < yz και, αν y < x, τότε
yz < xz. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα x = y.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 13.58. Έστω x, y, z, w ∈ R+.
[α] Αν x < y και z < w, τότε xz < yw.
[β] Αν x ≤ y και z < w ή αν x < y και z ≤ w, τότε xz < yw.
[γ] Αν x ≤ y και z ≤ w, τότε xz ≤ yw.

Απόδειξη. [α] Έστω x < y και z < w. Τότε xz < yz < yw.
[β], [γ]. Προφανή, λόγω του [α].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.59. Έστω r ∈ Q+. Τότε το σύνολο r∗ = {s ∈ Q+ | s < r} είναι θετικός πραγματι-
κός, δηλαδή στοιχείο του R+.

Απόδειξη. Υπάρχει s ∈ Q+, s < r και, προφανώς, ο r δεν ανήκει στο r∗. Άρα το r∗ έχει την
ιδιότητα (i) των θετικών πραγματικών.
Έστω s ∈ r∗ και t ∈ Q+, t < s. Τότε s < r, οπότε t < r και, επομένως, t ∈ r∗. Άρα το r∗ έχει
την ιδιότητα (ii) των θετικών πραγματικών.
Έστω s ∈ r∗. Δηλαδή s ∈ Q+, s < r. Τότε υπάρχει s1 ∈ Q+ ώστε s < s1 < r. Άρα s1 ∈ r∗ και
s1 > s. Άρα το r∗ έχει και την ιδιότητα (iii) των θετικών πραγματικών.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.60. Για κάθε x ∈ R+ ισχύει x1∗ = x.

Απόδειξη. Έστω οποιοδήποτε στοιχείο του x1∗. Δηλαδή έστω το rs, όπου r ∈ x, s ∈ Q+, s < 1.
Τότε ισχύει rs ∈ Q+ και rs < r1 = r, οπότε rs ∈ x. Άρα x1∗ ⊆ x.
Έστω r ∈ x. Υπάρχει r1 ∈ x, r1 > r. Τότε r

r1
r1 = r < r1 = 1r1, οπότε r

r1
< 1 και, επομένως,

r
r1

∈ 1∗. Άρα r = r1
r
r1

∈ x1∗. Άρα x ⊆ x1∗.
Άρα x1∗ = x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.61. Για κάθε x ∈ R+ υπάρχει μοναδικός y ∈ R+ ώστε xy = 1∗.

Απόδειξη. Η μοναδικότητα του y είναι συνέπεια της πρότασης 13.57.
Αν δεν υπάρχει ελάχιστος s ∈ Q+, s /∈ x, ορίζουμε y = {1

s | s ∈ Q+, s /∈ x}. Αν υπάρχει
ελάχιστος s ∈ Q+, s /∈ x και αυτός είναι ο s0, ορίζουμε y = {1

s | s ∈ Q+, s /∈ x, s ̸= s0}.
Υπάρχει s ∈ Q+, s /∈ x. Τότε s + s ∈ Q+, s + s > s, οπότε s + s /∈ x και ο s + s δεν είναι
ο ελάχιστος s0 (αν αυτός υπάρχει). Άρα ο 1

s+s είναι στοιχείο του y. Κατόπιν, υπάρχει r ∈ x. Για
κάθε s ∈ Q+, s /∈ x ισχύει s ̸= r και, επειδή s1s = 1 = r 1r , συνεπάγεται

1
r ̸= 1

s . Άρα ο 1
r δεν

είναι ίσος με κανένα στοιχείο του y. Άρα το y έχει την ιδιότητα (i) των θετικών πραγματικών.
Έστω οποιοδήποτε στοιχείο 1

s του y, δηλαδή έστω s ∈ Q+, s /∈ x. Έστω r < 1
s . Τότε r

1
r = 1 =

1
ss, οπότε s <

1
r . Άρα

1
r ∈ Q+, 1

r /∈ x και ο 1
r δεν είναι ο ελάχιστος s0 (αν αυτός υπάρχει). Άρα

r = 1
1/r ∈ y. Άρα το y έχει την ιδιότητα (ii) των θετικών πραγματικών.

Έστω οποιοδήποτε στοιχείο 1
s του y, δηλαδή έστω s ∈ Q+, s /∈ x και ο s δεν είναι ο ελάχιστος

s0 (αν αυτός υπάρχει). Άρα υπάρχει s1 ∈ Q+, s1 /∈ x, s1 < s και, επομένως, υπάρχει s2 ∈ Q+,
s1 < s2 < s. Τότε, φυσικά, s2 /∈ x και ο s2 δεν είναι ο ελάχιστος s0 (αν αυτός υπάρχει). Άρα
1
s2

∈ y και 1
s <

1
s2
. Άρα το y έχει και την ιδιότητα (iii) των θετικών πραγματικών.

Άρα y ∈ R+.
Τώρα, θα αποδείξουμε ότι xy ⊆ 1∗. Έστω οποιοδήποτε στοιχείο r 1s του xy, δηλαδή έστω r ∈ x,
s ∈ Q+, s /∈ x. Τότε s > r, οπότε r 1s < s1s = 1 και r 1s ∈ Q+. Άρα r 1s ∈ 1∗.
Τέλος, θα αποδείξουμε ότι 1∗ ⊆ xy. Έστω t ∈ Q+, t < 1. Υπάρχει r ∈ x και, κατόπιν, υπάρχουν
r1 ∈ x, s1 ∈ Q+, s1 /∈ x ώστε s1 − r1 = (1− t)r. Τότε r1

t ∈ Q+ και r1
t > s1 (διότι (1− t)s1 >

(1 − t)r, οπότε r1 = s1 − (1 − t)r > ts1). Άρα r1
t /∈ x και δεν είναι ο ελάχιστος s0 (αν αυτός

υπάρχει). Άρα 1
r1/t

∈ y. Τέλος, ισχύει t = r1
1

r1/t
∈ xy.

Από xy ⊆ 1∗ και 1∗ ⊆ xy συνεπάγεται xy = 1∗.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.25. Ο y της πρότασης 13.61 ονομάζεται αντίστροφος του x και συμβολίζεται

x−1.
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ΠΡΟΤΑΣΗ 13.62. Έστω x, y ∈ R+. Τότε υπάρχει μοναδικός z ∈ R+ ώστε xz = y.

Απόδειξη. Η μοναδικότητα του z είναι συνέπεια της πρότασης 13.57.
Έστω x, y ∈ R+. Αν z = x−1y ∈ R+, τότε xz = xx−1y = 1∗y = y.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.26. Αν x, y ∈ R+, τότε ο μοναδικός z ∈ R+ που ικανοποιεί την xz = y, δηλαδή ο
x−1y, ονομάζεται λόγος των y, x και συμβολίζεται

y

x
.

Η πράξη η οποία σε κάθε x, y ∈ R+ αντιστοιχίζει τον y
x ονομάζεται διαίρεση στο R+.

13.3.4 Η ιδιότητα supremum του R+.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.27. Ένα μη-κενό A ⊆ R+ χαρακτηρίζεται άνω φραγμένο αν υπάρχει u ∈ R+ με
την ιδιότητα: a ≤ u για κάθε a ∈ A. Κάθε u με αυτήν την ιδιότητα χαρακτηρίζεται άνω φράγμα
του A.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.5. Έστω μη-κενό και άνω φραγμένο A ⊆ R+. Το A έχει μοναδικό ελάχιστο άνω
φράγμα.

Απόδειξη. Ορίζουμε u0 =
∪
{a | a ∈ A} = {r ∈ Q+ | r ∈ a για κάποιο a ∈ A}. Δηλαδή, το u0

είναι η ένωση όλων των συνόλων a (a ∈ A).
Υπάρχει κάποιο a0 ∈ A και υπάρχει κάποιος r0 ∈ Q+, r0 ∈ a0. Άρα r0 ∈ u0. Κατόπιν, υπάρχει
κάποιο άνω φράγμα u του A και υπάρχει κάποιος s ∈ Q+, s /∈ u. Έστω r ∈ u0. Τότε υπάρχει
a ∈ A ώστε r ∈ a. Επειδή a ≤ u (δηλαδή a ⊆ u), ισχύει r ∈ u, οπότε r ̸= s. Συμπεραίνουμε ότι
r ̸= s για κάθε r ∈ u0, οπότε s /∈ u0. Άρα το u0 έχει την ιδιότητα (i) των θετικών πραγματικών.
Έστω r ∈ u0 και r1 ∈ Q+, r1 < r. Τότε υπάρχει a ∈ A ώστε r ∈ a, οπότε r1 ∈ a. Άρα r1 ∈ u0.
Άρα το u0 έχει την ιδιότητα (ii) των θετικών πραγματικών.
Έστω r ∈ u0. Τότε υπάρχει a ∈ A ώστε r ∈ a. Επομένως, υπάρχει r1 ∈ a, r1 > r. Άρα υπάρχει
r1 ∈ u0, r1 > r. Άρα το u0 έχει και την ιδιότητα (iii) των θετικών πραγματικών.
Άρα u0 ∈ R+.
Από τον ορισμό του το u0 έχει την ιδιότητα: a ⊆ u0 για κάθε a ∈ A. Επομένως, a ≤ u0 για κάθε
a ∈ A, οπότε το u0 είναι άνω φράγμα του A. Κατόπιν, έστω u άνω φράγμα του A. Επειδή a ≤ u
για κάθε a ∈ A, ισχύει a ⊆ u για κάθε a ∈ A και, επομένως, u0 ⊆ u. Άρα ισχύει u0 ≤ u για κάθε
άνω φράγμα u του A. Άρα το u0 είναι ελάχιστο άνω φράγμα του A.
Έστω, επίσης, u0′ ελάχιστο άνω φράγμα του A. Επειδή το u0 είναι ελάχιστο άνω φράγμα του A
και το u0′ είναι άνω φράγμα του A, ισχύει u0 ≤ u0

′. Ομοίως, επειδή το u0′ είναι ελάχιστο άνω
φράγμα του A και το u0 είναι άνω φράγμα του A, ισχύει u0′ ≤ u0. Άρα u0 = u0

′.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.28. Έστω μη-κενό, άνω φραγμένο A ⊆ R+. Το ελάχιστο άνω φράγμα του A, η
ύπαρξη και μοναδικότητα του οποίου εξασφαλίζεται από το θεώρημα 13.5, ονομάζεται supremum
του A και συμβολίζεται

supA.

13.3.5 Οι ρητοί θετικοί πραγματικοί.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.29. Για κάθε r ∈ Q+, ο θετικός πραγματικός r∗ ∈ R+ ονομάζεται ρητός θετικός
πραγματικός και για κάθε n ∈ Z+(= N), ο θετικός πραγματικός n∗ ∈ R+ ονομάζεται ακέραιος
θετικός πραγματικός. Θα συμβολίσουμε (προσωρινά) Q+

∗ το υποσύνολο του R+ με στοιχεία τους
ρητούς θετικούς πραγματικούς r∗ (r ∈ Q+) και θα συμβολίσουμε (προσωρινά) Z+

∗ το υποσύνολο
του R+ με στοιχεία τους ακέραιους θετικούς πραγματικούς n∗ (n ∈ Z+(= N)). Δηλαδή, Q+

∗ =
{r∗ | r ∈ Q+} και Z+

∗ = {r∗ | r ∈ Z+(= N)}.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.63. Έστω r, s ∈ Q+. Τότε ισχύει r < s αν και μόνο αν r∗ < s∗. Επίσης, ισχύει
r = s αν και μόνο αν r∗ = s∗.
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Απόδειξη. Έστω r < s. Τότε r ∈ s∗ και r /∈ r∗. Άρα r∗ < s∗.
Έστω r∗ < s∗. Αν r = s, τότε r∗ = s∗ και, αν s < r, τότε s∗ < r∗. Και στις δύο περιπτώσεις
καταλήγουμε σε άτοπο, οπότε r < s.
Αν r = s, τότε, προφανώς, r∗ = s∗. Έστω r∗ = s∗. Αν r < s, τότε r∗ < s∗ και, αν s < r, τότε
s∗ < r∗. Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο, οπότε r = s.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.64. Έστω r, s, t ∈ Q+.
[α] Ισχύει r + s = t αν και μόνο αν r∗ + s∗ = t∗.
[β] Ισχύει r − s = t αν και μόνο αν r∗ − s∗ = t∗.
[γ] Ισχύει rs = t αν και μόνο αν r∗s∗ = t∗.
[δ] Ισχύει r

s = t αν και μόνο αν r∗

s∗ = t∗.

Απόδειξη. [α] Έστω r + s = t. Έστω οποιοδήποτε στοιχείο r1 + s1 του r∗ + s∗, δηλαδή έστω
r1, s1 ∈ Q+, r1 < r, s1 < s. Τότε r1 + s1 ∈ Q+ και r1 + s1 < r + s = t, οπότε r1 + s1 ∈ t∗.
Άρα r∗ + s∗ ⊆ t∗.
Αντιστρόφως έστω t1 ∈ t∗, δηλαδή t1 ∈ Q+, t1 < t = r+s. Τότε είναι t1

r+s < 1, οπότε t1
r+sr < r

και t1
r+ss < s και, επομένως, t1

r+sr ∈ r∗ και t1
r+ss ∈ s∗. Άρα t1 = t1

r+sr +
t1
r+ss ∈ r∗ + s∗. Άρα

t∗ ⊆ r∗ + s∗.
Άρα r∗ + s∗ = t∗.
Αντιστρόφως, έστω r∗ + s∗ = t∗ και r + s = u. Τότε ισχύει u∗ = r∗ + s∗ = t∗ και, επομένως,
u = t.
[β] Συνέπεια του [α].
[γ] Έστω rs = t. Έστω οποιοδήποτε στοιχείο r1s1 του r∗s∗, δηλαδή έστω r1, s1 ∈ Q+, r1 < r,
s1 < s. Τότε r1s1 ∈ Q+ και r1s1 < rs = t, οπότε r1s1 ∈ t∗. Άρα r∗s∗ ⊆ t∗.
Αντιστρόφως έστω t1 ∈ t∗, δηλαδή t1 ∈ Q+, t1 < t = rs. Υπάρχει t2 ∈ Q+ ώστε t1 < t2 < rs.
Τότε ισχύει t2

s < r και t1
t2
s < s και, επομένως, t2s ∈ r∗ και t1

t2
s ∈ s∗. Άρα t1 = t2

s
t1
t2
s ∈ r∗s∗. Άρα

t∗ ⊆ r∗s∗.
Άρα r∗s∗ = t∗.
Αντιστρόφως, έστω r∗s∗ = t∗ και rs = u. Τότε ισχύει u∗ = r∗s∗ = t∗ και, επομένως, u = t.
[δ] Συνέπεια του [γ].

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.65. Έστω x ∈ R+. Τότε x ∈ Q+
∗ αν και μόνο αν υπάρχει ελάχιστος s ∈ Q+ ώστε

s /∈ x. Στην περίπτωση αυτή, αν ο r είναι ο ελάχιστος s ∈ Q+ ώστε s /∈ x, τότε x = r∗.

Απόδειξη. Έστω x ∈ Q+
∗. Συγκεκριμένα, έστω x = r∗, όπου r ∈ Q+. Τότε, x = {t ∈ Q+ | t <

r}, οπότε είναι φανερό ότι ο r είναι ο ελάχιστος s ∈ Q+ ώστε s /∈ x. Αντιστρόφως, έστω ότι
υπάρχει ελάχιστος s ∈ Q+ ώστε s /∈ x και ότι αυτός ο ελάχιστος s είναι ο r. Τότε για κάθε t ∈ x
συνεπάγεται t < r (διότι r /∈ x) και, αντιστρόφως, αν t ∈ Q+, t < r, συνεπάγεται t ∈ x. Άρα
x = {t ∈ Q+ | t < r} = r∗.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.66. Έστω x ∈ R+, r ∈ Q+. Τότε (i) ισχύει r ∈ x αν και μόνο αν r∗ < x και (ii)
ισχύει r /∈ x αν και μόνο αν r∗ ≥ x.

Απόδειξη. (i) Έστω r ∈ x. Επειδή r /∈ r∗, συνεπάγεται r∗ < x. Αντιστρόφως, έστω r∗ < x. Τότε
υπάρχει r1 ∈ x, r1 /∈ r∗. Άρα r1 ∈ x και r1 ≥ r, οπότε r ∈ x.
Το (ii) είναι ισοδύναμο με το (i).

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.67. Έστω x, y ∈ R+, x < y. Τότε υπάρχει r ∈ Q+ ώστε x < r∗ < y.

Απόδειξη. Έστω x < y. Τότε υπάρχει s ∈ y, s /∈ x. Επίσης, υπάρχει r ∈ y, r > s. Τότε ισχύει
r ∈ y και r /∈ r∗, οπότε r∗ < y. Επίσης, ισχύει s ∈ r∗ και s /∈ x, οπότε x < r∗.

506



Μια συνέπεια των προτάσεων 13.63 και 13.64 είναι η εξής. Ας υποθέσουμε ότι αντικαθιστούμε
κάθε r ∈ Q+ με τον αντίστοιχο r∗ ∈ Q+

∗. Τότε οι σχέσεις διάταξης καθώς και οι αριθμητικές σχέ-
σεις ανάμεσα στα στοιχεία r τουQ+ μένουν αμετάβλητες ως σχέσεις διάταξης καθώς και αριθμητικές
σχέσεις ανάμεσα στα αντίστοιχα στοιχεία r∗ του Q+

∗. Αυτό μας επιτρέπει να αντικαταστήσουμε
το σύνολο Q+ των θετικών ρητών r με το υποσύνολο Q+

∗ του R+ που αποτελείται από τους
αντίστοιχους ρητούς θετικούς πραγματικούς r∗.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.30. Στο εξής, θα θεωρούμε ότι κάθε θετικός ρητός r έχει αντικατασταθεί από τον
αντίστοιχο ρητό θετικό πραγματικό r∗ και, επομένως, ότι το σύνολο Q+ έχει αντικατασταθεί από
το αντίστοιχο υποσύνολο Q+

∗ του R+. Αφού, λοιπόν, “πετάξουμε” και “ξεχάσουμε” τους r και
το σύνολό τους Q+, θα συμφωνήσουμε να χρησιμοποιούμε το απλούστερο σύμβολο r στη θέση του
αντίστοιχου στοιχείου r∗ του Q+

∗. Επίσης, θα συμφωνήσουμε να χρησιμοποιούμε το σύμβολo Q+

για το σύνολοQ+
∗ και να χρησιμοποιούμε την ονομασία “θετικός ρητός” αντί ”ρητός θετικός πραγ-

ματικός” για τα στοιχεία του Q+
∗. Ουσιαστικά, λοιπόν, ταυτίζουμε τα σύνολα Q+, Q+

∗, έτσι ώστε
κάθε θετικός ρητός να θεωρείται ρητός θετικός πραγματικός και το σύνολο Q+ να θεωρείται υπο-
σύνολο του συνόλου R+.
Αυτομάτως, κάθε θετικός ακέραιος (δηλαδή, φυσικός) n αντικαθίσταται από τον αντίστοιχο ακέ-
ραιο θετικό πραγματικό n∗, οπότε το σύνολο Z+ αντικαθίσταται από το αντίστοιχο υποσύνολο Z+

∗

του R+. Όμως, χρησιμοποιούμε το απλούστερο σύμβολο n στη θέση του αντίστοιχου στοιχείου n∗

του Z+
∗. Επίσης, χρησιμοποιούμε το σύμβολo Z+ ή, ισοδύναμα, το σύμβολο N για το σύνολο Z+

∗

και χρησιμοποιούμε την ονομασία “θετικός ακέραιος” αντί “ακέραιος θετικός πραγματικός” για τα
στοιχεία τουZ+

∗. Δηλαδή, ταυτίζουμε τα σύνολαZ+,Z+
∗, ώστε κάθε θετικός ακέραιος να θεωρείται

ακέραιος θετικός πραγματικός και το Z+ = N να θεωρείται υποσύνολο του συνόλου R+.

Μετά από αυτές τις αλλαγές, έχει ενδιαφέρον να δούμε πώς διατυπώνονται μερικές από τις
προηγούμενες προτάσεις.

Η πρόταση 13.67 λέει:
Ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε θετικούς πραγματικούς υπάρχει τουλάχιστον ένας θετικός ρητός.

Η πρόταση 13.66 περιγράφει την αντιστοιχία ανάμεσα στη σχέση διάταξης των (νέων) θετικών
ρητών με τους θετικούς πραγματικούς και στη σχέση εγκλεισμού των (παλαιών) θετικών ρητών με
τους θετικούς πραγματικούς: ένας (νέος) θετικός ρητός είναι μικρότερος από έναν θετικό πραγμα-
τικό αν και μόνο αν ο αντίστοιχος (παλαιός) θετικός ρητός περιέχεται στον ίδιο θετικό πραγματικό
και ένας (νέος) θετικός ρητός είναι μεγαλύτερος από ή ίσος με έναν θετικό πραγματικό αν και μόνο
αν ο αντίστοιχος (παλαιός) θετικός ρητός δεν περιέχεται στον ίδιο θετικό πραγματικό.

Μετά από αυτά, η πρόταση 13.65 λέει το εξής “προφανές”: ένας θετικός πραγματικός είναι
θετικός ρητός αν και μόνο αν υπάρχει ελάχιστος θετικός ρητός μεγαλύτερος από ή ίσος με αυτόν και,
σ’ αυτήν την περίπτωση, αυτός ο ελάχιστος θετικός ρητός είναι ο ίδιος ο εαυτός του.

Η πρόταση 13.60 λέει:
x1 = x για κάθε x θετικό πραγματικό.
Η πρόταση 13.61 λέει:
Για κάθε θετικό πραγματικό x υπάρχει θετικός πραγματικός y ώστε xy = 1.

13.4 Οι πραγματικοί.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.31. Εκτός από τους θετικούς πραγματικούς, δηλαδή τα στοιχεία του R+, δημιουρ-
γούμε ένα στοιχείο το οποίο ονομάζουμε μηδέν και συμβολίζουμε 0. Θεωρούμε τον 0 διαφορετικό
από κάθε x ∈ R+. Επίσης, για κάθε στοιχείο x ∈ R+, δημιουργούμε ένα νέο στοιχείο το οποίο
ονομάζουμε μείον x ή αντίθετο του x και συμβολίζουμε −x. Θεωρούμε ότι κάθε −x (x ∈ R+)
είναι διαφορετικός από τον 0 καθώς και από κάθε y ∈ R+. Επίσης, θεωρούμε ότι, για κάθε δύο
διαφορετικούς x, y ∈ R+, οι αντίστοιχοι −x,−y είναι διαφορετικοί.
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Οι −x (x ∈ R+) ονομάζονται αρνητικοί πραγματικοί και συμβολίζουμε το σύνολό τους R−. Δη-
λαδή, R− = {−x |x ∈ R+}. Οι θετικοί πραγματικοί, το μηδέν και οι αρνητικοί πραγματικοί ονο-
μάζονται πραγματικοί και συμβολίζουμε R το σύνολό τους. Δηλαδή, R = R− ∪ {0} ∪ R+.
Οι −r (r ∈ Q+) ονομάζονται αρνητικοί ρητοί και συμβολίζουμε το σύνολό τους Q−. Δηλαδή,
Q− = {−r | r ∈ Q+}. Οι θετικοί ρητοί, το μηδέν και οι αρνητικοί ρητοί ονομάζονται ρητοί και
συμβολίζουμε Q το σύνολό τους. Δηλαδή, Q = Q− ∪ {0} ∪Q+.
Τέλος, οι −n (n ∈ Z+ = N) ονομάζονται αρνητικοί ακέραιοι και συμβολίζουμε το σύνολό τους
Z−. Δηλαδή, Z− = {−n |n ∈ Z+}. Οι θετικοί ακέραιοι, το μηδέν και οι αρνητικοί ακέραιοι ονο-
μάζονται ακέραιοι και συμβολίζουμε Z το σύνολό τους. Δηλαδή, Z = Z− ∪ {0} ∪ Z+.

13.4.1 Διάταξη.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.32. Για κάθε x ∈ R συμβολίζουμε |x| και ονομάζουμε απόλυτη τιμή του x τον
πραγματικό που ορίζεται με τον τύπο

|x| =


x, αν x ∈ R+

0, αν x = 0

y, αν x = −y, y ∈ R+

Παρατηρήστε ότι, αν ο x δεν είναι μηδέν, τότε ο |x| είναι θετικός πραγματικός.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.33. Έστω ότι x, y ∈ R. Το νόημα του x > y ή του ισοδύναμου y < x είναι ήδη
γνωστό στην περίπτωση που οι x, y είναι και οι δύο θετικοί. Τώρα, έστω ότι οι x, y δεν είναι και οι
δύο θετικοί. Τότε λέμε ότι ο x είναι μεγαλύτερος από τον y και συμβολίζουμε x > y ή, ισοδύναμα,
ότι ο y είναι μικρότερος από τον x και συμβολίζουμε y < x αν (i) οι x, y είναι και οι δύο αρνητικοί
και |x| < |y| ή (ii) είναι ο x θετικός και ο y αρνητικός ή (iii) είναι ο x θετικός και y = 0 ή (iv)
είναι x = 0 και ο y αρνητικός.

Η πρόταση 13.68 είναι προφανής.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.68. Έστω x ∈ R. Ο x είναι θετικός αν και μόνο αν x > 0. Επίσης, ο x είναι
αρνητικός αν και μόνο αν x < 0.

Οι προτάσεις 13.69 και 13.70, παρακάτω, αποδεικνύονται με απλή εφαρμογή των ορισμών
διακρίνοντας περιπτώσεις ως προς το αν οι πραγματικοί είναι θετικοί ή αρνητικοί ή μηδέν και με
αναγωγή στην περίπτωση των θετικών πραγματικών. Θα αποφύγουμε να γράψουμε τις τελείως
στοιχειώδεις αποδείξεις.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.69. Για κάθε x, y ∈ R ακριβώς ένα από τα παρακάτω είναι σωστό: x = y, x > y,
x < y.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.34. Αν x, y ∈ R, τότε λέμε ότι ο x είναι μεγαλύτερος από ή ίσος με τον y και
συμβολίζουμε x ≥ y ή, ισοδύναμα, ότι ο y είναι μικρότερος από ή ίσος με τον x και συμβολίζουμε
y ≤ x αν x > y ή x = y ή, ισοδύναμα, αν y < x ή y = x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.70. Έστω x, y, z ∈ R.
[α] Αν x < y και y < z, τότε x < z.
[β] Αν x ≤ y και y < z ή αν x < y και y ≤ z, τότε x < z.
[γ] Αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z.

13.4.2 Πρόσθεση.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.35. Έστω x, y ∈ R. Έχει ήδη οριστεί το άθροισμα x+ y αν οι x, y είναι και οι δύο
θετικοί. Τώρα, έστω ότι οι x, y δεν είναι και οι δύο θετικοί. Ορίζουμε το άθροισμα των x, y και το
συμβολίζουμε

x+ y
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να είναι (i) ο −(|x| + |y|) αν x < 0, y < 0, (ii) ο |x| − |y| αν x > 0, y < 0, |x| > |y|, (iii) ο
−(|y| − |x|) αν x > 0, y < 0, |x| < |y|, (iv) ο 0 αν x > 0, y < 0, |x| = |y|, (v) ο |y| − |x| αν
x < 0, y > 0, |y| > |x|, (vi) ο −(|x| − |y|) αν x < 0, y > 0, |y| < |x|, (vii) ο 0 αν x < 0, y > 0,
|x| = |y|, (viii) ο x αν y = 0 και (ix) ο y αν x = 0.
Έτσι, η πράξη πρόσθεση επεκτείνεται σε ολόκληρο το R.

Όλες οι επόμενες προτάσεις αποδεικνύονται με αναγωγή σε περιπτώσεις όπου όλες οι μετα-
βλητές έχουν θετικές τιμές. Παραλείπουμε τις βαρετές πράξεις - δεν προσφέρουν τίποτα ουσια-
στικό.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.71. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει x+ y = y + x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.72. Για κάθε x, y, z ∈ R ισχύει (x+ y) + z = x+ (y + z).

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.36. Έστω x ∈ R. Έχουμε ορίσει τον αντίθετο του x αν ο x είναι θετικός. Αν, τώρα,
ο x δεν είναι θετικός, ορίζουμε τον αντίθετο του x και τον συμβολίζουμε

−x

να είναι (i) ο 0 αν x = 0 και (ii) ο |x| αν x < 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.73. Για κάθε x ∈ R ισχύει x > 0 ή x = 0 ή x < 0 αν και μόνο αν, αντιστοίχως,
−x < 0 ή −x = 0 ή −x > 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.74. Για κάθε x ∈ R ισχύει −(−x) = x, | − x| = |x| και x+ (−x) = 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.75. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει −(x+ y) = −x+ (−y).

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.37. Για κάθε x, y ∈ R ονομάζουμε διαφορά των x, y και συμβολίζουμε

x− y

τον x+ (−y). Έτσι, η πράξη αφαίρεση επεκτείνεται σε ολόκληρο το R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.76. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει −(x− y) = y − x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.77. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει x > y αν και μόνο αν x − y > 0 αν και μόνο αν
y − x < 0.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.78. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει x > y αν και μόνο αν−x < −y. Επίσης, ισχύει x = y
αν και μόνο αν −x = −y.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.79. Έστω x, y, z ∈ R. Ισχύει x < y αν και μόνο αν x+ z < y + z. Επίσης, ισχύει
x = y αν και μόνο αν x+ z = y + z.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.80. Έστω x, y, z, w ∈ R.
[α] Αν x < y και z < w, τότε x+ z < y + w.
[β] Αν x ≤ y και z < w ή αν x < y και z ≤ w, τότε x+ z < y + w.
[γ] Αν x ≤ y και z ≤ w, τότε x+ z ≤ y + w.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.81. Για κάθε x, y ∈ R υπάρχει μοναδικός z ∈ R ώστε x+ z = y.

Ο μοναδικός z στην πρόταση 13.81 είναι ο y + (−x) = y − x.
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13.4.3 Πολλαπλασιασμός.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.38. Έστω x, y ∈ R. Έχει ήδη οριστεί το γινόμενο xy αν οι x, y είναι και οι δύο
θετικοί. Τώρα, έστω ότι οι x, y δεν είναι και οι δύο θετικοί. Ορίζουμε το γινόμενο των x, y και το
συμβολίζουμε

x · y

ή, πιο απλά, xy να είναι (i) ο |x||y| αν x < 0, y < 0, (ii) ο −(|x||y|) αν x < 0, y > 0 ή x > 0,
y < 0 και (iii) ο 0 αν x = 0 ή y = 0.
Έτσι, η πράξη πολλαπλασιασμός επεκτείνεται σε ολόκληρο το R.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.82. Έστω x, y ∈ R. Ισχύει xy = 0 αν και μόνο αν τουλάχιστον ένας από τους x, y
είναι μηδέν.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.83. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει |xy| = |x||y|.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.84. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει xy = yx.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.85. Για κάθε x, y, z ∈ R ισχύει (xy)z = x(yz).

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.86. Για κάθε x ∈ R ισχύει x1 = x.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.87. Για κάθε x, y ∈ R ισχύει (−x)y = x(−y) = −xy, (−x)(−y) = xy.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.88. Για κάθε x, y, z ∈ R ισχύει x(y + z) = xy + xz.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.89. Έστω x, y, z ∈ R. Αν z > 0, τότε ισχύει x > y αν και μόνο αν xz > yz. Αν
z < 0, τότε ισχύει x > y αν και μόνο αν xz < yz.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.39. Έστω x ∈ R, x ̸= 0. Αν ο x είναι θετικός, έχουμε ήδη ορίσει τον αντίστροφό
του. Τώρα, αν ο x είναι αρνητικός, συμβολίζουμε

x−1

και ονομάζουμε αντίστροφο του x τον −|x|−1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.90. Για κάθε x ∈ R, x ̸= 0 ισχύει xx−1 = x−1x = 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 13.91. Έστω x, y ∈ R, x ̸= 0. Τότε υπάρχει μοναδικός z ∈ R ώστε xz = y.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.40. Ο z που ικανοποιεί την xz = y είναι, απλώς, ο x−1y. Αυτός ο πραγματικός
ονομάζεται λόγος των y, x και συμβολίζεται

y

x
.

Έτσι, η πράξη διαίρεση επεκτείνεται σε ολόκληρο το R.

13.4.4 Η ιδιότητα supremum.

ΟΡΙΣΜΟΣ 13.41. Ένα μη-κενό A ⊆ R χαρακτηρίζεται άνω φραγμένο αν υπάρχει u ∈ R με την
ιδιότητα: a ≤ u για κάθε a ∈ A. Κάθε u με αυτήν την ιδιότητα χαρακτηρίζεται άνω φράγμα του A.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.6. Έστω μη-κενό και άνω φραγμένο A ⊆ R+. Το A έχει μοναδικό ελάχιστο άνω
φράγμα.
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Απόδειξη. Το A είναι άνω φραγμένο, οπότε υπάρχει u1 ∈ R ώστε να ισχύει a ≤ u1 για κάθε
a ∈ A.
Πρώτη περίπτωση: Έστω ότι το A περιέχει τουλάχιστον έναν a0 ∈ R+.
Τότε το A1 = A∩R+ είναι μη-κενό και ισχύει a ≤ u1 για κάθε a ∈ A1. Άρα το A1 είναι μη-κενό
και άνω φραγμένο υποσύνολο του R+ και, σύμφωνα με το θεώρημα 13.5, το A1 έχει ελάχιστο
άνω φράγμα, έστω u0, στο R+. Έστω a ∈ A και a ∈ R+. Τότε a ∈ A1, οπότε a ≤ u0. Έστω
a ∈ A και a /∈ R+. Τότε a ≤ a0 και, επειδή a0 ≤ u0, ισχύει a ≤ u0. Άρα, σε κάθε περίπτωση, αν
a ∈ A, τότε a ≤ u0, οπότε ο u0 είναι άνω φράγμα του A. Τώρα, έστω u άνω φράγμα του A. Τότε
ο u είναι άνω φράγμα και του A1, οπότε u0 ≤ u. Άρα ο u0 είναι ελάχιστο άνω φράγμα του A.
Δεύτερη περίπτωση: Έστω ότι το A δεν περιέχει κανένα στοιχείο του R+.
Έστω a0 ∈ A, οπότε a0 ≤ 0. Θεωρούμε a1 ∈ R ώστε a0 + a1 ∈ R+ και ορίζουμε το σύνολο
A1 = {a+ a1 | a ∈ A}. Το A1 είναι μη-κενό και άνω φραγμένο διότι ο u1 + a1 έχει την ιδιότητα:
a + a1 ≤ u1 + a1 για κάθε a ∈ A. Επίσης, το A1 περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του R+ (το
a0 + a1). Από την πρώτη περίπτωση, το A1 έχει ελάχιστο άνω φράγμα, έστω u2. Τώρα, για κάθε
a ∈ A ισχύει a+ a1 ∈ A1, οπότε a+ a1 ≤ u2 και, επομένως, a ≤ u2 − a1. Άρα ο u0 = u2 − a1
είναι άνω φράγμα του A. Επίσης, αν ο u είναι άνω φράγμα του A, τότε για κάθε a ∈ A ισχύει
a+ a1 ≤ u+ a1, οπότε ο u+ a1 είναι άνω φράγμα του A1 και, επομένως, u+ a1 ≤ u2 και άρα
u ≤ u2 − a1 = u0. Άρα ο u0 είναι ελάχιστο άνω φράγμα του A.
Άρα, σε κάθε περίπτωση το A έχει ελάχιστο άνω φράγμα u0.
Έστω, επίσης, u0′ ελάχιστο άνω φράγμα του A. Επειδή το u0 είναι ελάχιστο άνω φράγμα του A
και το u0′ είναι άνω φράγμα του A, ισχύει u0 ≤ u0

′. Ομοίως, επειδή το u0′ είναι ελάχιστο άνω
φράγμα του A και το u0 είναι άνω φράγμα του A, ισχύει u0′ ≤ u0. Άρα u0 = u0

′.

13.4.5 Οι βασικές ιδιότητες του R.

Όλες οι ιδιότητες τουR που παρουσιάζονται στο θεώρημα 13.7 έχουν αποδειχθεί. Οι ιδιότητες
αυτές χαρακτηρίζονται “βασικές” διότι με βάση αυτές μπορούν να αποδειχτούν όλες οι άλλες
ιδιότητες του R.

ΘΕΩΡΗΜΑ 13.7. 1. Ιδιότητες πρόσθεσης. Σε κάθε x, y ∈ R αντιστοιχίζεται ακριβώς ένα στοι-
χείο του R το οποίο συμβολίζουμε x+ y και:
α. x+ y = y + x για κάθε x, y ∈ R.
β. (x+ y) + z = x+ (y + z) για κάθε x, y, z ∈ R.
γ. υπάρχει ένα στοιχείο του R το οποίο συμβολίζουμε 0 ώστε x+ 0 = x για κάθε x ∈ R.
δ. για κάθε x ∈ R υπάρχει κάποιο στοιχείο του R το οποίο συμβολίζουμε −x ώστε x+ (−x) = 0.
2. Ιδιότητες πολλαπλασιασμού. Σε κάθε x, y ∈ R αντιστοιχίζεται ακριβώς ένα στοιχείο του R το
οποίο συμβολίζουμε xy και:
α. xy = yx για κάθε x, y ∈ R.
β. (xy)z = x(yz) για κάθε x, y, z ∈ R.
γ. υπάρχει ένα στοιχείο του R το οποίο συμβολίζουμε 1, διαφορετικό από τον 0, ώστε x1 = x για
κάθε x ∈ R.
δ. για κάθεx ∈ R,x ̸= 0 υπάρχει κάποιο στοιχείο τουR το οποίο συμβολίζουμεx−1 ώστεxx−1 = 1.
3. Επιμεριστική ιδιότητα. x(y + z) = xy + xz για κάθε x, y, z ∈ R.
4. Ιδιότητες διάταξης. Υπάρχει ένα υποσύνολο του R το οποίο συμβολίζουμε R+ ώστε:
α. x+ y ∈ R+ για κάθε x, y ∈ R+,
β. xy ∈ R+ για κάθε x, y ∈ R+,
γ. για κάθε x ∈ R ακριβώς ένα από τα x = 0, x ∈ R+, −x ∈ R+ είναι σωστό.
5. Ιδιότητα supremum. Κάθε μη-κενό και άνω φραγμένο υποσύνολο A του R έχει ελάχιστο άνω
φράγμα.

Επειδή τοR έχει τις ιδιότητες πρόσθεσης, πολλαπλασιασμού καθώς και την επιμεριστική ιδιό-
τητα, χαρακτηρίζεται σώμα. Επειδή το R έχει και τις ιδιότητες διάταξης, χαρακτηρίζεται δια-
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τεταγμένο σώμα. Τέλος, επειδή το R έχει και την ιδιότητα supremum, χαρακτηρίζεται πλήρες
διατεταγμένο σώμα.

13.5 Εναλλακτικές μέθοδοι.

Στην ενότητα 13.3 περιγράψαμε έναν τρόπο ορισμού των θετικών πραγματικών θεωρώντας
γνωστούς τούς θετικούς ρητούς (τούς οποίους είχαμε ορίσει στην ενότητα 13.2 θεωρώντας γνω-
στούς τούς φυσικούς από την ενότητα 13.1). Η μέθοδος που εφαρμόσαμε είναι η μέθοδος των
τομών Dedekind.

Κάθε μέθοδος ορισμού των θετικών πραγματικών έχει τα εξής βασικά “συστατικά”. Αρχικά
ορίζονται τα “αντικείμενα” τα οποία χαρακτηρίζονται θετικοί πραγματικοί. Κατόπιν καθορίζεται
μια σχέση διάταξης στο σύνολο των θετικών πραγματικών: καθορίζεται, δηλαδή, τι σημαίνει να
είναι ένας θετικός πραγματικός μεγαλύτερος (ή μικρότερος) από έναν άλλον.Μετά ορίζεται η πράξη
πρόσθεση: περιγράφεται διαδικασία σχηματισμού του αθροίσματος δύο θετικών πραγματικών.
Τέλος, ορίζεται η πράξη πολλαπλασιασμός: περιγράφεται διαδικασία σχηματισμού του γινομένου
δύο θετικών πραγματικών.

Αφού οριστεί η διάταξη και οι δύο πράξεις στο σύνολο των θετικών πραγματικών, απομένει να
αποδειχτούν όλες οι γνωστές ιδιότητες: οι ιδιότητες πρόσθεσης, πολλαπλασιασμού, επιμερισμού,
διάταξης και, κυρίως, η ιδιότητα supremum.

Τέλος, από το σύνολο των θετικών πραγματικών ορίζεται το σύνολο των πραγματικών με τη
διαδικασία της ενότητας 13.4.

Θα περιγράψουμε, τώρα, πολύ συνοπτικά, δύο εναλλακτικές μεθόδους ορισμού των θετικών
πραγματικών θεωρώντας, πάντοτε, γνωστούς τους θετικούς ρητούς. Θα αποφύγουμε τις αποδεί-
ξεις, περιοριζόμενοι στην περιγραφή των εννοιών.

13.5.1 Η μέθοδος με τις ακολουθίες Cauchy.

Μια ακολουθία (rn) στοQ+ χαρακτηρίζεται ακολουθία Cauchy αν για κάθε ϵ ∈ Q+ υπάρχει
n0 ∈ N ώστε να ισχύει |rn − rm| < ϵ για κάθε n,m ∈ N, n,m ≥ n0.

Λέμε ότι δύο ακολουθίες Cauchy (rn) και (sn) στοQ+ είναι ισοδύναμες και γράφουμε (rn) ∼
(sn) αν limn→+∞(rn − sn) = 0. Αυτό σημαίνει ότι για κάθε ϵ ∈ Q+ υπάρχει n0 ∈ N ώστε να
ισχύει |rn − sn| < ϵ για κάθε n ∈ N, n ≥ n0.

Αποδεικνύεται εύκολα ότι η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναμίας ανάμεσα στις ακολουθίες
Cauchy στο Q+. Έτσι το σύνολο των ακολουθιών Cauchy στο Q+ διαμερίζεται σε κλάσεις ισο-
δυναμίας: δύο ακολουθίες Cauchy στο Q+ οι οποίες είναι ισοδύναμες ανήκουν στην ίδια κλάση
ισοδυναμίας και δύο ακολουθίες Cauchy στο Q+ οι οποίες δεν είναι ισοδύναμες ανήκουν σε δια-
φορετικές κλάσεις ισοδυναμίας. Κάθε κλάση ισοδυναμίας ονομάζεται θετικός πραγματικός και
το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας, δηλαδή των θετικών πραγματικών, συμβολίζεται R+.

Έστω δύο ακολουθίες Cauchy (rn) και (sn) στο Q+. Λέμε ότι η (rn) είναι μεγαλύτερη από
την (sn) ή, ισοδύναμα, ότι η (sn) είναι μικρότερη από την (rn) και συμβολίζουμε (rn) ≻ (sn)
ή, ισοδύναμα, (sn) ≺ (rn) αν υπάρχουν δ ∈ Q+ και n0 ∈ N ώστε να ισχύει rn − sn > δ για
κάθε n ∈ N, n ≥ n0. Αποδεικνύεται ότι, αν οι (rn), (sn), (tn), (un) είναι ακολουθίες Cauchy
στο Q+ και (rn) ≻ (sn), (rn) ∼ (tn), (sn) ∼ (un), τότε (tn) ≻ (un). Αυτό συνεπάγεται ότι
μπορούμε να δώσουμε τον εξής ορισμό. Έστω x, y ∈ R+ και έστω οποιαδήποτε αντιπρόσωπος
(rn) του x και οποιαδήποτε αντιπρόσωπος (sn) του y. Τότε λέμε ότι ο x είναι μεγαλύτερος από
τον y ή, ισοδύναμα, ότι ο y είναι μικρότερος από τον x και συμβολίζουμε x > y ή, ισοδύναμα,
y < x αν ισχύει (rn) ≻ (sn) ή, ισοδύναμα, (sn) ≺ (rn).

Έστω δύο ακολουθίες Cauchy (rn) και (sn) στο Q+. Αποδεικνύεται ότι η (rn + sn) στο Q+

είναι ακολουθία Cauchy. Αποδεικνύεται, επίσης, ότι, αν οι (rn), (sn), (tn), (un) είναι ακολουθίες
Cauchy στο Q+ και (rn) ∼ (tn), (sn) ∼ (un), τότε (rn + sn) ∼ (tn + un). Αυτό μας επιτρέπει
να δώσουμε τον εξής ορισμό. Έστω x, y ∈ R+ και έστω οποιαδήποτε αντιπρόσωπος (rn) του x

512



και οποιαδήποτε αντιπρόσωπος (sn) του y. Ορίζουμε x+ y ∈ R+ να είναι η κλάση ισοδυναμίας
με αντιπρόσωπο την (rn + sn).

Τέλος, έστω δύο ακολουθίες Cauchy (rn) και (sn) στο Q+. Αποδεικνύεται ότι η (rnsn) στο
Q+ είναι ακολουθία Cauchy και, επίσης, ότι, αν οι (rn), (sn), (tn), (un) είναι ακολουθίες Cauchy
στο Q+ και (rn) ∼ (tn), (sn) ∼ (un), τότε (rnsn) ∼ (tnun). Άρα μπορούμε να δώσουμε τον
εξής ορισμό. Έστω x, y ∈ R+ και έστω οποιαδήποτε αντιπρόσωπος (rn) του x και οποιαδήποτε
αντιπρόσωπος (sn) του y. Ορίζουμε xy ∈ R+ να είναι η κλάση ισοδυναμίας με αντιπρόσωπο την
(rnsn).

Αφού ορίσαμε τη σχέση διάταξης, την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό στο σύνολο R+,
αποδεικνύεται ότι το σύνολο R+ έχει όλες τις ιδιότητες οι οποίες περιγράφονται στην ενότητα
13.3, συμπεριλαμβανομένης της ιδιότητας supremum.

Υπάρχει μια παραλλαγή αυτής της μεθόδου, δηλαδή της μεθόδου του Cantor, όπου αντί για
ακολουθίες Cauchy στο Q+ χρησιμοποιούνται αύξουσες, άνω φραγμένες ακολουθίες στο Q+.

13.5.2 Η μέθοδος με τα εγκιβωτισμένα διαστήματα.

Μια ακολουθία διαστημάτων ([rn, rn′]) θα λέμε ότι είναι σημειακή ακολουθία εγκιβωτισμέ-
νων διαστημάτων στο Q+ αν η (rn) είναι αύξουσα στο Q+ και η (rn

′) είναι φθίνουσα στο Q+

και limn→+∞(rn
′ − rn) = 0.

Λέμε ότι δύο σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων ([rn, rn
′]) και ([sn, sn′])

στο Q+ είναι ισοδύναμες και γράφουμε ([rn, rn′]) ∼ ([sn, sn
′]) αν limn→+∞(rn − sn) = 0 ή,

ισοδύναμα, limn→+∞(rn
′ − sn

′) = 0.
Αποδεικνύεται εύκολα ότι η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναμίας ανάμεσα στις σημειακές

ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων στο Q+. Έτσι το σύνολο των σημειακών ακολουθιών
εγκιβωτισμένων διαστημάτων στο Q+ διαμερίζεται σε κλάσεις ισοδυναμίας. Κάθε τέτοια κλάση
ισοδυναμίας θα την ονομάζουμε θετικό πραγματικό και το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας,
δηλαδή των θετικών πραγματικών, θα το συμβολίζουμε R+.

Έστω δύο σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων ([rn, rn′]) και ([sn, sn′]) στο
Q+. Λέμε ότι η ([rn, rn

′]) είναι μεγαλύτερη από την ([sn, sn
′]) ή, ισοδύναμα, ότι η ([sn, sn

′])
είναι μικρότερη από την ([rn, rn

′]) και συμβολίζουμε ([rn, rn
′]) ≻ ([sn, sn

′]) ή, ισοδύναμα,
([sn, sn

′]) ≺ ([rn, rn
′]) αν υπάρχουν δ ∈ Q+ και n0 ∈ N ώστε να ισχύει rn − sn > δ για

κάθε n ∈ N, n ≥ n0. Αποδεικνύεται ότι, αν οι ([rn, rn′]), ([sn, sn′]), ([tn, tn′]), ([un, un′]) εί-
ναι σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων στο Q+ και ([rn, rn′]) ≻ ([sn, sn

′]),
([rn, rn

′]) ∼ ([tn, tn
′]), ([sn, sn′]) ∼ ([un, un

′]), τότε ([tn, tn′]) ≻ ([un, un
′]). Αυτό συνεπάγεται

ότι μπορούμε να δώσουμε τον εξής ορισμό. Έστω x, y ∈ R+ και έστω οποιαδήποτε αντιπρόσωπος
([rn, rn

′]) του x και οποιαδήποτε αντιπρόσωπος ([sn, sn′]) του y. Τότε λέμε ότι ο x είναι μεγαλύ-
τερος από τον y ή, ισοδύναμα, ότι ο y είναι μικρότερος από τον x και συμβολίζουμε x > y ή,
ισοδύναμα, y < x αν ισχύει ([rn, rn′]) ≻ ([sn, sn

′]) ή, ισοδύναμα, ([sn, sn′]) ≺ ([rn, rn
′]).

Έστω δύο σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων ([rn, rn′]) και ([sn, sn′]) στο
Q+. Αποδεικνύεται ότι η ([rn + sn, rn

′ + sn
′]) είναι σημειακή ακολουθία εγκιβωτισμένων δια-

στημάτων στο Q+. Αποδεικνύεται, επίσης, ότι, αν οι ([rn, rn′]), ([sn, sn′]), ([tn, tn′]), ([un, un′])
είναι σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων στο Q+ και ([rn, rn′]) ∼ ([tn, tn

′]),
([sn, sn

′]) ∼ ([un, un
′]), τότε ([rn + sn, rn

′ + sn
′]) ∼ ([tn + un, tn

′ + un
′]). Μπορούμε, επο-

μένως, να ορίσουμε τα εξής. Έστω x, y ∈ R+ και έστω οποιαδήποτε αντιπρόσωπος ([rn, rn′])
του x και οποιαδήποτε αντιπρόσωπος ([sn, sn′]) του y. Ορίζουμε x + y ∈ R+ να είναι η κλάση
ισοδυναμίας με αντιπρόσωπο την ([rn + sn, rn

′ + sn
′]).

Τέλος, έστω σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων ([rn, rn
′]) και ([sn, sn′])

στο Q+. Αποδεικνύεται ότι η ([rnsn, rn
′sn
′]) είναι σημειακή ακολουθία εγκιβωτισμένων δια-

στημάτων στο Q+. Αποδεικνύεται, επίσης, ότι, αν οι ([rn, rn′]), ([sn, sn′]), ([tn, tn′]), ([un, un′])
είναι σημειακές ακολουθίες εγκιβωτισμένων διαστημάτων στο Q+ και ([rn, rn′]) ∼ ([tn, tn

′]),
([sn, sn

′]) ∼ ([un, un
′]), τότε ([rnsn, rn′sn′]) ∼ ([tnun, tn

′un
′]). Αυτό μας επιτρέπει να δώσουμε

τον εξής ορισμό. Έστω x, y ∈ R+ και έστω οποιαδήποτε αντιπρόσωπος ([rn, rn
′]) του x και
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οποιαδήποτε αντιπρόσωπος ([sn, sn′]) του y. Ορίζουμε xy ∈ R+ να είναι η κλάση ισοδυναμίας
με αντιπρόσωπο την ([rnsn, rn′sn′]).

Κατόπιν, μπορεί να αποδειχτεί ότι το σύνολο R+ έχει όλες τις ιδιότητες οι οποίες περιγράφο-
νται στην ενότητα 13.3, συμπεριλαμβανομένης της ιδιότητας supremum.
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Κεφάλαιο 14

Υποδείξεις και λύσεις ασκήσεων.

Το πιο σημαντικό μέρος της διαδικασίας μάθησης στα Μαθηματικά είναι η λύση ασκήσεων.
Γι αυτόν τον λόγο έχω συγκεντρώσει εδώ λύσεις ή υποδείξεις λύσεων των περισσοτέρων από τις
ασκήσεις του βιβλίου. Για πολλές ασκήσεις προτείνω περισσότερες από μία λύσεις.

Για να ωφεληθείτε όσο το δυνατόν περισσότερο, προτείνω την ακόλουθη τακτική. Προσπα-
θήστε να λύσετε μόνοι σας μια άσκηση, αφού διαβάσετε προσεκτικά τη σχετική θεωρία και τα
ανάλογα παραδείγματα. Αν, μετά από αρκετή σκέψη, δεν βλέπετε πώς να αρχίσετε, κοιτάξτε την
υπόδειξη ή την αρχή της προτεινόμενης λύσης. Αφού πάρετε μια ιδέα, συνεχίστε μόνοι σας μέχρι
να ξανακολλήσετε. Και ούτω καθ’ εξής. Όταν τελειώσετε, αφού χρησιμοποιήσατε την υπόδειξη ή
την λύση, προσπαθήστε να ξαναλύσετε μόνοι σας την άσκηση.

Υπάρχουν αρκετές ασκήσεις, ειδικά οι αρχικές κάθε ενότητας, που έχουν λιγότερες απαιτήσεις
υπόβαθρου ή ωριμότητας από τον φοιτητή. Υπάρχουν και πολλές δύσκολες ή και εξαιρετικά δύ-
σκολες ασκήσεις. Αυτές απευθύνονται σε φοιτητές που έχουν ιδιαίτερες απαιτήσεις από τον εαυτό
τους και είναι κατάλληλα προετοιμασμένοι.

Πάντως, πάρα πολλές ασκήσεις, και ειδικά οι δύσκολες, είναι επιλεγμένες ώστε να οδηγούν,
πιστεύω, στην καλλιέργεια ερευνητικών πρακτικών.

Όταν κάποια άσκηση έχει διάφορα ερωτήματα, τότε πολλές φορές παρουσιάζω λύσεις μόνο
για κάποια από αυτά τα ερωτήματα. Αφήνω τα υπόλοιπα ερωτήματα να τα λύσει ο αναγνώστης
είτε όταν οι λύσεις τους είναι παρόμοιες με τις λύσεις των λυμένων ερωτημάτων είτε όταν τα
ερωτήματα αυτά είναι κάπως εξεζητημένα (ό,τι κι αν σημαίνει αυτό).

14.1 Κεφάλαιο 1.

Άσκηση 1.1.1. Αν a ≤ x ≤ b και a ≤ y ≤ b, αποδείξτε ότι |x − y| ≤ b − a και διατυπώστε το
γεωμετρικό νόημα αυτής της ανισότητας.

Λύση: Αν a ≤ x ≤ b και a ≤ y ≤ b, τότε a ≤ x ≤ b και −b ≤ −y ≤ −a. Προσθέτουμε τις δύο
τελευταίες ανισότητες και βρίσκουμε −(b− a) ≤ x− y ≤ b− a. Άρα |x− y| ≤ b− a.
Το γεωμετρικό νόημα της ανισότητας είναι το εξής: “αν δύο αριθμοί είναι μέσα σε κάποιο διά-
στημα, τότε η απόσταση ανάμεσα στους δύο αυτούς αριθμούς δεν υπερβαίνει το μήκος του δια-
στήματος”.

Άσκηση 1.1.5. Αποδείξτε τον διωνυμικό τύπο του Newton με επαγωγή.

Λύση: Ο διωνυμικός τύπος με n = 1 γράφεται (x + y)1 =
(
1
0

)
x0y1 +

(
1
1

)
x1y0 και είναι σωστός

διότι
(
1
0

)
=

(
1
1

)
= 1.

Τώρα, έστω ότι για κάποιον n ≥ 1 ισχύει ο διωνυμικός τύπος, δηλαδή ότι

(x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k.
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Τότε

(x+ y)n+1 = x(x+ y)n + y(x+ y)n

=
∑n

k=0

(
n
k

)
xk+1yn−k +

∑n
k=0

(
n
k

)
xkyn+1−k

=
∑n−1

k=0

(
n
k

)
xk+1yn−k +

(
n
n

)
xn+1y0 +

(
n
0

)
x0yn+1 +

∑n
k=1

(
n
k

)
xkyn+1−k

=
(
n
0

)
x0yn+1 +

∑n−1
k=0

(
n
k

)
xk+1yn−k +

∑n
k=1

(
n
k

)
xkyn+1−k +

(
n
n

)
xn+1y0

=
(
n+1
0

)
x0yn+1 +

∑n
k=1

(
n

k−1
)
xkyn+1−k +

∑n
k=1

(
n
k

)
xkyn+1−k +

(
n+1
n+1

)
xn+1y0

=
(
n+1
0

)
x0yn+1 +

∑n
k=1

((
n

k−1
)
+
(
n
k

))
xkyn+1−k +

(
n+1
n+1

)
xn+1y0

=
(
n+1
0

)
x0yn+1 +

∑n
k=1

(
n+1
k

)
xkyn+1−k +

(
n+1
n+1

)
xn+1y0

=
∑n+1

k=0

(
n+1
k

)
xkyn+1−k.

Άσκηση 1.2.2. Αποδείξτε ότι το διάστημα (a,+∞) δεν είναι άνω φραγμένο και ότι το [a, b) δεν έχει
μέγιστο στοιχείο.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Υποθέτουμε, για να καταλήξουμε σε άτοπο, ότι υπάρχει κάποιο άνω
φράγμα u του (a,+∞). Παίρνουμε έναν οποιονδήποτε b ∈ (a+∞) (για παράδειγμα τον a+ 1),
δηλαδή b > a, και τότε έχουμε ότι b ≤ u. Άρα u > a και άρα u + 1 > a και, επομένως,
u+ 1 ∈ (a,+∞). Επειδή ο u είναι άνω φράγμα του (a,+∞), συνεπάγεται u+ 1 ≤ u και κατα-
λήγουμε σε άτοπο.
Άρα το (a,+∞) δεν έχει κανένα άνω φράγμα και, επομένως, δεν είναι άνω φραγμένο.
Αν δεν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε την εις άτοπο απαγωγή, μπορούμε να σκεφτούμε ως εξής.
Έστω τυχών u. Θεωρούμε τον αριθμό u′ = max{a, u}, οπότε είναι u′ ≥ a και u′ ≥ u. Παίρ-
νουμε οποιονδήποτε b > u′ (για παράδειγμα τον b = u′ + 1) και τότε έχουμε ότι b > a, οπότε
b ∈ (a+∞), και b > u. Άρα ο u δεν είναι άνω φράγμα του (a,+∞).
Και πάλι βρίσκουμε ότι το (a,+∞) δεν έχει κανένα άνω φράγμα και, επομένως, δεν είναι άνω
φραγμένο.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω οποιοσδήποτε c ∈ [a, b). Θεωρούμε οποιονδήποτε d για τον οποίο
ισχύει c < d < b (για παράδειγμα τον d = c+b

2 ). Τότε d ∈ [a, b) και, επειδή c < d, ο c δεν είναι
μέγιστο στοιχείο του [a, b).
Άρα κανένα στοιχείο του [a, b) δεν είναι μέγιστο στοιχείο του.
Προσαρμόστε τον παραπάνω συλλογισμό χρησιμοποιώντας την εις άτοπο απαγωγή.

Άσκηση 1.2.3. [α] Αν ισχύει l ≤ a+ ϵ για κάθε ϵ > 0, αποδείξτε ότι l ≤ a.
[β] Αν ισχύει |a− b| ≤ ϵ για κάθε ϵ > 0, αποδείξτε ότι a = b.

Λύση: [α] Η υπόθεση λέει ότι ισχύει l − a ≤ ϵ για κάθε ϵ > 0. Από την πρόταση 1.3 συνεπάγεται
l − a ≤ 0 και άρα l ≤ a.
Αν δεν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε την πρόταση 1.3 (το συνιστώ), μπορούμε να χρησιμοποιή-
σουμε τον τρόπο σκέψης που μας οδήγησε στην απόδειξη της πρότασης 1.3.
Υποθέτουμε, για να καταλήξουμε σε άτοπο, ότι a < l. Θεωρούμε τον αριθμό x = a+l

2 για τον
οποίο ισχύει a < x < l. Αυτός ο αριθμός (επειδή είναι > a) γράφεται στη μορφή x = a + ϵ για
κατάλληλο ϵ > 0. Ποιός είναι ο ϵ; Επειδή ο x είναι ακριβώς στη μέση ανάμεσα στους a, l, ο ϵ
είναι ίσος με το μισό της απόστασης του a από τον l, δηλαδή ϵ = l−a

2 .
Φυσικά, αυτό μπορούμε να το δούμε και τελείως αλγεβρικά: ϵ = x− a = a+l

2 − a = l−a
2 .

Υπάρχει, επομένως, ϵ > 0 για τον οποίο δεν ισχύει l ≤ a+ϵ. Αυτό είναι, σύμφωνα με την υπόθεσή
μας, άτοπο και άρα l ≤ a.
[β] Από την πρόταση 1.3 (ή από το [α]) συνεπάγεται |a− b| ≤ 0 και, επειδή |a − b| ≥ 0, έχουμε
ότι |a− b| = 0 και άρα a = b.

Άσκηση 1.2.4. Αν ισχύει a ≤ ϵ
1−ϵ για κάθε ϵ με 0 < ϵ < 1, αποδείξτε ότι a ≤ 0.

Λύση: Πρώτος τρόπος. Ας υποθέσουμε, για να καταλήξουμε σε άτοπο, ότι a > 0.
Η a ≤ ϵ

1−ϵ ισοδυναμεί (επειδή 1− ϵ > 0) με την a− aϵ ≤ ϵ κι αυτή με την a ≤ (1 + a)ϵ κι αυτή
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(επειδή 1 + a > 0) με την a
1+a ≤ ϵ.

Άρα ισχύει a
1+a ≤ ϵ για κάθε ϵ με 0 < ϵ < 1. Αυτό συνεπάγεται, προφανώς, ότι ισχύει a

1+a ≤ ϵ
για κάθε ϵ > 0 (δηλαδή και για κάθε ϵ ≥ 1). Από την πρόταση 1.3 συνεπάγεται a

1+a ≤ 0. Αυτό
αντιφάσκει με το a > 0.
Άρα a ≤ 0.
Δεύτερος τρόπος. Κάνουμε μια παραλλαγή του προηγούμενου συλλογισμού χωρίς εις άτοπο απα-
γωγή.
Η a ≤ ϵ

1−ϵ ισοδυναμεί (επειδή 1− ϵ > 0) με την a− aϵ ≤ ϵ κι αυτή με την a ≤ (1 + a)ϵ.
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Αν a+ 1 ≤ 0, τότε είναι a ≤ −1 και άρα a ≤ 0.
Αν a + 1 > 0, τότε συνεπάγεται ότι ισχύει a

1+a ≤ ϵ για κάθε ϵ με 0 < ϵ < 1 και από αυτό
συμπεραίνουμε όπως με τον πρώτο τρόπο ότι a ≤ 0.
Τρίτος τρόπος. Θα δούμε ότι κάθε θετικός αριθμός η μπορεί να γραφτεί στη μορφή ϵ

1−ϵ για κάποιον
ϵ με 0 < ϵ < 1.
Πράγματι, έστω η > 0. Λύνουμε την εξίσωση η = ϵ

1−ϵ , βρίσκουμε ϵ =
η

1+η και ελέγχουμε εύκολα
ότι 0 < ϵ < 1.
Συμπεραίνουμε ότι για κάθε η > 0 ισχύει a ≤ η, οπότε από την πρόταση 1.3 έχουμε ότι a ≤ 0.

Άσκηση 1.2.5. Έστω infA = infB και supA = supB. Συνεπάγεται A = B;

Λύση: Όχι.
Για παράδειγμα, τα διαφορετικά σύνολα A = [a, b] και B = {a, b} έχουν το ίδιο infimum, τον a,
και το ίδιο supremum, τον b.

Άσκηση 1.2.6. Έστω μη-κενό σύνολο A. Αποδείξτε ότι το κλειστό διάστημα [infA, supA] είναι το
ελάχιστο κλειστό διάστημα στο R το οποίο περιέχει το A.

Λύση: Ισχύει infA ≤ x ≤ supA για κάθε x ∈ A και, επομένως, το A περιέχεται στο κλειστό
διάστημα [infA, supA].
Ας πάρουμε τώρα ένα οποιοδήποτε κλειστό διάστημα [l, u] στο R το οποίο περιέχει το A.
Τότε πρέπει να ισχύει l ≤ x ≤ u για κάθε x ∈ A. Άρα ο l είναι κάτω φράγμα και ο u άνω φράγμα
του A. Επειδή το infA είναι το μεγαλύτερο κάτω φράγμα και το supA είναι το μικρότερο άνω
φράγμα του A, συνεπάγεται l ≤ infA και supA ≤ u και, επομένως, [infA, supA] ⊆ [l, u].
Άρα το [infA, supA] είναι το ελάχιστο κλειστό διάστημα το οποίο περιέχει το A.
Μπορούμε να σκεφτούμε και με έναν άλλο τρόπο. Ας υποθέσουμε, για να φτάσουμε σε άτοπο,
ότι υπάρχει κλειστό διάστημα [l, u] το οποίο περιέχει το A και είναι γνησίως μικρότερο από το
[infA, supA]. Αυτό σημαίνει ότι infA ≤ l και u ≤ supA και ότι μία τουλάχιστον από τις δύο
αυτές ανισότητες είναι γνήσια.
Έστω, λοιπόν, ότι u < supA. Από την δεύτερη χαρακτηριστική ιδιότητα του supremum συνεπά-
γεται ότι υπάρχει x ∈ A ώστε u < x. Αυτό, όμως, είναι άτοπο διότι τοA περιέχεται στο διάστημα
[l, u] και άρα κάθε στοιχείο του A ανήκει στο [l, u].
Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο και στην περίπτωση infA < l.

Άσκηση 1.2.7. Υπάρχει ελάχιστο ανοικτό διάστημα το οποίο περιέχει το κλειστό διάστημα [a, b];

Λύση: Έστω ότι υπάρχει ελάχιστο ανοικτό διάστημα το οποίο περιέχει το [a, b] και έστω ότι αυτό
είναι το (c, d). Οπότε [a, b] ⊆ (c, d).
Τότε a ∈ (c, d) και b ∈ (c, d), οπότε c < a ≤ b < d.
Θεωρούμε τον c′ = c+a

2 (ή οποιονδήποτε άλλον αριθμό ανάμεσα στους c, a) και τον d′ = b+d
2 (ή

οποιονδήποτε άλλον αριθμό ανάμεσα στους b, d), οπότε c < c′ < a ≤ b < d′ < d. Τότε είναι
[a, b] ⊆ (c′, d′) και (c′, d′) ⊊ (c, d).
Δηλαδή, υπάρχει ανοικτό διάστημα μικρότερο από το (c, d) που κι αυτό περιέχει το [a, b] και κα-
ταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα δεν υπάρχει ελάχιστο ανοικτό διάστημα το οποίο περιέχει το κλειστό διάστημα [a, b].
Ο προηγούμενος συλλογισμός μπορεί να διατυπωθεί έτσι ώστε να μην φαίνεται ότι χρησιμο-
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ποιούμε εις άτοπο απαγωγή.
Παίρνουμε οποιοδήποτε ανοικτό διάστημα (c, d) το οποίο να περιέχει το [a, b] και, ακριβώς όπως
πριν, δημιουργούμε ένα ανοικτό διάστημα (c′, d′) το οποίο να είναι μικρότερο από το (c, d) και
να περιέχει το [a, b]. Έτσι έχουμε αποδείξει ότι για κάθε ανοικτό διάστημα που περιέχει το [a, b]
υπάρχει ένα άλλο μικρότερο ανοικτό διάστημα που κι αυτό περιέχει το [a, b]. Επομένως, δεν υπάρ-
χει ελάχιστο ανοικτό διάστημα το οποίο περιέχει το [a, b].
Σχόλιο: Στην ερώτηση αν υπάρχει ελάχιστο κλειστό διάστημα το οποίο περιέχει το κλειστό διά-
στημα [a, b] η απάντηση είναι προφανώς θετική. Το ελάχιστο τέτοιο διάστημα είναι το ίδιο το [a, b].
Προφανώς η απάντηση είναι θετική και στην ερώτηση αν υπάρχει μέγιστο ανοικτό διάστημα το
οποίο να περιέχεται στο ανοικτό διάστημα (a, b). Αλλά η απάντηση στην ερώτηση αν υπάρχει
μέγιστο κλειστό διάστημα το οποίο να περιέχεται στο ανοικτό διάστημα (a, b) είναι αρνητική και
η απόδειξη είναι όμοια με την παραπάνω.

Άσκηση 1.2.8. Έστω μη-κενό σύνολο A. Περιγράψτε (με τύπο) συναρτήσει του supA το σύνολο
των άνω φραγμάτων του A, διακρίνοντας τις περιπτώσεις: supA = +∞ και supA < +∞. Κάντε
το ίδιο σε σχέση με το σύνολο των κάτω φραγμάτων του A και με το infA.

Λύση: Αν supA = +∞, το A δεν έχει κανένα άνω φράγμα, οπότε το σύνολο των άνω φραγμάτων
του είναι το κενό σύνολο ∅.
Αν supA < +∞, το A είναι άνω φραγμένο και τα άνω φράγματά του είναι όλοι οι αριθμοί που
είναι ≥ supA, αφού το supA είναι το μικρότερο άνω φράγμα του A. Επομένως, το σύνολο των
άνω φραγμάτων του A είναι το διάστημα [supA,+∞).
Με τον ίδιο τρόπο μπορείτε να δείτε ότι το σύνολο των κάτω φραγμάτων του A είναι το ∅, αν
infA = −∞, και το (−∞, infA], αν −∞ < infA.

Σχόλιο:Αν δεχτούμε το+∞ως άνω φράγμα τουA και το−∞ως κάτω φράγμα τουA, τότε η απά-
ντησή μας έχει ως εξής. Το σύνολο των άνω φραγμάτων του A είναι το {+∞}, αν supA = +∞,
και το [supA,+∞], αν supA < +∞. Ομοίως, το σύνολο των κάτω φραγμάτων του A είναι το
{−∞}, αν infA = −∞, και το [−∞, infA], αν −∞ < infA.

Άσκηση 1.2.9. Έστω μη-κενό σύνολοA. Αποδείξτε ότι supA ∈ A αν και μόνο αν τοA έχει μέγιστο
στοιχείο.

Λύση: Έστω supA ∈ A. Τότε το supA είναι στοιχείο του A και, επειδή είναι και άνω φράγμα του
A, δεν υπάρχει στοιχείο του A μεγαλύτερο από το supA. Άρα το supA είναι το μέγιστο στοιχείο
του A.
Αντιστρόφως, έστω ότι τοA έχει μέγιστο στοιχείο, δηλαδή maxA. Τότε, όπως είδαμε στη θεωρία,
supA = maxA, οπότε supA ∈ A.

Άσκηση 1.2.10. Έστω μη-κενό και άνω φραγμένο σύνολο A και u = supA (οπότε το u είναι αριθ-
μός).
Είναι σωστό ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει (u− ϵ, u] ∩A ̸= ∅;
Είναι σωστό ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει (u− ϵ, u) ∩A ̸= ∅;
Ποιές είναι οι απαντήσεις στα προηγούμενα ερωτήματα αν υποθέσουμε επιπλέον ότι u /∈ A;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Από την δεύτερη χαρακτηριστική ιδιότητα του u = supA γνωρίζουμε
ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει x ∈ A ώστε u − ϵ < x ≤ u ή, ισοδύναμα, x ∈ (u − ϵ, u]. Άρα για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει x ∈ (u− ϵ, u] ∩A και, επομένως, (u− ϵ, u] ∩A ̸= ∅.
Άρα η απάντηση είναι: ναι.
Το δεύτερο ερώτημα. Το προηγούμενο επιχείρημα εγγυάται ότι υπάρχει x ∈ A στο διάστημα
(u− ϵ, u]. Αυτό το στοιχείο x του A μπορεί να είναι ο ίδιος ο u και μπορεί να μην υπάρχει άλλο
στοιχείο του A στο (u − ϵ, u] δηλαδή να μην υπάρχει κανένα στοιχείο του A στο (u − ϵ, u). Γι
αυτό υποψιαζόμαστε ότι η απάντηση μπορεί να είναι αρνητική και ψάχνουμε να βρούμε αντιπα-
ράδειγμα.
Θεωρούμε το μονοσύνολο A = {a}. Τότε a = supA και μπορούμε να βρούμε κάποιον ϵ > 0
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(μάλιστα, κάθε ϵ > 0 είναι κατάλληλος) ώστε το διάστημα (a − ϵ, a) να μην περιέχει κανένα
στοιχείο του A, οπότε (a− ϵ, a) ∩A = ∅.
Άρα η απάντηση στο ερώτημα είναι: όχι.
Άλλο αντιπαράδειγμα. Θεωρούμε το σύνολο A = [a, b] ∪ {c}, όπου a ≤ b < c. Τότε c = supA
και μπορούμε να βρούμε κάποιον ϵ > 0, για παράδειγμα οποιονδήποτε ϵ με 0 < ϵ ≤ c− b, ώστε
το διάστημα (c− ϵ, c) να μην περιέχει κανένα στοιχείο του A, οπότε (c− ϵ, c) ∩A = ∅.
Το τρίτο ερώτημα. Τώρα υποθέτουμε ότι u /∈ A. Από την δεύτερη ιδιότητα του u = supA έχουμε
ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει x ∈ A ώστε u− ϵ < x ≤ u. Επειδή x ∈ A και u /∈ A, στην τελευταία
σχέση δεν μπορεί να είναι x = u, οπότε u − ϵ < x < u ή, ισοδύναμα, x ∈ (u − ϵ, u). Άρα για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει x ∈ (u− ϵ, u) ∩A, οπότε (u− ϵ, u) ∩A ̸= ∅.
Άρα η απάντηση στο δεύτερο ερώτημα είναι: ναι.
Η απάντηση στο πρώτο ερώτημα είναι, όπως είδαμε, καταφατική ακόμη και χωρίς την επιπλέον
υπόθεση.

Άσκηση 1.2.11. Έστω μη-κενό σύνολο A και u ∈ R.
Αποδείξτε ότι supA ≤ u αν και μόνο αν ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι u ≤ supA αν και μόνο αν για κάθε γ < u υπάρχει x ∈ A ώστε γ < x.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω supA ≤ u. Έστω τυχόν x ∈ A. Τότε x ≤ supA, οπότε x ≤ u.
Άρα ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A.
Μια ελάχιστα διαφορετική διατύπωση. Έστω supA ≤ u. Επειδή το supA είναι άνω φράγμα του
A, ο u είναι κι αυτός άνω φράγμα του A. Άρα ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A.
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A. Αυτό σημαίνει ότι ο u είναι άνω φράγμα
του A. Επειδή το supA είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του A, συνεπάγεται supA ≤ u.
Το αντίστροφο με άλλο τρόπο. Έστω (για άτοπο) ότι u < supA. Από την δεύτερη ιδιότητα του
supA συνεπάγεται ότι υπάρχει x ∈ A ώστε u < x ≤ supA. Αυτό είναι άτοπο διότι πρέπει να
ισχύει x ≤ u για κάθε x ∈ A. Άρα supA ≤ u.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω u ≤ supA. Έστω τυχών γ < u. Τότε γ < supA, οπότε από τη δεύτερη
ιδιότητα του supA έχουμε ότι υπάρχει x ∈ A ώστε γ < x. Άρα για κάθε γ < u υπάρχει x ∈ A
ώστε γ < x.
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε γ < u υπάρχει x ∈ A ώστε γ < x. Έστω (για άτοπο) ότι
supA < u. Θεωρούμε γ = supA (ή οποιονδήποτε γ με supA ≤ γ < u). Τότε αυτός ο γ είναι
< u, οπότε βάσει της υπόθεσης πρέπει να υπάρχει x ∈ A ώστε γ < x, δηλαδή supA < x. Αυτό
είναι άτοπο. Άρα u ≤ supA.
Το αντίστροφο με λίγο διαφορετική διατύπωση. Τό ότι για κάθε γ < u υπάρχει x ∈ A ώστε γ < x
σημαίνει ότι κάθε γ < u δεν είναι άνω φράγμα του A. Όμως, το supA είναι άνω φράγμα του A,
οπότε δεν μπορεί να ισχύει supA < u και, επομένως, ισχύει u ≤ supA.

Άσκηση 1.2.12. Έστω μη-κενά σύνολα A,B.
[α] Αποδείξτε ότι supA ≤ infB αν και μόνο αν ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
[β] Έστω ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B. Περιγράψτε (με τύπο) συναρτήσει των supA,
infB το σύνολο όλων των ξ με την ιδιότητα να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
[γ] Έστω ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B και έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν
x ∈ A, y ∈ B ώστε y − x < ϵ. Αποδείξτε ότι supA = infB.

Λύση: [α] Έστω supA ≤ infB. Επειδή για κάθε x ∈ A, y ∈ B ισχύει x ≤ supA και infB ≤ y,
συνεπάγεται ότι για κάθε x ∈ A, y ∈ B ισχύει x ≤ y.
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Πρώτος τρόπος: Θεωρούμε τυχόντα y ∈ B (και τόν σταθεροποιούμε προσωρινά). Επειδή ισχύει
x ≤ y για κάθε x ∈ A συνεπάγεται ότι ο y είναι άνω φράγμα του A. Επειδή το supA είναι το
ελάχιστο άνω φράγμα του A, ισχύει supA ≤ y. Τώρα (αποσταθεροποιώντας τον y) έχουμε ότι
ισχύει supA ≤ y για κάθε y ∈ B, οπότε το supA είναι κάτω φράγμα του B. Τέλος, επειδή το
infB είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του B, συνεπάγεται supA ≤ infB.
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Δεύτερος τρόπος: Έστω (για άτοπο) infB < supA. Από τη δεύτερη ιδιότητα του supA συνεπά-
γεται ότι υπάρχει x ∈ A ώστε infB < x. Από τη δεύτερη ιδιότητα του infB συνεπάγεται ότι
υπάρχει y ∈ B ώστε y < x. Άρα υπάρχουν x ∈ A, y ∈ B ώστε y < x και αυτό αντιφάσκει με την
υπόθεση ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
[β] Όπως είδαμε στο [α], από το ότι ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B προκύπτει supA ≤ infB.
Οι ξ με την ιδιότητα να ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B είναι, προφανώς, εκείνοι οι
ξ που είναι ταυτόχρονα άνω φράγματα του A και κάτω φράγματα του B. Άρα είναι εκείνοι οι ξ
που είναι ταυτόχρονα και ≥ supA και ≤ infB. Δηλαδή είναι εκείνοι οι ξ που είναι στοιχεία του
κλειστού διαστήματος [supA, infB].
[γ] Από την υπόθεση και από το [α] συνεπάγεται supA ≤ infB. Άρα μένει να αποδείξουμε ότι
infB ≤ supA.
Πρώτος τρόπος: Έστω (για άτοπο) ότι supA < infB. Παρατηρήστε ότι τότε τα supA, infB είναι
αριθμοί (το supA δεν μπορεί να είναι +∞ και το infB δεν μπορεί να είναι −∞).
Παίρνοντας οποιονδήποτε ϵ με 0 < ϵ ≤ infB−supA, βλέπουμε ότι για κάθε x ∈ A, y ∈ B ισχύει
x ≤ supA και infB ≤ y, οπότε y − x ≥ infB − supA ≥ ϵ. Άρα δεν υπάρχουν x ∈ A, y ∈ B
ώστε y − x < ϵ. Αυτό αντιφάσκει με την υπόθεση του [γ], οπότε infB ≤ supA.
Δεύτερος τρόπος: Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0. Σύμφωνα με την υπόθεση, υπάρχουν x ∈ A, y ∈ B
ώστε y − x < ϵ. Επειδή x ≤ supA και infB ≤ y, συνεπάγεται infB − supA ≤ y − x < ϵ.
Άρα έχουμε ότι ισχύει infB − supA < ϵ για κάθε ϵ > 0. Αυτό, βάσει της πρότασης 1.3, συνεπά-
γεται ότι infB − supA ≤ 0 και, επομένως, infB ≤ supA.

Άσκηση 1.2.13. Έστω μη-κενά σύνολα A,B ώστε A ∪ B = R και ώστε να ισχύει x < y για κάθε
x ∈ A, y ∈ B. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ώστε A = (−∞, ξ), B = [ξ,+∞) ή A = (−∞, ξ],
B = (ξ,+∞).

Λύση: Πρώτον, η υπόθεση A ∪ B = R λέει ότι κάθε αριθμός ανήκει σε ένα τουλάχιστον από τα
A,B. Επίσης, η γνήσια ανισότητα x < y λέει ότι τα A,B δεν έχουν κοινό στοιχείο. Άρα κάθε
αριθμός ανήκει σε ακριβώς ένα από τα A,B.
Τώρα, βάσει του αποτελέσματος της άσκησης 1.2.12[α], συμπεραίνουμε ότι supA ≤ infB.
Προφανώς, το σύνολοA βρίσκεται αριστερά (με την ευρεία έννοια) του supA και τοB βρίσκεται
δεξιά (με την ευρεία έννοια) του infB.
Τώρα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. Η πρώτη είναι όταν supA < infB.
Όμως, σ’ αυτήν την περίπτωση κάθε αριθμός στο ανοικτό διάστημα ανάμεσα στους supA, infB,
για παράδειγμα ο supA+infB

2 , δεν ανήκει σε κανένα από τα σύνολα A,B.
Άρα μένει η περίπτωση supA = infB.
Θέτουμε ξ = supA = infB.
Τώρα, κάθε x < ξ δεν μπορεί να ανήκει στο B, οπότε ανήκει στο A. Επίσης, κάθε x > ξ δεν
μπορεί να ανήκει στο A, οπότε ανήκει στο B. Τέλος, ο ίδιος ο ξ πρέπει να ανήκει σε ένα ακρι-
βώς από τα A,B. Αν ξ ∈ A, τότε προφανώς A = (−∞, ξ] και B = (ξ,+∞). Αν ξ ∈ B, τότε
A = (−∞, ξ), B = [ξ,+∞).

Άσκηση 1.2.14. Έστω μη-κενά σύνολαA,B. Aποδείξτε ότι supA ≤ supB αν και μόνο αν για κάθε
x ∈ A και κάθε γ < x υπάρχει y ∈ B ώστε y > γ.

Λύση: Έστω supA ≤ supB.
Παίρνουμε τυχόντα x ∈ A και τυχόντα γ < x. Τότε x ≤ supA και, επομένως, x ≤ supB, οπότε
γ < supB. Άρα υπάρχει y ∈ B ώστε y > γ.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε x ∈ A και κάθε γ < x υπάρχει y ∈ B ώστε y > γ.
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε x ∈ A και κάθε γ < x υπάρχει y ∈ B ώστε y > γ.
Ας υποθέσουμε, για να καταλήξουμε σε άτοπο, ότι supB < supA. Τότε υπάρχει κάποιος x ∈ A
ώστε supB < x. Θεωρούμε τότε γ = supB, οπότε από την υπόθεση συνεπάγεται ότι υπάρχει
y ∈ B ώστε y > γ = supB. Αυτό είναι, φυσικά, άτοπο.
Άρα supA ≤ supB.
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Το αντίστροφο με διαφορετικό τρόπο. Παίρνουμε τυχόντα x ∈ A. Το ότι για κάθε γ < x υπάρχει
y ∈ B ώστε y > γ μας λέει ότι κάθε γ < x δεν είναι άνω φράγμα του B. Άρα για το supB, το
οποίο είναι άνω φράγμα του B, δεν μπορεί να ισχύει supB < x, οπότε είναι x ≤ supB.
Έχουμε, λοιπόν, ότι για κάθε x ∈ A ισχύει x ≤ supB. Επομένως, το supB είναι άνω φράγμα του
A και άρα supA ≤ supB.

Άσκηση 1.2.15. Έστω μη-κενά σύνολα A,B με A ⊆ B. Αποδείξτε ότι infB ≤ infA ≤ supA ≤
supB.

Λύση: Η ανισότητα infA ≤ supA είναι γνωστή. Άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι infB ≤ infA και
supA ≤ supB.
Θα αποδείξουμε την δεύτερη ανισότητα με τα supremum και θα αποδείξετε εσείς την πρώτη ανι-
σότητα με παρόμοιο τρόπο.
Για κάθε x ∈ A ισχύει x ∈ B, οπότε ισχύει x ≤ supB. Άρα το supB είναι άνω φράγμα του A
και, επομένως, supA ≤ supB.
Με διαφορετικό τρόπο. Υποθέτουμε (για άτοπο) ότι supB < supA. Από την δεύτερη χαρακτηρι-
στική ιδιότητα του supA συνεπάγεται ότι υπάρχει κάποιος x ∈ A ώστε supB < x. Όμως, επειδή
x ∈ A πρέπει να είναι x ∈ B. Αυτό αντιφάσκει με το ότι supB < x και καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα supA ≤ supB.

Άσκηση 1.2.16. [α] Έστω μη-κενά σύνολαA,B. Αποδείξτε ότι sup(A∪B) = max{supA, supB}.
Αν επιπλέον το A ∩ B δεν είναι κενό, αποδείξτε ότι sup(A ∩ B) ≤ min{supA, supB}. Ισχύει πά-
ντοτε ότι sup(A ∩B) = min{supA, supB};
[γ] Για τα μη-κενά σύνολα A,B ορίζουμε A+B = {x+ y |x ∈ A, y ∈ B}.
Αποδείξτε ότι sup(A+B) = supA+ supB.

Λύση: [α] Το πρώτο ερώτημα. Είναι A ⊆ A ∪ B. Άρα για κάθε x ∈ A ισχύει x ∈ A ∪ B
και, επομένως, x ≤ sup(A ∪ B). Άρα το sup(A ∪ B) είναι άνω φράγμα του A και άρα είναι
supA ≤ sup(A ∪B).
Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι supB ≤ sup(A ∪B).
Επειδή και οι δύο ποσότητες supA και supB δεν υπερβαίνουν την ποσότητα sup(A ∪ B), συνε-
πάγεται ότι και η μεγαλύτερη από τις δύο δεν υπερβαίνει την sup(A ∪B). Δηλαδή,

max{supA, supB} ≤ sup(A ∪B). (14.1)

Τώρα, για κάθε x ∈ A ισχύει x ≤ supA ≤ max{supA, supB}. Ομοίως, για κάθε x ∈ B ισχύει
x ≤ supB ≤ max{supA, supB}. Άρα για κάθε x ∈ A∪B ισχύει x ≤ max{supA, supB}. Αυτό
σημαίνει ότι η ποσότητα max{supA, supB} είναι άνω φράγμα του A ∪B και, επομένως,

sup(A ∪B) ≤ max{supA, supB}. (14.2)

Από τις ανισότητες (14.1) και (14.2) συνεπάγεται η ισότητα sup(A ∪B) = max{supA, supB}.
Το δεύτερο ερώτημα. Βλέπουμε ότι για κάθε x ∈ A ισχύει x ≤ supA και ότι για κάθε x ∈ B ισχύει
x ≤ supB. Άρα για κάθε x ∈ A ∩ B ισχύουν ταυτόχρονα και οι δύο ανισότητες. Αφού, λοιπόν,
κάθε x ∈ A ∩ B δεν υπερβαίνει καμία από τις ποσότητες supA και supB, συνεπάγεται ότι δεν
υπερβαίνει ούτε την μικρότερη από τις δύο. Άρα για κάθεx ∈ A∩B ισχύειx ≤ min{supA, supB}
και, επομένως, η ποσότητα min{supA, supB} είναι άνω φράγμα του A ∩B. Συνεπώς,

sup(A ∩B) ≤ min{supA, supB}.

Τέλος, αν θεωρήσουμε το παράδειγμα των συνόλων A = [0, 1] ∪ {2} και B = [0, 1] ∪ {3},
τότε έχουμε A ∩ B = [0, 1]. Σ’ αυτήν την περίπτωση είναι supA = 2 και supB = 3, οπότε
min{supA, supB} = 2. Όμως, sup(A ∩B) = 1 και άρα sup(A ∩B) < min{supA, supB}.
[γ] Πρώτα θα αποδείξουμε ότι sup(A+B) ≤ supA+ supB.
Για κάθε x ∈ A ισχύει x ≤ supA και για κάθε y ∈ B ισχύει y ≤ supB. Προσθέτουμε και έχουμε
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ότι για κάθε x ∈ A, y ∈ B ισχύει x + y ≤ supA + supB. (Σ’ αυτήν την πράξη δεν υπάρχει
πρόβλημα ακόμη κι αν ένα ή και τα δύο από τα supA, supB είναι +∞.)
Άρα η ποσότητα supA+ supB είναι άνω φράγμα του A+B, οπότε

sup(A+B) ≤ supA+ supB.

Κατόπιν, θα αποδείξουμε ότι supA+ supB ≤ sup(A+B) και η απόδειξη θα τελειώσει.
Πρώτος τρόπος. Για κάθε x ∈ A, y ∈ B το x+ y είναι στοιχείο του A+B, οπότε ισχύει

x+ y ≤ sup(A+B).

Τώρα σταθεροποιούμε προσωρινά ένα τυχόντα y ∈ B και έχουμε ότι ισχύει

x ≤ sup(A+B)− y

για κάθε x ∈ A. Αυτό σημαίνει ότι η ποσότητα sup(A + B) − y είναι άνω φράγμα του συνόλου
A, οπότε ισχύει

supA ≤ sup(A+B)− y

για κάθε y ∈ B. (Απο-σταθεροποιούμε τον τυχόντα y ∈ B που είχαμε προσωρινά σταθεροποιή-
σει.) Τώρα, στην τελευταία ανισότητα οι supA και y θα αλλάξουν πλευρές. Με τον y δεν υπάρχει
πρόβλημα διότι είναι αριθμός. Όμως δεν μπορεί να γίνει το ίδιο με το supA αν είναι+∞. Γι αυτό
διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Αν το supA είναι αριθμός, συνεπάγεται ότι ισχύει

y ≤ sup(A+B)− supA

για κάθε y ∈ B. Άρα η ποσότητα sup(A+B)− supA είναι άνω φράγμα του B, οπότε

supB ≤ sup(A+B)− supA

και (πάλι επειδή το supA είναι αριθμός) συνεπάγεται

supA+ supB ≤ sup(A+B).

Αν supA = +∞, τότε από την ανισότητα supA ≤ sup(A+B)−y, στην οποία είχαμε φτάσει πριν
διακρίνουμε περιπτώσεις, συνεπάγεται ότι επίσης sup(A+B) = +∞ και, επομένως, η ανισότητα

supA+ supB ≤ sup(A+B)

στην οποία θέλουμε να καταλήξουμε ισχύει ως ισότητα.
Δεύτερος τρόπος: Υποθέτουμε ότι

sup(A+B) < supA+ supB (14.3)

και θα καταλήξουμε σε άτοπο.
Τότε βλέπουμε αμέσως ότι το sup(A+B) είναι αναγκαστικά αριθμός. Δηλαδή το σύνολο A+B
είναι άνω φραγμένο, οπότε υπάρχει κάποιος αριθμός u ώστε να ισχύει x + y ≤ u για κάθε x ∈
A, y ∈ B. Παίρνοντας οποιονδήποτε y0 ∈ B, βλέπουμε ότι ισχύει x ≤ u − y0 για κάθε x ∈ A.
Άρα το A είναι άνω φραγμένο, οπότε το supA είναι αριθμός. Με το ίδιο επιχείρημα βλέπουμε ότι
και το B είναι άνω φραγμένο, οπότε και το supB είναι αριθμός. Δηλαδή στην ανισότητα (14.3)
όλες οι ποσότητες είναι αριθμοί.
Τώρα η ιδέα είναι να βρούμε έναν x ∈ A πολύ κοντά στο supA και έναν y ∈ B πολύ κοντά στο
supB έτσι ώστε ο x + y να είναι πολύ κοντά στο supA + supB. Πόσο κοντά; Κοντύτερα από
όσο είναι το sup(A+B) στο supA+ supB. Αυτό θα δώσει ότι ο x+ y είναι μεγαλύτερος από το
sup(A+B) και θα φτάσουμε στο άτοπο που θέλουμε.
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Θέτουμε ϵ = (supA+ supB)− sup(A+B) > 0.
Γνωρίζουμε ότι υπάρχει x ∈ A ώστε supA − ϵ

2 < x ≤ supA και ότι υπάρχει y ∈ B ώστε
supB − ϵ

2 < y ≤ supB. Προσθέτουμε και έχουμε ότι γι αυτό το x ∈ A και γι αυτό το y ∈ B
ισχύει (supA + supB) − ϵ < x + y, οπότε, λόγω της συγκεκριμένης επιλογής του ϵ, έχουμε ότι
sup(A+B) < x+ y. Όμως, ο x+ y είναι στοιχείο του A+B και καταλήγουμε σε άτοπο.

Άσκηση 1.2.18. [α] Έστω συνάρτηση f : [a, b] → R αύξουσα στο [a, b]. Αν f(a) > a και f(b) < b,
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = ξ.
[β] Έστω διάστημα I και f : I → R και έστω ότι για κάθε x ∈ I υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ (x − δ, x + δ) ∩ I με x′ ≤ x ≤ x′′. Αποδείξτε ότι η f
είναι αύξουσα στο I .

Λύση: [α] Θεωρούμε το σύνολο A = {x ∈ [a, b] |x ≤ f(x)}.
ΤοA είναι μη-κενό επειδή a ∈ A. Επίσης, τοA είναι άνω φραγμένο αφού περιέχεται στο διάστημα
[a, b]. Άρα το ξ = supA είναι αριθμός και μάλιστα είναι a ≤ ξ ≤ b. Η αριστερή ανισότητα ισχύει
διότι a ∈ A και η δεξιά διότι ο b είναι άνω φράγμα του A.
Τώρα, έστω f(ξ) > ξ. Τότε είναι ξ < b. Θεωρούμε τον δ = f(ξ) − ξ > 0 και παρατηρούμε ότι
για κάθε x ∈ [ξ, ξ + δ] ∩ [ξ, b] ισχύει

f(x) ≥ f(ξ) = ξ + δ ≥ x

και, επομένως, x ∈ A. Άρα το A περιέχει ένα διάστημα δεξιά του ξ και καταλήγουμε σε άτοπο,
αφού ο ξ είναι άνω φράγμα του A.
Κατόπιν, έστω f(ξ) < ξ. Τότε είναι a < ξ. Θεωρούμε τον δ = ξ − f(ξ) > 0 και έχουμε ότι για
κάθε x ∈ (ξ − δ, ξ] ∩ [a, ξ] ισχύει

f(x) ≤ f(ξ) = ξ − δ < x

και, επομένως, x /∈ A. Άρα το A δεν τέμνει ένα διάστημα αριστερά του ξ και καταλήγουμε σε
άτοπο, αφού ο ξ είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του A.
Άρα f(ξ) = ξ.
[β] Έστω a, b ∈ I με a < b. Θεωρούμε το σύνολο A = {x ∈ [a, b] | f(a) ≤ f(x)}.
ΤοA είναι μη-κενό επειδή a ∈ A. Επίσης, τοA είναι άνω φραγμένο αφού περιέχεται στο διάστημα
[a, b]. Άρα το ξ = supA είναι αριθμός και μάλιστα (όπως και στο [α]) είναι a ≤ ξ ≤ b.
Έστω ξ /∈ A. Τότε είναι a < ξ και f(ξ) < f(a). Σύμφωνα με την υπόθεση, υπάρχει δ > 0 ώστε
να ισχύει f(x′) ≤ f(ξ) και άρα f(x′) < f(a) για κάθε x′ ∈ (ξ − δ, ξ] ∩ I . Άρα το A δεν τέμνει
ένα διάστημα αριστερά του ξ και καταλήγουμε σε άτοπο, αφού ο ξ είναι το ελάχιστο άνω φράγμα
του A. Άρα ξ ∈ A και, επομένως, f(a) ≤ f(ξ).
Τώρα, έστω ξ < b. Σύμφωνα με την υπόθεση υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(ξ) ≤ f(x′′) και
άρα f(a) ≤ f(x′′) για κάθε x′′ ∈ [ξ, ξ + δ) ∩ I . Άρα το A περιέχει ένα διάστημα δεξιά του ξ και
καταλήγουμε σε άτοπο, αφού ο ξ είναι άνω φράγμα του A. Άρα ξ = b.
Από τις f(a) ≤ f(ξ) και ξ = b συνεπάγεται ότι f(a) ≤ f(b).
Αποδείξαμε ότι ισχύει f(a) ≤ f(b) για κάθε a, b ∈ I με a < b, οπότε η f είναι αύξουσα στο I .

Άσκηση 1.3.1. Αν ισχύει l ≤ a+ 1
n για κάθε n ∈ N, αποδείξτε ότι l ≤ a.

Αν ισχύει |a− b| ≤ 1
n για κάθε n ∈ N, αποδείξτε ότι a = b.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι ισχύει l ≤ a + 1
n για κάθε n ∈ N και ας υποθέσουμε (για

άτοπο) ότι l > a.
Τότε είναι l − a > 0, οπότε, βάσει της Αρχιμήδειας ιδιότητας, υπάρχει n ∈ N ώστε 1

n < l − a ή,
ισοδύναμα, a+ 1

n < l και καταλήγουμε σε άτοπο.
Το δεύτερο ερώτημα. Υποθέτουμε ότι ισχύει |a − b| ≤ 1

n για κάθε n ∈ N. Τότε από το [α] ή
κατευθείαν από την Αρχιμήδεια ιδιότητα συνεπάγεται |a− b| ≤ 0 και άρα a = b.

Άσκηση 1.3.2. Βρείτε το supremum και το infimum καθενός από τα σύνολα: {(−1)nn |n ∈ N},
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N ∪ { 1
n |n ∈ N}, {(−1)n − 1

n |n ∈ N}, { 1
2n |n ∈ N} ∪ {1− 1

2n |n ∈ N}.

Λύση: Το σύνολο A = {(−1)nn |n ∈ N} περιέχει όλους τους θετικούς άρτιους και όλους τους
αρνητικούς περιττούς. Είναι σαφές ότι το σύνολο δεν είναι άνω φραγμένο ούτε κάτω φραγμένο.
Πράγματι, αν το σύνολο είναι άνω φραγμένο, υπάρχει αριθμός u ώστε να ισχύει 2k ≤ u για κάθε
k ∈ N. Συνεπάγεται k ≤ u

2 για κάθε k ∈ N, αλλά αυτό είναι άτοπο διότι το N δεν είναι άνω
φραγμένο. Άρα το σύνολο δεν είναι άνω φραγμένο, οπότε supA = +∞.
Επίσης, αν το σύνολο είναι κάτω φραγμένο, υπάρχει αριθμός l ώστε να ισχύει l ≤ −(2k − 1) για
κάθε k ∈ N. Συνεπάγεται k ≤ −l+1

2 για κάθε k ∈ N και αυτό είναι άτοπο διότι το N δεν είναι άνω
φραγμένο. Άρα το σύνολο δεν είναι κάτω φραγμένο, οπότε infA = −∞.
Το σύνολο B = N ∪ { 1

n |n ∈ N} δεν είναι άνω φραγμένο, διότι περιέχει το N και το N δεν είναι
άνω φραγμένο. Άρα supB = +∞.
Από την άλλη μεριά, είναι προφανές ότι όλα τα στοιχεία τουB είναι θετικοί αριθμοί. Άρα ο 0 είναι
κάτω φράγμα του B και θα δούμε ότι ο 0 είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του B.
Έστω τυχών l > 0. Από την Αρχιμήδεια ιδιότητα συνεπάγεται ότι υπάρχει n ∈ N ώστε 1

n < l.
Άρα υπάρχει στοιχείο του B το οποίο είναι μικρότερο από τον l. Άρα κανένας l > 0 δεν είναι
κάτω φράγμα του B, οπότε ο 0 είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του B. Άρα, λοιπόν, infB = 0.
Βλέπουμε ότι από τους περιττούς φυσικούς n προκύπτουν τα στοιχεία −1 − 1

2k−1 του συνόλου
C = {(−1)n − 1

n |n ∈ N}, δηλαδή τα

−1− 1 = −2, −1− 1
3 = −4

3 , −1− 1
5 = −6

5 κ.τ.λ.

ενώ από τους άρτιους φυσικούς n προκύπτουν τα στοιχεία 1− 1
2k του C, δηλαδή τα

1− 1
2 = 1

2 , 1− 1
4 = 3

4 , 1− 1
6 = 5

6 κ.τ.λ.

Τα πρώτα στοιχεία βρίσκονται μέσα στο διάστημα [−2,−1] ενώ τα δεύτερα στοιχεία βρίσκονται
μέσα στο διάστημα [12 , 1].
Είναι προφανές ότι το μικρότερο στοιχείο του C είναι ο −2, οπότε infC = minC = −2.
Το supremum του C θα προκύψει από τα δεύτερα στοιχεία τα οποία “πλησιάζουν” τον αριθμό 1,
ο οποίος είναι, προφανώς, άνω φράγμα του C.
Αν υπήρχε άνω φράγμα u < 1 του C, τότε θα ίσχυε 1 − 1

2k ≤ u < 1 για κάθε k ∈ N. Άρα θα
ίσχυε 0 < 2(1−u) ≤ 1

k για κάθε k ∈ N, αλλά αυτό είναι άτοπο βάσει της Αρχιμήδειας ιδιότητας.
Άρα δεν υπάρχει άνω φράγμα του C το οποίο να είναι < 1, οπότε supC = 1.
Όλα τα στοιχεία του D = { 1

2n |n ∈ N} ∪ {1 − 1
2n |n ∈ N} βρίσκονται στο διάστημα [−1, 1].

Κάποια από αυτά “πλησιάζουν” τον 0 και κάποια άλλα “πλησιάζουν” τον 1.
Ο 1 είναι προφανώς άνω φράγμα τουD. Αν υπήρχε άνω φράγμα u < 1 τουD, θα ίσχυε 1− 1

2n ≤
u < 1 για κάθε n ∈ N. Άρα θα ίσχυε 0 < 2(1 − u) ≤ 1

n για κάθε n ∈ N, αλλά αυτό είναι άτοπο
εξ αιτίας της Αρχιμήδειας ιδιότητας.
Άρα δεν υπάρχει άνω φράγμα του D που να είναι < 1, οπότε supD = 1.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι infD = 0.

Άσκηση 1.3.3. Βρείτε το supremum του A = (a, b) ∩Q = {r ∈ Q | a < r < b}.

Σχόλιο: Είναι αδύνατο να σχεδιάσουμε το σύνολο A με απόλυτη πιστότητα. Το σύνολο A έχει
άπειρα στοιχεία και μάλιστα, λόγω της πυκνότητας των ρητών, σε κάθε υποδιάστημα του (a, b),
οσοδήποτε μικρό, υπάρχουν άπειρα στοιχεία τουA. Από την άλλη μεριά, δεν μπορούμε να σχεδιά-
σουμε τοA με μια πλήρη, συνεχή γραμμή ανάμεσα στα a, b, διότι και οι άρρητοι είναι πυκνοί. Αυτό
σημαίνει ότι σε κάθε υποδιάστημα του (a, b) υπάρχουν άπειροι άρρητοι, δηλαδή άπειρα στοιχεία
εκτός του A. Φτιάχνουμε μια “σχετικά επαρκή” εικόνα του A αν ζωγραφίσουμε όσο το δυνατόν
περισσότερα σημεία (στοιχεία του A) ανάμεσα στους a, b φροντίζοντας συγχρόνως να υπάρχουν
όσο το δυνατό περισσότερα κενά (στοιχεία εκτός του A) ανάμεσα στα προηγούμενα σημεία. Μι-
λώντας απλοϊκά: τα στοιχεία τουA είναι “παντού” στο διάστημα (a, b) αλλά και τα στοιχεία εκτός
του A είναι “παντού” στο (a, b).
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Λύση: Προφανώς, ο b είναι άνω φράγμα του A, διότι το A περιέχεται στο (a, b).
Κατόπιν, υποθέτουμε ότι κάποιος u < b είναι άνω φράγμα του A. Επειδή όλα τα στοιχεία του A
είναι> a, συνεπάγεται a < u. Λόγω της πυκνότητας των ρητών, υπάρχει ρητός r ώστε u < r < b.
Συνεπάγεται a < r < b (διότι a < u), οπότε ο r είναι στοιχείο του A. Άρα υπάρχει στοιχείο του
A το οποίο είναι > u και καταλήγουμε σε άτοπο, αφού ο u είναι άνω φράγμα του A.
Άρα δεν υπάρχει άνω φράγμα τουA που να είναι< b και, επομένως, το ελάχιστο άνω φράγμα του
A είναι ο b. Δηλαδή supA = b.
Με λίγο διαφορετικό τρόπο. Έστω τυχών u < b. Θεωρούμε τον u′ = max{a, u} και έχουμε ότι
a ≤ u′ και u ≤ u′ και u′ < b. Τότε υπάρχει ρητός r ώστε u′ < r < b. Συνεπάγεται a < r < b
(διότι a ≤ u′) και άρα ο r είναι στοιχείο του A. Επίσης, είναι u < r (διότι u ≤ u′) και, επομένως,
ο u δεν είναι άνω φράγμα του A.
Άρα κανένας u < b δεν είναι άνω φράγμα του A, οπότε το ελάχιστο άνω φράγμα του A είναι ο b.

Άσκηση 1.3.4. Τα σύνολα A = {− 1
n |n ∈ N}, B = { 1

n |n ∈ N} ικανοποιούν την υπόθεση ότι
ισχύει x ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B. Βρείτε το σύνολο όλων των ξ με την ιδιότητα να ισχύει
x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Κάντε το ίδιο για τα A = {r ∈ Q | r < 0}, B = {r ∈ Q | r > 0}.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Ο ξ = 0 έχει, προφανώς, την ιδιότητα ότι ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε
x ∈ A, y ∈ B.
Από την άλλη μεριά, έστω ότι για κάποιον ξ ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B. Αυτό
σημαίνει ότι ισχύει − 1

n ≤ ξ ≤ 1
n για κάθε n ∈ N.

Από το ότι ισχύει ξ ≤ 1
n για κάθε n ∈ N και από την Αρχιμήδεια ιδιότητα συνεπάγεται ξ ≤ 0.

Από το ότι ισχύει− 1
n ≤ ξ ή, ισοδύναμα,−ξ ≤ 1

n για κάθε n ∈ N και από την Αρχιμήδεια ιδιότητα
συνεπάγεται −ξ ≤ 0, δηλαδή ξ ≥ 0.
Από τις ξ ≤ 0 και ξ ≥ 0 συνεπάγεται ξ = 0.
Άρα ο ξ = 0 είναι ο μοναδικός ξ για τον οποίο ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Το δεύτερο ερώτημα. Όπως στο πρώτο ερώτημα, ο αριθμός ξ = 0 έχει την ιδιότητα ότι ισχύει
x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Τώρα, έστω ότι για κάποιον ξ ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Για κάθε n ∈ N ο − 1

n ανήκει στο A και ο 1
n ανήκει στο B. Άρα ισχύει − 1

n ≤ ξ ≤ 1
n για κάθε

n ∈ N και, επομένως, από το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος συνεπάγεται ξ = 0.
Άρα ο ξ = 0 είναι ο μοναδικός ξ για τον οποίο ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Με λίγο διαφορετικό τρόπο. Έστω ότι για κάποιον ξ ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.
Αν ξ > 0, τότε υπάρχει ρητός r ώστε 0 < r < ξ. Δηλαδή, υπάρχει r ∈ B ώστε r < ξ και κατα-
λήγουμε σε άτοπο.
Ομοίως, αν ξ < 0, τότε υπάρχει ρητός r ώστε ξ < r < 0. Δηλαδή, υπάρχει r ∈ A ώστε ξ < r και
πάλι καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα ο ξ = 0 είναι ο μοναδικός ξ για τον οποίο ισχύει x ≤ ξ ≤ y για κάθε x ∈ A, y ∈ B.

Άσκηση 1.3.5. Αν ισχύει r ≥ a για κάθε r ∈ Q με r > b, αποδείξτε ότι b ≥ a.
Αν {r ∈ Q | r < a} = {r ∈ Q | r < b}, αποδείξτε ότι a = b.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω (για άτοπο) b < a. Από την πυκνότητα των ρητών συνεπάγεται
ότι υπάρχει r ∈ Q ώστε b < r < a. Αυτό είναι άτοπο, διότι η υπόθεση λέει ότι κάθε ρητός που
είναι > b πρέπει να είναι και ≥ a.
Το δεύτερο ερώτημα. Η υπόθεση λέει ότι οι ρητοί που είναι < a είναι οι ίδιοι με τους ρητούς που
είναι < b.
Έστω (για άτοπο) a < b. Από την πυκνότητα των ρητών συνεπάγεται ότι υπάρχει r ∈ Q ώστε
a < r < b. Άρα υπάρχει ρητός που είναι < b αλλά δεν είναι < a και αυτό είναι άτοπο.
Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει άτοπο αν b < a. Άρα a = b.

Άσκηση 1.4.1. Βρείτε το supremum του (a, b) ∩ (R \Q) = {x ∈ R \Q | a < x < b}.
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Υπόδειξη: Όπως στην άσκηση 1.3.3.

Άσκηση 1.4.2. Έστω οποιοσδήποτε άρρητος a και το σύνολο A = {r ∈ Q | r < a}. Παρατηρήστε
ότι A ⊆ Q και ότι το A είναι μη-κενό και άνω φραγμένο στοQ. Δηλαδή, υπάρχει u ∈ Q (για παρά-
δειγμα, ο u = [a] + 1) ώστε να ισχύει r ≤ u για κάθε r ∈ A.
Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει αριθμός στοQ, ο οποίος να είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του A. Συμπε-
ράνατε ότι το Q δεν έχει την ιδιότητα supremum.

Υπόδειξη: Έστω s = supA και s ∈ Q. Καταλήξτε σε άτοπο, διακρίνοντας τις περιπτώσεις: s < a
και s > a.

Άσκηση 1.4.6. Έστω y > 1. Αποδείξτε ότι yx = inf{yr | r ∈ Q, x < r}.

Λύση: Γνωρίζουμε ότι ισχύει yx < yr για κάθε r ∈ Q με x < r. Άρα ο yx είναι κάτω φράγμα του
συνόλου {yr | r ∈ Q, x < r}.
Τώρα, έστω γ > yx, οπότε 1

γ < y−x.
Βάσει του ορισμού της δύναμης y−x, είναι y−x = sup{ys | s ∈ Q, s < −x}. Άρα υπάρχει s ∈ Q
με s < −x ώστε να είναι 1

γ < ys. Τότε, όμως, ο r = −s είναι ρητός > x και ισχύει yr < γ.
Δηλαδή υπάρχει στοιχείο του {yr | r ∈ Q, x < r} το οποίο είναι < γ και άρα ο γ δεν είναι κάτω
φράγμα του {yr | r ∈ Q, x < r}.
Άρα ο yx είναι το μέγιστο κάτω φράγμα του {yr | r ∈ Q, x < r}.

14.2 Κεφάλαιο 2.

Άσκηση 2.1.1. Αν μια ακολουθία είναι αύξουσα και φθίνουσα, αποδείξτε ότι είναι σταθερή.

Λύση: Έστω ότι η ακολουθία (xn) είναι αύξουσα και φθίνουσα. Δηλαδή, ισχύει xn ≤ xn+1 και,
ταυτόχρονα, xn ≥ xn+1 για κάθε n. Άρα ισχύει xn = xn+1 για κάθε n, οπότε εύκολα βλέπουμε
με την αρχή της επαγωγής ότι ισχύει xn = x1 για κάθε n. Άρα η (xn) είναι σταθερή.

Άσκηση 2.1.2. Βρείτε τα σύνολα όρων των ακολουθιών
(
a+b
2 + (−1)n−1 a−b2

)
,
(
n − 2[n2 ]

)
και(

n− 3[n3 ]
)
.

Λύση: Οι όροι της πρώτης ακολουθίας είναι, διαδοχικά, οι a, b, a, b, a, b, a, b, a, b, a, . . . . Αν ο n
είναι περιττός, τότε ο αντίστοιχος όρος είναι ίσος με a, ενώ, αν ο n είναι άρτιος, τότε ο αντίστοιχος
όρος είναι ίσος με b. Το σύνολο των όρων της ακολουθίας είναι το {a, b}.
Οι όροι της δεύτερης ακολουθίας είναι οι 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . . Το σύνολο των όρων της
ακολουθίας είναι το {0, 1}. Η ακολουθία μπορεί να περιγραφεί με τον τύπο

xn =

{
0, αν n = 2k
1, αν n = 2k + 1

}
= το υπόλοιπο της διαίρεσης n : 2.

Οι όροι της τρίτης ακολουθίας είναι οι 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, . . . . Το σύνολο όρων της ακο-
λουθίας είναι το {0, 1, 2} και η ακολουθία θα μπορούσε να περιγραφεί με τον τύπο

xn =


0, αν n = 3k
1, αν n = 3k + 1
2, αν n = 3k + 2

 = το υπόλοιπο της διαίρεσης n : 3.

Άσκηση 2.1.3. Οι έξι πρώτοι όροι μιας άγνωστης ακολουθίας είναι: 1, 4, 9, 16, 25, 36. Ο έβδομος
πρέπει να είναι ο 49; ο 24; ή μπορεί να είναι οποιοσδήποτε αριθμός;

Λύση: Οποιοσδήποτε αριθμός. Αν η ακολουθία είναι άγνωστη, δεν μπορούμε να γνωρίζουμε αν
υπάρχει κανόνας σχηματισμού των όρων της.
Σχόλιο: Η άσκηση αυτή δεν έχει καμία σχέση με τα διάφορα IQ tests. Σε ένα τέτοιο IQ test η
σωστή απάντηση θα ήταν 49 σύμφωνα με τον “κανόνα”: 12, 22, 32, 42, 52, 62 και άρα 72.

Άσκηση 2.1.4. Αποδείξτε ότι κάθε αύξουσα ακολουθία είναι κάτω φραγμένη και ότι κάθε φθίνουσα
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ακολουθία είναι άνω φραγμένη.

Λύση: Αν η (xn) είναι αύξουσα, ισχύει xn ≤ xn+1 για κάθε n και εύκολα βλέπουμε με την αρχή
της επαγωγής ότι από αυτό συνεπάγεται ότι ισχύει x1 ≤ xn για κάθε n. Άρα η (xn) είναι κάτω
φραγμένη και ένα κάτω φράγμα της είναι, για παράδειγμα, ο πρώτος όρος της.
Αποδείξτε εσείς τον ανάλογο ισχυρισμό για φθίνουσες ακολουθίες.

Άσκηση 2.1.5. Το άθροισμα δύο ακολουθιών (xn) και (yn) είναι η ακολουθία (xn+yn). Αποδείξτε
ότι το άθροισμα δύο αυξουσών ακολουθιών είναι αύξουσα ακολουθία και ότι το άθροισμα δύο άνω
φραγμένων ακολουθιών είναι άνω φραγμένη ακολουθία.

Λύση: Έστω ότι οι (xn) και (yn) είναι αύξουσες. Δηλαδή ότι ισχύει xn ≤ xn+1 και yn ≤ yn+1 για
κάθε n. Προσθέτουμε τις δύο ανισότητες και έχουμε ότι ισχύει xn + yn ≤ xn+1 + yn+1 για κάθε
n. Άρα η (xn + yn) είναι αύξουσα.
Τώρα έστω ότι οι (xn) και (yn) είναι άνω φραγμένες. Δηλαδή υπάρχουν αριθμοί u και v ώστε
να ισχύει xn ≤ u και yn ≤ v για κάθε n. Προσθέτουμε τις δύο ανισότητες και έχουμε ότι ισχύει
xn + yn ≤ u+ v για κάθε n. Άρα η (xn + yn) είναι άνω φραγμένη.

Άσκηση 2.1.6. Είναι οι ακολουθίες (13nn! ) και (
n30

2n ) μονότονες; φραγμένες;

Λύση: Για να δούμε αν μια ακολουθία με κάπως περίπλοκο τύπο είναι μονότονη συνήθως κοιτάμε
τους πρώτους όρους της. Όμως, πολλές φορές αυτό είναι παραπλανητικό.
Οι πρώτοι όροι της πρώτης ακολουθίας με τύπο xn = 13n

n! είναι οι

131

1! = 13, 132

2! = 84.5, 133

3! = 366.16 . . . , 134

4! = 1190.04 . . . κ.τ.λ.

Κρίνοντας από τους πρώτους όρους της ακολουθίας υποψιαζόμαστε ότι αυτή είναι γνησίως αύ-
ξουσα. Πρέπει, όμως, να το αποδείξουμε. Ελέγχουμε, λοιπόν, αν ισχύει 13n

n! < 13n+1

(n+1)! για κάθε n
ή τουλάχιστον για ποιούς φυσικούς n ισχύει κάτι τέτοιο. Εύκολα βλέπουμε ότι η ανισότητα αυτή
ισοδυναμεί με την n < 12 ενώ η αντίθετη ανισότητα 13n

n! > 13n+1

(n+1)! ισοδυναμεί με n > 12. Άρα
ισχύει

x1 < x2 < . . . < x11 < x12 = x13 > x14 > x15 > . . .

και η ακολουθία είναι τελικά γνησίως φθίνουσα (μετά από τον δέκατο τρίτο όρο της).
Προφανώς, η ακολουθία είναι και φραγμένη. Ένα κάτω φράγμα της είναι ο 0 και ένα άνω φράγμα
της είναι ο x12 = x13 =

1312

12! .
Οι πρώτοι όροι της δεύτερης ακολουθίας με τύπο xn = n30

2n είναι οι

130

21
= 0.5, 230

22
= 228, 330

23
, 430

24
= 256, . . . κ.τ.λ.

Ο πρώτος όρος είναι μικρός. Ο δεύτερος όρος είναι τόσο μεγάλος που δεν επιχειρούμε καν να
γράψουμε τα δεκαδικά του ψηφία. Είναι τόσο μεγάλος που πλησιάζει την εκτίμηση για το πλήθος
των μορίων του σύμπαντος! Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος είναι ακόμη πιο μεγάλοι! Κρίνοντας από
τους πρώτους όρους της ακολουθίας υποψιαζόμαστε ότι αυτή είναι γνησίως αύξουσα. Ελέγχουμε,
πάλι, για ποιούς φυσικούς n ισχύει n30

2n < (n+1)30

2n+1 . Η ανισότητα αυτή ισοδυναμεί με την 2 <

(1+ 1
n)

30 κι αυτή με την 30
√
2 < 1+ 1

n κι αυτή με την n <
1

30√2−1
. Ο αριθμός 1

30√2−1
είναι ένας πολύ

μεγάλος άρρητος (γιατί;) αριθμός και, αν θέσουμε n0 =
[

1
30√2−1

]
, (οπότε n0 < 1

30√2−1
< n0 +1)

τότε η ανισότητα n30

2n < (n+1)30

2n+1 ισοδυναμεί με n ≤ n0 ενώ η αντίθετη ανισότητα n30

2n > (n+1)30

2n+1

ισοδυναμεί με n ≥ n0 + 1. Άρα ισχύει

x1 < x2 < . . . < xn0 < xn0+1 > xn0+2 > xn0+3 > . . .

και η ακολουθία είναι τελικά γνησίως φθίνουσα (μετά από τον (n0 + 1)-οστό όρο της).
Προφανώς, η ακολουθία είναι και φραγμένη. Ένα κάτω φράγμα της είναι ο 0 και ένα άνω φράγμα
της είναι ο xn0+1.
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Άσκηση 2.1.9. Έστω ότι το σύνολο όρων της ακολουθίας (xn) είναι πεπερασμένο. Αποδείξτε ότι
υπάρχει αριθμός c ώστε να ισχύει xn = c για άπειρους n.

Λύση: Άς υποθέσουμε ότι το σύνολο όρων της (xn) είναι το {a1, a2, . . . ak}.
Αν πράγματι υπάρχει αριθμός c ώστε να ισχύει xn = c για άπειρους n, τότε, προφανώς, ένας
τέτοιος c πρέπει να είναι ένας από τους a1, . . . , ak. Άρα θα προσπαθήσουμε να φτάσουμε σε
άτοπο υποθέτοντας ότι κανένας από τους a1, . . . , ak δεν έχει αυτήν την ιδιότητα. Υποθέτουμε,
δηλαδή, ότι αν ο c είναι οποιοσδήποτε από τους a1, . . . , ak, τότε ισχύει xn = c για το πολύ
πεπερασμένους n. Αυτό σημαίνει ότι

ισχύει xn = a1 για το πολύ πεπερασμένους n,

ισχύει xn = a2 για το πολύ πεπερασμένους n,

. . .

. . .

. . .

ισχύει xn = ak για το πολύ πεπερασμένους n.

Όμως, τότε
ισχύει xn = a1 ή a2 ή . . . ή ak για το πολύ πεπερασμένους n.

(Πράγματι, αν το πλήθος των n για τους οποίους ισχύει xn = a1 είναι ίσο με A1, το πλήθος των
n για τους οποίους ισχύει xn = a2 είναι ίσο με A2, κ.τ.λ., και το πλήθος των n για τους οποίους
ισχύει xn = ak είναι ίσο με Ak, τότε το πλήθος των n για τους οποίους ισχύει μια οποιαδήποτε
από τις ισότητες αυτές είναι ίσο με A1 +A2 + · · ·+Ak και είναι πεπερασμένο.)
Αυτό όμως είναι προφανώς άτοπο, αφού για κάθε n (και, επομένως, για άπειρους n) ισχύει xn =
a1 ή a2 ή . . . ή ak.
Άρα υπάρχει κάποιος από τους αριθμούς a1, . . . , ak ώστε, αν c είναι αυτός ο αριθμός, τότε ισχύει
xn = c για άπειρους n.
Σχόλιο:Μπορεί να υπάρχουν περισσότεροι από ένας c με την παραπάνω ιδιότητα. Για παράδειγμα,
η ακολουθία 1,−1, 1,−1, 1,−1, . . . έχει πεπερασμένο σύνολο όρων, το {−1, 1}, και υπάρχουν
δύο c με την παραπάνω ιδιότητα: ο c = −1 και ο c = 1. Όμως, η ακολουθία 1,−1, 1, 1, 1, 1, . . .
έχει πεπερασμένο σύνολο όρων, το {−1, 1}, και υπάρχει μόνο ένας c με την παραπάνω ιδιότητα:
ο c = 1.
Σχόλιο: Σκεφτείτε το εξής παράδειγμα. Αν αρχίσουμε να ρίχνουμε ένα ζάρι επ’ άπειρον και ονομά-
σουμε x1, x2, . . . τα διαδοχικά αποτελέσματα, τότε σχηματίζεται μια ακολουθία με πεπερασμένο
σύνολο όρων: ένα υποσύνολο του {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Είναι προφανές ότι ένας τουλάχιστον από τους
αριθμούς 1, 2, 3, 4, 5, 6 θα επαναληφθεί άπειρες φορές. (Αυτό δεν έχει να κάνει με το αν το ζάρι
είναι “πειραγμένο” ή όχι. Τί έχει να κάνει με το αν το ζάρι είναι “πειραγμένο” ή όχι;)

Άσκηση 2.1.11. Ποιοί αρχικοί όροι (και με τι περιορισμούς) χρειάζονται για να ορισθεί η ακολου-
θία (xn) με τον αναδρομικό τύπο xn+1 = x1 + · · · + xn ; Απαντήστε στην ίδια ερώτηση για τον
αναδρομικό τύπο xn+3 =

xnxn+2

xn+1
.

Λύση: Ο αναδρομικός τύπος xn+1 = x1 + · · ·+ xn για n = 1, 2, 3, 4, . . . γράφεται, αντιστοίχως:

x2 = x1, x3 = x1 + x2, x4 = x1 + x2 + x3, x5 = x1 + x2 + x3 + x4, . . . .

Αυτό σημαίνει ότι, γνωρίζοντας μόνο τον πρώτο όρο x1, μπορούμε να βρούμε από την πρώτη
ισότητα τον x2, κατόπιν από την δεύτερη τον x3, κατόπιν από την τρίτη τον x4, κατόπιν από την
τέταρτη τον x5 και ούτω καθ’ εξής. Έτσι, λοιπόν, ορίζεται με επαγωγικό τρόπο η ακολουθία μόνο
από τον πρώτο όρο της. Δεν χρειάζεται, μάλιστα, να τεθεί κανένας περιορισμός στον x1, αφού δεν
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υπάρχει περίπτωση να προκύψει πρόβλημα με τις διαδοχικές προσθέσεις.
Ο αναδρομικός τύπος xn+3 =

xnxn+2

xn+1
για n = 1, 2, 3, 4, . . . γράφεται, αντιστοίχως:

x4 =
x1x3
x2

, x5 =
x2x4
x3

, x6 =
x3x5
x4

, x7 =
x4x6
x5

, . . . .

Τώρα, γνωρίζοντας τους x1, x2, x3, μπορούμε να βρούμε διαδοχικά τους x4, x5, x6, x7, . . . . Άρα
η ακολουθία ορίζεται μόνο από τους τρεις πρώτους όρους της. Πρέπει, όμως, να προσέξουμε διότι
στις διάφορες διαδοχικές ισότητες παρουσιάζονται παρονομαστές. Για παράδειγμα, για να έχει
νόημα η πρώτη ισότητα, πρέπει να είναι x2 ̸= 0. Ομοίως, για την δεύτερη ισότητα χρειάζεται
να είναι x3 ̸= 0. Για την τρίτη ισότητα πρέπει να είναι x4 ̸= 0. Όμως, ο x4 ορίζεται από την
πρώτη ισότητα και για να είναι αυτός ̸= 0 πρέπει να είναι x1 ̸= 0 (εκτός από τους ήδη τεθέντες
περιορισμούς x2 ̸= 0 και x3 ̸= 0). Παρατηρούμε τώρα ότι από τους μέχρι στιγμής τεθέντες
περιορισμούς συνεπάγεται από την δεύτερη ισότητα ότι x5 ̸= 0. Κατόπιν, από την τρίτη ισότητα
συνεπάγεται x6 ̸= 0 και, γενικότερα, βλέπουμε ότι, επαγωγικά, όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι
̸= 0 και ότι δεν παρουσιάζεται κανένα πρόβλημα με τους παρονομαστές στις σχέσεις υπολογισμού
των διαδοχικών όρων.
Άρα για να ορίζεται η ακολουθία χρειάζονται μόνο οι τρεις πρώτοι όροι της και πρέπει να είναι
και οι τρεις ̸= 0.

Άσκηση 2.2.1. Χρησιμοποιώντας τους ορισμούς, αποδείξτε ότι: 1
n+8 → 0, 3n+1

2n+5 → 3
2 ,

1√
n+5

→ 0,
2n2 − n→ +∞, n2 − 7n→ +∞, 1

5n−4n → 0.

Λύση: Το πρώτο όριο. Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε η ανισότητα | 1
n+8 − 0| < ϵ ισοδυναμεί με την

1
n+8 < ϵ κι αυτή συνεπάγεται από την 1

n < ϵ (μειώσαμε τον παρονομαστή, οπότε αυξήσαμε τον
λόγο) κι αυτή συνεπάγεται από την n > 1

ϵ . Με σύμβολα:∣∣ 1
n+8 − 0

∣∣ < ϵ ⇐ 1
n+8 < ϵ ⇐ 1

n < ϵ ⇐ n > 1
ϵ .

Τώρα, γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 > 1
ϵ , οπότε με έναν τέτοιο n0 έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει

n > 1
ϵ και, επομένως, ισχύει |

1
n+8 − 0| < ϵ. Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒ n > 1
ϵ ⇒

∣∣ 1
n+8 − 0

∣∣ < ϵ.

Το δεύτερο όριο. Έστω τυχών ϵ > 0. Η ανισότητα |3n+1
2n+5 − 3

2 | < ϵ ισοδυναμεί με την 13
4n+10 < ϵ

κι αυτή συνεπάγεται από την 13
4n < ϵ (μειώσαμε τον παρονομαστή, οπότε αυξήσαμε τον λόγο) κι

αυτή συνεπάγεται από την n > 13
4ϵ . Με σύμβολα:∣∣3n+1

2n+5 − 3
2

∣∣ < ϵ ⇐ 13
4n+10 < ϵ ⇐ 13

4n < ϵ ⇐ n > 13
4ϵ .

Τώρα, γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 > 13
4ϵ , οπότε με έναν τέτοιο n0 έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0

ισχύει n > 13
4ϵ και, επομένως, ισχύει |

3n+1
2n+5 − 3

2 | < ϵ. Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒ n > 13
4ϵ ⇒

∣∣3n+1
2n+5 − 3

2

∣∣ < ϵ.

Το τρίτο όριο. Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε η ανισότητα | 1√
n+5

− 0| < ϵ ισοδυναμεί με την 1√
n+5

< ϵ

κι αυτή συνεπάγεται από την 1√
n
< ϵ (μειώσαμε τον παρονομαστή, οπότε αυξήσαμε τον λόγο) κι

αυτή συνεπάγεται από την n > 1
ϵ2
. Με σύμβολα:∣∣ 1√

n+5
− 0

∣∣ < ϵ ⇐ 1√
n+5

< ϵ ⇐ 1√
n
< ϵ ⇐ n > 1

ϵ2
.

Τώρα, γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 > 1
ϵ2
, οπότε με έναν τέτοιο n0 έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0

ισχύει n > 1
ϵ2
και, επομένως, ισχύει | 1√

n+5
− 0| < ϵ. Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒ n > 1
ϵ2

⇒
∣∣ 1√

n+5
− 0

∣∣ < ϵ.
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Το τέταρτο όριο. Έστω τυχών M > 0. Τότε η ανισότητα 2n2 − n > M συνεπάγεται από την
n2 > M (μειώσαμε την αριστερή πλευρά διότι, όπως βλέπουμε εύκολα, ισχύει 2n2 − n ≥ n2) κι
αυτή συνεπάγεται από την n >

√
M . Με σύμβολα:

2n2 − n > M ⇐ n2 > M ⇐ n >
√
M.

Τώρα, γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0 >
√
M , οπότε με έναν τέτοιο n0 έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0

ισχύει n >
√
M και άρα ισχύει 2n2 − n > M . Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒ n >
√
M ⇒ 2n2 − n > M.

Σχόλιο: Μερικές φορές για να φτάσουμε σε μια απλή ανισότητα χρειάζεται να βάλουμε κάποιους πε-
ριορισμούς στον n. Δηλαδή, για να ισχύουν οι διάφορες συνεπαγωγές μπορεί να χρειαστεί, εκτός από
τον περιορισμό n ≥ n0, να ισχύουν και άλλοι περιορισμοί, όπως για παράδειγμα να είναι n ≥ 13
και n ≥ 7. Σ’ αυτήν την περίπτωση θα χρειαστεί να είναι n ≥ max{n0, 13, 7} = max{n0, 13}.
Οπότε, τότε ορίζουμε n0′ = max{n0, 13} και έχουμε ότι από n ≥ n0

′ συνεπάγονται τα διάφορα που
θέλουμε. Μάλιστα, συνηθίζεται να γράφουμε n0′ αντί του n0 στον αρχικό περιορισμό και n0 αντί
του n0′ στον τελικό περιορισμό. Δείτε τα δύο επόμενα παραδείγματα.
Το πέμπτο όριο. Έστω τυχώνM > 0. Για να χειριστούμε την ανισότητα n2 − 7n > M προσπα-
θούμε να μικρύνουμε και ταυτόχρονα να απλοποιήσουμε το αριστερό μέρος της, αλλά δεν είναι
απολύτως προφανές πώς θα πετύχουμε κάτι τέτοιο. Σκεφτόμαστε ότι, τουλάχιστον όταν ο n είναι
πολύ μεγάλος, πρέπει ο n2 να είναι πολύ μεγαλύτερος από τον 7n οπότε, ακόμη και αν αφαιρεθεί
ο 7n από τον n2, θα παραμένει ένα μέρος του n2. Εικάζουμε, λοιπόν, ότι, τουλάχιστον όταν ο n
είναι πολύ μεγάλος, πρέπει να ισχύει κάτι σαν n2 − 7n ≥ 1

2n
2. Πράγματι, εύκολα βλέπουμε ότι η

τελευταία ανισότητα ισχύει όταν n ≥ 14. Επομένως, κάνουμε το εξής. Λέμε ότι, αν n ≥ 14, τότε
η ανισότητα n2 − 7n > M συνεπάγεται από την 1

2n
2 > M . Με σύμβολα:{

n ≥ 14

(1/2)n2 > M

}
⇒ n2 − 7n > M. (14.4)

Τώρα, η ανισότητα 1
2n

2 > M συνεπάγεται από την n >
√
2M . Όμως, γνωρίζουμε ότι υπάρχει

n0
′ >

√
2M και με έναν τέτοιο n0′ έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0

′ ισχύει n >
√
2M και, επομένως,

1
2n

2 > M . Με σύμβολα:
n ≥ n0

′ ⇒ 1
2n

2 > M. (14.5)

Τώρα ορίζουμε n0 = max{n0′, 14} και με έναν τέτοιο n0 έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει n ≥
14 και n ≥ n0

′, οπότε, συνδυάζοντας τις (14.4) και (14.5), συνεπάγεται ότι ισχύει n2 − 7n > M .
Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒
{
n ≥ 14
n ≥ n0

′

}
⇒

{
n ≥ 14

(1/2)n2 > M

}
⇒ n2 − 7n > M.

Το έκτο όριο. Έστω τυχών ϵ > 0. Η ανισότητα | 1
5n−4n − 0| < ϵ ισοδυναμεί με την 1

5n−4n < ϵ.
Θέλοντας να ελλατώσουμε τον 5n − 4n, σκεφτόμαστε ότι ο 4n είναι πολύ μικρός σε σχέση με τον
5n οπότε, ακόμη κι αν τόν αφαιρέσουμε από τον 5n, θα παραμείνει ένα μέρος του 5n. Περιμένουμε,
λοιπόν, να ισχύει κάτι σαν 5n−4n ≥ 1

25
n, τουλάχιστον όταν ο n είναι αρκετά μεγάλος. Πράγματι,

η ανισότητα 5n − 4n ≥ 1
25

n ισοδυναμεί με την 1
25

n ≥ 4n κι αυτή με την (54)
n ≥ 2. Τώρα από

την ανισότητα του Bernoulli συνεπάγεται (54)
n = (1 + 1

4)
n ≥ 1 + n

4 , οπότε η (54)
n ≥ 2 ισχύει

τουλάχιστον όταν n ≥ 4. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι η 5n − 4n ≥ 1
25

n ισχύει όταν n ≥ 4. Και
τώρα κάνουμε το εξής. Λέμε ότι, αν n ≥ 4, τότε η ανισότητα 1

5n−4n < ϵ συνεπάγεται από την
1

(1/2)5n < ϵ. Με σύμβολα:{
n ≥ 4
1

(1/2)5n < ϵ

}
⇒ 1

5n−4n < ϵ ⇒
∣∣ 1
5n−4n − 0

∣∣ < ϵ. (14.6)
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Τώρα, η 1
(1/2)5n < ϵ συνεπάγεται από την 5n > 2

ϵ κι αυτή συνεπάγεται από την n > log5
2
ϵ .

Γνωρίζουμε ότι υπάρχει n0′ > log5
2
ϵ και με έναν τέτοιο n0

′ έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0
′ ισχύει

n > log5
2
ϵ και, επομένως,

1
(1/2)5n < ϵ. Με σύμβολα:

n ≥ n0
′ ⇒ 1

(1/2)5n < ϵ. (14.7)

Τέλος, ορίζουμε n0 = max{n0′, 4}. Τότε με έναν τέτοιο n0 έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει
n ≥ 4 και n ≥ n0

′, οπότε, συνδυάζοντας τις (14.6) και (14.7), έχουμε ότι ισχύει | 1
5n−4n − 0| < ϵ.

Με σύμβολα:

n ≥ n0 ⇒
{
n ≥ 4
n ≥ n0

′

}
⇒

{
n ≥ 4
1

(1/2)5n < ϵ

}
⇒

∣∣ 1
5n−4n − 0

∣∣ < ϵ.

Άσκηση 2.2.2. [α] Αποδείξτε ότι όταν ο ϵ > 0 μικραίνει και το x ∈ R μένει αμετάβλητο, τότε η
περιοχή Nx(ϵ) μικραίνει.
[β] Αν l < x, δηλαδή το x (αριθμός ή+∞) είναι δεξιά του l, τότε υπάρχει ένας αρκετά μικρός ϵ > 0
ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι δεξιά του l.
Αν x < u, δηλαδή το x (αριθμός ή −∞) είναι αριστερά του u, τότε υπάρχει ένας αρκετά μικρός
ϵ > 0 ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι αριστερά του u.
Αν l < x < u, δηλαδή ο x (αριθμός) είναι ανάμεσα στους l, u, τότε υπάρχει ένας αρκετά μικρός
ϵ > 0 ώστε ολόκληρη η περιοχή Nx(ϵ) να είναι ανάμεσα στους l, u.

Λύση: [α] Έστω x ∈ R και 0 < ϵ1 < ϵ2. Τότε x − ϵ2 < x − ϵ1 < x + ϵ1 < x + ϵ2, δηλαδή
(x− ϵ1, x+ ϵ1) ⊆ (x− ϵ2, x+ ϵ2).
Έστω x = +∞ και 0 < ϵ1 < ϵ2. Τότε 0 < 1

ϵ2
< 1

ϵ1
, οπότε ( 1

ϵ1
,+∞] ⊆ ( 1

ϵ2
,+∞].

Η περίπτωση με το x = −∞ είναι παρόμοια.
[β] Έστω l < x και x ∈ R. Για να είναι ολόκληρη η περιοχή (x − ϵ, x + ϵ) δεξιά του l, αρκεί να
είναι l ≤ x− ϵ ή, ισοδύναμα, ϵ ≤ x− l. Άρα με 0 < ϵ ≤ x− l η περιοχή (x− ϵ, x+ ϵ) είναι δεξιά
του l.
Αυτό είναι γεωμετρικά προφανές: αν ο ϵ δεν υπερβαίνει την απόσταση του x από τον l, τότε η
περιοχή (x− ϵ, x+ ϵ) είναι δεξιά του l.
Τώρα, έστω x = +∞ (οπότε l < x). Και πάλι, για να είναι ολόκληρη η περιοχή (1ϵ ,+∞] δεξιά
του l, αρκεί να είναι l ≤ 1

ϵ .
Τώρα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Αν l ≤ 0, τότε, όποιον ϵ κι αν πάρουμε (για παράδειγμα ϵ = 1), η τελευταία ανισότητα ισχύει και,
επομένως, η περιοχή (1ϵ ,+∞] είναι δεξιά του l. (Αυτό είναι εξ αρχής προφανές.)
Αν l > 0, τότε η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναμη με την ϵ ≤ 1

l , οπότε, με 0 < ϵ ≤ 1
l η

περιοχή (1ϵ ,+∞] είναι δεξιά του l.
Η περίπτωση x < u είναι παρόμοια με την περίπτωση l < x.
Τέλος, έστω l < x < u. Για να είναι ολόκληρη η περιοχή (x − ϵ, x + ϵ) ανάμεσα στους l, u,
αρκεί να είναι l ≤ x − ϵ και x + ϵ ≤ u ή, ισοδύναμα, ϵ ≤ x − l και ϵ ≤ u − x. Άρα με
0 < ϵ ≤ min{x− l, u− x} η περιοχή (x− ϵ, x+ ϵ) είναι ανάμεσα στους l, u.
Κι αυτό το τελευταίο είναι γεωμετρικά προφανές: αν ο ϵ > 0 δεν υπερβαίνει την απόσταση του
x από τον κοντινότερο προς αυτόν από τους l, u, τότε η περιοχή (x − ϵ, x + ϵ) είναι ολόκληρη
ανάμεσα στους l, u. Ο αριθμός min{x− l, u−x} είναι ακριβώς η απόσταση του x από τον κοντι-
νότερο προς αυτόν από τους l, u.

Άσκηση 2.2.3. Έστω x, y ∈ R με x ̸= y. Αποδείξτε ότι υπάρχει ϵ > 0 ώστε Nx(ϵ) ∩Ny(ϵ) = ∅.

Λύση: Θα δούμε μόνο την περίπτωση που οι x, y είναι και οι δύο αριθμοί. Ασχοληθείτε εσείς με
τις άλλες περιπτώσεις.
Έστω, λοιπόν, x, y ∈ R και x < y (η περίπτωση y < x είναι προφανώς όμοια).
Για να είναι τα διαστήματα (x− ϵ, x+ ϵ) και (y − ϵ, y + ϵ) ξένα, αρκεί να είναι x+ ϵ ≤ y − ϵ ή,
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ισοδύναμα, ϵ ≤ y−x
2 .

Άρα, αν πάρουμε ϵ = y−x
2 (ή και οποιονδήποτε μικρότερο ϵ > 0), τότε οι περιοχές (x− ϵ, x+ ϵ)

και (y − ϵ, y + ϵ) είναι ξένες.
Σχόλιο: Αν ϵ = y−x

2 , τότε τα άκρα x + ϵ και y − ϵ ταυτίζονται με το μέσο x+y
2 του διαστήματος

ανάμεσα στους x, y. Αν ο ϵ > 0 είναι μικρότερος (με την ευρεία έννοια) από τον y−x
2 , τότε η

περιοχή (x− ϵ, x+ ϵ) είναι αριστερά του x+y
2 και η (y − ϵ, y + ϵ) είναι δεξιά του x+y

2 , οπότε οι
δύο περιοχές είναι ξένες. Αν ο ϵ είναι μεγαλύτερος από τον y−x

2 , τότε οι περιοχές (x − ϵ, x + ϵ)
και (y − ϵ, y + ϵ) περιέχουν και οι δύο τον x+y

2 και δεν είναι ξένες.

Άσκηση 2.2.4. Έστω x ∈ R.
Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει φυσικός n ώστε Nx(

1
n) ⊆ Nx(ϵ).

Αποδείξτε ότι
∩

ϵ>0Nx(ϵ) = {x} ή, με άλλα λόγια, το μοναδικό στοιχείο που ανήκει σε όλες τις
περιοχές του x είναι το ίδιο το x.
Αποδείξτε ότι

∩+∞
n=1Nx(

1
n) = {x}.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Παίρνουμε οποιονδήποτε φυσικό n ώστε να είναι 1
n < ϵ (γνωρίζουμε

από την Αρχιμήδεια ιδιότητα ότι υπάρχει ένας τέτοιος n) και τότε είναι Nx(
1
n) ⊆ Nx(ϵ).

Το δεύτερο ερώτημα. Έχουμε ήδη πει ότι το x ανήκει σε όλες τις περιοχές του. Πάμε για το αντί-
στροφο.
Έστω x ∈ R. Αν ο y ανήκει σε όλες τις περιοχές του x, τότε ισχύει |y − x| < ϵ για κάθε ϵ > 0.
Συνεπάγεται |y − x| ≤ 0 και, επειδή |y − x| ≥ 0, συμπεραίνουμε ότι |y − x| = 0, δηλαδή y = x.
Άρα ο μοναδικός y που ανήκει σε όλες τις περιοχές του x είναι ο y = x.
Τώρα έστω x = +∞. Αν ο αριθμός y ανήκει σε όλες τις περιοχές του +∞, τότε ισχύει y > 1

ϵ για
κάθε ϵ > 0 η, ισοδύναμα, 0 < 1

y < ϵ για κάθε ϵ > 0. Αυτό, όμως, είναι αδύνατο! Άρα το μοναδικό
y ∈ R που ανήκει σε όλες τις περιοχές του +∞ είναι το y = +∞.
Η περίπτωση x = −∞ είναι παρόμοια.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω x ∈ R. Αν ο y ανήκει σε όλες τις περιοχές Nx(

1
n) του x, τότε ισχύει

|y − x| < 1
n για κάθε n ∈ N. Από την Αρχιμήδεια ιδιότητα συνεπάγεται |y − x| ≤ 0 και άρα

y = x. Άρα ο μοναδικός y που ανήκει σε όλες τις περιοχές Nx(
1
n) του x είναι ο y = x.

Έστω x = +∞. Αν ο αριθμός y ανήκει σε όλες τις περιοχέςN+∞( 1n) του+∞, τότε ισχύει y > n
για κάθε n ∈ N. Αυτό, όμως, είναι αδύνατο διότι θα συνεπαγόταν ότι ο y είναι άνω φράγμα του
N. Άρα το μοναδικό y ∈ R που ανήκει σε όλες τις περιοχές του +∞ είναι το y = +∞.
Η περίπτωση x = −∞ είναι παρόμοια.

Άσκηση 2.2.5.Έστωxn → x. Για κάθε ϵ > 0 έστωn0(ϵ) ο ελάχιστοςn0 ώστε να ισχύειxn ∈ Nx(ϵ)
για κάθε n ≥ n0. Αποδείξτε ότι, αν 0 < ϵ′ < ϵ, τότε n0(ϵ′) ≥ n0(ϵ).

Λύση: Από το πώς ορίσθηκε ο n0(ϵ′) συνεπάγεται ότι ισχύει xn ∈ Nx(ϵ
′) για κάθε n ≥ n0(ϵ

′).
Επειδή 0 < ϵ′ < ϵ, έχουμε ότι Nx(ϵ

′) ⊆ Nx(ϵ).
Άρα ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε n ≥ n0(ϵ

′).
Άρα ο n0(ϵ′) είναι ένας n0 για τον οποίο ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε n ≥ n0. Όμως, ο n0(ϵ)
ορίσθηκε να είναι ο ελάχιστος n0 για τον οποίο ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για κάθε n ≥ n0.
Άρα n0(ϵ) ≤ n0(ϵ

′).

Άσκηση 2.2.6. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) δεν συγκλίνει στο x αν και μόνο αν υπάρχει ϵ > 0
ώστε να ισχύει xn /∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.

Λύση: Η διατύπωση του ορισμού της σύγκλισης xn → x είναι:

xn → x ⇔ για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε για κάθε n ≥ n0 ισχύει xn ∈ Nx(ϵ).

Διατυπώνουμε την άρνηση του ορισμού του ορίου:

¬ (xn → x) ⇔ υπάρχει ϵ > 0 ώστε για κάθε n0 υπάρχει n ≥ n0 ώστε να ισχύει xn /∈ Nx(ϵ).
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Τώρα, το “για κάθε n0 υπάρχει n ≥ n0 ώστε να ισχύει xn /∈ Nx(ϵ)” ισοδυναμεί με το “ισχύει
xn /∈ Nx(ϵ) για άπειρους n” και, επομένως,

¬ (xn → x) ⇔ υπάρχει ϵ > 0 ώστε για άπειρους n ισχύει xn /∈ Nx(ϵ).

Πράγματι, έστω ότι για κάθε n0 υπάρχει n ≥ n0 ώστε να ισχύει xn /∈ Nx(ϵ). Τότε για n0 = 1
υπάρχει κάποιος n1 ≥ 1 ώστε να ισχύει xn1 /∈ Nx(ϵ). Κατόπιν, για n0 = n1 + 1 υπάρχει κάποιος
n2 ≥ n1+1 ώστε να ισχύει xn2 /∈ Nx(ϵ). Κατόπιν, για n0 = n2+1 υπάρχει κάποιος n3 ≥ n2+1
ώστε να ισχύει xn3 /∈ Nx(ϵ). Κατόπιν, για n0 = n3 + 1 υπάρχει κάποιος n4 ≥ n3 + 1 ώστε να
ισχύει xn4 /∈ Nx(ϵ). Αυτό μπορεί να συνεχισθεί επαγωγικά επ’ άπειρον. Έτσι αποδεικνύεται ότι
υπάρχουν φυσικοί n1, n2, n3, n4, . . . έτσι ώστε να ισχύει xnk

/∈ Nx(ϵ) για κάθε k. Όμως, αυτοί
οι φυσικοί nk είναι άπειροι αφού, προφανώς, ισχύει n1 < n2 < n3 < n4 < . . . . Άρα ισχύει
xn /∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύειxn /∈ Nx(ϵ) για άπειρουςn. Τότε, όποιονn0 κι αν πάρουμε, επειδή οι
φυσικοί που είναι< n0 είναι πεπερασμένοι, υπάρχει κάποιος n ≥ n0 ώστε να ισχύει xn /∈ Nx(ϵ).

Άσκηση 2.2.7. Έστω ϵ0 > 0. Αποδείξτε ότι xn → x αν και μόνο αν για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει
τελικά xn ∈ Nx(ϵ).

Λύση: Έχουμε να αποδείξουμε την ισοδυναμία ανάμεσα στις εξής δύο προτάσεις:

A : xn → x

και
B : για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ).

Σκεφτόμαστε ότι η διατύπωση του ορισμού του xn → x μοιάζει πολύ με την διατύπωση της
πρότασηςB, οπότε αντικαθιστούμε την πρότασηA με τον αντίστοιχο ορισμόώστε να συγκρίνουμε
πιο εύκολα τις δύο προτάσεις. Έτσι έχουμε:

A : για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ).

και
B : για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ).

Τώρα είναι προφανές ότι η πρόταση A συνεπάγεται την πρόταση B. Πράγματι, η πρόταση A λέει
ότι όλοι οι ϵ > 0 έχουν μια ιδιότητα (το να ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ)) ενώ η πρόταση B λέει ότι
κάποιοι ϵ > 0, εκείνοι που είναι ≤ ϵ0, έχουν την ίδια ιδιότητα.
Άρα μένει να δούμε αν η πρόταση B συνεπάγεται την πρόταση A.
Υποθέτουμε, λοιπόν, ότι ισχύει η πρόταση B. Δηλαδή ότι οι ϵ > 0 που είναι και ≤ ϵ0 έχουν την
ιδιότητα να ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ).
Για να αποδείξουμε ότι ισχύει η πρόταση A πρέπει να αποδείξουμε ότι και οι υπόλοιποι ϵ > 0,
δηλαδή εκείνοι που είναι > ϵ0, έχουν την ίδια ιδιότητα.
Έστω, λοιπόν, ϵ > ϵ0. Επειδή υποθέσαμε ότι ισχύει η πρόταση B, συνεπάγεται ότι ο ϵ0 έχει
την ιδιότητα που συζητάμε, δηλαδή ότι ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ0). Όμως, επειδή ϵ > ϵ0, είναι
Nx(ϵ0) ⊆ Nx(ϵ) (όταν μικραίνει η ακτίνα, μικραίνει και η αντίστοιχη περιοχή). Και, επειδή ισχύει
τελικά xn ∈ Nx(ϵ0), συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ).
Άρα και οι ϵ > 0 που είναι > ϵ0 έχουν την ιδιότητα να ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ) και, επομένως,
ισχύει η πρόταση A.

Άσκηση 2.2.8. Έστω ότι για την ακολουθία (xn) και τον x ισχύει ότι: υπάρχει n0 ώστε για κάθε
ϵ > 0 να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε n ≥ n0. Να αντιπαραβάλετε με τον ορισμό του xn → x.
Αποδείξτε ότι η (xn) είναι τελικά σταθερή.

Λύση: Ο ορισμός της σύγκλισης xn → x διατυπώνεται ως εξής:

xn → x ⇔ για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε n ≥ n0.
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Εδώ, όμως, η διατύπωση που δεχόμαστε ότι ισχύει για την (xn) είναι:

υπάρχει n0 ώστε για κάθε ϵ > 0 να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε n ≥ n0.

Η διατύπωση στον ορισμό του xn → x έχει μόνο μία διαφορά από την διατύπωση που έχουμε
εδώ. Αντιστρέφεται η θέση των “υπάρχει n0” και “για κάθε ϵ > 0”.
Αν δεχτούμε την διατύπωση της παρούσας άσκησης, τότε υπάρχει κάποιος n0 τέτοιος ώστε για
κάθε ϵ > 0 να ισχύει |xn − x| < ϵ για κάθε n ≥ n0. Δηλαδή όποιον n ≥ n0 κι αν πάρουμε ισχύει
|xn − x| < ϵ για κάθε ϵ > 0. Από την πρόταση 1.3 συνεπάγεται ότι όποιον n ≥ n0 κι αν πάρουμε
ισχύει |xn − x| ≤ 0 και, επομένως, xn = x. Δηλαδή, ισχύει xn = x για κάθε n ≥ n0, οπότε η
(xn) είναι τελικά σταθερή.

Άσκηση 2.2.9. [α]Έστω ότι το σύνολο των όρων της ακολουθίας (xn) είναι πεπερασμένο. Αποδείξτε
ότι, αν xn → x, τότε η (xn) είναι τελικά σταθερή και ότι ο x είναι ένας από τους όρους της.

Υπόδειξη:ΈστωA το σύνολο των όρων της (xn) και έστω d > 0 η ελάχιστη απόσταση ανάμεσα σε
δύο οποιαδήποτε στοιχεία τουA. Υπάρχει n0 ώστε |xn−x| < d

2 ή, ισοδύναμα, xn ∈ (x− d
2 , x+

d
2)

για κάθε n ≥ n0. Αλλά στο διάστημα (x− d
2 , x+ d

2) υπάρχει το πολύ ένα στοιχείο του A.

Άσκηση 2.2.10. Έστω x και ακολουθία (xn).
[α] Αποδείξτε τον εξής ισοδύναμο ορισμό ορίου: xn → x αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει
τελικά |xn − x| ≤ ϵ.

Λύση: Έστω xn → x. Αυτό σημαίνει ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ. Επειδή από
το |xn − x| < ϵ συνεπάγεται το |xn − x| ≤ ϵ, συμπεραίνουμε ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά
|xn − x| ≤ ϵ.
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| ≤ ϵ. Μα, αν ϵ > 0 τότε είναι και
ϵ
2 > 0. Επομένως, για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| ≤ ϵ

2 .
(Προσέξτε πώς χρησιμοποιήσαμε την λέξη κλειδί: κάθε. Αφού κάτι ισχύει για κάθε θετικό αριθμό,
ισχύει και για τον θετικό αριθμό ϵ

2 .)
Τώρα, επειδή από το |xn − x| ≤ ϵ

2 συνεπάγεται το |xn − x| < ϵ, συμπεραίνουμε ότι για κάθε
ϵ > 0 ισχύει τελικά |xn − x| < ϵ. Άρα xn → x.

Άσκηση 2.3.1. Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
( (n+1)27(n+3)79

(2n+1)106

)
,
(n(n+1)

n+4 − 4n3

4n2+1

)
,
(

2n+3n

2n+1+3n+1

)
και (

√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1).

Λύση: Η πρώτη ακολουθία. Από κάθε παράγοντα των γινομένων εξάγουμε τις μέγιστες δυνάμεις
του n και έχουμε

(n+1)27(n+3)79

(2n+1)106
= n106

n106
(1+(1/n))27(1+(3/n))79

(2+(1/n))106
= (1+(1/n))27(1+(3/n))79

(2+(1/n))106
→ 127·179

2106
= 1

2106
.

Η δεύτερη ακολουθία. Επειδή n(n+1)
n+4 → +∞ και 4n3

4n2+1
→ +∞, δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε

τον κανόνα της διαφοράς. Όμως, μετά από λίγες πράξεις έχουμε:

n(n+1)
n+4 − 4n3

4n2+1
= −12n3+n2+n

4n3+16n2+n+4
→ −12

4 = −3.

Η τρίτη ακολουθία. Δεν πρόκειται για ρητή παράσταση του n αλλά η ιδέα για τον υπολογισμό του
ορίου είναι η ίδια: διακρίνουμε τους κυρίαρχους όρους στον αριθμητή και στον παρονομαστή και
τούς εξάγουμε ως κοινούς παράγοντες. Ο κυρίαρχος όρος στον αριθμητή είναι ο 3n διότι 3n

2n =
(32)

n → +∞. Ομοίως, ο κυρίαρχος όρος στον παρονομαστή είναι ο 3n+1. Επομένως:

2n+3n

2n+1+3n+1 = 3n

3n+1
(2/3)n+1

(2/3)n+1+1
= 1

3
(2/3)n+1

(2/3)n+1+1
→ 1

3
0+1
0+1 = 1

3 .

Η τέταρτη ακολουθία. Όπως και στην δεύτερη ακολουθία, έχουμε

√
n2 + n+ 1 = n

√
1 + 1

n + 1
n2 → +∞
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και, ομοίως,
√
n2 + 1 → +∞. Όμως, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα a− b = a2−b2

a+b , έχουμε

√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1 = (n2+n+1)−(n2+1)√

n2+n+1+
√
n2+1

= n√
n2+n+1+

√
n2+1

= 1√
1+(1/n)+(1/n2)+

√
1+(1/n2)

→ 1
1+1 = 1

2 .

Άσκηση 2.3.2. Βρείτε, αν υπάρχει, το όριο της ακολουθίας
(
2n

3n + 2n+1

3n+1 + · · ·+ 22n

32n

)
.

Λύση: Έχουμε

2n

3n + 2n+1

3n+1 + · · ·+ 22n

32n
=

(
2
3

)n(
1 + 2

3 + · · ·+
(
2
3

)n) → 0 1
1−(2/3) = 0.

Άσκηση 2.3.3. Βρείτε το όριο της ακολουθίας
(
2−1
2+1

3−1
3+1 · · ·

n−1
n+1

)
.

Λύση: Για n ≥ 2 έχουμε

2−1
2+1

3−1
3+1 · · ·

n−1
n+1 = 1·2···(n−1)

3·4···(n+1) =
(n−1)!

(n+1)!/(1·2) =
2

n(n+1) → 0.

Άσκηση 2.3.4. Αποδείξτε ότι για κάθε x ̸= −1 η ακολουθία (x
n−1

xn+1) έχει όριο και υπολογίστε το.

Λύση: Αν |x| < 1, τότε
xn−1
xn+1 → 0−1

0+1 = −1.

Αν |x| > 1, τότε διαιρούμε αριθμητή και παρονομαστή με τον xn και, επειδή | 1x | < 1, έχουμε

xn−1
xn+1 = 1−(1/x)n

1+(1/x)n → 1−0
1+0 = 1.

Τέλος, αν x = 1, τότε xn−1
xn+1 = 0 → 0.

Άσκηση 2.3.5. Για ποιές τιμές του x υπάρχει το limn→+∞
(x+1)2n

(2x+1)n ;

Λύση: Γράφουμε
(x+1)2n

(2x+1)n =
(
x2+2x+1
2x+1

)n
και διακρίνουμε τις περιπτώσεις ορίου μιας γεωμετρικής προόδου:
Το όριο είναι ίσο με 0 αν |x2+2x+1

2x+1 | < 1 ή, ισοδύναμα, −2−
√
2 < x < −2 +

√
2.

Το όριο είναι ίσο με +∞ αν x2+2x+1
2x+1 > 1 ή, ισοδύναμα, x > −1

2 και x ̸= 0.
Το όριο είναι ίσο με 1 αν x2+2x+1

2x+1 = 1 ή, ισοδύναμα, x = 0.
Τέλος, η ακολουθία δεν έχει όριο αν x2+2x+1

2x+1 ≤ −1 ή, ισοδύναμα, είτε x ≤ −2 −
√
2 είτε

−2 +
√
2 ≤ x < −1

2 .

Άσκηση 2.3.6. Έστω x ̸= 1 και έστω ότι ισχύει xn ̸= 1 για κάθε n. Αποδείξτε ότι xn → x αν και
μόνο αν xn

1−xn
→ x

1−x .

Λύση: Από τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει αμέσως ότι, αν xn → x, τότε xn
1−xn

→ x
1−x .

Για το αντίστροφο ορίζουμε
y = x

1−x , yn = xn
1−xn

.

Είναι εύκολο να δούμε με λίγες πράξεις ότι y ̸= −1 και yn ̸= −1 για κάθε n και ότι

x = y
1+y , xn = yn

1+yn
.

Τώρα, πάλι από τις ιδιότητες ορίων έχουμε ότι, αν yn → y, τότε xn → x.

Άσκηση 2.3.9. Έστω xn → x ∈ R και yn → y ∈ R. Αν x < y, αποδείξτε ότι ισχύει τελικά
xn < yn.

Λύση: Παίρνουμε έναν αριθμό a έτσι ώστε να είναι x < a < y.
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Επειδή x < a, ισχύει τελικά xn < a. Επειδή a < y, ισχύει τελικά a < yn. Άρα ισχύει τελικά
xn < a και a < yn. Άρα ισχύει τελικά xn < yn.

Άσκηση 2.3.12. Χρησιμοποιώντας την πρόταση 2.5[γ], αποδείξτε ότι δεν υπάρχει το όριο της ακο-
λουθίας

(
(−1)n−1 + 10

n3

)
.

Λύση: Θέτουμε xn = (−1)n−1 + 10
n3 και έχουμε xn = 1 + 10

n3 , αν ο n είναι περιττός, και
xn = −1 + 10

n3 , αν ο n είναι άρτιος.
Βλέπουμε αμέσως ότι ισχύει xn ≥ 1 για κάθε περιττό n και, επομένως, για άπειρους n.
Κατόπιν, σκεφτόμαστε ότι οι όροι με άρτιο δείκτη πλησιάζουν το −1, οπότε θα πρέπει από κά-
ποιον άρτιο δείκτη και πέρα να είναι όλοι ≤ 0. Πράγματι, η ανισότητα −1 + 10

n3 ≤ 0 ισοδυναμεί
με n ≥ 3, οπότε ισχύει xn ≤ 0 για κάθε άρτιο n ≥ 4 και, επομένως, για άπειρους n.
Άρα η ακολουθία δεν έχει όριο.

Άσκηση 2.3.13. Αποδείξτε ότι 2−2n+(−1)n−1n → 0.

Λύση:Θέτουμε xn = 2−2n+(−1)n−1n και έχουμε xn = 2−3n για άρτιο n και xn = 2−n για περιττό
n. Άρα ισχύει

2−3n ≤ xn ≤ 2−n για κάθε n,

οπότε βάσει της ιδιότητας παρεμβολής έχουμε xn → 0.

Άσκηση 2.3.14. Βρείτε το όριο της ακολουθίας με τύπο xn = [
√
n]√
n
.

Λύση: Χρησιμοποιούμε την γνωστή ανισότητα [x] ≤ x < [x] + 1 αφού την γράψουμε στη μορφή

x− 1 < [x] ≤ x.

Επομένως, έχουμε √
n− 1 < [

√
n] ≤

√
n

και άρα
1− 1√

n
< [
√
n]√
n

≤ 1

για κάθε n. Από ιδιότητα παρεμβολής βρίσκουμε ότι [
√
n]√
n

→ 1.

Άσκηση 2.3.15. Αποδείξτε ότι (1− 1
n2 )

n → 1.

Λύση: Από την ανισότητα του Bernoulli έχουμε ότι ισχύει(
1− 1

n2

)n ≥ 1− n
n2 = 1− 1

n = n−1
n για κάθε n. (14.8)

Κατόπιν, για n ̸= 1 γράφουμε(
1− 1

n2

)n
=

(
n2−1
n2

)n
= 1

(n2/(n2−1))n .

Πάλι από την ανισότητα του Bernoulli έχουμε ότι ισχύει(
n2

n2−1
)n

=
(
1 + 1

n2−1
)n ≥ 1 + n

n2−1 ≥ 1 + 1
n για κάθε n ̸= 1.

Άρα ισχύει (
1− 1

n2

)n ≤ 1
1+(1/n) =

n
n+1 για κάθε n ̸= 1. (14.9)

Από τις (14.8) και (14.9) έχουμε

n−1
n ≤

(
1− 1

n2

)n ≤ n
n+1 για κάθε n ≥ 2,

οπότε από την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται ότι (1− 1
n2 )

n → 1.

Άσκηση 2.3.17. Βρείτε το όριο της ακολουθίας με τύπο xn = (3n)!
(n!)3

.
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Λύση: Ο κανόνας λόγου καταλήγει σε απροσδιόριστη μορφή +∞
+∞ .

Πρώτος τρόπος. Χρησιμοποιούμε το κριτήριο λόγου:

xn+1

xn
= (3(n+1))!/((n+1)!)3

(3n)!/(n!)3
= (3n+3)!

(3n)!

(
n!

(n+1)!

)3
= (3n)!(3n+1)(3n+2)(3n+3)

(3n)!
1

(n+1)3

= (3n+1)(3n+2)(3n+3)
(n+1)3

= 27n3+···
n3+··· → 27.

Επειδή 27 > 1, συνεπάγεται xn → +∞.
Δεύτερος τρόπος. Απλοποιούμε και έχουμε

xn = (3n)!
(n!)3

= n!(n+1)···(2n)(2n+1)···(3n)
n!n!n! = (n+1)···(n+n)

1···n
(2n+1)···(2n+n)

1···n .

Τώρα παρατηρούμε ότι ισχύει

n+k
k ≥ 2 και 2n+k

k ≥ 3 για 1 ≤ k ≤ n.

Άρα
xn ≥ 2 · · · 2 · 3 · · · 3 = 2n3n = 6n

και, επομένως, xn → +∞.

Άσκηση 2.3.18. Έστω 0 ≤ a ≤ b. Αποδείξτε ότι n
√
an + bn → b.

Υπόδειξη: bn ≤ an + bn ≤ 2bn.

Άσκηση 2.3.19. Αποδείξτε ότι n
√
n4 + 3n2 + n+ 1 → 1.

Υπόδειξη: n4 ≤ n4 + 3n2 + n+ 1 ≤ n4 + 3n4 + n4 + n4 = 6n4.

Άσκηση 2.3.20. Για κάθε a, αποδείξτε ότι [a]+[2a]+···+[na]
n2 → a

2 .

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε την ανισότητα x− 1 < [x] ≤ x και την ταυτότητα 1 + 2+ · · ·+ n =
n(n+1)

2 , η οποία αποδεικνύεται εύκολα με την αρχή της επαγωγής.

Άσκηση 2.3.21. Αποδείξτε ότι n
n2+1

+ n
n2+2

+ · · ·+ n
n2+n

→ 1.

Υπόδειξη: Ισχύει 1
n2+n

≤ 1
n2+k

≤ 1
n2+1

για 1 ≤ k ≤ n.

Άσκηση 2.3.22. Αποδείξτε ότι limm→+∞
(
limn→+∞(cosm!πx)2n

)
=

{
1, αν x ∈ Q
0, αν x ∈ R \Q

Υπόδειξη: Αν x ∈ Q και οm ∈ N είναι κατάλληλα (πόσο;) μεγάλος, οm!x είναι ακέραιος.

Άσκηση 2.3.24. Αν xn → x και yn → y, αποδείξτε ότι max{xn, yn} → max{x, y}.

Λύση: Πρώτος τρόπος. Χρησιμοποιούμε το αποτέλεσμα της άσκησης 1.2.1 και γράφουμε

max{xn, yn} = xn+yn+|xn−yn|
2 → x+y+|x−y|

2 = max{x, y}.

Δεύτερος τρόπος. Χρησιμοποιούμε μια απλή ανισότητα:

Αν a < a′ και b < b′, τότε max{a, b} < max{a′, b′}. (14.10)

Πράγματι, από τις a < a′ και b < b′ συνεπάγεται a < a′ ≤ max{a′, b′} και b < b′ ≤ max{a′, b′}
και άρα συνεπάγεται max{a, b} < max{a′, b′}.
Τώρα θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0.
Από τα xn → x και yn → y έχουμε ότι ισχύει τελικά x − ϵ < xn < x + ϵ και ότι ισχύει τελικά
y − ϵ < yn < y + ϵ. Άρα ισχύει τελικά x− ϵ < xn < x+ ϵ και y − ϵ < yn < y + ϵ, οπότε βάσει
της (14.10) ισχύει τελικά

max{x− ϵ, y − ϵ} < max{xn, yn} < max{x+ ϵ, y + ϵ}
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ή, ισοδύναμα,
max{x, y} − ϵ < max{xn, yn} < max{x, y}+ ϵ.

Άρα max{xn, yn} → max{x, y}.

Άσκηση 2.3.25. Βρείτε το λάθος στον συλλογισμό:

1 = n · 1
n = 1

n + · · ·+ 1
n (n φορές) → 0 + · · ·+ 0 (n φορές) = 0.

Λύση: Το συμπέρασμα είναι λάθος: 1 → 0. Άρα υπάρχει οπωσδήποτε λάθος στην “απόδειξη”.
Το λάθος είναι στην εφαρμογή του κανόνα αθροίσματος. Ο κανόνας αθροίσματος εφαρμόζεται
σε δύο ακολουθίες ή σε τρεις ακολουθίες ή, γενικότερα, σε k ακολουθίες. Όμως, το πλήθος k
των ακολουθιών πρέπει να είναι σταθερό (ένα, δύο, . . . , εκατό), δηλαδή να μην εξαρτάται από
τον δείκτη n των ακολουθιών. Στον παραπάνω συλλογισμό το πλήθος των όρων του αθροίσματος
1
n + · · ·+ 1

n είναι ίσο με n, δηλαδή το ίδιο με τον δείκτη n.

Άσκηση 2.3.27. Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) που δεν έχουν όριο ώστε η (xn + yn) να έχει όριο.

Λύση: Θεωρούμε μια οποιαδήποτε ακολουθία (xn) η οποία δεν έχει όριο και ως (yn) θεωρούμε
την αντίθετη της (xn). Έτσι όταν προσθέσουμε τις δύο ακολουθίες αυτές θα αλληλοαναιρεθούν
και το αποτέλεσμα θα συγκλίνει!
Άρα παίρνουμε xn = (−1)n−1 και yn = −xn = −(−1)n−1 οπότε xn + yn = 0 για κάθε n.
Τώρα, η (xn) και η (yn) δεν έχουν όριο, αλλά xn + yn → 0.

Άσκηση 2.3.29. [α] Βρείτε ακολουθίες (xn), yn) ώστε xn → +∞, yn → −∞ και η (xn + yn) (i)
να έχει όριο οποιοδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
[β] Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 0, yn → +∞ και η (xnyn) (i) να έχει όριο έναν
οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.

Λύση: [α] (i) Έστω c ∈ R. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n+ c και yn = −n. Τότε xn → +∞,
yn → −∞ και xn + yn = c→ c.
Έστω c = +∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 2n και yn = −n. Τότε xn → +∞, yn → −∞
και xn + yn = 2n− n = n→ +∞.
Έστω c = −∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n και yn = −2n. Τότε xn → +∞, yn → −∞
και xn + yn = n− 2n = −n→ −∞.
(ii) Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n + (−1)n και yn = −n. Τότε xn → +∞, yn → −∞ και
xn + yn = n+ (−1)n − n = (−1)n, οπότε η (xn + yn) δεν έχει όριο. (Το ότι xn → +∞ ισχύει
διότι ισχύει xn ≥ n− 1 για κάθε n και διότι n− 1 → +∞.)
[β] (i) Έστω c ∈ R. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = c

n και yn = n. Τότε xn → 0, yn → +∞ και
xnyn = c→ c.
Έστω c = +∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 1

n και yn = n2. Τότε xn → 0, yn → +∞ και
xnyn = n→ +∞.
Έστω c = −∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = − 1

n και yn = n2. Τότε xn → 0, yn → +∞ και
xnyn = −n→ −∞.
(ii) Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = (−1)n

n και yn = n. Τότε xn → 0, yn → +∞ αλλά η
xnyn = (−1)n δεν έχει όριο.

Άσκηση 2.3.30. [α] Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → +∞, yn → 0 και η
(
xn

yn
)
(i) να

έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει

όριο c ∈ [−∞, 0);
[β] Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 0, yn → −∞ και η

(
xn

yn
)
(i) να έχει όριο έναν

οποιονδήποτε c ∈ {+∞,−∞} (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο c ∈ R;

Λύση: [α] (i) Έστω c = 1. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n και yn = 1
n . Τότε xn → +∞,

yn → 0 και xnyn = n
√
n→ 1.

Έστω c ∈ R, c > 1. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = cn και yn = 1
n . Τότε xn → +∞, yn → 0 και

xn
yn = c→ c.
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Έστω 0 < c < 1. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 1
cn και yn = − 1

n . Τότε xn → +∞, yn → 0 και
xn

yn = c→ c.
Έστω c = +∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = nn και yn = 1

n . Τότε xn → +∞, yn → 0 και
xn

yn = n→ +∞.
Έστω c = 0. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = nn και yn = − 1

n . Τότε xn → +∞, yn → 0 και
xn

yn = 1
n → 0.

(ii) Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n και yn = (−1)n−1

n . Τότε xn → +∞, yn → 0 αλλά η
xn

yn = n(−1)
n−1 δεν έχει όριο. Πράγματι, ισχύει n(−1)n−1

= n ≥ 1 για κάθε περιττό n και
n(−1)

n−1
= 1

n ≤ 1
2 για κάθε άρτιο n.

Επειδή xn → +∞, ισχύει τελικά xn > 0 και, επομένως, xnyn > 0. Άρα η
(
xn

yn
)
δεν μπορεί να

έχει όριο c ∈ [−∞, 0);
[β] (i) Έστω c = +∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 1

n και yn = −n. Τότε xn → 0, yn → −∞
και xnyn = nn → +∞.
Έστω c = −∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = − 1

n και yn = −2n−1. Τότε xn → 0, yn → −∞
και xnyn = −n2n+1 → −∞.
(ii)Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = (−1)n

n και yn = −n. Τότε xn → 0, yn → −∞ αλλά η xnyn =

(−1)n
2
nn δεν έχει όριο, αφού ισχύει (−1)n

2
nn = nn ≥ 4 για κάθε άρτιο n και (−1)n

2
nn =

−nn ≤ −1 για κάθε περιττό n.
Επειδή yn → −∞, ισχύει τελικά yn < 0. Επομένως, ισχύει τελικά xn ̸= 0 (για να ορίζεται ο
xn

yn). Τώρα, έχουμε ότι

|xnyn | = |xn|yn =
(

1
|xn|

)−yn → +∞,

επειδή 1
|xn| → +∞ και −yn → +∞. Άρα δεν μπορεί η

(
xn

yn
)
να έχει όριο c ∈ R, διότι τότε θα

είχαμε |xnyn | → |c| ∈ R.

Άσκηση 2.3.31. Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε να ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n, xn → 0,
yn → +∞ και η (xnyn) να μην έχει όριο.

Λύση: Θεωρούμε την ακολουθία xn = 1
n και την ακολουθία yn =

{
n, αν ο n είναι περιττός
n2, αν ο n είναι άρτιος

Προφανώς, ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n και xn → 0. Επίσης, επειδή ισχύει yn ≥ n για κάθε n,
έχουμε ότι yn → +∞.

Τώρα, είναι xnyn =

{
1, αν ο n είναι περιττός
n, αν ο n είναι άρτιος

Άρα ισχύει xn ≤ 1 για κάθε περιττό n και, επομένως, για άπειρους n και ισχύει xn ≥ 2 για κάθε
άρτιο n και, επομένως, για άπειρους n. Άρα η (xnyn) δεν έχει όριο.

Άσκηση 2.3.32. Αποδείξτε ότι για κάθε x υπάρχει ακολουθία ρητών (rn) ώστε rn → x. Αποδείξτε
το ίδιο με γνησίως αύξουσα ακολουθία ρητών.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Πριν από τη λύση θα κάνουμε ένα μικρό σχόλιο. Αν μας έλεγαν ότι ο x
είναι ρητός, το πρόβλημα θα ήταν πολύ εύκολο: θα θεωρούσαμε την σταθερή ακολουθία (x) όλοι
οι όροι της οποίας είναι ρητοί και η οποία συγκλίνει στον x. Άρα το πρόβλημα έχει ουσιαστικό
ενδιαφέρον μόνο όταν ο x είναι άρρητος.
Προκαταρκτικές σκέψεις:
Τώρα, για να βρούμε ρητούς οι οποίοι πλησιάζουν τον x θα ξεκινήσουμε με διαστήματα τα οποία
συρρικνώνονται στον x και μέσα σε καθένα από αυτά τα διαστήματα θα επιλέξουμε έναν αντί-
στοιχο ρητό. Επειδή τα διαστήματα τα έχουμε πάρει να συρρικνώνονται στον x, συνεπάγεται ότι
οι αντίστοιχοι ρητοί πλησιάζουν τον x.
Γιατί πρέπει να ξεκινήσουμε με διαστήματα και όχι κατ’ ευθείαν με ρητούς; Διότι δεν υπάρχει τύ-
πος που να δίνει ρητό αριθμό κοντά στον τυχαίο αριθμό x. Ενώ, αντιθέτως, υπάρχει τύπος που να
δίνει ένα μικρό διάστημα κοντά στον x. Για παράδειγμα: (x− 1

n , x+
1
n) με n ∈ N. Και μετά πώς
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θα βρούμε ρητό μέσα σε ένα τέτοιο διάστημα; Μα γι αυτόν τον σκοπό δεν χρειάζεται τύπος για
τον ρητό: μας αρκεί ότι η πυκνότητα των ρητών εξασφαλίζει την ύπαρξη ρητού σε οποιοδήποτε
ανοικτό διάστημα.
Πάμε στην λύση.
Θεωρούμε τα ανοικτά διαστήματα (x− 1

n , x+ 1
n) για κάθε n.

Από την πυκνότητα των ρητών συνεπάγεται ότι σε κάθε τέτοιο διάστημα υπάρχει τουλάχιστον
ένας ρητός. Δηλαδή υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός, τόν συμβολίζουμε rn, ώστε

x− 1
n < rn < x+ 1

n για κάθε n.

Έτσι δημιουργείται ακολουθία ρητών (rn) η οποία, λόγω της ιδιότητας παρεμβολής, συγκλίνει
στον x.
Το δεύτερο ερώτημα. Για να βρούμε γνησίως αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) ώστε rn → x κά-
νουμε μια μικρή αλλαγή στην επιλογή των διαστημάτων. Θα χρησιμοποιήσουμε διαστήματα τα
οποία πλησιάζουν τον x από τα αριστερά του και, συγχρόνως, το καθένα από αυτά τα διαστήματα
θα βρίσκεται δεξιά του προηγουμένου διαστήματος.
Θεωρούμε, λοιπόν, τα ανοικτά διαστήματα (x− 1

n , x− 1
n+1) για κάθε n.

Λόγω της πυκνότητας των ρητών, σε κάθε τέτοιο διάστημα υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός. Δη-
λαδή υπάρχει ρητός, τόν συμβολίζουμε rn, ώστε

x− 1
n < rn < x− 1

n+1 για κάθε n.

Έτσι έχουμε ακολουθία ρητών (rn) η οποία, λόγω της ιδιότητας παρεμβολής, συγκλίνει στον x.
Επίσης, η (rn) είναι γνησίως αύξουσα διότι το διάστημα (x− 1

n , x−
1

n+1) στο οποίο ανήκει ο rn
είναι αριστερά του διαστήματος (x− 1

n+1 , x− 1
n+2) στο οποίο ανήκει ο rn+1.

Άσκηση 2.3.33. Έστω μη-κενό σύνολο A. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία στο A με όριο
> supA αλλά και ότι υπάρχει ακολουθία στο A με όριο supA.

Λύση: Έστω οποιαδήποτε ακολουθία (xn) στο A με όριο x. Επειδή ισχύει xn ∈ A για κάθε n,
ισχύει και xn ≤ supA για κάθε n. Και, επειδή xn → x, συνεπάγεται x ≤ supA. Άρα για κάθε
ακολουθία στο A η οποία έχει όριο πρέπει αυτό το όριο να είναι ≤ supA. Άρα δεν υπάρχει ακο-
λουθία (xn) στο A με όριο > supA.
Τώρα στο δεύτερο μέρος. Θα χρειαστεί να διακρίνουμε περιπτώσεις: το supA είναι +∞ ή αριθ-
μός.
Έστω supA = +∞, οπότε το A δεν είναι άνω φραγμένο.
Χρειάζεται να αποδείξουμε ότι υπάρχει ακολουθία στο A με όριο +∞.
Προκαταρκτικές σκέψεις:
Το πρόβλημα είναι ότι δεν “γνωρίζουμε” το σύνολο A, οπότε δεν μπορούμε να διακρίνουμε (σχε-
διάζοντας, ίσως, το A) κάποια συγκεκριμένη ακολουθία στο A η οποία τείνει στο+∞. Ούτε μπο-
ρούμε να πάρουμε κάποια συγκεκριμένη γνωστή ακολουθία η οποία τείνει στο +∞, για παρά-
δειγμα την (n), διότι δεν γνωρίζουμε αν οι όροι της είναι στοιχεία του άγνωστου συνόλουA. Ανα-
γκαστικά, η λύση θα έχει “υπαρξιακό χαρακτήρα”. Θα αποδείξουμε ότι αυτό που ζητάμε “υπάρ-
χει” χωρίς να μπορούμε να το καταδείξουμε (με τύπο για παράδειγμα). Το ίδιο είχε γίνει και στην
άσκηση 2.3.32.
Θα χρησιμοποιήσουμε κάποια γνωστή ακολουθία η οποία τείνει στο +∞, ακόμη κι αν αυτή δεν
είναι στο A, και μετά, βασισμένοι στο ότι το A δεν είναι άνω φραγμένο, θα “βρούμε” μια άλλη
ακολουθία στο A η οποία θα είναι μεγαλύτερη από την προηγούμενη και, επομένως, θα είναι ανα-
γκασμένη να τείνει κι αυτή στο +∞.
Ακριβώς την ίδια ιδέα χρησιμοποιήσαμε και στην άσκηση 2.3.32. Πήραμε τις δύο ακολουθίες
(x − 1

n) και (x + 1
n), οι οποίες τείνουν στον x, (χωρίς να μας ενδιαφέρει αν οι όροι τους είναι

ρητοί) και ανάμεσά τους “εγκλωβίσαμε” μια ακολουθία ρητών (rn), βασισμένοι στην πυκνότητα
των ρητών. Επειδή και οι δύο αυτές ακολουθίες τείνουν στον x, η (rn) αναγκάζεται να τείνει κι
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αυτή στον x.
Συνεχίζουμε με την λύση.
Θεωρούμε την ακολουθία (n) η οποία έχει όριο +∞. Επειδή το A δεν είναι άνω φραγμένο, για
κάθε n υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του A το οποίο είναι > n. Έστω, λοιπόν, xn ∈ A με

xn > n.

Έτσι δημιουργείται ακολουθία (xn) στο A με την ιδιότητα να ισχύει xn > n για κάθε n. Επειδή
n→ +∞, συνεπάγεται xn → +∞.
Άρα υπάρχει ακολουθία στο A με όριο +∞.
Τώρα, έστω ότι το supA είναι αριθμός, οπότε το A είναι άνω φραγμένο.
(Οδηγούμενοι από τις παραπάνω σκέψεις, θα θεωρήσουμε μια οποιαδήποτε γνωστή ακολουθία οι
όροι της οποίας αυξάνονται και τείνουν στο supA, χωρίς να μας νοιάζει αν ανήκουν στο A, και
ανάμεσα σ’ αυτήν την ακολουθία και στο supA θα “εγκλωβίσουμε” μια ακολουθία στο A.)
Θεωρούμε την ακολουθία (supA− 1

n) η οποία τείνει στο supA και όλοι οι όροι της είναι< supA.
Από την δεύτερη χαρακτηριστική ιδιότητα του supA συνεπάγεται ότι για κάθε n υπάρχει στοιχείο
του A ανάμεσα στον supA− 1

n και στον supA. Έστω, λοιπόν, xn ∈ A με

supA− 1
n < xn ≤ supA.

Έτσι δημιουργείται ακολουθία (xn) στοA με την ιδιότητα να ισχύει supA− 1
n < xn ≤ supA για

κάθε n. Από την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται xn → supA.
Άρα υπάρχει ακολουθία στο A με όριο supA.

Άσκηση 2.3.34. Έστω μη-κενό σύνολο A και u άνω φράγμα του A. Αποδείξτε ότι u = supA αν
και μόνο αν υπάρχει ακολουθία στο A με όριο τον u.

Λύση: Έστω ότι ο u είναι άνω φράγμα του συνόλου A.
Έστω ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → u. Θα αποδείξουμε ότι u = supA, αν απο-
δείξουμε ότι κάθε άνω φράγμα του A είναι ≥ u.
Παίρνουμε οποιοδήποτε άνω φράγμα u′ του A. Τότε ισχύει xn ≤ u′ για κάθε n. Επειδή xn → u,
συνεπάγεται u ≤ u′. Άρα ο u είναι το μικρότερο από τα άνω φράγματα του A.
Αντιστρόφως, έστω ότι u = supA. Θα αποδείξουμε ότι υπάρχει κάποια ακολουθία στοιχείων του
A η οποία συγκλίνει στον u. Αυτό, όμως, το αποδείξαμε στην λύση της άσκησης 2.3.33.

Άσκηση 2.3.35. Έστω μη-κενό σύνολο A.
Αν supA ∈ A, βρείτε μια όσο το δυνατό πιο απλή ακολουθία στο A με όριο το supA.
Αν supA /∈ A, αποδείξτε ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία στο A με όριο το supA.

Λύση: Έστω supA ∈ A. Θέτουμε u = supA και θεωρούμε την σταθερή ακολουθία με τύπο
xn = u για κάθε n. Τότε η (xn) είναι στο A και έχει όριο u = supA.
Τώρα έστω supA /∈ A.
Για να μην χρειαστεί να διακρίνουμε τις περιπτώσεις supA ∈ R και supA = +∞ (όπως κά-
ναμε στην λύση της άσκησης 2.3.33), θεωρούμε εξαρχής μια συγκεκριμένη ακολουθία (yn) όχι
αναγκαστικά στο A τέτοια ώστε

yn → supA και yn < supA για κάθε n.

Στην περίπτωση supA ∈ R μπορούμε να πάρουμε, για παράδειγμα, την yn = supA− 1
n και στην

περίπτωση supA = +∞ μπορούμε να πάρουμε, για παράδειγμα, την yn = n. (Ακριβώς όπως
στην λύση της άσκησης 2.3.33.)
Αφού θεωρήσουμε μια τέτοια ακολουθία (yn), ορίζουμε μια ακολουθία (xn) στο A με επαγωγικό
τρόπο ως εξής.
Θεωρούμε x1 ∈ A ώστε

y1 < x1 < supA.
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(Αυτό είναι εφικτό λόγω της δεύτερης χαρακτηριστικής ιδιότητας του supA, αφού y1 < supA.)
Κατόπιν, θεωρούμε x2 ∈ A ώστε

max{y2, x1} < x2 < supA.

(Και πάλι αυτό είναι εφικτό, αφού max{y2, x1} < supA.) Κατόπιν, θεωρούμε x3 ∈ A ώστε

max{y3, x2} < x3 < supA.

Κατόπιν, θεωρούμε x4 ∈ A ώστε

max{y4, x3} < x4 < supA.

Και συνεχίζουμε επαγωγικά επ’ άπειρον.
Με αυτόν τον τρόπο δημιουργείται μια ακολουθία (xn) στο A η οποία έχει δύο ιδιότητες:

yn < xn < supA και xn < xn+1 για κάθε n.

Επειδή yn → supA, από την πρώτη ιδιότητα συνεπάγεται ότι xn → supA και η δεύτερη ιδιότητα
μας λέει ότι η (xn) είναι γνησίως αύξουσα.

Άσκηση 2.3.36. Έστω k ∈ N, k ≥ 2 και έστω ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n.
Αν xn → x, αποδείξτε ότι k

√
xn → k

√
x.

Αν xn → +∞, αποδείξτε ότι k
√
xn → +∞.

Μην χρησιμοποιήσετε την πρόταση 2.12.

Λύση: Αρχικά θεωρούμε την ειδική περίπτωση x = 1. Έστω, λοιπόν, xn → 1.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ με 0 < ϵ ≤ 1. Επειδή xn → 1, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − 1| < ϵ ή,
ισοδύναμα,

0 ≤ 1− ϵ < xn < 1 + ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα ισχύει
0 ≤ k

√
1− ϵ < k

√
xn <

k
√
1 + ϵ για κάθε n ≥ n0.

Γνωρίζουμε, όμως, ότι ισχύει a ≤ k
√
a αν 0 ≤ a ≤ 1 και ότι ισχύει k

√
a ≤ a αν 1 ≤ a. Επομένως,

ισχύει
0 ≤ 1− ϵ < k

√
xn < 1 + ϵ για κάθε n ≥ n0

ή, ισοδύναμα, | k
√
xn − 1| < ϵ για κάθε n ≥ n0.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ 1 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει | k
√
xn − 1| < ϵ για

κάθε n ≥ n0.
Αφού αυτό ισχύει για ϵ = 1, θα ισχύει αυτομάτως και για ϵ > 1.
Άρα έχουμε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει | k

√
xn − 1| < ϵ για κάθε n ≥ n0.

Δηλαδή, συμπεραίνουμε ότι, αν xn → 1, τότε k
√
xn → 1.

Τώρα πάμε στην πιο γενική περίπτωση x > 0.
Τότε θεωρούμε την ακολουθία με τύπο yn = xn

x και, επειδή xn → x, έχουμε ότι yn → 1. Από την
ειδική περίπτωση συνεπάγεται k

√
yn → 1 και άρα

k
√
xn = k

√
ynx = k

√
yn

k
√
x→ k

√
x.

Έστω τώρα x = 0, οπότε πρέπει να δείξουμε ότι, αν x→ 0, τότε k
√
xn → 0.

Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Επειδή xn → 0 (και xn ≥ 0 για κάθε n), υπάρχει n0 ώστε να ισχύει
0 ≤ xn < ϵk για κάθε n ≥ n0. Συνεπάγεται ότι ισχύει

0 ≤ k
√
xn < ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα k
√
xn → 0.
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Τέλος, έστω xn → +∞.
Παίρνουμε τυχόντα M > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει xn > Mk για κάθε n ≥ n0. Άρα
ισχύει

k
√
xn > M για κάθε n ≥ n0

και, επομένως, k
√
xn → +∞.

Άσκηση 2.3.38. Αν xn → x και ισχύει xn ≤ x για κάθε n, αποδείξτε ότι sup{xn |n ∈ N} = x.

Λύση: Επειδή ισχύει xn ≤ x για κάθε n, ο x είναι άνω φράγμα του συνόλου {xn |n ∈ N}.
Μένει να αποδείξουμε ότι ο x είναι το ελάχιστο άνω φράγμα αυτού του συνόλου.
Πρώτος τρόπος:Έστω u άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}. Τότε ισχύει xn ≤ u για κάθε n και, επειδή
xn → x, συνεπάγεται x ≤ u. Άρα το x είναι το ελάχιστο άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}.
Δεύτερος τρόπος: Έστω τυχών u < x. Επειδή xn → x, συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά u < xn.
Άρα υπάρχουν στοιχεία του {xn |n ∈ N} (τουλάχιστον ένα) τα οποία είναι > u. Άρα ο τυχών
u < x δεν είναι άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}, οπότε ο x είναι το ελάχιστο άνω φράγμα αυτού
του συνόλου.

Άσκηση 2.3.39. Αν xn → x, αποδείξτε ότι inf{xn |n ≥ k} ≤ x ≤ sup{xn |n ≥ k} για κάθε k.

Λύση: Θέτουμε l = inf{xn |n ≥ k} και u = sup{xn |n ≥ k}.
Τότε ισχύει l ≤ xn ≤ u για κάθε n ≥ k. Δηλαδή ισχύει τελικά l ≤ xn ≤ u. Επειδή xn → x,
συνεπάγεται l ≤ x ≤ u.

Άσκηση 2.3.40. Έστω xn → x. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) έχει μέγιστο όρο αν και μόνο αν
υπάρχει k ώστε xk ≥ x.

Λύση: Έστω ότι η (xn) έχει μέγιστο όρο. Δηλαδή υπάρχει k ώστε να ισχύει xn ≤ xk για κάθε n.
Τώρα, όμως, επειδή xn → x, συνεπάγεται ότι x ≤ xk.
Αντιστρόφως, έστω ότι υπάρχει k ώστε xk ≥ x. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Έστω ότι δεν υπάρχει κανένας n ώστε xn > x. Έστω, δηλαδή, ότι ισχύει xn ≤ x για κάθε n. Τότε,
όμως, ισχύει xn ≤ xk για κάθε n και άρα ο xk είναι μέγιστος όρος της (xn).
Η δεύτερη περίπτωση είναι να υπάρχει κάποιος n ώστε xn > x. Έστω n1 ένας τέτοιος n, οπότε

x < xn1 .

Επειδή xn → x, συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά xn < xn1 , οπότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

xn < xn1 για κάθε n ≥ n0. (14.11)

Αυτομάτως, αποκλείεται να είναι n1 ≥ n0, οπότε 1 ≤ n1 ≤ n0 − 1.
Τώρα θεωρούμε τους πεπερασμένους όρους x1, . . . xn0−1. Κάποιος απο αυτούς είναι ο μεγαλύ-
τερος και έστω ότι αυτός είναι ο xn∗ με 1 ≤ n∗ ≤ n0 − 1. Τότε, όμως, έχουμε

xn∗ ≥ xn για κάθε n με 1 ≤ n ≤ n0 − 1. (14.12)

Θυμόμαστε ότι 1 ≤ n1 ≤ n0 − 1, οπότε, ειδικώτερα,

xn∗ ≥ xn1 . (14.13)

Από τις (14.11) και (14.13) συνεπάγεται ότι ισχύει

xn∗ ≥ xn για κάθε n ≥ n0. (14.14)

Τέλος, από τις (14.12) και (14.14) συνεπάγεται ότι ισχύει xn∗ ≥ xn για κάθε n και άρα η (xn) έχει
μέγιστο όρο τον xn∗ .

Άσκηση 2.3.41. [α] Αποδείξτε το θεώρημα του Cesáro: Αν xn → x ∈ R, τότε x1+···+xn
n → x.

Αν ισχύει xn = (−1)n−1 για κάθε n, αποδείξτε ότι x1+···+xn
n → 0.
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Αν ισχύει xn = 1+(−1)n
2 n για κάθε n, αποδείξτε ότι x1+···+xn

n → +∞.
Και οι δύο προηγούμενες ακολουθίες (xn) δεν έχουν όριο. Συμπεράνατε ότι δεν ισχύει το αντίστροφο
του θεωρήματος του Cesáro.
[β] Αν an+1 − an → a ∈ R, αποδείξτε ότι an

n → a.

Βρείτε τα όρια των ακολουθιών
(
an

n

)
και

( loga n
n

)
με a > 1.

[δ] Αν ισχύει xn > 0 για κάθε n και xn → x ∈ [0,+∞], αποδείξτε ότι n
√
x1 · · ·xn → x.

[ε] Αν ισχύει an > 0 για κάθε n και an+1

an
→ a ∈ [0,+∞], αποδείξτε ότι n

√
an → a.

Βρείτε τα όρια των ακολουθιών ( n
√
n),

(
n
√
n!
)
.

Λύση: [α] Αρχικά θα δούμε την ειδική περίπτωση όπου xn → 0, στην οποία περιέχονται όλες οι
ιδέες της απόδειξης. Έστω, λοιπόν, xn → 0.
Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0′ ώστε να ισχύει

|xn| < ϵ
2 για κάθε n ≥ n0

′.

Θεωρούμε n0 = max
{
n0
′,
[2(|x1|+···+|xn0

′−1|)
ϵ

]
+ 1

}
.

Τότε για κάθε n ≥ n0 ισχύει n ≥ n0
′ και n >

2(|x1|+···+|xn0
′−1|)

ϵ , οπότε

|x1+···+xn
n | ≤ |x1|+···+|xn|

n =
|x1|+···+|xn0

′−1|
n +

|xn0
′ |+···+|xn|

n < ϵ
2 + (n−n0

′+1)(ϵ/2)
n

< ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα x1+···+xn
n → 0.

Σχόλιο. Προσέξτε πώς προκύπτει ότι ο λόγος |x1|+···+|xn|
n είναι μικρός. Τόν χωρίζουμε σε δύο μέρη,

το
|x1|+···+|xn0

′−1|
n και το

|xn0
′ |+···+|xn|

n . Το πρώτο μέρος περιέχει όρους της ακολουθίας οι οποίοι
δεν είναι αναγκαστικά μικροί αλλά ο παρονομαστής του, ο n, είναι μεγάλος. Το δεύτερο μέρος
είναι εκείνο το οποίο περιέχει τους μικρούς όρους.
Τώρα, έστω, γενικότερα, ότι xn → x ∈ R.
Εφαρμόζουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα στην ακολουθία με τύπο yn = xn − x για την οποία
ισχύει yn → 0 και έχουμε

x1+···+xn
n = (y1+x)+···+(yn+x)

n = y1+···+yn
n + x+···+x

n = y1+···+yn
n + x→ 0 + x = x.

Έστω x = +∞. ΈστωM > 0. Τότε υπάρχει n0′ ώστε να ισχύει

xn > 2(M + 1) για κάθε n ≥ n0
′.

Θεωρούμε n0 = max
{
2n0
′ − 1,

[
|x1 + · · ·+ xn0

′−1|
]
+ 1

}
.

Τότε για κάθε n ≥ n0 ισχύει n ≥ 2n0
′ − 1 ≥ n0

′ και n > |x1 + · · ·+ xn0
′−1|, οπότε

x1+···+xn
n =

x1+···+xn0
′−1

n +
xn0

′+···+xn

n > −1 + (n−n0
′+1)2(M+1)

n ≥ −1 + (M + 1) =M.

Άρα x1+···+xn
n → +∞.

Αν x = −∞, εφαρμόζουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα στην ακολουθία με τύπο yn = −xn για
την οποία ισχύει yn → +∞. Τότε

x1+···+xn
n = (−y1)+···+(−yn)

n = −y1+···+yn
n → −(+∞) = −∞.

Αν ισχύει xn = (−1)n−1 για κάθε n, τότε ο x1 + · · ·+ xn έχει μόνο δύο τιμές: τον 0 αν ο n είναι
άρτιος και τον 1 αν ο n είναι περιττός. Άρα ισχύει 0 ≤ x1+···+xn

n ≤ 1
n για κάθε n και, επομένως,

x1+···+xn
n → 0.

Αν ισχύει xn = 1+(−1)n
2 n για κάθε n, τότε είναι

x1+x2+···+x2k−3+x2k−2+x2k−1+x2k

2k = 0+2+···+0+(2k−2)+0+2k
2k = 1+···+(k−1)+k

k = k(k+1)
2k = k+1

2
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και
x1+x2+···+x2k−3+x2k−2+x2k−1

2k−1 = 0+2+···+0+(2k−2)+0
2k−1 = 2 1+···+(k−1)

2k−1 = k(k−1)
2k−1 .

Άρα ισχύει x1+···+xn
n ≥ n−1

4 για κάθε n και, επομένως, x1+···+xn
n → +∞.

[β] Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του [α] στην ακολουθία με τύπο b1 = a1 και bn = an − an−1
για κάθε n ≥ 2. Έχουμε bn → a και άρα

an
n = a1+(a2−a1)+···+(an−an−1)

n = b1+b2+···+bn
n → a.

Τώρα, επειδή an+1 − an = (a− 1)an → +∞ όταν a > 1, συνεπάγεται ότι an

n → +∞.
Επίσης, μπορούμε να αποδείξουμε ότι loga(n+ 1)− loga n = loga

n+1
n → 0, οπότε συνεπάγεται

ότι loga n
n → 0.

Το όριο loga
n+1
n → 0 προκύπτει από το ότι n+1

n → 1 και από τις ιδιότητες “συνέχειας” της λο-
γαριθμικής συνάρτησης που θα δούμε στα επόμενα κεφάλαια. Αλλά και τώρα μπορούμε να απο-
δείξουμε το παραπάνω όριο σχετικά εύκολα. Πράγματι, έστω τυχών ϵ > 0. Τότε η | loga n+1

n | < ϵ
ισοδυναμεί με την loga

n+1
n < ϵ κι αυτή με την n+1

n < aϵ κι αυτή με την n > 1
aϵ−1 . Τώρα

παίρνουμε έναν n0 > 1
aϵ−1 και έχουμε ότι για κάθε n ≥ n0 ισχύει n > 1

aϵ−1 και, επομένως,
| loga n+1

n | < ϵ.
[δ] Το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να αποδειχθεί με τρόπο παρόμοιο με του [α]. Ο ενδιαφερόμενος
αναγνώστης μπορεί να το προσπαθήσει. Θεωρώ, όμως, προτιμότερο να παραπέμψω στην άσκηση
4.3.3, όπου η απόδειξη του [δ] ανάγεται στο αποτέλεσμα του [α] μέσω ιδιοτήτων της λογαριθ-
μικής και της εκθετικής συνάρτησης, και να επικεντρωθούμε στο [ε] που ακολουθεί θεωρώντας
δεδομένο το αποτέλεσμα του [δ].
[ε] Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του [δ] στην ακολουθία με τύπο b1 = a1 και bn = an

an−1
για κάθε

n ≥ 2. Έχουμε bn → a και άρα

n
√
an = n

√
a1

a2
a1

· · · an
an−1

= n
√
b1b2 · · · bn → a.

Τώρα, n+1
n → 1 και άρα n

√
n→ 1.

Επίσης, (n+1)!
n! = n+ 1 → +∞ και άρα n

√
n! → +∞.

Άσκηση 2.4.1. Βρείτε το όριο της ακολουθίας με τύπο xn = 2nn!
nn .

Λύση:Οκανόνας λόγου καταλήγει σε απροσδιόριστη μορφή +∞
+∞ και δεν υπάρχει προφανής τρόπος

απλοποίησης του λόγου 2nn!
nn .

Xρησιμοποιούμε το κριτήριο λόγου:

xn+1

xn
= 2n+1(n+1)!/(n+1)n+1

2nn!/nn = 2n+1(n+1)!nn

2nn!(n+1)n+1 = 2(n+1)nn

(n+1)n+1 = 2nn

(n+1)n = 2
(n+1

n
)n

= 2
(1+ 1

n
)n

→ 2
e .

Επειδή 2
e < 1, συνεπάγεται xn → 0.

Άσκηση 2.4.3.Με επαγωγή ως προς τον k, αποδείξτε ότι (1+ k
n)

n → ek (όταν n→ +∞, φυσικά)
για κάθε k ∈ N.
Να αποδείξετε το όριο (1 + k

n)
n → ek γενικότερα για k ∈ Z.

Λύση: Αν k = 1, το όριο (1 + 1
n)

n → e είναι απλώς ο ορισμός του e.
Τώρα, έστω ότι ισχύει (1 + k

n)
n → ek για κάποιον k ∈ N.

Γράφουμε (
1 + k+1

n

)
= n+k+1

n = n+k
n

n+k+1
n+k =

(
1 + k

n

)(
1 + 1

n+k

)
.

Επομένως,(
1 + k+1

n

)n
=

(
1 + k

n

)n(
1 + 1

n+k

)n
=

(
1 + k

n

)n(
1 + 1

n+k

)n+k(
1 + 1

n+k

)−k
. (14.15)
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Παρατηρούμε ότι (1 + 1
n+k )

−k → 1 (όταν n→ +∞).
Κατόπιν, επειδή (1 + 1

n)
n → e, συνεπάγεται (1 + 1

n+k )
n+k → e (όταν n→ +∞), οπότε από την

(14.15) συνεπάγεται (1 + k+1
n )n → eke1 = ek+1.

Επομένως, από την αρχή της επαγωγής έχουμε ότι (1 + k
n)

n → ek για κάθε k ∈ N.
Αν k = 0, το όριο (1 + k

n)
n → ek είναι προφανώς σωστό, αφού γράφεται 1 → 1.

Τώρα, έστω k ∈ Z, k < 0, οπότε |k| = −k ∈ N.
Θεωρούμε n ≥ |k|+ 1 και γράφουμε

1 + k
n = n−|k|

n = 1
n/(n−|k|) =

1
1+(|k|/(n−|k|)) ,

οπότε (
1 + k

n

)n
= 1

(1+(|k|/(n−|k|)))n . (14.16)

Έχουμε ήδη αποδείξει προηγουμένως ότι (1 + |k|
n )n → e|k| και άρα(

1 + |k|
n−|k|

)n
=

(
1 + |k|

n−|k|
)n−|k|(

1 + |k|
n−|k|

)|k| → e|k|1 = e|k|.

Επομένως, από την (14.16) συνεπάγεται (1 + k
n)

n → 1
e|k|

= ek.

Άσκηση 2.4.6. Δείτε την άσκηση 2.4.4 και θεωρήστε τις ακολουθίες (an) και (bn) με an = 1+ 1
2 +

· · ·+ 1
n−1 − logn και bn = 1+ 1

2 + · · ·+ 1
n − logn για κάθε n. Αποδείξτε ότι η (an) είναι γνησίως

αύξουσα, ότι η (bn) είναι γνησίως φθίνουσα και ότι οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν στον ίδιο αριθμό.

Λύση: Η σχέση an < an+1 γράφεται ισοδύναμα

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n−1 − logn < 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n−1 + 1
n − log(n+ 1)

ή, ισοδύναμα, log n+1
n < 1

n ή, ισοδύναμα, (1 + 1
n)

n < e και αυτή η ανισότητα είναι σωστή διότι
η ακολουθία

(
(1 + 1

n)
n
)
είναι γνησίως αύξουσα και έχει όριο τον e.

Ομοίως, η ανισότητα bn+1 < bn γράφεται ισοδύναμα

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n + 1
n+1 − log(n+ 1) < 1 + 1

2 + · · ·+ 1
n − logn

ή, ισοδύναμα, 1
n+1 < log n+1

n ή, ισοδύναμα, e < (1 + 1
n)

n+1 και αυτή η ανισότητα είναι σωστή
διότι η ακολουθία

(
(1 + 1

n)
n+1

)
είναι γνησίως φθίνουσα και έχει το ίδιο όριο με την

(
(1 + 1

n)
n
)
,

δηλαδή τον e.
Κατόπιν, βλέπουμε ότι ισχύει an < bn για κάθε n και ότι bn − an = 1

n → 0. Σύμφωνα με την
πρόταση με τα εγκιβωτισμένα διαστήματα οι δύο ακολουθίες έχουν το ίδιο όριο.

Άσκηση 2.4.8. [β] Δίνεται ακολουθία (xn) με x1 > 0 και τέτοια ώστε να ισχύει xn+1 =
√
2xn

για κάθε n. Αποδείξτε ότι, ανάλογα με την τιμή του x1, η ακολουθία είναι αύξουσα ή φθίνουσα και
βρείτε το όριό της.

Λύση: Πρώτος τρόπος. Οι αρχικοί όροι της (xn) είναι:

x1, x2 =
√
2x1, x3 =

√
2x2 =

√
2
√
2x1, x4 =

√
2x3 =

√
2

√
2
√
2x1, . . . κ.τ.λ.

Επειδή πρέπει να αποδείξουμε ότι η ακολουθία είναι μονότονη, αρχίζουμε μελετώντας την ανισό-
τητα xn ≤ xn+1 ή την ισοδύναμη xn ≤

√
2xn.

Παρατηρούμε ότι όλοι οι όροι της (xn) είναι > 0, οπότε θα μπορούμε να χειριζόμαστε κάπως
ελεύθερα διάφορες ανισότητες που θα παρουσιάζονται κατά τη διάρκεια της λύσης.
Άρα η τελευταία ανισότητα ισοδυναμεί με την xn2 ≤ 2xn κι αυτή με την xn ≤ 2.
Έχουμε, δηλαδή, τις ισοδυναμίες

xn ≤ xn+1 ⇔ xn ≤ 2
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xn+1 ≤ xn ⇔ 2 ≤ xn.

Βλέπουμε ότι η σχέση διάταξης ανάμεσα στον n-οστό όρο και στον επόμενό του εξαρτάται άμεσα
από τη σχέση διάταξης ανάμεσα στον n-οστό όρο και στον αριθμό 2. Και είναι απολύτως σαφές
ότι, αν θέλουμε να είναι η ακολουθία αύξουσα, τότε θα πρέπει να είναι όλοι οι όροι της ≤ 2 ενώ,
αν θέλουμε να είναι η ακολουθία φθίνουσα, τότε θα πρέπει να είναι όλοι οι όροι της ≥ 2.
Θα διακρίνουμε, επομένως, δύο περιπτώσεις: να είναι x1 ≤ 2 ή να είναι x1 ≥ 2. Στην πρώτη
περίπτωση θα αποδείξουμε ότι όλοι οι όροι είναι ≤ 2, οπότε η (xn) θα είναι αύξουσα, και στη
δεύτερη περίπτωση θα αποδείξουμε ότι όλοι οι όροι είναι ≥ 2, οπότε η (xn) θα είναι φθίνουσα.
Έστω, λοιπόν, 0 < x1 ≤ 2.
Πάμε με επαγωγή. Αν υποθέσουμε xn ≤ 2 για κάποιον n, τότε xn+1 =

√
2xn ≤

√
2 · 2 = 2. Άρα

ισχύει xn ≤ 2 για κάθε n και η (xn) είναι αύξουσα.
Όμως, είμαστε ευτυχείς διότι έχουμε ταυτόχρονα αποδείξει ότι η (xn) είναι και άνω φραγμένη από
τον 2. Άρα η (xn) συγκλίνει και μένει να βρούμε το όριό της.
Αν xn → x τότε ο αναδρομικός τύπος xn+1

2 = 2xn συνεπάγεται x2 = 2x, οπότε x = 0 ή x = 2.
Η περίπτωση x = 0 απορρίπτεται, διότι η (xn) είναι αύξουσα και ο πρώτος όρος της είναι x1 > 0.
Άρα x = 2, οπότε xn → 2.
Αν υποθέσουμε x1 ≥ 2, τότε πάλι με επαγωγή αποδεικνύουμε ότι ισχύει xn ≥ 2 για κάθε n και
η (xn) είναι φθίνουσα (και κάτω φραγμένη από τον 2). Και με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι
πάλι xn → 2.
Σχόλιο: Η άσκηση ζητά να αποδείξουμε πρώτα ότι η ακολουθία είναι μονότονη και κατόπιν να
βρούμε το όριό της. Όμως, η άσκηση θα μπορούσε να είναι διατυπωμένη ως εξής.
Δίνεται ακολουθία (xn) με x1 > 0 και τέτοια ώστε να ισχύει xn+1 =

√
2xn για κάθε n. Αποδείξτε

ότι η ακολουθία έχει όριο και βρείτε το.
Τότε θα πρέπει να υποψιαστούμε ότι η (xn) μπορεί να είναι μονότονη και να ακολουθήσουμε με
δική μας πρωτοβουλία την παραπάνω λύση.
Δεύτερος τρόπος. Παρατηρούμε πάλι τους αρχικούς όρους της ακολουθίας και βλέπουμε το εξής
“μοτίβο”:

x1, x2 = 2
1
2x1

1
2 , x3 = 2

1
2
+ 1

22 x1
1
22 , x4 = 2

1
2
+ 1

22
+ 1

23 x1
1
23 , . . . κ.τ.λ.

Τώρα, είναι πολύ εύκολο να αποδείξουμε με την αρχή της επαγωγής ότι ισχύει

xn = 2
1
2
+···+ 1

2n−1 x1
1

2n−1 = 21−
1

2n−1 x1
1

2n−1 = 2
(
x1
2

) 1
2n−1 για κάθε n.

Επομένως, αν 0 < x1
2 ≤ 1, τότε η (xn) είναι αύξουσα με όριο ίσο με 2 και, αν 1 ≤ x1

2 , τότε η (xn)
είναι φθίνουσα με όριο ίσο πάλι με 2.
Σχόλιο. Ο δεύτερος τρόπος είναι πολύ πιο απλός από τον πρώτο τρόπο. Όμως, ο πρώτος τρόπος
είναι πολύ πιο σημαντικός διότι είναι πιο μεθοδικός. Ο δεύτερος τρόπος εξαρτάται από το πόσο
απλός είναι ο αναδρομικός τύπος της ακολουθίας. Στη συγκεκριμένη περίπτωση ο αναδρομικός
τύπος xn+1 =

√
2xn είναι σχετικά απλός και μας επέτρεψε να αποκωδικοποιήσουμε τον τύπο

xn = 2(x1
2 )

1
2n−1 της ακολουθίας. Υπάρχουν, όμως, περιπτώσεις όπου αυτό δεν είναι καθόλου

εύκολο αν όχι πρακτικά αδύνατο. Σε τέτοιες περιπτώσεις εργαζόμαστε αναγκαστικά με τον πρώτο
τρόπο. Δείτε τα [γ-ζ] της ίδιας άσκησης.

Άσκηση 2.4.9. [β] Αν a > 1 και k ∈ N, αποδείξτε ότι η ακολουθία (a
n

nk ) είναι τελικά αύξουσα και,
χρησιμοποιώντας τη σχέση an+1

(n+1)k
= a nk

(n+1)k
an

nk , ότι an

nk → +∞.

Λύση: Για να αποδείξουμε ότι η (a
n

nk ) είναι αύξουσα από κάποιο δείκτη και πέρα, θα θεωρήσουμε
την ανισότητα

an

nk ≤ an+1

(n+1)k

και θα ερευνήσουμε για ποιούς φυσικούς n αληθεύει: δηλαδή θα τη λύσουμε ως προς n. Η ανι-
σότητα αυτή ισοδυναμεί με την n+1

n ≤ a1/k κι αυτή με την n ≥ 1
a1/k−1 . Άρα η ανισότητα
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an

nk ≤ an+1

(n+1)k
αληθεύει για κάθε φυσικό n ≥ 1

a1/k−1 και, επομένως, αληθεύει από κάποιο δεί-
κτη και πέρα.
Απομένει να βρούμε το όριο της ακολουθίας (a

n

nk ). Το ότι η ακολουθία έχει όριο συνεπάγεται από
το ότι είναι αύξουσα από κάποιο δείκτη και πέρα. Βέβαια, το θεώρημα 2.1 αναφέρεται σε αύξουσες
(από τον πρώτο όρο και πέρα) ακολουθίες. Μπορούμε, όμως, να αγνοήσουμε τους αρχικούς όρους
της ακολουθίας μας και να πάρουμε έτσι μια νέα ακολουθία που είναι αύξουσα (από τον πρώτο
όρο και πέρα). Σ’ αυτήν εφαρμόζεται το θεώρημα 2.1, οπότε έχει όριο, το οποίο είναι αριθμός ή
+∞. Συνεπάγεται ότι και η πρώτη ακολουθία έχει όριο (το ίδιο), το οποίο είναι αριθμός ή +∞,
αφού οι δύο ακολουθίες διαφέρουν μόνο στους αρχικούς τους όρους.
Για τον υπολογισμό του ορίου της (a

n

nk ) διακρίνουμε περιπτώσεις. Έστω αρχικά ότι το όριο είναι
αριθμός, δηλαδή an

nk → x. Θα εκμεταλλευτούμε μια σχέση που υπάρχει ανάμεσα σε διαδοχικούς
όρους της ακολουθίας:

an+1

(n+1)k
= a nk

(n+1)k
an

nk για κάθε n.

Θεωρούμε τα όρια των δύο μελών της ισότητας και έχουμε x = ax. Επειδή a ̸= 1, συνεπάγεται
x = 0. Αυτό, όμως, είναι αδύνατο! Η ακολουθία είναι αύξουσα από κάποιον δείκτη, έστω n0,
και πέρα, οπότε ισχύει an

nk ≥ an0

n0
k για κάθε n ≥ n0. Θεωρούμε πάλι τα όρια των δύο μελών και

βρίσκουμε x ≥ an0

n0
k > 0.

Αφού, λοιπόν, το όριο δεν είναι αριθμός, πρέπει να είναι ίσο με +∞.

Άσκηση 2.4.10. Βρείτε ακολουθίες (xn), (yn) ώστε xn → 1, yn → +∞ και η
(
xn

yn
)
(i) να έχει

όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
(
xn

yn
)
να έχει όριο

c ∈ [−∞, 0);

Λύση: (i) Έστω c = 1. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 1 και yn = n. Τότε xn → 1, yn → +∞
και xnyn = 1 → 1.
Έστω c ∈ R, c > 1 και b = log c > 0. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 1 + 1

n και yn = bn. Τότε
xn → 1, yn → +∞ και xnyn = ((1 + 1

n)
n)b → eb = c.

Έστω 0 < c < 1 και b = log c < 0. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = (1 + 1
n)
−1 και yn = −bn.

Τότε xn → 1, yn → +∞ και xnyn = ((1 + 1
n)

n)b → eb = c.
Έστω c = +∞. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n

√
n και yn = n. Τότε xn → 1, yn → +∞ και

xn
yn = n→ +∞.

Έστω c = 0. Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = 1
n
√
n
και yn = n. Τότε xn → 1, yn → +∞ και

xn
yn = 1

n → 0.

(ii) Θεωρούμε τις ακολουθίες xn = n
(−1)n−1

n και yn = n. Ισχύει 1
n√n ≤ xn ≤ n

√
n για κάθε

n, οπότε xn → 1. Επίσης, yn → +∞ αλλά η xnyn = n(−1)
n−1 δεν έχει όριο, διότι ισχύει

n(−1)
n−1

= 1
n ≤ 1

2 για κάθε άρτιο n και n(−1)n−1
= n ≥ 1 για κάθε περιττό n.

Επειδή xn → 1, ισχύει τελικά xn > 0 και, επομένως, xnyn > 0. Άρα η
(
xn

yn
)
δεν μπορεί να έχει

όριο c ∈ [−∞, 0);

Άσκηση 2.4.11. [α] Αν ο b δεν είναι αρνητικός ακέραιος, αποδείξτε ότι 1
b+1 + 1

b+2 + 1
b+3 + · · ·+

1
b+n → +∞.
[β] Αποδείξτε με την αρχή της επαγωγής ότι (1 + a1) · · · (1 + an) ≥ 1 + a1 + · · · + an, αν
a1, . . . , an ≥ 0, και (1− a1) · · · (1− an) ≥ 1− a1 − · · · − an, αν 0 ≤ a1, . . . , an ≤ 1.
Αν ο b δεν είναι αρνητικός ακέραιος, βρείτε το limn→+∞

(a+1)(a+2)···(a+n)
(b+1)(b+2)···(b+n) , διακρίνοντας περιπτώ-

σεις a = b, a > b, a < b.
[γ] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αν c < 0 και αν ισχύει τελικά n

(xn+1

xn
− 1

)
≤ c, αποδείξτε ότι xn → 0.

Αν c > 0 και αν ισχύει τελικά n
(xn+1

xn
− 1

)
≥ c, αποδείξτε ότι xn → +∞.

Αν d < 0 και αν n
(xn+1

xn
− 1

)
→ d, αποδείξτε ότι xn → 0.

Αν d > 0 και αν n
(xn+1

xn
− 1

)
→ d, αποδείξτε ότι xn → +∞.
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Δείτε ότι αυτά τα τέσσερα αποτελέσματα είναι επεκτάσεις των αντίστοιχων αποτελεσμάτων της πρό-
τασης 2.10.
Εφαρμόστε τα προηγούμενα για να αποδείξετε ότι (2n)!

4n(n!)2
→ 0. Μπορείτε να το αποδείξετε χρησι-

μοποιώντας την πρόταση 2.10;

Λύση: [α] Θέτουμε

xn = 1
b+1 + 1

b+2 + · · ·+ 1
b+n , yn = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
n .

Γνωρίζουμε ότι yn → +∞ και θα συσχετίσουμε τις δύο ακολουθίες (xn) και (yn).
Αν b ≥ 0, θεωρούμε τον ακέραιο k = [b] για τον οποίο ισχύει k ≥ 0 και k ≤ b < k + 1. Τότε

xn ≥ 1
k+2 + 1

k+3 + · · ·+ 1
k+n+1 = yn+k+1 − yk+1 για κάθε n.

Επειδή yn+k+1 − yk+1 → (+∞)− yk+1 = +∞, συνεπάγεται xn → +∞.
Αν b < 0, θεωρούμε πάλι τον ακέραιο k = [b] για τον οποίο ισχύει−k = |k| ≥ 1 και k ≤ b < k+1.
Ορίζουμε ακόμη τον b′ = b− k, οπότε 0 ≤ b′ < 1. Τότε, αν n ≥ |k|+ 1, έχουμε

xn = 1
b+1 + · · ·+ 1

b−k + 1
b−k+1 + · · ·+ 1

b−k+n+k

= 1
b+1 + · · ·+ 1

b−k + 1
b′+1 + · · ·+ 1

b′+n−|k|

= 1
b+1 + · · ·+ 1

b−k + x′n−|k|,

(14.17)

όπου
x′n = 1

b′+1 + 1
b′+2 + · · ·+ 1

b′+n .

Δηλαδή, η ακολουθία (x′n) είναι η (xn) με τον b′ στη θέση του b.
Επειδή b′ ≥ 0, έχουμε x′n → +∞ από την πρώτη περίπτωση. Άρα x′n−|k| → +∞, οπότε από την
(14.17) συνεπάγεται xn → +∞.
[β] Για n = 1 η ανισότητα (1 + a1) · · · (1 + an) ≥ 1 + a1 + · · · + an ισχύει (και, μάλιστα, ως
ισότητα). Έστω ότι η ανισότητα ισχύει για κάποιον n. Τότε

(1 + a1) · · · (1 + an)(1 + an+1) ≥ (1 + a1 + · · ·+ an)(1 + an+1)

= 1 + a1 + · · ·+ an + an+1 + (a1 + · · ·+ an)an+1

≥ 1 + a1 + · · ·+ an + an+1.

Άρα η ανισότητα ισχύει και για τον n+ 1.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η δεύτερη ανισότητα.
Θέτουμε

xn = (a+1)(a+2)···(a+n)
(b+1)(b+2)···(b+n) .

Τώρα, αν a = b, είναι προφανές ότι xn = 1 → 1.
Αν ο a είναι αρνητικός ακέραιος, τότε ισχύει τελικά xn = 0, οπότε xn → 0.
Στα επόμενα υποθέτουμε ότι ο a δεν είναι αρνητικός ακέραιος.
Έστω a > b ≥ 0. Τότε, χρησιμοποιώντας την πρώτη ανισότητα που αποδείξαμε, γράφουμε

xn = (a+1)(a+2)···(a+n)
(b+1)(b+2)···(b+n) =

(
1 + a−b

b+1

)(
1 + a−b

b+2

)
· · ·

(
1 + a−b

b+n

)
≥ 1 + a−b

b+1 + a−b
b+2 + · · ·+ a−b

b+n = 1 + (a− b)
(

1
b+1 + 1

b+2 + · · ·+ 1
b+n

)
.

Επειδή a−b > 0, από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται 1+(a−b)( 1
b+1+

1
b+2+· · ·+ 1

b+n) → +∞
και άρα xn → +∞.
Αν a > b και b < 0, κάνουμε κάτι παρόμοιο με την αντίστοιχη περίπτωση στο [α]. Θεωρούμε τον
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ακέραιο k = [b] για τον οποίο ισχύει −k = |k| ≥ 1 και k ≤ b < k + 1. Ορίζουμε τον b′ = b− k,
οπότε 0 ≤ b′ < 1. Ορίζουμε, επίσης, τον a′ = a− k. Τότε, αν n ≥ |k|+ 1, έχουμε

xn = (a+1)···(a−k)(a−k+1)···(a−k+n+k)
(b+1)···(b−k)(b−k+1)···(b−k+n+k) = (a+1)···(a−k)

(b+1)···(b−k)
(a′+1)···(a′+n−|k|)
(b′+1)···(b′+n−|k|)

= (a+1)···(a−k)
(b+1)···(b−k) x

′
n−|k|,

(14.18)

όπου
x′n = (a′+1)···(a′+n)

(b′+1)···(b′+n) .

Δηλαδή, η ακολουθία (x′n) είναι η (xn) με τον a′ στη θέση του a και τον b′ στη θέση του b.
Επειδή a′ > b′ ≥ 0, έχουμε x′n → +∞ από την πρώτη περίπτωση. Άρα x′n−|k| → +∞, οπότε

από την (14.18) συνεπάγεται xn → (a+1)···(a−k)
(b+1)···(b−k) (+∞) = +∞ ή −∞.

Αν a < b, τότε γράφουμε
xn = 1

yn
,

όπου
yn = (b+1)(b+2)···(b+n)

(a+1)(a+2)···(a+n) .

Δηλαδή, η (yn) είναι η (xn) με τον a στη θέση του b και τον b στη θέση του a. Από την προηγού-
μενη περίπτωση έχουμε ότι yn → +∞ ή yn → −∞ και, επομένως, xn → 0.
[γ] Έστω c < 0 και έστω ότι ισχύει n(xn+1

xn
− 1) ≤ c για n ≥ n0. Συνεπάγεται xn+1 ≤ xn

c+n
n

για n ≥ n0 και, πολλαπλασιάζοντας αυτές τις ανισότητες για n = n0, . . . , k − 1, παίρνουμε

xk ≤ xn0

(c+n0)(c+n0+1)···(c+k−1)
n0(n0+1)···(k−1) για k ≥ n0 + 1.

Αυτήν την ανισότητα τήν ξαναγράφουμε στη μορφή

0 < xk ≤ xn0

(a+1)(a+2)···(a+k−n0)
(b+1)(b+2)···(b+k−n0)

για k ≥ n0 + 1,

όπου a = c+ n0 − 1 και b = n0 − 1. Επειδή a < b, από το [β] έχουμε (a+1)(a+2)···(a+k−n0)
(b+1)(b+2)···(b+k−n0)

→ 0

και, επομένως, xk → 0.
Τώρα, έστω c > 0 και έστω ότι ισχύει n(xn+1

xn
− 1) ≥ c για n ≥ n0. Όπως και στην περίπτωση

c < 0, αποδεικνύουμε ότι

xk ≥ xn0

(a+1)(a+2)···(a+k−n0)
(b+1)(b+2)···(b+k−n0)

για k ≥ n0 + 1,

όπου a = c+n0−1 και b = n0−1. Επειδή a > b, από το [β] έχουμε (a+1)(a+2)···(a+k−n0)
(b+1)(b+2)···(b+k−n0)

→ +∞
(προσέξτε ότι όλοι οι όροι της τελευταίας ακολουθίας είναι > 0 και άρα δεν μπορεί το όριο να
είναι −∞) και, επομένως, xk → +∞.
Αν d < 0 και αν n

(xn+1

xn
− 1

)
→ d, θεωρούμε έναν c ώστε να είναι d < c < 0 και έχουμε ότι

ισχύει τελικά n
(xn+1

xn
− 1

)
≤ c. Άρα xn → 0.

Αν d > 0 και αν n
(xn+1

xn
− 1

)
→ d, θεωρούμε έναν c ώστε να είναι 0 < c < d και έχουμε ότι

ισχύει τελικά n
(xn+1

xn
− 1

)
≥ c. Άρα xn → +∞.

Και τα τέσσερα αποτελέσματα είναι επεκτάσεις των αντίστοιχων αποτελεσμάτων της πρότασης
2.10. Ας δούμε, για παράδειγμα, το πρώτο.
Έστω 0 < a < 1 και έστω ότι ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ a. Τότε ισχύει τελικά n(xn+1

xn
− 1) ≤

n(a− 1) < −1, οπότε xn → 0. Με τον ίδιο τρόπο εξετάζουμε και τα άλλα τρία αποτελέσματα.
Θεωρούμε, τώρα, την ακολουθία με τύπο xn = (2n)!

4n(n!)2
. Τότε

xn+1

xn
= (2n+2)!4n(n!)2

(2n)!4n+1((n+1)!)2
= (2n+1)(2n+2)

4(n+1)2
= 2n+1

2n+2 .
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Άρα n(xn+1

xn
− 1) = − n

2n+2 → −1
2 . Επειδή −1

2 < 0, συνεπάγεται xn → 0.
Η πρόταση 2.10 δεν ωφελεί, διότι xn+1

xn
= 2n+1

2n+2 → 1.

Άσκηση 2.4.12. Έστω y ≥ 0 και k ∈ N, k ≥ 2. Ορίζουμε ακολουθία (xn) με οποιονδήποτε x1 > 0
και με τον αναδρομικό τύπο xn+1 =

k−1
k xn + 1

k
y

xn
k−1 για κάθε n.

Αποδείξτε ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αποδείξτε, χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Bernoulli, ότι ισχύει xnk ≥ y για κάθε n ≥ 2 και,
κατόπιν, ότι ισχύει xn+1 ≤ xn για κάθε n ≥ 2.
Συμπεράνατε ότι η (xn) συγκλίνει και ότι, αν x = limn→+∞ xn, τότε xk = y και x ≥ 0.

Λύση: Το ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n αποδεικνύεται εύκολα με την αρχή της επαγωγής.
Τώρα, για n ≥ 2 έχουμε (εξετάζοντας προσεκτικά ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις της ανισότητας
του Bernoulli) ότι

xn
k =

(
k−1
k xn−1 +

1
k

y
xn−1

k−1

)k
= xn−1

k
(
1 + 1

k
y−xn−1

k

xn−1
k

)k ≥ xn−1
k
(
1 + y−xn−1

k

xn−1
k

)
= y.

Κατόπιν, από τον αναδρομικό τύπο βρίσκουμε ότι

xn+1 =
k−1
k xn + 1

k
y

xn
k−1 ≤ k−1

k xn + 1
k

xn
k

xn
k−1 = xn

για n ≥ 2.
Άρα η (xn) είναι φθίνουσα από τον δεύτερο όρο της και πέρα και, επειδή είναι κάτω φραγμένη
από τον 0, συνεπάγεται ότι έχει όριο ≥ 0.
Επομένως, αν x = limn→+∞ xn, τότε x ≥ 0.
Ξαναγράφουμε τον αναδρομικό τύπο στη μορφή

xn+1xn
k−1 = k−1

k xn
k + 1

ky

και, παίρνοντας όριο, βρίσκουμε xk = k−1
k xk + 1

ky και άρα x
k = y.

Άσκηση 2.4.15. Θεωρούμε την ακολουθία με τύπο xn = 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) .

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (nxn2) είναι αύξουσα και ότι η
(
(n+ 1

2)xn
2
)
είναι φθίνουσα. Αποδείξτε

ότι αυτές οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν στο ίδιο όριο. Τί συμπεραίνετε για την ακολουθία (xn);

Λύση: Για να αποδείξουμε ότι η (nxn2) είναι αύξουσα γράφουμε διαδοχικά τις ισοδύναμες ανισό-
τητες

nxn
2 ≤ (n+ 1)xn+1

2

n12·32·52···(2n−1)2
22·42·62···(2n)2 ≤ (n+ 1)1

2·32·52···(2n−1)2(2n+1)2

22·42·62···(2n)2(2n+2)2

n ≤ (n+ 1) (2n+1)2

(2n+2)2
= (2n+1)2

4(n+1)

4n2 + 4n ≤ 4n2 + 4n+ 1.

Η τελευταία ανισότητα είναι, προφανώς, σωστή, οπότε η (nxn
2) είναι αύξουσα.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η
(
(n+ 1

2)xn
2
)
είναι φθίνουσα. Κάντε το εσείς.

Τώρα, παρατηρούμε ότι ισχύει nxn2 ≤ (n+ 1
2)xn

2 για κάθε n.
Άρα, βάσει της πρότασης με τα εγκιβωτισμένα διαστήματα, οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν και
απομένει να αποδείξουμε ότι έχουν το ίδιο όριο.
Σκέψεις.
Αν ακολουθήσουμε το πλαίσιο της πρότασης με τα εγκιβωτισμένα διαστήματα, τότε στοχεύουμε
στο να αποδείξουμε ότι τα μήκη των συγκεκριμένων εγκιβωτισμένων διαστημάτων τείνουν στον
0, δηλαδή ότι (n+ 1

2)xn
2−nxn2 → 0 ή, ισοδύναμα, 12 xn

2 → 0. Αυτό, όμως, φαίνεται να ζορίζει
λιγάκι, οπότε κοιτάμε μπας και σκεφτούμε κάτι πιο δημιουργικό.
Γενικά, αν έχουμε δύο συγκλίνουσες ακολουθίες (yn) και (zn) με αντίστοιχα όρια y και z (αριθ-
μούς) και θέλουμε να αποδείξουμε ότι y = z, μπορούμε να αποδείξουμε ότι yn − zn → 0, διότι
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τότε θα συμπεράνουμε (από την μοναδικότητα του ορίου) ότι y − z = 0 και, επομένως, y = z.
Αυτήν ακριβώς την ιδέα χρησιμοποιεί η πρόταση με τα εγκιβωτισμένα διαστήματα. Όμως, υπάρ-
χει και μια δεύτερη ιδέα. Μπορούμε να αποδείξουμε ότι yn

zn
→ 1. Τότε θα συμπεράνουμε (πάλι

από την μοναδικότητα του ορίου) ότι y
z = 1 και, επομένως, y = z. (Φυσικά θα πρέπει να ισχύει

zn ̸= 0 για κάθε n και z ̸= 0.)
Τέλος σκέψεων.
Συνεχίζουμε με τη λύση.
Έστω

nxn
2 → x′ και

(
n+ 1

2

)
xn

2 → x′′.

Τότε, επειδή x′ ̸= 0 (διότι η (nxn
2) είναι αύξουσα και ο πρώτος όρος της είναι > 0), έχουμε

(n+(1/2))xn
2

nxn
2 → x′′

x′ .

Αλλά
(n+(1/2))xn

2

nxn
2 = n+(1/2)

n → 1,

οπότε x′′

x′ = 1 και άρα x′ = x′′.
Άρα οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν στο ίδιο όριο x = x′ = x′′.
Τέλος, από την nxn2 → x συνεπάγεται xn2 = 1

n nxn
2 → 0x = 0 και, επομένως, xn → 0.

Σχόλιο. Αν θέλουμε να αποδείξουμε κατ’ ευθείαν ότι η αρχική ακολουθία (xn) έχει όριο (και μά-
λιστα τον 0) θα δυσκολευτούμε αρκετά. Ο τύπος του xn αποτελεί απροσδιόριστη μορφή +∞

+∞ και
ούτε απλοποιείται εύκολα. Μπορούμε να δοκιμάσουμε, όπως σε ανάλογα παραδείγματα και ασκή-
σεις, το κριτήριο λόγου. Κάνοντας απλοποιήσεις βρίσκουμε xn+1

xn
= 2n+1

2n+2 → 1. Όμως, το κριτήριο
λόγου δεν έχει κανένα συμπέρασμα για την περίπτωση xn+1

xn
→ 1.

Ένας άλλος τρόπος είναι να γράψουμε

xn = 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) = 1·2·3·4·5·6···(2n−1)·(2n)

(2·4·6···(2n))2 = (2n)!
(2nn!)2

= (2n)!
4n(n!)2

.

Έτσι βλέπουμε ότι η (xn) είναι η ίδια με την ακολουθία στο τέλος της άσκησης 2.4.11, όπου
αποδείξαμε ότι xn → 0.

Άσκηση 2.4.16. [α] Έστω συνάρτηση f : [a, b] → R αύξουσα στο [a, b]. Αν f(a) > a και f(b) < b,
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = ξ.
[β] Έστω διάστημα I και f : I → R και έστω ότι για κάθε x ∈ I υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ (x − δ, x + δ) ∩ I με x′ ≤ x ≤ x′′. Αποδείξτε ότι η f
είναι αύξουσα στο I .

Λύση: [α] Έστω (για άτοπο) ότι ισχύει f(x) ̸= x για κάθε x ∈ [a, b].
Τότε είναι f(a+b

2 ) ̸= a+b
2 . Αν f(a+b

2 ) < a+b
2 , ορίζουμε a1 = a και b1 = a+b

2 . Αν f(a+b
2 ) > a+b

2 ,
ορίζουμε a1 = a+b

2 και b1 = b. Προφανώς, σε κάθε περίπτωση είναι f(a1) > a1 και f(b1) < b1.
Επαναλαμβάνοντας αυτήν τη διαδικασία στο διάστημα [a1, b1], βρίσκουμε ένα διάστημα [a2, b2]
μέσα στο [a1, b1] έτσι ώστε f(a2) > a2 και f(b2) < b2.
Συνεχίζοντας επ’ άπειρον, δημιουργούμε ακολουθία διαστημάτων [a1, b1], [a2, b2], . . . ώστε να
ισχύει

[an+1, bn+1] ⊆ [an, bn], f(an) > an, f(bn) < bn και bn − an = b−a
2n για κάθε n.

Συνεπάγεται bn − an → 0, οπότε υπάρχει ξ ώστε να ισχύει an ≤ ξ ≤ bn για κάθε n και an → ξ,
bn → ξ.
Τότε ισχύει an < f(an) ≤ f(ξ) για κάθε n και άρα ξ ≤ f(ξ). Επίσης, ισχύει f(ξ) ≤ f(bn) < bn
για κάθε n και άρα f(ξ) ≤ ξ.
Από τις ξ ≤ f(ξ) και f(ξ) ≤ ξ συνεπάγεται f(ξ) = ξ και καταλήγουμε σε άτοπο.
[β] Έστω (για άτοπο) ότι η f δεν είναι αύξουσα στο I , οπότε υπάρχουν a, b ∈ I ώστε a < b και

554



f(a) > f(b).
Συνεπάγεται ότι είτε f(a) > f(a+b

2 ) είτε f(a+b
2 ) > f(b). Αν f(a) > f(a+b

2 ), ορίζουμε a1 = a

και b1 = a+b
2 . Αν f(a+b

2 ) > f(b), ορίζουμε a1 = a+b
2 και b1 = b. Σε κάθε περίπτωση είναι

f(a1) > f(b1).
Επαναλαμβάνοντας (όπως στο [α]) αυτήν τη διαδικασία επ’ άπειρον, δημιουργούμε ακολουθία
διαστημάτων [a1, b1], [a2, b2], . . . ώστε να ισχύει

[an+1, bn+1] ⊆ [an, bn], f(an) > f(bn) και bn − an = b−a
2n για κάθε n.

Συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ ώστε να ισχύει an ≤ ξ ≤ bn για κάθε n και an → ξ, bn → ξ.
Τώρα, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x′) ≤ f(ξ) ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ (ξ − δ, ξ + δ) ∩ I
με x′ ≤ ξ ≤ x′′.
Επειδή an → ξ και bn → ξ, τελικά ισχύει an, bn ∈ (ξ − δ, ξ + δ) ∩ I με an ≤ ξ ≤ bn και άρα
τελικά ισχύει f(an) ≤ f(ξ) ≤ f(bn). Καταλήγουμε σε άτοπο αφού ισχύει f(an) > f(bn) για
κάθε n.

Άσκηση 2.4.20. Γνωρίζουμε ότι για κάθε x υπάρχει αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) ώστε rn → x.
Για παράδειγμα, μια τέτοια ακολουθία είναι η ακολουθία των p-αδικών προσεγγίσεων του x ή η
ακολουθία που αναφέρεται στην άσκηση 2.3.32.
Θεωρήστε ότι δεν έχουν οριστεί οι δυνάμεις με άρρητο εκθέτη.
Έστω y > 1 και ο x είναι άρρητος. Θεωρήστε οποιαδήποτε αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) με
rn → x και αποδείξτε ότι η ακολουθία (yrn) συγκλίνει. Αποδείξτε ότι για κάθε (όχι αναγκαστικά
αύξουσα) ακολουθία ρητών (rn) με rn → x το όριο της (yrn) υπάρχει και ότι το όριο αυτό είναι
ανεξάρτητο της ακολουθίας ρητών (rn) με rn → x. Ορίσατε yx = limn→+∞ y

rn με οποιαδήποτε
ακολουθία ρητών (rn) με rn → x.
Έστω y > 1 και ο x είναι ρητός. Αποδείξτε ότι yx = limn→+∞ y

rn για κάθε ακολουθία ρητών (rn)
με rn → x.
Έστω 0 ≤ y ≤ 1 και ο x είναι άρρητος. Ορίσατε την δύναμη yx βάσει της προηγούμενης περίπτωσης
(όπως στον ορισμό 1.9).
Αποδείξτε την πρόταση 1.8 βάσει των προηγουμένων.

Λύση: Στα παρακάτω θα θεωρήσουμε γνωστές όλες τις ιδιότητες των δυνάμεων με ρητούς εκθέτες.
Το πρώτο ερώτημα. Έστω y > 1, άρρητος x και αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) με rn → x. Τότε
η ακολουθία (yrn) είναι αύξουσα. Επίσης, είναι και άνω φραγμένη, διότι, αν θεωρήσουμε τον
ακέραιο [x] + 1, τότε ισχύει rn < x < [x] + 1 και άρα yrn < y[x]+1 για κάθε n. Άρα η (yrn)
συγκλίνει.
Παίρνουμε, τώρα, μια οποιαδήποτε αύξουσα ακολουθία ρητών (r′n) με r′n → x. Είδαμε ότι η (yr′n)
συγκλίνει και θέτουμε z = limn→+∞ y

r′n .
Τώρα, έστω και δεύτερη (όχι αναγκαστικά αύξουσα) ακολουθία ρητών (rn) με rn → x.
Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή y1/m → 1 και y−1/m → 1, υπάρχειm ∈ N ώστε

1− ϵ < y−1/m < 1 < y1/m < 1 + ϵ.

Επειδή rn → x και r′n → x, συνεπάγεται rn−r′n → 0 και άρα ισχύει τελικά− 1
m < rn−r′n < 1

m .
Επομένως, ισχύει τελικά

1− ϵ < yrn

yr
′
n
< 1 + ϵ

και συνεπώς έχουμε yrn

yr
′
n
→ 1.

Επειδή yr′n → z, συνεπάγεται yrn → z.
Επομένως, υπάρχει ένας αριθμός (ο z) προς τον οποίο συγκλίνει η (yrn) για κάθε ακολουθία ρητών
(rn) με rn → x. Αυτόν τον αριθμό τον συμβολίζουμε yx.
Έτσι, εξ ορισμού ισχύει yrn → yx για οποιαδήποτε ακολουθία ρητών (rn) με rn → x.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω y > 1, ρητός x και ακολουθία ρητών (rn) με rn → x.
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Θεωρούμε την σταθερή ακολουθία ρητών r′n = x και έχουμε ότι rn − r′n → 0. Όμως, μόλις πριν
αποδείξαμε ότι yrn

yr
′
n
→ 1. Τώρα, επειδή yr′n = yx → yx, συνεπάγεται yrn → yx.

Μέχρι στιγμής έχουμε ορίσει την δύναμη yx για κάθε y > 1 και κάθε άρρητο x και έχουμε αποδείξει
ότι ισχύει yrn → yx για κάθε y > 1 και κάθε x (είτε ρητό είτε άρρητο) και κάθε ακολουθία ρητών
(yn) με yn → x.
Το τρίτο ερώτημα. Αν y = 1, ορίζουμε yx = 1 για κάθε άρρητο x. Επίσης, αν y = 0, ορίζουμε
yx = 0 για κάθε άρρητο x > 0.
Αν 0 < y < 1, τότε ορίζουμε yx = 1

(1/y)x για κάθε άρρητο x.
Τώρα έχουμε πια ορίσει την δύναμη yx για κάθε y ≥ 0 και κάθε άρρητο x (με τον περιορισμό
x > 0 αν y = 0) και μπορούμε να αποδείξουμε ότι ισχύει yrn → yx για κάθε y ≥ 0 και κάθε x
(είτε ρητό είτε άρρητο) και κάθε ακολουθία ρητών (yn) με yn → x.
Το τελευταίο είναι προφανές αν y = 0 ή y = 1, διότι τότε η ακολουθία (yrn) είναι σταθερή 0 ή 1,
αντιστοίχως. Αν 0 < y < 1, τότε

yrn = 1
(1/y)rn → 1

(1/y)x = yx,

αφού είναι 1
y > 1 και άρα ( 1y )

rn → ( 1y )
x.

Το τέταρτο ερώτημα. Έστω y, y1, y2 > 0 και x, x1, x2 (είτε ρητοί είτε άρρητοι).
Θεωρούμε ακολουθία ρητών (rn) με rn → x. Τότε ισχύει y1rny2rn = (y1y2)

rn για κάθε n. Επειδή
y1

rn → y1
x, y2rn → y2

x και (y1y2)rn → (y1y2)
x, συνεπάγεται y1xy2x = (y1y2)

x.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύονται οι yx1yx2 = yx1+x2 , (yx1)x2 = yx1x2 . Ο αναγνώστης μπορεί
να τις αποδείξει (η τελευταία είναι λίγο πιο δύσκολη).
Τώρα, έστω x > 0 και y > 1. Θεωρούμε οποιαδήποτε αύξουσα ακολουθία ρητών (rn) με rn → x,
οπότε yrn → yx. Επειδή x > 0, ισχύει τελικά rn > 0 και, επειδή y > 1, ισχύει τελικά yrn > 1.
Τέλος, επειδή η (yrn) είναι αύξουσα, συνεπάγεται ότι yx > 1.
Από το ότι ισχύει yx > 1 για κάθε x > 0 και κάθε y > 1 συνεπάγονται εύκολα με αλγεβρικό
τρόπο όλες οι άλλες ιδιότητες της πρότασης 1.8.
Σχόλιο. Στην απόδειξη χρησιμοποιήσαμε ότι y1/m → 1 όταν y > 1. Πρέπει να βεβαιωθούμε ότι
για να αποδειχθεί αυτό δεν χρησιμοποιούνται δυνάμεις με άρρητο εκθέτη. Ας αναλάβει ο αναγνώ-
στης να το ελέγξει (και για παράδειγμα να δει πώς χρησιμοποιείται η ανισότητα του Bernoulli στη
σχετική απόδειξη).

Άσκηση 2.4.21. [α] Έστω y > 0.
Αν οι r1, r2 είναι ρητοί με r1 < r2 και r1, r2 ̸= 0, αποδείξτε ότι yr1−1

r1
≤ yr2−1

r2
.

Αν x1 < x2 και x1, x2 ̸= 0, αποδείξτε ότι yx1−1
x1

≤ yx2−1
x2

.
[β] Έστω y > 0.
Αποδείξτε ότι η ακολουθία

(
n( n

√
y − 1)

)
είναι φθίνουσα και ότι συγκλίνει.

Θεωρήστε ότι δεν έχουν οριστεί οι λογάριθμοι θετικών αριθμών.
Ορίσατε log y = limn→+∞ n( n

√
y − 1).

Αποδείξτε ότι ισχύει log y = limn→+∞
yxn−1
xn

για κάθε ακολουθία (xn) με xn → 0 και xn ̸= 0 για
κάθε n.
Αποδείξτε την πρόταση 2.13 (εκτός του [γ]) βάσει των προηγουμένων.

Λύση: [α] Πρώτα υποθέτουμε ότι 0 < r1 < r2.
Τότε η ανισότητα yr1−1

r1
≤ yr2−1

r2
είναι ισοδύναμη με την r2

r1
(yr1 − 1) ≤ yr2 − 1 και, αν θέσουμε

z = yr1 > 0, τότε έχουμε την ισοδύναμη ανισότητα r2
r1
(z − 1) ≤ zr2/r1 − 1 και, αν θέσουμε

r = r2
r1
> 1, παίρνουμε την ισοδύναμη ανισότητα r(z − 1) ≤ zr − 1. Τέλος, αν γράψουμε r = m

n

μεm,n ∈ N καιm > n και θέσουμε x = z1/n > 0, τότε καταλήγουμε στην ισοδύναμη ανισότητα

m(xn − 1) ≤ n(xm − 1).
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Έχουμε, τώρα, τις εξής διαδοχικές ισοδύναμες ανισότητες:

n(x− 1)(xm−1 + · · ·+ x+ 1)−m(x− 1)(xn−1 + · · ·+ x+ 1) ≥ 0

(x− 1)
(
nxm−1 + · · ·+ nxn − (m− n)xn−1 − · · · − (m− n)x− (m− n)

)
≥ 0

(x− 1)
(
xm−1+···+xn

m−n − xn−1+···+x+1
n

)
≥ 0. (14.19)

Τώρα διακρίνουμε περιπτώσεις.
Αν x ≥ 1, τότε

xm−1+···+xn

m−n ≥ (m−n)xn

m−n = xn ≥ xn−1 = nxn−1

n ≥ xn−1+···+x+1
n

ενώ, αν 0 < x ≤ 1, τότε

xm−1+···+xn

m−n ≤ (m−n)xn

m−n = xn ≤ xn−1 = nxn−1

n ≤ xn−1+···+x+1
n .

Σε κάθε περίπτωση η (14.19) είναι σωστή, οπότε και η αρχική ανισότητα yr1−1
r1

≤ yr2−1
r2

είναι
σωστή.
Τώρα, έστω ότι r1 < r2 < 0.
Ορίζουμε s1 = −r1 και s2 = −r2, οπότε είναι 0 < s2 < s1 και εφαρμόζουμε την ανισότητα που
μόλις αποδείξαμε με τους s1, s2 και τον 1

y > 0 και βρίσκουμε ότι y−s2−1
s2

≤ y−s1−1
s1

ή, ισοδύναμα,
yr2−1
−r2 ≤ yr1−1

−r1 ή, ισοδύναμα, yr1−1
r1

≤ yr2−1
r2

.
Τέλος, έστω r1 < 0 < r2.
Ορίζουμε s1 = −r1 > 0 και τότε η yr1−1

r1
≤ yr2−1

r2
γράφεται ισοδύναμα y−s1−1

−s1 ≤ yr2−1
r2

ή,
ισοδύναμα, ys1−1

s1ys1
≤ yr2−1

r2
ή, ισοδύναμα, ys1−1

s1
≤ yr2+s1−ys1

r2
ή (μετά από λίγες πράξεις), ισοδύ-

ναμα, ys1−1
s1

≤ yr2+s1−1
r2+s1

. Η τελευταία ανισότητα είναι σωστή αφού είναι 0 < s1 < r2 + s1.
Τώρα, έστω y > 0 και x1 < x2 και x1, x2 ̸= 0. Θεωρούμε δύο ακολουθίες ρητών (rn,1) και (rn,2)
ώστε rn,1 → x1 και rn,2 → x2 και ώστε να ισχύει rn,1 < rn,2 και rn,1, rn,2 ̸= 0 για κάθε n.
Τότε ισχύει yrn,1−1

rn,1
≤ yrn,2−1

rn,2
για κάθε n, οπότε παίρνοντας όριο όταν n → +∞ βρίσκουμε την

ανισότητα yx1−1
x1

≤ yx2−1
x2

.

Σχόλιο. Το ότι ισχύει y
x1−1
x1

≤ yx2−1
x2

όταν x1 < x2 και x1, x2 ̸= 0 σημαίνει ότι η συνάρτηση yx−1
x

είναι αύξουσα στο πεδίο ορισμού της (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Συνήθως, κάτι τέτοιο αποδεικνύεται
σχετικά εύκολα με χρήση παραγώγων, όπως θα δούμε στα επόμενα κεφάλαια. Εδώ δεν επιτρέπεται
να χρησιμοποιήσουμε παραγώγους για δύο λόγους. Αφενός δεν έχουμε μιλήσει ακόμη για παρα-
γώγους. Αφετέρου ο σκοπός της άσκησης αυτής είναι να εισαγάγει την έννοια του λογαρίθμου
και, αν θελήσουμε να χρησιμοποιήσουμε την παράγωγο της συνάρτησης yx−1

x , θα χρειαστούμε
τον log y.
Τέλος, δεν βλάπτει να μπορούμε να αποδεικνύουμε στοιχειώδεις αλγεβρικές ανισότητες όπως η
yx1−1
x1

≤ yx2−1
x2

με στοιχειώδεις αλγεβρικούς τρόπους. Έτσι μαθαίνουμε να αναπτύσσουμε τεχνι-
κές όπως, για παράδειγμα, την αναγωγή σε όλο και απλούστερες ανισότητες.
[β] Το πρώτο ερώτημα. Το ότι η ακολουθία

(
n( n

√
y − 1)

)
είναι φθίνουσα σημαίνει ότι ισχύει

y1/(n+1)−1
1/(n+1) ≤ y1/n−1

1/n για κάθε n.

Αυτό, όμως, είναι άμεση συνέπεια των αποτελεσμάτων του [α].
Αν y = 1, τότε η

(
n( n

√
y − 1)

)
είναι σταθερή 0 και άρα συγκλίνει στον 0.

Αν y > 1, τότε η
(
n( n

√
y − 1)

)
είναι κάτω φραγμένη από τον 0 και, επειδή είναι φθίνουσα,

συγκλίνει.
Τέλος, έστω 0 < y < 1. Τότε είναι

y1/n−1
1/n = −

( 1
y
)1/n−1
1/n y1/n
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και, επομένως, η
(
n( n

√
y − 1)

)
συγκλίνει, διότι η

(
n( n

√
1/y − 1)

)
συγκλίνει (αφού 1

y > 1) και
διότι y1/n → 1.
Το δεύτερο ερώτημα. Αφού ορίσουμε log y = limn→+∞ n( n

√
y − 1) για κάθε y > 0, θεωρούμε

οποιαδήποτε ακολουθία (xn) με xn → 0 και xn ̸= 0 για κάθε n.
Εξ ορισμού ισχύει y1/m−1

1/m → log y. Επίσης, ισχύει y−1/m−1
−1/m → log y. Πράγματι,

y−1/m−1
−1/m = y1/m−1

1/m
1

y1/m
→ (log y)1 = log y.

Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχειm ∈ N ώστε

log y − ϵ < y−1/m−1
−1/m ≤ y1/m−1

1/m < log y + ϵ.

Επειδή xn → 0, συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά − 1
m < xn <

1
m και άρα ισχύει τελικά

log y − ϵ < y−1/m−1
−1/m ≤ yxn−1

xn
≤ y1/m−1

1/m < log y + ϵ.

Άρα yxn−1
xn

→ log y.
Το τρίτο ερώτημα. Τώρα, έστω y1, y2 > 0. Τότε

n( n
√
y1y2 − 1) = n( n

√
y1y2 − n

√
y2) + n( n

√
y2 − 1)

= n( n
√
y1 − 1) n

√
y2 + n( n

√
y2 − 1) → (log y1)1 + log y2 = log y1 + log y2.

Επειδή n( n
√
y1y2 − 1) → log(y1y2), συνεπάγεται ότι log(y1y2) = log y1 + log y2 και έτσι απο-

δείχθηκε το [α] της πρότασης 2.13.
Έστω y > 0 και z ̸= 0. Θεωρούμε την ακολουθία με τύπο xn = z

n και εφαρμόζουμε το αποτέλε-
σμα του δεύτερου ερωτήματος:

n( n
√
yz − 1) = z y

z/n−1
z/n = z y

xn−1
xn

→ z log y.

Επειδή n( n
√
yz − 1) → log(yz), συνεπάγεται ότι log(yz) = z log y.

Αν y > 0 και z = 0, τότε η log(yz) = z log y γράφεται log 1 = 0 και αυτό είναι άμεση συνέπεια
του ορισμού, αφού, όπως ήδη είπαμε, η ακολουθία

(
n( n

√
1−1)

)
είναι σταθερή 0. Άρα αποδείχθηκε

το [β] και το πρώτο μέρος του [δ] της πρότασης 2.13.
Τώρα θα αποδείξουμε ότι log e = 1. Αυτό είναι δύσκολο.
Γνωρίζουμε ότι (1 + 1

n)
n → e και ότι ισχύει (1 + 1

n)
n < e για κάθε n.

Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε θέτουμε για απλούστευση δ = ϵ
4 και έχουμε ότι ισχύει τελικά (1− δ)e <

(1 + 1
n)

n < e ή, ισοδύναμα, n
√
1− δ n

√
e < 1 + 1

n <
n
√
e ή (μετά από λίγες πράξεις), ισοδύναμα,

1 < n( n
√
e− 1) < n

√
1

1−δ + n
(

n

√
1

1−δ − 1
)
. (14.20)

Τώρα, αν δ < 1
2 , ισχύει

1
1−δ < 1 + 2δ, οπότε από την ανισότητα του Bernoulli συνεπάγεται

n

√
1

1−δ <
n
√
1 + 2δ ≤ 1 + 2δ

n .

Επομένως, από την (14.20) συνεπάγεται ότι, αν δ < 1
2 , τότε ισχύει τελικά

1 < n( n
√
e− 1) < 1 + 2δ

n + 2δ ≤ 1 + 4δ = 1 + ϵ.

Η τελευταία σχέση ισχύει τελικά αν 0 < ϵ < 2 και, επομένως, ισχύει τελικά για κάθε ϵ > 0.
Επομένως, n( n

√
e− 1) → 1 και άρα log e = 1.

Απομένει να αποδείξουμε το [ε] της πρότασης 2.13 και αρκεί (γιατί;) να αποδείξουμε ότι ισχύει
log y > 0 αν y > 1.
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Έστω, λοιπόν, y > 1. Ορίζουμε δ = 1 − 1
y , οπότε 0 < δ < 1, και έχουμε ότι y = 1

1−δ . Τώρα θα
δούμε ότι ισχύει η ανισότητα

n( n
√
y − 1) ≥ δ. (14.21)

Η ανισότητα αυτή είναι ισοδύναμη με την n
√
y ≥ 1 + δ

n κι αυτή με την 1
1+ δ

n

≥ n
√
1− δ κι αυτή

με την
(

1
1+ δ

n

)n ≥ 1− δ. Όμως, η τελευταία ανισότητα είναι άμεση συνέπεια της ανισότητας του
Bernoulli: (

1
1+ δ

n

)n ≥
(
1− δ

n

)n ≥ 1− δ.

Τώρα, παίρνοντας όριο στην (14.21), βρίσκουμε ότι log y ≥ δ > 0.

Άσκηση 2.5.1. Βρείτε πολύ απλή ακολουθία με τρεις υποακολουθίες, οι οποίες να έχουν όρια a, b, c,
αντιστοίχως, όπου a, b, c είναι τρεις διαφορετικοί αριθμοί.

Λύση: Η ακολουθία
a, b, c, a, b, c, a, b, c, a, b, c, . . . κ.τ.λ.

Ερώτηση: Τί θα κάνετε αν τα a, b, c είναι στοιχεία του R και όχι αναγκαστικά και τα τρία αριθμοί;

Άσκηση 2.5.2. Έστω ότι η ακολουθία (xn) έχει μια οποιαδήποτε από τις ιδιότητες: αύξουσα, άνω
φραγμένη. Αποδείξτε ότι κάθε υποακολουθία (xnk

) της (xn) έχει την ίδια ιδιότητα.

Λύση: Έστω ότι η (xn) είναι αύξουσα. Δηλαδή, έστω ότι ισχύει xn ≤ xn+1 για κάθε n. Φυσικά,
αυτό συνεπάγεται ότι ισχύει xn ≤ xm για κάθε n,m με n < m.
Έστω, τώρα, μια υποακολουθία (xnk

) της (xn). Τότε για κάθε k έχουμε nk < nk+1 και, επομένως
(με nk και nk+1 στη θέση των n καιm), xnk

≤ xnk+1
. Άρα η (xnk

) είναι αύξουσα.
Έστω ότι η (xn) είναι άνω φραγμένη. Τότε υπάρχει u ώστε να ισχύει xn ≤ u για κάθε n.
Έστω οποιαδήποτε υποακολουθία (xnk

) της (xn). Τότε για κάθε k ισχύει (με nk στη θέση του n)
xnk

≤ u. Άρα η (xnk
) είναι άνω φραγμένη.

Άσκηση 2.5.3. Εφαρμόστε τα αποτελέσματα των ασκήσεων 2.3.36 και 2.4.3 για να αποδείξετε το
όριο (1 + p

qn)
n → q

√
ep για κάθε p ∈ Z και q ∈ N με q ≥ 2. Δηλαδή, (1 + r

n)
n → er για κάθε

r ∈ Q.
Έστω άρρητος x. Έστω ϵ > 0. Σύμφωνα με τον ορισμό της δύναμης ex, αποδείξτε ότι υπάρχουν
r, s ∈ Q ώστε r < x < s και ex − ϵ < er < es < ex + ϵ. Τέλος, αποδείξτε ότι ισχύει τελικά
ex − ϵ < (1 + r

n)
n < (1 + x

n)
n < (1 + s

n)
n < ex + ϵ και συμπεράνατε ότι (1 + x

n)
n → ex.

Λύση: Έστω p ∈ Z και q ∈ N με q ≥ 2.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.4.3 συνεπάγεται ότι (1 + p

n)
n → ep.

Επειδή η
(
(1 + p

qn)
qn
)
είναι υποακολουθία της

(
(1 + p

n)
n
)
, έχουμε ότι (1 + p

qn)
qn → ep.

Τέλος, από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.3.36 συνεπάγεται

(1 + p
qn)

n = q

√
(1 + p

qn)
qn → q

√
ep = ep/q.

Άρα ισχύει (1 + r
n)

n → er για κάθε r ∈ Q.
Τώρα, έστω άρρητος x.
Από τον ορισμό της δύναμης ex έχουμε ex = sup{er | r ∈ Q, r < x}. Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
r ∈ Q ώστε r < x και ex − ϵ < er.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 1.4.6 έχουμε ότι ex = inf{es | s ∈ Q, x < s}. Άρα για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει s ∈ Q ώστε x < s και es < ex + ϵ.
Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν r, s ∈ Q ώστε

r < x < s και ex − ϵ < er < es < ex + ϵ.

Επειδή, όπως αποδείξαμε προηγουμένως, είναι (1 + r
n)

n → er και (1 + s
n)

n → es, συνεπάγεται
ότι ισχύει τελικά ex−ϵ < (1+ r

n)
n και (1+ s

n)
n < ex+ϵ. Επειδή (1+ r

n)
n < (1+ x

n)
n < (1+ s

n)
n
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(αφού r < x < s), έχουμε ότι ισχύει τελικά

ex − ϵ <
(
1 + r

n

)n
<

(
1 + x

n

)n
<

(
1 + s

n

)n
< ex + ϵ.

Δηλαδή, για κάθε ϵ > 0 ισχύει τελικά ex − ϵ < (1 + x
n)

n < ex + ϵ, οπότε (1 + x
n)

n → ex.

Άσκηση 2.5.4. Αν η ακολουθία (xn) έχει όριο και αν υπάρχει υποακολουθία (xnk
) ώστε xnk

→
x ∈ R, αποδείξτε ότι xn → x.
Αν η ακολουθία (xn) είναι μονότονη και αν υπάρχει υποακολουθία (xnk

) ώστε xnk
→ x ∈ R,

αποδείξτε ότι xn → x.
Έστω xn = 1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

n για κάθε n. Από το παράδειγμα 2.4.4 γνωρίζουμε ότι ισχύει
x2n − xn ≥ 1

2 για κάθε n. Αποδείξτε με επαγωγή ότι ισχύει x2k ≥ k
2 + 1 για κάθε k και, βάσει των

προηγουμένων, συμπεράνατε ότι xn → +∞.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Αν η (xn) έχει όριο, τότε η (xnk
) έχει το ίδιο όριο. Άρα, ανxnk

→ x ∈ R,
τότε το όριο της (xn) είναι αναγκαστικά το x.
Το δεύτερο ερώτημα. Αν η (xn) είναι μονότονη, τότε έχει όριο. Επομένως, η απάντηση ανάγεται
στην απάντηση του πρώτου ερωτήματος.
Το τρίτο ερώτημα. Έχουμε x21 = x2 = 1 + 1

2 , οπότε η x2k ≥ k
2 + 1 ισχύει για k = 1.

Έστω ότι ισχύει x2k ≥ k
2 + 1 για κάποιον k. Τότε

x2k+1 = x2·2k ≥ x2k +
1
2 ≥ k

2 + 1 + 1
2 = k+1

2 + 1.

Άρα η x2k ≥ k
2 + 1 ισχύει για κάθε k.

Επομένως, η υποακολουθία (x2k) έχει όριο +∞. Τώρα, η (xn) είναι αύξουσα, οπότε, σύμφωνα
με την απάντηση του δεύτερου ερωτήματος, xn → +∞.

Άσκηση 2.5.6. [α] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 = 1 + 2
xn

για κάθε n. Αποδείξτε ότι οι υποα-
κολουθίες (x2k), (x2k−1) είναι μονότονες και φραγμένες. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει
και βρείτε το όριό της.

Λύση: Είναι πολύ εύκολο να δούμε με την αρχή της επαγωγής ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n. Αυτό
θα μας βοηθήσει στον χειρισμό των διαφόρων ανισοτήτων.
Επειδή δύο διαδοχικοί άρτιοι και δύο διαδοχικοί περιττοί διαφέρουν κατά 2, θα μελετήσουμε τη
σχέση ανάμεσα στους όρους xn και xn+2 της ακολουθίας.
Εφαρμόζοντας δύο φορές τον αναδρομικό τύπο, έχουμε

xn+2 = 1 + 2
xn+1

= 1 + 2
1+(2/xn)

= 3xn+2
xn+2 για κάθε n.

Θέλοντας να μελετήσουμε την σχέση διάταξης ανάμεσα στους xn και xn+2, γράφουμε τις διαδο-
χικές ισοδύναμες σχέσεις:

xn ≤ xn+2 xn ≤ 3xn+2
xn+2 xn

2 − xn − 2 ≤ 0 (0 <)xn ≤ 2.

Επομένως, η xn+2 ≤ xn ισοδυναμεί με 2 ≤ xn.
Βλέπουμε, λοιπόν, ότι η σχέση διάταξης ανάμεσα στους xn και xn+2 έχει να κάνει με την σχέση
διάταξης του xn με τον 2. Και τώρα έχουμε τις ακόλουθες ισοδύναμες σχέσεις:

xn+2 ≤ 2 3xn+2
xn+2 ≤ 2 xn ≤ 2.

Επομένως, η xn+2 ≥ 2 ισοδυναμεί με xn ≥ 2.
Βλέπουμε, λοιπόν, ότι, αν ο xn είναι αριστερά του 2, τότε ο xn+2 είναι κι αυτός αριστερά του 2
αλλά και δεξιά του xn. Επίσης, αν ο xn είναι δεξιά του 2, τότε ο xn+2 είναι κι αυτός δεξιά του 2
αλλά και αριστερά του xn.
Απο την άλλη μεριά, έχουμε και τις ισοδύναμες σχέσεις

xn+1 ≤ 2 1 + 2
xn

≤ 2 xn ≥ 2.
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Επομένως, η xn+1 ≥ 2 ισοδυναμεί με xn ≤ 2.
Άρα, δύο διαδοχικοί όροι της ακολουθίας βρίσκονται σε διαφορετικές μεριές του 2.
Συνδυάζοντας τα προηγούμενα συμπεράσματα, έχουμε ότι, αν (0 <)x1 ≤ 2, τότε

0 < x1 ≤ x3 ≤ x5 ≤ . . . ≤ 2 ≤ . . . ≤ x6 ≤ x4 ≤ x2,

ενώ, αν 2 ≤ x1, τότε

0 < x2 ≤ x4 ≤ x6 ≤ . . . ≤ 2 ≤ . . . ≤ x5 ≤ x3 ≤ x1.

Άρα σε κάθε περίπτωση οι υποακολουθίες (x2k), (x2k−1) είναι μονότονες και φραγμένες και, επο-
μένως, συγκλίνουν.
Αν x2k → x, τότε από την σχέση x2k+2 = 3x2k+2

x2k+2 βρίσκουμε x = 3x+2
x+2 , οπότε x = 2 ή x = −1.

Η περίπτωση x = −1 αποκλείεται διότι όλοι οι όροι x2k είναι > 0, οπότε x = 2. Άρα x2k → 2
και με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι x2k−1 → 2. Άρα xn → 2.

Άσκηση 2.5.7. Έστω x2k → a και x2k−1 → b, όπου τα a, b ∈ R είναι διαφορετικά (και άρα η (xn)
δεν έχει όριο). Υποθέτουμε ότι υπάρχει υποακολουθία (xnk

) έτσι ώστε xnk
→ x. Αποδείξτε ότι η

(xnk
) έχει άπειρους όρους κοινούς είτε με την (x2k) είτε με την (x2k−1). Μπορεί η (xnk

) να έχει
άπειρους όρους κοινούς με την (x2k) και με την (x2k−1); Αποδείξτε ότι x = a ή x = b.

Λύση: Ας υποθέσουμε ότι η (xnk
) έχει άπειρους όρους κοινούς με την (x2k). Τότε αυτοί οι κοινοί

όροι των δύο ακολουθιών αποτελούν υποακολουθία της (xnk
) αλλά και της (x2k). Αυτή η συγκε-

κριμένη κοινή υποακολουθία έχει, επομένως, όριο x (ως υποακολουθία της πρώτης) και όριο a
(ως υποακολουθία της δεύτερης). Λόγω μοναδικότητας του ορίου, συνεπάγεται x = a.
Με τα ίδια επιχειρήματα βλέπουμε ότι, αν η (xnk

) έχει άπειρους όρους κοινούς με την (x2k−1),
τότε x = b.
Αλλά δεν μπορεί να ισχύει x = a και x = b, διότι a ̸= b.
Άρα δεν είναι δυνατό η (xnk

) να έχει άπειρους όρους κοινούς με την (x2k) και με την (x2k−1).
Από την άλλη μεριά, η (xnk

) πρέπει να έχει άπειρους όρους κοινούς είτε με την (x2k) είτε με την
(x2k−1). Αυτό είναι προφανές, αφού οι (x2k) και (x2k−1) σχηματίζουν ολόκληρη την ακολουθία
(xn). Άρα, σύμφωνα με όσα είπαμε στην αρχή, πρέπει να ισχύει x = a ή x = b.

Άσκηση 2.5.9. Έστω οποιαδήποτε ακολουθία (xn). Ένας όρος xn χαρακτηρίζεται φωτισμένος αν
για κάθεm > n ισχύει xm < xn.
Αν η (xn) έχει άπειρους φωτισμένους όρους, αποδείξτε ότι οι όροι αυτοί σχηματίζουν γνησίως φθί-
νουσα υποακολουθία της (xn). Αν η (xn) δεν έχει άπειρους φωτισμένους όρους, αποδείξτε ότι η
(xn) έχει κάποια αύξουσα υποακολουθία.
Συμπεράνατε ότι κάθε ακολουθία έχει τουλάχιστον μία μονότονη υποακολουθία.
Δώστε δεύτερη απόδειξη του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass.

Λύση: Έστω ότι η (xn) έχει άπειρους φωτισμένους όρους. Έστω xn1 ο πρώτος φωτισμένος όρος
(δηλαδή, με τον μικρότερο δείκτη n1). Έστω xn2 ο αμέσως επόμενος φωτισμένος όρος. Έστω xn3

ο αμέσως επόμενος φωτισμένος όρος. Και ούτω καθ’ εξής. Έτσι δημιουργείται μια υποακολουθία
(xnk

) η οποία αποτελείται από τους φωτισμένους όρους της (xn).
Επειδή ο xnk

είναι φωτισμένος όρος και επειδή nk+1 > nk, συνεπάγεται xnk
> xnk+1

. Άρα η
(xnk

) είναι γνησίως φθίνουσα.
Τώρα, έστω ότι η (xn) δεν έχει άπειρους φωτισμένους όρους. Τότε από έναν δείκτη, έστω n1, και
πέρα όλοι οι όροι της (xn) είναι μη-φωτισμένοι.
Επειδή ο xn1 είναι μη-φωτισμένος, υπάρχει n2 > n1 ώστε xn2 ≥ xn1 . Ομοίως, επειδή ο xn2 είναι
μη-φωτισμένος, υπάρχει n3 > n2 ώστε xn3 ≥ xn2 . Ομοίως, επειδή ο xn3 είναι μη-φωτισμένος,
υπάρχει n4 > n3 ώστε xn4 ≥ xn3 . Και ούτω καθ’ εξής. Έτσι δημιουργείται μια υποακολουθία
(xnk

) η οποία είναι αύξουσα.
Άρα σε κάθε περίπτωση η (xn) έχει τουλάχιστον μία μονότονη υποακολουθία.
Αν υποθέσουμε ότι η (xn) είναι φραγμένη, τότε κάθε υποακολουθία της είναι φραγμένη. (Δείτε
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την άσκηση 2.5.2.) Άρα η (xn) έχει τουλάχιστον μία μονότονη και φραγμένη υποακολουθία, η
οποία αναγκαστικά συγκλίνει λόγω του θεωρήματος 2.1. Αυτό είναι το περιεχόμενο του θεωρή-
ματος των Bolzano - Weierstrass.

Άσκηση 2.5.10. Αποδείξτε ότι μια ακολουθία (xn) έχει μια ιδιότητα για άπειρους n αν και μόνο αν
υπάρχει υποακολουθία (xnk

) η οποία έχει την ίδια ιδιότητα για κάθε k.

Λύση: Έστω ότι άπειροι όροι της (xn) έχουν την ιδιότητα Α.
Έστω xn1 ο πρώτος όρος που έχει την ιδιότητα Α. Έστω xn2 ο αμέσως επόμενος όρος που έχει
την ιδιότητα Α. Έστω xn3 ο αμέσως επόμενος όρος που έχει την ιδιότητα Α. Και ούτω καθ’ εξής.
Έτσι δημιουργείται μια υποακολουθία (xnk

) η οποία αποτελείται από τους όρους της (xn) που
έχουν την ιδιότητα Α.

Άσκηση 2.5.11. Αν το σύνολο των όρων μιας ακολουθίας είναι πεπερασμένο, αποδείξτε ότι υπάρχει
σταθερή υποακολουθία της.

Λύση: Έστω ότι το σύνολο των όρων της (xn) είναι πεπερασμένο.
Το αποτέλεσμα της άσκησης 2.1.9 λέει ότι υπάρχει κάποιος αριθμός c ώστε να ισχύει xn = c για
άπειρους n. Μα τότε το αποτέλεσμα της άσκησης 2.5.10 λέει ότι υπάρχει υποακολουθία (xnk

)
έτσι ώστε να ισχύει xnk

= c για κάθε k.

Άσκηση 2.5.12. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) έχει όριο x ∈ R αν και μόνο αν κάθε υποακολου-
θία της (xn) έχει υποακολουθία με όριο x.
Δείτε αν είναι σωστό το: η ακολουθία (xn) έχει όριο αν και μόνο αν κάθε υποακολουθία της (xn)
έχει υποακολουθία με όριο.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω x ∈ R και xn → x. Τότε για κάθε (xnk
) ισχύει xnk

→ x και,
επομένως, η (xnk

) έχει υποακολουθία (για παράδειγμα τον ίδιο της τον εαυτό) με όριο x.
Αντιστρόφως, έστω ότι κάθε υποακολουθία της (xn) έχει υποακολουθία με όριο x. Για να κατα-
λήξουμε σε άτοπο, ας υποθέσουμε ότι η (xn) δεν έχει όριο x.
Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε να μην ισχύει τελικά ότι xn ∈ Nx(ϵ). Αυτό σημαίνει ότι δεν είναι σωστό
ότι ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) από κάποιον δείκτη και πέρα και, επομένως, ισχύει xn /∈ Nx(ϵ) για άπει-
ρους n.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.5.10 έχουμε ότι υπάρχει υποακολουθία (xnk

) ώστε να ισχύει
xnk

/∈ Nx(ϵ) για κάθε k. Βάσει της υπόθεσής μας, η (xnk
) πρέπει να έχει κάποια υποακολουθία

με όριο x. Αυτό, όμως, είναι αδύνατο διότι όλοι οι όροι της (xnk
) και άρα και όλοι οι όροι της

οποιασδήποτε υποακολουθίας της είναι έξω από την περιοχή Nx(ϵ) του x.
Καταλήξαμε σε άτοπο, οπότε η (xn) έχει όριο x.
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε την ακολουθία (xn) με xn = (−1)n−1 για κάθε n. Τότε x2k → −1
και x2k−1 → 1.
Έστω οποιαδήποτε υποακολουθία (xnk

) της (xn). Είναι προφανές ότι είτε άπειροι nk είναι άρτιοι
είτε άπειροι nk είναι περιττοί. (Μπορεί να συμβαίνουν και τα δύο ταυτόχρονα.) Αν άπειροι nk
είναι περιττοί, τότε αυτοί οι περιττοί nk σχηματίζουν μια υποακολουθία της (xnk

) η οποία συγ-
χρόνως είναι και υποακολουθία της (x2k−1) και, επομένως, συγκλίνει στον 1. Αν άπειροι nk είναι
άρτιοι, τότε αυτοί οι άρτιοι nk σχηματίζουν μια υποακολουθία της (xnk

) η οποία συγχρόνως είναι
και υποακολουθία της (x2k) και, επομένως, συγκλίνει στον −1. Άρα σε κάθε περίπτωση η (xnk

)
έχει κάποια υποακολουθία η οποία έχει όριο (τον 1 ή τον −1). Όμως, η (xn) δεν έχει όριο!

Άσκηση 2.5.13. Έστω ότι ισχύει xn < x για κάθε n. Αποδείξτε ότι sup{xn |n ∈ N} = x αν και
μόνο αν υπάρχει γνησίως αύξουσα υποακολουθία της (xn) που συγκλίνει στον x.
Θεωρήστε την ακολουθία ( 1n). Είναι sup{

1
n |n ∈ N} = 1. Όμως, κάθε υποακολουθία της ( 1n) συ-

γκλίνει στον 0, το όριο της ( 1n), οπότε δεν υπάρχει υποακολουθία που συγκλίνει στον 1. Αντιφάσκει
αυτό με το προηγούμενο γενικό αποτέλεσμα;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή ισχύει xn < x για κάθε n, συνεπάγεται ότι ο x είναι άνω φράγμα
του {xn |n ∈ N}.
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Τώρα, έστω ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα υποακολουθία (xnk
) της (xn) που συγκλίνει στον x.

Αν ο u είναι οποιοδήποτε άνω φράγμα του {xn |n ∈ N}, τότε ισχύει xn ≤ u για κάθε n και άρα
ισχύει xnk

≤ u για κάθε k. Επειδή xnk
→ x, συνεπάγεται x ≤ u. Άρα ο x είναι το ελάχιστο άνω

φράγμα του {xn |n ∈ N}, οπότε x = sup{xn |n ∈ N}.
Αντιστρόφως, έστω x = sup{xn |n ∈ N}.
Τότε υπάρχει στοιχείο του {xn |n ∈ N}, δηλαδή όρος της (xn), το οποίο είναι> x−1. Θεωρούμε
τον όρο της ακολουθίας με τον μικρότερο δείκτη, έστω n1, ώστε να ισχύει

x− 1 < xn1 .

Επειδή xn1 < x, είναι max{x− 1
2 , xn1} < x και άρα υπάρχει στοιχείο του {xn |n ∈ N}, δηλαδή

όρος της (xn), το οποίο είναι > max{x − 1
2 , xn1}. Θεωρούμε τον όρο της ακολουθίας με τον

μικρότερο δείκτη, έστω n2, ώστε να ισχύει max{x− 1
2 , xn1} < xn2 . Δηλαδή, είναι

x− 1
2 < xn2 και xn1 < xn2 .

Επειδή ο n1 είναι ο μικρότερος δείκτης για τον οποίο ισχύει x− 1 < xn1 και επειδή x− 1 < xn2

και n2 ̸= n1, συνεπάγεται n1 < n2.
Επειδή xn2 < x, είναι max{x− 1

3 , xn2} < x και άρα υπάρχει στοιχείο του {xn |n ∈ N}, δηλαδή
όρος της (xn), το οποίο είναι > max{x − 1

3 , xn2}. Θεωρούμε τον όρο της ακολουθίας με τον
μικρότερο δείκτη, έστω n3, ώστε να ισχύει max{x− 1

3 , xn2} < xn3 . Δηλαδή, είναι

x− 1
3 < xn3 και xn2 < xn3 .

Επειδή ο n2 είναι ο μικρότερος δείκτης για τον οποίο ισχύει x− 1
2 < xn2 και επειδή x− 1

2 < xn3

και n3 ̸= n2, συνεπάγεται n2 < n3.
Συνεχίζουμε αυτήν την επαγωγική διαδικασία επ’ άπειρον. Έτσι δημιουργείται μια υποακολουθία
(xnk

) της (xn) (αφού ισχύει nk < nk+1 για κάθε k), η οποία είναι γνησίως αύξουσα (αφού ισχύει
xnk

< xnk+1
για κάθε k) και συγκλίνει στον x (αφού ισχύει x− 1

k < xnk
< x για κάθε k).

Το δεύτερο ερώτημα. Το αποτέλεσμα για την ( 1n) δεν αντιφάσκει με το γενικό αποτέλεσμα που μό-
λις αποδείξαμε, διότι η ( 1n) δεν ικανοποιεί την πρώτη υπόθεση του γενικού αποτελέσματος: πρέπει
να ισχύει xn < x για κάθε n. Για την συγκεκριμένη ακολουθία ( 1n) είναι x = 1 και ο πρώτος όρος
της είναι ίσος με 1.

Άσκηση 2.5.14. Έστω ακολουθία (xn) και υποακολουθία (xnk
). Αποδείξτε ότι κάθε υποακολουθία

της (xnk
) είναι υποακολουθία και της (xn).

Λύση: Το γράμμα με το οποίο συμβολίζουμε τον δείκτη μιας ακολουθίας δεν έχει ιδιαίτερη ση-
μασία. Μπορεί να συνηθίζουμε να χρησιμοποιούμε το n για τον δείκτη μιας ακολουθίας, αλλά
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τοm ή το k ή ό,τι άλλο. Για παράδειγμα, ο δείκτης της υποακο-
λουθίας (xnk

) είναι ο k.
Ας συμβολίσουμε, λοιπόν, (xm) την αρχική ακολουθία (xn).
Έστω (xnkl

) μια υποακολουθία της (xnk
). Ο δείκτης της (xnkl

) είναι ο l και ισχύει nkl < nkl+1

για κάθε l. Ορίζουμε
ml = nkl για κάθε l.

Τότε ισχύει ml < ml+1 για κάθε l και, επομένως, η (xml
) είναι υποακολουθία της αρχικής ακο-

λουθίας (xm) (η οποία είναι ίδια με την (xn)). Όμως, η (xml
) είναι ίδια με την (xnkl

).

Άσκηση 2.5.15. Αν η ακολουθία (xn) δεν έχει όριο, αποδείξτε ότι υπάρχουν δύο υποακολουθίες της
με διαφορετικά όρια. Να αντιπαραβάλετε με την πρόταση 2.14.
Αν η (xn) δεν έχει όριο, αποδείξτε ότι υπάρχουν l, u ώστε u < l και ώστε να ισχύει xn ≤ u για
άπειρους n και xn ≥ l για άπειρους n. Να αντιπαραβάλετε με την πρόταση 2.5[γ].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι η (xn) δεν έχει όριο.
Γνωρίζουμε, βάσει του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass και της πρότασης 2.16, ότι η (xn)
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έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία με κάποιο όριο x ∈ R. Επειδή η (xn) δεν έχει όριο x, υπάρχει
κάποιος ϵ > 0 ώστε να μην ισχύει τελικά xn ∈ Nx(ϵ). Αυτό σημαίνει ότι δεν είναι σωστό ότι
ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) από κάποιον δείκτη και πέρα και άρα ισχύει xn /∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.5.10 έχουμε ότι υπάρχει υποακολουθία (xnk

) ώστε να ισχύει
xnk

/∈ Nx(ϵ) για κάθε k. Τώρα, πάλι βάσει του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass και της
πρότασης 2.16, η (xnk

) πρέπει να έχει υποακολουθία με κάποιο όριο y ∈ R (πιθανόν το ίδιο με
το x). Σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 2.5.14, η υποακολουθία της (xnk

) είναι και υποα-
κολουθία της (xn). Άρα υπάρχει υποακολουθία της (xn) με όριο y. Όμως, όλοι οι όροι αυτής της
τελευταίας υποακολουθίας είναι όροι της (xnk

) και άρα βρίσκονται έξω από την περιοχή Nx(ϵ).
Άρα το y πρέπει να είναι διαφορετικό από το x. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι υπάρχουν δύο υποα-
κολουθίες της (xn) με διαφορετικά όρια x και y.
Η πρόταση 2.14 λέει ότι ισχύει το αντίστροφο: “αν η (xn) έχει δύο υποακολουθίες με διαφορετικά
όρια, τότε η (xn) δεν έχει όριο”.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι η (xn) δεν έχει όριο.
Από το αποτέλεσμα του πρώτου μέρους συνεπάγεται ότι υπάρχει υποακολουθία της (xn) με κά-
ποιο όριο x ∈ R και υποακολουθία της (xn) με κάποιο όριο y ∈ R με x ̸= y και ας υποθέσουμε
ότι x < y. Θεωρούμε δύο αριθμούς u, l ώστε x < u < l < y.
Επειδή μια υποακολουθία της (xn) έχει όριο x, θα ισχύει τελικά xn ≤ u για τους όρους της υπο-
ακολουθίας αυτής και άρα για άπειρους n. Ομοίως, επειδή μια υποακολουθία της (xn) έχει όριο
y, θα ισχύει τελικά xn ≥ l για τους όρους της υποακολουθίας αυτής και άρα για άπειρους n.
Η πρόταση 2.5[γ] λέει ότι ισχύει το αντίστροφο: “αν υπάρχουν l, u ώστε u < l και ώστε να ισχύει
xn ≤ u για άπειρους n και xn ≥ l για άπειρους n, τότε η (xn) δεν έχει όριο”.

Άσκηση 2.6.2. Αν ισχύει xn = 1 + 1
2 + · · · + 1

n για κάθε n, από το παράδειγμα 2.4.4 γνωρίζουμε
ότι ισχύει x2n−xn ≥ 1

2 για κάθε n. Είναι η (xn) ακολουθία Cauchy; Συμπεράνατε ότι xn → +∞.

Λύση: Έστω ότι η (xn) είναι ακολουθία Cauchy.
Τότε πρέπει να υπάρχει κάποιος n0 ώστε να ισχύει |xn − xm| < 1

2 για κάθε n,m ≥ n0. Τότε για
κάθε n ≥ n0, επειδή αυτομάτως ισχύει και 2n ≥ n0, συνεπάγεται ότι ισχύει |xn − x2n| < 1

2 .
Αυτό, όμως αντιφάσκει με το ότι ισχύει x2n − xn ≥ 1

2 για κάθε n.
Άρα η (xn) δεν είναι ακολουθία Cauchy και, επομένως, δεν συγκλίνει.
Τώρα, η (xn) είναι αύξουσα, οπότε έχει όριο το οποίο είναι αριθμός ή +∞. Αφού η (xn) δεν συ-
γκλίνει, συνεπάγεται ότι xn → +∞.

Άσκηση 2.6.3. Έστω ότι ισχύει xn = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·+ (−1)n−1

n για κάθε n.

Αποδείξτε ότι ισχύει |xn−xm| =
∣∣ 1
n+1 −

1
n+2 + · · ·+ (−1)m−n−1

m

∣∣ ≤ 1
n+1 για κάθε n,m με n < m.

Συμπεράνατε ότι η (xn) είναι ακολουθία Cauchy και ότι συγκλίνει.

Λύση: Έστω n < m. Τότε

xm − xn =
(
1− 1

2 + · · ·+ (−1)n−1

n + (−1)n
n+1 + · · ·+ (−1)m−1

m

)
−
(
1− 1

2 + · · ·+ (−1)n−1

n

)
= (−1)n

n+1 + · · ·+ (−1)m−1

m = (−1)n
(

1
n+1 − 1

n+2 + · · ·+ (−1)m−n−1

m

)
,

οπότε
|xn − xm| =

∣∣ 1
n+1 − 1

n+2 + · · ·+ (−1)m−n−1

m

∣∣.
Τώρα, αν οm− n− 1 είναι περιττός, έχουμε

|xn − xm| =
∣∣ 1
n+1 − 1

n+2 + · · ·+ 1
m−1 − 1

m

∣∣
=

∣∣( 1
n+1 − 1

n+2

)
+ · · ·+

(
1

m−1 − 1
m

)∣∣
=

(
1

n+1 − 1
n+2

)
+ · · ·+

(
1

m−1 − 1
m

)
= 1

n+1 −
(

1
n+2 − 1

n+3

)
− · · · −

(
1

m−2 − 1
m−1

)
− 1

m < 1
n+1
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διότι κάθε παρένθεση είναι > 0.
Ομοίως, αν οm− n− 1 είναι άρτιος, έχουμε

|xn − xm| =
∣∣ 1
n+1 − 1

n+2 + · · · − 1
m−1 + 1

m

∣∣
=

∣∣( 1
n+1 − 1

n+2

)
+ · · ·+

(
1

m−2 − 1
m−1

)
+ 1

m

∣∣
=

(
1

n+1 − 1
n+2

)
+ · · ·+

(
1

m−2 − 1
m−1

)
+ 1

m

= 1
n+1 −

(
1

n+2 − 1
n+3

)
− · · · −

(
1

m−1 − 1
m

)
< 1

n+1

διότι κάθε παρένθεση είναι > 0.
Σε κάθε περίπτωση ισχύει |xn − xm| < 1

n+1 για κάθε n,m με n < m.
Τώρα, έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε 1

n0+1 < ϵ και τότε για κάθε n,m μεm > n ≥ n0 ισχύει
|xn − xm| < 1

n+1 ≤ 1
n0+1 < ϵ. Άρα η (xn) είναι ακολουθία Cauchy.

Άσκηση 2.6.4. [α] Έστω 0 < M < 1 και έστω ότι ισχύει τελικά |xn−xn+1| ≤ cMn. Αποδείξτε ότι
υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn−xm| ≤ c Mn

1−M για κάθε n,m με n0 ≤ n < m. Αποδείξτε ότι η (xn)
είναι ακολουθία Cauchy. Αν x είναι το όριο της (xn), αποδείξτε ότι ισχύει τελικά |xn−x| ≤ c Mn

1−M .
[β] Έστω 0 < M < 1 και έστω ότι ισχύει τελικά |xn+1 − xn+2| ≤ M |xn − xn+1|. Αποδείξτε ότι
η (xn) είναι ακολουθία Cauchy. Αν x είναι το όριο της (xn), αποδείξτε ότι υπάρχει c ≥ 0 ώστε να
ισχύει τελικά |xn − x| ≤ c Mn

1−M .
[γ] Έστω x1 > 0 και ότι ισχύει xn+1 = 1 + 3

1+xn
για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn)

συγκλίνει και βρείτε το όριό της. Βρείτε και μια εκτίμηση για την απόσταση του n-οστού όρου xn
από το όριο της ακολουθίας.
[δ]Έστω 0 < |κ| < 1 και ότι ισχύει xn+1 = a+κ sinxn για κάθε n. Αποδείξτε ότι η (xn) συγκλίνει.

Λύση: [α] Από την υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn − xn+1| ≤ cMn για κάθε
n ≥ n0.
Έστωm > n ≥ n0. Τότε

|xn − xm| = |(xn − xn+1) + (xn+1 − xn+2) + · · ·+ (xm−1 − xm)|
≤ |xn − xn+1|+ |xn+1 − xn+2|+ · · ·+ |xm−1 − xm|
≤ cMn + cMn+1 + · · ·+ cMm−1

= cMn(1 +M + · · ·+Mm−n−1)

= cMn 1−Mm−n

1−M ≤ c Mn

1−M .

(14.22)

Τώρα, έστω ϵ > 0. Επειδή 0 < M < 1, συνεπάγεται c Mn

1−M → 0, οπότε υπάρχει n0′ ώστε να
ισχύει c Mn

1−M < ϵ για κάθε n ≥ n0
′.

Θεωρούμε τον n0′′ = max{n0, n0′}. Τότε για κάθε n,m με m > n ≥ n0
′′ ισχύει m > n ≥ n0

και n ≥ n0
′, οπότε από την (14.22) έχουμε

|xm − xn| ≤ c Mn

1−M < ϵ.

Άρα η (xn) είναι ακολουθία Cauchy και, επομένως, συγκλίνει. Αν x είναι το όριο της (xn), τότε,
επειδή η (14.22) ισχύει για κάθε m,n με m > n ≥ n0, παίρνοντας όριο όταν m → +∞, βρί-
σκουμε ότι ισχύει

|xn − x| ≤ c Mn

1−M για κάθε n ≥ n0.

[β] Από την υπόθεση έχουμε ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn+1 − xn+2| ≤ M |xn − xn+1| για
κάθε n ≥ n0.
Τώρα, εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε με την αρχή της επαγωγής ότι ισχύει |xn+1−xn| ≤ cMn

για κάθε n ≥ n0, όπου c =
|xn0+1−xn0 |

Mn0 . Τα υπόλοιπα είναι άμεση εφαρμογή του αποτελέσματος
του [α].
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[γ] Πρώτον, από τον αναδρομικό τύπο και με την αρχή της επαγωγής αποδεικνύεται αμέσως ότι
ισχύει xn > 0 για κάθε n. Κατόπιν, πάλι από τον αναδρομικό τύπο φαίνεται αμέσως ότι ισχύει
xn > 1 για κάθε n ≥ 2. Άρα για κάθε n ≥ 2 ισχύει

|xn+1 − xn+2| =
∣∣ 3
1+xn

− 3
1+xn+1

∣∣ = 3 |xn−xn+1|
(1+xn)(1+xn+1)

≤ 3
4 |xn − xn+1|.

Άρα η (xn) ικανοποιεί την υπόθεση του [β] με M = 3
4 και, επομένως, συγκλίνει. Αν x είναι το

όριο της (xn), συνεπάγεται x ≥ 1 (αφού ισχύει xn > 1 για κάθε n ≥ 2) και από τον αναδρομικό
τύπο έχουμε x = 1 + 3

1+x . Άρα x = 2 ή x = −2 και κρατάμε το x = 2. Τέλος, συνδυάζοντας τα
αποτελέσματα των [β] και [γ] με n0 = 2, έχουμε ότι ισχύει |xn − 2| ≤ 4c(34)

n για κάθε n ≥ 2,
όπου c = |x3 − x2|(43)

2.
[δ] Χρησιμοποιούμε την γνωστή ανισότητα | sinx− sin y| ≤ |x− y|.
Από τον αναδρομικό τύπο συνεπάγεται ότι για κάθε n ισχύει

|xn+1 − xn+2| = |κ|| sinxn − sinxn+1| ≤ |κ||xn − xn+1|.

Άρα η (xn) ικανοποιεί την υπόθεση του [β] μεM = |κ| και, επομένως, συγκλίνει.

Άσκηση 2.7.1. Έστω a < b και η ακολουθία (a, b, a, b, a, b, a, b, . . . ). Βρείτε τα lim και lim της
ακολουθίας καθώς και όλα τα υποακολουθιακά όριά της.

Λύση: Είναι σαφές ότι υπάρχει υποακολουθία με όριο a (για παράδειγμα η υποακολουθία με τους
περιττούς δείκτες) και υποακολουθία με όριο b (για παράδειγμα η υποακολουθία με τους άρτιους
δείκτες). Άρα οι αριθμοί a και b είναι υποακολουθιακά όρια της ακολουθίας.
Ας θεωρήσουμε τώρα ένα οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο x της ακολουθίας. Αυτό σημαίνει
ότι υπάρχει κάποια υποακολουθία της ακολουθίας με όριο x.
Επειδή, όμως, όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι ≤ b, συνεπάγεται ότι και οι όροι της υποακολου-
θίας είναι ≤ b. Άρα και το όριο x αυτής της υποακολουθίας είναι ≤ b.
Ομοίως, επειδή όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι ≥ a, συνεπάγεται ότι και οι όροι της υποακο-
λουθίας είναι ≥ a, οπότε και το όριο x αυτής της υποακολουθίας είναι ≥ a.
Άρα το τυχόν υποακολουθιακό όριο x της ακολουθίας είναι ανάμεσα στους a, b. Άρα το μέγιστο
υποακολουθιακό όριο της ακολουθίας είναι το b και το ελάχιστο είναι το a. Δηλαδή

limxn = a και limxn = b.

Μέχρι στιγμής έχουμε υπολογίσει το μέγιστο και το ελάχιστο υποακολουθιακό όριο της ακολου-
θίας. Για να βρούμε όλα τα υποακολουθιακά όρια πρέπει να κάνουμε κάτι παραπάνω. Θεωρούμε
ένα οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο x της ακολουθίας. Επειδή η υποακολουθία με τους περιτ-
τούς δείκτες συγκλίνει στον a και η υποακολουθία με τους άρτιους δείκτες συγκλίνει στον b, από
το αποτέλεσμα της άσκησης 2.5.7 συνεπάγεται ότι x = a ή x = b. Άρα τα μόνα υποακολουθιακά
όρια της ακολουθίας είναι οι a, b.

Άσκηση 2.7.2. Υπολογίστε, μέσω των ορισμών τους, τα lim, lim των
(
n+1
n

)
,
(
(−1)n−1(1 − 1

n)
)
,(

(−1)n−1(1 + 1
n)
)
,
(
sin 2nπ

3

)
.

Λύση: Η πρώτη ακολουθία. Επειδή n+1
n → 1, συνεπάγεται

lim n+1
n = lim n+1

n = 1.

Η δεύτερη ακολουθία. Ο τύπος της ακολουθίας είναι ο xn = (−1)n−1(1− 1
n) και άρα

x2k = −1 + 1
2k → −1 και x2k−1 = 1− 1

2k−1 → 1.

Άρα οι αριθμοί −1 και 1 είναι υποακολουθιακά όρια της (xn).
Τώρα έχουμε δύο τρόπους να συνεχίσουμε.
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Πρώτος τρόπος: Το συμπέρασμα της άσκησης 2.5.7 είναι ότι οι −1 και 1 είναι τα μοναδικά υποα-
κολουθιακά όρια της (xn). Άρα

lim(−1)n−1
(
1− 1

n

)
= −1 και lim(−1)n−1

(
1− 1

n

)
= 1.

Δεύτερος τρόπος: Παρατηρούμε πού βρίσκονται οι όροι της (xn) σε σχέση με τους αριθμούς −1
και 1. Οι x2k φθίνουν προς τον −1 και ο πρώτος από αυτούς είναι ο x2 = −1

2 . Οι x2k−1 αυξάνο-
νται προς τον 1 και ο πρώτος από αυτούς είναι ο x1 = 0. Άρα όλοι οι όροι της (xn) είναι ανάμεσα
στους −1 και 1.
Και τώρα συνεχίζουμε όπως στην άσκηση 2.7.1 με τους a και b. Θεωρούμε ένα οποιοδήποτε υποα-
κολουθιακό όριο x της (xn). Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει υποακολουθία της (xn) με όριο x. Επειδή
όλοι οι όροι της (xn) είναι στο διάστημα [−1, 1], συνεπάγεται ότι και οι όροι της υποακολουθίας
είναι στο [−1, 1], οπότε και το όριο x αυτής της υποακολουθίας είναι στο [−1, 1].
Άρα το τυχόν υποακολουθιακό όριο x της (xn) είναι ανάμεσα στους −1, 1, οπότε limxn = −1
και limxn = 1.
Η τρίτη ακολουθία. Ο τύπος της ακολουθίας είναι ο xn = (−1)n−1(1 + 1

n) και έχουμε ότι

x2k = −1− 1
2k → −1 και x2k−1 = 1 + 1

2k−1 → 1.

Άρα οι αριθμοί −1 και 1 είναι υποακολουθιακά όρια της (xn).
Και πάλι έχουμε δύο τρόπους να συνεχίσουμε.
Πρώτος τρόπος:Πάλι το συμπέρασμα της άσκησης 2.5.7 μας λέει ότι οι−1 και 1 είναι τα μοναδικά
υποακολουθιακά όρια της (xn). Άρα

lim(−1)n−1
(
1 + 1

n

)
= −1 και lim(−1)n−1

(
1 + 1

n

)
= 1.

Δεύτερος τρόπος: Παρατηρούμε πού βρίσκονται οι όροι της (xn) σε σχέση με τους αριθμούς −1
και 1. Οι x2k αυξάνονται προς τον −1 και οι x2k−1 φθίνουν προς τον 1. Άρα οι όροι της (xn)
βρίσκονται όλοι έξω από το διάστημα [−1, 1] και αυτό δεν επιτρέπει να προχωρήσουμε όπως με
την δεύτερη ακολουθία. Οπότε θα σκεφτούμε κάτι διαφορετικό.
Θεωρούμε ένα οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο x της ακολουθίας. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει
υποακολουθία (xnk

) της ακολουθίας με όριο x.
Παίρνουμε και έναν τυχόντα αριθμό x′ > 1.
Επειδή x2k−1 → 1, όλοι οι όροι x2k−1 από κάποιον δείκτη και πέρα είναι ≤ x′. Από την άλλη
μεριά, όλοι οι όροι x2k είναι προφανώς ≤ x′, οπότε όλοι οι όροι xn από κάποιον δείκτη και πέρα
είναι≤ x′. Άρα και όλοι οι όροι της υποακολουθίας (xnk

) από κάποιον δείκτη και πέρα είναι≤ x′.
Άρα και το όριο x της (xnk

) είναι ≤ x′.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι το οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο x της ακολουθίας έχει την εξής
ιδιότητα: ισχύει x ≤ x′ για κάθε x′ > 1. Συμπεραίνουμε ότι x ≤ 1.
Άρα το τυχόν υποακολουθιακό όριο x της ακολουθίας είναι ≤ 1. Άρα ο 1 είναι το μέγιστο υποα-
κολουθιακό όριο της (xn), οπότε limxn = 1.
Με “συμμετρικό” τρόπο αποδεικνύεται ότι limxn = −1.
Η τέταρτη ακολουθία. Για n = 1, n = 2, n = 3 παίρνουμε τους τρεις πρώτους όρους της ακολου-
θίας:

sin 2π
3 =

√
3
2 , sin 4π

3 = −
√
3
2 , sin 6π

3 = 0.

Από εκεί και πέρα αυτές οι τρεις τιμές επαναλαμβάνονται περιοδικά, διότι τα σημεία του τριγω-
νομετρικού κύκλου που αντιστοιχούν στις γωνίες 2nπ

3 είναι ακριβώς αυτά που αντιστοιχούν στις
τρεις πρώτες γωνίες 2π

3 ,
4π
3 ,

6π
3 . Άρα η ακολουθία είναι η

√
3
2 ,−

√
3
2 , 0,

√
3
2 ,−

√
3
2 , 0,

√
3
2 ,−

√
3
2 , 0,

√
3
2 ,−

√
3
2 , 0, . . . .

Άρα
lim sin 2nπ

3 = −
√
3
2 , lim sin 2nπ

3 =
√
3
2 .
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[Όποιος θέλει μπορεί να γράψει τον ακριβή τύπο του n-οστού όρου:

sin 2nπ
3 =


√
3
2 , αν n = 3k + 1

−
√
3
2 , αν n = 3k + 2

0, αν n = 3k

Πράγματι,
sin 2(3k+1)π

3 = sin(2kπ + 2π
3 ) = sin 2π

3 =
√
3
2

sin 2(3k+2)π
3 = sin(2kπ + 4π

3 ) = sin 4π
3 = −

√
3
2

sin 2(3k)π
3 = sin(2kπ) = 0

Αλλά αυτό δεν είναι απαραίτητο.]

Άσκηση 2.7.3. Αποδείξτε ότι limxn = +∞ αν και μόνο αν η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη.
Αποδείξτε ότι limxn = −∞ αν και μόνο αν xn → −∞.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω limxn = +∞. Τότε υπάρχει υποακολουθία της (xn) με όριο+∞
και, επομένως, όχι άνω φραγμένη. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.5.2 συνεπάγεται ότι η (xn)
δεν είναι άνω φραγμένη.
Αντιστρόφως, έστω ότι η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη. Τότε από την πρόταση 2.16 συνεπάγεται
ότι υπάρχει υποακολουθία της (xn) με όριο+∞. Άρα το+∞ είναι υποακολουθιακό όριο της (xn)
και, προφανώς, είναι το μέγιστο. Άρα limxn = +∞.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω limxn = −∞. Επειδή limxn ≤ limxn, συνεπάγεται limxn =
limxn = −∞ και άρα xn → −∞.
Αντιστρόφως, έστω xn → −∞. Τότε limxn = −∞.

Άσκηση 2.7.4. Αποδείξτε ότι limxn = − lim(−xn).

Λύση: Υπάρχει υποακολουθία (xnk
) με όριο limxn. Τότε η (−xnk

) έχει όριο − limxn. Όμως, η
(−xnk

) είναι υποακολουθία της (−xn). Άρα το − limxn είναι υποακολουθιακό όριο της (−xn)
και, επομένως,

− limxn ≤ lim(−xn). (14.23)

Τώρα, υπάρχει υποακολουθία (−xnk
) (καμία σχέση με την προηγούμενη) της (−xn) με όριο

lim(−xn). Τότε η (xnk
) έχει όριο − lim(−xn). Όμως, η (xnk

) είναι υποακολουθία της (xn). Άρα
το − lim(−xn) είναι υποακολουθιακό όριο της (xn) και, επομένως,

limxn ≤ − lim(−xn). (14.24)

Από τις (14.23) και (14.24) συνεπάγεται ότι limxn = − lim(−xn).

Άσκηση 2.7.5. Αν ισχύει τελικά xn ≤ yn, αποδείξτε ότι limxn ≤ lim yn.

Λύση: Πρώτος τρόπος. Έστω (για άτοπο) ότι lim yn < limxn.
Παίρνουμε οποιονδήποτε a ώστε lim yn < a < limxn.
Τότε ισχύει τελικά yn < a και ισχύει a < xn για άπειρους n. Άρα ισχύει yn < a και συγχρόνως
a < xn για άπειρους n. Άρα ισχύει yn < xn για άπειρους n. Αυτό, όμως, αντιφάσκει με την
υπόθεση ότι ισχύει τελικά xn ≤ yn.
Δεύτερος τρόπος. Υπάρχει κάποια υποακολουθία (xnk

) της (xn) με όριο limxn.
Η αντίστοιχη (δηλαδή με τους ίδιους δείκτες) υποακολουθία (ynk

) της (yn) έχει τουλάχιστον μία
υποακολουθία (ynkl

) η οποία έχει κάποιο όριο y ∈ R. Η (xnkl
) είναι υποακολουθία της (xnk

) και
άρα έχει κι αυτή όριο limxn.
Τώρα, επειδή ισχύει xnkl

≤ ynkl
για κάθε l, συνεπάγεται limxn ≤ y.

Από το συμπέρασμα της άσκησης 2.5.14 συνεπάγεται ότι η (ynkl
) είναι υποακολουθία της (yn),

οπότε το y είναι υποακολουθιακό όριο της (yn) και, επομένως, y ≤ lim yn.
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Από τις limxn ≤ y και y ≤ lim yn συνεπάγεται limxn ≤ lim yn.

Άσκηση 2.7.7. Αποδείξτε ότι lim(xn + yn) ≤ limxn + lim yn αν δεν προκύπτει απροσδιόριστη
μορφή.
Αν t > 0, αποδείξτε ότι lim(txn) = t limxn.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Πρώτος τρόπος. Αν limxn + lim yn = +∞, τότε η ανισότητα που
θέλουμε να αποδείξουμε είναι, προφανώς, σωστή.
Άρα ας υποθέσουμε ότι limxn + lim yn < +∞ και, επομένως, limxn < +∞ και lim yn < +∞.
Θεωρούμε οποιονδήποτε γ > limxn + lim yn.
Τότε μπορούμε να βρούμε α > limxn και β > lim yn ώστε γ = α + β. Αυτό γίνεται ως εξής.
Παρατηρούμε ότι ισχύει γ − lim yn > limxn και παίρνουμε οποιονδήποτε α ώστε γ − lim yn >
α > limxn και τον β = γ − α.
Επειδή α > limxn, ισχύει τελικά xn < α και, επειδή β > lim yn, ισχύει τελικά yn < β. Άρα
ισχύει τελικά xn < α και yn < β και, επομένως, xn + yn < α+ β = γ.
Τώρα, αν υποθέσουμε ότι γ < lim(xn+ yn), συνεπάγεται ότι ισχύει γ < xn+ yn για άπειρους n.
Αυτό, όμως, αντιφάσκει με το ότι ισχύει τελικά xn + yn < γ. Άρα lim(xn + yn) ≤ γ.
Έχουμε αποδείξει ότι για κάθε γ > limxn + lim yn ισχύει lim(xn + yn) ≤ γ. Συμπεραίνουμε ότι
lim(xn + yn) ≤ limxn + lim yn.
Δεύτερος τρόπος. Όπως με τον πρώτο τρόπο, υποθέτουμε ότι limxn+lim yn < +∞ και, επομένως,
limxn < +∞ και lim yn < +∞.
Υπάρχει κάποια υποακολουθία (xnk

+ ynk
) της (xn + yn) με όριο lim(xn + yn).

Τώρα, η (xnk
) έχει τουλάχιστον μία υποακολουθία (xnkl

) η οποία έχει κάποιο όριο x ∈ R. Από το
συμπέρασμα της άσκησης 2.5.14 συνεπάγεται ότι η (xnkl

) είναι υποακολουθία της (xn) και άρα
x ≤ limxn < +∞.
Ομοίως, η (ynkl

) έχει κάποια υποακολουθία (ynklm
) η οποία έχει κάποιο όριο y ∈ R. Πάλι, από

το συμπέρασμα της άσκησης 2.5.14 συνεπάγεται ότι η (ynklm
) είναι υποακολουθία της (yn) και

άρα y ≤ lim yn < +∞.
Τέλος, έχουμε

xnklm
+ ynklm

→ lim(xn + yn) και xnklm
→ x και ynklm

→ y.

Συνεπάγεται
lim(xn + yn) = x+ y ≤ limxn + lim yn.

Το δεύτερο ερώτημα. Υπάρχει (xnk
) με όριο το limxn. Τότε η (txnk

) έχει όριο το t limxn. Όμως,
η (txnk

) είναι υποακολουθία της (txn) και άρα

t limxn ≤ lim(txn).

Τώρα εφαρμόζουμε αυτό που μόλις αποδείξαμε στην ακολουθία (txn) και στον θετικό αριθμό 1
t

και βρίσκουμε
1
t lim(txn) ≤ lim(xn).

Από τις δύο τελευταίες ανισότητες συνεπάγεται lim(txn) = t limxn.

Άσκηση 2.7.8. Αν η ακολουθία (yn) έχει όριο και δεν προκύπτουν απροσδιόριστες μορφές, απο-
δείξτε ότι lim(xn + yn) = limxn + lim yn.

Λύση: Υπάρχει (xnk
) με όριο το limxn. Τότε η (ynk

) έχει όριο το lim yn και άρα η (xnk
+ ynk

)
έχει όριο το limxn+ lim yn. Επειδή η (xnk

+ynk
) είναι υποακολουθία της (xn+yn), συνεπάγεται

limxn + lim yn ≤ lim(xn + yn).

Τώρα, υπάρχει υποακολουθία (xnk
+ ynk

) (καμία σχέση με την προηγούμενη) της (xn + yn) με
όριο το lim(xn + yn). Ακόμη, υπάρχει υποακολουθία (xnkl

) της (xnk
) με κάποιο όριο x ∈ R.
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Από το συμπέρασμα της άσκησης 2.5.14 συνεπάγεται ότι η (xnkl
) είναι υποακολουθία της (xn)

και άρα x ≤ limxn. Πάλι από το συμπέρασμα της άσκησης 2.5.14 συνεπάγεται ότι η (ynkl
) είναι

υποακολουθία της (yn) και άρα έχει όριο το lim yn. Άρα

xnkl
+ ynkl

→ lim(xn + yn) και xnkl
→ x και ynkl

→ lim yn.

Συνεπάγεται
lim(xn + yn) = x+ lim yn ≤ limxn + lim yn.

Από τις δύο ανισότητες που αποδείξαμε συνεπάγεται ότι lim(xn + yn) = limxn + lim yn.

Άσκηση 2.7.10. Έστω (xnk
) υποακολουθία της (xn).

Δείτε την άσκηση 2.5.14 και αποδείξτε ότι κάθε υποακολουθιακό όριο της (xnk
) είναι υποακολου-

θιακό όριο και της (xn).
Αποδείξτε ότι limxnk

≤ limxn.

Λύση: Έστω x οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο της (xnk
). Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει υποακο-

λουθία της (xnk
) με όριο x. Όμως, η υποακολουθία αυτή της (xnk

) είναι, σύμφωνα με το αποτέ-
λεσμα της άσκησης 2.5.14, υποακολουθία και της (xn). Άρα το x είναι υποακολουθιακό όριο και
της (xn).
Τώρα, το limxnk

είναι υποακολουθιακό όριο της (xnk
), οπότε είναι υποακολουθιακό όριο και της

(xn). Άρα limxnk
≤ limxn.

Άσκηση 2.7.11. [α] Αποδείξτε ότι ο x ∈ R είναι υποακολουθιακό όριο της ακολουθίας (xn) αν και
μόνο αν για κάθε ϵ > 0 ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.
[β] Έστω X ⊆ R το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της ακολουθίας (xn). Αν (yn) είναι
οποιαδήποτε ακολουθία στο X και yn → y ∈ R, αποδείξτε ότι y ∈ X .
Έστω a < b < c ≤ d. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία (xn) με σύνολο υποακολουθιακών
ορίων το [a, b) ∪ [c, d].

Λύση: Έστω ότι ο x ∈ R είναι υποακολουθιακό όριο της ακολουθίας (xn). Δηλαδή, υπάρχει υπο-
ακολουθία (xnk

) της (xn) ώστε xnk
→ x. Τότε για κάθε ϵ > 0 ισχύει xnk

∈ Nx(ϵ) από κάποιον
k και πέρα και, επομένως, ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για άπειρους n (τους n = nk από κάποιον k και
πέρα).
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει xn ∈ Nx(ϵ) για άπειρους n.
Τότε υπάρχει n1 ώστε xn1 ∈ Nx(1). Κατόπιν, υπάρχει n2 > n1 ώστε xn2 ∈ Nx(

1
2). Κατόπιν,

υπάρχει n3 > n2 ώστε xn3 ∈ Nx(
1
3). Συνεχίζουμε επ’ άπειρον και έτσι δημιουργείται μια υποα-

κολουθία (xnk
) της (xn) με την ιδιότητα να ισχύει xnk

∈ Nx(
1
k ) για κάθε k.

Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε ισχύει 1
k < ϵ και άρα Nx(

1
k ) ⊆ Nx(ϵ) από κάποιον k και πέρα.

Επομένως, ισχύει xnk
∈ Nx(ϵ) από κάποιον k και πέρα. Άρα xnk

→ x, οπότε το x είναι υποακο-
λουθιακό όριο της (xn).
[β] Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Επειδή yn → y, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει yn ∈ Ny(ϵ) για κάθε
n ≥ n0.
Παίρνουμε, τώρα, οποιονδήποτε n ≥ n0, οπότε έχουμε ότι yn ∈ Ny(ϵ). Από την φύση της πε-
ριοχής Ny(ϵ) βλέπουμε ότι υπάρχει κάποιος δ > 0 ώστε Nyn(δ) ⊆ Ny(ϵ). Σύμφωνα με το συ-
μπέρασμα του [α], επειδή ο yn είναι υποακολουθιακό όριο της (xm) (αλλάζουμε το γράμμα του
δείκτη για να μην μπερδευτούμε με τον n που έχουμε σταθεροποιήσει), ισχύει xm ∈ Nyn(δ) για
άπειρουςm. Άρα ισχύει xm ∈ Ny(ϵ) για άπειρουςm.
Συμπεραίνουμε ότι για κάθε ϵ > 0 ισχύει xm ∈ Ny(ϵ) για άπειρους m, οπότε, σύμφωνα με το
συμπέρασμα του [α], ο y είναι υποακολουθιακό όριο της (xn) και άρα y ∈ X .
Έστω (για άτοπο) ότι υπάρχει ακολουθία (xn) με σύνολο υποακολουθιακών ορίων τοX = [a, b)∪
[c, d]. Τότε μπορούμε να βρούμε ακολουθία (yn) στο X ώστε yn → b. (Πράγματι, μπορούμε να
θεωρήσουμε την ακολουθία με τύπο yn = b− b−a

n .) Όμως, b /∈ X και καταλήγουμε σε αντίφαση
με το προηγούμενο αποτέλεσμα.
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Άσκηση 2.7.13. [α] Αποδείξτε ότι limxn ≤ lim x1+···+xn
n ≤ lim x1+···+xn

n ≤ limxn.
Πώς από αυτό προκύπτει ως άμεση συνέπεια το θεώρημα του Cesáro στην άσκηση 2.3.41[α];

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω limxn < x. Τότε ισχύει τελικά xn < x, οπότε υπάρχει n0 ώστε
να ισχύει xn < x για κάθε n ≥ n0. Επομένως, για κάθε n ≥ n0 έχουμε

x1+···+xn
n =

x1+···+xn0−1

n +
xn0+···+xn

n <
x1+···+xn0−1

n + (n−n0+1)x
n .

Σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 2.7.5, συνεπάγεται

lim x1+···+xn
n ≤ lim

(x1+···+xn0−1

n + (n−n0+1)x
n

)
= lim

(x1+···+xn0−1

n + (n−n0+1)x
n

)
= x.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε x > limxn ισχύει lim x1+···+xn
n ≤ x. Επομένως, συνεπάγεται

ότι lim x1+···+xn
n ≤ limxn.

Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται και η ανισότητα limxn ≤ lim x1+···+xn
n .

Εναλλακτικά, μπορούμε να εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα με τα lim στην ακολουθία (−xn) και να
χρησιμοποιήσουμε το αποτέλεσμα της άσκησης 2.7.4 ως εξής:

limxn = − lim(−xn) ≤ − lim (−x1)+···+(−xn)
n = − lim

(
− x1+···+xn

n

)
= lim x1+···+xn

n .

Το δεύτερο ερώτημα. Έστω xn → x. Τότε είναι limxn = limxn = x. Από τις ανισότητες που μόλις
αποδείξαμε συνεπάγεται αμέσως ότι lim x1+···+xn

n = lim x1+···+xn
n = x και άρα x1+···+xn

n → x.
Αυτό ακριβώς είναι το περιεχόμενο του θεωρήματος του Cesáro.

Άσκηση 2.7.15. Έστω ακολουθία (xn). Θέτουμε un = sup{xk | k ≥ n} για κάθε n.
Αν η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη, αποδείξτε ότι ισχύει un = +∞ για κάθε n.
Αν η (xn) είναι άνω φραγμένη, αποδείξτε ότι ισχύει un ∈ R και un+1 ≤ un για κάθε n, οπότε η
(un) έχει όριο στο [−∞,+∞). Αποδείξτε ότι un → limxn.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι η (xn) δεν είναι άνω φραγμένη. Θεωρούμε οποιονδήποτε n
και οποιονδήποτε u. Όπως είδαμε στην απόδειξη της πρότασης 2.16, υπάρχουν άπειροι όροι της
ακολουθίας που είναι > u. Άρα ο u δεν είναι άνω φράγμα του {xk | k ≥ n}. Άρα το {xk | k ≥ n}
δεν έχει κανένα άνω φράγμα, οπότε un = +∞.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι η (xn) είναι άνω φραγμένη. Τότε το {xk | k ≥ n} είναι άνω φραγ-
μένο, οπότε το un είναι αριθμός. Επίσης, ισχύει xk ≤ un για κάθε k ≥ n και άρα ισχύει xk ≤ un
για κάθε k ≥ n+ 1. Άρα ο un είναι άνω φράγμα του {xk | k ≥ n+ 1}, οπότε un+1 ≤ un.
Άρα η (un) έχει όριο το οποίο είναι αριθμός ή −∞. Έστω un → u.
Θα αποδείξουμε ότι u = limxn.
Παίρνουμε οποιονδήποτε x > u. Επειδή un → u, ισχύει τελικά un < x. Άρα υπάρχει κάποιοςm
ώστε um < x. Επομένως, ισχύει xn < x για κάθε n ≥ m. Δηλαδή ισχύει τελικά xn < x. Από
αυτό συνεπάγεται ότι limxn ≤ x. (Αν x < limxn, τότε ισχύει x < xn για άπειρους n και αυτό
αντιφάσκει με το ότι ισχύει τελικά xn < x.)
Αποδείξαμε ότι ισχύει limxn ≤ x για κάθε x > u. Άρα limxn ≤ u.
Τώρα, παίρνουμε οποιονδήποτε x > limxn. Τότε ισχύει τελικά xn < x. Δηλαδή υπάρχειm ώστε
να ισχύει xk < x για κάθε k ≥ m, οπότε ο x είναι άνω φράγμα του {xk | k ≥ m}. Άρα um ≤ x.
Επειδή η (un) είναι φθίνουσα και un → u, συνεπάγεται u ≤ x.
Αποδείξαμε ότι ισχύει u ≤ x για κάθε x > limxn. Άρα u ≤ limxn.
Από τις limxn ≤ u και u ≤ limxn συνεπάγεται u = limxn.

Άσκηση 2.7.16. Δείτε την πρόταση 2.18.
[α] Αποδείξτε ότι το limxn είναι ο μοναδικός αριθμός x που έχει τις εξής δύο ιδιότητες: (i) αν
x < x, τότε ισχύει τελικά xn < x και (ii) αν x < x, τότε ισχύει x < xn για άπειρους n.
[β] Αν ισχύει τελικά xn < x, αποδείξτε ότι limxn ≤ x. Αν ισχύει x < xn για άπειρους n, αποδείξτε
ότι x ≤ limxn.

Λύση: [α] Έστω ότι ο x έχει τις ιδιότητες (i) και (ii).
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Έστω x < limxn. Παίρνουμε οποιονδήποτε x ώστε x < x < limxn, οπότε, λόγω της (i), ισχύει
τελικά xn < x. Όμως, λόγω της x < limxn, συνεπάγεται ότι ισχύει x < xn για άπειρους n και
καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα limxn ≤ x.
Έστω limxn < x. Παίρνουμε οποιονδήποτε x ώστε limxn < x < x, οπότε, λόγω της (ii), ισχύει
x < xn για άπειρους n. Τώρα, λόγω της limxn < x, ισχύει τελικά xn < x και καταλήγουμε σε
άτοπο. Άρα x ≤ limxn.
Από τις limxn ≤ x και x ≤ limxn συνεπάγεται x = limxn.
[β] Έστω ότι ισχύει τελικά xn < x. Τότε δεν μπορεί να είναι x < limxn, διότι τότε θα ίσχυε
x < xn για άπειρους n. Άρα limxn ≤ x.
Έστω ότι ισχύει x < xn για άπειρους n. Τότε δεν μπορεί να είναι limxn < x, διότι τότε θα ίσχυε
τελικά xn < x. Άρα x ≤ limxn.

Άσκηση 2.7.17.Έστω ακολουθία (xn) με την ιδιότητα: xn+1−xn → 0. Φυσικά, κάθε συγκλίνουσα
ακολουθία έχει αυτήν την ιδιότητα και ένα παράδειγμα ακολουθίας με αυτήν την ιδιότητα και με όριο
+∞ είναι η (1 + 1

2 + · · ·+ 1
n).

Αν x = limxn και x = limxn, αποδείξτε ότι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn)
είναι ολόκληρο το διάστημα [x, x] ⊆ R.
Θεωρήστε την ακολουθία (0, 1, 12 , 0,

1
3 ,

2
3 , 1,

3
4 ,

2
4 ,

1
4 , 0,

1
5 ,

2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1,

5
6 ,

4
6 ,

3
6 ,

2
6 ,

1
6 , 0, . . . ). Ποιό εί-

ναι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της;

Λύση: Φυσικά, αν x = x ή x = x, το x είναι υποακολουθιακό όριο της (xn). Επίσης, αν το x
δεν ανήκει στο διάστημα [x, x], τότε το x δεν είναι υποακολουθιακό όριο της (xn). Άρα αρκεί να
αποδείξουμε ότι κάθε x με x < x < x είναι υποακολουθιακό όριο της (xn).
Έστω, λοιπόν, x < x < x.
Παίρνουμε έναν αρκετά μικρό ϵ > 0 ώστε

x < x− ϵ < x < x+ ϵ < x.

Υποθέτουμε (για άτοπο) ότι ισχύει τελικά xn /∈ (x− ϵ, x+ ϵ). Δηλαδή, υπάρχει κάποιοςm ώστε
να ισχύει

xn /∈ (x− ϵ, x+ ϵ) για κάθε n ≥ m.

Επειδή xn+1−xn → 0, συνεπάγεται ότι ισχύει τελικά |xn+1−xn| < 2ϵ. Επίσης, επειδή x < x−ϵ,
συνεπάγεται ότι ισχύει xn ≤ x− ϵ για άπειρους n και, επειδή x+ ϵ < x, συνεπάγεται ότι ισχύει
x+ ϵ ≤ xn για άπειρους n. Άρα υπάρχουν n1, n2 ώστε

m ≤ n1 < n2, xn1 ≤ x− ϵ, x+ ϵ ≤ xn2

και ώστε να ισχύει

|xn+1 − xn| < 2ϵ για κάθε n με n1 ≤ n ≤ n2 − 1.

Από τους n που είναι ανάμεσα στους n1 και n2 θεωρούμε τον μεγαλύτερο, έστω n0, για τον οποίο
ισχύει xn ≤ x− ϵ. Προφανώς, n1 ≤ n0 < n2 (αφού x+ ϵ ≤ xn2). Επίσης,

xn0 ≤ x− ϵ και x− ϵ < xn0+1.

Επειδή, όμως, m ≤ n1, συνεπάγεται ότι για καθένα από τους n που είναι ανάμεσα στους n1 και
n2 ισχύει xn /∈ (x− ϵ, x+ ϵ). Άρα

x+ ϵ ≤ xn0+1.

Τώρα, από τις xn0 ≤ x− ϵ και x+ ϵ ≤ xn0+1 συνεπάγεται |xn0+1 − xn0 | ≥ 2ϵ και καταλήγουμε
σε άτοπο, αφού ισχύει |xn+1 − xn| < 2ϵ για κάθε n με n1 ≤ n ≤ n2 − 1.
Άρα ισχύει xn ∈ (x− ϵ, x+ ϵ) για άπειρους n.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε αρκετά μικρό ϵ > 0 (και άρα για κάθε ϵ > 0) ισχύει xn ∈ Nx(ϵ)
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για άπειρους n. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.7.11[α] συνεπάγεται ότι ο x είναι υποακολου-
θιακό όριο της (xn).
Στην (0, 1, 12 , 0,

1
3 ,

2
3 , 1,

3
4 ,

2
4 ,

1
4 , 0,

1
5 ,

2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1,

5
6 ,

4
6 ,

3
6 ,

2
6 ,

1
6 , 0, . . . ) διακρίνουμε δύο συγκεκριμέ-

νες υποακολουθίες. Η μία είναι η ( 1n) με όριο 0 και η άλλη είναι η (n−1n ) με όριο 1. Άρα οι 0, 1
είναι υποακολουθιακά όρια της ακολουθίας. Επειδή όλοι οι όροι της ακολουθίας βρίσκονται στο
διάστημα [0, 1] δεν μπορεί να υπάρχει υποακολουθιακό όριό της εκτός του [0, 1]. Άρα ο 0 είναι
το lim και ο 1 είναι το lim της ακολουθίας. Είναι, επίσης, σαφές ότι για την ακολουθία μας ισχύει
η ιδιότητα xn+1 − xn → 0. Άρα το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της είναι ολόκληρο το
διάστημα [0, 1].

Άσκηση 2.7.18. [α] Έστω άρρητος a > 0. Θεωρήστε την ακολουθία (xn) με xn = na − [na] για
κάθε n. Αποδείξτε ότι το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn) είναι το [0, 1].

Λύση: Ισχύει xn ∈ [0, 1) για κάθε n και παρατηρούμε ότι ο xn είναι άρρητος για κάθε n.
Τώρα βλέπουμε ότι ισχύει

xn+m =

{
xn + xm, αν 0 < xn + xm < 1

xn + xm − 1, αν 1 < xn + xm < 2
(14.25)

για κάθε n,m, αφού παρατηρήσουμε ότι ισχύει 0 < xn+xm < 2 και xn+xm ̸= 1 για κάθε n,m.
Επίσης, βλέπουμε ότι ισχύει

xn−m =

{
xn − xm, αν 0 < xn − xm < 1

xn − xm + 1, αν −1 < xn − xm < 0
(14.26)

για κάθε n,m με n > m, αφού παρατηρήσουμε ότι ισχύει −1 < xn − xm < 1 και xn − xm ̸= 0
για κάθε n,m.
Τώρα έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει k ∈ N ώστε 1

k < ϵ.
Θεωρούμε τα διαδοχικά διαστήματα

[0, 1k ), [
1
k ,

2
k ), . . . , [

k−1
k , 1)

μήκους 1
k το καθένα. Το πλήθος αυτών των διαστημάτων είναι k, οπότε από τους k + 1 αριθμούς

x1, x2, . . . , xk+1 δύο τουλάχιστον ανήκουν σε ένα από αυτά τα διαστήματα. Άρα υπάρχουνm,n
με 1 ≤ n,m ≤ k + 1, n > m ώστε 0 < |xn − xm| < 1

k . Οπότε, λόγω της (14.26), έχουμε είτε
xn−m = xn−xm, αν 0 < xn−xm < 1

k , είτε xn−m = xn−xm+1, αν− 1
k < xn−xm < 0. Στην

πρώτη περίπτωση είναι 0 < xn−m < 1
k και στη δεύτερη περίπτωση είναι 1− 1

k < xn−m < 1.
Θέτουμε p = n−m > 0 και συμπεραίνουμε ότι υπάρχει p ώστε

0 < xp < ϵ ή 1− ϵ < xp < 1.

Αν 0 < xp < ϵ και ορίσουμε n = [ 1
xp
], τότε από την (14.25) συνεπάγεται ότι

0 < xp < x2p < · · · < xnp < 1

και οι αριθμοί xp, x2p, . . . , xnp χωρίζουν το [0, 1] σε υποδιαστήματα μήκους < ϵ.
Αν 1− ϵ < xp < 1 και ορίσουμε n = [ 1

1−xp
], τότε πάλι από την (14.25) συνεπάγεται ότι

0 < xnp < · · · < x2p < xp < 1

και οι αριθμοί xnp, . . . , x2p, xp χωρίζουν το [0, 1] σε υποδιαστήματα μήκους < ϵ.
Τώρα, εύκολα συμπεραίνουμε ότι κάθε υποδιάστημα του [0, 1], οσοδήποτε μικρού μήκους, περιέ-
χει άπειρους όρους της (xn). Επομένως, το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn) είναι
το [0, 1].
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14.3 Κεφάλαιο 3.

Άσκηση 3.1.1. Έστω a < b < c. Βρείτε τα σημεία συσσώρευσης των (a, b) ∪ (b, c), (a, b) ∪ {c +
1
n |n ∈ N}.

Λύση: Κάθε σημείο του [a, c], συμπεριλαμβανομένων των a, b, c, είναι σημείο συσσώρευσης του
A = (a, b)∪ (b, c). Δεν υπάρχει άλλο σημείο συσσώρευσης του A: αν x < a ή αν c < x, υπάρχει
περιοχή του x αρκετά μικρή ώστε να μην τέμνει το A.
Κάθε σημείο του [a, b] είναι σημείο συσσώρευσης του B = (a, b) ∪ {c + 1

n |n ∈ N}. Επίσης, το
c είναι σημείο συσσώρευσης του B. Πράγματι, επειδή c+ 1

n → c και c+ 1
n ̸= c για κάθε n, κάθε

περιοχή του c περιέχει τουλάχιστον ένα σημείο του B το οποίο είναι ̸= c. Τώρα, εκτός από τα
σημεία του [a, b]∪{c} δεν υπάρχει άλλο σημείο συσσώρευσης τουB. Αν x < a ή αν b < x < c ή
αν c+1 < x, τότε, προφανώς, υπάρχει περιοχή του x η οποία δεν τέμνει το B. Επίσης, τα σημεία
c+ 1

n του B είναι μεμονωμένα σημεία του, διότι τα δύο κοντινότερα σημεία του B προς το c+ 1
n

είναι το c + 1
n+1 και το c + 1

n−1 (το δεύτερο δεν υπάρχει αν n = 1), οπότε υπάρχει περιοχή του
c+ 1

n αρκετά μικρή ώστε να μην περιέχει κανένα σημείο τουB εκτός από το ίδιο το c+ 1
n . Τέλος,

για κάθε x ανάμεσα σε δύο διαδοχικά σημεία c+ 1
n+1 και c+

1
n τουB υπάρχει, προφανώς, περιοχή

του x η οποία δεν τέμνει το B. Άρα, λοιπόν, το σύνολο των σημείων συσσώρευσης του B είναι
το [a, b] ∪ {c}.

Άσκηση 3.1.2. Αποδείξτε ότι το +∞ είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνο αν το A δεν
είναι άνω φραγμένο.

Λύση: Το +∞ είναι σημείο συσσώρευσης του A αν και μόνο αν για κάθε N > 0 υπάρχει x ∈ A,
x > N αν και μόνο αν κανέναςN > 0 δεν είναι άνω φράγμα του A αν και μόνο αν το A δεν είναι
άνω φραγμένο.

Άσκηση 3.1.3. Αποδείξτε ότι το ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν και μόνο αν
για κάθε δ > 0 η περιοχή Nξ(δ) του ξ περιέχει άπειρα στοιχεία του A.

Λύση: Η μία από τις δύο συνεπαγωγές είναι απλή. Αν για κάθε δ > 0 η περιοχή Nξ(δ) του ξ πε-
ριέχει άπειρα στοιχεία του A, τότε ηNξ(δ) περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του A διαφορετικό
από το ίδιο το ξ. Άρα το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A.
Τώρα, έστω ότι το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A.
Ας υποθέσουμε (για άτοπο) ότι υπάρχει κάποιος δ > 0 ώστε η Nξ(δ) να περιέχει πεπερασμένα
στοιχεία του A (από τα οποία ένα μπορεί να είναι το ίδιο το ξ). Αν το μοναδικό στοιχείο του A
στηνNξ(δ) είναι το ξ, τότε αυτομάτως το ξ είναι μεμονωμένο σημείο τουA. Αν τα στοιχεία τουA
στηνNξ(δ) είναι, εκτός του ξ (το οποίο μπορεί και να μην περιέχεται στοA), τα x1, . . . , xn, τότε
μπορούμε να βρούμε δ′ > 0 ώστε η Nξ(δ

′) να μην περιέχει κανένα στοιχείο του A (εκτός ίσως
από το ίδιο το ξ). Πράγματι, κάποιος από τους x1, . . . , xn είναι κοντινότερος προς το ξ και τότε
θεωρούμε δ′ > 0 ώστε να είναι δ′ ≤ δ και ώστε η Nξ(δ

′) να μην περιέχει αυτόν τον κοντινότερο
προς το ξ από τους x1, . . . , xn. Άρα και πάλι το ξ δεν είναι σημείο συσσώρευσης του A.
Έτσι σε κάθε περίπτωση καταλήγουμε σε άτοπο, οπότε για κάθε δ > 0 η περιοχή Nξ(δ) του ξ
περιέχει άπειρα στοιχεία του A.

Άσκηση 3.1.4. Έστω ξ ∈ R και A ⊆ B. Αν το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A, αποδείξτε ότι
είναι σημείο συσσώρευσης και του B.

Λύση: Έστω ότι το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A. Τότε κάθε περιοχή Nξ(δ) περιέχει του-
λάχιστον έναν x ∈ A με x ̸= ξ. Επειδή A ⊆ B, συνεπάγεται ότι κάθε περιοχή Nξ(δ) περιέχει
τουλάχιστον έναν x ∈ B με x ̸= ξ. Άρα το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του B.

Άσκηση 3.1.5. Αποδείξτε ότι κάθε ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης των συνόλων Q και R \Q.
Βρείτε τα σημεία συσσώρευσης των συνόλων (a, b) ∩Q και (a, b) \Q.

Λύση: Έστω ξ ∈ R. Τότε, λόγω της πυκνότητα των ρητών, για κάθε δ > 0 υπάρχει r ∈ Q ώστε
ξ < r < ξ+ δ (αλλά και r ∈ Q ώστε ξ− δ < r < ξ). Άρα για κάθε δ > 0 υπάρχει r ∈ Q∩Nξ(δ)
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με r ̸= ξ. Άρα ο ξ είναι σημείο συσσώρευσης του Q.
Έστω ξ = +∞. Πάλι λόγω της πυκνότητας των ρητών, για κάθε N > 0 υπάρχει r ∈ Q ώστε
r > N . Άρα το ξ = +∞ είναι σημείο συσσώρευσης του Q. Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι και
το ξ = −∞ είναι σημείο συσσώρευσης του Q.
Η απόδειξη στην περίπτωση του R \Q είναι ίδια: χρησιμοποιούμε την πυκνότητα των αρρήτων.
Τα σημεία συσσώρευσης των συνόλων (a, b) ∩ Q και (a, b) \ Q είναι τα σημεία του [a, b]. Δείτε
το εσείς, χρησιμοποιώντας και πάλι την πυκνότητα των ρητών και των αρρήτων.

Άσκηση 3.1.6. Έστω μη-κενό σύνολο A. Αποδείξτε ότι, αν το supA δεν ανήκει στο A, τότε είναι
σημείο συσσώρευσης του A.
Βρείτε μη-κενό σύνολο A ώστε το supA να μην είναι σημείο συσσώρευσής του.

Λύση: Η δεύτερη χαρακτηριστική ιδιότητα του supA είναι ότι υπάρχει στοιχείο του A όσο κοντά
θέλουμε στο supA και, μάλιστα, επειδή το supA δεν ανήκει στο A, το στοιχείο αυτό του A είναι
̸= supA. Δηλαδή, για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A∩NsupA(δ) ώστε x ̸= supA. Άρα το supA είναι
σημείο συσσώρευσης του A.
Το A = {a} έχει supA = a και ο a είναι μεμονωμένο σημείο του A. Ομοίως, αν a < b < c, το
A = [a, b]∪{c} έχει supA = c και ο c είναι μεμονωμένο σημείο τουA. Και στα δύο παραδείγματα
το supA ανήκει στο A.

Άσκηση 3.1.7. Ποιό είναι το σύνολο στο οποίο έχει νόημα και ποιό το σύνολο στο οποίο ισχύει η
ανισότητα 1

x2 > 100 ; Αποδείξτε ότι αυτή η ανισότητα ισχύει κοντά στον 0.
Ποιό είναι το σύνολο στο οποίο έχει νόημα και ποιό το σύνολο στο οποίο ισχύει η (−1)[1/x] < 0 ;
Αποδείξτε ότι η ανισότητα αυτή ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0 και ότι είναι λάθος ότι
ισχύει κοντά στον 0.

Λύση: Το σύνολο στο οποίο έχει νόημα η 1
x2 > 100 είναι το σύνολο των x για τους οποίους ορί-

ζεται η 1
x2 , δηλαδή το R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

Το σύνολο στο οποίο ισχύει η 1
x2 > 100 το βρίσκουμε λύνοντας την ανισότητα. Η 1

x2 > 100
ισοδυναμεί με την 0 < x2 < 1

100 και αυτή με την 0 < |x| < 1
10 . Άρα το σύνολο στο οποίο ισχύει

η 1
x2 > 100 είναι το (− 1

10 , 0) ∪ (0, 1
10) και, επομένως, η

1
x2 > 100 ισχύει κοντά στον 0.

Το σύνολο στο οποίο έχει νόημα η (−1)[1/x] < 0 είναι το σύνολο των x για τους οποίους ορίζεται
η (−1)[1/x] < 0, δηλαδή το R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Το σύνολο στο οποίο ισχύει η (−1)[1/x] < 0 το βρίσκουμε λύνοντας την ανισότητα.
Παρατηρούμε ότι ο [ 1x ] είναι ακέραιος, οπότε η (−1)[1/x] < 0 ισοδυναμεί με το να είναι ο [ 1x ]
περιττός ακέραιος, δηλαδή με το να υπάρχει k ∈ Z ώστε να είναι [ 1x ] = 2k − 1. Επομένως, η
(−1)[1/x] < 0 ισοδυναμεί με το να υπάρχει k ∈ Z ώστε να είναι 2k − 1 ≤ 1

x < 2k. Τώρα βλέ-
πουμε ότι, αν k ≥ 1, τότε η 2k− 1 ≤ 1

x < 2k είναι ισοδύναμη με την 1
2k < x ≤ 1

2k−1 . Επίσης, αν
k = 0, τότε η−1 ≤ 1

x < 0 είναι ισοδύναμη με την−∞ < x ≤ −1. Και, τέλος, αν k ≤ −1, τότε η
2k − 1 ≤ 1

x < 2k είναι ισοδύναμη με την 1
2k < x ≤ 1

2k−1 . Στην τελευταία περίπτωση μπορούμε
να γράψουμε −k στη θέση του k και να πούμε ότι, αν k ≥ 1, τότε η −2k − 1 ≤ 1

x < −2k είναι
ισοδύναμη με την − 1

2k < x ≤ − 1
2k+1 . Άρα το σύνολο στο οποίο ισχύει η (−1)[1/x] < 0 είναι το

(−∞,−1] ∪
∪+∞

k=1

(
− 1

2k ,−
1

2k+1

]
∪
∪+∞

k=1

(
1
2k ,

1
2k−1

]
.

Αρχικά παρατηρούμε ότι ο 0 είναι (και από τις δύο μεριές του) σημείο συσσώρευσης του συνόλου
στο οποίο έχει νόημα η (−1)[1/x] < 0, δηλαδή του (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Κατόπιν, παρατηρούμε ότι το σύνολο στο οποίο ισχύει η (−1)[1/x] < 0 βρίσκεται και στις δύο
μεριές του 0 και αποτελείται από άπειρα διαστήματα τα οποία προσεγγίζουν απεριόριστα τον 0.
Δηλαδή, μπορούμε να βρούμε στοιχεία όσο θέλουμε κοντά στον 0 (και από τις δύο μεριές του) για
τα οποία ισχύει η (−1)[1/x] < 0. Πράγματι, για κάθε δ > 0 υπάρχει k ∈ N ώστε−δ < − 1

2k+1 < 0

και 0 < 1
2k−1 < δ και οι − 1

2k+1 και
1

2k−1 είναι στοιχεία για τα οποία ισχύει η (−1)[1/x] < 0. Άρα
η (−1)[1/x] < 0 ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0 από αριστερά του και σε σημεία όσο
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θέλουμε κοντά στον 0 από δεξιά του.
Όμως, είναι λάθος ότι η (−1)[1/x] < 0 ισχύει κοντά στον 0 είτε από τα αριστερά του είτε από τα
δεξιά του. Πράγματι, δεν υπάρχει δ > 0 ώστε η (−1)[1/x] < 0 να ισχύει είτε για κάθε x ∈ (−δ, 0)
είτε για κάθε x ∈ (0, δ). Διότι για κάθε δ > 0 υπάρχει k ∈ N ώστε−δ < − 1

2k < 0 και 0 < 1
2k < δ

και οι − 1
2k και 1

2k είναι στοιχεία για τα οποία δεν ισχύει η (−1)[1/x] < 0.

Άσκηση 3.1.8. Αποδείξτε ότι το ξ ∈ R είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν και μόνο αν
υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n.
Αποδείξτε ότι ο ξ ∈ R είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του συνόλου A αν και μόνο αν
υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να ισχύει xn > ξ για κάθε n.

Λύση: Έστω ότι το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A. Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈
A ∩Nξ(

1
n) με xn ̸= ξ. Άρα υπάρχει ακολουθία (xn) στο A για την οποία ισχύει xn ̸= ξ για κάθε

n. Επίσης, έστω δ > 0. Τότε ισχύει τελικά 1
n ≤ δ, οπότε ισχύει τελικά Nξ(

1
n) ⊆ Nξ(δ). Άρα

ισχύει τελικά xn ∈ Nξ(δ) και, επομένως, xn → ξ.
Αντιστρόφως, έστω ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να ισχύει xn ̸= ξ
για κάθε n. Επειδή xn → ξ, για κάθε δ > 0 ισχύει τελικά xn ∈ Nξ(δ) και, επειδή ισχύει xn ̸= ξ
για κάθε n, για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A∩Nξ(δ) με x ̸= ξ (ένας τέτοιος x είναι ένας οποιοσδή-
ποτε xn με κατάλληλα μεγάλο n). Άρα το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A.
Έστω ότι ο ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A. Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει
xn ∈ A ώστε ξ < xn < ξ + 1

n . Άρα υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να
ισχύει xn > ξ για κάθε n.
Αντιστρόφως, έστω ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ και ώστε να ισχύει xn > ξ
για κάθε n. Επειδή xn → ξ, για κάθε δ > 0 ισχύει τελικά ξ − δ < xn < ξ + δ και, επειδή ισχύει
xn > ξ για κάθε n, ισχύει τελικά ξ < xn < ξ + δ. Άρα για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A ώστε
ξ < x < ξ + δ (ένας τέτοιος x είναι ένας οποιοσδήποτε xn με κατάλληλα μεγάλο n). Επομένως,
ο ξ είναι από δεξιά του σημείο συσσώρευσης του A.

Άσκηση 3.1.9. Έστω ιδιότητα η οποία έχει νόημα στο σύνολο A και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης
του A.
Αποδείξτε ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ αν και μόνο αν υπάρχει ακολου-
θία (xn) στο A ώστε xn → ξ, ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n και ώστε ο xn να έχει την ιδιότητα
για κάθε n.

Λύση: Έστω ότι η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ. Τότε για κάθε δ > 0 η ιδιό-
τητα ισχύει για τουλάχιστον έναν x ∈ A ∩ Nξ(δ) με x ̸= ξ. Επομένως, για κάθε n ∈ N υπάρχει
xn ∈ A ∩Nξ(

1
n) ώστε xn ̸= ξ και ώστε η ιδιότητα να ισχύει για τον xn. Άρα υπάρχει ακολουθία

(xn) στο A για την οποία ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n και ώστε ο xn να έχει την ιδιότητα για κάθε n.
Επίσης, έστω δ > 0. Τότε ισχύει τελικά 1

n ≤ δ, οπότε ισχύει τελικά Nξ(
1
n) ⊆ Nξ(δ). Άρα ισχύει

τελικά xn ∈ Nξ(δ) και, επομένως, xn → ξ.
Αντιστρόφως, έστω ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → ξ, ώστε να ισχύει xn ̸= ξ για
κάθε n και ώστε ο xn να έχει την ιδιότητα για κάθε n. Επειδή xn → ξ, για κάθε δ > 0 ισχύει
τελικά xn ∈ Nξ(δ) και, επειδή ισχύει xn ̸= ξ για κάθε n, για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ Nξ(δ) με
x ̸= ξ ο οποίος να έχει την ιδιότητα (ένας τέτοιος x είναι ένας οποιοσδήποτε xn με κατάλληλα
μεγάλο n). Επομένως, η ιδιότητα ισχύει σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ.

Άσκηση 3.1.10. [α] Αποδείξτε ότι κάθε άπειρο και φραγμένο σύνολο έχει τουλάχιστον ένα σημείο
συσσώρευσης στο R.

Λύση: Έστω ένα άπειρο και φραγμένο σύνολο A.
Αφού τοA είναι άπειρο σύνολο, υπάρχει ακολουθία (xn) στοA με ανά δύο διαφορετικούς όρους,
δηλαδή ώστε να ισχύει xn ̸= xm για κάθε n,m με n ̸= m.
Το A είναι φραγμένο, οπότε και η (xn) είναι φραγμένη. Σύμφωνα με το θεώρημα των Bolzano -
Weierstrass, υπάρχει υποακολουθία της (xn) η οποία συγκλίνει: έστω xnk

→ x.

576



Τώρα, έστω τυχών δ > 0. Τότε στην περιοχή Nx(δ) ανήκουν οι όροι xnk
από κάποιον k και πέρα

και, επειδή οι όροι αυτοί είναι ανά δύο διαφορετικοί, στην Nx(δ) ανήκουν άπειροι όροι της (xn)
και άρα άπειρα στοιχεία του A.
Άρα ο x είναι σημείο συσσώρευσης του A.

Άσκηση 3.2.1.Έχουν νόημα τα limx→0−
1

x+|x| , limx→1
1√

3x2+2x−6 , limx→0

√
−x2, limx→−∞(x+

2)6/4 ;
Προσέξτε: η ερώτηση είναι αν έχουν νόημα τα όρια και όχι αν υπάρχουν ή ποιά είναι η τιμή τους.
Αποδείξτε ότι τα limx→0

1
sin(1/x) , limx→+∞ log sinx έχουν νόημα.

Λύση: Κανένα από τα τέσσερα πρώτα όρια δεν έχει νόημα. Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης
1

x+|x| είναι το (0,+∞) και ο 0 δεν είναι σημείο συσσώρευσής του από τα αριστερά του. Το πεδίο

ορισμού της 1√
3x2+2x−6 είναι το (−∞, −1−

√
19

3 ) ∪ (−1+
√
19

3 ,+∞) και ο 1 δεν είναι σημείο συσ-

σώρευσής του διότι −1−
√
19

3 < 1 < −1+
√
19

3 . Το πεδίο ορισμού της
√
−x2 είναι το {0} και ο 0

είναι μεμονωμένο σημείο του. Το πεδίο ορισμού της (x+2)6/4 είναι το [−2,+∞) και το−∞ δεν
είναι σημείο συσσώρευσής του.
Τα δύο τελεταία όρια έχουν νόημα. Το πεδίο ορισμού της 1

sin(1/x) είναι το

R \
(
{0} ∪

{
± 1

nπ |n ∈ N
})

και ο 0 είναι σημείο συσσώρευσής του. Τέλος, το πεδίο ορισμού της συνάρτησης log sinx είναι το∪
n∈Z(2nπ, (2n+ 1)π) και το +∞ είναι σημείο συσσώρευσής του.

Άσκηση 3.2.2. Αποδείξτε βάσει των ορισμών ότι limx→2 3x = 6, limx→1(
1
x+1) = 2, limx→1 x

2 =
1, limx→1

3x
(x−1)2 = +∞.

Λύση: Για το πρώτο όριο, παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει δ > 0
ώστε από την 0 < |x− 2| < δ να συνεπάγεται η |3x− 6| < ϵ.
Η |3x − 6| < ϵ συνεπάγεται από την |x − 2| < ϵ

3 , οπότε αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε δ με
0 < δ ≤ ϵ

3 , τότε από την 0 < |x− 2| < δ συνεπάγεται η |x− 2| < ϵ
3 και από αυτήν συνεπάγεται

η |3x− 6| < ϵ.
Για το δεύτερο όριο, παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε
από την 0 < |x− 1| < δ να συνεπάγεται η |( 1x + 1)− 2| < ϵ.
Η |( 1x + 1)− 2| < ϵ συνεπάγεται από την |x−1||x| < ϵ. Τώρα προσπαθούμε να απλοποιήσουμε τον
|x−1|
|x| μικραίνοντας τον παρονομαστή. Φυσικά, πρέπει να αποφύγουμε τον 0 και αυτό το πετυχαί-

νουμε παραμένοντας κοντά στον 1: παρατηρούμε ότι, αν 0 < |x− 1| < 1
2 , τότε είναι |x| >

1
2 και,

επομένως, |x−1||x| < 2|x− 1|. Δηλαδή:

0 < δ ≤ 1
2 : 0 < |x− 1| < δ ⇒ |x−1|

|x| < 2|x− 1|. (14.27)

Τώρα, η 2|x− 1| < ϵ συνεπάγεται από την |x− 1| < ϵ
2 , οπότε, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ ώστε

0 < δ ≤ ϵ
2 , τότε από την 0 < |x− 1| < δ συνεπάγεται η |x− 1| < ϵ

2 και από αυτήν συνεπάγεται
η 2|x− 1| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ ϵ
2 : 0 < |x− 1| < δ ⇒ 2|x− 1| < ϵ. (14.28)

Συνδυάζοντας τις (14.27) και (14.28), έχουμε ότι:

0 < δ ≤ min{1
2 ,

ϵ
2} : 0 < |x−1| < δ ⇒

{
|x−1|
|x| < 2|x− 1|
2|x− 1| < ϵ

}
⇒ |x−1|

|x| < ϵ⇒
∣∣( 1

x+1
)
−2

∣∣ < ϵ.

Για το τρίτο όριο, παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε
από την 0 < |x− 1| < δ να συνεπάγεται η |x2 − 1| < ϵ.
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Η |x2 − 1| < ϵ γράφεται |x + 1||x − 1| < ϵ. Θέλοντας να απλοποιήσουμε το |x + 1||x − 1|
μεγαλώνοντας το |x + 1|, παρατηρούμε ότι όταν ο x είναι κοντά στον 1 ο |x + 1| δεν μπορεί να
είναι πολύ μεγάλος. Πράγματι, αν είναι |x− 1| < 1, τότε συνεπάγεται |x+ 1| ≤ |x− 1|+ 2 < 3
και, επομένως, |x2 − 1| = |x+ 1||x− 1| < 3|x− 1|. Δηλαδή:

0 < δ ≤ 1 : 0 < |x− 1| < δ ⇒ |x2 − 1| < 3|x− 1|. (14.29)

Τώρα, η 3|x − 1| < ϵ συνεπάγεται από την |x − 1| < ϵ
3 , οπότε, αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε

δ ώστε 0 < δ ≤ ϵ
3 , τότε από την 0 < |x − 1| < δ συνεπάγεται η |x − 1| < ϵ

3 και από αυτήν
συνεπάγεται η 3|x− 1| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ ϵ
3 : 0 < |x− 1| < δ ⇒ 3|x− 1| < ϵ. (14.30)

Συνδυάζοντας τις (14.29) και (14.30), έχουμε ότι:

0 < δ ≤ min{1, ϵ3} : 0 < |x− 1| < δ ⇒
{
|x2 − 1| < 3|x− 1|

3|x− 1| < ϵ

}
⇒ |x2 − 1| < ϵ.

Για το τέταρτο όριο, παίρνουμε τυχόντα M > 0 και πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει δ > 0
ώστε από την 0 < |x− 1| < δ να συνεπάγεται η 3x

(x−1)2 > M .
Θέλουμε να απλοποιήσουμε τον 3x

(x−1)2 μικραίνοντας τον x, αλλά προσέχοντας να μην είναι ο x
πολύ κοντά στον 0 (διότι, αν ο x είναι πολύ κοντά στον 0, τότε ο 3x

(x−1)2 θα είναι πολύ κοντά στον
0 και δεν θα μπορεί να είναι > M ). Παρατηρούμε ότι, αν είναι |x − 1| < 1

2 , τότε συνεπάγεται
x > 1

2 και, επομένως,
3x

(x−1)2 >
3

2(x−1)2 . Δηλαδή:

0 < δ ≤ 1
2 : 0 < |x− 1| < δ ⇒ 3x

(x−1)2 >
3

2(x−1)2 . (14.31)

Τώρα, η 3
2(x−1)2 > M συνεπάγεται από την 0 < |x − 1| <

√
3

2M . Επομένως, αν πάρουμε δ με

0 < δ ≤
√

3
2M , τότε από την 0 < |x− 1| < δ συνεπάγεται η 0 < |x− 1| <

√
3

2M και από αυτήν
συνεπάγεται η 3

2(x−1)2 > M . Δηλαδή:

0 < δ ≤
√

3
2M : 0 < |x− 1| < δ ⇒ 3

2(x−1)2 > M. (14.32)

Συνδυάζοντας τις (14.31) και (14.32), βρίσκουμε:

0 < δ ≤ min
{
1
2 ,
√

3
2M

}
: 0 < |x− 1| < δ ⇒

{
3x

(x−1)2 >
3

2(x−1)2
3

2(x−1)2 > M

}
⇒ 3x

(x−1)2 > M.

Άσκηση 3.2.3.ΈστωA ⊆ B και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA, οπότε, σύμφωνα με την άσκηση
3.1.4, το ξ είναι σημείο συσσώρευσης και του B. Έστω g : B → R και limx→ξ g(x) = η ∈ R.
Έστω f : A → R ο περιορισμός της g στο A, δηλαδή f(x) = g(x) για κάθε x ∈ A. Αποδείξτε ότι
limx→ξ f(x) = η.

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή limx→ξ g(x) = η, υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ B ∩ Nξ(δ) με x ̸= ξ να ισχύει
g(x) ∈ Nη(ϵ).
Επειδή, όμως, A ⊆ B, για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) ισχύει x ∈ B ∩Nξ(δ).
Άρα υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ να ισχύει g(x) ∈ Nη(ϵ).
Τέλος, επειδή, επιπλέον, f(x) = g(x) για κάθε x ∈ A, μπορούμε να πούμε ότι υπάρχει δ > 0
ώστε για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ να ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ).
Άρα limx→ξ f(x) = η.

Άσκηση 3.2.4. Έστω A ∩B = ∅ και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και του B. Αν f : A→ R
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και g : B → R, ορίζουμε h : A ∪ B → R με τύπο h(x) =

{
f(x), αν x ∈ A

g(x), αν x ∈ B
Αποδείξτε ότι το

limx→ξ h(x) υπάρχει αν και μόνο αν τα limx→ξ f(x), limx→ξ g(x) υπάρχουν και είναι ίσα και ότι,
σ’ αυτήν την περίπτωση, limx→ξ h(x) = limx→ξ f(x) = limx→ξ g(x).

Λύση: Έστω ότι υπάρχει το limx→ξ h(x). Επειδή η f είναι ο περιορισμός της h στο A, από το
αποτέλεσμα της άσκησης 3.2.3 συνεπάγεται ότι limx→ξ f(x) = limx→ξ h(x). Ομοίως, επειδή η g
είναι ο περιορισμός της h στο B, συνεπάγεται ότι limx→ξ g(x) = limx→ξ h(x).
Αντιστρόφως, έστω ότι τα limx→ξ f(x), limx→ξ g(x) υπάρχουν και είναι ίσα: limx→ξ f(x) =
limx→ξ g(x) = η.
Έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή limx→ξ f(x) = η, υπάρχει δ′ > 0 ώστε για κάθε x ∈ A ∩ Nξ(δ

′) με x ̸= ξ να ισχύει
f(x) ∈ Nη(ϵ). Επίσης, επειδή limx→ξ g(x) = η, υπάρχει δ′′ > 0 ώστε για κάθε x ∈ B ∩Nξ(δ

′′)
με x ̸= ξ να ισχύει g(x) ∈ Nη(ϵ).
Θεωρούμε τον δ = min{δ′, δ′′} > 0. Προφανώς, είναι A∩Nξ(δ) ⊆ A∩Nξ(δ

′) και B ∩Nξ(δ) ⊆
B ∩ Nξ(δ

′′). Επομένως, για κάθε x ∈ A ∩ Nξ(δ) με x ̸= ξ ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) και για κάθε
x ∈ B ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ ισχύει g(x) ∈ Nη(ϵ).
Τώρα, έστω x ∈ (A∪B)∩Nξ(δ) και x ̸= ξ. Τότε είτε x ∈ A∩Nξ(δ) και x ̸= ξ είτε x ∈ B∩Nξ(δ)
και x ̸= ξ. Στην πρώτη περίπτωση συνεπάγεται f(x) ∈ Nη(ϵ) και, επομένως, h(x) ∈ Nη(ϵ) (αφού
ισχύει h(x) = f(x) για κάθε x ∈ A). Στην δεύτερη περίπτωση συνεπάγεται g(x) ∈ Nη(ϵ) και,
επομένως, h(x) ∈ Nη(ϵ) (αφού ισχύει h(x) = g(x) για κάθε x ∈ B). Άρα σε κάθε περίπτωση
ισχύει h(x) ∈ Nη(ϵ).
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε x ∈ (A ∪ B) ∩ Nξ(δ) με x ̸= ξ ισχύει h(x) ∈ Nη(ϵ). Άρα
limx→ξ h(x) = η.

Άσκηση 3.2.5. Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A.
Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) = η είναι λάθος αν και μόνο αν υπάρχει ϵ > 0 ώστε να ισχύει
f(x) /∈ Nη(ϵ) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ.
Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) = η είναι λάθος αν και μόνο αν υπάρχει ϵ > 0 ώστε για κάθε δ > 0
να υπάρχει x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ ώστε f(x) /∈ Nη(ϵ).

Λύση: Η διατύπωση του ορισμού του ορίου limx→ξ f(x) = η είναι:

lim
x→ξ

f(x) = η ⇔ για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ

να ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ).

Οπότε η άρνηση του ορισμού του ορίου διατυπώνεται:

¬ ( lim
x→ξ

f(x) = η) ⇔ υπάρχει ϵ > 0 ώστε για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ

ώστε να ισχύει f(x) /∈ Nη(ϵ).

Αυτό το τελευταίο διατυπώνεται και:

¬ ( lim
x→ξ

f(x) = η) ⇔ υπάρχει ϵ > 0 ώστε σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο ξ

να ισχύει f(x) /∈ Nη(ϵ).

Άσκηση 3.2.6.Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA και έστω ϵ0 > 0. Αποδείξτε
ότι limx→ξ f(x) = η αν και μόνο αν για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.

Λύση: Η λύση είναι παρόμοια με την λύση της άσκησης 2.2.7.
Πρώτα θα αποδείξουμε την εύκολη συνεπαγωγή.
Έστω limx→ξ f(x) = η. Τότε για κάθε ϵ > 0 (χωρίς άλλον περιορισμό) ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ)
κοντά στο ξ. Επομένως, για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.
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Τώρα, αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ με 0 < ϵ ≤ ϵ0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.
Θέλουμε να αποδείξουμε ότι limx→ξ f(x) = η, δηλαδή ότι για κάθε ϵ > 0 (χωρίς τον περιορισμό
ϵ ≤ ϵ0) ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ. Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε ϵ > ϵ0
ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > ϵ0 και εφαρμόζουμε αυτό που έχουμε υποθέσει ότι ισχύει για τον ϵ = ϵ0,
δηλαδή ότι ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ0) κοντά στο ξ. Τώρα, επειδή ϵ > ϵ0, είναι Nη(ϵ0) ⊆ Nη(ϵ).
Επομένως, ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε ϵ > ϵ0 και άρα για κάθε ϵ > 0 ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο
ξ. Άρα limx→ξ f(x) = η.

Άσκηση 3.2.7. Έστω f : A → R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A. Έστω ότι υπάρχει δ > 0
ώστε για κάθε ϵ > 0 να ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ) με x ̸= ξ. Τί συμπεραίνετε;

Υπόδειξη: Δείτε την λύση της άσκησης 2.2.8. Το συμπέρασμα είναι ότι η συνάρτηση f είναι στα-
θερή στο (A \ {ξ}) ∩Nξ(δ).

Άσκηση 3.3.1. Βρείτε το limx→1±
x3−x2−x+1

x5−3x4+6x3−10x2+9x−3 .

Λύση: Ο 1 είναι ρίζα του αριθμητή και του παρονομαστή. Παραγοντοποιούμε το x − 1 και βρί-
σκουμε:

x3−x2−x+1
x5−3x4+6x3−10x2+9x−3 = (x+1)(x−1)2

(x2+3)(x−1)3 = x+1
(x2+3)(x−1) .

Άρα,

limx→1−
x3−x2−x+1

x5−3x4+6x3−10x2+9x−3 = −∞, limx→1+
x3−x2−x+1

x5−3x4+6x3−10x2+9x−3 = +∞.

Άσκηση 3.3.2. Βρείτε τα limx→0±(
1
x3 + 1

|x|), limx→0
1

x2−|x| .

Λύση: Έχουμε:

limx→0+

(
1
x3 + 1

|x|
)
= limx→0+

(
1
x3 + 1

x

)
= limx→0+

1+x2

x3 = +∞

και
limx→0−

(
1
x3 + 1

|x|
)
= limx→0−

(
1
x3 − 1

x

)
= limx→0−

1−x2

x3 = −∞.

Επίσης:
limx→0

1
x2−|x| = limx→0

1
|x|(|x|−1) = −∞.

Άσκηση 3.3.3. Βρείτε τα limx→0(
2
3√x − 1

3√
x2
), limx→+∞

−3x−2+2x6/5−4
x6/5−2x9/8+2

.

Λύση: Το πρώτο όριο είναι ουσιαστικά όριο για x→ 0+, αφού το πεδίο ορισμού της συνάρτησης
2
3
√
x
− 1

3√
x2

είναι το (0,+∞). Υπολογίζουμε:

limx→0

(
2
3
√
x
− 1

3√
x2

)
= limx→0

2 3√x−1
3√
x2

= −∞.

Επίσης, παραγοντοποιώντας από αριθμητή και παρονομαστή την (κοινή) μέγιστη δύναμη x6/5,
έχουμε:

limx→+∞
−3x−2+2x6/5−4
x6/5−2x9/8+2

= limx→+∞
−3x−16/5+2−4x−6/5

1−2x−3/40+2x−6/5 = 2.

Άσκηση 3.3.4. Έστω a ̸= 0. Βρείτε τα limx→1±
1

xa−1 , limx→1
x3a−1
xa−1 .

Λύση: Αν a > 0, τότε ισχύει xa < 1 για 0 ≤ x < 1 και ισχύει xa > 1 για x > 1. Άρα

limx→1−
1

xa−1 = −∞, limx→1+
1

xa−1 = +∞.

Αν a < 0, τότε ισχύει xa > 1 για 0 < x < 1 και ισχύει xa < 1 για x > 1. Άρα

limx→1−
1

xa−1 = +∞, limx→1+
1

xa−1 = −∞.
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Τέλος:
limx→1

x3a−1
xa−1 = limx→1

(xa−1)(x2a+xa+1)
xa−1 = limx→1(x

2a + xa + 1) = 3.

Άσκηση 3.3.5. Βρείτε το limx→+∞
√
x(
√
x+ 1−

√
x).

Λύση: Το limx→+∞(
√
x+ 1−

√
x) εμφανίζεται ως απροσδιόριστη μορφή (+∞)− (+∞). Όμως,

χρησιμοποιούμε την ταυτότητα a− b = a2−b2
a+b και βρίσκουμε:

limx→+∞
√
x(
√
x+ 1−

√
x) = limx→+∞

√
x((x+1)−x)√
x+1+

√
x

= limx→+∞
1√

1+(1/x)+1
= 1

2 .

Άσκηση 3.3.6. Αν a > 0 και limx→+∞(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = 0, βρείτε τους A, B συναρ-

τήσει των a, b, c και, με τους ίδιους A,B, αποδείξτε ότι limx→+∞ x(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) =

4ac−b2
8a
√
a
.

Λύση: Παρατηρούμε ότι, αν A < 0, τότε συνεπάγεται limx→+∞
√
ax2 + bx+ c = +∞ και

limx→+∞(−Ax − B) = +∞ και, επομένως, limx→+∞(
√
ax2 + bx+ c − Ax − B) = +∞

το οποίο είναι άτοπο.
Αν A = 0, τότε συνεπάγεται limx→+∞

√
ax2 + bx+ c = +∞ και limx→+∞(−Ax− B) = −B

και, επομένως, limx→+∞(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = +∞ το οποίο είναι και πάλι άτοπο.

Συμπεραίνουμε ότι A > 0 και, εφαρμόζοντας την ταυτότητα a− b = a2−b2
a+b , έχουμε:

√
ax2 + bx+ c−Ax−B = (a−A2)x2+(b−2AB)x+c−B2

√
ax2+bx+c+Ax+B

= x (a−A2)+(b−2AB)/x+(c−B2)/x2√
a+(b/x)+(c/x2)+A+(B/x)

.
(14.33)

Άρα, αν a−A2 ̸= 0, συνεπάγεται ότι

limx→+∞(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = a−A2

√
a+A

(+∞) ̸= 0

και έχουμε άτοπο.
Επομένως, a−A2 = 0, οπότε A =

√
a (αφού A > 0).

Τότε από την (14.33) συνεπάγεται
√
ax2 + bx+ c−Ax−B = (b−2AB)x+c−B2

√
ax2+bx+c+Ax+B

= (b−2AB)+(c−B2)/x√
a+(b/x)+(c/x2)+A+(B/x)

. (14.34)

Άρα
limx→+∞(

√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = b−2AB√

a+A

και, επειδή limx→+∞(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = 0, συνεπάγεται b− 2AB = 0 και, επομένως,

B = b
2A = b

2
√
a
.

Τέλος, από την (14.34) έχουμε:

x(
√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = (c−B2)x√

ax2+bx+c+Ax+B
= c−B2√

a+(b/x)+(c/x2)+A+(B/x)
,

οπότε
limx→+∞ x(

√
ax2 + bx+ c−Ax−B) = c−B2

√
a+A

= 4ac−b2
8a
√
a
.

Άσκηση 3.3.7. Βρείτε με τον κανόνα σύνθεσης τα limx→±∞(3x
2−7x

x2+1
)1/2, limx→0(1− 1

x + 1
x3 )

1/5.

Λύση: Επειδή limx→±∞
3x2−7x
x2+1

= 3, η συνάρτηση 3x2−7x
x2+1

έχει θετικές τιμές κοντά στα ±∞.
Άρα ορίζεται η συνάρτηση (3x

2−7x
x2+1

)1/2 κοντά στα ±∞. Επίσης, εύκολα βλέπουμε ότι ισχύει
3x2−7x
x2+1

≠ 3 κοντά στα ±∞. Πράγματι, η 3x2−7x
x2+1

= 3 ισχύει μόνο για x = −3
7 . Άρα μπορούμε
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να εφαρμόσουμε τον κανόνα σύνθεσης και να αλλάξουμε μεταβλητή από x σε y = 3x2−7x
x2+1

και
βρίσκουμε

limx→±∞(3x
2−7x

x2+1
)1/2 = limy→3 y

1/2 =
√
3.

Για το δεύτερο όριο έχουμε

limx→0−
(
1− 1

x + 1
x3

)
= limx→0−

x3−x2+1
x3 = −∞

και
limx→0+

(
1− 1

x + 1
x3

)
= limx→0+

x3−x2+1
x3 = +∞.

Άρα η συνάρτηση 1− 1
x+

1
x3 έχει αρνητικές τιμές κοντά στον 0 και από τα αριστερά του και θετικές

τιμές κοντά στον 0 και από τα δεξιά του. Επομένως, υπάρχει κάποιος δ > 0 ώστε η συνάρτηση
(1− 1

x +
1
x3 )

1/5 να μην ορίζεται στο διάστημα (−δ, 0) αλλά να ορίζεται στο διάστημα (0, δ). Άρα
το αρχικό όριο όταν x → 0 είναι στην πραγματικότητα όριο όταν x → 0+. Τώρα μπορούμε να
εφαρμόσουμε τον κανόνα σύνθεσης και να αλλάξουμε μεταβλητή από x (στο διάστημα (0, δ)) σε
y = 1− 1

x + 1
x3 και έχουμε

limx→0(1− 1
x + 1

x3 )
1/5 = limy→+∞ y

1/5 = +∞.

Άσκηση 3.3.8. Βρείτε τα limx→±∞(ex − e2x + 1), limx→0±
1

ex−1 .

Λύση: Έχουμε:
limx→−∞(ex − e2x + 1) = 0− 0 + 1 = 1

και
limx→+∞(ex − e2x + 1) = limx→+∞ e

2x(e−x − 1 + e−2x) = −∞.

Επειδή ισχύει ex < 1 για x < 0 και ισχύει ex > 1 για x > 0, συνεπάγεται

limx→0−
1

ex−1 = −∞, limx→0+
1

ex−1 = +∞.

Άσκηση 3.3.9. Βρείτε τα limx→0
log(2x)
log(3x) , limx→1±

1
logx , limx→0 log 1−logx

1+(logx)2 .

Λύση: Για το πρώτο όριο κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε y = logx και έχουμε:

limx→0
log(2x)
log(3x) = limx→0

logx+log 2
logx+log 3 = limy→−∞

y+log 2
y+log 3 = 1.

Για το δεύτερο όριο βλέπουμε ότι ισχύει logx < 0 για 0 < x < 1 και ότι ισχύει logx > 0 για
x > 1, οπότε

limx→1−
1

logx = −∞, limx→1+
1

logx = +∞.

Τέλος, με αλλαγή μεταβλητής από x σε y = logx έχουμε:

limx→0
1−logx

1+(logx)2 = limy→−∞
1−y
1+y2

= 0.

Επίσης, είναι εύκολο να δούμε ότι ισχύει 1−logx
1+(logx)2 > 0 κοντά στον 0 (και από τα δεξιά του).

Πράγματι, αυτή η ανισότητα ισχύει για 0 < x < 1. Άρα μπορούμε να κάνουμε αλλαγή μεταβλητής
από x σε z = 1−logx

1+(logx)2 και βρίσκουμε:

limx→0 log 1−logx
1+(logx)2 = limz→0+ log z = −∞.

Άσκηση 3.3.10. Για κάθε ξ ∈ R βρείτε τα limx→ξ±[x]. Για ποιούς ξ υπάρχει το limx→ξ[x];
Βρείτε το limx→±∞[1/x].

Λύση:Αν ο ξ δεν είναι ακέραιος, τότε υπάρχει ακέραιος k ώστε k < ξ < k+1. Προφανώς, k = [ξ].
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Τότε η συνάρτηση [x] είναι σταθερή και ίση με k = [ξ] στα διαστήματα (k, ξ) και (ξ, k + 1) και
άρα

lim
x→ξ

[x] = [ξ] για ξ /∈ Z.

Αν ο ξ είναι ακέραιος, τότε η συνάρτηση [x] είναι σταθερή και ίση με ξ−1 στο διάστημα (ξ−1, ξ)
και σταθερή και ίση με ξ στο διάστημα (ξ, ξ + 1) και άρα

lim
x→ξ−

[x] = ξ − 1 = [ξ]− 1 και lim
x→ξ+

[x] = ξ = [ξ] για ξ ∈ Z.

Επομένως, το limx→ξ[x] υπάρχει μόνο όταν ο ξ δεν είναι ακέραιος.
Στο διάστημα (1,+∞) ισχύει 0 < 1

x < 1 και, επομένως, [ 1x ] = 0. Ομοίως, στο (−∞,−1) ισχύει
−1 < 1

x < 0 και, επομένως, [ 1x ] = −1. Άρα

limx→−∞
[
1
x

]
= −1, limx→+∞

[
1
x

]
= 0.

Άσκηση 3.3.11. Βρείτε τα limx→0 x cotx, limx→0
1−cosx
x sinx , limx→π

sin(3x)
sinx , limx→±∞ x sin 1

x .

Λύση: Έχουμε
limx→0 x cotx = limx→0

x
sinx cosx = 1 · 1 = 1.

limx→0
1−cosx
x sinx = limx→0

1−cosx
x2

x
sinx = 1

2 · 1 = 1
2 .

limx→π
sin(3x)
sinx = limx→π

sin(3π−3x)
sin(π−x) = limy→0

sin(3y)
sin y = 3.

limx→±∞ x sin 1
x = limy→0±

sin y
y = 1.

Άσκηση 3.3.12. Βρείτε τα limx→±∞
[x]
x .

Αν a, b > 0, βρείτε το limx→0+(x/a)[b/x].

Λύση: Αν x > 0, από την x− 1 < [x] ≤ x παίρνουμε 1− 1
x <

[x]
x ≤ 1 και άρα limx→+∞

[x]
x = 1.

Ομοίως, για x < 0 παίρνουμε 1− 1
x >

[x]
x ≥ 1 και άρα limx→−∞

[x]
x = 1.

Τέλος, αν x > 0, πολλαπλασιάζουμε την b
x − 1 <

[
b
x

]
≤ b

x με τον x
a > 0 και έχουμε b

a − x
a <

x
a

[
b
x

]
≤ b

a . Επομένως, limx→0+
x
a [

b
x ] =

b
a .

Άσκηση 3.3.15. Βρείτε τα limx→1± f(x), αν ισχύει (x−1)f(x) ≥ 1 για κάθε x με 0 < |x−1| < 1
4 .

Λύση: Αν 1 − 1
4 < x < 1, τότε από την (x − 1)f(x) ≥ 1 συνεπάγεται f(x) ≤ 1

x−1 , οπότε
limx→1− f(x) = −∞.
Αν 1 < x < 1 + 1

4 , με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε f(x) ≥
1

x−1 , οπότε limx→1+ f(x) = +∞.

Άσκηση 3.3.16. Υπολογίστε τις πιθανές τιμές του limx→+∞ f(x) αν γνωρίζουμε ότι το όριο αυτό
υπάρχει και ότι ισχύει f(

√
x) = −3(f(x))2 + 1 για κάθε x > 1.

Λύση: Έστω limx→+∞ f(x) = η ∈ R.
Τότε, με αλλαγή μεταβλητής από x σε y =

√
x, έχουμε limx→+∞ f(

√
x) = limy→+∞ f(y) = η.

Άρα από την f(
√
x) = −3(f(x))2 + 1 συνεπάγεται η = −3η2 + 1.

Άρα η = −∞ ή η = −1±
√
13

6 .
Για να είναι πλήρης η απάντηση πρέπει να βρούμε δύο συναρτήσεις f στο (1,+∞) οι οποίες ικα-
νοποιούν την δοσμένη ισότητα για κάθε x > 1 και ώστε η μία να έχει όριο −∞ και η άλλη όριο
−1±

√
13

6 όταν x→ +∞.
Το δεύτερο είναι εύκολο. Θεωρούμε τη σταθερή συνάρτηση με τύπο f(x) = −1±

√
13

6 για x > 1.
Το πρώτο είναι κάπως δύσκολο. Θα δούμε μια γενική μέθοδο κατασκευής συναρτήσεων που ικα-
νοποιούν την

f(
√
x) = −3(f(x))2 + 1 για x > 1. (14.35)

Θεωρούμε έναν a > 1 (για παράδειγμα, τον a = 2) και γράφουμε τη διπλή ακολουθία σημείων

1 < . . . < a1/(2
n) < . . . < a1/4 < a1/2 < a < a2 < a4 < . . . < a2

n
< . . .
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Έχουμε ότι a1/(2n) → 1 και a2n → +∞, οπότε τα αντίστοιχα διαστήματα

. . .
[
a1/(2

n), a1/(2
n−1)), . . . , [a1/4, a1/2), [a1/2, a), [a, a2), [a2, a4), . . . , [a2

n
, a2

n+1
), . . .

είναι ανά δύο ξένα και η ένωσή τους ισούται με το (1,+∞).
Τώρα, παρατηρούμε ότι, όταν ο x διατρέχει ένα οποιοδήποτε από αυτά τα διαστήματα, τότε ο

√
x

διατρέχει το αμέσως προηγούμενο (προς τα αριστερά) διάστημα. Και, αντιστρόφως, αν ο x δια-
τρέχει ένα οποιοδήποτε από αυτά τα διαστήματα, τότε ο x2 διατρέχει το αμέσως επόμενο (προς τα
δεξιά) διάστημα.
Τώρα θεωρούμε μια τυχαία συνάρτηση f ορισμένη στο διάστημα [a, a2).
Αν ο x διατρέχει το [a1/2, a), τότε ο x2 διατρέχει το [a, a2), οπότε μπορούμε να ορίσουμε τη συ-
νάρτηση f και στο [a1/2, a) με τύπο f(x) = −3(f(x2))2 + 1. Δηλαδή, ορίζουμε τις τιμές της f
στο [a1/2, a) μέσω των τιμών της στο [a, a2).
Αφού ορίσαμε την f στο [a1/2, a), παρατηρούμε ότι, αν ο x διατρέχει το [a1/4, a1/2), τότε ο x2
διατρέχει το [a1/2, a), οπότε μπορούμε να ορίσουμε τη συνάρτηση f και στο [a1/4, a1/2) με τύπο
f(x) = −3(f(x2))2 + 1. Δηλαδή, ορίζουμε τις τιμές της f στο [a1/4, a1/2) μέσω των τιμών της
στο [a1/2, a).
Συνεχίζουμε επ’ άπειρον και, επαγωγικά, από την αρχική συνάρτηση f στο [a, a2) κατασκευά-
ζουμε τη συνάρτηση f και σε ολόκληρο το διάστημα (1, a). Η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί την
(14.35) για 1 < x < a2. Πράγματι, αν 1 < x < a2, τότε ο t =

√
x ανήκει σε ακριβώς ένα από

τα διαστήματα . . . , [a1/4, a1/2), [a1/2, a), οπότε ο t2 = x ανήκει στο αμέσως επόμενο (προς τα
δεξιά) διάστημα και από τον επαγωγικό τρόπο που κατασκευάστηκε η f συνεπάγεται ότι

f(
√
x) = f(t) = −3(f(t2))2 + 1 = −3(f(x))2 + 1.

Τώρα απομένει να κατασκευάσουμε την f στο διάστημα [a2,+∞) και θα το κάνουμε όπως πριν
με επαγωγικό τρόπο κατασκευάζοντας την f διαδοχικά στα διαστήματα [a2, a4), [a4, a8), . . . .
Αν ο x διατρέχει το [a2, a4), τότε ο

√
x διατρέχει το [a, a2), οπότε μπορούμε να ορίσουμε τη

συνάρτηση f και στο [a2, a4) με τύπο

f(x) = −
√

1−f(
√
x)

3 .

Ο λόγος που επιλέγουμε το πρόσημο − μπροστά από την τετραγωνική ρίζα θα φανεί σε λίγο.
Τώρα, για να ορίζεται η τετραγωνική ρίζα πρέπει να θέσουμε τον εξής περιορισμό στην αρχική
συνάρτηση f στο διάστημα [a, a2): πρέπει να ισχύει f(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ [a, a2).
Με αυτόν τον τρόπο έχουμε ορίσει την f και στο [a2, a4). Τώρα, αν ο x διατρέχει το [a4, a8),
τότε ο

√
x διατρέχει το [a2, a4), οπότε μπορούμε να ορίσουμε τη συνάρτηση f και στο [a4, a8)

με τύπο f(x) = −
√

1−f(
√
x)

3 . Η τετραγωνική ρίζα ορίζεται, διότι ισχύει f(x) ≤ 0 ≤ 1 για κάθε
x ∈ [a2, a4), ακριβώς επειδή επιλέξαμε το πρόσημο − μπροστά από την τετραγωνική ρίζα στο
προηγούμενο βήμα.
Συνεχίζουμε επ’ άπειρον και, επαγωγικά, από την αρχική συνάρτηση f στο [a, a2) κατασκευά-
ζουμε τη συνάρτηση f και σε ολόκληρο το διάστημα [a2,+∞). Η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί
την (14.35) για a2 ≤ x < +∞. Πράγματι, αν a2 ≤ x, τότε ο x ανήκει σε ακριβώς ένα από
τα διαστήματα [a2, a4), [a4, a8), . . . , οπότε ο

√
x ανήκει στο αμέσως προηγούμενο (προς τα αρι-

στερά) διάστημα και από τον επαγωγικό τρόπο που κατασκευάστηκε η f συνεπάγεται ότι f(x) =
−3(f(x2))2 + 1.
Ανακεφαλαιώνοντας, ξεκινώντας με μια f στο [a, a2) με τον περιορισμό να ισχύει f(x) ≤ 1 για
κάθε x ∈ [a, a2) μπορούμε να επεκτείνουμε την f στο (1,+∞) έτσι ώστε να ισχύει η (14.35).
Μένει να δούμε αν μπορούμε να φτιάξουμε την f έτσι ώστε να έχουμε limx→+∞ f(x) = −∞.
Πριν προχωρήσουμε πρέπει να παρατηρήσουμε ότι η επιλογή του προσήμου − μπροστά από την

τετραγωνική ρίζα στον τύπο f(x) = −
√

1−f(
√
x)

3 δεν είναι απολύτως αναγκαστική! Μας εξασφα-
λίζει ότι θα ισχύει f(x) ≤ 0 ≤ 1 αλλά εμείς αυτό που θέλουμε είναι να ισχύει f(x) ≤ 1 ώστε
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στο επόμενο βήμα της επαγωγικής κατασκευής της f να ορίζεται η τετραγωνική ρίζα
√

1−f(
√
x)

3 .
Άρα θα μπορούσαμε να επιλέγουμε και το πρόσημο+ αλλά υπό την προϋπόθεση ότι στα επόμενα
βήματα θα ορίζονται οι διάφορες τετραγωνικές ρίζες. Άρα το πρόβλημα κατασκευής της γενικό-
τερης δυνατής f είναι περίπλοκο.
Και τώρα ήρθε η ώρα να απογοητεύσουμε τον αναγνώστη, λέγοντας ότι δεν υπάρχει f στο (1,+∞)
η οποία να ικανοποιεί την (14.35) και ώστε να είναι limx→+∞ f(x) = −∞. Αυτό, όμως, θα το
δούμε στην άσκηση 3.4.6.
Στην ένσταση ότι όλη η δουλειά που κάναμε προσπαθώντας να κατασκευάσουμε μια f που δεν
υπάρχει ήταν περιττή αντιτείνω το ότι η τεχνική επαγωγικής κατασκευής μιας υποψήφιας f είναι
σημαντική από μόνη της. Εξ άλλου το μόνο που δεν επιτυγχάνεται είναι το limx→+∞ f(x) = −∞.
Η κατασκευή μιας f ώστε να ισχύει η (14.35) ήταν επιτυχής!

Άσκηση 3.3.19. Έστω f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R.
Αποδείξτε ότι limx→0 f(|x|) = l αν και μόνο αν limx→0+ f(x) = l.
Βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f(1/x). Αποδείξτε ότι limx→+∞ f(1/x) = l αν και μόνο
αν limx→0+ f(x) = l και ότι limx→−∞ f(1/x) = l αν και μόνο αν limx→0− f(x) = l.
Βρείτε συνάρτηση f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R ώστε να υπάρχει το limx→0 f(|x|) και να μην υπάρχει
το limx→0 f(x).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω limx→0 f(|x|) = l. Επειδή ισχύει x = |x| αν x > 0, έχουμε
limx→0+ f(x) = limx→0+ f(|x|) = l.
Αντιστρόφως, έστω limx→0+ f(x) = l. Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από x σε y = |x|, έχουμε
limx→0 f(|x|) = limy→0+ f(y) = l.
Το δεύτερο ερώτημα. O 1

x ανήκει στο (−1, 0) ∪ (0, 1) αν και μόνο αν ο x ανήκει στο (−∞,−1) ∪
(1,+∞). Μάλιστα, ο 1

x ανήκει στο (−1, 0) αν και μόνο αν ο x ανήκει στο (−∞,−1) και ο 1
x

ανήκει στο (0, 1) αν και μόνο αν ο x ανήκει στο (1,+∞).
Τώρα, έστω limx→+∞ f(1/x) = l. Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από x σε y = 1

x , παίρνουμε
limx→0+ f(x) = limy→+∞ f(1/y) = l.
Αντιστρόφως, έστω limx→0+ f(x) = l. Κάνοντας πάλι αλλαγή μεταβλητής από x σε y = 1

x , παίρ-
νουμε limx→+∞ f(1/x) = limy→0+ f(y) = l.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η άλλη ισοδυναμία.
Το τρίτο ερώτημα. Θεωρούμε τη συνάρτηση f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R με τύπο f(x) = |x|

x .
Τότε limx→0 f(|x|) = limx→0 1 = 1. Αλλά το limx→0 f(x) δεν υπάρχει, αφού limx→0− f(x) =
limx→0−(−1) = −1 και limx→0+ f(x) = limx→0+ 1 = 1.

Άσκηση 3.3.20. Έστω f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R. Αν limx→0

(
f(x) + 1

f(x)

)
= 2, βρείτε το

limx→0 f(x).
Έστω f : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R. Αν limx→0

(
f(x) + 1

|f(x)|
)
= 0, βρείτε το limx→0 f(x).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Από το limx→0

(
f(x) + 1

f(x)

)
= 2 έχουμε ότι ισχύει f(x) + 1

f(x) > 0

κοντά στον 0. Επομένως, ισχύει f(x) > 0 κοντά στον 0.
Ορίζουμε την g : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R με τύπο g(x) = f(x) + 1

f(x) , οπότε limx→0 g(x) = 2.
Λύνουμε την g(x) = f(x) + 1

f(x) ως προς τον f(x) συναρτήσει του g(x). Πρώτα, όμως, παρατη-
ρούμε ότι ισχύει g(x) ≥ 2 κοντά στον 0. Πράγματι, ισχύει

g(x)− 2 =
(√

f(x)− 1√
f(x)

)2
≥ 0

κοντά στον 0.
Τώρα, από την g(x) = f(x) + 1

f(x) συνεπάγεται f(x)
2 − g(x)f(x) + 1 = 0 και, επομένως,

f(x) =
g(x)±

√
g(x)2−4
2
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κοντά στον 0. (Από την g(x) ≥ 2 συνεπάγεται g(x)2 − 4 ≥ 0.)
Άρα

limx→0 f(x) = limx→0
g(x)±

√
g(x)2−4
2 = 2±

√
22−4
2 = 1.

Το δεύτερο ερώτημα. Έστω f(x) > 0 για κάποιον x. Τότε f(x)+ 1
|f(x)| = f(x)+ 1

f(x) ≥ 2. Όμως,
από το limx→0

(
f(x) + 1

|f(x)|
)
= 0 συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) + 1

|f(x)| < 2 κοντά στον 0 και,
επομένως, πρέπει να ισχύει f(x) < 0 κοντά στον 0.
Άρα limx→0

(
f(x)− 1

f(x)

)
= limx→0

(
f(x) + 1

|f(x)|
)
= 0 και ισχύει f(x) < 0 κοντά στον 0.

Ορίζουμε την g : (−1, 0) ∪ (0, 1) → R με τύπο g(x) = f(x)− 1
f(x) , οπότε limx→0 g(x) = 0.

Λύνουμε την g(x) = f(x)− 1
f(x) ως προς τον f(x) συναρτήσει του g(x) και βρίσκουμε

f(x) =
g(x)±

√
g(x)2+4

2 .

Εύκολα βλέπουμε ότι, επειδή ισχύει f(x) < 0 κοντά στον 0, συνεπάγεται ότι ισχύει

f(x) =
g(x)−

√
g(x)2+4

2

κοντά στον 0. Άρα

limx→0 f(x) = limx→0
g(x)−

√
g(x)2+4

2 = 0−
√
02+4
2 = −1.

Άσκηση 3.3.21. Έστω f, g : A → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και limx→ξ f(x) <
limx→ξ g(x). Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) < g(x) κοντά στον ξ.

Λύση: Θεωρούμε οποιονδήποτε αριθμό a ώστε limx→ξ f(x) < a < limx→ξ g(x).
Από το ότι limx→ξ f(x) < a συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) < a κοντά στον ξ και από το ότι
a < limx→ξ g(x) συνεπάγεται ότι ισχύει a < g(x) κοντά στον ξ. Άρα ισχύει f(x) < a και
a < g(x) και, επομένως, ισχύει f(x) < g(x) κοντά στον ξ.

Άσκηση 3.3.22. Έστω f, g : A→ R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA. Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R
και limx→ξ g(x) = ζ ∈ R, τότε αποδείξτε ότι limx→ξ max{f(x), g(x)} = max{η, ζ}.

Λύση: Διακρίνουμε περιπτώσεις.
Αν η < ζ, τότε από το αποτέλεσμα της άσκησης 3.3.21 συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) < g(x) κο-
ντά στο ξ. Άρα ισχύει max{f(x), g(x)} = g(x) κοντά στο ξ, οπότε limx→ξ max{f(x), g(x)} =
limx→ξ g(x) = ζ = max{η, ζ}.
Η περίπτωση όπου ζ < η είναι όμοια με την προηγούμενη.
Έστω η = ζ ∈ R. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και τότε ισχύει η − ϵ < f(x) < η + ϵ και
η − ϵ < g(x) < η + ϵ κοντά στο ξ. Επομένως, ισχύει η − ϵ < max{f(x), g(x)} < η + ϵ κοντά
στο ξ, οπότε limx→ξ max{f(x), g(x)} = η = max{η, ζ}.
Αν η = ζ = +∞, τότε από την f(x) ≤ max{f(x), g(x)} συνεπάγεται limx→ξ max{f(x), g(x)} =
+∞ = max{η, ζ}.
Τέλος, έστω η = ζ = −∞. Παίρνουμε τυχόντα M > 0 και τότε ισχύει f(x) < −M και
g(x) < −M κοντά στο ξ. Άρα ισχύει max{f(x), g(x)} < −M κοντά στο ξ και, επομένως,
limx→ξ max{f(x), g(x)} = −∞ = max{η, ζ}.

Άσκηση 3.3.23. Δώστε παράδειγμα όπου υπάρχει το όριο limx→ξ(f(x)+g(x)) αλλά δεν υπάρχουν
τα limx→ξ f(x), limx→ξ g(x).

Λύση: Τα όρια limx→0
1
x και limx→0(− 1

x) δεν υπάρχουν, αλλά υπάρχει το limx→0

(
1
x + (− 1

x)
)
=

limx→0 0 = 0.
Άλλο παράδειγμα. Τα όρια limx→+∞ sinx και limx→+∞(− sinx) δεν υπάρχουν, αλλά υπάρχει το
limx→+∞

(
sinx+ (− sinx)

)
= limx→+∞ 0 = 0.

Άσκηση 3.3.24. Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → +∞, g(x) → −∞ και
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η f(x) + g(x) (i) να έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 0, g(x) → +∞ και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ R (ii) να μην έχει όριο.

Υπόδειξη: Προσαρμόστε τη λύση της άσκησης 2.3.29.

Άσκηση 3.3.25. Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → +∞, g(x) → 0 και
η f(x)g(x) (i) να έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η
f(x)g(x) να έχει όριο c ∈ [−∞, 0);
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 0, g(x) → −∞ και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ {+∞,−∞} (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)g(x) να
έχει όριο c ∈ R;
Βρείτε συναρτήσεις f , g ώστε σε κάποιο ξ να είναι f(x) → 1, g(x) → +∞ και η f(x)g(x) (i) να
έχει όριο έναν οποιονδήποτε c ∈ [0,+∞] (ii) να μην έχει όριο. Είναι δυνατόν η f(x)g(x) να έχει
όριο c ∈ [−∞, 0);

Λύση: Προσαρμόστε τις λύσεις των ασκήσεων 2.3.30 και 2.4.10.

Άσκηση 3.3.26. Έστω f : A→ R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A, limx→ξ f(x) = η και έστω
ότι ισχύει f(x) ≤ η για κάθε x ∈ A με x ̸= ξ. Αποδείξτε ότι sup{f(x) |x ∈ A, x ̸= ξ} = η.

Λύση: Για συντομία θέτουμε

u = sup{f(x) |x ∈ A, x ̸= ξ},

οπότε πρέπει να αποδείξουμε ότι u = η.
Από το ότι ισχύει f(x) ≤ η για κάθε x ∈ A με x ̸= ξ συνεπάγεται ότι το η είναι άνω φράγμα του
συνόλου {f(x) |x ∈ A, x ̸= ξ}. Άρα u ≤ η.
Προφανώς, ισχύει f(x) ≤ u για κάθε x ∈ A με x ̸= ξ. Άρα limx→ξ f(x) ≤ u, δηλαδή η ≤ u.
Από τις u ≤ η και η ≤ u συνεπάγεται u = η.

Άσκηση 3.3.28. Έστω ότι ισχύει |a1 sinx + a2 sin 2x + · · · + an sinnx| ≤ | sinx| για κάθε x.
Αποδείξτε ότι |a1 + 2a2 + · · ·+ nan| ≤ 1.

Υπόδειξη: Διαιρέστε την |a1 sinx + a2 sin 2x + · · · + an sinnx| ≤ | sinx| με τον |x| και πάρτε
όριο όταν x→ 0.

Άσκηση 3.3.29. [α] Έστω f : (0,+∞) → R μονότονη στο (0,+∞). Αν limx→+∞
f(2x)
f(x) = 1,

αποδείξτε ότι για κάθε a > 0 είναι limx→+∞
f(ax)
f(x) = 1.

Υπόδειξη: Αποδείξτε ότι, για κάθε n ∈ N, είναι limx→+∞
f(2nx)
f(x) = 1.

Άσκηση 3.3.30.Έστω f : A→ R και ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης τουA. Αν limx→ξ f(x) = η ∈ R
και αν ισχύει f(x) ̸= η κοντά στο ξ, αποδείξτε ότι το η είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου τιμών
{f(x) |x ∈ A}.

Λύση: Έστω ϵ > 0.
Επειδή limx→ξ f(x) = η, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στο ξ. Επίσης, επειδή ισχύει
f(x) ̸= η κοντά στο ξ, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) και f(x) ̸= η κοντά στο ξ.
Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι, για κάθε ϵ > 0, στην περιοχή Nη(ϵ) υπάρχει στοιχείο του συνόλου
{f(x) |x ∈ A} το οποίο είναι ̸= η. Άρα το η είναι σημείο συσσώρευσης του {f(x) |x ∈ A}.

Άσκηση 3.3.31. [α] Βρείτε τις ασύμπτωτες ευθείες - κατακόρυφες και πλάγιες - των γραφημάτων
της συνάρτησης y = 2x+1

x−1 και της αντίστροφής της x = y+1
y−2 .

[β] Θεωρήστε τη συνάρτηση y = 2x − 1
x με πεδίο ορισμού το (0,+∞). Αποδείξτε ότι το σύνολο

τιμών της είναι το (−∞,+∞) και ότι η αντίστροφη συνάρτηση είναι η x = 1
4(y+

√
y2 + 8). Βρείτε

τις ασύμπτωτες ευθείες - κατακόρυφες και πλάγιες - των γραφημάτων των δύο αυτών συναρτήσεων.
[γ] Γενικότερα, πώς σχετίζονται οι πλάγιες και οι κατακόρυφες ασύμπτωτες μιας συνάρτησης f και

587



της αντίστροφής της f−1 ;

Λύση: [α] Βρίσκουμε διαδοχικά τα όρια

limx→±∞
2x+1
x(x−1) = 0, limx→±∞

(
2x+1
x−1 − 0x

)
= 2.

Επομένως, η οριζόντια ευθεία με εξίσωση y = 0x + 2 = 2 είναι πλάγια ασύμπτωτη ευθεία στο
+∞ και στο−∞ της y = 2x+1

x−1 . Επίσης, η ευθεία με εξίσωση x = 1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη
της y = 2x+1

x−1 .
Ομοίως, βρίσκουμε διαδοχικά τα όρια

limy→±∞
y+1

y(y−2) = 0, limy→±∞
(y+1
y−2 − 0y

)
= 1.

Άρα η οριζόντια ευθεία με εξίσωση x = 0y + 1 = 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη ευθεία στο +∞
και στο −∞ της x = y+1

y−2 . Επίσης, η ευθεία με εξίσωση y = 2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της
x = y+1

y−2 .

[β] Για κάθε y στο (−∞,+∞) η εξίσωση y = 2x− 1
x είναι ισοδύναμη με την 2x2 − yx− 1 = 0

και έχει τις δύο λύσεις x =
y±

√
y2+8
4 . Από αυτές ακριβώς μία είναι θετική, η x =

y+
√

y2+8
4 .

Άρα για κάθε y ∈ (−∞,+∞) η εξίσωση y = 2x − 1
x έχει ακριβώς μία λύση x ∈ (0,+∞) και,

επομένως, το σύνολο τιμών της συνάρτησης y = 2x− 1
x στο (0,+∞) είναι το (−∞,+∞) και η

αντίστροφη συνάρτηση είναι η x = 1
4(y +

√
y2 + 8).

Τώρα, βρίσκουμε διαδοχικά τα όρια

limx→+∞
1
x

(
2x− 1

x

)
= 2, limx→+∞

(
2x− 1

x − 2x
)
= 0,

οπότε η ευθεία με εξίσωση y = 2x είναι πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ της y = 2x− 1
x . Επίσης, η

ευθεία με εξίσωση x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της y = 2x− 1
x .

Ομοίως, βρίσκουμε διαδοχικά τα όρια

limy→−∞
y+

√
y2+8

4y = 0, limy→−∞
(
1
4(y +

√
y2 + 8)− 0y

)
= 0

και τα
limy→+∞

y+
√

y2+8
4y = 1

2 , limy→+∞
(
1
4(y +

√
y2 + 8)− 1

2 y
)
= 0.

Άρα η οριζόντια ευθεία με εξίσωση x = 0y+0 = 0 είναι πλάγια ασύμπτωτη στο−∞ και η ευθεία
με εξίσωση x = 1

2 y είναι πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ της x = 1
4(y +

√
y2 + 8).

[γ] Γενικότερα, έστω ότι η ευθεία y = µx + ν είναι πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ της y = f(x).
Δηλαδή

limx→+∞(f(x)− µx− ν) = 0.

Αν µ > 0, συνεπάγεται limx→+∞(µx + ν) = +∞ και άρα limx→+∞ f(x) = +∞. Επομένως,
κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), βρίσκουμε ότι

limy→+∞
(
f−1(y)− 1

µ y +
ν
µ

)
= limx→+∞

(
x− 1

µ f(x) +
ν
µ

)
= limx→+∞

µx+ν−f(x)
µ = 0.

Άρα η ευθεία με εξίσωση x = 1
µ y −

ν
µ είναι πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ της x = f−1(y).

Αν µ < 0, συνεπάγεται limx→+∞(µx + ν) = −∞ και άρα limx→+∞ f(x) = −∞. Επομένως,
κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), βρίσκουμε ότι

limy→−∞
(
f−1(y)− 1

µ y +
ν
µ

)
= limx→+∞

(
x− 1

µ f(x) +
ν
µ

)
= limx→+∞

µx+ν−f(x)
µ = 0.

Άρα η ευθεία με εξίσωση x = 1
µ y −

ν
µ είναι πλάγια ασύμπτωτη στο −∞ της x = f−1(y).

Αν µ = 0 (δηλαδή, αν η ασύμπτωτη είναι οριζόντια), τότε limx→+∞ f(x) = ν. Οπότε, κάνοντας
αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), βρίσκουμε ότι

limy→ν f
−1(y) = limx→+∞ x = +∞.
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Άρα η ευθεία με εξίσωση y = ν είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της x = f−1(y). Βλέπουμε,
λοιπόν, ότι από μια μη-οριζόντια πλάγια ασύμπτωτη στο+∞ της y = f(x) προκύπτει μια πλάγια
ασύμπτωτη (είτε στο +∞ είτε στο −∞) της x = f−1(y) και ότι από μια οριζόντια ασύμπτωτη
στο +∞ της y = f(x) προκύπτει μια κατακόρυφη ασύμπτωτη της x = f−1(y).
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι ισχύουν ακριβώς τα ίδια με ασύμπτωτες στο −∞ της f .
Τέλος, έστω ότι η ευθεία με εξίσωση x = κ είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της y = f(x).
Αν limx→κ+ f(x) = +∞, τότε, κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), βρίσκουμε
ότι

limy→+∞ f
−1(y) = limx→κ+ x = κ.

Άρα η ευθεία με εξίσωση x = κ είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞ της x = f−1(y).
Μπορούμε να δούμε ότι το ίδιο συμβαίνει σε κάθε μία από τις περιπτώσεις limx→κ± f(x) = ±∞
και συμπεραίνουμε ότι από μια κατακόρυφη ασύμπτωτη της y = f(x) προκύπτει μια οριζόντια
ασύμπτωτη της x = f−1(y).
Φυσικά, η κατάσταση είναι συμμετρική: από τις ασύμπτωτες της x = f−1(y) προκύπτουν με τον
ίδιο τρόπο ασύμπτωτες της y = f(x).
Το τελικό συμπέρασμα είναι το εξής. Οι ασύμπτωτες της y = f(x) και οι ασύμπτωτες της x =
f−1(y) κατατάσσονται σε ζευγάρια: μη-οριζόντιες πλάγιες ασύμπτωτες της y = f(x) αντιστοι-
χούν σε μη-οριζόντιες πλάγιες ασύμπτωτες της x = f−1(y) και αντιστρόφως και οριζόντιες ασύμ-
πτωτες της y = f(x) αντιστοιχούν σε κατακόρυφες ασύμπτωτες της x = f−1(y) και αντιστρόφως.
Μάλιστα, κοιτώντας προσεκτικά τις εξισώσεις y = µx + ν και x = 1

µ y −
ν
µ καθώς και τις αντί-

στοιχες εξισώσεις στις άλλες περιπτώσεις, συμπεραίνουμε ότι οι ασύμπτωτες των y = f(x) και
x = f−1(y) που ανήκουν στο ίδιο ζευγάρι είναι συμμετρικές ως προς την κύρια διαγώνιο του xy
επιπέδου - ακριβώς όπως τα γραφήματα των y = f(x) και x = f−1(y).
Κάποια από τα προηγούμενα γενικά συμπεράσματα επιβεβαιώνονται στις ειδικές περιπτώσεις [α]
και [β].

Άσκηση 3.4.4. Έστω f : R → R περιοδική με περίοδο τ > 0, δηλαδή έστω f(x+ τ) = f(x) για
κάθε x. Αποδείξτε ότι, αν υπάρχει το limx→+∞ f(x), τότε η f είναι σταθερή συνάρτηση.

Λύση:Παρατηρούμε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει f(x+nτ) = f(x) για κάθε x. Αυτό αποδεικνύεται
πολύ εύκολα με την αρχή της επαγωγής.
Τώρα, έστω limx→+∞ f(x) = η ∈ R και έστω τυχών t.
Θεωρούμε την ακολουθία (xn) με τύπο xn = t+nτ για κάθε n για την οποία έχουμε, προφανώς,
ότι xn → +∞. Από το limx→+∞ f(x) = η συνεπάγεται f(xn) → η.
Όμως, ισχύει f(xn) = f(t+ nτ) = f(t) για κάθε n, οπότε f(xn) → f(t).
Από τις f(xn) → η και f(xn) → f(t) συμπεραίνουμε ότι f(t) = η.
Άρα ισχύει f(t) = η για κάθε t και, επομένως, η f είναι σταθερή (και το η είναι αριθμός).

Άσκηση 3.4.6. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει f : (1,+∞) → Rώστε να ισχύει f(
√
x) = −3(f(x))2+

1 για κάθε x > 1 και limx→+∞ f(x) = −∞.

Λύση: Παίρνουμε οποιονδήποτε a > 1 και ορίζουμε την ακολουθία με τύπο xn = a2
n . Ισχύει

xn ∈ (1 +∞) για κάθε n και xn → +∞.
Τώρα, έστω (για άτοπο) ότι υπάρχει f : (1,+∞) → R ώστε να ισχύει f(

√
x) = −3(f(x))2 + 1

για κάθε x > 1 και limx→+∞ f(x) = −∞.
Συνεπάγεται f(xn) → −∞.
Παρατηρούμε ότι ισχύει √xn+1 = xn για κάθε n και άρα

f(xn) = f(
√
xn+1) = −3(f(xn+1))

2 + 1 για κάθε n.

Ορίζουμε yn = f(xn) για κάθε n και άρα έχουμε ότι

yn → −∞ και yn = −3yn+1
2 + 1 για κάθε n.
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Η εξίσωση t = −3t2 + 1 έχει δύο λύσεις: τις ξ = −1−
√
13

6 και η = −1+
√
13

6 με ξ < η.
Επειδή yn → −∞, συνεπάγεται ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

yn ≤ ξ για κάθε n ≥ n0.

Άρα για n ≥ n0 έχουμε ότι yn+1 ≤ ξ, οπότε ο yn+1 είναι εκτός των ριζών της t = −3t2 +1. Άρα
ισχύει

yn+1 ≥ −3yn+1
2 + 1 = yn για κάθε n ≥ n0.

Επομένως, η (yn) είναι τελικά αύξουσα και καταλήγουμε σε άτοπο αφού yn → −∞.

Άσκηση 3.5.1. Έστω f : [1,+∞) → R αύξουσα στο [1,+∞) ώστε να ισχύει f(n) ≥
√
n για κάθε

n ∈ N. Υπάρχει το limx→+∞ f(x); αν ναι, υπολογίστε το.
Τί αλλάζει ως προς το προηγούμενο συμπέρασμα αν δεν υποθέσουμε ότι η συνάρτηση f είναι αύ-
ξουσα;

Λύση: Επειδή η f είναι αύξουσα, το η = limx→+∞ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός ή +∞.
Τώρα, θεωρούμε την ακολουθία με τύπο xn = n για κάθε n.
Επειδή xn → +∞, συνεπάγεται ότι f(xn) → η. Όμως, ισχύει f(xn) = f(n) ≥

√
n για κάθε n

και άρα f(xn) → +∞.
Συμπεραίνουμε ότι η = +∞.
Αν η f δεν είναι αύξουσα, τότε από το ότι ισχύει f(n) ≥

√
n για κάθε n ∈ N δεν συνεπάγεται

αναγκαστικά ότι υπάρχει το limx→+∞ f(x).
Θεωρούμε, για παράδειγμα, την συνάρτηση f(x) =

√
x cos(2πx). Προφανώς, ισχύει f(n) =

√
n

για κάθε n ∈ N, αλλά το limx→+∞ f(x) δεν υπάρχει. Πράγματι, αν πάρουμε τις δύο ακολουθίες
με τύπους xn′ = n και xn′′ = n + 1

2 , βλέπουμε ότι ισχύει xn
′ → +∞ και xn′′ → +∞, αλλά

f(xn
′) =

√
n→ +∞ και f(xn′′) = −

√
n+ (1/2) → −∞.

Άσκηση 3.5.2. Έστω a > 1.
[α] Χρησιμοποιήστε το ότι ισχύει loga(ax) = 1 + loga x για κάθε x > 0 καθώς και τη μονοτονία
της loga x και βρείτε το limx→0 loga x.

Λύση: Επειδή η loga x είναι αύξουσα, το η = limx→0 loga x υπάρχει και είναι αριθμός ή −∞.
Με αλλαγή μεταβλητής έχουμε limx→0 loga(ax) = limy→0 loga y = η.
Επομένως, από την loga(ax) = 1 + loga x συνεπάγεται η = 1 + η και άρα η = −∞.

Άσκηση 3.5.3. Έστω f : A → R αύξουσα στο A και ξ ∈ R από αριστερά του και από δεξιά του
σημείο συσσώρευσης του A.
Αποδείξτε ότι υπάρχουν τα όρια η = limx→ξ− f(x) και ζ = limx→ξ+ f(x), ότι είναι αριθμοί και
ότι η ≤ ζ.
Θεωρήστε τους αριθμούς y με την ιδιότητα: ισχύει f(x′) ≤ y ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ A με
x′ < ξ < x′′. Αποδείξτε ότι αυτοί οι αριθμοί y είναι ακριβώς τα στοιχεία του διαστήματος [η, ζ].

Λύση: Επειδή η f είναι αύξουσα, υπάρχει το η = limx→ξ− f(x) και είναι αριθμός ή+∞ και υπάρ-
χει το ζ = limx→ξ+ f(x) και είναι αριθμός ή −∞.
Έστω τυχών x′ ∈ A με x′ < ξ. Τότε για κάθε x′′ ∈ A με ξ < x′′ ισχύει f(x′) ≤ f(x′′). Άρα
f(x′) ≤ limx′′→ξ+ f(x

′′), δηλαδή f(x′) ≤ ζ.
Έχουμε, λοιπόν, ότι ισχύει f(x′) ≤ ζ για κάθε x′ ∈ A με x′ < ξ. Άρα limx′→ξ+ f(x

′) ≤ ζ,
δηλαδή η ≤ ζ.
Αυτομάτως, τα η, ζ είναι αριθμοί.
Κατόπιν, έστω οποιοσδήποτε αριθμός y με την ιδιότητα να ισχύει f(x′) ≤ y ≤ f(x′′) για κάθε
x′, x′′ ∈ A με x′ < ξ < x′′. Παίρνοντας όρια όταν x′ → ξ− και όταν x′′ → ξ+, βρίσκουμε
η ≤ y ≤ ζ. Άρα κάθε τέτοιος αριθμός y ανήκει στο διάστημα [η, ζ].
Αντιστρόφως, έστω y στο διάστημα [η, ζ].
Επειδή η f είναι αύξουσα, γνωρίζουμε ότι ισχύει f(x′) ≤ η για κάθε x′ ∈ A με x′ < ξ. Για τον
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ίδιο λόγο, ισχύει ζ ≤ f(x′′) για κάθε x′′ ∈ A με ξ < x′′. Άρα f(x′) ≤ η ≤ y ≤ ζ ≤ f(x′′) για
κάθε x′, x′′ ∈ A με x′ < ξ < x′′. Δηλαδή, κάθε αριθμός y στο [η, ζ] έχει την ιδιότητα να ισχύει
f(x′) ≤ y ≤ f(x′′) για κάθε x′, x′′ ∈ A με x′ < ξ < x′′.

Άσκηση 3.5.4. Έστω ξ ∈ R ∪ {+∞}, A ⊆ (−∞, ξ), f : A → R γνησίως αύξουσα στο A και
έστω ότι το ξ είναι σημείο συσσώρευσης του A. Γνωρίζουμε ότι υπάρχει το η = limx→ξ f(x) ∈
R ∪ {+∞} και ότι ισχύει f(x) < η για κάθε x ∈ A. Άρα το σύνολο τιμών B = {f(x) |x ∈ A}
είναι ⊆ (−∞, η). Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο A, ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση
f−1 : B → A και είναι γνησίως αύξουσα στο B.
Aποδείξτε ότι το η είναι σημείο συσσώρευσης του B και ότι limy→η f

−1(y) = ξ.

Λύση: Το ότι το η είναι σημείο συσσώρευσης του B συνεπάγεται αμέσως από το αποτέλεσμα της
άσκησης 3.3.30.
Επειδή η f−1 : B → A είναι γνησίως αύξουσα στο B και επειδή B ⊆ (−∞, η) και το η είναι
σημείο συσσώρευσης του B, συνεπάγεται ότι υπάρχει το limy→η f

−1(y).
Θέτουμε ξ′ = limy→η f

−1(y) και έχουμε να αποδείξουμε ότι ξ′ = ξ.
Τώρα, όμως, τους συλλογισμούς που κάναμε για την f και την f−1 μπορούμε να τούς κάνουμε
και για την f−1 και την (f−1)−1 = f . Δηλαδή, από το ότι η f−1 : B → A είναι γνησίως αύξουσα
στο B, το ότι B ⊆ (−∞, η) και το ότι το η είναι σημείο συσσώρευσης του B, συνεπάγεται ότι το
A (το σύνολο τιμών της f−1) είναι ⊆ (−∞, ξ′) και ότι το ξ′ είναι σημείο συσσώρευσης του A.
Συμπεραίνουμε ότι το A είναι ⊆ (−∞, ξ) και ⊆ (−∞, ξ′) και ότι τα ξ, ξ′ είναι και τα δύο σημεία
συσσώρευσης του A. Τώρα, αν ξ < ξ′, τότε το ξ′ δεν μπορεί να είναι σημείο συσσώρευσης του
A, αφού A ⊆ (−∞, ξ). Ομοίως, αν ξ′ < ξ, τότε το ξ δεν μπορεί να είναι σημείο συσσώρευσης
του A, αφού A ⊆ (−∞, ξ′). Άρα ξ = ξ′.

Άσκηση 3.6.1. Έστω f : A → R, ξ ∈ R σημείο συσσώρευσης του A και δ > 0,M > 0, ρ > 0
ώστε να ισχύει |f(x′) − f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′|ρ για κάθε x′, x′′ ∈ A με 0 < |x′ − ξ| < δ και
0 < |x′′ − ξ| < δ. Αποδείξτε ότι το limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός.

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0. Θεωρούμε τον δ1 = ( ϵ
M )1/ρ > 0 και τον δ2 = min{δ, δ12 } > 0.

Τότε για κάθε x′, x′′ ∈ A με 0 < |x′ − ξ| < δ2 και 0 < |x′′ − ξ| < δ2 έχουμε ότι ισχύει
0 < |x′ − ξ| < δ και 0 < |x′′ − ξ| < δ και άρα

|f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′|ρ.

Επίσης, ισχύει |x′ − x′′| ≤ |x′ − ξ|+ |x′′ − ξ| < δ1
2 + δ1

2 = δ1 και, επομένως,

|f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′|ρ < Mδ1
ρ = ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ2 > 0 ώστε να ισχύει |f(x′) − f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A με
0 < |x′ − ξ| < δ2 και 0 < |x′′ − ξ| < δ2. Συνεπώς, το limx→ξ f(x) υπάρχει και είναι αριθμός.

14.4 Κεφάλαιο 4.

Άσκηση 4.1.1. Αποδείξτε βάσει του ορισμού ότι οι x2, 1
x ,

√
x είναι συνεχείς στον 1.

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει κάποιος
δ > 0 ώστε να ισχύει |x2 − 1| < ϵ για κάθε x με |x− 1| < δ.
Τώρα, το |x2−1| < ϵ συνεπάγεται από το |x+1||x−1| < ϵ και θα δούμε ότι ισχύει |x+1||x−1| ≤
M |x−1| σε κάποια περιοχή του 1, όπουM είναι κάποιος αριθμός ανεξάρτητος του x στην περιοχή
αυτή. Για να ισχύει κάτι τέτοιο είναι αρκετό να ισχύει |x + 1| ≤ M . Πράγματι, αν πάρουμε
οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1, τότε για κάθε x με |x− 1| < δ ισχύει |x− 1| < 1 και, επομένως,
ισχύει |x + 1| = |(x − 1) + 2| ≤ |x − 1| + 2 < 3. Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε
δ ≤ 1, τότε για κάθε x με |x− 1| < δ ισχύει |x+ 1||x− 1| < 3|x− 1|. Δηλαδή:

0 < δ ≤ 1 : |x− 1| < δ ⇒ |x+ 1||x− 1| < 3|x− 1|. (14.36)
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Τώρα βλέπουμε ότι το 3|x−1| < ϵ συνεπάγεται από το |x−1| < ϵ
3 . Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε

δ > 0 ώστε δ ≤ ϵ
3 , τότε για κάθε x με |x− 1| < δ ισχύει |x− 1| < ϵ

3 και, επομένως, 3|x− 1| < ϵ.
Δηλαδή:

0 < δ ≤ ϵ
3 : |x− 1| < δ ⇒ 3|x− 1| < ϵ. (14.37)

Άρα, συνολικά, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1 και δ ≤ ϵ
3 , τότε συνδυάζουμε τις

(14.36) και (14.37) ως εξής: για κάθε x με |x − 1| < δ ισχύει |x + 1||x − 1| < 3|x − 1| (διότι
δ ≤ 1) και 3|x− 1| < ϵ (διότι δ ≤ ϵ

3 ) και, επομένως, ισχύει |x+ 1||x− 1| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ min{1, ϵ3} : |x−1| < δ ⇒
{
|x+ 1||x− 1| < 3|x− 1|

3|x− 1| < ϵ

}
⇒ |x+1||x−1| < ϵ.

Η δεύτερη συνάρτηση. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Πρέπει να αποδείξουμε ότι υπάρχει κάποιος
δ > 0 ώστε να ισχύει | 1x − 1| < ϵ για κάθε x ̸= 0 με |x− 1| < δ.
Το | 1x − 1| < ϵ συνεπάγεται από το |x−1||x| < ϵ και θα δούμε ότι ισχύει |x−1||x| ≤ M |x − 1| σε
κάποια περιοχή του 1, όπουM είναι κάποιος αριθμός ανεξάρτητος του x στην περιοχή αυτή. Για
να ισχύει κάτι τέτοιο είναι αρκετό να ισχύει |x| ≥ 1

M . Και τώρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0
ώστε δ ≤ 1

2 , τότε για κάθε x με |x − 1| < δ ισχύει |x − 1| < 1
2 και, επομένως, ισχύει |x| > 1

2 .
Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1

2 , τότε για κάθε x με |x − 1| < δ ισχύει
|x−1|
|x| < 2|x− 1|. Δηλαδή:

0 < δ ≤ 1 : |x− 1| < δ ⇒ |x−1|
|x| < 2|x− 1|. (14.38)

Τώρα, το 2|x − 1| < ϵ συνεπάγεται από το |x − 1| < ϵ
2 . Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0

ώστε δ ≤ ϵ
2 , τότε για κάθε x με |x − 1| < δ ισχύει |x − 1| < ϵ

2 και, επομένως, 2|x − 1| < ϵ.
Δηλαδή:

0 < δ ≤ ϵ
2 : |x− 1| < δ ⇒ 2|x− 1| < ϵ. (14.39)

Άρα, συνολικά, αν πάρουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ 1
2 και δ ≤ ϵ

2 , τότε συνδυάζουμε τις
(14.38) και (14.39) ως εξής: για κάθε x με |x− 1| < δ ισχύει |x−1||x| < 2|x − 1| (διότι δ ≤ 1

2 ) και

2|x− 1| < ϵ (διότι δ ≤ ϵ
2 ) και, επομένως, ισχύει

|x−1|
|x| < ϵ. Δηλαδή:

0 < δ ≤ min{1
2 ,

ϵ
2} : |x− 1| < δ ⇒

{
|x− 1|/|x| < 2|x− 1|

2|x− 1| < ϵ

}
⇒ |x−1|

|x| < ϵ.

Η τρίτη συνάρτηση. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και θα αποδείξουμε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε να
ισχύει |

√
x− 1| < ϵ για κάθε x ≥ 0 με |x− 1| < δ.

Τώρα, η |
√
x− 1| < ϵ γράφεται |x−1|√

x+1
< ϵ και αυτή συνεπάγεται από την |x− 1| < ϵ (μικρύναμε

τον παρονομαστή). Άρα, αν επιλέξουμε οποιονδήποτε δ > 0 ώστε δ ≤ ϵ, τότε για κάθε x ≥ 0 με
|x− 1| < δ συνεπάγεται |x− 1| < ϵ και άρα συνεπάγεται |

√
x− 1| = |x−1|√

x+1
< ϵ.

Άσκηση 4.1.3. Θεωρήστε τις συναρτήσεις x− [x], x− [x]− 1
2 ,
∣∣x− [x]− 1

2

∣∣. Σε ποιά σημεία είναι
συνεχείς ή δεξιά συνεχείς ή αριστερά συνεχείς;

Λύση: Δείτε τα γραφήματα των συναρτήσεων στα σχήματα 36 και 37.

592



Ηπρώτη συνάρτηση f(x) = x−[x]. Γνωρίζουμε από το αποτέλεσμα της άσκησης 3.3.10 ότι, αν ο ξ
δεν είναι ακέραιος, τότε limx→ξ[x] = [ξ] και ότι, αν ο ξ είναι ακέραιος, τότε limx→ξ+[x] = ξ = [ξ]
και limx→ξ−[x] = ξ − 1 = [ξ]− 1.
Επομένως, αν ο ξ δεν είναι ακέραιος, τότε

limx→ξ f(x) = limx→ξ(x− [x]) = ξ − [ξ] = f(ξ)

και άρα η συνάρτηση είναι συνεχής στον ξ. Αν ο ξ είναι ακέραιος, τότε

limx→ξ+ f(x) = limx→ξ+(x− [x]) = ξ − [ξ] = 0 = f(ξ),

limx→ξ− f(x) = limx→ξ−(x− [x]) = ξ − [ξ] + 1 = 1 = f(ξ) + 1,

οπότε η συνάρτηση είναι δεξιά συνεχής αλλά όχι αριστερά συνεχής στον ξ.
Η δεύτερη συνάρτηση f(x) = x− [x]− 1

2 . Αν ο ξ δεν είναι ακέραιος, τότε

limx→ξ

(
x− [x]− 1

2

)
= ξ − [ξ]− 1

2 = f(ξ)

και άρα η συνάρτηση είναι συνεχής στον ξ. Αν ο ξ είναι ακέραιος, τότε

limx→ξ+ f(x) = limx→ξ+

(
x− [x]− 1

2

)
= ξ − [ξ]− 1

2 = −1
2 = f(ξ),

limx→ξ− f(x) = limx→ξ−
(
x− [x]− 1

2

)
= ξ − [ξ] + 1

2 = 1
2 = f(ξ) + 1

οπότε η συνάρτηση είναι δεξιά συνεχής αλλά όχι αριστερά συνεχής στον ξ.
Η τρίτη συνάρτηση f(x) = |x− [x]− 1

2 |. Αν ο ξ δεν είναι ακέραιος, τότε

limx→ξ f(x) = limx→ξ

∣∣x− [x]− 1
2

∣∣ = ∣∣ξ − [ξ]− 1
2

∣∣ = f(ξ)

και άρα η συνάρτηση είναι συνεχής στον ξ. Αν ο ξ είναι ακέραιος, τότε

limx→ξ+ f(x) = limx→ξ+

∣∣x− [x]− 1
2

∣∣ = ∣∣ξ − [ξ]− 1
2

∣∣ = ∣∣− 1
2

∣∣ = 1
2 = f(ξ),

limx→ξ− f(x) = limx→ξ−
∣∣x− [x]− 1

2

∣∣ = ∣∣ξ − [ξ] + 1
2

∣∣ = ∣∣1
2

∣∣ = 1
2 = f(ξ)

οπότε η συνάρτηση είναι δεξιά συνεχής και αριστερά συνεχής στον ξ. Άρα η συνάρτηση είναι
συνεχής σε κάθε ξ.

Άσκηση 4.1.5. Σε ποιά σημεία είναι συνεχής η συνάρτηση f(x) = limn→+∞
nx−n−x

nx+n−x ;

Λύση: Αν x = 0, τότε είναι nx−n−x

nx+n−x = 1−1
1+1 = 0 για κάθε n, οπότε f(0) = limn→+∞ 0 = 0.

Αν x > 0, τότε

f(x) = limn→+∞
nx−n−x

nx+n−x = limn→+∞
1−n−2x

1+n−2x = 1−0
1+0 = 1.

Τέλος, αν x < 0, τότε

f(x) = limn→+∞
nx−n−x

nx+n−x = limn→+∞
n2x−1
n2x+1

= 0−1
0+1 = −1.
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Άρα η f έχει τύπο f(x) =


1, αν x > 0

0, αν x = 0

−1, αν x < 0

οπότε η f είναι συνεχής σε κάθε ξ ̸= 0 και ασυνεχής

στον 0.

Άσκηση 4.1.6. Έστω f : (ξ − δ, ξ + δ) → R.
[α] Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στον ξ, τότε limh→0(f(ξ + h)− f(ξ − h)) = 0.

Από την f(x) =

{
1, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
και τον ξ = 0 τί συμπεραίνετε για την ισχύ του αντιστρόφου;

Λύση: Επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, έχουμε limh→0 f(ξ + h) = f(ξ) και limh→0 f(ξ − h) =
f(ξ) και, επομένως,

limh→0(f(ξ + h)− f(ξ − h)) = f(ξ)− f(ξ) = 0.

Για την ειδική συνάρτηση έχουμε limh→0 f(0 + h) = limh→0 f(h) = 0 και limh→0 f(0 − h) =
limh→0 f(−h) = 0 και άρα

limh→0(f(0 + h)− f(0− h)) = 0.

Όμως, η f δεν είναι συνεχής στον 0, αφού f(0) = 1.

Άσκηση 4.1.7. Έστω f : A → R, ξ ∈ A και δ > 0,M ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ A με |x − ξ| < δ. Θεωρούμε την g : A → R με τύπο g(x) = (x − ξ)f(x). Αποδείξτε ότι η g
είναι συνεχής στον ξ.

Λύση: Είναι g(ξ) = (ξ − ξ)f(ξ) = 0.
Επίσης, ισχύει |g(x)| = |x−ξ||f(x)| ≤M |x−ξ| κοντά στον ξ και, επειδή limx→ξM |x−ξ| = 0,
συνεπάγεται ότι limx→ξ g(x) = 0.
Άρα η g είναι συνεχής στον ξ.

Άσκηση 4.1.8. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και έστω ότι ο ξ είναι σημείο

ασυνέχειας της f . Αν υπάρχει η ∈ R ώστε η συνάρτηση με τύπο g(x) =

{
f(x), αν x ∈ A, x ̸= ξ

η, αν x = ξ

να είναι συνεχής στον ξ, αποδείξτε ότι ο ξ είναι σημείο άρσιμης ασυνέχειας της f .

Λύση: Επειδή η g είναι συνεχής στον ξ, είναι limx→ξ g(x) = g(ξ) = η. Τώρα, επειδή οι f, g ταυ-
τίζονται κοντά στον ξ, συνεπάγεται ότι limx→ξ f(x) = limx→ξ g(x) = η. Άρα ο ξ είναι σημείο
άρσιμης ασυνέχειας της f .

Άσκηση 4.1.9. Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1, αν x ∈ Q
0, αν x ∈ R \Q

είναι ασυνεχής σε κάθε x.

Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
x, αν x ∈ Q
0, αν x ∈ R \Q

είναι συνεχής στον 0 και ασυνεχής σε κάθε x ̸= 0.

Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1/n, αν x = m/n για κάποιουςm ∈ Z, n ∈ N με gcd(m,n) = 1

0, αν x ∈ R \Q
εί-

ναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ Q και συνεχής σε κάθε x ∈ R \Q.

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση. Παίρνουμε έναν οποιονδήποτε ξ. Θα βρούμε έναν ϵ > 0 τέτοιον ώστε
για κάθε δ > 0 να υπάρχει κάποιος x ώστε |x− ξ| < δ και |f(x)− f(ξ)| ≥ ϵ. Αυτό ακριβώς είναι
η άρνηση του ορισμού της συνέχειας στον ξ και, επομένως, η f θα είναι ασυνεχής στον ξ.
Έστω ξ ∈ Q, οπότε f(ξ) = 1.
Αν θέλουμε να πετύχουμε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| = |f(x) − 1| ≥ ϵ > 0, τότε αναγκαστικά ο x
πρέπει να είναι άρρητος, διότι αν ο x είναι ρητός τότε |f(x)−f(ξ)| = |1−1| = 0. Μάλιστα, αν ο
x είναι πράγματι άρρητος τότε θα είναι |f(x)−f(ξ)| = |0−1| = 1 και θα ισχύει |f(x)−f(ξ)| ≥ ϵ
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αρκεί να έχουμε φροντίσει να επιλέξουμε ϵ ≤ 1.
Μετά από αυτά τα προκαταρκτικά, επιλέγουμε έναν ϵ τέτοιον ώστε 0 < ϵ ≤ 1 (για παράδειγμα,
τον ϵ = 1 ή τον ϵ = 1

2 ). Τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένας x ∈ R \Q στο διάστημα
(ξ−δ, ξ+δ). Ένας τέτοιος x ικανοποιεί την |x−ξ| < δ αλλά δεν ικανοποιεί την |f(x)−f(ξ)| < ϵ,
αφού |f(x)− f(ξ)| = |0− 1| = 1 ≥ ϵ.
Τώρα, έστω ξ ∈ R \Q, οπότε f(ξ) = 0.
Σκεφτόμαστε όπως και στην πρώτη περίπτωση και καταλήγουμε πάλι στο εξής.
Επιλέγουμε έναν ϵ τέτοιον ώστε 0 < ϵ ≤ 1. Τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένας x ∈ Q
στο διάστημα (ξ − δ, ξ + δ). Ένας τέτοιος x ικανοποιεί την |x− ξ| < δ αλλά δεν ικανοποιεί την
|f(x)− f(ξ)| < ϵ, αφού |f(x)− f(ξ)| = |1− 0| = 1 ≥ ϵ.
Η δεύτερη συνάρτηση. Έστω ξ ̸= 0.
Έστω ξ ∈ Q \ {0}, οπότε f(ξ) = ξ ̸= 0.
Επιλέγουμε έναν ϵ τέτοιον ώστε 0 < ϵ ≤ |ξ|. Τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένας
x ∈ R \ Q στο διάστημα (ξ − δ, ξ + δ). Ένας τέτοιος x ικανοποιεί την |x − ξ| < δ αλλά δεν
ικανοποιεί την |f(x)− f(ξ)| < ϵ, αφού |f(x)− f(ξ)| = |0− ξ| = |ξ| ≥ ϵ.
Άρα η f είναι ασυνεχής στον ξ.
Κατόπιν, έστω ξ ∈ R \Q, οπότε f(ξ) = 0.
Επιλέγουμε έναν ϵ τέτοιον ώστε 0 < ϵ ≤ |ξ|

2 . Τότε για κάθε δ > 0 ορίζουμε δ′ = min{δ, |ξ|2 } > 0
και τότε υπάρχει τουλάχιστον ένας x ∈ Q στο διάστημα (ξ−δ′, ξ+δ′). Ένας τέτοιος x ικανοποιεί
την |x − ξ| < δ. Ικανοποιεί, όμως, και την |x − ξ| < |ξ|

2 και άρα την |x| ≥ |ξ|
2 . Συνεπάγεται ότι

αυτός ο x δεν ικανοποιεί την |f(x)− f(ξ)| < ϵ, αφού |f(x)− f(ξ)| = |x− 0| = |x| ≥ |ξ|
2 ≥ ϵ.

Άρα η f είναι ασυνεχής στον ξ.
Τέλος, έστω ξ = 0.
Από τον τύπο της συνάρτησης συνεπάγεται αμέσως ότι ισχύει

−|x| ≤ f(x) ≤ |x|

για κάθε x. Άρα από την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται ότι limx→0 f(x) = 0 = f(0), οπότε
η f είναι συνεχής στον ξ = 0.
Παρατήρηση:Μπορούμε να κάνουμε και μια άλλου τύπου απόδειξη στην περίπτωση όπου ξ = 0
ως εξής. Από τον τύπο της συνάρτησης έχουμε ότι

lim
x∈Q,x→0

f(x) = lim
x∈Q,x→0

x = 0 και lim
x∈R\Q,x→0

f(x) = lim
x∈R\Q,x→0

0 = 0.

Τώρα, επειδή τα σύνολα Q και R \Q σχηματίζουν ολόκληρο το R, συνεπάγεται ότι

lim
x→0

f(x) = 0.

Αυτό αποτελεί ειδική περίπτωση μιας γενικότερης ιδιότητας.
Έστω f : A ∪B → R και A ∩B = ∅. Αν το ξ είναι σημείο συσσώρευσης και του A και του B και
αν limx∈A,x→ξ f(x) = l και limx∈B,x→ξ f(x) = l, τότε limx→ξ f(x) = l.
Η ιδιότητα αυτή αποτελεί, ουσιαστικά, το περιεχόμενο της άσκησης 3.2.4.
Η τρίτη συνάρτηση. Έστω ξ ∈ Q.
Τότε ο ξ γράφεται ξ = m

n για κάποιους m ∈ Z, n ∈ N με gcd(m,n) = 1 και, επομένως, είναι
f(ξ) = 1

n > 0.
Επιλέγουμε έναν ϵ τέτοιον ώστε 0 < ϵ ≤ f(ξ). Τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένας
x ∈ R \ Q στο διάστημα (ξ − δ, ξ + δ). Ένας τέτοιος x ικανοποιεί την |x − ξ| < δ αλλά δεν
ικανοποιεί την |f(x)− f(ξ)| < ϵ, αφού |f(x)− f(ξ)| = |0− f(ξ)| = f(ξ) ≥ ϵ.
Άρα η f είναι ασυνεχής στον ξ.
Τώρα, έστω ξ ∈ R \Q, οπότε f(ξ) = 0.
Θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0 και παίρνουμε έναν n0 ∈ N έτσι ώστε να είναι 1

n0
≤ ϵ. Τώρα εξετάζουμε
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όλους τους ρητούς m
n μεm ∈ Z, n ∈ N και gcd(m,n) = 1 και έτσι ώστε n ≤ n0. Παίρνουμε δύο

τέτοιους, τον m′

n′ και τον m′′

n′′ , και εκτιμούμε την απόστασή τους:∣∣m′

n′ − m′′

n′′

∣∣ = |m′n′′−m′′n′|
n′n′′ ≥ 1

n0
2 ,

διότι ο m′n′′ −m′′n′ είναι ακέραιος ̸= 0 και διότι n′, n′′ ≤ n0. Δηλαδή, οποιοιδήποτε δύο από
αυτούς τους ρητούς απέχουν μεταξύ τους απόσταση ≥ 1

n0
2 .

Τώρα, θεωρούμε το διάστημα (ξ − 1
2n0

2 , ξ +
1

2n0
2 ). Επειδή το μήκος αυτού του ανοικτού δια-

στήματος είναι ίσο με 1
n0

2 , υπάρχει το πολύ ένας ρητός από αυτούς που εξετάσαμε μέσα σ’ αυτό
το διάστημα. Αν δεν υπάρχει κανένας τέτοιος ρητός, επιλέγουμε δ = 1

2n0
2 ενώ, αν υπάρχει ένας

τέτοιος ρητός, επιλέγουμε τον δ να είναι ίσος με την απόσταση αυτού του ρητού από τον άρρητο
ξ. Σε κάθε περίπτωση είναι προφανές ότι το διάστημα (ξ − δ, ξ + δ) δεν περιέχει κανέναν ρητό
από αυτούς που εξετάσαμε και άρα κάθε ρητός x που περιέχεται σ’ αυτό το διάστημα γράφεται
x = m

n για κάποιουςm ∈ Z, n ∈ N με gcd(m,n) = 1 και n > n0 και, επομένως, ισχύει

|f(x)− f(ξ)| = | 1n − 0| = 1
n <

1
n0

≤ ϵ.

Επίσης, για κάθε άρρητο x ∈ (ξ − δ, ξ + δ) ισχύει |f(x)− f(ξ)| = |0− 0| = 0 < ϵ.
Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)− f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ (ξ − δ, ξ + δ)
και, επομένως, η f είναι συνεχής στον ξ.

Άσκηση 4.1.10. Έστω A ⊆ B, ξ ∈ A, g : B → R και έστω ότι η f : A → R είναι ο περιορισμός
της g στο A. Αποδείξτε ότι, αν η g είναι συνεχής στον ξ, τότε και η f είναι συνεχής στον ξ.

Λύση: Έστω ότι η g είναι συνεχής στον ξ. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και τότε υπάρχει δ > 0 ώστε
να ισχύει |g(x)−g(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ B με |x− ξ| < δ. ΕπειδήA ⊆ B, συνεπάγεται ότι ισχύει
|g(x)− g(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. Όμως, έχουμε ότι f(x) = g(x) για κάθε x ∈ A.
Άρα ισχύει |f(x)− f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ και άρα η f είναι συνεχής στον ξ.

Άσκηση 4.1.11. Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
x(−1)[1/x], αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι η f είναι συ-

νεχής στον 0 και ασυνεχής σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0.

Λύση: Για κάθε x ̸= 0 ισχύει

|f(x)| =
∣∣x(−1)[1/x]

∣∣ = | ± x| = |x|.

Άρα limx→0 f(x) = 0 = f(0), οπότε η f είναι συνεχής στον 0.
Αν n ∈ N, n ≥ 2, στο διάστημα ( 1

n+1 ,
1
n ] ισχύει f(x) = x(−1)n και στο διάστημα ( 1n ,

1
n−1 ] ισχύει

f(x) = x(−1)n−1, οπότε

limx→(1/n)− f(x) =
1
n(−1)n, limx→(1/n)+ f(x) =

1
n(−1)n−1.

Άρα δεν υπάρχει το limx→(1/n) f(x), οπότε ο 1
n είναι σημείο ασυνέχειας της f .

Άρα η f είναι ασυνεχής σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον 0.

Άσκηση 4.1.12.Έστω f : A→ R, ξ ∈ A και δ > 0,M ≥ 0, ρ > 0ώστε να ισχύει |f(x)−f(ξ)| ≤
M |x− ξ|ρ για κάθε x ∈ A με |x− ξ| < δ. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ.
Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις |x|, x2,

√
|x| έχουν την παραπάνω ιδιότητα με ξ = 0 και βρείτε τους

αντίστοιχους μέγιστους εκθέτες ρ. Αποδείξτε ότι οι ίδιες συναρτήσεις έχουν την παραπάνω ιδιότητα
με οποιονδήποτε ξ ̸= 0 και βρείτε τους αντίστοιχους μέγιστους εκθέτες ρ. Παρατηρήστε ότι για
τις δύο τελευταίες συναρτήσεις είναι άλλος ο μέγιστος εκθέτης ρ για τον ξ = 0 και άλλος για τον
οποιονδήποτε ξ ̸= 0.

Λύση: Από το limx→ξM |x − ξ|ρ = 0 και από το ότι ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ κοντά
στον ξ συνεπάγεται limx→ξ(f(x)− f(ξ)) = 0 και άρα limx→ξ f(x) = f(ξ).
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Η πρώτη συνάρτηση f(x) = |x|. Για οποιονδήποτε ξ έχουμε ότι ισχύει

|f(x)− f(ξ)| = ||x| − |ξ|| ≤ |x− ξ|

για κάθε x. Άρα η f έχει την εν λόγω ιδιότητα με ρ = 1.
Ας υποθέσουμε ότι για κάποιον ξ υπάρχουν δ > 0,M ≥ 0, ρ > 1 ώστε να ισχύει |f(x)− f(ξ)| ≤
M |x− ξ|ρ για κάθε x με |x− ξ| < δ. Δηλαδή, ισχύει ||x| − |ξ|| ≤M |x− ξ|ρ κοντά στον ξ.
Αν ξ = 0, τότε έχουμε ότι ισχύει |x| ≤ M |x|ρ κοντά στον 0. Άρα ισχύει |x|1−ρ ≤ M κοντά στον
0 το οποίο είναι άτοπο, διότι limx→0 |x|1−ρ = +∞.
Αν ξ > 0, τότε ισχύει x > 0 κοντά στον ξ, οπότε, συνδυάζοντας με την ||x| − |ξ|| ≤ M |x− ξ|ρ,
έχουμε ότι ισχύει |x − ξ| ≤ M |x − ξ|ρ κοντά στον ξ. Άρα ισχύει |x − ξ|1−ρ ≤ M κοντά στον ξ
το οποίο είναι άτοπο, διότι limx→ξ |x− ξ|1−ρ = +∞.
Με τον ίδιο τρόπο μπορείτε να αποδείξετε ότι προκύπτει άτοπο στην περίπτωση ξ < 0.
Άρα ο εκθέτης ρ = 1 είναι ο μέγιστος για να ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ κοντά σε
οποιονδήποτε ξ.
Η δεύτερη συνάρτηση f(x) = x2. Για τον ξ = 0 έχουμε ότι ισχύει

|f(x)− f(0)| = |x− 0|2

για κάθε x. Άρα η f έχει την εν λόγω ιδιότητα με ρ = 2.
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δ > 0,M ≥ 0, ρ > 2 ώστε να ισχύει |f(x) − f(0)| ≤ M |x − 0|ρ
για κάθε x με |x − 0| < δ. Δηλαδή, ισχύει |x|2 ≤ M |x|ρ κοντά στον 0. Άρα ισχύει |x|2−ρ ≤ M
κοντά στον 0 αλλά αυτό είναι άτοπο αφού limx→0 |x|2−ρ = +∞.
Άρα ο εκθέτης ρ = 2 είναι ο μέγιστος για να ισχύει |f(x)− f(0)| ≤M |x− 0|ρ κοντά στον 0.
Για οποιονδήποτε ξ ̸= 0 έχουμε

|f(x)− f(ξ)| = |x2 − ξ2| = |x+ ξ||x− ξ|.

Αν πάρουμε δ = 1, τότε για |x− ξ| < 1 ισχύει |x+ ξ| = |x− ξ+2ξ| ≤ |x− ξ|+2|ξ| ≤ 1+2|ξ|.
Άρα αν θέσουμεM = 1 + 2|ξ|, τότε ισχύει

|f(x)− f(ξ)| ≤M |x− ξ|

για κάθε x με |x− ξ| < 1.
Τώρα, ας υποθέσουμε ότι για κάποιον ξ ̸= 0 υπάρχουν δ > 0, M ≥ 0, ρ > 1 ώστε να ισχύει
|f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ για κάθε x με |x − ξ| < δ. Δηλαδή, ισχύει |x2 − ξ2| ≤ M |x − ξ|ρ
κοντά στον ξ. Τότε έχουμε ότι ισχύει |x+ ξ||x− ξ|1−ρ ≤ M κοντά στον ξ το οποίο είναι άτοπο,
διότι limx→ξ |x+ ξ||x− ξ|1−ρ = +∞.
Άρα ο εκθέτης ρ = 1 είναι ο μέγιστος για να ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ κοντά σε
οποιονδήποτε ξ ̸= 0.
Η τρίτη συνάρτηση f(x) =

√
|x|. Για τον ξ = 0 έχουμε ότι ισχύει

|f(x)− f(0)| = |x− 0|1/2

για κάθε x. Άρα η f έχει την εν λόγω ιδιότητα με ρ = 1
2 .

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δ > 0,M ≥ 0, ρ > 1
2 ώστε να ισχύει |f(x)−f(0)| ≤M |x−0|ρ για

κάθε x με |x− 0| < δ. Δηλαδή, ισχύει |x|1/2 ≤M |x|ρ κοντά στον 0. Άρα ισχύει |x|(1/2)−ρ ≤M
κοντά στον 0 αλλά αυτό είναι άτοπο αφού limx→0 |x|(1/2)−ρ = +∞.
Άρα ο εκθέτης ρ = 1

2 είναι ο μέγιστος για να ισχύει |f(x)− f(0)| ≤M |x− 0|ρ κοντά στον 0.
Για οποιονδήποτε ξ ̸= 0 έχουμε

|f(x)− f(ξ)| = ||x|1/2 − |ξ|1/2| = ||x|−|ξ||
|x|1/2+|ξ|1/2 ≤ 1

|ξ|1/2 |x− ξ|.

Άρα η f έχει την εν λόγω ιδιότητα με ρ = 1.
Έστω ότι για κάποιον ξ ̸= 0 υπάρχουν δ > 0, M ≥ 0, ρ > 1 ώστε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤
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M |x− ξ|ρ για κάθε x με |x− ξ| < δ. Δηλαδή, ισχύει ||x|1/2 − |ξ|1/2| ≤M |x− ξ|ρ κοντά στον ξ.
Τότε ισχύει ||x|−|ξ||

1−ρ

|x|1/2+|ξ|1/2 ≤M κοντά στον ξ το οποίο είναι άτοπο, διότι limx→ξ
||x|−|ξ||1−ρ

|x|1/2+|ξ|1/2 = +∞.
Άρα ο εκθέτης ρ = 1 είναι ο μέγιστος για να ισχύει |f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ κοντά σε
οποιονδήποτε ξ ̸= 0.

Άσκηση 4.1.13. Έστω, για κάθε n ∈ N, ένα πεπερασμένο σύνολο An ώστε Am ∩An = ∅ για κάθε

m,n ∈ N μεm ̸= n. Ορίζουμε τη συνάρτηση f(x) =

{
1/n, αν x ∈ An για κάποιον n
0, αν x /∈ An για κάθε n

Αποδείξτε

ότι η f είναι συνεχής σε κάθε x ∈ R \
∪+∞

n=1An και ασυνεχής σε κάθε x ∈
∪+∞

n=1An.

Λύση: Έστω ξ ∈ R \
∪+∞

n=1An, οπότε f(ξ) = 0.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε 1

n0
< ϵ και παρατηρούμε ότι η ένωση∪n0−1

n=1 An είναι πεπερασμένο σύνολο και δεν περιέχει τον ξ. Επομένως, υπάρχει δ > 0 ώστε
κανένας x με |x − ξ| < δ να μην περιέχεται στην ένωση αυτή. Δηλαδή, κάθε x με |x − ξ| < δ
ανήκει είτε στο R \

∪+∞
n=1An είτε στο

∪+∞
n=n0

An και άρα για κάθε τέτοιον x ισχύει είτε f(x) = 0

είτε f(x) = 1
n για κάποιον n ∈ N, n ≥ n0. Άρα για κάθε x με |x− ξ| < δ ισχύει

|f(x)− f(ξ)| = |f(x)| ≤ 1
n0
< ϵ.

Άρα η f είναι συνεχής στον ξ.
Έστω ξ ∈

∪+∞
n=1An, οπότε x ∈ An0 για κάποιον n0 ∈ N, οπότε f(ξ) = 1

n0
.

Θεωρούμε τον ϵ = 1
n0

− 1
n0+1 > 0 και παίρνουμε τυχόντα δ > 0. Επειδή η ένωση

∪n0
n=1An είναι

πεπερασμένο σύνολο, υπάρχει τουλάχιστον ένας x με |x−ξ| < δ ο οποίος δεν ανήκει σ’ αυτήν την
ένωση και άρα ανήκει είτε στο R\

∪+∞
n=1An είτε στο

∪+∞
n=n0+1An. Δηλαδή, υπάρχει τουλάχιστον

ένας x με |x− ξ| < δ ώστε f(x) = 0 ή f(x) = 1
n για κάποιον n ≥ n0 + 1. Τότε για έναν τέτοιο

x είναι

|f(x)−f(ξ)| = |f(ξ)| = 1
n0
> 1

n0
− 1

n0+1 = ϵ ή |f(x)−f(ξ)| =
∣∣ 1
n−

1
n0

∣∣ ≥ ∣∣ 1
n0+1−

1
n0

∣∣ = ϵ.

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι για τον συγκεκριμένο ϵ > 0 έχουμε ότι για κάθε δ > 0 υπάρχει τουλάχιστον
ένας x με |x− ξ| < δ για τον οποίο ισχύει |f(x)− f(ξ)| ≥ ϵ. Άρα η f δεν είναι συνεχής στον ξ.

Άσκηση 4.1.14. Έστω μη-κενό σύνολο B. Ορίζουμε f(x) = inf{|x− b| | b ∈ B} για κάθε x.
Αποδείξτε ότι, γενικά, ισχύει |f(x′) − f(x′′)| ≤ |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ και, επομένως, ότι η f
είναι συνεχής.

Λύση: Ισχύει f(x′) ≤ |x′ − b| για κάθε x′ και για κάθε b ∈ B. Άρα ισχύει

f(x′)− |x′ − x′′| ≤ |x′ − b| − |x′ − x′′| ≤ |x′′ − b|

για κάθε x′, x′′ και κάθε b ∈ B.
Δηλαδή, για κάθε x′, x′′ ο αριθμός f(x′)−|x′−x′′| είναι κάτω φράγμα του {|x′′− b| | b ∈ B} και
άρα ισχύει f(x′) − |x′ − x′′| ≤ f(x′′) ή, ισοδύναμα, f(x′) − f(x′′) ≤ |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′.
Αλλάζοντας τον ρόλο των συμβόλων x′, x′′, βλέπουμε ότι ισχύει f(x′′) − f(x′) ≤ |x′′ − x′| για
κάθε x′, x′′ και συμπεραίνουμε ότι ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤ |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′.

Άσκηση 4.1.15. Έστω διάστημα I και f : I → R μονότονη στο I .
Αν το σύνολο τιμών J = f(I) της f είναι διάστημα, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο I .
Αν, επιπλέον, η f είναι γνησίως μονότονη στο I , αποδείξτε ότι η f−1 : J → I είναι συνεχής στο J .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή η f είναι μονότονη σε διάστημα, γνωρίζουμε ότι, αν η f δεν
είναι συνεχής σε κάποιο ξ ∈ I , τότε υπάρχει κάποιο διάστημα K (θετικού μήκους) το οποίο πα-
ρεμβάλλεται ανάμεσα στις τιμές της f . Δηλαδή, υπάρχουν τιμές της f και στις δύο μεριές του K
και καμιά τιμή της f στοK. Τότε, όμως, το σύνολο τιμών της f δεν μπορεί να είναι διάστημα.
Άρα, αν το σύνολο τιμών της f είναι διάστημα, τότε η f είναι συνεχής σε κάθε ξ ∈ I .
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Το δεύτερο ερώτημα. Η f είναι γνησίως μονότονη στο I , οπότε ορίζεται η f−1 με πεδίο ορισμού
το σύνολο τιμών J της f και σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού I της f . Δηλαδή f−1 : J → I και
f−1(J) = I .
Η f−1 είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα J (διότι η f είναι γνησίως μονότονη) και το σύνολο
τιμών της είναι διάστημα (το I). Άρα, εφαρμόζοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα στην f−1, βλέ-
πουμε ότι η f−1 είναι συνεχής στο J .

Άσκηση 4.1.16. Έστω f : A→ R και ξ ∈ A.
Έστω ότι η f είναι φραγμένη κοντά στον ξ, δηλαδή υπάρχει δ0 > 0 ώστε η f να είναι φραγμένη στο
A∩Nξ(δ0). Αποδείξτε ότι 0 ≤ sup{f(x′)−f(x′′) |x′, x′′ ∈ A∩Nξ(δ)} < +∞ για κάθε δ ∈ (0, δ0].
Ορίζουμε συνάρτηση ω : (0, δ0] → R+

0 με τύπο ω(δ) = sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)}
για κάθε δ ∈ (0, δ0]. Αποδείξτε ότι η ω είναι αύξουσα στο (0, δ0], οπότε υπάρχει το limδ→0 ω(δ) και
είναι αριθμός ≥ 0. Ορίζουμε ω(f ; ξ) = limδ→0 ω(δ).
Έστω ότι δεν ισχύει ότι η f είναι φραγμένη κοντά στον ξ. Αποδείξτε ότι για κάθε δ > 0 είναι
sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} = +∞. Τότε ορίζουμε ω(f ; ξ) = +∞.
Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ αν και μόνο αν ω(f ; ξ) = 0.

Λύση: Έστω ότι υπάρχει δ0 > 0 ώστε η f να είναι φραγμένη στο A ∩ Nξ(δ0), δηλαδή υπάρ-
χει M0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M0 για κάθε x ∈ A ∩ Nξ(δ0). Τότε, αν δ ∈ (0, δ0], για κάθε
x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ) ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)|+ |f(x′′)| ≤ 2M0,

οπότε το σύνολο {f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} είναι άνω φραγμένο και άρα

sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} < +∞.

Επίσης, παρατηρούμε ότι το σύνολο {f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} περιέχει τουλάχιστον
ένα μη-αρνητικό στοιχείο. Πράγματι, έστω οποιοιδήποτε x1, x2 ∈ A∩Nξ(δ). Αν f(x1) ≤ f(x2),
τότε για τους x′ = x2, x′′ = x1 έχουμε ότι x′, x′′ ∈ A∩Nξ(δ) και f(x′)−f(x′′) ≥ 0. Αν f(x1) ≥
f(x2), τότε για τους x′ = x1, x′′ = x2 έχουμε ότι x′, x′′ ∈ A ∩ Nξ(δ) και f(x′) − f(x′′) ≥ 0.
Επομένως, αφού το σύνολο {f(x′) − f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} περιέχει τουλάχιστον ένα μη-
αρνητικό στοιχείο, συνεπάγεται

sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} ≥ 0.

Άρα η συνάρτηση ω που ορίζεται με τύπο

ω(δ) = sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} για κάθε δ ∈ (0, δ0]

έχει μη-αρνητικές πραγματικές τιμές.
Τώρα, έστω 0 < δ1 < δ2 ≤ δ0. Τότε για κάθε x′, x′′ ∈ A∩Nξ(δ2) ισχύει f(x′)− f(x′′) ≤ ω(δ2),
οπότε και για κάθε x′, x′′ ∈ A ∩ Nξ(δ1) ισχύει f(x′) − f(x′′) ≤ ω(δ2). Άρα ο ω(δ2) είναι άνω
φράγμα του συνόλου {f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ1)} και, επομένως, ω(δ1) ≤ ω(δ2). Άρα
η ω είναι αύξουσα στο (0, δ0].
Άρα υπάρχει το limδ→0 ω(δ) και είναι αριθμός ≥ 0 (αφού ισχύει ω(δ) ≥ 0 για κάθε δ ∈ (0, δ0]).
Τώρα, έστω ότι δεν ισχύει ότι η f είναι φραγμένη κοντά στον ξ. Δηλαδή, για κάθε δ > 0 το σύνολο
{f(x) |x ∈ A ∩ Nξ(δ)} δεν είναι φραγμένο. Έστω, λοιπόν, οποιοσδήποτε δ > 0. Παίρνουμε,
επίσης, οποιονδήποτε x1 ∈ A ∩Nξ(δ). Τότε για κάθεM > 0 υπάρχει x ∈ A ∩Nξ(δ) ώστε

f(x) < −M + f(x1) ή f(x) > M + f(x1).

Αν f(x) < −M + f(x1), θεωρούμε τους x′ = x1, x′′ = x και έχουμε ότι x′, x′′ ∈ A ∩ Nξ(δ)
και f(x′)− f(x′′) > M . Αν f(x) > M + f(x1), θεωρούμε τους x′ = x, x′′ = x1 και έχουμε ότι
x′, x′′ ∈ A ∩ Nξ(δ) και f(x′) − f(x′′) > M . Σε κάθε περίπτωση υπάρχουν x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)
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ώστε f(x′) − f(x′′) > M . Άρα το σύνολο {f(x′) − f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩ Nξ(δ)} δεν είναι άνω
φραγμένο και, επομένως,

sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} = +∞.

Έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ οπότε είναι και φραγμένη κοντά στον ξ. Δηλαδή, υπάρχει
δ0 > 0 ώστε η f να είναι φραγμένη στο A ∩Nξ(δ0).
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ1 > 0 ώστε να ισχύει |f(x) − f(ξ)| < ϵ

4 για κάθε
x ∈ A ∩Nξ(δ1). Θεωρούμε οποιονδήποτε δ ∈ (0, δ0] με δ < δ1 οπότε ισχύει |f(x)− f(ξ)| < ϵ

4
για κάθε x ∈ A ∩Nξ(δ). Άρα ισχύει

f(x′)− f(x′′) = f(x′)− f(ξ) + f(ξ)− f(x′′) ≤ |f(x′)− f(ξ)|+ |f(x′′)− f(ξ)| < ϵ
4 +

ϵ
4 = ϵ

2

για κάθε x′, x′′ ∈ A∩Nξ(δ). Άρα ο ϵ
2 είναι άνω φράγμα του {f(x′)−f(x′′) |x′, x′′ ∈ A∩Nξ(δ)},

οπότε ω(δ) ≤ ϵ
2 < ϵ.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ1 > 0 ώστε για κάθε δ ∈ (0, δ0] με δ < δ1 να
ισχύει 0 ≤ ω(δ) < ϵ. Άρα limδ→0 ω(δ) = 0, δηλαδή ω(f ; ξ) = 0.
Αντιστρόφως, έστω ω(f ; ξ) = 0, δηλαδή limδ→0 ω(δ) = 0.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ1 > 0 ώστε για κάθε δ ∈ (0, δ0] με δ < δ1 να ισχύει
ω(δ) < ϵ. Θεωρούμε τον δ = min{δ0, δ12 }. Τότε δ ∈ (0, δ0] και δ < δ1 και άρα ισχύει ω(δ) < ϵ.
Δηλαδή,

sup{f(x′)− f(x′′) |x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ)} < ϵ,

οπότε ισχύει f(x′)− f(x′′) < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A ∩Nξ(δ).
Τώρα, για οποιονδήποτε x ∈ A ∩ Nξ(δ), παίρνοντας x′ = x και x′′ = ξ, έχουμε ότι ισχύει
f(x)− f(ξ) < ϵ και, παίρνοντας x′ = ξ και x′′ = x, έχουμε ότι ισχύει f(ξ)− f(x) < ϵ. Άρα για
οποιονδήποτε x ∈ A ∩Nξ(δ) ισχύει |f(x)− f(ξ)| < ϵ.
Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ A ∩ Nξ(δ) να ισχύει |f(x) − f(ξ)| < ϵ.
Επομένως, η f είναι συνεχής στον ξ.

Άσκηση 4.1.17. Έστω διάστημα I και f : I → R αύξουσα στο I .
Αν a, b ∈ I και a < x1 < . . . < xn < b και jk = limx→xk+ f(x)− limx→xk− f(x) είναι το άλμα
της f στον xk για k = 1, . . . , n, αποδείξτε ότι j1 + · · ·+ jn ≤ limx→b− f(x)− limx→a+ f(x).

Λύση: Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε δ > 0 ο οποίος να είναι μικρότερος από την μικρότερη από
τις αποστάσεις ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς από τους a, x1, . . . , xn, b.
Τότε για κάθεm ∈ N με 1

m ≤ δ
2 θεωρούμε τα διαστήματα[

a+ 1
m , x1 −

1
m

]
,
[
x1 +

1
m , x2 −

1
m

]
, . . . . . . ,

[
xn−1 +

1
m , xn − 1

m

]
,
[
xn + 1

m , b−
1
m

]
.

Επειδή η f είναι αύξουσα, συνεπάγεται(
f
(
x1 − 1

m

)
− f

(
a+ 1

m

))
+

(
f
(
x2 − 1

m

)
− f

(
x1 +

1
m

))
+ · · ·

· · ·+
(
f
(
xn − 1

m

)
− f

(
xn−1 +

1
m

))
+

(
f
(
b− 1

m

)
− f

(
xn + 1

m

))
≥ 0,

αφού κάθε παρένθεση είναι ≥ 0, και άρα(
f
(
x1 +

1
m

)
− f

(
x1 − 1

m

))
+ · · ·+

(
f
(
xn + 1

m

)
− f

(
xn − 1

m

))
≤ f

(
b− 1

m

)
− f

(
a+ 1

m

)
.

Τώρα, παίρνοντας όριο στην τελευταία ανισότητα ότανm→ +∞, βρίσκουμε ότι

j1 + · · ·+ jn ≤ limx→b− f(x)− limx→a+ f(x).

Άσκηση 4.2.2. Έστω f, g : A → R συνεχείς στον ξ ∈ A και έστω ότι ισχύει f(x) > 0 για κάθε
x ∈ A. Αποδείξτε ότι η fg : A→ R με τύπο (fg)(x) = f(x)g(x) είναι συνεχής στον ξ.
Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις xx, (logx)logx είναι συνεχείς. Ποιά είναι τα πεδία ορισμού τους;
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Λύση: Μπορούμε να γράψουμε (fg)(x) = f(x)g(x) = eg(x) log f(x) και έτσι βλέπουμε ότι η συ-
νάρτηση fg προκύπτει με εφαρμογή απλών αλγεβρικών πράξεων και συνθέσεων συνεχών στον ξ
συναρτήσεων.
Το πεδίο ορισμού της xx είναι το (0,+∞). Το πεδίο ορισμού της (logx)logx αποτελείται από τους
x για τους οποίους ορίζεται η συνάρτηση logx και για τους οποίους ισχύει logx > 0. Άρα το
πεδίο ορισμού της (logx)logx είναι το (1,+∞).

Άσκηση 4.2.3. Βρείτε τα limx→+∞ e
1/x, limx→0 e

x sin(1/x) βάσει της πρότασης 4.10. Σε ποιά από
αυτά εφαρμόζεται η πρόταση 3.13;

Λύση: Επειδή limx→+∞
1
x = 0 και η συνάρτηση ey είναι συνεχής στον 0, κάνοντας αλλαγή μετα-

βλητής από τον x στον y = 1
x , συμπεραίνουμε ότι limx→+∞ e

1/x = e0 = 1.
Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να εφαρμόσουμε και την πρόταση 3.13, διότι ισχύει 1

x ̸= 0 κοντά
στο +∞.
Επειδή limx→0 x sin 1

x = 0 και η συνάρτηση ey είναι συνεχής στον 0, κάνοντας αλλαγή μεταβλη-
τής από τον x στον y = x sin 1

x , συμπεραίνουμε ότι limx→0 e
x sin(1/x) = e0 = 1.

Τώρα δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε την πρόταση 3.13, διότι δεν είναι σωστό ότι ισχύει x sin 1
x ̸=

0 κοντά στο 0. Πράγματι, για κάθε n ∈ N είναι xn sin 1
xn

= 0, όπου xn = 1
nπ → 0.

Άσκηση 4.2.4. Έστω f : A→ R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν η f είναι συνεχής στον
ξ και ισχύει f(x) ≥ l σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ και f(x) ≤ l σε σημεία όσο θέλουμε
κοντά στον ξ, βρείτε την τιμή του f(ξ).

Λύση:Επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, έχουμε limx→ξ f(x) = f(ξ). Τώρα, επειδή ισχύει f(x) ≥ l
σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον ξ, συνεπάγεται f(ξ) ≥ l και, επειδή ισχύει f(x) ≤ l σε σημεία
όσο θέλουμε κοντά στον ξ, συνεπάγεται f(ξ) ≤ l. Άρα f(ξ) = l.

Άσκηση 4.2.5. Έστω f : (ξ− δ, ξ+ δ) → R. Αν limx→ξ f(x) = l, limh→0
f(ξ+h)+f(ξ−h)−2f(ξ)

|h| =

m ∈ R, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ. Τί γίνεται αν δεν υποθέσουμε ότι υπάρχει το
limx→ξ f(x) ή αν δεν υποθέσουμε ότι το όριοm είναι αριθμός;

Λύση: Επειδή limx→ξ f(x) = l, συνεπάγεται limh→0 f(ξ + h) = l και limh→0 f(ξ − h) = l.
Επομένως,

limh→0(f(ξ + h) + f(ξ − h)− 2f(ξ)) = 2l − 2f(ξ).

Άρα, επειδή limh→0
f(ξ+h)+f(ξ−h)−2f(ξ)

|h| = m ∈ R, έχουμε

2l − 2f(ξ) = limh→0(f(ξ + h) + f(ξ − h)− 2f(ξ))

= limh→0

(f(ξ+h)+f(ξ−h)−2f(ξ)
|h| |h|

)
= m0 = 0.

Άρα l = f(ξ), οπότε η f είναι συνεχής στον ξ.
Για την συνάρτηση f(x) = signx και τον ξ = 0 ισχύει limh→0

f(h)+f(−h)−2f(0)
|h| = limh→0 0 =

0 ∈ R. Το όριο limx→0 f(x) δεν υπάρχει και, φυσικά, η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στον 0.

Για την συνάρτηση f(x) =

{
1, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
και τον ξ = 0 έχουμε ότι limx→0 f(x) = 1 και

limh→0
f(h)+f(−h)−2f(0)

|h| = limh→0
2
|h| = +∞. Η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στον 0.

Άσκηση 4.2.6. Από τις f, g : A → R ορίζουμε την max{f, g} : A → R με τύπο max{f, g}(x) =
max{f(x), g(x)} για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι, αν οι f , g είναι συνεχείς στον ξ ∈ A, τότε και η max{f, g} είναι συνεχής στον ξ.

Λύση: Γράφουμε max{f, g} = f+g+|f−g|
2 και βλέπουμε ότι η max{f, g} προκύπτει από τις f, g

με αλγεβρικές πράξεις.

Άσκηση 4.2.7. Έστω f, g, h : A→ R συνεχείς στοA. Ορίζουμεm : A→ Rώστε, για κάθε x ∈ A,
οm(x) να είναι από τους f(x), g(x), h(x) εκείνος που βρίσκεται ανάμεσα στους δύο άλλους.
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Αποδείξτε ότι ηm είναι συνεχής στο A.

Λύση: Γράφοντας max{f, g, h} = max
{
max{f, g}, h

}
και min{f, g, h} = min

{
min{f, g}, h

}
και εφαρμόζοντας δύο φορές για κάθε μία από αυτές τις δύο παραστάσεις το αποτέλεσμα της
άσκησης 4.2.6, βρίσκουμε ότι οι συναρτήσεις max{f, g, h} και min{f, g, h} είναι συνεχείς στοA.
Τώρα, γράφονταςm = f + g + h−max{f, g, h} −min{f, g, h}, έχουμε ότι ηm είναι συνεχής
στο A.

Άσκηση 4.2.8. Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
1, αν x ∈ Q
−1, αν x ∈ R \Q

είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του

R ενώ η |f | είναι συνεχής σε κάθε σημείο του R.

Λύση: Το ότι η f είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του R αποδεικνύεται με τον ίδιο τρόπο που
αποδεικνύεται ότι η δεύτερη συνάρτηση της άσκησης 4.1.9 είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του
R. Το ότι η |f | είναι συνεχής σε κάθε σημείο του R είναι προφανές αφού η |f | είναι η σταθερή
συνάρτηση 1.

Άσκηση 4.2.10. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Αν f(a) = 0 και f(b) ̸= 0, αποδείξτε ότι
υπάρχει μέγιστη ρίζα της f στο [a, b].

Λύση: Θεωρούμε το σύνολο των ριζών της f στο [a, b]:

X = {x | a ≤ x ≤ b, f(x) = 0}.

ΤοX είναι μη-κενό (διότι a ∈ X) και άνω φραγμένο (διότιX ⊆ [a, b]). Άρα τοX έχει supremum
το οποίο είναι αριθμός. Θέτουμε

ξ = supX.

Επειδή a ∈ X , συνεπάγεται a ≤ ξ. Και επειδή το b είναι άνω φράγμα του X , συνεπάγεται ξ ≤ b.
Άρα ξ ∈ [a, b], οπότε η f είναι συνεχής στον ξ.
Από τη δεύτερη χαρακτηριστική ιδιότητα του supX συνεπάγεται ότι για κάθε δ > 0 υπάρχει
x ∈ X ώστε ξ − δ < x ≤ ξ. Δηλαδή, για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ (ξ − δ, ξ] ώστε f(x) = 0.
Αν f(ξ) > 0, τότε ισχύει f(x) > 0 κοντά στον ξ αλλά αυτό αντιφάσκει με αυτό που μόλις
αποδείξαμε. Με το ίδιο τρόπο προκύπτει άτοπο και αν f(ξ) < 0. Άρα f(ξ) = 0.
Άρα ξ ∈ X και επειδή ξ = supX , συμπεραίνουμε ότι το ξ είναι η μέγιστη ρίζα της f στο [a, b].

Άσκηση 4.2.11. Έστω συνάρτηση f συνεχής σε διάστημα I (όχι μονοσύνολο). Αν ισχύει f(r) ≥ 0
για κάθε ρητό r ∈ I , αποδείξτε ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I .

Λύση: Έστω ότι υπάρχει κάποιο ξ ∈ I ώστε f(ξ) < 0.
Επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, ισχύει f(x) < 0 κοντά στον ξ. Δηλαδή, υπάρχει κάποιος δ > 0
ώστε να ισχύει f(x) < 0 για κάθε x ∈ (ξ − δ, ξ + δ) ∩ I .
Επειδή ξ ∈ I και το I έχει θετικό μήκος, το (ξ− δ, ξ+ δ)∩ I είναι διάστημα θετικού μήκους. Άρα
υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός r στο (ξ− δ, ξ+ δ)∩ I , οπότε γι αυτόν τον ρητό ισχύει f(r) < 0.
Αυτό είναι άτοπο, διότι για κάθε ρητό r ∈ I πρέπει να ισχύει f(r) ≥ 0.
Άρα ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I .

Άσκηση 4.2.12. [α] Έστω f : R → R ώστε να ισχύει f(x1+x2) = f(x1)+f(x2) για κάθε x1, x2.
Αποδείξτε ότι, αν η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας, τότε ο τύπος της είναι f(x) = cx για
κάποια σταθερά c.
[γ] Έστω f : R → R ώστε να ισχύει f(x1 + x2) = f(x1)f(x2) για κάθε x1, x2 και f(0) ̸= 0.
Αποδείξτε ότι, αν η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας, τότε ο τύπος της είναι f(x) = ecx για
κάποια σταθερά c.

Λύση: [α] Με x1 = x2 = 0 παίρνουμε f(0) = 0.
Επίσης, με x1 = x, x2 = −x παίρνουμε 0 = f(0) = f(x) + f(−x) και άρα f(−x) = −f(x).
Κατόπιν, μπορούμε να δούμε πολύ εύκολα με την αρχή της επαγωγής ότι η αρχική ταυτότητα
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ισχύει γενικότερα ως εξής:

f(x1 + · · ·+ xn) = f(x1) + · · ·+ f(xn) για κάθε x1, . . . , xn.

Με x1 = . . . = xn = 1
n βλέπουμε ότι ισχύει f(1) = nf( 1n) και άρα f(

1
n) =

f(1)
n για κάθε n ∈ N.

Τώρα, με x1 = . . . = xn = 1
m παίρνουμε f( n

m) = nf( 1
m) = f(1) n

m για κάθε n,m ∈ N.
Δηλαδή, ισχύει f(r) = f(1)r για κάθε θετικό ρητό r. Επιπλέον, αν ο r είναι αρνητικός ρητός,
τότε ο −r είναι θετικός ρητός και άρα f(r) = −f(−r) = −f(1)(−r) = f(1)r. Τέλος, η σχέση
f(r) = f(1)r ισχύει για r = 0, αφού f(0) = 0.
Έχουμε, λοιπόν, αποδείξει ότι ισχύει

f(r) = f(1)r για κάθε r ∈ Q. (14.40)

Τώρα, έστω ότι ο x0 είναι σημείο συνέχειας της f .
Παίρνουμε οποιονδήποτε ξ και γράφουμε

f(x) = f(x− ξ + x0 + ξ − x0) = f(x− ξ + x0) + f(ξ)− f(x0)

και παίρνουμε

limx→ξ f(x) = limx→ξ f(x− ξ + x0) + f(ξ)− f(x0) = limy→x0 f(y) + f(ξ)− f(x0) = f(ξ).

Άρα η f είναι συνεχής σε κάθε ξ.
Τέλος, εφαρμόζοντας, βάσει της (14.40), το αποτέλεσμα της άσκησης 4.2.11 στην συνάρτηση
f(x)− f(1)x, συμπεραίνουμε ότι ισχύει f(x) = f(1)x για κάθε x.
[γ] Με x1 = x2 = 0 παίρνουμε f(0) = f(0)2 και άρα f(0) = 1.
Αν υπήρχε x ώστε f(x) = 0, τότε με x1 = x, x2 = −x θα είχαμε f(0) = f(x)f(−x) = 0, το
οποίο είναι άτοπο. Άρα ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x.
Τώρα, με x1 = x2 =

x
2 παίρνουμε f(x) = f(x2 )

2 > 0. Άρα ισχύει f(x) > 0 για κάθε x.
Κατόπιν, ορίζουμε τη συνάρτηση h(x) = log f(x), για την οποία ισχύει h(x1 + x2) = h(x1) +
h(x2) για κάθε x1, x2.
Από το αποτέλεσμα του [α] έχουμε ότι, αν η f έχει τουλάχιστον ένα σημείο συνέχειας, τότε ισχύει
h(x) = cx και άρα f(x) = ecx για κάποια σταθερά c.

Άσκηση 4.2.13. Έστω f : R → R περιοδική στο R.
Αποδείξτε ότι, αν η f δεν έχει ελάχιστη θετική περίοδο, τότε το σύνολο των περιόδων της είναι πυκνό
στο R.
Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στο R και δεν έχει ελάχιστη θετική περίοδο, τότε είναι σταθερή
στο R.

Υπόδειξη:Έστω a < b. Υπάρχει περίοδος τ της f ώστε 0 < τ < b−a. Θεωρήστε k = [aτ ]+1 ∈ Z
και αποδείξτε ότι ο kτ είναι περίοδος της f και a < kτ < b.
Αν A είναι το σύνολο των περιόδων της f , τότε ισχύει f(τ) = f(0) για κάθε τ ∈ A. Επομένως,
για κάθε x ισχύει f(τ) = f(0) σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στον x.

Άσκηση 4.2.14. Έστω συνάρτηση f : A→ R άνω φραγμένη στο A. Ορίζουμε συνάρτηση g : A→
R με τύπο g(x) = sup{f(t) | t ∈ A, t ≤ x} για κάθε x ∈ A.
Αποδείξτε ότι η g είναι αύξουσα στο A και ότι ισχύει f(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ A. Αποδείξτε ότι
αν μια συνάρτηση h : A → R είναι αύξουσα στο A και ισχύει f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ A, τότε
ισχύει g(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ A. Με άλλα λόγια, η g είναι η μικρότερη από τις συναρτήσεις που
είναι αύξουσες στο A και είναι μεγαλύτερες ή ίσες της f στο A.
Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής στον ξ ∈ A, τότε και η g είναι συνεχής στον ξ.

Λύση: Έστω x ∈ A. Επειδή η f είναι άνω φραγμένη, το σύνολο {f(t) | t ∈ A, t ≤ x} είναι άνω
φραγμένο. Προφανώς, το σύνολο αυτό είναι μη-κενό, αφού ένα από τα στοιχεία του είναι η τιμή
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f(x). Άρα ο g(x) = sup{f(t) | t ∈ A, t ≤ x} είναι αριθμός.
Επειδή ο f(x) είναι στοιχείο του {f(t) | t ∈ A, t ≤ x}, ισχύει f(x) ≤ g(x).
Αν x1, x2 ∈ A και x1 < x2, το {f(t) | t ∈ A, t ≤ x1} είναι υποσύνολο του {f(t) | t ∈ A, t ≤ x2},
οπότε g(x1) ≤ g(x2).
(Πράγματι, για κάθε t ∈ A με t ≤ x1 ο f(t) είναι στοιχείο του {f(t) | t ∈ A, t ≤ x2}, οπότε
f(t) ≤ g(x2). Άρα ο g(x2) είναι άνω φράγμα του {f(t) | t ∈ A, t ≤ x1}, οπότε g(x1) ≤ g(x2).)
Δηλαδή η g είναι αύξουσα στο A.
Τώρα, έστω ότι η h : A→ R είναι αύξουσα στο A και ισχύει f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ A.
Έστω x ∈ A. Τότε για κάθε t ∈ A με t ≤ x ισχύει f(t) ≤ h(t) ≤ h(x), οπότε ο h(x) είναι άνω
φράγμα του {f(t) | t ∈ A, t ≤ x} και, επομένως, είναι g(x) ≤ h(x).
Για το τελευταίο ερώτημα θα αποδείξουμε πρώτα ότι, αν x1, x2 ∈ A και x1 < x2, τότε

0 ≤ g(x2)− g(x1) ≤ sup{f(t)− f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2}. (14.41)

Παρατηρούμε ότι ο 0 είναι στοιχείο του συνόλου {f(t) − f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2}, αφού
0 = f(x1)− f(x1). Άρα

sup{f(t)− f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2} ≥ 0. (14.42)

Τώρα, έστω t ∈ A και t ≤ x2. Τότε είτε t ≤ x1 είτε x1 < t ≤ x2.
Αν t ≤ x1, τότε f(t) ≤ g(x1), οπότε από την (14.42) έχουμε

f(t) ≤ g(x1) + sup{f(t)− f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2} για t ∈ A, t ≤ x1. (14.43)

Αν x1 < t ≤ x2, τότε

f(t) = f(x1) + f(t)− f(x1)

≤ g(x1) + sup{f(t)− f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2} για t ∈ A, x1 < t ≤ x2.
(14.44)

Από τις (14.43) και (14.44) συνεπάγεται ότι ο g(x1) + sup{f(t) − f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2}
είναι άνω φράγμα του {f(t) | t ∈ A, t ≤ x2}, οπότε

g(x2) ≤ g(x1) + sup{f(t)− f(x1) | t ∈ A, x1 ≤ t ≤ x2}

και παίρνουμε την (14.41).
Τώρα έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ ∈ A.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)− f(ξ)| < ϵ

4 για κάθε x ∈ A
με |x− ξ| < δ.
Αν x ∈ A και ξ < x < ξ + δ, τότε ισχύει f(t)− f(ξ) < ϵ

4 για κάθε t ∈ A με ξ ≤ t ≤ x. Άρα ο ϵ
4

είναι άνω φράγμα του {f(t)− f(ξ) | t ∈ A, ξ ≤ t ≤ x}, οπότε από την (14.41) συνεπάγεται

0 ≤ g(x)− g(ξ) ≤ ϵ
4 < ϵ αν x ∈ A, ξ < x < ξ + δ. (14.45)

Αν x ∈ A και ξ− δ < x < ξ, τότε ισχύει f(t)− f(x) = f(t)− f(ξ)+ f(ξ)− f(x) < ϵ
4 +

ϵ
4 = ϵ

2
για κάθε t ∈ A με x ≤ t ≤ ξ. Άρα ο ϵ

2 είναι άνω φράγμα του {f(t) − f(x) | t ∈ A, x ≤ t ≤ ξ},
οπότε από την (14.41) συνεπάγεται

0 ≤ g(ξ)− g(x) ≤ ϵ
2 < ϵ αν x ∈ A, ξ − δ < x < ξ. (14.46)

Από τις (14.45) και (14.46) έχουμε ότι ισχύει |g(x) − g(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ A με |x − ξ| < δ.
Άρα η g είναι συνεχής στον ξ.

Άσκηση 4.2.15. Έστω f : R → R συνεχής στο R και limx→−∞ f(x) = −∞, limx→+∞ f(x) =
+∞. Ορίζουμε συνάρτηση g : R → R με τύπο g(y) = sup{x | f(x) < y} για κάθε y.
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Για καθεμιά από τις συναρτήσεις f(x) = x, f(x) = x3, f(x) =


x+ 1, αν x ≤ −1

0, αν −1 ≤ x ≤ 1

x− 1, αν 1 ≤ x

βρείτε

την αντίστοιχη συνάρτηση g.
Αποδείξτε ότι ισχύει f(g(y)) = y για κάθε y.
Αν, επιπλέον, η f είναι γνησίως αύξουσα, αποδείξτε ότι η g είναι η αντίστροφη της f .
Αποδείξτε ότι η g είναι αύξουσα στο R και αριστερά συνεχής σε κάθε y. Είναι η g δεξιά συνεχής σε
κάθε y;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Για την πρώτη συνάρτηση έχουμε

g(y) = sup{x |x < y} = y

για κάθε y.
Για τη δεύτερη συνάρτηση βρίσκουμε ότι, αν y ≥ 0, τότε

g(y) = sup{x |x3 < y} = sup{x |x < 3
√
y} = 3

√
y

και ότι, αν y < 0, τότε

g(y) = sup{x |x3 < y} = sup{x |x < − 3
√
−y} = − 3

√
−y.

Για την τρίτη συνάρτηση έχουμε ότι, αν y ≤ 0, τότε

g(y) = sup{x | f(x) < y} = sup{x |x+ 1 < y} = sup{x |x < y − 1} = y − 1

και ότι, αν y > 0, τότε

g(y) = sup{x | f(x) < y} = sup{x |x− 1 < y} = sup{x |x < y + 1} = y + 1.

Το δεύτερο ερώτημα. Πρώτον, παρατηρούμε ότι για κάθε y υπάρχει x ώστε f(x) < y, αφού
limx→−∞ f(x) = −∞. Άρα το {x | f(x) < y} είναι μη-κενό. Επίσης, για κάθε y υπάρχει N > 0
ώστε να ισχύει f(x) > y για κάθε x > N , αφού limx→+∞ f(x) = +∞. Αυτό σημαίνει ότι όλα τα
στοιχεία του {x | f(x) < y} είναι≤ N και άρα το {x | f(x) < y} είναι άνω φραγμένο. Άρα ισχύει
g(y) = sup{x | f(x) < y} < +∞ για κάθε y και, πράγματι, ορίζεται συνάρτηση g : R → R με
τύπο g(y) = sup{x | f(x) < y} για κάθε y.
Τώρα, έστω τυχών y και τυχών ϵ > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στον g(y), υπάρχει δ > 0 ώστε
να ισχύει

|f(x)− f(g(y))| < ϵ για κάθε x με |x− g(y)| < δ. (14.47)

Επειδή g(y) = sup{x | f(x) < y}, υπάρχει στοιχείο του {x | f(x) < y} το οποίο είναι> g(y)−δ.
Δηλαδή, υπάρχει x > g(y) − δ ώστε f(x) < y. Επειδή f(x) < y, έχουμε x ≤ g(y) και άρα
g(y) − δ < x ≤ g(y). Επομένως, από την (14.47) συνεπάγεται ότι αυτός ο x ικανοποιεί την
|f(x)− f(g(y))| < ϵ και άρα

f(g(y)) < f(x) + ϵ < y + ϵ. (14.48)

Κατόπιν, επειδή g(y) = sup{x | f(x) < y}, συνεπάγεται ότι για κάθε x > g(y) ισχύει f(x) ≥ y.
Ειδικώτερα, για κάθε x με g(y) < x < g(y) + δ ισχύει f(x) ≥ y. Όμως, από την (14.47) έχουμε
ότι για κάθε x με g(y) < x < g(y) + δ ισχύει και η |f(x)− f(g(y))| < ϵ, οπότε

f(g(y)) > f(x)− ϵ ≥ y − ϵ. (14.49)

Από τις (14.48), (14.49) συνεπάγεται ότι ισχύει |f(g(y))−y| < ϵ για κάθε ϵ και άρα f(g(y)) = y.
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Το τρίτο ερώτημα. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα, τότε για κάθε x έχουμε

g(f(x)) = sup{t | f(t) < f(x)} = sup{t | t < x} = x.

Από τις f(g(y)) = y και g(f(x)) = x συνεπάγεται ότι η g είναι η αντίστροφη της f .
Το τέταρτο ερώτημα. Αν y1 < y2, τότε το {x | f(x) < y1} είναι, προφανώς, υποσύνολο του
{x | f(x) < y2} και άρα

g(y1) = sup{x | f(x) < y1} ≤ sup{x | f(x) < y2} = g(y2).

Τέλος, έστω τυχών y και τυχών ϵ > 0. Επειδή g(y) = sup{x | f(x) < y}, υπάρχει στοιχείο του
{x | f(x) < y} το οποίο είναι > g(y) − ϵ. Δηλαδή, υπάρχει x > g(y) − ϵ ώστε f(x) < y. Ορί-
ζουμε δ = y − f(x) > 0 και τότε έxουμε ότι για κάθε y′ με y − δ < y′ ≤ y ισχύει y′ > f(x)
και, επομένως, x ≤ g(y′), οπότε g(y) − ϵ < g(y′). Επίσης, για κάθε y′ με y − δ < y′ ≤ y
ισχύει και g(y′) ≤ g(y), αφού η g είναι αύξουσα. Άρα για κάθε y′ με y − δ < y′ ≤ y ισχύει
g(y)− ϵ < g(y′) ≤ g(y) και, συνεπώς, η g είναι αριστερά συνεχής στον y.
Η g δεν είναι αναγκαστικά δεξιά συνεχής σε κάθε y. Αυτό φαίνεται στο παράδειγμα της τρίτης
συνάρτησης που είδαμε στην αρχή: η g δεν είναι δεξιά συνεχής στον 0.

Άσκηση 4.3.3. Λύστε την άσκηση 2.3.41[δ] χρησιμοποιώντας τη συνέχεια της εκθετικής και της λο-
γαριθμικής συνάρτησης και το αποτέλεσμα της άσκησης 2.3.41[α].

Λύση: Αν xn → x ∈ R, τότε logxn → logx, οπότε log n
√
x1 · · ·xn = logx1+···+logxn

n → logx.
Άρα n

√
x1 · · ·xn → x.

Τι γίνεται αν xn → 0 και αν xn → +∞ ;

Άσκηση 4.3.4. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστημα [a, b] και έστω ότι για κάθε x ∈ [a, b]
υπάρχει κάποιο x′ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε |f(x′)| ≤ 1

2 |f(x)|. Αποδείξτε ότι η f έχει τουλάχιστον μία
ρίζα στο [a, b].

Λύση: Θεωρούμε έναν οποιονδήποτε x1 ∈ [a, b] (για παράδειγμα x1 = a ή x1 = b ή x1 = a+b
2 ).

Βάσει της υπόθεσης, υπάρχει κάποιος x2 ∈ [a, b] ώστε |f(x2)| ≤ 1
2 |f(x1)|. Πάλι βάσει της υπό-

θεσης, υπάρχει κάποιος x3 ∈ [a, b] ώστε |f(x3)| ≤ 1
2 |f(x2)|. Συνεχίζοντας έτσι επ’ άπειρον,

σχηματίζεται μια ακολουθία (xn) στο [a, b] (όπου κάθε όρος της (xn) προκύπτει από τον προη-
γούμενο) τέτοια ώστε να ισχύει |f(xn+1)| ≤ 1

2 |f(xn)| για κάθε n. Τότε, όμως, έχουμε

|f(xn)| ≤ 1
2 |f(xn−1)| ≤

1
22
|f(xn−2)| ≤ . . . ≤ 1

2n−1 |f(x1)|,

δηλαδή |f(xn)| ≤ 1
2n−1 |f(x1)| για κάθε n. Άρα

f(xn) → 0. (14.50)

Από το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass συνεπάγεται ότι υπάρχει κάποια υποακολουθία (xnk
)

της (xn) η οποία συγκλίνει. Έστω
xnk

→ ξ

για κάποιο ξ.
Επειδή ισχύει a ≤ xnk

≤ b για κάθε n, συνεπάγεται a ≤ ξ ≤ b, οπότε ξ ∈ [a, b]. Άρα η f είναι
συνεχής στον ξ και, επομένως,

f(xnk
) → f(ξ).

Από την (14.50) συνεπάγεται
f(xnk

) → 0

και λόγω μοναδικότητας ορίου έχουμε f(ξ) = 0.

Άσκηση 4.3.5. Έστω f : [a,+∞) → [a,+∞) και έστω ότι υπάρχειM ώστε 0 ≤M < 1 και ώστε
να ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ ∈ [a,+∞). Βάσει της άσκησης 4.1.12, η
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f είναι συνεχής στο [a,+∞). Αποδείξτε ότι υπάρχει μοναδικός ξ ∈ [a,+∞) ώστε f(ξ) = ξ.
Αποδείξτε ότι το προηγούμενο ισχύει με οποιοδήποτε από τα [a, b], (−∞, b], (−∞,+∞) στη θέση
του [a,+∞).

Υπόδειξη: Θεωρήστε οποιονδήποτε x1 ∈ [a,+∞) και την ακολουθία (xn) στο [a,+∞) που ορί-
ζεται με τον αναδρομικό τύπο xn+1 = f(xn) για κάθε n. Εφαρμόστε το αποτέλεσμα της άσκησης
2.6.4[β] για να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ [a,+∞) ώστε f(ξ) = ξ. Τέλος, αποδείξτε ότι ο ξ είναι
μοναδικός.

Άσκηση 4.4.2. Αποδείξτε ότι η sin 1
x έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο (0,+∞) και ότι παίρνει και

τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της σε άπειρα σημεία του (0,+∞). Ποιά είναι αυτά τα σημεία;
Αποδείξτε ότι η 1

1+x sin
1
x είναι φραγμένη αλλά δεν έχει μέγιστη ούτε ελάχιστη τιμή στο (0,+∞).

Λύση: Δείτε το γράφημα της sin 1
x στο σχήμα 38. (Λάβετε υπ’ όψη ότι οι κλίμακες δεν είναι σω-

στές.)

Πρώτον, ισχύει −1 ≤ sin 1
x ≤ 1 για κάθε x > 0. Βλέπουμε, επίσης, ότι ο 1 είναι η μέγιστη τιμή

της συνάρτησης και πιάνεται στα άπειρα σημεία 1
(π/2)+2nπ για n ∈ Z, n ≥ 0. Ακόμη, ο −1 είναι

η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης και πιάνεται στα άπειρα σημεία 1
−(π/2)+2nπ για n ∈ N.

Για την συνάρτηση f(x) = 1
1+x sin

1
x ισχύει −1 < f(x) < 1 για κάθε x > 0.

Τώρα, θεωρούμε στο (0,+∞) την ακολουθία με τύπο xn = 1
(π/2)+2nπ για κάθε n. Βλέπουμε ότι

ισχύει f(xn) = 1
1+xn

→ 1, διότι xn → 0.
Τότε για κάθε x > 0 ισχύει f(x) < 1 και άρα ισχύει τελικά f(x) < f(xn). Δηλαδή, ο f(x) δεν
είναι μέγιστη τιμή της f . Επομένως, η f δεν έχει μέγιστη τιμή.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η f δεν έχει ελάχιστη τιμή.

Άσκηση 4.4.3. Αποδείξτε ότι η εξίσωση x7 − 3x6 + 5x5 + 13x4 − x3 − 12x2 − 5x+ 1 = 0 έχει
τουλάχιστον μία λύση στο [0, 1].
Αποδείξτε ότι η εξίσωση 3

x + 2
x−1 + 1

x−2 + 5
x−3 = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση σε καθένα από τα

τρία διαστήματα (0, 1), (1, 2), (2, 3).
Αποδείξτε ότι η εξίσωση ex = x+ 2 έχει τουλάχιστον δύο λύσεις.

Λύση: Αν ορίσουμε f(x) = x7− 3x6+5x5+13x4−x3− 12x2− 5x+1 για x ∈ [0, 1], η f είναι
συνεχής στο [0, 1] και f(0) = 1, f(1) = −1. Άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση
στο [0, 1].
Στα διαστήματα (0, 1), (1, 2), (2, 3) η εξίσωση 3

x +
2

x−1 +
1

x−2 +
5

x−3 = 0 είναι ισοδύναμη με την

3(x− 1)(x− 2)(x− 3) + 2x(x− 2)(x− 3) + x(x− 1)(x− 3) + 5x(x− 1)(x− 2) = 0.

Αν ορίσουμε

f(x) = 3(x− 1)(x− 2)(x− 3) + 2x(x− 2)(x− 3) + x(x− 1)(x− 3) + 5x(x− 1)(x− 2)
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για κάθε x,τότε η f είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα [0, 1], [1, 2], [2, 3] και έχει αντί-
θετες τιμές στα άκρα τους: f(0) = −18, f(1) = 6, f(2) = −2, f(3) = 30. Άρα η εξίσωση
f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση σε καθένα από τα τρία διαστήματα (0, 1), (1, 2), (2, 3).
Αν ορίσουμε f(x) = ex − x − 2 για κάθε x, τότε η f είναι συνεχής και f(−2) = e−2 > 0,
f(0) = −1 < 0, f(2) = e2 − 4 > 0. Άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση σε
καθένα από τα διαστήματα (−2, 0), (0, 2).

Άσκηση 4.4.4. Έστω a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn. Αποδείξτε ότι η πολυωνυμική συνάρ-
τηση P (x) = 2(x− a1) · · · (x− an) + 3(x− b1) · · · (x− bn) έχει ακριβώς n πραγματικές ρίζες.

Λύση: Για κάθε k = 1, . . . , n έχουμε

P (ak) = 3(ak − b1) · · · (ak − bn), P (bk) = 2(bk − a1) · · · (bk − an).

Παρατηρούμε ότι στο γινόμενο (ak − b1) · · · (ak − bn) υπάρχουν ακριβώς n − k + 1 αρνητικοί
όροι: οι ak − bk, . . . , ak − bn. Επίσης, στο γινόμενο (bk − a1) · · · (bk − an) υπάρχουν ακριβώς
n− k αρνητικοί όροι: οι bk − ak+1, . . . , bk − an. Άρα στο γινόμενο

P (ak)P (bk) = 6(ak − b1) · · · (ak − bn)(bk − a1) · · · (bk − an)

υπάρχουν ακριβώς (n− k+1)+ (n− k) = 2(n− k) + 1 αρνητικοί όροι. Επειδή ο 2(n− k) + 1
είναι περιττός ακέραιος, ο αριθμός P (ak)P (bk) είναι αρνητικός. Άρα η εξίσωση P (x) = 0 έχει
τουλάχιστον μία λύση σε καθένα από τα διαστήματα (a1, b1), . . . , (an, bn). Όμως, επειδή το P (x)
είναι πολυώνυμο βαθμού n, είναι γνωστό ότι η εξίσωση P (x) = 0 έχει το πολύ n διαφορετικές
λύσεις. Συμπεραίνουμε ότι η εξίσωση P (x) = 0 έχει ακριβώς n λύσεις, μία σε καθένα από τα
διαστήματα (a1, b1), . . . , (an, bn).

Άσκηση 4.4.5. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και n ∈ N, n ≥ 2. Αποδείξτε ότι για κάθε
x1, . . . , xn ∈ I υπάρχει ξ ∈ I ώστε f(ξ) = f(x1)+···+f(xn)

n .

Λύση: Άς συμβολίσουμε a τον μικρότερο και b τον μεγαλύτερο από τους x1, . . . , xn. Τότε το
διάστημα [a, b] περιέχεται στο διάστημα I , οπότε η f είναι συνεχής στο [a, b].
Έστω l η ελάχιστη και u η μέγιστη τιμή της f στο [a, b]. Επειδή οι x1, . . . , xn ανήκουν στο [a, b],
συνεπάγεται ότι ισχύει l ≤ f(x1) ≤ u, . . . , l ≤ f(xn) ≤ u και άρα l ≤ f(x1)+···+f(xn)

n ≤ u.
Επειδή, λοιπόν, ο αριθμός f(x1)+···+f(xn)

n είναι ανάμεσα σε δύο τιμές της f , υπάρχει ξ στο [a, b]

(και άρα ξ στο I) ώστε f(ξ) = f(x1)+···+f(xn)
n .

Άσκηση 4.4.6. Έστω f : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1] και f(0) = f(1). Για κάθε k ∈ N με k ≥ 2
αποδείξτε ότι υπάρχει x ∈ [0, k−1k ) ώστε f(x) = f(x+ 1

k ).

Λύση: Έστω (για άτοπο) ότι η εξίσωση f(x+ 1
k )−f(x) = 0 δεν έχει λύση στο διάστημα [0, k−1k ).

Τότε είτε ισχύει f(x+ 1
k )− f(x) > 0 για κάθε x ∈ [0, k−1k ) είτε ισχύει f(x+ 1

k )− f(x) < 0 για
κάθε x ∈ [0, k−1k ).
Στην πρώτη περίπτωση συνεπάγεται

f(0) < f
(
1
k

)
< f

(
2
k

)
< . . . < f

(
k−2
k

)
< f

(
k−1
k

)
και άρα

f(1) = f(0) < f
(
k−1
k

)
. (14.51)

Όμως, επειδή ισχύει f(x + 1
k ) > f(x) για κάθε x ∈ [0, k−1k ) και η f είναι συνεχής στο [0, 1],

παίρνοντας όριο όταν x→ k−1
k −, βρίσκουμε

f(1) ≥ f
(
k−1
k

)
. (14.52)

Από τις (14.51) και (14.52) καταλήγουμε σε άτοπο.
Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο στην δεύτερη περίπτωση.
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Άρα η εξίσωση f(x+ 1
k )− f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα [0, k−1k ).

Άσκηση 4.4.7. Έστω συναρτήσεις f, g συνεχείς στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) > g(x) για κάθε
x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι υπάρχει αριθμός ρ > 0 τέτοιος ώστε να ισχύει f(x) ≥ g(x) + ρ για κάθε
x ∈ [a, b].

Λύση: Θεωρούμε την συνάρτηση h = f − g.
Η h είναι συνεχής στο [a, b] και ισχύει h(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b].
Από το θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε να
ισχύει h(ξ) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b]. Ο αριθμός ρ = h(ξ) είναι θετικός και άρα έχουμε ότι
ισχύει 0 < ρ ≤ h(x) = f(x)− g(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Άσκηση 4.4.8.Θεωρώντας τη συνεχή συνάρτηση |f | : [a, b] → R, δώστε δεύτερη λύση της άσκησης
4.3.4.

Λύση: Έστω |f(ξ)| η ελάχιστη τιμή της |f | στο [a, b].
Τότε υπάρχει ξ′ ∈ [a, b] ώστε να είναι |f(ξ′)| ≤ |f(ξ)|

2 . Όμως, επειδή ο |f(ξ)| η ελάχιστη τιμή της
|f |, συνεπάγεται |f(ξ)| ≤ |f(ξ′)| και άρα |f(ξ)| ≤ |f(ξ)|

2 .
Επομένως, |f(ξ)| = 0.

Άσκηση 4.4.9. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστημα I . Αν ισχύει f(x) ∈ Q για κάθε x ∈ I ,
αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή στο I .

Λύση: Έστω ότι η f δεν είναι σταθερή στο I , οπότε υπάρχουν a, b ∈ I ώστε f(a) < f(b).
Τότε, όμως, υπάρχει κάποιος άρρητος λ έτσι ώστε f(a) < λ < f(b). Άρα ο λ είναι ανάμεσα σε
δύο τιμές της f στο I , οπότε είναι κι αυτός τιμή της f στο I . Αυτό είναι άτοπο διότι όλες οι τιμές
της f είναι ρητοί.
Άρα η f είναι σταθερή στο I .

Άσκηση 4.4.10. [α] Έστω f, g : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b]. Αν f(a) ≤ g(a) και f(b) ≥ g(b),
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = g(ξ).
[γ] Έστω f : R → R συνεχής. Αν δεν ισχύει limx→−∞ f(x) = −∞ ούτε limx→+∞ f(x) = +∞,
αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ώστε f(ξ) = ξ.

Λύση: [α] Ορίζουμε τη συνάρτηση h = f − g, η οποία είναι συνεχής στο [a, b]. Τότε είναι h(a) ≤
0 ≤ h(b), οπότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε h(ξ) = 0 και, επομένως, f(ξ) = g(ξ).
[γ] Έστω (για άτοπο) ότι η εξίσωση f(x) − x = 0 δεν έχει λύση. Τότε είτε ισχύει f(x) − x > 0
για κάθε x είτε ισχύει f(x)− x < 0 για κάθε x.
Στην πρώτη περίπτωση έχουμε ότι ισχύει f(x) > x για κάθε x και άρα limx→+∞ f(x) = +∞.
Στην δεύτερη περίπτωση έχουμε ότι ισχύει f(x) < x για κάθε x και άρα limx→−∞ f(x) = −∞.
Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα υπάρχει ξ ώστε f(ξ) = ξ.

Άσκηση 4.4.11. Έστω συναρτήσεις f, g συνεχείς στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει f(x) ̸= g(x)
για κάθε x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f(x) < g(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει f(x) > g(x) για
κάθε x ∈ I .
Έστω επιπλέον ότι η συνάρτηση h είναι συνεχής στο I και ότι h(x) = f(x) ή h(x) = g(x) για κάθε
x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει h(x) = f(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = g(x) για κάθε
x ∈ I .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Θεωρούμε την ϕ = f − g. Η ϕ είναι συνεχής στο I και ισχύει ϕ(x) ̸= 0
για κάθε x ∈ I . Άρα είτε ισχύει ϕ(x) < 0 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει ϕ(x) > 0 για κάθε x ∈ I .
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε τη συνάρτηση

ψ = 1
2(f + g).
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Η ψ είναι συνεχής στο I και ας δούμε πώς συγκρίνεται με τις f και g.
Θεωρούμε την περίπτωση που ισχύει

f(x) < g(x) για κάθε x ∈ I.

(Η άλλη περίπτωση είναι παρόμοια.) Τότε, προφανώς, συνεπάγεται ότι ισχύει

f(x) < ψ(x) < g(x) για κάθε x ∈ I.

Τώρα η h ταυτίζεται σε κάθε σημείο του I είτε με την f είτε με την g και, επομένως, ισχύει

h(x) ̸= ψ(x) για κάθε x ∈ I.

Εφαρμόζοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα στις h και ψ, έχουμε ότι είτε ισχύει h(x) < ψ(x) για
κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) > ψ(x) για κάθε x ∈ I .
Τέλος, πάλι επειδή η h ταυτίζεται σε κάθε σημείο του I είτε με την f είτε με την g, συνεπάγεται
ότι, αντιστοίχως, είτε ισχύει h(x) = f(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = g(x) για κάθε x ∈ I .

Άσκηση 4.4.12. [α] Έστω συναρτήσεις f, g συνεχείς στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει f(x)2 =
g(x)2 > 0 για κάθε x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f(x) = g(x) για κάθε x ∈ I είτε ισχύει
f(x) = −g(x) για κάθε x ∈ I .
[β] Έστω ότι η f είναι συνεχής στο [0,+∞) και ότι ισχύει f(x)2 = x2 για κάθε x ∈ [0,+∞). Απο-
δείξτε ότι είτε ισχύει f(x) = x για κάθε x ∈ [0,+∞) είτε ισχύει f(x) = −x για κάθε x ∈ [0,+∞).
Τί συμπεραίνεται αν η f είναι συνεχής στο R και ισχύει f(x)2 = x2 για κάθε x ∈ R;

Λύση: [α] Από την υπόθεση συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) = g(x) ή f(x) = −g(x) για κάθε x ∈ I .
Επίσης συνεπάγεται ότι καθεμιά από τις f, g δεν μηδενίζεται σε κανένα σημείο του I . Άρα οι f, g
διατηρούν πρόσημο στο I , οπότε είτε ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει f(x) < 0 για
κάθε x ∈ I και ομοίως για την g.
Τώρα είναι προφανές ότι, στην περίπτωση που οι f, g είναι ομόσημες για κάθε x ∈ I , ισχύει
f(x) = g(x) για κάθε x ∈ I και, στην περίπτωση που οι f, g είναι ετερόσημες για κάθε x ∈ I ,
ισχύει f(x) = −g(x) για κάθε x ∈ I .
[β] Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του [α] στις συναρτήσεις f και g(x) = x αλλά στο διάστημα
(0,+∞) αντί του [0,+∞).
Συμπεραίνουμε ότι είτε ισχύει f(x) = x για κάθε x ∈ (0,+∞) είτε ισχύει f(x) = −x για κάθε
x ∈ (0,+∞).
Επειδή f(0)2 = 02 = 0, έχουμε ότι f(0) = 0 και άρα και οι δύο ισότητες f(x) = x και f(x) = −x
ισχύουν και για x = 0.
Άρα είτε ισχύει f(x) = x για κάθε x ∈ [0,+∞) είτε ισχύει f(x) = −x για κάθε x ∈ [0,+∞).
Το ίδιο συμπέρασμα ισχύει (με την ίδια αιτιολόγηση) και για το (−∞, 0] αντί του [0,+∞).
Άρα έχουμε ότι είτε ισχύει f(x) = x για κάθε x ∈ [0,+∞) είτε ισχύει f(x) = −x για κάθε
x ∈ [0,+∞) και ομοίως για το (−∞, 0].
Έτσι έχουμε τέσσερις δυνατότητες για την f στοR = (−∞, 0]∪ [0,+∞) οι οποίες διατυπώνονται
ως εξής: είτε ισχύει f(x) = x για κάθε x ∈ R είτε ισχύει f(x) = −x για κάθε x ∈ R είτε ισχύει
f(x) = |x| για κάθε x ∈ R είτε ισχύει f(x) = −|x| για κάθε x ∈ R. Και οι τέσσερις δυνατότητες
είναι αποδεκτές διότι και οι τέσσερις συναρτήσεις f είναι συνεχείς στο R.

Άσκηση 4.4.13. [α] Έστω διάστημα I και f1, . . . , fn : I → R συνεχείς στο I . Έστω ότι οι
f1, . . . , fn σε κάθε x ∈ I έχουν n διαφορετικές τιμές. Τί συμπεραίνετε σχετικά με τη διάταξη μεγέ-
θους αυτών των συναρτήσεων;
Έστω, επιπλέον, ότι η h : I → R είναι συνεχής στο I και ότι σε κάθε x ∈ I η τιμή της εί-
ναι ίση με την τιμή (στον ίδιο x) μιας από τις n αρχικές συναρτήσεις ή, ισοδύναμα, ότι ισχύει
(h(x) − f1(x)) · · · (h(x) − fn(x)) = 0 για κάθε x ∈ I . Τί συμπεραίνετε για τη σχέση της h με
τις f1, . . . , fn ;
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[β] Έστω διάστημα I ⊆ [1,+∞) ή I ⊆ [0, 1] και h : I → R συνεχής στο I . Έστω ότι ισχύει
(h(x) − x)(h(x) − x2)(h(x) − x3) = 0 για κάθε x ∈ I . Αποδείξτε ότι είτε ισχύει h(x) = x για
κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = x2 για κάθε x ∈ I είτε ισχύει h(x) = x3 για κάθε x ∈ I .
Αν I = [0,+∞), τότε - με τις ίδιες κατά τα άλλα υποθέσεις - ποιές είναι οι δυνατότητες για την h;

Λύση: [α] Παίρνουμε οποιονδήποτε x0 ∈ I και διατάσσουμε κατά μέγεθος τις ανά δύο διαφορετι-
κές τιμές των f1, . . . , fn στον x0. Tότε έχουμε

f1(x0) < f2(x0) < . . . < fn−1(x0) < fn(x0).

Αν δεν είναι αυτή η σωστή σειρά των αριθμών αυτών, τότε απλώς αλλάζουμε τους δείκτες ώστε
να προκύψει η συγκεκριμένη διάταξη.
Τότε το αποτέλεσμα της άσκησης 4.4.11 συνεπάγεται ότι θα ισχύει

f1(x) < f2(x) < . . . < fn−1(x) < fn(x) για κάθε x ∈ I.

Και πάλι από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.4.11 συνεπάγεται ότι, αν h(x0) = fk(x0) για κάποιον
k = 1, . . . , n, τότε ισχύει h(x) = fk(x) για κάθε x ∈ I . Δηλαδή, η h ταυτίζεται με μία από τις
f1, . . . , fn στο I .
[β] Έστω I ⊆ [1,+∞). Τότε στο διάστημα I \ {1} ισχύει x < x2 < x3. Τότε από το αποτέλεσμα
του [α] συνεπάγεται ότι είτε ισχύει h(x) = x για κάθε x ∈ I \ {1} είτε ισχύει h(x) = x2 για
κάθε x ∈ I \ {1} είτε ισχύει h(x) = x3 για κάθε x ∈ I \ {1}. Οι ισότητες αυτές επεκτείνονται
αυτομάτως και για x = 1 (αν ο 1 ανήκει στο I), διότι και οι τέσσερις συναρτήσεις έχουν την ίδια
τιμή 1 στον 1.
Έστω I ⊆ [0, 1]. Τότε στο διάστημα I \ {0, 1} ισχύει x3 < x2 < x. Πάλι από το αποτέλεσμα του
[α] συνεπάγεται ότι είτε ισχύει h(x) = x για κάθε x ∈ I \ {0, 1} είτε ισχύει h(x) = x2 για κάθε
x ∈ I \ {0, 1} είτε ισχύει h(x) = x3 για κάθε x ∈ I \ {0, 1}. Οι ισότητες αυτές επεκτείνονται
αυτομάτως και για x = 0 και x = 1 (αν οι 0, 1 ανήκουν στο I), διότι και οι τέσσερις συναρτήσεις
έχουν την ίδια τιμή 0 στον 0 και την ίδια τιμή 1 στον 1.
Αν I = [0,+∞), τότε, όπως είδαμε, η h ταυτίζεται με μία από τις x, x2, x3 στο [0, 1] και με μία
από τις x, x2, x3 στο [1,+∞).
Τώρα παρατηρούμε ότι για κάθε k = 1, 2, 3 και για κάθεm = 1, 2, 3 (όχι αναγκαστικά k = m) η

συνάρτηση h(x) =

{
xk, αν 0 ≤ x ≤ 1

xm, αν 1 ≤ x < +∞
είναι συνεχής στο [0,+∞).

Άρα υπάρχουν εννέα συναρτήσεις h που ικανοποιούν τις υποθέσεις.

Άσκηση 4.4.14. Έστω a, b ∈ R, a < b και f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b). Αποδείξτε ότι, αν
υπάρχουν τα limx→a f(x), limx→b f(x) και υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε f(x0) > limx→a f(x) και
f(x0) > limx→b f(x), τότε η f έχει μέγιστη τιμή στο (a, b).

Λύση: Πρώτος τρόπος: Επειδή limx→a f(x) < f(x0) και limx→b f(x) < f(x0), υπάρχουν a′ και
b′ ώστε a < a′ < b′ < b και ώστε να ισχύει

f(x) < f(x0) για κάθε x ∈ (a, a′) και για κάθε x ∈ (b′, b). (14.53)

Άρα, προφανώς, x0 ∈ [a′, b′].
Τώρα, η f έχει μέγιστη τιμή στο [a′, b′], δηλαδή υπάρχει ζ ∈ [a′, b′] ώστε να ισχύει

f(x) ≤ f(ζ) για κάθε x ∈ [a′, b′]. (14.54)

Ειδικώτερα, είναι f(x0) ≤ f(ζ), οπότε από την (14.53) συνεπάγεται ότι ισχύει

f(x) < f(ζ) για κάθε x ∈ (a, a′) και για κάθε x ∈ (b′, b). (14.55)

Τώρα, από τις (14.54) και (14.55) συνεπάγεται ότι ο f(ζ) είναι η μέγιστη τιμή της f στο (a, b).
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Δεύτερος τρόπος: Έστω
u = sup{f(x) |x ∈ (a, b)},

όπου u ∈ R ∪ {+∞}. Προφανώς, είναι f(x0) ≤ u.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.3.33 έχουμε ότι υπάρχει ακολουθία στο {f(x) |x ∈ (a, b)} με
όριο u. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει (xn) στο (a, b) ώστε

f(xn) → u. (14.56)

Βάσει του θεωρήματος των Bolzano - Weierstrass και της πρότασης 2.16, υπάρχει υποακολουθία
(xnk

) της (xn) και ξ ∈ R ώστε
xnk

→ ξ. (14.57)

Από την (14.56) έχουμε
f(xnk

) → u. (14.58)

Επειδή ισχύει a < xnk
< b για κάθε k, συνεπάγεται ξ ∈ [a, b].

Αν ξ = a, τότε από το ότι υπάρχει το limx→a f(x) και από το ότι xnk
→ a, συμπεραίνουμε ότι

το όριο u της
(
f(xnk

)
)
είναι ίσο με το limx→a f(x) και άρα u < f(x0). Αυτό είναι άτοπο, οπότε

ξ ̸= a. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι ξ ̸= b.
Άρα ξ ∈ (a, b) και, επομένως, η f είναι συνεχής στον ξ.
Τώρα, από την (14.57) συνεπάγεται f(xnk

) → f(ξ) και από την (14.58) έχουμε f(ξ) = u.
Άρα ο f(ξ) = u είναι η μέγιστη τιμή της f στο (a, b).

Άσκηση 4.4.15. Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I . Έστω ότι για κάθε x ∈ I , όχι
δεξιό άκρο του I , και δ > 0 υπάρχει x′ ∈ (x, x + δ) ∩ I ώστε f(x) ≤ f(x′). Αποδείξτε ότι η f
είναι αύξουσα στο I .

Υπόδειξη: Έστω a, b ∈ I , a < b, f(a) > f(b) και g(x) = f(x)− f(a)− f(b)−f(a)
b−a (x− a). Τότε

g(a) = g(b) = 0. Η g έχει μέγιστη τιμή στο [a, b].

Άσκηση 4.4.16. Έστω f : R → R συνεχής στο R. Ο x χαρακτηρίζεται σημείο σκιάς της f αν υπάρ-
χει x′ > x ώστε f(x′) > f(x). Έστω ότι κάθε x ∈ (a, b) είναι σημείο σκιάς της f ενώ οι a, b δεν
είναι σημεία σκιάς της f . Aποδείξτε ότι ισχύει f(x) < f(b) για κάθε x ∈ (a, b) και ότι f(a) = f(b).

Λύση: Αφού ο b δεν είναι σημείο σκιάς της f , ισχύει f(x′) ≤ f(b) για κάθε x′ > b.
Επίσης, επειδή ο a δεν είναι σημείο σκιάς της f , ισχύει f(x′) ≤ f(a) για κάθε x′ > a. Ειδικώτερα,
ισχύει f(b) ≤ f(a).
Τώρα, ας πάρουμε οποιονδήποτε x ∈ (a, b). Ας υποθέσουμε (για άτοπο) ότι f(x) ≥ f(b).
Επειδή ο x είναι σημείο σκιάς της f , υπάρχει x′ > x ώστε f(x′) > f(x). Από το ότι ισχύει
f(x′) ≤ f(b) ≤ f(x) για κάθε x′ > b, συνεπάγεται ότι υπάρχει x′ ∈ (x, b) ώστε f(x′) > f(x).
Αυτό σημαίνει ότι η μέγιστη τιμή της f στο [x, b] είναι > f(x) ≥ f(b).
Έχουμε, λοιπόν, ότι υπάρχει x0 στο (x, b) ώστε να ισχύει f(x0) ≥ f(x′) για κάθε x′ ∈ [x, b]. Άρα
ισχύει, επιπλέον, f(x0) ≥ f(b) ≥ f(x′) για κάθε x′ > b. Δηλαδή, ισχύει f(x0) ≥ f(x′) για κάθε
x′ > x0, οπότε ο x0 δεν είναι σημείο σκιάς της f και καταλήγουμε σε άτοπο αφού x0 ∈ (a, b) και
κάθε σημείο του (a, b) είναι σημείο σκιάς της f .
Άρα ισχύει f(x) < f(b) για κάθε x ∈ (a, b).
Λόγω συνέχειας συνεπάγεται f(a) = limx→a+ f(x) ≤ f(b). Από τις f(a) ≥ f(b) και f(a) ≤
f(b) συνεπάγεται f(a) = f(b).

Άσκηση 4.4.17. Έστω f : (a,+∞) → R συνεχής και φραγμένη στο (a + ∞). Αποδείξτε ότι για
κάθε b > 0 υπάρχει ακολουθία (xn) στο (a,+∞) ώστε xn → +∞ και f(xn + b)− f(xn) → 0.

Λύση: Έστω ότι υπάρχει ϵ > 0 ώστε να ισχύει |f(x+ b)− f(x)| ≥ ϵ κοντά στο+∞. Δηλαδή, για
κάποιον a0 ≥ a ισχύει |f(x+ b)− f(x)| ≥ ϵ για κάθε x ∈ (a0,+∞).
Ειδικώτερα, ισχύει f(x + b) − f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (a0,+∞), οπότε η συνεχής συνάρτηση
f(x+ b)− f(x) διατηρεί πρόσημο στο (a0,+∞).
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Άρα είτε ισχύει f(x + b) − f(x) ≥ ϵ για κάθε x ∈ (a0,+∞) είτε ισχύει f(x + b) − f(x) ≤ −ϵ
για κάθε x ∈ (a0,+∞).
Στην πρώτη περίπτωση παίρνουμε οποιονδήποτε x ∈ (a0,+∞) και δημιουργούμε την ακολουθία
στο (a0,+∞) με τύπο xn = x+(n−1)b για κάθε n. Τότε είναι εύκολο να δούμε με την αρχή της
επαγωγής ότι ισχύει f(xn) ≥ f(x) + (n − 1)ϵ για κάθε n και, επομένως, f(xn) → +∞. Αυτό
είναι άτοπο διότι η f είναι φραγμένη.
Στη δεύτερη περίπτωση με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι f(xn) → −∞ με την ίδια ακολουθία (xn)
και καταλήγουμε πάλι σε άτοπο.
Συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει ϵ > 0 ώστε να ισχύει |f(x + b) − f(x)| ≥ ϵ κοντά στο +∞.
Δηλαδή, για κάθε ϵ > 0 ισχύει |f(x+ b)− f(x)| < ϵ σε σημεία όσο θέλουμε κοντά στο +∞.
Άρα υπάρχει x1 ∈ (a,+∞) με x1 > 1 ώστε να είναι |f(x1 + b) − f(x1)| < 1. Ομοίως, υπάρχει
x2 ∈ (a,+∞) με x2 > 2 ώστε να είναι |f(x2 + b)− f(x2)| < 1

2 . Ομοίως, υπάρχει x3 ∈ (a,+∞)
με x3 > 3 ώστε να είναι |f(x3 + b)− f(x3)| < 1

3 . Συνεχίζοντας επαγωγικά, δημιουργούμε ακο-
λουθία (xn) στο (a,+∞) ώστε να ισχύει xn > n και |f(xn + b)− f(xn)| < 1

n για κάθε n. Άρα
xn → +∞ και f(xn + b)− f(xn) → 0.

Άσκηση 4.4.18. Έστω f, g : [a, b] → [a, b] συνεχείς στο [a, b]. Έστω ότι η g είναι αύξουσα και
f ◦ g = g ◦ f . Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = g(ξ) = ξ.

Υπόδειξη:Σύμφωνα με την άσκηση 4.4.10[β], υπάρχει x1 ∈ [a, b]ώστε f(x1) = x1. Θεωρήστε την
ακολουθία (xn) στο [a, b] που ορίζεται με τον αναδρομικό τύπο xn+1 = g(xn) για κάθε n. Απο-
δείξτε ότι η (xn) είναι μονότονη και ότι, αν ξ είναι το όριο της (xn), τότε ισχύει f(ξ) = g(ξ) = ξ.

Άσκηση 4.4.19. Έστω συνάρτηση f συνεχής και ένα-προς-ένα στο διάστημα I . Αποδείξτε ότι η f
είναι γνησίως μονότονη στο I .

Λύση: Έστω ότι η f δεν είναι γνησίως μονότονη στο I . Τότε υπάρχουν τρία σημεία a, b, c στο I
με a < b < c τέτοια ώστε f(a) < f(b) > f(c) ή f(a) > f(b) < f(c).
Θεωρούμε την πρώτη περίπτωση. (Η άλλη περίπτωση είναι παρόμοια.)
Επειδή f(a) < f(b) και f(c) < f(b), συνεπάγεται ότι max{f(a), f(c)} < f(b). Παίρνουμε έναν
οποιονδήποτε αριθμό λ ώστε max{f(a), f(c)} < λ < f(b). Τότε ο λ είναι ανάμεσα στις τιμές
f(a) και f(b) καθώς και ανάμεσα στις τιμές f(b) και f(c).
Επειδή η f είναι συνεχής στα διαστήματα [a, b] και [b, c], συνεπάγεται ότι υπάρχουν x1 ∈ (a, b)
και x2 ∈ (b, c) τέτοια ώστε f(x1) = λ και f(x2) = λ. Τότε όμως x1 < x2 και f(x1) = f(x2) και
καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα η f είναι γνησίως μονότονη στο I .
Παρατήρηση: Ας θυμηθούμε ότι κάθε γνησίως μονότονη συνάρτηση είναι ένα-προς-ένα. Το αντί-
στροφο δεν ισχύει: υπάρχουν συναρτήσεις οι οποίες είναι ένα-προς-ένα αλλά όχι γνησίως μονότο-
νες. Η άσκηση αυτή λέει ότι το αντίστροφο ισχύει αν υποθέσουμε επιπλέον ότι η συνάρτηση είναι
συνεχής σε διάστημα.

Άσκηση 4.4.20. Έστω διάστημα I (όχι μονοσύνολο) και f : I → R ώστε για κάθε λ η εξίσωση
f(x) = λ είτε έχει ακριβώς δύο λύσεις είτε δεν έχει καμιά λύση. Αποδείξτε ότι η f δεν είναι συνεχής
στο I .

Λύση: Έστω (για άτοπο) ότι η f είναι συνεχής στο I .
Παίρνουμε μια οποιαδήποτε τιμή λ της f και τότε υπάρχουν ακριβώς δύο λύσεις της εξίσωσης
f(x) = λ. Δηλαδή, υπάρχουν a, b ∈ I με a < b ώστε f(a) = f(b) = λ.
Έστω u η μέγιστη τιμή και l η ελάχιστη τιμή της f στο [a, b].
Δεν είναι δυνατόν να είναι u = l = f(a) = f(b), διότι τότε η f θα ήταν σταθερή στο [a, b] και θα
φτάναμε σε άτοπο. Άρα είτε u > f(a) = f(b) είτε l < f(a) = f(b).
Έστω u > f(a) = f(b). Τότε υπάρχει c ώστε a < c < b και f(c) = u. Λόγω της υπόθεσης,
πρέπει να υπάρχει και d ∈ I , d ̸= c ώστε f(d) = u. Τώρα έχουμε τις εξής τέσσερις περιπτώσεις:
Πρώτη περίπτωση: d < a < c < b. Παίρνουμε οποιονδήποτε µ με λ < µ < u. Τότε υπάρχουν
x1 ∈ (d, a), x2 ∈ (a, c), x3 ∈ (c, b) ώστε f(x1) = f(x2) = f(x3) = µ και καταλήγουμε σε
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άτοπο.
Δεύτερη περίπτωση: a < c < b < d. Παίρνουμε οποιονδήποτε µ με λ < µ < u. Τότε υπάρχουν
x1 ∈ (a, c), x2 ∈ (c, b), x3 ∈ (b, d) ώστε f(x1) = f(x2) = f(x3) = µ και πάλι καταλήγουμε σε
άτοπο.
Τρίτη περίπτωση: a < d < c < b. Έστω l′ η ελάχιστη τιμή της f στο [d, c]. Επειδή η u = f(d) =
f(c) είναι η μέγιστη τιμή της f στο [a, b] και, επομένως, και στο [d, c], δεν μπορεί να είναι l′ = u,
διότι τότε η f θα ήταν σταθερή στο [d, c]. Άρα l′ < u, οπότε υπάρχει m ώστε d < m < c και
f(m) = l′. Παίρνουμε οποιονδήποτε µ με max{λ, l′} < µ < u. Τότε υπάρχουν x1 ∈ (a, d),
x2 ∈ (d,m), x3 ∈ (m, c), x4 ∈ (c, b) ώστε f(x1) = f(x2) = f(x3) = f(x4) = µ και πάλι
καταλήγουμε σε άτοπο.
Τέταρτη περίπτωση: a < c < d < b. Τότε, ακριβώς όπως στην τρίτη περίπτωση, καταλήγουμε
πάλι σε άτοπο.
Άρα, υποθέτοντας u > f(a) = f(b), σε κάθε περίπτωση καταλήγουμε σε άτοπο. Με τον ίδιο
τρόπο βλέπουμε ότι, υποθέτοντας l < f(a) = f(b), καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα η f δεν είναι συνεχής στο I .

Άσκηση 4.4.21. Αποδείξτε ότι η ιδιότητα σταθερού προσήμου είναι ισοδύναμη με το θεώρημα εν-
διάμεσης τιμής.

Λύση: Έστω ότι ισχύει η ιδιότητα σταθερού προσήμου και έστω f συνεχής στο διάστημα I .
Παίρνουμε τυχόντες a, b ∈ I με a < b και λ ώστε f(a) < λ < f(b) ή f(a) > λ > f(b).
Τότε η συνάρτηση g(x) = f(x) − λ είναι συνεχής στο [a, b] και δεν έχει σταθερό πρόσημο στο
[a, b], διότι έχει τιμές g(a), g(b) με αντίθετο πρόσημο. Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε g(ξ) = 0 ή,
ισοδύναμα, f(ξ) = λ.
Άρα ισχύει το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής.

Άσκηση 4.4.22. Έστω μη-κενό σύνολο A το οποίο δεν είναι διάστημα. Χρησιμοποιώντας την πρό-
ταση 1.4, αποδείξτε ότι υπάρχουν a, b ∈ A με a < b και συνάρτηση f : A → R συνεχής στο A και
λ με f(a) < λ < f(b) ώστε να μην υπάρχει ξ ∈ A με f(ξ) = λ.

Λύση: Αφού το μη-κενόA δεν είναι διάστημα, υπαρχουν a, b, c ώστε a < c < b και ώστε a, b ∈ A
και c /∈ A.

Ορίζουμε τη συνάρτηση f(x) =

{
−1, αν x ∈ A, x < c

1, αν x ∈ A, c < x

Επειδή c /∈ A, η f είναι συνεχής στο A. Επίσης, είναι f(a) = −1 και f(b) = 1. Όμως, είναι
f(a) < 0 < f(b) και δεν υπάρχει x ∈ A ώστε f(x) = 0.

Άσκηση 4.4.23. Έστω f : [a, b] → R μονότονη στο [a, b] για την οποία ισχύει το συμπέρασμα
του θεωρήματος ενδιάμεσης τιμής, δηλαδή ότι για κάθε λ με την ιδιότητα f(a) ≤ λ ≤ f(b) ή
f(b) ≤ λ ≤ f(a) υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = λ. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο [a, b].

Υπόδειξη: Δείτε την πρόταση 4.1 και τη συζήτηση μετά από αυτήν, αλλά και την άσκηση 4.1.15.

Άσκηση 4.5.1. Ποιά είναι τα σύνολα τιμών των −2x3 + x2 − 5x+ 6, x4 − 2x2 + 7 ;

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση είναι πολυωνυμική περιττού βαθμού, οπότε το σύνολο τιμών της είναι
το (−∞,+∞).
Η δεύτερη συνάρτηση είναι πολυωνυμική άρτου βαθμού με θετικό μεγιστοβάθμιο συντελεστή,
οπότε έχει ελάχιστη τιμή l και το σύνολο τιμών της είναι το [l,+∞). Άρκεί, λοιπόν, να υπολογί-
σουμε την ελάχιστη τιμή l.
Γράφουμε x4 − 2x2 + 7 = (x2 − 1)2 + 6 και βλέπουμε ότι όλες οι τιμές της συνάρτησης είναι
≥ 6 και ότι ο 6 είναι τιμή της (για x = ±1). Άρα l = 6 και το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι
το [6,+∞).

Άσκηση 4.5.2. Βρείτε τα σύνολα τιμών της x + 1
x στα διαστήματα (−∞,−1], [−1, 0), (0, 1],

[1,+∞).
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Λύση:Μπορούμε να δούμε εύκολα (με αλγεβρικό τρόπο) ότι η x+ 1
x είναι γνησίως αύξουσα στα

διαστήματα (−∞,−1], [1,+∞) και γνησίως φθίνουσα στα [−1, 0), (0, 1]. Υπολογίζουμε, επίσης,
τα όρια

limx→±∞
(
x+ 1

x

)
= ±∞, limx→0±

(
x+ 1

x

)
= ±∞.

Τέλος, η τιμή της συνάρτησης στο −1 είναι −2 και στο 1 είναι 2.
Άρα το σύνολο τιμών στο (−∞,−1] είναι το (−∞,−2], στο [−1, 0) είναι το (−∞,−2], στο (0, 1]
είναι το [2,+∞) και στο [1,+∞) είναι το [2,+∞).

Άσκηση 4.5.3. Βρείτε πόσες λύσεις έχει η εξίσωση 4
x+1 +

5
x−1 +

1
x−2 = c. Ο αριθμός των λύσεων

πιθανόν να εξαρτάται από την τιμή της παραμέτρου c.

Λύση:Ορίζουμε την συνάρτηση f(x) = 4
x+1+

5
x−1+

1
x−2 με πεδίο ορισμού την ένωση (−∞,−1)∪

(−1, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2,+∞).
Είναι πολύ εύκολο να δει κανείς ότι η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα
τέσσερα διαστήματα που αποτελούν το πεδίο ορισμού της. (Όμως η f δεν είναι γνησίως φθίνουσα
συνολικά στο πεδίο ορισμού της.)
Άρα, υπολογίζοντας όρια, βλέπουμε ότι το σύνολο τιμών της f στο (−∞,−1) είναι το (−∞, 0),
το σύνολο τιμών στο (−1, 1) είναι το (−∞,+∞), το σύνολο τιμών στο (1, 2) είναι το (−∞,+∞)
και, τέλος, το σύνολο τιμών στο (2,+∞) είναι το (0,+∞).
Τώρα, αν c > 0, ο c ανήκει στα σύνολα τιμών της f που αντιστοιχούν στα διαστήματα (−1, 1),
(1, 2) και (2,+∞) αλλά όχι στο σύνολο τιμών της f που αντιστοιχεί στο διάστημα (−∞,−1).
Άρα η εξίσωση f(x) = c έχει τουλάχιστον μία λύση σε καθένα από τα τρία διαστήματα (−1, 1),
(1, 2) και (2,+∞) και καμία λύση στο διάστημα (−∞,−1). Επιπλέον, σε καθένα από τα τρία
διαστήματα (−1, 1), (1, 2) και (2,+∞) η f είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε η αντίστοιχη λύση της
f(x) = c είναι μοναδική. Το συμπέρασμα είναι ότι, αν c > 0, τότε η f(x) = c έχει ακριβώς τρεις
λύσεις.
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι, αν c < 0, η εξίσωση f(x) = c έχει ακριβώς τρεις λύσεις, μία σε
καθένα από τα διαστήματα (−∞,−1), (−1, 1) και (1, 2).
Τέλος, αν c = 0, τότε η εξίσωση f(x) = c έχει ακριβώς δύο λύσεις, μία σε καθένα από τα διαστή-
ματα (−1, 1) και (1, 2). Η τιμή c = 0 δεν περιέχεται στα σύνολα τιμών που αντιστοιχούν στα δύο
άλλα διαστήματα.

Άσκηση 4.5.5. Έστω η συνάρτηση P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n. Αν a0an < 0, αποδείξτε ότι

υπάρχει ξ > 0 ώστε P (ξ) = 0.

Λύση: Έστω a0 < 0 και an > 0. Τότε P (0) < 0 και limx→+∞ P (x) = +∞. Επομένως, υπάρχει
b > 0 ώστε P (b) > 0 και άρα υπάρχει ξ ∈ (0, b) ώστε P (ξ) = 0.
Η περίπτωση a0 > 0 και an < 0 είναι παρόμοια.

Άσκηση 4.5.7. Αποδείξτε ότι ισχύει arctan y+ arccot y = π
2 για κάθε y και arccos y+ arcsin y = π

2
για κάθε y ∈ [−1, 1].
Για ποιούς y ισχύουν οι ισότητες y = cos(arccos y) και y = sin(arcsin y); Για ποιούς y ισχύουν οι
ισότητες y = tan(arctan y) και y = cot(arccot y);
Αποδείξτε ότι ισχύει arctan y + arctan 1

y = π
2 για κάθε y > 0 και arctan y + arctan 1

y = −π
2 για

κάθε y < 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει arccos(cosx) = x για κάθε x ∈ [0, π]. Γενικότερα, με τί είναι ίση η παράσταση
arccos(cosx) αν x ∈ [kπ, (k + 1)π] για κάποιον k ∈ Z ;

Λύση:Έστω x = arctan y και z = arccot y. Τότε tanx = y, cot z = y και x ∈ (−π
2 ,

π
2 ), z ∈ (0, π).

Συνεπάγεται cot(π2 − x) = tanx = y και π
2 − x ∈ (0, π). Λόγω της μοναδικότητας του z ∈ (0, π)

που ικανοποιεί την cot z = y, συνεπάγεται π
2 − x = z και άρα x+ z = π

2 .
Η απόδειξη της arccos y + arcsin y = π

2 είναι ακριβώς ίδια (μόνο που θεωρούμε κλειστά αντί
ανοικτά διαστήματα).
Η ισότητα y = cos(arccos y) δεν ισχύει για y /∈ [−1, 1] διότι δεν ορίζεται ο arccos y γι αυτούς τους
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y αλλά και διότι η συνάρτηση cos έχει τιμές στο [−1, 1]. Τώρα, έστω y ∈ [−1, 1] και x = arccos y.
Τότε cosx = y και x ∈ [0, π]. Άρα cos(arccos y) = y.
Ομοίως προκύπτει ότι η y = sin(arcsin y) ισχύει για y ∈ [−1, 1], ενώ οι y = tan(arctan y) και
y = cot(arccot y) ισχύουν για κάθε y.
Έστω y > 0 και x = arctan y και z = arctan 1

y . Τότε tanx = y, tan z = 1
y και x, z ∈ (0, π2 ).

Συνεπάγεται cot z = y και άρα tan(π2 − z) = y και π
2 − z ∈ (0, π2 ). Λόγω της μοναδικότητας του

x ∈ (0, π2 ) που ικανοποιεί την tanx = y, συνεπάγεται π
2 − z = x και άρα x+ z = π

2 .
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται η arctan y + arctan 1

y = −π
2 για y < 0.

Έστω arccos(cosx) = x′ και x ∈ [0, π]. Τότε είναι x′ ∈ [0, π] και cosx′ = cosx. Άρα x′ = x.
Τέλος, έστω arccos(cosx) = x′ και x ∈ [kπ, (k + 1)π] για κάποιον k ∈ Z. Τότε είναι x′ ∈ [0, π]
και cosx′ = cosx. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Αν ο k είναι άρτιος, τότε, επειδή cos(x− kπ) = cosx = cosx′ και x− kπ ∈ [0, π], συνεπάγεται
x− kπ = x′. Άρα arccos(cosx) = x− kπ.
Αν ο k είναι περιττός, τότε, επειδή cos(−x+(k+1)π) = cosx = cosx′ και−x+(k+1)π ∈ [0, π],
συνεπάγεται −x+ (k + 1)π = x′. Άρα arccos(cosx) = −x+ (k + 1)π.

Άσκηση 4.5.9. Έστω οι f1 : (−∞, 0) → (−∞,+∞), f2 : (0,+∞) → (−∞,+∞) με τον ίδιο
τύπο f1(x) = f2(x) =

1
2(x− 1

x).
Αποδείξτε ότι οι f1, f2 είναι γνησίως αύξουσες με κοινό σύνολο τιμών το (−∞,+∞). Χωρίς να
βρείτε τους τύπους των αντίστροφων συναρτήσεων f1−1, f2−1, τί συμπεραίνετε για τα πεδία ορι-
σμού, τα σύνολα τιμών, τη μονοτονία και τη συνέχειά τους;
Αποδείξτε ότι, αν η g είναι οποιαδήποτε από τις f1−1, f2−1, τότε ισχύει g(y)2 − 2yg(y) − 1 = 0
για κάθε y ∈ (−∞,+∞).
Έστω g : (−∞,+∞) → R συνεχής στο (−∞,+∞) ώστε να ισχύει g(y)2 − 2yg(y) − 1 = 0 για
κάθε y ∈ (−∞,+∞). Αποδείξτε ότι είτε g = f1

−1 είτε g = f2
−1.

Βρείτε τους τύπους όλων των συναρτήσεων της άσκησης.

Λύση:Το ότι οι f1, f2 είναι γνησίως αύξουσες στα πεδία ορισμού τους αποδεικνύεται εύκολα με αλ-
γεβρικό τρόπο. Από τα όρια των δύο συναρτήσεων στα άκρα των πεδίων ορισμού τους προκύπτει
ότι έχουν και οι δύο το (−∞,+∞) ως σύνολο τιμών. Άρα η f1−1 : (−∞,+∞) → (−∞, 0) έχει
σύνολο τιμών το (−∞, 0) και η f2−1 : (−∞,+∞) → (0,+∞) έχει σύνολο τιμών το (0,+∞).
Και οι δύο συναρτήσεις είναι γνησίως αύξουσες και συνεχείς στο (−∞,+∞).
Έστω g οποιαδήποτε από τις f1−1, f2−1. Τότε για κάθε y ∈ (−∞,+∞) θέτουμε x = g(y) και
έχουμε ότι y = f1(x) ή y = f2(x), οπότε, σε κάθε περίπτωση, είναι y = 1

2(x− 1
x). Συνεπάγεται

x2 − 2yx− 1 = 0 και άρα g(y)2 − 2yg(y)− 1 = 0.
Τώρα, έστω g : (−∞,+∞) → R συνεχής στο (−∞,+∞) ώστε να ισχύει g(y)2−2yg(y)−1 = 0
για κάθε y ∈ (−∞,+∞).
Είδαμε ότι για y ∈ (−∞,+∞) οι αριθμοί x1 = f1

−1(y), x2 = f2
−1(y) είναι λύσεις της

x2 − 2yx − 1 = 0. Επίσης, είδαμε πιο πριν ότι x1 ∈ (−∞, 0) και x2 ∈ (0,+∞). Άρα x1 ̸= x2
και, επομένως, οι x1, x2 είναι οι μόνες λύσεις της x2 − 2yx− 1 = 0. Άρα g(y) = x1 = f1

−1(y)
ή g(y) = x2 = f2

−1(y). Τώρα, επειδή ισχύει f1−1(y) < f2
−1(y) για κάθε y ∈ (−∞,+∞), από

το αποτέλεσμα της άσκησης 4.4.11 συνεπάγεται ότι είτε g = f1
−1 είτε g = f2

−1.
Οι λύσεις της x2 − 2yx− 1 = 0 είναι οι x1 = y −

√
y2 + 1 < 0 και x2 = y +

√
y2 + 1 > 0 και

άρα f1−1(y) = y −
√
y2 + 1 και f2−1(y) = y +

√
y2 + 1.

Άσκηση 4.5.12. Έστω a, b ∈ R , a < b και f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b).
Έστω limx→a f(x) = limx→b f(x) = −∞. Σύμφωνα με την άσκηση 4.4.14, η f έχει μέγιστη τιμή
στο (a, b). Αν u είναι η μέγιστη τιμή της f , αποδείξτε ότι το σύνολο τιμών της f είναι το (−∞, u].

Λύση: Επειδή ο u είναι η μέγιστη τιμή της f , το σύνολο τιμών της είναι ⊆ (−∞, u].
Αντιστρόφως, έστω y ∈ (−∞, u]. Επειδή limx→a f(x) = limx→b f(x) = −∞, συνεπάγεται ότι
υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε f(x0) < y. Επομένως, ο y βρίσκεται ανάμεσα σε δύο τιμές της f στο
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(a, b) και άρα είναι τιμή της f . Άρα το (−∞, u] είναι υποσύνολο του συνόλου τιμών της f .
Άρα το σύνολο τιμών της f είναι το (−∞, u].

Άσκηση 4.5.13. Έστω a, b ∈ R, a < b και f : (a, b) → R συνεχής στο (a, b). Έστω ότι υπάρχουν
τα A = limx→a f(x) ∈ R, B = limx→b f(x) ∈ R και A < B.
Αποδείξτε ότι το διάστημα (A,B) περιέχεται στο σύνολο τιμών της f .
Αν ισχύει A < f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b), αποδείξτε ότι η f έχει σύνολο τιμών το (A,B).
Αν ισχύει f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b) και υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε f(x0) ≤ A, αποδείξτε ότι η
f έχει ελάχιστη τιμή στο (a, b). Αν l είναι η ελάχιστη τιμή, αποδείξτε ότι το σύνολο τιμών της f είναι
το [l, B).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω A < y < B. Επειδή limx→a f(x) = A και limx→b f(x) = B,
συνεπάγεται ότι υπάρχουν x1, x2 ∈ (a.b) ώστε f(x1) < y < f(x2). Άρα ο y βρίσκεται ανάμεσα
σε δύο τιμές της f στο (a, b), οπότε ο y είναι τιμή της f στο (a, b). Επομένως, το διάστημα (A,B)
περιέχεται στο σύνολο τιμών της f .
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι ισχύει A < f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b). Τότε, φυσικά, το σύ-
νολο τιμών της f περιέχεται στο (A,B), οπότε, συνδυάζοντας με το προηγούμενο αποτέλεσμα,
συμπεραίνουμε ότι η f έχει σύνολο τιμών το διάστημα (A,B).
Το τρίτο ερώτημα. Έστω ότι ισχύει f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b) και υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε
f(x0) ≤ A.
Πρώτη περίπτωση. Έστω ότι ισχύει f(x) ≥ f(x0) για κάθε x ∈ (a, b). Τότε ο f(x0) είναι η ελά-
χιστη τιμή της f , δηλαδή l = f(x0). Τώρα, επειδή ισχύει l ≤ f(x) < B για κάθε x ∈ (a, b),
συνεπάγεται ότι το σύνολο τιμών της f περιέχεται στο διάστημα [l, B).
Αντιστρόφως, έστω y ∈ [l, B). Επειδή, limx→b f(x) = B, υπάρχει x1 ∈ (a, b) ώστε y < f(x1).
Άρα ο y βρίσκεται ανάμεσα σε δύο τιμές της f στο (a, b), οπότε ο y είναι τιμή της f στο (a, b).
Επομένως, το διάστημα [l, B) περιέχεται στο σύνολο τιμών της f .
Άρα το σύνολο τιμών της f είναι ίσο με το [l, B).
Δεύτερη περίπτωση. Έστω ότι υπάρχει x1 ∈ (a, b) ώστε f(x1) < f(x0), οπότε f(x1) < A < B.
Τώρα, από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.4.14 συνεπάγεται ότι η f έχει ελάχιστη τιμή, έστω l,
στο (a, b) και, όπως στην πρώτη περίπτωση, συμπεραίνουμε ότι το σύνολο τιμών της f είναι το
διάστημα [l, B).

Άσκηση 4.6.1. Αποδείξτε ότι η f(x) =

{
0, αν 0 ≤ x < 1

1, αν 1 < x ≤ 2
είναι συνεχής στο [0, 1) ∪ (1, 2] αλλά

όχι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1) ∪ (1, 2].

Λύση: Η f είναι, προφανώς, συνεχής σε κάθε σημείο του [0, 1)∪ (1, 2]. Πράγματι, για κάθε x στο
[0, 1) ∪ (1, 2] η f είναι σταθερή σε κάποιο κατάλληλα μικρό ανοικτό διάστημα το οποίο περιέχει
το x, οπότε είναι συνεχής στο x.
Τώρα, έστω (για άτοπο) ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1) ∪ (1, 2].
Θεωρούμε οποιοδήποτε ϵ με 0 < ϵ ≤ 1. Τότε υπάρχει κάποιος δ > 0 ώστε

x′, x′′ ∈ [0, 1) ∪ (1, 2], |x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < 1.

Παίρνουμε x′ = 1− δ
4 , x

′′ = 1 + δ
4 , οπότε |x

′ − x′′| = δ
2 < δ, αλλά |f(x′)− f(x′′)| = 1 ≥ ϵ.

Καταλήγουμε σε άτοπο, οπότε η f δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1) ∪ (1, 2].

Άσκηση 4.6.2. Αποδείξτε ότι η |x| είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R, ότι η
√
x είναι ομοιόμορφα

συνεχής στο [0,+∞) και ότι η 1
x δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (0,+∞).

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση. Από την τριγωνική ανισότητα έχουμε ότι ||x′| − |x′′|| ≤ |x′ − x′′|.
Έστω ϵ > 0. Θεωρούμε οποιονδήποτε δ με 0 < δ ≤ ϵ και τότε

|x′ − x′′| < δ ⇒ |x′ − x′′| < ϵ ⇒ ||x′| − |x′′|| < ϵ.

Άρα η |x| είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R.
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Η δεύτερη συνάρτηση. Για x′, x′′ ≥ 0 χρησιμοποιούμε την ανισότητα |
√
x′−

√
x′′| ≤

√
|x′ − x′′|,

η οποία αποδεικνύεται εύκολα υψώνοντας και τις δύο μεριές της στο τετράγωνο.
Έστω ϵ > 0. Τότε για x′, x′′ ≥ 0 έχουμε∣∣√x′ −√

x′′
∣∣ < ϵ ⇐

√
|x′ − x′′| < ϵ ⇐ |x′ − x′′| < ϵ2.

Τώρα παίρνουμε οποιονδήποτε δ με 0 < δ ≤ ϵ2 και τότε για x′, x′′ ≥ 0 έχουμε

|x′ − x′′| < δ ⇒ |x′ − x′′| < ϵ2 ⇒
∣∣√x′ −√

x′′
∣∣ < ϵ.

Άρα η
√
x είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0,+∞).

Η τρίτη συνάρτηση. Έστω ότι η 1
x είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (0,+∞).

Τότε για ϵ = 1 θα υπάρχει κάποιος δ > 0 ώστε

x′, x′′ > 0, |x′ − x′′| < δ ⇒
∣∣ 1
x′ − 1

x′′

∣∣ < 1.

Παίρνουμε x′ = x > 0 και x′′ = x+ δ
2 > 0 και έχουμε |x′ − x′′| = δ

2 < δ. Άρα πρέπει να ισχύει
| 1x′ − 1

x′′ | < 1 ή, ισοδύναμα, δ
x(2x+δ) < 1. Αυτό ισχύει για κάθε x > 0, αλλά αυτό είναι αδύνατο,

διότι limx→0+
δ

x(2x+δ) = +∞, οπότε υπάρχει x > 0 αρκετά κοντά στο 0 ώστε δ
x(2x+δ) ≥ 1.

Άρα η 1
x δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (0,+∞).

Άσκηση 4.6.3. Έστω f : A→ R και ρ > 0,M > 0ώστε να ισχύει |f(x′)−f(x′′)| ≤M |x′−x′′|ρ
για κάθε x′, x′′ ∈ A. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.
Αποδείξτε ότι η συνάρτηση |x| ικανοποιεί την παραπάνω ανισότητα στο R. Αποδείξτε ότι η x2 ικα-
νοποιεί την ίδια ανισότητα σε κάθε φραγμένο διάστημα [a, b] αλλά όχι στο R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′|ρ για κάθε x′, x′′ ∈ A.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε η |f(x′) − f(x′′)| < ϵ συνεπάγεται από την M |x′ − x′′|ρ < ϵ
και αυτή συνεπάγεται από την |x′ − x′′| < ( ϵ

M )1/ρ. Άρα, αν επιλέξουμε οποιονδήποτε δ ώστε
0 < δ ≤ ( ϵ

M )1/ρ, τότε για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ ισχύει |x′ − x′′| < ( ϵ
M )1/ρ και,

επομένως, ισχύει |f(x′)− f(x′′)| < ϵ. Άρα η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.
Η συνάρτηση f(x) = |x| ικανοποιεί την |f(x′) − f(x′′)| = ||x′| − |x′′|| ≤ |x′ − x′′| για κάθε
x′, x′′.
Η συνάρτηση f(x) = x2 στο διάστημα [a, b] ικανοποιεί την |f(x′)−f(x′′)| = |x′+x′′||x′−x′′| ≤
M |x′−x′′| για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b], όπουM = max{−2a, 2b}. Πράγματι, για x′, x′′ ∈ [a, b] ισχύει
x′ + x′′ ≤ 2b ≤M και x′ + x′′ ≥ 2a ≥ −M .
Τώρα, έστω (για άτοπο) ότι υπάρχουν ρ > 0,M > 0ώστε να ισχύει |f(x′)−f(x′′)| ≤M |x′−x′′|ρ
για κάθε x′, x′′ ∈ R. Συνεπάγεται ότι ισχύει |x′+x′′||x′−x′′|1−ρ ≤M για κάθε x′, x′′ ∈ R. Παίρ-
νοντας x′ = 1 + 1

n και x′′ = 1 για n ∈ N, έχουμε ότι ισχύει (2 + 1
n)(

1
n)

1−ρ ≤ M για κάθε n.
Συνεπάγεται ρ ≤ 1 (διότι, αν ρ > 1, τότε το όριο του (2 + 1

n)(
1
n)

1−ρ είναι +∞). Παίρνοντας
x′ = n και x′′ = 0 για n ∈ N, έχουμε ότι ισχύει n2−ρ ≤M για κάθε n. Συνεπάγεται ρ ≥ 2 (διότι,
αν ρ < 2, τότε το όριο του n2−ρ είναι +∞). Από τις ρ ≤ 1 και ρ ≥ 2 προκύπτει αντίφαση.

Άσκηση 4.6.4. Έστω A ⊆ B, f : B → R. Αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο B, αποδείξτε ότι
είναι ομοιόμορφα συνεχής και στο A.

Λύση: Έστω ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο B.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x′) − f(x′′)| < ϵ για κάθε
x′, x′′ ∈ B με |x′− x′′| < δ. Επειδή A ⊆ B, συνεπάγεται ότι ισχύει |f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε
x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ.
Άρα η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Άσκηση 4.6.5. Έστω f : A → B, g : B → R. Αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A και η g
ομοιόμορφα συνεχής στο B, αποδείξτε ότι η g ◦ f : A→ R είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.
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Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή η g είναι ομοιόμορφα συνεχής στο B, υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει

|g(y′)− g(y′′)| < ϵ για κάθε y′, y′′ ∈ B με |y′ − y′′| < δ′. (14.59)

Επίσης, επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, για τον ίδιο δ′ υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < δ′ για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ. (14.60)

Από την (14.60) και την (14.59) με y′ = f(x′) και y′′ = f(x′′) (και επειδή f(x′), f(x′′) ∈ B)
συνεπάγεται ότι για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ ισχύει |g(f(x′)) − g(f(x′′))| < ϵ και,
επομένως, |(g ◦ f)(x′)− (g ◦ f)(x′′)| < ϵ.
Άρα η g ◦ f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Άσκηση 4.6.7. Έστω δύο γειτονικά διαστήματα I1, I2 με κοινό άκρο το οποίο ανήκει και στα δύο
διαστήματα και f : I1 ∪ I2 → R ομοιόμορφα συνεχής στο I1 και στο I2. Αποδείξτε ότι η f είναι
ομοιόμορφα συνεχής στο διάστημα I1 ∪ I2.

Λύση: Έστω ϵ > 0.
Επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο I1, υπάρχει δ1 > 0 ώστε

x′, x′′ ∈ I1, |x′ − x′′| < δ1 ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ϵ
2 . (14.61)

Ομοίως, επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο I2, υπάρχει δ2 > 0 ώστε

x′, x′′ ∈ I2, |x′ − x′′| < δ2 ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ϵ
2 . (14.62)

Τώρα, θεωρούμε τον δ = min{δ1, δ2} > 0, οπότε δ ≤ δ1 και δ ≤ δ2.
Και τώρα έστω δύο οποιοιδήποτε x′, x′′ στο I1 ∪ I2 με |x′ − x′′| < δ.
Έχουμε τρεις περιπτώσεις για τις θέσεις των x′, x′′.
Αν x′, x′′ ∈ I1, τότε από την (14.61) και από την δ ≤ δ1 συνεπάγεται |f(x′)− f(x′′)| < ϵ

2 < ϵ.
Αν x′, x′′ ∈ I2, τότε από την (14.62) και από την δ ≤ δ2 συνεπάγεται |f(x′)− f(x′′)| < ϵ

2 < ϵ.
Τέλος, έστω x′ ∈ I1, x′′ ∈ I2. (Η περίπτωση x′′ ∈ I1, x′ ∈ I2 είναι ίδια.) Έστω x0 το κοινό άκρο
των I1, I2. Τότε ο x0 είναι ανάμεσα στους x′, x′′ και, επειδή |x′ − x′′| < δ, έχουμε |x′ − x0| < δ
και |x′′ − x0| < δ, οπότε από τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις έχουμε |f(x′)− f(x0)| < ϵ

2 και
|f(x′′)− f(x0)| < ϵ

2 . Από την τριγωνική ανισότητα συνεπάγεται |f(x
′)− f(x′′)| ≤ ϵ

2 + ϵ
2 = ϵ.

Άρα, σε κάθε περίπτωση,

x′, x′′ ∈ I1 ∪ I2, |x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ϵ

και η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο διάστημα I1 ∪ I2.

Άσκηση 4.6.9. Έστω f : A → R. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A αν και μόνο
αν για κάθε δύο ακολουθίες (xn′), (xn′′) στο A με xn′ − xn

′′ → 0 ισχύει f(xn′)− f(xn
′′) → 0.

Λύση: Έστω ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο .
Θεωρούμε τυχούσες ακολουθίες (xn′) και (xn′′) στο A με xn′ − xn

′′ → 0.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0, οπότε, λόγω της ομοιόμορφης συνέχειας της f στο A, υπάρχει δ > 0
ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ. (14.63)

Επίσης, επειδή xn′ − xn
′′ → 0, για τον ίδιο δ υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|xn′ − xn
′′| < δ για κάθε n ≥ n0. (14.64)

Από την (14.64) και την (14.63) με x′ = xn
′ και x′′ = xn

′′ συνεπάγεται ότι για κάθε n ≥ n0
ισχύει |f(xn′)− f(xn

′′)| < ϵ.
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Άρα f(xn′)− f(xn
′′) → 0.

Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε δύο ακολουθίες (xn′) και (xn′′) στο A με xn′ − xn
′′ → 0 ισχύει

f(xn
′)− f(xn

′′) → 0.
Έστω ότι η f δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει κάποιος ϵ > 0
ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχουν x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ και |f(x′)− f(x′′)| ≥ ϵ.
Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχουν xn′, xn′′ ∈ A ώστε |xn′ − xn

′′| < 1
n και |f(xn′) − f(xn

′′)| ≥ ϵ.
Επομένως, υπάρχουν δύο ακολουθίες στοA, οι (xn′) και (xn′′), για τις οποίες ισχύει xn′−xn′′ → 0
και |f(xn′) − f(xn

′′)| ≥ ϵ για κάθε n. Αυτό αντιφάσκει με την υπόθεσή μας, διότι θα πρέπει να
ισχύει f(xn′)− f(xn

′′) → 0, και καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Άσκηση 4.6.10. Έστω f : A → R ομοιόμορφα συνεχής στο A. Αν η (xn) στο A είναι ακολουθία
Cauchy, αποδείξτε ότι η (f(xn)) είναι κι αυτή ακολουθία Cauchy.
Τί μπορούμε να συμπεράνουμε από τη συνάρτηση x2 σχετικά με το αντίστροφο;

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ. (14.65)

Επίσης, επειδή η (xn) είναι ακολουθία Cauchy, για τον ίδιο δ υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|xn − xm| < δ για κάθε n,m ≥ n0. (14.66)

Από την (14.66) και την (14.65) με x′ = xn και x′′ = xm συνεπάγεται ότι για κάθε n,m ≥ n0
ισχύει |f(xn)− f(xm)| < ϵ.
Άρα η (f(xn)) είναι ακολουθία Cauchy.
Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση f(x) = x2 δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R. Όμως, έχει την
ιδιότητα: αν η (xn) είναι ακολουθία Cauchy, τότε η (f(xn)) είναι κι αυτή ακολουθία Cauchy.
Δηλαδή, δεν ισχύει το αντίστροφο του πρώτου αποτελέσματος.
Πράγματι, αν η (xn) είναι ακολουθία Cauchy, τότε συγκλίνει, οπότε και η

(
f(xn)

)
= (xn

2)
συγκλίνει και άρα είναι ακολουθία Cauchy.

Άσκηση 4.6.11. Έστω b ∈ R ∪ {+∞} και f : [a, b) → R συνεχής στο [a, b).
Αποδείξτε ότι, αν υπάρχει το limx→b f(x) και είναι αριθμός, τότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο
[a, b).
Αποδείξτε ότι, αν, επιπλέον, b ∈ R και αν η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b), τότε υπάρχει το
limx→b f(x) και είναι αριθμός.
Αποδείξτε ότι, αν, επιπλέον, b ∈ R, τότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b) αν και μόνο αν
υπάρχει g : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω limx→b f(x) = η ∈ R.
Έστω τυχών ϵ > 0.
Τότε υπάρχει c ∈ (a, b) ώστε να ισχύει

|f(x)− η| < ϵ
4 για κάθε x ∈ [c, b). (14.67)

Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, c] οπότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ
4 για κάθε x′, x′′ ∈ [a, c] με |x′ − x′′| < δ. (14.68)

Τώρα έστω x′, x′′ ∈ [a, b) με |x′ − x′′| < δ.
Αν x′, x′′ ∈ [a, c], από την (14.68) συνεπάγεται |f(x′)− f(x′′)| < ϵ

4 < ϵ.
Αν x′, x′′ ∈ [c, b), από την (14.67) συνεπάγεται |f(x′) − f(x′′)| ≤ |f(x′) − η| + |f(x′′) − η| <
ϵ
4 + ϵ

4 = ϵ
2 < ϵ.
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Τέλος, έστω x′ ∈ [a, c], x′′ ∈ [c, b). (Η περίπτωση x′′ ∈ [a, c], x′ ∈ [c, b) είναι ίδια.) Τότε ο c
είναι ανάμεσα στους x′, x′′ και, επειδή |x′ − x′′| < δ, έχουμε |x′ − c| < δ, οπότε από τις δύο
προηγούμενες περιπτώσεις έχουμε |f(x′)−f(c)| < ϵ

4 και |f(x
′′)−f(c)| < ϵ

2 . Από την τριγωνική
ανισότητα συνεπάγεται |f(x′)− f(x′′)| ≤ ϵ

4 + ϵ
2 < ϵ.

Άρα, σε κάθε περίπτωση, ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b) με |x′ − x′′| < δ

και η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b).
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b).
Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία (xn) στο [a, b) με xn → b. Επειδή b ∈ R, η (xn) είναι ακολουθία
Cauchy. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.6.10 συνεπάγεται ότι η ακολουθία

(
(f(xn)

)
είναι

ακολουθία Cauchy και, επομένως, συγκλίνει. Δηλαδή, υπάρχει η ∈ R ώστε f(xn) → η.
Τώρα, από το θεώρημα 3.1 συνεπάγεται ότι υπάρχει το limx→b f(x) και είναι αριθμός.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω ότι υπάρχει g : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) = f(x)
στο [a, b). Τότε η g είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b], οπότε, σύμφωνα με το αποτέλεσμα της
άσκησης 4.6.4, η g και, επομένως, η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b).
Αντιστρόφως, έστω ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b). Βάσει του αποτελέσματος του
δεύτερου ερωτήματος, υπάρχει το η = limx→b f(x) και είναι αριθμός.

Αν ορίσουμε g(x) =

{
f(x), αν x ∈ [a, b)

η, αν x = b
τότε η g είναι συνεχής στο [a, b]. Πράγματι, είναι

limx→b g(x) = limx→b f(x) = η = g(b).

Άσκηση 4.6.12. Έστω f : R → R συνεχής στο R και περιοδική. Δηλαδή υπάρχει τ > 0 ώστε να
ισχύει f(x+ τ) = f(x) για κάθε x. Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R.

Λύση: Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 2τ ].
Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0ώστε να ισχύει |f(x′)−f(x′′)| < ϵ για κάθεx′, x′′ ∈ [0, 2τ ]
με |x′ − x′′| < δ.
Ορίζουμε τον δ1 = min{δ, τ} > 0 και παίρνουμε οποιουσδήποτε x′, x′′ με |x′ − x′′| < δ1.
Έστω x′ ≤ x′′. Τότε υπάρχει k ∈ Z ώστε

kτ ≤ x′ < (k + 1)τ

και, επομένως,
kτ ≤ x′′ < x′ + δ1 ≤ (k + 1)τ + τ = (k + 2)τ.

Επομένως, αν ορίσουμε t′ = x′ − kτ , t′′ = x′′ − kτ , τότε είναι x′, x′′ ∈ [0, 2τ ] και |t′ − t′′| < δ.
Συνεπάγεται |f(t′)− f(t′′)| < ϵ και άρα |f(x′)− f(x′′)| < ϵ.

Άσκηση 4.6.14. Έστω f : [0,+∞) → R ομοιόμορφα συνεχής στο [0,+∞). Αποδείξτε ότι υπάρ-
χουν a, b ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ ax+ b για κάθε x ≥ 0.

Λύση: Θεωρούμε έναν δ > 0 που να αντιστοιχεί στον ϵ = 1 βάσει του ορισμού της ομοιόμορφης
συνέχειας.
Τότε είναι |f(δ)| ≤ |f(δ)−f(0)|+ |f(0)| ≤ 1+ |f(0)|. Κατόπιν είναι |f(2δ)| ≤ |f(2δ)−f(δ)|+
|f(δ)| ≤ 2 + |f(0)| και, γενικότερα, βλέπουμε εύκολα με την αρχή της επαγωγής ότι ισχύει

|f(nδ)| ≤ n+ |f(0)| για κάθε n ∈ N.

Τώρα, για κάθε x ∈ [0,+∞) θέτουμε n = [xδ ], και τότε έχουμε nδ ≤ x < (n + 1)δ, οπότε
|x− nδ| < δ και άρα

|f(x)| ≤ |f(nδ)|+ |f(x)− f(nδ)| ≤ n+ |f(0)|+ 1 ≤ 1
δx+ |f(0)|+ 1.

Άρα ισχύει |f(x)| ≤ ax+ b για κάθε x ≥ 0 με a = 1
δ και b = |f(0)|+ 1.
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Άσκηση 4.6.15. Έστω f : [0,+∞) → R ομοιόμορφα συνεχής στο [0,+∞).
[α] Αν ισχύει f(x+ n) → 0 για κάθε x ≥ 0, αποδείξτε ότι limx→+∞ f(x) = 0.
Μπορείτε να βρείτε f : [0,+∞) → R συνεχή στο [0,+∞) έτσι ώστε να ισχύει f(x + n) → 0 για
κάθε x ≥ 0, αλλά να μην ισχύει limx→+∞ f(x) = 0 ;
[β] Αν υπάρχει ακολουθία (xn) ώστε xn → +∞ και xn+1 − xn → 0 και f(xn) → 0, αποδείξτε
ότι limx→+∞ f(x) = 0. Μπορείτε να υποδείξετε μια ακολουθία (xn) τέτοια ώστε xn → +∞ και
xn+1 − xn → 0 ;
Μπορείτε να βρείτε f : [0,+∞) → R συνεχή στο [0,+∞) και ακολουθία (xn) έτσι ώστε xn → +∞
και xn+1 − xn → 0 και f(xn) → 0, αλλά να μην ισχύει limx→+∞ f(x) = 0 ;

Λύση: [α] Το πρώτο ερώτημα. Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο
[0,+∞), υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ
2 για κάθε x′, x′′ ≥ 0 με |x′ − x′′| < δ. (14.69)

Θεωρούμε αριθμούς x0, x1, . . . , xm−1, xm έτσι ώστε 0 = x0 < x1 < . . . < xm−1 < xm = 1
και η απόσταση οποιωνδήποτε δύο διαδοχικών από αυτούς να είναι < δ.
Τότε για κάθε k = 0, 1, . . . m − 1,m έχουμε ότι f(xk + n) → 0, οπότε υπάρχει κάποιος αντί-
στοιχος nk έτσι ώστε να ισχύει |f(xk + n)| < ϵ

2 για κάθε n ≥ nk.
Ορίζουμε n′ = max{n0, n1, . . . , nm−1, nm} και τότε ισχύει

|f(xk + n)| < ϵ
2 για κάθε n ≥ n′ και κάθε k = 0, 1, . . . ,m− 1,m. (14.70)

Τώρα, έστω x ≥ n′.
Θέτουμε n = [x] και τότε είναι n ≥ n′ και n ≤ x < n+1. Συνεπάγεται ότι x− n ∈ [0, 1), οπότε
ο x− n βρίσκεται ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς από τους x0, x1, . . . , xm−1, xm. Δηλαδή, ισχύει
|(x − n) − xk| < δ ή, ισοδύναμα, |x − (xk + n)| < δ για κάποιον k = 0, 1, . . . m − 1,m. Σε
συνδυασμό με το ότι n ≥ n′, από την (14.69) και την (14.70) συνεπάγεται

|f(x)| ≤ |f(x)− f(xk + n)|+ |f(xk + n)| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα ισχύει |f(x)| < ϵ για κάθε x ≥ n′ και, επομένως, limx→+∞ f(x) = 0.
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε τη συνάρτηση f : [0,+∞) → R η οποία για κάθε n ∈ Z με n ≥ 0
στο διάστημα [n, n+1] έχει τύπο f(x) = (x− n)n+1

(
1− (x− n)n+1

)
. Με άλλα λόγια, η f έχει

τύπο
f(x) = (x− [x])[x]+1

(
1− (x− [x])[x]+1

)
για x ≥ 0.

Η f είναι συνεχής στο [0,+∞) διότι είναι συνεχής σε κάθε διάστημα [n, n+1] και είναι f(n) = 0
για κάθε n ∈ Z με n ≥ 0.
Για κάθε x ≥ 0 και κάθε n ∈ N έχουμε ότι [x+ n] = [x] + n, οπότε (x+ n)− [x+ n] = x− [x]
και άρα

f(x+ n) = ((x+ n)− [x+ n])[x+n]+1
(
1− ((x+ n)− [x+ n])[x+n]+1

)
= (x− [x])[x]+n+1

(
1− (x− [x])[x]+n+1

)
→ 0,

διότι 0 ≤ x− [x] < 1 και [x] + n+ 1 → +∞.
Όμως, δεν ισχύει limx→+∞ f(x) = 0. Πράγματι, για την ακολουθία με τύπο xn = n + n+1

√
1
2

έχουμε ότι xn → +∞ αλλά f(xn) = 1
4 → 1

4 .
[β] Το πρώτο ερώτημα. Έστω τυχών ϵ. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει η (14.69).
Επίσης, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|xn+1 − xn| < δ και |f(xn)| < ϵ
2 για κάθε n ≥ n0. (14.71)
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Τώρα, έστω x ≥ xn0 .
Επειδή xn → +∞, υπάρχει κάποιος n1 > n0 έτσι ώστε να είναι x < xn1 . Τώρα είναι εύκολο
να δούμε ότι υπάρχει n ≥ n0 έτσι ώστε xn ≤ x < xn+1. Πράγματι, έχουμε xn0 ≤ x < xn1

οπότε υπάρχει κάποιος μέγιστος n ανάμεσα στους n0 και n1− 1 έτσι ώστε να είναι xn ≤ x. Τότε,
αυτομάτως είναι x < xn+1.
Υπάρχει, λοιπόν, n ≥ n0 ώστε xn ≤ x < xn+1, οπότε από την (14.71) συνεπάγεται |x − xn| <
|xn+1 − xn| < δ. Τώρα από τις (14.69) και (14.71) συνεπάγεται

|f(x)| ≤ |f(x)− f(xn)|+ |f(xn)| < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα ισχύει |f(x)| < ϵ για κάθε x ≥ xn0 και, επομένως, limx→+∞ f(x) = 0.
Παράδειγμα ακολουθίας (xn) στο [0,+∞) με xn → +∞ και xn+1 − xn → 0 είναι η ακολουθία
με τύπο xn = logn αλλά και η ακολουθία με τύπο xn = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
n .

Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο f(x) = sin(πex) και την ακολουθία με
τύπο xn = logn.
Η f είναι συνεχής στο [0,+∞) και ισχύει xn → +∞ και xn+1 − xn → 0 και f(xn) = 0 → 0.
Όμως, δεν ισχύει limx→+∞ f(x) = 0. Πράγματι, για την ακολουθία με τύπο xn′ = log(2n + 1

2)
έχουμε ότι xn′ → +∞ αλλά f(xn′) = 1 → 1.

Άσκηση 4.6.16. Έστω φραγμένο σύνολο A και f : A → R ομοιόμορφα συνεχής στο A. Αποδείξτε
ότι η f είναι φραγμένη.

Λύση: Θεωρούμε έναν δ > 0 που να αντιστοιχεί στον ϵ = 1 βάσει του ορισμού της ομοιόμορφης
συνέχειας.
ΤοA είναι φραγμένο, οπότε υπάρχει διάστημα [a, b] ώστεA ⊆ [a, b]. Χωρίζουμε το [a, b] σε πεπε-
ρασμένα διαδοχικά υποδιαστήματα μήκους < δ και σε οποιοδήποτε από αυτά τα υποδιαστήματα
τέμνει το A θεωρούμε ένα αντίστοιχο σημείο του A. Έτσι βρίσκουμε x1, . . . , xn ∈ A ώστε: για
κάθε x ∈ A υπάρχει k = 1, . . . , n ώστε |x− xk| < δ.
Τέλος, θεωρούμε τονM = max{|f(x1)|, . . . , |f(xn)|}.
Τότε για κάθε x ∈ A υπάρχει k = 1, . . . , n ώστε |x− xk| < δ και άρα

|f(x)| ≤ |f(x)− f(xk)|+ |f(xk)| ≤ 1 +M.

Άσκηση 4.6.17. Έστω f : R → R μονότονη, συνεχής και φραγμένη στο R. Αποδείξτε ότι η f είναι
ομοιόμορφα συνεχής στο R.

Υπόδειξη: Θεωρήστε l, u ∈ R ώστε να ισχύει l ≤ f(x) ≤ u για κάθε x και έστω τυχών ϵ > 0.
Χωρίστε το [l, u] σε διαδοχικά διαστήματα μήκους μικρότερου από ϵ

2 και πάρτε μία τιμή της f
από κάθε διάστημα το οποίο έχει μη-κενή τομή με το σύνολο τιμών της f . Διατάξτε τις τιμές
αυτές: y1 < . . . < yn. Θεωρήστε x1 < . . . < xn ώστε y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn). Αν ο
δ > 0 είναι μικρότερος από όλες τις διαφορές x2 − x1, . . . , xn − xn−1, αποδείξτε ότι ισχύει
|f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ με |x′ − x′′| < δ.

Άσκηση 4.6.18. Έστω f : R → R και ϵ > 0. Ένας τ χαρακτηρίζεται ϵ-σχεδόν περίοδος της f αν
ισχύει |f(τ + x)− f(x)| < ϵ για κάθε x.
Μια συνεχής f : R → R χαρακτηρίζεται σχεδόν περιοδική αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει L > 0 ώστε
σε κάθε διάστημα μήκους L να υπάρχει τουλάχιστον μία ϵ-σχεδόν περίοδος της f .
Αποδείξτε ότι, αν ο τ1 είναι ϵ1-σχεδόν περίοδος της f και ο τ2 είναι ϵ2-σχεδόν περίοδος της f , τότε
ο τ1 + τ2 είναι (ϵ1 + ϵ2)-σχεδόν περίοδος της f .
Αποδείξτε ότι κάθε συνεχής περιοδική συνάρτηση είναι σχεδόν περιοδική.
Αποδείξτε ότι κάθε σχεδόν περιοδική συνάρτηση είναι φραγμένη και ομοιόμορφα συνεχής.
Αποδείξτε ότι, αν οι f, g : R → R είναι σχεδόν περιοδικές, τότε και η f + g είναι σχεδόν περιοδική.
Η συνάρτηση sinx είναι περιοδική με περίοδο 2π. Αν ο a είναι άρρητος, αποδείξτε ότι η συνάρτηση
sinx+ sin(ax) είναι σχεδόν περιοδική αλλά όχι περιοδική.
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Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Ισχύει |f(τ1 + x) − f(x)| < ϵ1 και |f(τ2 + x) − f(x)| < ϵ2 για κάθε
x. Άρα ισχύει

|f((τ1 + τ2) + x)− f(x)| ≤ |f(τ1 + τ2 + x)− f(τ2 + x)|+ |f(τ2 + x)− f(x)| < ϵ1 + ϵ2

για κάθε x.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι η f είναι συνεχής και περιοδική, οπότε υπάρχει τ > 0 ώστε να
ισχύει f(x+ τ) = f(x) για κάθε x.
Τότε σε κάθε διάστημα [a, b] μήκους τ (δηλαδή b− a = τ ) υπάρχει κάποιο ακέραιο πολλαπλάσιο
του τ . Δηλαδή, υπάρχει n ∈ Z ώστε a ≤ nτ ≤ b.
Τότε ο nτ είναι περίοδος της f και, επομένως, είναι ϵ-σχεδόν περίοδος της f . Πράγματι, ισχύει
|f(nτ + x)− f(x)| = 0 < ϵ για κάθε x.
Άρα σε κάθε διάστημα μήκους τ υπάρχει τουλάχιστον μία ϵ-σχεδόν περίοδος της f , οπότε (και
επειδή η f είναι συνεχής) η f είναι σχεδόν περιοδική.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω ότι η f είναι σχεδόν περιοδική.
Τότε υπάρχει L > 0 ώστε σε κάθε διάστημα μήκους L να υπάρχει τουλάχιστον μία 1-σχεδόν
περίοδος της f .
Θεωρούμε το διάστημα [−L,L]. Η f είναι συνεχής, οπότε είναι φραγμένη στο [−L,L], δηλαδή
υπάρχειM ώστε να ισχύει

|f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [−L,L]. (14.72)

Τώρα έστω τυχών x. Τότε υπάρχει n ∈ Z ώστε n ≤ x
L < n + 1, οπότε x ∈ [nL, nL + L]. Το

διάστημα [−nL− L,−nL] έχει μήκος L, οπότε υπάρχει τουλάχιστον μία 1-σχεδόν περίοδος της
f στο [−nL− L,−nL]. Δηλαδή, υπάρχει τ ∈ [−nL− L,−nL] ώστε να ισχύει

|f(τ + x)− f(x)| < 1. (14.73)

Από το ότι x ∈ [nL, nL + L] και το ότι τ ∈ [−nL − L,−nL] συνεπάγεται (τ + x) ∈ [−L,L],
οπότε από την (14.72) έχουμε |f(τ + x)| ≤M . Τώρα, από την (14.73) συνεπάγεται

|f(x)| ≤ |f(τ + x)|+ |f(τ + x)− f(x)| < M + 1.

Άρα ισχύει |f(x)| ≤M + 1 για κάθε x και, επομένως, η f είναι φραγμένη.
Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει L > 0 ώστε σε κάθε διάστημα μήκους L να υπάρχει
τουλάχιστον μία ϵ

3 -σχεδόν περίοδος της f .
Θεωρούμε το διάστημα [−L− 1, L+1]. Η f είναι συνεχής, οπότε είναι ομοιόμορφα συνεχής στο
[−L− 1, L+ 1], δηλαδή υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ
3 για κάθε x′, x′′ ∈ [−L− 1, L+ 1] με |x′ − x′′| < δ. (14.74)

Θεωρούμε τον δ1 = min{δ, 1}, οπότε δ1 ≤ δ και δ1 ≤ 1.
Τώρα έστω τυχόντες x′, x′′ με |x′ − x′′| < δ1 ≤ 1. Τότε υπάρχει n ∈ Z ώστε n ≤ x′

L < n + 1,
οπότε x′ ∈ [nL, nL+L]. Το διάστημα [−nL−L,−nL] έχει μήκος L, οπότε υπάρχει τουλάχιστον
μία ϵ

3 -σχεδόν περίοδος της f στο [−nL−L,−nL]. Δηλαδή, υπάρχει τ ∈ [−nL−L,−nL] ώστε
να ισχύει

|f(τ + x′)− f(x′)| < ϵ
3 , |f(τ + x′′)− f(x′′)| < ϵ

3 . (14.75)

Από το ότι x′ ∈ [nL, nL+ L] και το ότι τ ∈ [−nL− L,−nL] συνεπάγεται (τ + x′) ∈ [−L,L],
οπότε, επειδή |(τ + x′) − (τ + x′′)| = |x′ − x′′| < 1, συνεπάγεται (τ + x′′) ∈ [−L− 1, L + 1].
Άρα έχουμε (τ + x′), (τ + x′′) ∈ [−L− 1, L+1] και |(τ + x′)− (τ + x′′)| = |x′− x′′| < δ1 ≤ δ
και, επομένως, από την (14.74) συνεπάγεται

|f(τ + x′)− f(τ + x′′)| < ϵ
3 . (14.76)
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Από τις (14.75) και (14.76) συνεπάγεται

|f(x′)−f(x′′)| ≤ |f(x′)−f(τ+x′)|+|f(τ+x′)−f(τ+x′′)|+|f(τ+x′′)−f(x′′)| < ϵ
3+

ϵ
3+

ϵ
3 = ϵ.

Άρα για κάθε x′, x′′ με |x′ − x′′| < δ1 ισχύει |f(x′) − f(x′′)| < ϵ, οπότε η f είναι ομοιόμορφα
συνεχής.
Το τέταρτο ερώτημα. Έστω ότι οι f, g : R → R είναι σχεδόν περιοδικές.
Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει L1 ώστε σε κάθε διάστημα μήκους L1 να υπάρχει τουλάχιστον
μία ϵ

6 -σχεδόν περίοδος της f και υπάρχειL2 ώστε σε κάθε διάστημα μήκουςL2 να υπάρχει τουλά-
χιστον μία ϵ

6 -σχεδόν περίοδος της g. Θεωρούμε τον L = max{L1, L2} και τότε σε κάθε διάστημα
μήκους L υπάρχει τουλάχιστον μία ϵ

6 -σχεδόν περίοδος της f και τουλάχιστον μία ϵ
6 -σχεδόν περί-

οδος της g.
Επειδή οι f, g είναι ομοιόμορφα συνεχείς, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| < ϵ
6 και |g(x′)− g(x′′)| < ϵ

6 για κάθε x′, x′′ με |x′ − x′′| < δ. (14.77)

Τώρα, υπάρχει n ∈ N ώστε 2L < nδ, οπότε μπορούμε να χωρίσουμε το διάστημα [−L,L] σε n
υποδιαστήματα μήκους < δ.
Καθένα από τα διαστήματα [kL, (k+1)L], όπου k ∈ Z, έχει μήκος L, οπότε περιέχει τουλάχιστον
μία ϵ

6 -σχεδόν περίοδο της f και τουλάχιστον μία
ϵ
6 -σχεδόν περίοδο της g. Έστω τk,f η αντίστοιχη

ϵ
6 -σχεδόν περίοδος της f και τk,g η αντίστοιχη

ϵ
6 -σχεδόν περίοδος της g. Τότε οι αριθμοί τk,f−τk,g

περιέχονται στο [−L,L] και άρα σε κάποιο από τα n υποδιαστήματα μήκους < δ του [−L,L], τα
οποία αναφέρθηκαν προηγουμένως. Τώρα, έστω ότιm από τα n αυτά υποδιαστήματα του [−L,L]
περιέχουν τουλάχιστον έναν από τους αριθμούς τk,f−τk,g και έστω τk1,f−τk1,g . . . , τkm,f−τkm,g

οι αντίστοιχοι αριθμοί. Άρα για κάθε k ∈ Z υπάρχει κάποιος kj ώστε ο τk,f−τk,g και ο τkj ,f−τkj ,g
να ανήκουν στο ίδιο υποδιάστημα μήκους < δ του [−L,L] και, επομένως, να είναι

|(τk,f − τk,g)− (τkj ,f − τkj ,g)| < δ

ή, ισοδύναμα,
|(τk,f − τkj ,f )− (τk,g − τkj ,g)| < δ. (14.78)

Αν ορίσουμε τf = τk,f −τkj ,f και τg = τk,g−τkj ,g, τότε, σύμφωνα με το αποτέλεσμα του πρώτου
ερωτήματος, ο τf είναι ϵ

3 -σχεδόν περίοδος της f και ο τg είναι
ϵ
3 -σχεδόν περίοδος της g. Δηλαδή,

ισχύει

|f(τf + x)− f(x)| < ϵ
3 και |g(τg + x)− g(x)| < ϵ

3 για κάθε x. (14.79)

Επίσης, από την (14.78) έχουμε |τf − τg| < δ και άρα

|(τf + x)− (τg + x)| < δ για κάθε x. (14.80)

Τώρα, από τις (14.77), (14.79) και (14.80) συνεπάγεται∣∣(f(τf + x) + g(τf + x))− (f(x) + g(x))
∣∣ ≤ ∣∣(f(τf + x) + g(τg + x))− (f(x) + g(x))

∣∣
+ |g(τf + x)− g(τg + x)|

< |f(τf + x)− f(x)|+ |g(τg + x)− g(x)|+ ϵ
6

< ϵ
3 + ϵ

3 + ϵ
3 = ϵ.

Άρα ο τf είναι ϵ-σχεδόν περίοδος της f + g.
Τέλος, ορίζουμε

T1 = min{τk1,f , . . . , τkm,f}, T2 = max{τk1,f , . . . , τkm,f}.
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Έστω οποιοδήποτε διάστημα [a, a+M ] μήκουςM = 2L+ T2 − T1.
Τότε είναι a+M+T1

L − a+T2
L = 2, οπότε ανάμεσα στους αριθμούς a+M+T1

L και a+T2
L υπάρχουν

τουλάχιστον δύο διαδοχικοί ακέραιοι. Δηλαδή υπάρχει ακέραιος k ώστε

a+T2
L ≤ k < k + 1 ≤ a+M+T1

L .

Τότε είναι a+T2 ≤ kL < (k+1)L ≤ a+M+T1 και, επειδή τk,f ∈ [kL, (k+1)L], συνεπάγεται
a+ T2 ≤ τk,f ≤ a+M + T1 και άρα

a ≤ a+ T2 − τkj ,f ≤ τk,f − τkj ,f ≤ a+M + T1 − τkj ,f ≤ a+M

και άρα a ≤ τf ≤ a+M . Άρα το διάστημα [a, a+M ] περιέχει τουλάχιστον μία ϵ-σχεδόν περίοδο
της f + g.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχειM ώστε κάθε διάστημα μήκουςM να περιέχει
τουλάχιστον μία ϵ-σχεδόν περίοδο της f + g. Επειδή η f + g είναι και συνεχής (αφού οι f , g είναι
συνεχείς), η f + g είναι σχεδόν περιοδική.
Το πέμπτο ερώτημα. Η συνάρτηση sinx είναι περιοδική με περίοδο 2π και η sin(ax) είναι περιοδική
με περίοδο 2π

a . Άρα και οι δύο συναρτήσεις είναι σχεδόν περιοδικές, οπότε και η sinx+ sin(ax)
είναι σχεδόν περιοδική.
Έστω (για άτοπο) ότι η sinx+ sin(ax) είναι περιοδική με περίοδο T > 0. Τότε για κάθε x ισχύει

sin(x+ T ) + sin(ax+ aT ) = sinx+ sin(ax). (14.81)

Άρα ισχύει sin(x+ h+ T ) + sin(ax+ ah+ aT ) = sin(x+ h) + sin(ax+ ah) για κάθε x, h και,
αφαιρώντας τις δύο ταυτότητες, βρίσκουμε

2 sin h
2 cos

2x+h+2T
2 + 2 sin ah

2 cos 2ax+ah+2aT
2 = 2 sin h

2 cos
2x+h

2 + 2 sin ah
2 cos 2ax+ah

2 .

Διαιρούμε με h ̸= 0 και παίρνουμε όριο όταν h→ 0 και βρίσκουμε

cos(x+ T ) + a cos(ax+ aT ) = cosx+ a cos(ax). (14.82)

Ξαναγράφουμε cos(x+h+T )+a cos(ax+ah+aT ) = cos(x+h)+cos(ax+ah), ξανααφαιρούμε
τις δύο τελευταίες ισότητες, διαιρούμε με h ̸= 0 και παίρνουμε όριο όταν h → 0 και, όπως πριν,
βρίσκουμε

sin(x+ T ) + a2 sin(ax+ aT ) = sinx+ a2 sin(ax). (14.83)

Από τις (14.81) και (14.83) έχουμε

(a2 − 1) sin(x+ T ) = (a2 − 1) sinx

και, επειδή ο a είναι άρρητος, συνεπάγεται ότι ισχύει sin(x + T ) = sinx για κάθε x. Άρα T =
2kπ για κάποιον k ∈ N. Τώρα η (14.81) με x = 0 συνεπάγεται sinT + sin(aT ) = 0 και άρα
sin(aT ) = 0. Άρα aT = lπ για κάποιον l ∈ Z. Τότε, όμως, έχουμε a = l

2k ∈ Q και καταλήγουμε
σε άτοπο.
Σχόλιο. Αν θεωρήσουμε δεδομένη την έννοια της παραγώγου, τότε βλέπουμε αμέσως ότι η (14.82)
προκύπτει από την (14.81) με παραγώγιση της (14.81) ως προς τη μεταβλητή x. Με τον ίδιο τρόπο
προκύπτει η (14.83) από την (14.82). Ο πολύ προσεκτικός αναγνώστης θα παρατηρήσει ότι οι
μεταβάσεις από την (14.81) στην (14.82) και από την (14.82) στην (14.83) έγιναν με την εξής
μέθοδο: πρώτα εισάγουμε μια νέα μεταβλητή h, μετά αφαιρούμε δύο εξισώσεις εκ των οποίων η
μία περιέχει την h και η άλλη δεν περιέχει την h, κατόπιν διαιρούμε τη διαφορά με h και παίρνουμε
όριο όταν h→ 0. Αυτή ακριβώς είναι η μέθοδος που εισάγει την έννοια της παραγώγου. Δηλαδή,
ενσωματώσαμε στην απόδειξη την έννοια της παραγώγου χωρίς, όμως, να τήν κατονομάσουμε.
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14.5 Κεφάλαιο 5.

Άσκηση 5.1.1. Θεωρήστε τις συναρτήσεις f(x) = 3x2−5x+3, f(x) = signx, f(x) = x2 signx,

f(x) =

{
2x, αν x ≤ 0

−3x, αν x ≥ 0
f(x) =

{
2x2, αν x ≤ 0

−3x2, αν x ≥ 0
Βρείτε, αν υπάρχουν, τις f ′(0), f ′+(0),

f ′−(0).

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση.

f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0
3x2−5x

x = limx→0(3x− 5) = 0.

Η δεύτερη συνάρτηση.

f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0
signx
x = limx→0

1
|x| = +∞.

Η τρίτη συνάρτηση.

f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0
x2 signx

x = limx→0 x signx = limx→0 |x| = 0.

Η τέταρτη συνάρτηση.

f ′−(0) = limx→0−
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0−
2x
x = limx→0− 2 = 2,

f ′+(0) = limx→0+
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0+
−3x
x = limx→0+(−3) = −3.

Δεν υπάρχει η f ′(0).
Η πέμπτη συνάρτηση.

f ′−(0) = limx→0−
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0−
2x2

x = limx→0− 2x = 0,

f ′+(0) = limx→0+
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0+
−3x2

x = limx→0+(−3x) = 0.

Άρα f ′(0) = 0.

Άσκηση 5.1.3. Θεωρούμε την συνάρτηση με τύπο f(x) =

{
2x2 + x+ 1, αν x ≤ 0

ax+ b, αν x > 0
Βρείτε τα

a, b ώστε να υπάρχει η f ′(0).

Λύση: Θέλουμε να υπάρχει το όριο limx→0
f(x)−f(0)

x−0 ή, ισοδύναμα, να υπάρχουν τα αντίστοιχα
πλευρικά όρια και να είναι ίσα.
Το αριστερό πλευρικό όριο είναι:

limx→0−
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0−
2x2+x+1−1

x = limx→0−(2x+ 1) = 1.

Άρα θέλουμε το δεξιό πλευρικό όριο να είναι ίσο με 1. Δηλαδή,

limx→0+
f(x)−f(0)

x−0 = 1 ⇔ limx→0+
ax+b−1

x = 1 ⇔ limx→0+

(
a+ b−1

x

)
= 1.

Τώρα σκεφτόμαστε ότι το limx→0+(a +
b−1
x ) είναι ίσο με (b − 1)(+∞) = ±∞, αν b − 1 ̸= 0,

και ίσο με a, αν b− 1 = 0. Άρα έχουμε, ισοδύναμα, a = 1 και b = 1.
Άρα η f έχει παράγωγο στο 0 αν και μόνο αν a = b = 1.

Άσκηση 5.1.4. Έστω g : (a, ξ] → R, h : [ξ, b) → R ώστε g(ξ) = h(ξ) και g′(ξ) = h′(ξ) και έστω

η f : (a, b) → R με τύπο f(x) =

{
g(x), αν a < x ≤ ξ

h(x), αν ξ ≤ x < b
Αποδείξτε ότι f ′(ξ) = g′(ξ) = h′(ξ).
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Λύση: Επειδή ισχύει f(x) = g(x) κοντά στον ξ από τα αριστερά του και επειδή f(ξ) = g(ξ),
έχουμε

f ′−(ξ) = limx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ = limx→ξ−
g(x)−g(ξ)

x−ξ = g′(ξ).

Επίσης, επειδή ισχύει f(x) = h(x) κοντά στον ξ από τα δεξιά του και επειδή f(ξ) = h(ξ), έχουμε

f ′+(ξ) = limx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ = limx→ξ+
h(x)−h(ξ)

x−ξ = h′(ξ).

Τώρα, επειδή g′(ξ) = h′(ξ), παίρνουμε ότι f ′−(ξ) = g′(ξ) = h′(ξ) = f ′+(ξ) και άρα f ′(ξ) =
g′(ξ) = h′(ξ).

Άσκηση 5.1.5. Η συνάρτηση f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
του παραδείγματος 5.1.6 αν και

συνεχής στον 0, δεν έχει πλευρικές παραγώγους στον 0. Σχεδιάστε το γράφημα της f και μελετήστε
τη συμπεριφορά καθώς a→ 0+ της μεταβλητής ημιευθείας la,+ με κορυφή το σταθερό σημείο (0, 0)
η οποία διέρχεται από το μεταβλητό σημείο (a, f(a)). Τείνει να ταυτιστεί η la,+ με κάποια ημιευθεία
με κορυφή το σημείο (0, 0);

Η f(x) =

{
x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
του παραδείγματος 5.1.7 είναι συνεχής στον 0 και f ′(0) = 0.

Όπως πριν, μελετήστε τη συμπεριφορά καθώς a → 0+ της ημιευθείας la,+ με κορυφή το σημείο
(0, 0) η οποία διέρχεται από το μεταβλητό σημείο (a, f(a)).

Λύση: Δείτε τα γραφήματα των δύο συναρτήσεων (για x ≥ 0) στο σχήμα 39. Καλό θα ήταν να
αντιπαραβάλετε με το γράφημα της y = sin 1

x στο σχήμα 38 στην λύση της άσκησης 4.4.2.

Η πρώτη συνάρτηση: Έστω a > 0. Η ημιευθεία la,+ με κορυφή το σημείο (0, 0) η οποία διέρχεται
από το σημείο (a, f(a)) έχει κλίση ίση με f(a)−f(0)

a−0 = f(a)
a = sin 1

a . Η εξίσωση της ημιευθείας
αυτής είναι η

y =
(
sin 1

a

)
x, x ≥ 0.
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Τώρα, έστω ότι όταν a → 0+ η la,+ τείνει να ταυτιστεί με κάποια ημιευθεία l+ με κορυφή το
σημείο (0, 0). Έχουμε τρεις περιπτώσεις.
Αν η l+ έχει πεπερασμένη κλίση λ, τότε η εξίσωσή της είναι η y = λx, x ≥ 0. Επειδή η la,+
τείνει να ταυτιστεί με την l+, συνεπάγεται ότι η κλίση της la,+ τείνει στην κλίση της l+ και άρα
lima→0+ sin 1

a = λ. Όμως, το lima→0+ sin 1
a δεν υπάρχει και φτάνουμε σε άτοπο.

Αν η l+ είναι κατακόρυφη προς τα πάνω, τότε η εξίσωσή της είναι η x = 0, y ≥ 0. Επειδή
η la,+ τείνει να ταυτιστεί με την l+, συνεπάγεται ότι η κλίση της la,+ τείνει στο +∞ και άρα
lima→0+ sin 1

a = +∞. Όμως, το lima→0+ sin 1
a δεν υπάρχει και φτάνουμε σε άτοπο.

Αν η l+ είναι κατακόρυφη προς τα κάνω, τότε η εξίσωσή της είναι η x = 0, y ≤ 0. Επειδή
η la,+ τείνει να ταυτιστεί με την l+, συνεπάγεται ότι η κλίση της la,+ τείνει στο −∞ και άρα
lima→0+ sin 1

a = −∞. Όμως, το lima→0+ sin 1
a δεν υπάρχει και φτάνουμε πάλι σε άτοπο.

Άρα όταν a→ 0+ η la,+ δεν τείνει να ταυτιστεί με κάποια ημιευθεία l+ με κορυφή το (0, 0).
Η δεύτερη συνάρτηση. Έστω a > 0. Η ημιευθεία la,+ με κορυφή το σημείο (0, 0) η οποία διέρχεται
από το σημείο (a, f(a)) έχει κλίση ίση με f(a)−f(0)

a−0 = f(a)
a = a sin 1

a . Η εξίσωση της ημιευθείας
αυτής είναι η

y =
(
a sin 1

a

)
x, x ≥ 0.

Όταν a→ 0+ η κλίση της ημιευθείας la,+ έχει όριο 0: lima→0+ a sin 1
a = 0. Άρα η la,+ τείνει να

ταυτιστεί με την ημιευθεία l+ με κορυφή το σημείο (0, 0) και προς τα δεξιά του (0, 0) και κλίση
ίση με 0. Η l+ έχει εξίσωση y = 0x = 0, x ≥ 0 (δηλαδή, είναι ο θετικός x-ημιάξονας).

Άσκηση 5.1.6.Θεωρήστε την συνάρτηση f(x) =

{
x2(−1)[1/x], αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι f ′(0) =

0. Παρατηρήστε ότι όσο θέλουμε κοντά στον 0 υπάρχουν σημεία ασυνέχειας της f .

Λύση: Είναι
limx→0

f(x)−f(0)
x−0 = limx→0 x(−1)[1/x] = 0,

διότι ισχύει |x(−1)[1/x]| = | ± x| = |x| για κάθε x ̸= 0.
Αν n ∈ N, τότε η f είναι ίση με x2(−1)n κοντά στον 1

n και από τα αριστερά του και είναι ίση με
x2(−1)n−1 κοντά στον 1

n και από τα δεξιά του. Άρα

limx→(1/n)− f(x) = limx→(1/n)− x
2(−1)n = (−1)n

n2 ,

limx→(1/n)+ f(x) = limx→(1/n)+ x
2(−1)n−1 = (−1)n−1

n2 ,

οπότε η f δεν είναι συνεχής στον 1
n . Επειδή αυτό συμβαίνει για κάθε n ∈ N, συμπεραίνουμε ότι

όσο θέλουμε κοντά στον 0 υπάρχουν σημεία ασυνέχειας της f .

Άσκηση 5.1.7. Έστω f : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αποδείξτε ότι η f
είναι παραγωγίσιμη στον ξ αν και μόνο αν υπάρχει g : A → R συνεχής στον ξ ώστε να ισχύει
f(x)− f(ξ) = g(x)(x− ξ) για κάθε x ∈ A.

Υπόδειξη:Έστω ότι υπάρχει g : A→ R συνεχής στον ξ ώστε να ισχύει f(x)−f(ξ) = g(x)(x−ξ)
για κάθε x ∈ A.
Τότε, λόγω συνέχειας της g στον ξ, έχουμε

limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = limx→ξ g(x) = g(ξ).

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ και f ′(ξ) = g(ξ).
Αντιστρόφως, έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ.
Ορίζουμε τη συνάρτηση

g(x) =

{
f(x)−f(ξ)

x−ξ , αν x ∈ A, x ̸= ξ

f ′(ξ), αν x = ξ
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Τότε η g(x) ταυτίζεται με την f(x)−f(ξ)
x−ξ κοντά στον ξ και άρα

limx→ξ g(x) = limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ) = g(ξ).

Άρα η g είναι συνεχής στον ξ.
Τέλος, για x ∈ A με x ̸= ξ έχουμε g(x)(x− ξ) = f(x)− f(ξ) λόγω του τύπου της g. Η ισότητα
g(x)(x− ξ) = f(x)− f(ξ) ισχύει, προφανώς, και για x = ξ και άρα ισχύει για κάθε x ∈ A.

Άσκηση 5.2.2. Παρατηρήστε ότι τα όρια limx→1
logx
x−1 , limx→0

ex−1
x είναι γνωστές παράγωγοι συ-

γκεκριμένων συναρτήσεων σε συγκεκριμένα σημεία και ως τέτοιες υπολογίστε τα.
Βάσει των προηγουμένων βρείτε τα limx→1

logx
xa−1 , limx→0

ax−bx
x , limx→0

eax−ebx
x .

Λύση: Έχουμε
limx→1

logx
x−1 = limx→1

logx−log 1
x−1 = d logx

dx (1) = 1
1 = 1,

limx→0
ex−1
x = limx→0

ex−e0
x−0 = dex

dx (0) = e0 = 1.

Τώρα,
limx→1

logx
xa−1 = 1

a limx→1
log(xa)
xa−1 = 1

a limy→1
log y
y−1 = 1

a .

limx→0
ax−bx

x = limx→0 b
x (a/b)x−1

x = b0 limx→0
ex log(a/b)−1

x

= b0 log a
b limx→0

ex log(a/b)−1
x log(a/b) = log a

b limy→0
ey−1
y = log a

b .

limx→0
eax−ebx

x = limx→0 e
bx e(a−b)x−1

x = e0(a− b) limx→0
e(a−b)x−1
(a−b)x

= (a− b) limy→0
ey−1
y = a− b.

Στην διαδικασία υπολογισμού του προτελευταίου ορίου υποθέσαμε σιωπηρά ότι log a
b ̸= 0 ή,

ισοδύναμα, ότι a ̸= b. Όμως, είναι προφανές ότι το αποτέλεσμα, δηλαδή το limx→0
ax−bx

x = log a
b ,

ισχύει ακόμη και όταν a = b.
Ομοίως, και στην διαδικασία υπολογισμού του τελευταίου ορίου υποθέσαμε σιωπηρά ότι a ̸= b.
Και πάλι, όμως, είναι προφανές ότι το αποτέλεσμα, δηλαδή το limx→0

eax−ebx
x = a − b, ισχύει

ακόμη και όταν a = b.

Άσκηση 5.2.4. Βρείτε την παράγωγο συνάρτηση της arccos(cosx).

Λύση: Αν k ∈ Z και x ∈ (kπ, (k + 1)π), τότε

d arccos(cosx)
dx = − − sinx√

1−(cosx)2
= sinx
| sinx| =

{
1, αν ο k είναι άρτιος
−1, αν ο k είναι περιττός

Το αποτέλεσμα αυτό συμφωνεί με το αποτέλεσμα της άσκησης 4.5.7, όπου είδαμε ότι για κάθε
x ∈ [kπ, (k + 1)π] ισχύει arccos(cosx) = x − kπ, αν ο k είναι άρτιος, και arccos(cosx) =
−x+ (k + 1)π, αν ο k είναι περιττός.
Αν x = kπ, όπου k ∈ Z, τότε δεν υπάρχει η παράγωγος της arccos(cosx) στον x.
Αν ο k είναι άρτιος, τότε

limx→(kπ)−
arccos(cosx)−arccos(cos(kπ))

x−kπ = limx→(kπ)−
(−x+kπ)−0

x−kπ = −1,

limx→(kπ)+
arccos(cosx)−arccos(cos(kπ))

x−kπ = limx→(kπ)+
(x−kπ)−0

x−kπ = 1.

Αν ο k είναι περιττός, τότε

limx→(kπ)−
arccos(cosx)−arccos(cos(kπ))

x−kπ = limx→(kπ)−
(x−(k−1)π)−π

x−kπ = 1,

limx→(kπ)+
arccos(cosx)−arccos(cos(kπ))

x−kπ = limx→(kπ)+
(−x+(k+1)π)−π

x−kπ = −1.
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Άσκηση 5.2.5. Θεωρήστε την συνάρτηση f(x) =

{
xa sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Για ποιές τιμές του a

είναι η f συνεχής στο R; είναι η f παραγωγίσιμη στο R; είναι η f ′ συνεχής στο R;

Λύση: Η f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε x ̸= 0 και

f ′(x) = axa−1 sin 1
x − xa−2 cos 1

x για κάθε x ̸= 0.

Μάλιστα, η f ′ είναι συνεχής για x ̸= 0.
Αν a ≤ 0, κανένα από τα όρια

limx→0± f(x) = limx→0± x
a sin 1

x

δεν υπάρχει. Ενώ, αν a > 0, τότε

limx→0 f(x) = limx→0 x
a sin 1

x = 0 = f(0),

οπότε η f είναι συνεχής στον 0.
Άρα η f είναι συνεχής στο R αν και μόνο αν a > 0.
Αν a ≤ 1, τότε τα όρια

limx→0±
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0± x
a−1 sin 1

x

δεν υπάρχουν. Ενώ, αν a > 1, έχουμε

f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0 x
a−1 sin 1

x = 0.

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο R αν και μόνο αν a > 1 και τότε

f ′(x) =

{
axa−1 sin 1

x − xa−2 cos 1
x , αν x ̸= 0

0, αν x = 0

Τώρα, αν 1 < a ≤ 2, κανένα από τα όρια

limx→0± f
′(x) = limx→0±

(
axa−1 sin 1

x − xa−2 cos 1
x

)
= − limx→0± x

a−2 cos 1
x

δεν υπάρχει. Αν a > 2, τότε

limx→0± f
′(x) = limx→0±

(
axa−1 sin 1

x − xa−2 cos 1
x

)
= 0 = f ′(0).

Άρα η f ′ είναι συνεχής στο R αν και μόνο αν a > 2.

Άσκηση 5.2.6. Έστω f : A→ R και f(x) > 0 για κάθε x ∈ A και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του
A. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ, βρείτε τα limh→0

(f(ξ+h)
f(ξ)

)1/h και limx→ξ

(f(x)
f(ξ)

)1/(logx−log ξ).
Για το δεύτερο όριο υποθέτουμε επιπλέον ότι A ⊆ (0,+∞).

Λύση: Έχουμε

limh→0

(f(ξ+h)
f(ξ)

)1/h
= limh→0 e

1
h
log f(ξ+h)

f(ξ) = limh→0 e
log(f(ξ+h))−log(f(ξ))

h

= e(log ◦f)
′(ξ) = ef

′(ξ)/f(ξ).

limx→ξ

(f(x)
f(ξ)

)1/(logx−log ξ)
= limx→ξ e

1
log x−log ξ log f(x)

f(ξ) = limx→ξ e
x−ξ

log x−log ξ
log(f(x))−log(f(ξ))

x−ξ

= eξ (log ◦f)
′(ξ) = eξf

′(ξ)/f(ξ).

Άσκηση 5.2.7. Έστω f, g : A → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και f(x) > 0 για κάθε
x ∈ A. Αν οι f, g είναι παραγωγίσιμες στον ξ, αποδείξτε ότι και η fg : A→ R είναι παραγωγίσιμη
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στον ξ και υπολογίστε την (fg)′(ξ).
Βρείτε την παράγωγο συνάρτηση της xx.

Λύση: Γράφουμε fg = eg log f και άρα

(fg)′ = eg log f
(
g′ log f + g f ′

f

)
= fgg′ log f + fg−1gf ′.

Η παράγωγος της xx στο (0,+∞) είναι (xx)′ = (ex logx)′ = ex logx(logx+ 1) = xx logx+ xx.

Άσκηση 5.2.8. Έστω ότι ο αριθμός ξ είναι ρίζα του πολυωνύμου P , δηλαδή P (ξ) = 0. Λέμε ότι
ο k ∈ N είναι η πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα του P αν υπάρχει πολυώνυμο Q ώστε να ισχύει
P (x) = (x−ξ)kQ(x) για κάθε x καιQ(ξ) ̸= 0. Το ότιQ(ξ) ̸= 0 ισοδυναμεί με το ότι το πολυώνυμο
Q δεν διαιρείται από το x− ξ. Άρα η πολλαπλότητα της ρίζας ξ του πολυωνύμου P είναι ο μέγιστος
εκθέτης k ώστε το (x − ξ)k να διαιρεί το P . Αν ο ξ δεν είναι ρίζα του πολυωνύμου P , δηλαδή
P (ξ) ̸= 0, επεκτείνουμε τον ορισμό της έννοιας της πολλαπλότητας, λέγοντας ότι η πολλαπλότητα του
ξ ως ρίζα του P είναι 0. Είναι προφανές ότι η πολλαπλότητα μιας ρίζας πολυωνύμου δεν υπερβαίνει
τον βαθμό του πολυωνύμου.
Έστω ότι ο ξ είναι ρίζα του πολυωνύμου P . Αποδείξτε ότι ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας k ∈ N του
P αν και μόνο αν είναι ρίζα πολλαπλότητας k − 1 του P ′.

Λύση: Αν ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας k ∈ N του πολυωνύμου P , τότε υπάρχει πολυώνυμο Q
ώστε να ισχύει P (x) = (x− ξ)kQ(x) για κάθε x και Q(ξ) ̸= 0. Επομένως,

P ′(x) = k(x−ξ)k−1Q(x)+(x−ξ)kQ′(x) = (x−ξ)k−1(kQ(x)+(x−ξ)Q′(x)) = (x−ξ)k−1R(x)

για κάθε x, όπου R(x) = kQ(x) + (x− ξ)Q′(x) είναι πολυώνυμο με R(ξ) = kQ(ξ) ̸= 0.
Άρα ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας k − 1 του P ′.
Αντιστρόφως, έστω ότι ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας k − 1 του P ′.
Επειδή ο ξ είναι ρίζα του P , έστω l ∈ N η πολλαπλότητα του ξ ως ρίζα του P . Όπως αποδείξαμε
προηγουμένως, ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας l − 1 του P ′ και, επομένως, k − 1 = l − 1, δηλαδή
k = l. Άρα ο ξ είναι ρίζα πολλαπλότητας k του P .

Άσκηση 5.2.10. Για ποιές ρητές συναρτήσεις R ισχύει limx→+∞
xR′(x)
R(x) = 0;

Λύση: Για να έχει νόημα η παράσταση xR′(x)
R(x) , υποθέτουμε ότι η ρητή συνάρτηση R δεν είναι η

μηδενική συνάρτηση. Τότε η ρητή συνάρτηση R γράφεται

R(x) = anxn+···
bmxm+···

με n,m ∈ Z, n,m ≥ 0 και an ̸= 0, bm ̸= 0.
Αν n ̸= m, τότε έχουμε

R′(x) = (nanxn−1+··· )(bmxm+··· )−(anxn+··· )(mbmxm−1+··· )
(bmxm+··· )2 = (n−m)anbmxn+m−1+···

(bmxm+··· )2 ,

οπότε

limx→+∞
xR′(x)
R(x) = limx→+∞

(n−m)anbmxn+m+···
(anxn+··· )(bmxm+··· ) = limx→+∞

(n−m)anbmxn+m+···
anbmxn+m+···

= n−m ̸= 0.

Αν n = m, τότε έχουμε
R(x) = anxn+···

bnxn+···

με n ∈ Z, n ≥ 0 και an ̸= 0, bn ̸= 0.
Αν n = 0, τότε η R είναι σταθερή συνάρτηση, οπότε ισχύει limx→+∞

xR′(x)
R(x) = limx→+∞ 0 = 0.

Αν n ≥ 1, τότε

R′(x) = (nanxn−1+··· )(bnxn+··· )−(anxn+··· )(nbnxn−1+··· )
(bnxn+··· )2 = (anbn−1−an−1bn)x2n−2+···

(bnxn+··· )2 ,
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οπότε
limx→+∞

xR′(x)
R(x) = limx→+∞

(anbn−1−an−1bn)x2n−1+···
anbnx2n+··· = 0.

Άρα ισχύει limx→+∞
xR′(x)
R(x) = 0 αν και μόνο αν οι βαθμοί των πολυωνύμων στον αριθμητή και

στον παρονομαστή της R είναι ίσοι.

Άσκηση 5.2.12. Αποδείξτε ότι η παράγωγος άρτιας συνάρτησης είναι περιττή συνάρτηση και η πα-
ράγωγος περιττής συνάρτησης είναι άρτια συνάρτηση. Αποδείξτε ότι η παράγωγος περιοδικής συ-
νάρτησης είναι περιοδική συνάρτηση.

Λύση: Έστω f : A → R. Αν η f είναι άρτια συνάρτηση, τότε το A είναι συμμετρικό σύνολο,
δηλαδή ισχύει −x ∈ A για κάθε x ∈ A. Επίσης, ισχύει f(−x) = f(x) για κάθε x ∈ A.
Τότε, όμως, παραγωγίζοντας την σχέση f(−x) = f(x), έχουμε ότι ισχύει −f ′(−x) = f ′(x) ή,
ισοδύναμα, f ′(−x) = −f ′(x) για κάθε x ∈ A. Άρα η f ′ είναι περιττή.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι, αν η f είναι περιττή, τότε η f ′ είναι άρτια.
Τέλος, έστω ότι η f : R → R είναι περιοδική. Δηλαδή, υπάρχει τ > 0 ώστε να ισχύει f(τ + x) =
f(x) για κάθε x. Παραγωγίζοντας αυτήν την σχέση, βρίσκουμε ότι ισχύει f ′(τ + x) = f ′(x) για
κάθε x και άρα η f ′ είναι περιοδική.

Άσκηση 5.2.13. Έστω f : A→ R, ξ ∈ A από δεξιά του και αριστερά του σημείο συσσώρευσης του
A και έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ. Θεωρούμε και την |f | : A→ R.
Αν f(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι |f |′(ξ) = sign(f(ξ)) f ′(ξ).
Αν f(ξ) = 0 και f ′(ξ) = 0, αποδείξτε ότι |f |′(ξ) = 0.
Αν f(ξ) = 0 και f ′(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι η |f | δεν είναι παραγωγίσιμη στον ξ. Αποδείξτε, όμως,
ότι |f |′+(ξ) = |f ′(ξ)| και |f |′−(ξ) = −|f ′(ξ)|.

Λύση: Έστω f(ξ) ̸= 0. Αν f(ξ) > 0, τότε, επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, ισχύει f(x) > 0 κοντά
στον ξ και άρα

|f |′(ξ) = limx→ξ
|f(x)|−|f(ξ)|

x−ξ = limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ).

Αν f(ξ) < 0, τότε ισχύει f(x) < 0 κοντά στον ξ και άρα

|f |′(ξ) = limx→ξ
|f(x)|−|f(ξ)|

x−ξ = limx→ξ
−f(x)+f(ξ)

x−ξ = −f ′(ξ).

Άρα σε κάθε περίπτωση ισχύει |f |′(ξ) = sign(f(ξ)) f ′(ξ).
Έστω f(ξ) = 0 και f ′(ξ) = 0. Τότε ισχύει∣∣ |f(x)|−|f(ξ)|

x−ξ
∣∣ ≤ |f(x)−f(ξ)|

|x−ξ| =
∣∣f(x)−f(ξ)

x−ξ
∣∣. (14.84)

Επειδή limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ) = 0, συνεπάγεται limx→ξ |f(x)−f(ξ)x−ξ | = 0, οπότε από την

(14.84) έχουμε ότι |f |′(ξ) = limx→ξ
|f(x)|−|f(ξ)|

x−ξ = 0.
Έστω f(ξ) = 0 και f ′(ξ) ̸= 0. Αν f ′(ξ) > 0, τότε από το

limx→ξ
f(x)
x−ξ = limx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ = f ′(ξ) > 0

συνεπάγεται ότι ισχύει f(x)x−ξ > 0 κοντά στον ξ. Άρα ισχύει f(x) < 0 κοντά στον ξ από τα αριστερά
του και f(x) > 0 κοντά στον ξ από τα δεξιά του. Άρα

|f |′−(ξ) = limx→ξ−
|f(x)|−|f(ξ)|

x−ξ = limx→ξ−
−f(x)
x−ξ = − limx→ξ−

f(x)
x−ξ = −f ′(ξ) = −|f ′(ξ)|

και
|f |′+(ξ) = limx→ξ+

|f(x)|−|f(ξ)|
x−ξ = limx→ξ+

f(x)
x−ξ = f ′(ξ) = |f ′(ξ)|.
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Η απόδειξη των |f |′+(ξ) = |f ′(ξ)| και |f |′−(ξ) = −|f ′(ξ)| είναι ίδια όταν f ′(ξ) < 0. Τώρα, επειδή
f ′(ξ) ̸= 0 συνεπάγεται |f |′−(ξ) ̸= |f |′+(ξ), οπότε η |f | δεν είναι παραγωγίσιμη στον ξ.

Άσκηση 5.2.14. Έστω πολυωνυμικές συναρτήσεις P , Q, όπου η P έχει βαθμό n ≥ 2 και n διαφο-
ρετικές ανά δύο ρίζες x1, . . . , xn και η Q έχει βαθμό ≤ n− 1.
Αποδείξτε ότι ισχύει Q(x)

P (x) =
∑n

k=1
Q(xk)

P ′(xk)(x−xk)
για κάθε x ∈ R \ {x1, . . . , xn}.

Υπολογίστε το
∑n

k=1
1

P ′(xk)
.

Αποδείξτε ότι ισχύει 1
x(x+1)···(x+m) =

1
m!

∑m
k=0

(
m
k

) (−1)k
x+k για κάθε x ∈ R \ {0,−1, . . . ,−m}.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή η P έχει βαθμό n ≥ 2 και οι n διαφορετικές ανά δύο ρίζες της
είναι οι x1, . . . , xn, συνεπάγεται ότι υπάρχει c ̸= 0 ώστε

P (x) = c(x− x1) · · · (x− xn) για κάθε x.

Για k = 1, . . . , n γράφουμε
P (x) = c(x− xk)Pk(x),

όπου Pk(x) είναι το γινόμενο των παραγόντων x− x1, . . . , x− xn εκτός του x− xk. Δηλαδή

Pk(x) = (x− x1) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn).

Τότε παίρνουμε ότι P ′(x) = cPk(x) + c(x− xk)Pk
′(x) και άρα

P ′(xk) = cPk(xk) = (xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn) ̸= 0.

Τώρα ορίζουμε
T (x) = c

∑n
k=1

Q(xk)
P ′(xk)

Pk(x).

Το T είναι ένα πολυώνυμο βαθμού ≤ n− 1, διότι κάθε Pk(x) είναι πολυώνυμο βαθμού n− 1.
Παρατηρούμε ότι ισχύει Pk(xl) = 0 αν k ̸= l. Επομένως,

T (xl) = c
∑n

k=1
Q(xk)
P ′(xk)

Pk(xl) = c Q(xl)
P ′(xl)

Pl(xl) = Q(xl) για κάθε l = 1, . . . , n.

Άρα το πολυώνυμο T − Q είναι βαθμού ≤ n − 1 και έχει n διαφορετικές ανά δύο ρίζες, οπότε
είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Δηλαδή ισχύει

Q(x) = T (x) = c
∑n

k=1
Q(xk)
P ′(xk)

Pk(x) =
∑n

k=1
Q(xk)P (x)

P ′(xk)(x−xk)
για x ̸= x1, . . . , xn.

Άρα ισχύει
Q(x)
P (x) =

∑n
k=1

Q(xk)
P ′(xk)(x−xk)

για x ̸= x1, . . . , xn.

Το δεύτερο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα στο σταθερό πολυώνυμοQ(x) =
1 και, αφού πολλαπλασιάσουμε με x, βρίσκουμε

x
P (x) =

∑n
k=1

x
P ′(xk)(x−xk)

για x ̸= x1, . . . , xn.

Παίρνουμε όριο όταν x→ +∞ και τότε έχουμε

limx→+∞
x

P (x) =
∑n

k=1
1

P ′(xk)
.

Επειδή το πολυώνυμο P έχει βαθμό n ≥ 2, συνεπάγεται ότι limx→+∞
x

P (x) = 0, οπότε∑n
k=1

1
P ′(xk)

= 0.

Το τρίτο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος στο Q(x) = 1 και στο
P (x) = x(x+ 1) · · · (x+m).
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Οι ρίζες του P είναι οι 0,−1, . . . ,−m και βρίσκουμε (όπως κάναμε στην λύση του πρώτου ερω-
τήματος)

P ′(0) = m!

και

P ′(−k) = (−k)(−k + 1) · · · (−k + k − 1)(−k + k + 1) · · · (−k +m) = (−1)kk!(m− k)!

για k = 1, . . . ,m.
Άρα

1
x(x+1)···(x+m) =

∑m
k=0

1
(−1)kk!(m−k)!(x+k)

= 1
m!

∑m
k=0

(−1)km!
k!(m−k)!(x+k) =

1
m!

∑m
k=0

(
m
k

) (−1)k
x+k

για x ̸= 0,−1, . . . ,−m.

Άσκηση 5.2.15. Έστω f : A → R συνεχής στο A ώστε να ισχύει (f(x))2 + 4f(x) = x3 − 5x2 −
9x+ 41 για κάθε x ∈ A. Αποδείξτε ότι ισχύει (2f(x) + 4)f ′(x) = 3x2 − 10x− 9 για κάθε x ∈ A
στον οποίο η f είναι παραγωγίσιμη. Βρείτε το μέγιστο δυνατό σύνολο A, αποδείξτε ότι υπάρχουν
τέσσερις τέτοιες f για αυτό το A και βρείτε τους τύπους τους.

Λύση: Παρατηρούμε ότι

(f(x))2+4f(x)+4 = x3−5x2−9x+45 = x2(x−5)−9(x−5) = (x+3)(x−3)(x−5). (14.85)

Επειδή (f(x))2 +4f(x) + 4 = (f(x) + 2)2 ≥ 0, πρέπει να ισχύει (x+3)(x− 3)(x− 5) ≥ 0 και
άρα ο x πρέπει να ανήκει στην ένωση [−3, 3]∪ [5,+∞). Επομένως, το μέγιστο δυνατό σύνολο A
είναι το A = [−3, 3] ∪ [5,+∞).
Στο εξής δεχόμαστε ότι A = [−3, 3] ∪ [5,+∞).
Παραγωγίζοντας τη σχέση (f(x))2 + 4f(x) = x3 − 5x2 − 9x+ 41, βρίσκουμε ότι ισχύει

(2f(x) + 4)f ′(x) = 3x2 − 10x− 9

για κάθε x ∈ A στον οποίο η f είναι παραγωγίσιμη.
Από την (14.85) συνεπάγεται (f(x) + 2)2 = x3 − 5x2 − 9x+ 45 για κάθε x ∈ A και άρα

f(x) + 2 = ±
√
x3 − 5x2 − 9x+ 45 για κάθε x ∈ A.

Στο ανοικτό διάστημα (−3, 3) η f(x) + 2 δεν μηδενίζεται, οπότε διατηρεί πρόσημο. Άρα είτε
ισχύει f(x) + 2 = −

√
x3 − 5x2 − 9x+ 45 για κάθε x ∈ (−3, 3) είτε ισχύει f(x) + 2 =√

x3 − 5x2 − 9x+ 45 για κάθε x ∈ (−3, 3). Ομοίως, στο ανοικτό διάστημα (5,+∞) η f(x) + 2
δεν μηδενίζεται, οπότε είτε ισχύει f(x)+2 = −

√
x3 − 5x2 − 9x+ 45 για κάθε x ∈ (5,+∞) είτε

ισχύει f(x)+2 =
√
x3 − 5x2 − 9x+ 45 για κάθε x ∈ (5,+∞). Οι ισότητες αυτές επεκτείνονται

και στα σημεία ±3, 5, διότι σ’ αυτά τα σημεία και οι δύο μεριές των ισοτήτων μηδενίζονται.
Καταλήγουμε σε τέσσερις συναρτήσεις

f(x) =

{
ε1
√
x3 − 5x2 − 9x+ 45, αν x ∈ [−3, 3]

ε2
√
x3 − 5x2 − 9x+ 45, αν x ∈ [5,+∞)

όπου τα ε1, ε2 παίρνουν τιμές ±1. Και οι τέσσερις αυτές συναρτήσεις είναι συνεχείς στο A (και
παραγωγίσιμες στο A εκτός των σημείων ±3, 5).

Άσκηση 5.2.18. Έστω f : A→ B ένα-προς-ένα στο A και επί τουB και η αντίστροφη f−1 : B →
A. Έστω ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A, έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στον ξ ότι f ′(ξ) ̸= 0
και ότι η f−1 είναι συνεχής στον η = f(ξ).
Αποδείξτε ότι ο η είναι σημείο συσσώρευσης του B και ότι η f−1 είναι παραγωγίσιμη στον η και
ισχύει (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ).
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Λύση: Από την f ′(ξ) ̸= 0 συνεπάγεται limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ ̸= 0 και άρα ισχύει f(x)−f(ξ)
x−ξ ̸= 0 ή,

ισοδύναμα, f(x) ̸= f(ξ) = η κοντά στον ξ.
Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στον ξ και η = f(ξ), ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) κοντά στον
ξ. Επομένως, ισχύει f(x) ∈ Nη(ϵ) και f(x) ̸= η κοντά στον ξ. Συμπεραίνουμε ότι στην περιοχή
Nη(ϵ) υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του συνόλου τιμών B το οποίο είναι ̸= η. Επειδή αυτό
συμβαίνει για κάθε ϵ > 0, ο η είναι σημείο συσσώρευσης του B.
Τώρα, επειδή η f−1 είναι συνεχής στον η, έχουμε limy→η f

−1(y) = f−1(η) = ξ. Και, επειδή
ισχύει f−1(y) ̸= ξ κοντά στον η, κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), έχουμε

limy→η
f−1(y)−f−1(η)

y−η = limy→η
f−1(y)−f−1(η)

f(f−1(y))−f(f−1(η))
= limx→ξ

x−ξ
f(x)−f(ξ) =

1
f ′(ξ) .

Άρα (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ).

Άσκηση 5.2.19. Έστω f, g : A → R και ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A. Αν οι f , g είναι
παραγωγίσιμες στον ξ, βρείτε το limx→ξ

f(x)g(ξ)−f(ξ)g(x)
x−ξ .

Λύση: Είναι

f(x)g(ξ)−f(ξ)g(x)
x−ξ = (f(x)−f(ξ))g(ξ)−f(ξ)(g(x)−g(ξ))

x−ξ = f(x)−f(ξ)
x−ξ g(ξ)− f(ξ) g(x)−g(ξ)

x−ξ ,

οπότε limx→ξ
f(x)g(ξ)−f(ξ)g(x)

x−ξ = f ′(ξ)g(ξ)− f(ξ)g′(ξ).

Άσκηση 5.2.20. Έστω f : A → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A, f παραγωγίσιμη στο ξ και
ακολουθίες (xn′), (xn′′) στο A ώστε xn′ → ξ, xn′′ → ξ και xn′ ̸= ξ, xn′′ ̸= ξ για κάθε n.
Αν xn′ < ξ < xn

′′ για κάθε n, αποδείξτε ότι f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ → f ′(ξ).

Αν ισχύει | xn
′−ξ

xn
′−xn

′′ | ≤M για κάθε n, αποδείξτε ότι f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ → f ′(ξ).

Θεωρήστε τη συνάρτηση f στο παράδειγμα 5.1.7 (και στην άσκηση 5.1.5). Επίσης, έστω xn
′ =

1
(π/2)+2nπ και xn′′ = 1

(−π/2)+2nπ για κάθε n. Η f είναι παραγωγίσμη στον 0 και xn′ → 0, xn′′ → 0,

αλλά f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ ̸→ f ′(0).

Λύση: Είναι

f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ = f(xn

′)−f(ξ)−f(xn
′′)+f(ξ)

xn
′−xn

′′ = xn
′−ξ

xn
′−xn

′′
f(xn

′)−f(ξ)
xn

′−ξ − xn
′′−ξ

xn
′−xn

′′
f(xn

′′)−f(ξ)
xn

′′−ξ

και άρα

f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ −f ′(ξ) = ξ−xn

′

xn
′′−xn

′

(f(xn
′)−f(ξ)

xn
′−ξ −f ′(ξ)

)
+ xn

′′−ξ
xn

′′−xn
′

(f(xn
′′)−f(ξ)

xn
′′−ξ −f ′(ξ)

)
. (14.86)

Τώρα, επειδή limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ) και xn′ → ξ, xn′′ → ξ και xn′ ̸= ξ, xn′′ ̸= ξ για κάθε

n, συνεπάγεται ότι f(xn
′)−f(ξ)

xn
′−ξ → f ′(ξ) και f(xn

′′)−f(ξ)
xn

′′−ξ → f ′(ξ). Άρα οι δύο παρενθέσεις στην
(14.86) έχουν όριο ίσο με 0.
Αν ισχύει xn′ < ξ < xn

′′ για κάθε n, τότε οι συντελεστές μπροστά από τις δύο παρενθέσεις στην
(14.86) είναι φραγμένοι: και οι δύο ανήκουν στο διάστημα (0, 1). Άρα f(xn

′)−f(xn
′′)

xn
′−xn

′′ → f ′(ξ).

Αν ισχύει | xn
′−ξ

xn
′−xn

′′ | ≤ M για κάθε n, τότε ο πρώτος συντελεστής είναι φραγμένος. Όμως, και ο
δεύτερος είναι φραγμένος, διότι το άθροισμα των δύο συντελεστών είναι ίσο με 1. Άρα και πάλι
καταλήγουμε στο ίδιο αποτέλεσμα.

Το τρίτο ερώτημα. Για την f(x) =

{
x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
έχουμε αποδείξει ότι f ′(0) = 0.

Τώρα, είναι f(xn′) = (xn
′)2 και f(xn′′) = −(xn

′′)2, οπότε

f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ = (xn

′)2+(xn
′′)2

xn
′−xn

′′ = · · · = 8π2n2+···
−4π3n2+··· → − 2

π .

Άσκηση 5.2.21. Έστω k ∈ N και συνάρτηση f : R → R παραγωγίσιμη στον ξ.
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Αποδείξτε ότι n
(
f(ξ + 1

n) + f(ξ + 2
n) + · · ·+ f(ξ + k

n)− kf(ξ)
)
→ k(k+1)

2 f ′(ξ).
Αποδείξτε ότι f(ξ + 1

n2 ) + f(ξ + 2
n2 ) + · · ·+ f(ξ + n

n2 )− nf(ξ) → 1
2f
′(ξ).

Λύση: Γράφουμε

n
(
f(ξ + 1

n) + · · ·+ f(ξ + l
n) + · · ·+ f(ξ + k

n)− kf(ξ)
)

= f(ξ+(1/n))−f(ξ)
1/n + · · ·+ l f(ξ+(l/n))−f(ξ)

l/n + · · ·+ k f(ξ+(k/n))−f(ξ)
k/n .

Κάθε λόγος στο τελευταίο άθροισμα έχει όριο f ′(ξ) όταν n → +∞. Άρα το άθροισμα έχει όριο
(1 + · · ·+ l + · · ·+ k)f ′(ξ) = k(k+1)

2 f ′(ξ).
Τώρα, γράφουμε

f(ξ + 1
n2 ) + · · ·+ f(ξ + l

n2 ) + · · ·+ f(ξ + n
n2 )− nf(ξ)− 1

2f
′(ξ)

= 1
n2

(f(ξ+(1/n2))−f(ξ)
1/n2 − f ′(ξ)

)
+ · · ·+ l

n2

(f(ξ+(l/n2))−f(ξ)
l/n2 − f ′(ξ)

)
+ · · ·

· · ·+ n
n2

(f(ξ+(n/n2))−f(ξ)
n/n2 − f ′(ξ)

)
+ 1

2n f
′(ξ).

Για να αποδείξουμε ότι η αριστερή μεριά της τελευταίας ισότητας τείνει στον 0, αρκεί να δείξουμε
ότι η δεξιά μεριά της τείνει στον 0. Ο τελευταίος όρος, προφανώς, τείνει στον 0, οπότε μελετάμε
το άθροισμα των υπόλοιπων όρων της δεξιάς μεριάς.
Τώρα έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(ξ+h)−f(ξ)

h − f ′(ξ)| < ϵ για κάθε h με
0 < |h| < δ.
Αν 1

n < δ, τότε για κάθε h = 1
n2 , . . . ,

l
n2 , . . . ,

n
n2 ισχύει 0 < h < δ και άρα για κάθε τέτοιον h

ισχύει |f(ξ+h)−f(ξ)
h − f ′(ξ)| < ϵ.

Άρα τελικά (συγκεκριμένα, αν 1
n < δ) ισχύει∣∣ 1

n2

(f(ξ+(1/n2))−f(ξ)
1/n2 − f ′(ξ)

)
+ · · ·+ l

n2

(f(ξ+(l/n2))−f(ξ)
l/n2 − f ′(ξ)

)
+ · · ·

· · ·+ n
n2

(f(ξ+(n/n2))−f(ξ)
n/n2 − f ′(ξ)

)∣∣
≤ 1

n2

∣∣f(ξ+(1/n2))−f(ξ)
1/n2 − f ′(ξ)

∣∣+ · · ·+ l
n2

∣∣f(ξ+(l/n2))−f(ξ)
l/n2 − f ′(ξ)

∣∣+ · · ·

· · ·+ n
n2

∣∣f(ξ+(n/n2))−f(ξ)
n/n2 − f ′(ξ)

∣∣
<

(
1
n2 + · · ·+ l

n2 + · · ·+ n
n2

)
ϵ = n(n+1)

2n2 ϵ ≤ ϵ.

Άσκηση 5.2.22. Έστω f : R → R συνεχής στον 0 και 0 < µ < 1 και limx→0
f(x)−f(µx)

x = b ∈ R.
Αποδείξτε ότι f ′(0) = b

1−µ .

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0. Από το limx→0
f(x)−f(µx)

x = b ∈ R συνεπάγεται ότι υπάρχει δ > 0

ώστε να ισχύει |f(x)−f(µx)x − b| < (1− µ) ϵ2 για κάθε x με 0 < |x| < δ ή, ισοδύναμα

|f(x)− f(µx)− bx| < (1− µ) ϵ2 |x| για κάθε x με 0 < |x| < δ. (14.87)

Τώρα, έστω 0 < |x| < δ.
Τότε είναι 0 < |µkx| < δ για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , οπότε από την (14.87) συνεπάγεται

|f(µkx)− f(µk+1x)− bµkx| < (1− µ) ϵ2µ
k|x| για κάθε k = 0, 1, 2, . . . . (14.88)

Αθροίζοντας τις σχέσεις (14.88) για k = 0, 1, . . . , n− 1, χρησιμοποιώντας την τριγωνική ανισό-
τητα στην αριστερή μεριά του αθροίσματος που θα προκύψει και, τέλος, απαλείφοντας τους όρους
που εμφανίζονται με αντίθετα πρόσημα στο άθροισμα που θα προκύψει μέσα στην απόλυτη τιμή,
βρίσκουμε ότι ∣∣f(x)− f(µnx)− b1−µ

n

1−µ x
∣∣ < (1− µn) ϵ2 |x| για κάθε n ∈ N.
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Τώρα, παίρνοντας όριο όταν n→ +∞ στην τελευταία σχέση και χρησιμοποιώντας την συνέχεια
της f στον 0 και το ότι µn → 0, βρίσκουμε∣∣f(x)− f(0)− b

1−µx
∣∣ ≤ ϵ

2 |x|,

οπότε
∣∣f(x)−f(0)

x − b
1−µ

∣∣ ≤ ϵ
2 < ϵ.

Αποδείξαμε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)−f(0)x − b
1−µ | < ϵ για κάθε x

με 0 < |x| < δ. Επομένως, limx→0
f(x)−f(0)

x = b
1−µ .

Άσκηση 5.2.24. Κάποια χρονική στιγμή η ακτίνα ενός κυκλικού δίσκου έχει μήκος κ και ρυθμό
μεταβολής ως προς τον χρόνο ίσο με µ. Υπολογίστε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του δίσκου
ως προς τον χρόνο την ίδια χρονική στιγμή.

Λύση: Έστω r η ακτίνα του δίσκου. Τότε το εμβαδόν του είναι ίσο με E = πr2.
Αν dr

dt είναι ο ρυθμός μεταβολής της ακτίνας rως προς τον χρόνο t και
dE
dt είναι ο ρυθμός μεταβολής

του εμβαδού E ως προς τον χρόνο t, τότε κάθε χρονική στιγμή ισχύει η σχέση

dE
dt = dE

dr
dr
dt = 2πr dr

dt .

Άρα την χρονική στιγμή που είναι r = κ και dr
dt = µ είναι και dE

dt = 2πκµ.

Άσκηση 5.2.26. Μια μεταλλική ράβδος μήκους l έχει το ένα άκρο της στη μία πλευρά και το άλλο
άκρο της στην άλλη πλευρά μιας ορθής γωνίας. Αν το ένα άκρο απομακρύνεται από την κορυφή της
γωνίας με ταχύτητα v (παραμένοντας στην ίδια πλευρά της γωνίας), βρείτε την ταχύτητα με την οποία
το άλλο άκρο πλησιάζει την κορυφή (παραμένοντας στην ίδια πλευρά της γωνίας). Βρείτε, επίσης,
τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης ενός από τα άκρα από την κορυφή ως προς την απόσταση του
άλλου άκρου από την κορυφή.

Λύση: Αν x είναι απόσταση από την κορυφή της γωνίας του άκρου που απομακρύνεται από αυτήν
και y είναι η αντίστοιχη απόσταση από την κορυφή της γωνίας του άκρου που πλησιάζει σ’ αυτήν,
τότε έχουμε την σχέση x2 + y2 = l2.
Οι αντίστοιχες ταχύτητες είναι οι ρυθμοί μεταβολής dx

dt και
dy
dt των x και y ως προς τον χρόνο t.

Από την σχέση x2 + y2 = l2 βρίσκουμε

2xdx
dt + 2y dy

dt = 0

διότι το μήκος l είναι σταθερό.
Άρα όταν dx

dt = v > 0, τότε dy
dt = −x

y v = − x
(l2−x2)1/2

v < 0.

Επίσης, dy
dx είναι ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης από την κορυφή του άκρου που πλησιάζει

σ’ αυτήν ως προς την απόσταση από την κορυφή του άκρου που απομακρύνεται από αυτήν.
Πάλι από την σχέση x2 + y2 = l2 βρίσκουμε

2x+ 2y dy
dx = 0

και άρα dy
dx = −x

y = − x
(l2−x2)1/2

< 0.

Άσκηση 5.2.27. Ένα όχημα κινείται πάνω στην καμπύλη με εξίσωση y2 = 4x3. Σε ποιά θέση του
οχήματος ο ρυθμός μεταβολής της πρώτης συντεταγμένης του (ως προς τον χρόνο) είναι διπλάσιος
από τον ρυθμό μεταβολής της δεύτερης συντεταγμένης του (ως προς τον χρόνο); Καλό θα ήταν να
μη λύσετε ως προς οποιαδήποτε από τις μεταβλητές x, y.

Λύση: Ο ρυθμός μεταβολής της συντεταγμένης x ως προς τον χρόνο t είναι dx
dt και ο ρυθμός με-

ταβολής της y ως προς t είναι dy
dt .

Από την σχέση y2 = 4x3 ανάμεσα στις x και y βρίσκουμε

2y dy
dt = 12x2 dx

dt .
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Την χρονική στιγμή που ισχύει dx
dt = 2 dy

dt θα έχουμε

2y dy
dt = 24x2 dy

dt .

Αν την ίδια χρονική στιγμή είναι dy
dt ̸= 0, τότε συνεπάγεται 2y = 24x2 ή, ισοδύναμα, y = 12x2

και τότε από την σχέση y2 = 4x3 παίρνουμε 144x4 = 4x3 και άρα x = 0 ή x = 1
36 . Επομένως,

το όχημα βρίσκεται είτε στην θέση (0, 0) είτε στην θέση ( 1
36 ,

1
108).

Αν, όμως την ίδια χρονική στιγμή είναι dy
dt = 0, τότε η σχέση 2y dy

dt = 24x2 dy
dt γράφεται 0 =

0 και οι συντεταγμένες x, y δεν προσδιορίζονται. Δηλαδή, το περιστατικό μπορεί να συμβεί σε
οποιοδήποτε σημείο της καμπύλης.

Άσκηση 5.2.28. Επιστρατεύστε τη φαντασία σας και δικαιολογήστε τον όρο “κανόνας αλυσίδας”
για τη σχέση dz

dx = dz
dy

dy
dx για την παράγωγο σύνθετης συνάρτησης.

Λύση: Η αλυσίδα ενός ποδήλατου γυρνά γύρω από δύο κυκλικούς δίσκους. Όταν περιστρέφεται ο
πρώτος δίσκος, η αλυσίδα μεταφέρει την κίνησή του (χωρίς ολίσθηση) στον δεύτερο δίσκο.
Έστω r > 0 και R > 0 οι ακτίνες του πρώτου και του δεύτερου δίσκου. Όταν ο πρώτος δίσκος
περιστραφεί κατά μια γωνία dθ, τότε το τυχόν σημείο της αλυσίδας θα μετακινηθεί κατά dl = rdθ.
Αυτό θα προκαλέσει περιστροφή στον δεύτερο δίσκο κατά κάποια γωνία dΘ έτσι ώστε να είναι
dl = RdΘ. Έχουμε, λοιπόν, την σχέση RdΘ = rdθ ανάμεσα στις δύο γωνίες και από αυτήν την
σχέση συνεπάγεται

dΘ
dθ = r

R

για τον ρυθμό μεταβολής της Θ ως προς την θ.
Τώρα, έστω ότι για την περιστροφή του πρώτου δίσκου κατά γωνία dθ χρειάζεται χρόνος dt. Ο
ίδιος χρόνος dt χρειάζεται, φυσικά, για την αντίστοιχη περιστροφή του δεύτερου δίσκου κατά
γωνία dΘ.
Από τη σχέση RdΘ = rdθ προκύπτει R dΘ

dt = r dθ
dt και, διαιρώντας με R, βρίσκουμε

dΘ
dt = r

R
dθ
dt = dΘ

dθ
dθ
dt .

Αυτός ακριβώς είναι ο κανόνας της “αλυσίδας”.

Άσκηση 5.3.3.Μπορεί, ανάλογα με την τιμή της παραμέτρου c, η x3 − 12x = c να έχει δύο διαφο-
ρετικές λύσεις στο [−2, 2]; στο (−∞,−2]; στο [2,+∞);

Λύση: Αν η f(x) = x3 − 12x έχει την ίδια τιμή c σε δύο διαφορετικά σημεία ενός διαστήματος
I , τότε η f ′(x) = 3x2 − 12 = 3(x − 2)(x + 2) = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση ανάμεσα σ’
αυτά τα δύο σημεία και άρα έχει τουλάχιστον μία λύση στο εσωτερικό του I . Όμως, οι λύσεις της
f ′(x) = 0 είναι οι±2, οπότε το I πρέπει να περιέχει έναν τουλάχιστον από τους±2 ως εσωτερικό
του σημείο και άρα το I δεν μπορεί να είναι κανένα από τα [−2, 2], (−∞,−2], [2,+∞).

Άσκηση 5.3.4. Αποδείξτε ότι η x2 = x sinx + cosx έχει ακριβώς δύο διαφορετικές λύσεις και
προσδιορίστε τη θέση τους σε σχέση με τον 0.

Λύση: Για την f(x) = x2 − x sinx − cosx έχουμε f(−π) = π2 + 1 > 0, f(0) = −1 < 0 και
f(π) = π2 + 1 > 0. Άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση σε καθένα από τα
διαστήματα (−π, 0), (0, π). Έστω x1 ∈ (−π, 0) και x2 ∈ (0, π) δύο τέτοιες λύσεις της f(x) = 0.
Αν υπάρχει και τρίτη λύση x3 της f(x) = 0, τότε οι x1, x2, x3 δημιουργούν δύο διαστήματα χωρίς
κοινά εσωτερικά σημεία και σε καθένα από αυτά υπάρχει τουλάχιστον μία λύση της f ′(x) = 0
και άρα η f ′(x) = 0 έχει δύο τουλάχιστον διαφορετικές λύσεις. Όμως, η f ′(x) = 0 γράφεται
2x−x cosx = 0 ή, ισοδύναμα, x(2− cosx) = 0 και έτσι βλέπουμε ότι η f ′(x) = 0 έχει ακριβώς
μία λύση, τον 0.
Άρα η f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο λύσεις x1, x2 με x1 < 0 < x2.

Άσκηση 5.3.6. Αποδείξτε ότι η εξίσωση xn + ax + b = 0 έχει το πολύ δύο λύσεις, αν ο n είναι
άρτιος, και το πολύ τρεις λύσεις, αν ο n είναι περιττός.
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Λύση:Έστω ότι ο n είναι άρτιος και έστω ότι η εξίσωση f(x) = xn+ax+b = 0 έχει τρεις λύσεις,
τις x1, x2, x2 με x1 < x2 < x3. Τότε η εξίσωση f ′(x) = nxn−1 + a = 0 έχει τουλάχιστον δύο
λύσεις, τουλάχιστον μία σε καθένα από τα διαστήματα (x1, x2), (x2, x3). Όμως, επειδή ο n − 1
είναι περιττός, η f ′ είναι γνησίως αύξουσα και καταλήγουμε σε άτοπο.
Τώρα, έστω ότι ο n είναι περιττός και έστω ότι η εξίσωση f(x) = xn + ax+ b = 0 έχει τέσσερις
λύσεις, τις x1, x2, x3, x4 με x1 < x2 < x3 < x4. Τότε η εξίσωση f ′(x) = nxn−1+a = 0 έχει του-
λάχιστον τρεις λύσεις, τουλάχιστον μία σε καθένα από τα διαστήματα (x1, x2), (x2, x3), (x3, x4).
Όμως, τότε η εξίσωση (f ′)′(x) = n(n − 1)xn−2 = 0 έχει τουλάχιστον δύο λύσεις, τουλάχιστον
μία σε καθένα από τα δύο διαστήματα που σχηματίζουν τρεις λύσεις της f ′(x) = 0. Αυτό είναι
άτοπο, διότι η (f ′)′(x) = n(n− 1)xn−2 = 0 έχει μόνο μία λύση, τον 0.

Άσκηση 5.3.7. Αποδείξτε ότι η εξίσωση 1 + x
1! +

x2

2! + · · ·+ xn

n! = 0 έχει ακριβώς μία λύση, αν ο
n είναι περιττός, και καμιά λύση, αν ο n είναι άρτιος.

Λύση: Θα χρησιμοποιήσουμε την αρχή της επαγωγής.
Ο 1 είναι περιττός και η εξίσωση 1 + x

1! = 0 έχει ακριβώς μία λύση, τον −1.
Έστω ότι για κάποιον n η εξίσωση 1 + x

1! +
x2

2! + · · · + xn

n! = 0 έχει ακριβώς μία λύση, αν ο n
είναι περιττός, και καμιά λύση, αν ο n είναι άρτιος.
Θεωρούμε την εξίσωση 1 + x

1! +
x2

2! + · · ·+ xn

n! +
xn+1

(n+1)! = 0.
Έστω ότι ο n + 1 είναι περιττός. Τότε η εξίσωση έχει τουλάχιστον μία λύση διότι το πολυώ-
νυμο P (x) = 1 + x

1! +
x2

2! + · · · + xn

n! +
xn+1

(n+1)! είναι περιττού βαθμού. Αν η εξίσωση έχει και
δεύτερη λύση, τότε ανάμεσά τους υπάρχει τουλάχιστον μία λύση της P ′(x) = 0, δηλαδή της
1 + x

1! +
x2

2! + · · ·+ xn

n! = 0. Όμως, αυτό είναι άτοπο, αφού ο n είναι άρτιος. Άρα η εξίσωση έχει
ακριβώς μία λύση.
Έστω ότι ο n+ 1 είναι άρτιος. Τότε το πολυώνυμο P (x) = 1 + x

1! +
x2

2! + · · ·+ xn

n! +
xn+1

(n+1)! έχει
ελάχιστη τιμή, έστω l, και το σύνολο τιμών του είναι το [l,+∞). Τότε υπάρχει x0 ώστε P (x0) = l
και, επειδή, ο l είναι η ελάχιστη τιμή του P , είναι P ′(x0) = 0, δηλαδή

P ′(x0) = 1 + x0
1! +

x0
2

2! + · · ·+ x0
n

n! = 0.

Προφανώς, συνεπάγεται x0 < 0 και έχουμε

l = P (x0) = P ′(x0) +
x0

n+1

(n+1)! =
x0

n+1

(n+1)! > 0,

διότι ο n + 1 είναι άρτιος. Άρα η ελάχιστη τιμή l του P είναι θετική και, επομένως, η εξίσωση
P (x) = 0 δεν έχει καμιά λύση.

Άσκηση 5.3.8. Αποδείξτε ότι η εξίσωση ex = 1 + x
1! +

x2

2! + · · ·+ xn

n! έχει ακριβώς μία λύση.

Λύση: Η εξίσωση f(x) = ex − 1− x
1! −

x2

2! − · · · − xn

n! = 0 έχει λύση, τον 0.
Για να δούμε ότι η λύση της f(x) = 0 είναι μοναδική θα χρησιμοποιήσουμε την αρχή της επαγω-
γής.
Αν n = 0, τότε η εξίσωση f(x) = 0 γράφεται ex − 1 = 0 και η μοναδική λύση της είναι ο 0.
Έστω ότι για κάποιον n ≥ 0 η ex − 1− x

1! −
x2

2! − · · · − xn

n! = 0 έχει μοναδική λύση τον 0.
Αν η f(x) = ex − 1 − x

1! −
x2

2! − · · · − xn

n! −
xn+1

(n+1)! = 0 έχει, εκτός του 0, και δεύτερη λύση ξ,
τότε ανάμεσα στους 0 και ξ υπάρχει τουλάχιστον μία λύση της f ′(x) = 0. Επομένως, η f ′(x) = 0

έχει λύση ̸= 0. Όμως, η f ′(x) = 0 γράφεται ex − 1 − x
1! −

x2

2! − · · · − xn

n! = 0 και καταλήγουμε
σε άτοπο.
Άρα η ex − 1− x

1! −
x2

2! − · · · − xn

n! −
xn+1

(n+1)! = 0 έχει μοναδική λύση τον 0.

Άσκηση 5.3.9. [α] Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I ώστε να ισχύει f ′(x) ̸= 0 για
κάθε εσωτερικό σημείο x του I . Αποδείξτε ότι η f είναι ένα-προς-ένα στο I .
[β] Έστω διάστημα I και f : I → R συνεχής στο I και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤M για κάθε εσω-
τερικό σημείο x του I . Αποδείξτε ότι υπάρχει c ̸= 0 ώστε η g : I → R με τύπο g(x) = x + cf(x)
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να είναι ένα-προς-ένα στο I .

Λύση: [α] Έστω x1, x2 ∈ I με x1 < x2.
Αν f(x1) = f(x2), συνεπάγεται ότι υπάρχει εσωτερικό σημείο ξ του [x1, x2] και άρα και του I
ώστε f ′(ξ) = 0. Αυτό είναι άτοπο και, επομένως, f(x1) ̸= f(x2).
Άρα η f είναι ένα-προς-ένα στο I .
[β] Για να εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα του [α], αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει c ̸= 0 ώστε για
την συνάρτηση g(x) = x+ cf(x) να ισχύει g′(x) ̸= 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του I .
Το g′(x) ̸= 0 είναι ισοδύναμο με το 1 + cf ′(x) ̸= 0 κι αυτό με το f ′(x) ̸= −1

c .
Τώρα, επειδή ισχύει |f ′(x)| ≤ M για κάθε εσωτερικό σημείο x του I , για να εξασφαλίσουμε ότι
ισχύει f ′(x) ̸= −1

c για κάθε εσωτερικό σημείο x του I , αρκεί να επιλέξουμε τον c έτσι ώστε να
είναιM < | − 1

c | ή, ισοδύναμα, 0 < |c| < 1
M .

Άρα για οποιονδήποτε c με 0 < |c| < 1
M η g(x) = x+ cf(x) είναι ένα-προς-ένα στο I .

Άσκηση 5.3.10. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b)
και f(a) = f(b) = 0. Αποδείξτε ότι για κάθε λ υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = λf(ξ).

Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = e−λxf(x), η οποία είναι συνεχής στο [a, b], έχει παρά-
γωγο στο (a, b) και ισχύει g(a) = g(b) = 0. Τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε g′(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα,
−λe−λξf(ξ) + e−λξf ′(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, f ′(ξ) = λf(ξ).

Άσκηση 5.3.11. [α] Με το θεώρημα του Rolle και την αρχή της επαγωγής, αποδείξτε ότι κάθε πο-
λυώνυμο βαθμού n έχει το πολύ n διαφορετικές ρίζες.
[β] Έστω a1 < . . . < an και η συνάρτηση P (x) = (x − a1) · · · (x − an). Αποδείξτε ότι η P ′ έχει
ακριβώς n− 1 ρίζες. Προσδιορίστε τη θέση των ριζών της P ′ σε σχέση με τους a1, . . . , an.
[γ] Δείτε την άσκηση 5.2.8.
Έστω πολυώνυμο P και έστω ξ1, . . . , ξm οι διαφορετικές ανά δύο ρίζες του. Έστω k1, . . . , km οι
αντίστοιχες πολλαπλότητες των ριζών του P , οπότε ισχύει P (x) = (x− ξ1)

k1 · · · (x− ξm)kmQ(x)
για κάθε x, όπου Q είναι κάποιο πολυώνυμο χωρίς καμία ρίζα. Τότε λέμε ότι το P έχει ακριβώς
k = k1 + · · ·+ km ρίζες ή ότι το πλήθος των ριζών του P είναι k.
Αν το πλήθος των ριζών του πολυωνύμου P είναι k, αποδείξτε ότι το πλήθος των ριζών του P ′ είναι
≥ k− 1. Ειδικώτερα, αν ο βαθμός του P είναι n και το πλήθος των ριζών του P είναι n, αποδείξτε
ότι το πλήθος των ριζών του P ′ είναι n− 1.

Λύση: [α] Κάθε πολυώνυμο P (x) = a1x + a0 βαθμού 1 (δηλαδή, με a1 ̸= 0) έχει ακριβώς μία
ρίζα, τον −a0

a1
.

Έστω ότι κάθε πολυώνυμο βαθμού n έχει το πολύ n διαφορετικές ρίζες.
Έστω πολυώνυμο P (x) = an+1x

n+1 + · · ·+ a1x+ a0 βαθμού n+ 1, οπότε an+1 ̸= 0 και έστω
(για άτοπο) ότι έχει τουλάχιστον n + 2 διαφορετικές ρίζες. Ονομάζουμε x1, . . . , xn+2 αυτές τις
ρίζες έτσι ώστε να είναι x1 < x2 < . . . < xn+1 < xn+2.
Τότε σε καθένα από τα διαστήματα (xk, xk+1) υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα του πολυωνύμου
P ′(x) = (n + 1)an+1x

n + · · · + a1 και άρα το πολυώνυμο αυτό έχει τουλάχιστον n + 1 διαφο-
ρετικές ρίζες. Αυτό είναι άτοπο, διότι το P ′ έχει βαθμό n.
[β] Το πολυώνυμο P είναι βαθμού n, οπότε το πολυώνυμο P ′ είναι βαθμού n− 1. Βάσει του απο-
τελέσματος του [α], το P ′ έχει το πολύ n− 1 διαφορετικές ρίζες. Όμως, σε καθένα από τα n− 1
διαστήματα (ak, ak+1) το P ′ έχει τουλάχιστον μία ρίζα. Άρα το P ′ έχει ακριβώς n − 1 ρίζες και
είναι ακριβώς μία σε καθένα από τα (ak, ak+1).
[γ] Έστω ότι το πλήθος των ριζών του πολυωνύμου P είναι k = k1 + · · ·+ km. Διατάσσουμε τις
ρίζες ξ1, . . . , ξm έτσι ώστε να είναι ξ1 < . . . < ξm.
Τότε σε καθένα από ταm− 1 διαστήματα (ξj , ξj+1) υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα του P ′, οπότε
έχουμε τουλάχιστονm− 1 διαφορετικές ρίζες του P ′. Επίσης, κάθε ξj είναι ρίζα πολλαπλότητας
kj − 1 του P ′. Άρα το P ′ έχει τουλάχιστον

m− 1 + (k1 − 1) + · · ·+ (km − 1) = k − 1
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ρίζες.
Τέλος, έστω ότι ο βαθμός του P είναι n και ότι το πλήθος των ριζών του P είναι κι αυτό n. Τότε
το P ′ έχει τουλάχιστον n− 1 ρίζες αλλά και το πολύ n− 1 ρίζες, οπότε έχει ακριβώς n− 1 ρίζες.

Άσκηση 5.3.13. Έστω f : [ξ − h, ξ + h] → R συνεχής στο [ξ − h, ξ + h] και παραγωγίσιμη στο
(ξ − h, ξ) ∪ (ξ, ξ + h).
Αποδείξτε ότι υπάρχει ζ ∈ (0, h) ώστε f(ξ+h)−f(ξ−h)

h = f ′(ξ + ζ) + f ′(ξ − ζ).

Αποδείξτε ότι υπάρχει ζ ∈ (0, h) ώστε f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)
h = f ′(ξ + ζ)− f ′(ξ − ζ).

Υπόδειξη: Για το πρώτο ερώτημα θεωρούμε την συνάρτηση g(t) = f(ξ + t)− f(ξ − t), η οποία
είναι συνεχής στο [0, h] και παραγωγίσιμη στο (0, h).
Για το δεύτερο ερώτημα θεωρούμε την συνάρτηση g(t) = f(ξ + t) + f(ξ − t), η οποία είναι
συνεχής στο [0, h] και παραγωγίσιμη στο (0, h).

Άσκηση 5.3.14. Έστω f : (0,+∞) → R παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤
1
x για κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι limx→+∞(f(x+

√
x)− f(x)) = 0.

Λύση: Για κάθε x > 0 υπάρχει ξ με x < ξ < x+
√
x ώστε f(x+

√
x)−f(x)

(x+
√
x)−x = f ′(ξ).

Από αυτήν την σχέση συνεπάγεται ότι για κάθε x > 0 ισχύει

|f(x+
√
x)− f(x)| = |f ′(ξ)|

√
x ≤ 1

ξ

√
x < 1

x

√
x = 1√

x

και άρα limx→+∞(f(x+
√
x)− f(x)) = 0.

Άσκηση 5.3.15. Έστω f παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και limx→+∞ f
′(x) = 0. Αποδείξτε ότι

limx→+∞
(
f(x+ 1)− f(x)

)
= 0.

Λύση: Για κάθε x > 0 υπάρχει ξ με x < ξ < x+ 1 ώστε

f(x+ 1)− f(x) = f(x+1)−f(x)
(x+1)−x = f ′(ξ). (14.89)

Έστω ϵ > 0. Επειδή limx→+∞ f
′(x) = 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει

|f ′(x)| < ϵ για κάθε x > N.

Τώρα έστω x > N . Θεωρούμε έναν αντίστοιχο ξ ∈ (x, x+1) για τον οποίο ισχύει η (14.89). Τότε
είναι ξ > N , οπότε |f ′(ξ)| < ϵ και, επομένως, |f(x+ 1)− f(x)| = |f ′(ξ)| < ϵ.
Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει N > 0 ώστε για κάθε x > N να ισχύει |f(x+ 1)− f(x)| < ϵ. Άρα
limx→+∞

(
f(x+ 1)− f(x)

)
= 0.

Σχόλιο. Ξεκινώντας από την (14.89) και χωρίς να χρησιμοποιήσουμε ϵ και N , δηλαδή χωρίς να
χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό του ορίου, μπορούμε να δώσουμε την εξής “απλοϊκή” λύση: όταν
x → +∞, τότε ξ → +∞ (επειδή x < ξ < x + 1), οπότε, σύμφωνα με την υπόθεση, f ′(ξ) → 0,
οπότε f(x + 1) − f(x) → 0. Αυτή η απόδειξη δεν είναι εντελώς αυστηρή διότι ο ξ δεν είναι
συνάρτηση του x με την αυστηρή έννοια (μπορεί στον ίδιο x να αντιστοιχούν παραπάνω από ένας
ξ). Όμως, η ουσία της απόδειξης είναι σωστή και πολλές φορές αυτού του τύπου η απόδειξη είναι
αποδεκτή. Μάλιστα, όταν κάποιος έχει αποκτήσει αρκετή εμπειρία με τις αυστηρές αποδείξεις και
αισθάνεται αυτοπεποίθηση, μπορεί να κάνει τέτοιου είδους μη-αυστηρές αποδείξεις.
Αν θέλουμε να κάνουμε μια απολύτως αυστηρή απόδειξη χρησιμοποιώντας την προηγούμενη ιδέα,
δηλαδή ότι ξ → +∞ όταν x→ +∞, τότε σκεφτόμαστε ως εξής.
Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία (xn) στο (0,+∞) με xn → +∞. Για κάθε n θεωρούμε έναν
αντίστοιχο ξn ∈ (xn, xn+1) για τον οποίο ισχύει η (14.89), δηλαδή f(xn+1)−f(xn) = f ′(ξn).
Επειδή xn → +∞ και ισχύει xn ≤ ξn για κάθε n, συνεπάγεται ότι ξn → +∞. Τώρα, επειδή
limx→+∞ f

′(x) = 0, συνεπάγεται f ′(ξn) → 0 και άρα f(xn + 1)− f(xn) → 0.
Έτσι έχουμε αποδείξει ότι για κάθε (xn) στο (0,+∞) με xn → +∞ ισχύει f(xn+1)−f(xn) → 0.
Συμπεραίνουμε ότι limx→+∞

(
f(x+ 1)− f(x)

)
= 0.
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Άσκηση 5.3.16. Έστω f συνεχής στο [a, b) και παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν το limx→a+ f
′(x)

υπάρχει, αποδείξτε ότι η υπάρχει η f ′(a) και f ′(a) = limx→a+ f
′(x).

Λύση: Έστω limx→a+ f
′(x) = l ∈ R.

Θεωρούμε την περίπτωση l ∈ R. Οι περιπτώσεις l = ±∞ έχουν παρόμοια αντιμετώπιση.
Αν x ∈ (a, b), τότε υπάρχει ξ με a < ξ < x ώστε

f(x)−f(a)
x−a = f ′(ξ) (14.90)

Έστω ϵ > 0. Επειδή limx→a+ f
′(x) = l, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f ′(x)− l| < ϵ για κάθε x με a < x < a+ δ.

Τώρα έστω a < x < a + δ. Θεωρούμε τον αντίστοιχο ξ ∈ (a, x) για το οποίο ισχύει η (14.90).
Τότε είναι a < ξ < a+ δ, οπότε |f ′(ξ)− l| < ϵ και άρα |f(x)−f(a)x−a − l| = |f ′(ξ)− l| < ϵ.
Επομένως, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(x)−f(a)x−a − l| < ϵ για κάθε x με
a < x < δ. Άρα limx→a+

f(x)−f(a)
x−a = l και, επομένως, f ′(a) = l.

Άσκηση 5.3.17. Αν στην άσκηση 5.2.20 το A είναι διάστημα, η f είναι παραγωγίσιμη στο A και η
f ′ είναι συνεχής στον ξ, αποδείξτε ότι f(xn

′)−f(xn
′′)

xn
′−xn

′′ → f ′(ξ).

Λύση: Για κάθε n υπάρχει ξn ανάμεσα στους xn′ και xn′′ ώστε

f(xn
′)−f(xn

′′)
xn

′−xn
′′ = f ′(ξn).

Επειδή xn′ → ξ και xn′′ → ξ, συνεπάγεται ξn → ξ. Και, επειδή η f ′ είναι συνεχής στον ξ
παίρνουμε ότι f ′(ξn) → f ′(ξ).

Άσκηση 5.3.18. Γνωρίζουμε ότι η f(x) =

{
x sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
δεν έχει παράγωγο στον 0.

Έχει η f τον 0 ως σημείο τοπικού ακροτάτου;

Θεωρήστε την f(x) =

{
|x|(2 + sin(1/x)), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Έχει η f παράγωγο στον 0; Έχει η f τον 0

ως σημείο τοπικού ακροτάτου;
Μπορείτε να βρείτε απλή άρτια συνάρτηση f : R → R ώστε f ′(0) = 0 και ο 0 να μην είναι σημείο
τοπικού ακροτάτου της f ;

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση. Αν xn′ = 1
(π/2)+2nπ και xn′′ = 1

(−π/2)+2nπ για κάθε n ∈ N, τότε
έχουμε xn′ → 0 και xn′′ → 0 και f(xn′) = xn

′ > 0 και f(xn′′) = −xn′′ < 0 για κάθε n.
Άρα σε οσοδήποτε μικρή περιοχή του 0 υπάρχουν σημεία στα οποία η f έχει τιμές > f(0) και
σημεία στα οποία η f έχει τιμές < f(0). Άρα ο 0 δεν είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της f .
Η δεύτερη συνάρτηση. Η f δεν έχει παράγωγο στον 0. Πράγματι, κανένα από τα πλευρικά όρια

limx→0−
f(x)−f(0)

x−0 = − limx→0−
(
2 + sin 1

x

)
, limx→0+

f(x)−f(0)
x−0 = + limx→0−

(
2 + sin 1

x

)
δεν υπάρχει.
Ο 0 είναι σημείο (ολικού) ελαχίστου της f αφού ισχύει

f(x) = |x|(2 + sin 1
x) ≥ |x|(2− 1) = |x| > 0 = f(0)

για κάθε x ̸= 0.

Το τρίτο ερώτημα. Η συνάρτηση f(x) =

{
x2 cos(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
είναι άρτια. Επίσης, είναι

f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0 x cos 1
x = 0,
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αλλά ο 0 δεν είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της f . Αυτό το βλέπουμε όπως με την πρώτη συ-
νάρτηση, χρησιμοποιώντας τους xn′ = 1

2nπ και xn′′ = 1
π+2nπ για κάθε n ∈ N.

Άσκηση 5.3.19.Έστω f, g : I → R παραγωγίσιμες στο διάστημα I . Η συνάρτησηW (f, g) : I → R
με τύπο

W (f, g)(x) =

∣∣∣∣f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

∣∣∣∣ = f(x)g′(x)− f ′(x)g(x)

ονομάζεται ορίζουσα Wronski των f και g στο διάστημα I .
Έστω ότι ισχύειW (f, g)(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I . Δείτε την άσκηση 4.2.10 και αποδείξτε ότι οι ρίζες
της f , δηλαδή οι λύσεις της f(x) = 0, είναι διαδοχικές. Αυτό σημαίνει ότι, αν ξ είναι ρίζα της f και
αν υπάρχει άλλη ρίζα της f μεγαλύτερη από τον ξ, τότε υπάρχει ελάχιστη ρίζα της f μεγαλύτερη από
τον ξ (δηλαδή, η αμέσως επόμενη ρίζα) και, επίσης, αν υπάρχει άλλη ρίζα της f μικρότερη από τον
ξ, τότε υπάρχει μέγιστη ρίζα της f μικρότερη από τον ξ (δηλαδή, η αμέσως προηγούμενη ρίζα). Το
ίδιο ισχύει και για τη συνάρτηση g. Αποδείξτε, επίσης, ότι ανάμεσα σε δύο οποιεσδήποτε διαδοχικές
ρίζες της f βρίσκεται ακριβώς μία ρίζα της g και αντιστρόφως. Υπάρχει περίπτωση να συμπέσουν
μια ρίζα της f και μια ρίζα της g ;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ξ μια ρίζα της f και η > ξ μια ακόμη ρίζα της f στο διάστημα I .
Επειδή f(ξ) = 0 καιW (f, g)(ξ) ̸= 0, συνεπάγεται f ′(ξ) ̸= 0.
Επειδή limx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ = f ′(ξ) ̸= 0, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x)−f(ξ)

x−ξ ̸= 0 ή, ισοδύναμα,
f(x) ̸= f(ξ) = 0 κοντά στον ξ. Δηλαδή, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x στο
διάστημα (ξ, ξ + δ).
Επειδή ξ < η και f(η) = 0, προφανώς, είναι ξ < ξ + δ ≤ η και, αν επιλέξουμε οποιονδήποτε b
ώστε ξ < b < ξ + δ ≤ η, τότε έχουμε f(b) ̸= 0 και f(η) = 0.
Τώρα, από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.2.10 συνεπάγεται ότι υπάρχει ελάχιστη ρίζα της f με-
γαλύτερη από τον b και, επειδή δεν υπάρχει ρίζα της f ανάμεσα στους ξ και b, συμπεραίνουμε ότι
υπάρχει ελάχιστη ρίζα της f μεγαλύτερη από τον ξ.
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι, αν υπάρχει άλλη ρίζα της f μικρότερη από τον ξ, τότε υπάρ-
χει μέγιστη ρίζα της f μικρότερη από τον ξ.
Προφανώς, τα ίδια ισχύουν και για την g.
Το δεύτερο ερώτημα. Παρατηρούμε ότι δεν μπορούν να συμπέσουν μια ρίζα της f και μια ρίζα της
g, διότι σε μιά κοινή ρίζα x των f, g θα είχαμεW (f, g)(x) = 0.
Τώρα, έστω a, b ∈ I με a < b δύο διαδοχικές ρίζες της f . Δηλαδή, ισχύει f(a) = f(b) = 0 και
f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (a, b).
Υποθέτουμε (για άτοπο) ότι δεν υπάρχει ρίζα της g ανάμεσα στoυς a, b, δηλαδή ότι ισχύει g(x) ̸= 0
για κάθε x ∈ (a, b). Επειδή, όπως είδαμε, είναι και g(a) ̸= 0 και g(b) ̸= 0, συνεπάγεται ότι ισχύει
g(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ [a, b].
Επομένως, η συνάρτηση h = f

g είναι παραγωγίσιμη στο [a, b] και έχουμε ότι h(a) = h(b) = 0.
Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε

0 = h′(ξ) = f ′(ξ)g(ξ)−f(ξ)g′(ξ)
(g(ξ))2

.

Δηλαδή, είναιW (f, g)(ξ) = 0 και καταλήγουμε σε άτοπο.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι ανάμεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες της f υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα της
g. Φυσικά, ισχύει και το συμμετρικό: ανάμεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες της g υπάρχει τουλάχιστον
μία ρίζα της f .
Τώρα, έστω δύο διαδοχικές ρίζες a, b της f με a < b. Υποθέτουμε (για άτοπο) ότι ανάμεσα στους
a, b υπάρχουν τουλάχιστον δύο ρίζες της g και, επομένως, ανάμεσα στους a, b υπάρχουν τουλάχι-
στον δύο διαδοχικές ρίζες c, d της g με c < d. Δηλαδή, είναι a < c < d < b. Τότε, όμως, ανάμεσα
στους c, d υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα της f και καταλήγουμε σε άτοπο, αφού οι ρίζες a, b της
f είναι διαδοχικές.
Άρα ανάμεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες της f υπάρχει ακριβώς μία ρίζα της g και, φυσικά, ισχύει
και το συμμετρικό αποτέλεσμα με εναλλαγή των f, g.
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Άσκηση 5.3.20. [α] Έστω f συνεχής στο διάστημα I και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του I . Απο-
δείξτε ότι ισχύει |f ′(x)| ≤ M για κάθε x στο εσωτερικό του I αν και μόνο αν ισχύει |f(x′) −
f(x′′)| ≤M |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ στο I .
[β] Έστω ότι η f είναι συνεχής στο διάστημα I και ότι ισχύει |f ′(x)| ≤ M για κάθε εσωτερικό
σημείο x του I . Αποδείξτε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο I .
Εφαρμόζεται το κριτήριο αυτό στη συνάρτηση

√
x στο διάστημα [0, 1]; Είναι η συνάρτηση αυτή

ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1]; Τί γίνεται με την ίδια συνάρτηση στο διάστημα [1,+∞);

Λύση: [α] Έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤M για κάθε x στο εσωτερικό του I .
Έστω τυχόντες x′, x′′ στο I .
Αν x′ = x′′, τότε η |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′| είναι, προφανώς, σωστή.
Αν x′ ̸= x′′, τότε υπάρχει ξ ανάμεσα στους x′, x′′ και, επομένως, στο εσωτερικό του διαστήματος
I ώστε

f(x′)−f(x′′)
x′−x′′ = f ′(ξ),

οπότε ∣∣f(x′)−f(x′′)
x′−x′′

∣∣ = |f ′(ξ)| ≤M

και άρα ισχύει η |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′|.
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′| για κάθε x′, x′′ στο I .
Έστω x στο εσωτερικό του I και οποιοσδήποτε t ∈ I με t ̸= x, οπότε∣∣f(t)−f(x)

t−x
∣∣ ≤M.

Από το limt→x
f(t)−f(x)

t−x = f ′(x) έχουμε limt→x

∣∣f(t)−f(x)
t−x

∣∣ = |f ′(x)| και άρα |f ′(x)| ≤M .
[β] Το πρώτο συμπέρασμα είναι άμεση συνέπεια του αποτελέσματος του [α] και του αποτελέσμα-
τος της άσκησης 4.6.3 (με ρ = 1).
Η παράγωγος της

√
x στο (0, 1) είναι η 1

2
√
x
, η οποία δεν είναι φραγμένη στο (0,+∞), αφού

limx→0+
1

2
√
x
= +∞. Επομένως, δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα

για να συμπεράνουμε ότι η
√
x είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0, 1]. Εν τούτοις, η

√
x είναι ομοιό-

μορφα συνεχής στο [0, 1] αφού είναι συνεχής στο [0, 1].
Αντιθέτως, η παράγωγος 1

2
√
x
είναι φραγμένη στο διάστημα (1,+∞), αφού ισχύει

1
2
√
x
≤ 1

2 για κάθε x ∈ (1,+∞).

Επομένως, η
√
x είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [1,+∞). Παρατηρούμε ότι από την συνέχεια της√

x στο [1,+∞) δεν μπορούμε να συμπεράνουμε την ομοιόμορφη συνέχειά της στο ίδιο διάστημα,
αφού το διάστημα αυτό δεν είναι κλειστό και φραγμένο.
Τώρα, σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 4.6.7, συμπεραίνουμε ότι η

√
x είναι ομοιόμορφα

συνεχής στο [0, 1] ∪ [1,+∞) = [0,+∞).
Σχόλιο. Η απόδειξη που δώσαμε μόλις τώρα για την ομοιόμορφη συνέχεια της

√
x στο [0,+∞)

είναι προτιμότερη από την απόδειξη που δώσαμε στην άσκηση 4.6.2. Ο λόγος είναι ότι στην προη-
γούμενη απόδειξη χρησιμοποιήσαμε μια ανισότητα η οποία δεν είναι αρκετά γνωστή και πιθανόν
να μην τήν θυμόμαστε καθε στιγμή. Επίσης, η ανισότητα εκείνη εφαρμόζεται μόνο στην συγκεκρι-
μένη συνάρτηση. Η τωρινή λύση, όμως, είναι πιο μεθοδική και βασίζεται σε πιο γενικά αποτελέ-
σματα τα οποία μπορούμε να θυμόμαστε πιο εύκολα και τα οποία εφαρμόζονται σε περισσότερες
περιπτώσεις.

Άσκηση 5.3.21. [α] Έστω f συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν το γράφημα της f
δεν ταυτίζεται με το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)), αποδείξτε ότι
υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ1) <

f(b)−f(a)
b−a < f ′(ξ2).

Λύση: Επειδή το γράφημα της f δεν ταυτίζεται με το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα σημεία
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(a, f(a)) και (b, f(b)), συνεπάγεται ότι είτε υπάρχει σημείο του γραφήματος πάνω από το ευθύ-
γραμμο τμήμα είτε υπάρχει σημείο του γραφήματος κάτω από το ευθύγραμμο τμήμα.
Έστω ότι έχουμε την πρώτη περίπτωση.
Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) είναι η

y = f(b)−f(a)
b−a (x− a) + f(a).

Από την υπόθεση συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε

f(b)−f(a)
b−a (ξ − a) + f(a) < f(ξ),

οπότε
f(b)−f(a)

b−a < f(ξ)−f(a)
ξ−a .

Τώρα, έχουμε ότι υπάρχει ξ2 ∈ (a, ξ) ώστε f ′(ξ2) =
f(ξ)−f(a)

ξ−a και άρα f(b)−f(a)
b−a < f ′(ξ2).

Η εξίσωση της (ίδιας) ευθείας που διέρχεται από τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) είναι και η

y = f(b)−f(a)
b−a (x− b) + f(b).

Με τον ίδιο ξ έχουμε
f(b)−f(a)

b−a (ξ − b) + f(b) < f(ξ),

οπότε
f(b)−f(ξ)

b−ξ < f(b)−f(a)
b−a .

Και πάλι έχουμε ότι υπάρχει ξ1 ∈ (ξ, b) ώστε f ′(ξ1) =
f(b)−f(ξ)

b−ξ και άρα f ′(ξ1) <
f(b)−f(a)

b−a .
Η λύση είναι όμοια στην περίπτωση που υπάρχει σημείο του γραφήματος κάτω από το ευθύγραμμο
τμήμα.

Άσκηση 5.3.23. [α]Αν η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και αν f ′(a) < 0 < f ′(b), αποδείξτε
ότι οποιοδήποτε σημείο τοπικού ελαχίστου της f στο [a, b] (την ύπαρξη ενός τέτοιου εγγυάται το
θεώρημα μέγιστης - ελάχιστης τιμής) ανήκει οπωσδήποτε στο (a, b).
[β] Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής και έχει παράγωγο στο [a, b] και f ′(a) < λ < f ′(b).
Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = λ.
[γ] Έστω διάστημα I και f : I → R παραγωγίσιμη στο I . Αν η f ′ είναι μονότονη στο I , αποδείξτε
ότι είναι συνεχής στο I .

Λύση: [α] Επειδή η f είναι συνεχής στο [a, b], έχει ελάχιστη τιμή σε κάποιο σημείο του [a, b].
Αν η f έχει ελάχιστη τιμή στο a, τότε για κάθε x ∈ (a, b] ισχύει f(x) ≥ f(a) και, επομένως,
f(x)−f(a)

x−a ≥ 0 και άρα
f ′(a) = limx→a+

f(x)−f(a)
x−a ≥ 0.

Αυτό είναι άτοπο, οπότε η f δεν έχει ελάχιστη τιμή στο a.
Αν η f έχει ελάχιστη τιμή στο b, τότε για κάθε x ∈ [a, b) ισχύει f(x) ≥ f(b) και, επομένως,
f(x)−f(b)

x−b ≤ 0 και άρα
f ′(b) = limx→b−

f(x)−f(b)
x−b ≤ 0.

Πάλι αυτό είναι άτοπο, οπότε η f δεν έχει ελάχιστη τιμή στο b.
Άρα η f έχει ελάχιστη τιμή σε κάποιο σημείο του (a, b).
[β] Η συνάρτηση g(x) = f(x) − λx είναι συνεχής στο [a, b] και είναι g′(a) = f ′(a) − λ < 0
και g′(b) = f ′(b)− λ > 0. Από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται ότι η g έχει ελάχιστη τιμή σε
κάποιον ξ ∈ (a, b) και, επομένως, είναι g′(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, f ′(ξ) = λ.
[γ] Αυτό είναι άμεση συνέπεια του αποτελέσματος του [β] και του αποτελέσματος είτε της άσκη-
σης 4.4.23 είτε της άσκησης 4.1.15.
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Άσκηση 5.3.24. [α] Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b], f(a) = f(b) και έστω ότι οι f ′−(x),
f ′+(x) υπάρχουν για κάθε x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b)ώστε είτε f ′−(ξ) ≤ 0 ≤ f ′+(ξ)
είτε f ′+(ξ) ≤ 0 ≤ f ′−(ξ).
[β] Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και έστω ότι οι f ′−(x), f ′+(x) υπάρχουν για κάθε
x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε είτε f ′−(ξ) ≤

f(b)−f(a)
b−a ≤ f ′+(ξ) είτε f ′+(ξ) ≤

f(b)−f(a)
b−a ≤ f ′−(ξ).

Υπόδειξη: [α] Μιμηθείτε την απόδειξη του θεωρήματος του Rolle.
[β] Μιμηθείτε την απόδειξη του θεωρήματος μέσης τιμής του Lagrange.

Άσκηση 5.3.25. Ορίζουμε συναρτήσεις Tn : [−1, 1] → R ως εξής:

T0(x) = 1 και Tn(x) =
1

2n−1 cos(n arccosx) για − 1 ≤ x ≤ 1 και n ∈ N.

Αποδείξτε ότι ισχύει T1(x) = x και 4Tn+2(x) = 4xTn+1(x)−Tn(x) για κάθε x ∈ [−1, 1] και κάθε
n ≥ 1. Συμπεράνατε ότι για κάθε n ≥ 1 η συνάρτηση Tn ταυτίζεται στο [−1, 1] με μια πολυωνυμική
συνάρτηση στο R η οποία έχει βαθμό n και μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1.
Αυτήν την πολυωνυμική συνάρτηση θα τη συμβολίζουμε, επίσης, Tn.
Υπολογίστε τα πολυώνυμα T2, T3, T4.
Παρατηρήστε ότι Tn(1) = 1

2n−1 και Tn(−1) = (−1)n
2n−1 για κάθε n ≥ 1.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 1 το πολυώνυμο Tn έχει ακριβώς n ρίζες: τους αριθμούς xk =
cos(2k−12n π) για k = 1, . . . , n. Όλες αυτές οι ρίζες είναι στο διάστημα (−1, 1).
Παρατηρήστε ότι ισχύει |Tn(x)| ≤ 1

2n−1 για κάθε x ∈ [−1, 1] και κάθε n ≥ 1. Αποδείξτε ότι
για κάθε n ≥ 1 το πολυώνυμο Tn′ έχει ακριβώς n − 1 ρίζες: τους αριθμούς tk = cos( knπ) για
k = 1, . . . , n − 1. Όλες αυτές οι ρίζες είναι στο διάστημα (−1, 1). Βρείτε τις τιμές Tn(tk) για
k = 1, . . . , n− 1.
Παρατηρήστε για κάθε n ≥ 1 τη σχέση διάταξης ανάμεσα στις ρίζες του Tn και τις ρίζες του Tn′.
Αποδείξτε ότι για κάθε n ≥ 1 και για κάθε πολυώνυμο P βαθμού n με μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1
ισχύει 1

2n−1 = max{|Tn(x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} ≤ max{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1}.
Για ποιά πολυώνυμα P βαθμού n με μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1 γίνεται ισότητα η τελευταία ανισό-
τητα;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Είναι T1(x) = cos(arccosx) = x για κάθε x ∈ [−1, 1]. Η απόδειξη
είναι στην άσκηση 4.5.7.
Τώρα, εφαρμόζουμε την γνωστή ταυτότητα

cos(a+ b) + cos(a− b) = 2 cos a cos b

στους a = (n+ 1) arccosx και b = arccosx και βρίσκουμε

cos((n+ 2) arccosx) + cos(n arccosx) = 2 cos(arccosx) cos((n+ 1) arccosx)
= 2x cos((n+ 1) arccosx).

Αυτή η σχέση γράφεται

2n+1Tn+2(x) + 2n−1Tn(x) = 2n+1xTn+1(x)

από την οποία συνεπάγεται η

4Tn+2(x) = 4xTn+1(x)− Tn(x) για κάθε x ∈ [−1, 1]. (14.91)

Για n = 2 έχουμε

T2(x) =
1
2 cos(2 arccosx) = (cos(arccosx))2 − 1

2 = x2 − 1
2 για κάθε x ∈ [−1, 1].
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Άρα για n = 1 και n = 2 η συνάρτηση Tn ταυτίζεται στο [−1, 1] με μια πολυωνυμική συνάρτηση
η οποία έχει βαθμό n και μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1.
Τώρα, έστω ότι για κάποιον n ∈ N οι συναρτήσεις Tn και Tn+1 ταυτίζονται στο [−1, 1] με πο-
λυωνυμικές συναρτήσεις οι οποίες έχουν βαθμούς n και n+1, αντιστοίχως, και μεγιστοβάθμιους
συντελεστές 1.
Τότε από την (14.91) συνεπάγεται αμέσως ότι η Tn+2 ταυτίζεται στο [−1, 1] με μια πολυωνυμική
συνάρτηση η οποία έχει βαθμό n+ 2 και μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1.
Από την αρχή της επαγωγής συνεπάγεται ότι για κάθε n ≥ 1 η συνάρτηση Tn ταυτίζεται στο
[−1, 1] με μια πολυωνυμική συνάρτηση η οποία έχει βαθμό n και μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1.
Το δεύτερο ερώτημα. Από την σχέση (14.91) έχουμε

T3(x) = xT2(x)− 1
4 T1(x) = x3 − 3

4x και T4(x) = xT3(x)− 1
4 T2(x) = x4 − x2 + 1

8

για κάθε x ∈ [−1, 1].
Το τρίτο ερώτημα. Είναι

Tn(1) =
1

2n−1 cos(n arccos 1) = 1
2n−1 cos 0 = 1

2n−1 ,

Tn(−1) = 1
2n−1 cos(n arccos(−1)) = 1

2n−1 cos(nπ) = (−1)n
2n−1 .

Το τέταρτο ερώτημα. Αν n ≥ 1, οι αριθμοί 2k−12n π για k = 1, . . . , n είναι όλοι στο διάστημα (0, π),
οπότε οι αντίστοιχοι αριθμοί xk = cos(2k−12n π) είναι στο διάστημα (−1, 1) και, μάλιστα, έχουν
την εξής διάταξη:

−1 < xn < xn−1 < . . . < x2 < x1 < 1.

Τώρα, έχουμε

Tn(xk) =
1

2n−1 cos(n arccosxk) = 1
2n−1 cos

(
n2k−1

2n π
)
= 1

2n−1 cos
(
2k−1
2 π

)
= 0,

οπότε οι αριθμοί xk είναι n διαφορετικές ρίζες του πολυωνύμου Tn και, επειδή ο βαθμός του Tn
είναι n, συνεπάγεται ότι το Tn έχει ακριβώς τις ρίζες x1, . . . , xn.
Το πέμπτο ερώτημα. Είναι προφανές ότι ισχύει

|Tn(x)| = 1
2n−1 | cos(n arccosx)| ≤ 1

2n−1 για κάθε x ∈ [−1, 1]. (14.92)

Για κάθε n ≥ 1 είναι

Tn
′(x) = n

2n−1
sin(n arccosx)√

1−x2
για κάθε x ∈ [−1, 1].

Οι αριθμοί k
nπ για k = 1, . . . , n − 1 είναι στο διάστημα (0, π), οπότε οι αντίστοιχοι αριθμοί

tk = cos( knπ) είναι στο διάστημα (−1, 1). Αν θεωρήσουμε και τους αριθμούς t0 και tn, τότε είναι

−1 = tn < xn < tn−1 < xn−1 < . . . < x2 < t1 < x1 < t0 = 1.

Επίσης, για k = 1, . . . , n− 1 έχουμε

Tn
′(tk) =

n
2n−1

sin(n arccos tk)√
1−tk2

= n
2n−1

sin(kπ)√
1−tk2

= 0,

οπότε οι αριθμοί t1, . . . , tn−1 είναι n − 1 διαφορετικές ρίζες του πολυωνύμου Tn′ και, επειδή ο
βαθμός του Tn′ είναι n− 1, συνεπάγεται ότι το Tn′ έχει ακριβώς τις ρίζες t1, . . . , tn−1.
Ακόμη, για k = 0, 1, . . . , n− 1, n είναι

Tn(tk) =
1

2n−1 cos(n arccos tk) = 1
2n−1 cos

(
n k
nπ

)
= 1

2n−1 cos(kπ) = (−1)k
2n−1 . (14.93)
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Το έκτο ερώτημα. Τώρα, έστω n ≥ 1 και οποιοδήποτε πολυώνυμο P βαθμού n με μεγιστοβάθμιο
συντελεστή 1. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει

1
2n−1 = max{|Tn(x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} ≤ max{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1}. (14.94)

Η αριστερή ισότητα ισχύει λόγω των (14.92) και (14.93).
Ας υποθέσουμε (για άτοπο) ότι δεν ισχύει η δεξιά ανισότητα της (14.94), δηλαδή ότι

max{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} < 1
2n−1 . (14.95)

Επειδή και τα δύο πολυώνυμα Tn και P έχουν βαθμό n και μεγιστοβάθμιους συντελεστές 1, το
Tn − P είναι πολυώνυμο βαθμού ≤ n− 1.
Επίσης, από τις (14.93) και (14.95) έχουμε

Tn(tk)− P (tk) =
1

2n−1 − P (tk) > 0 για κάθε άρτιο k = 0, 1, . . . , n− 1, n

Tn(tk)− P (tk) = − 1
2n−1 − P (tk) < 0 για κάθε περιττό k = 0, 1, . . . , n− 1, n.

(14.96)

Συνεπάγεται ότι σε κάθε διάστημα (tn, tn−1), . . . , (t1, t0) υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα του πο-
λυωνύμου Tn − P , οπότε το Tn − P έχει τουλάχιστον n ρίζες και, επειδή το Tn − P έχει βαθμό
≤ n − 1, συμπεραίνουμε ότι είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Άρα τα πολυώνυμα Tn και P ταυτί-
ζονται και καταλήγουμε σε άτοπο λόγω των (14.96).
Άρα ισχύει η (14.94).
Το έβδομο ερώτημα. Έστω ότι για κάποιο πολυώνυμο P βαθμού n με μεγιστοβάθμιο συντελεστή
1 ισχύει η ισότητα στην δεξιά ανισότητα της (14.94). Δηλαδή,

max{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} = 1
2n−1 . (14.97)

Τώρα, οι σχέσεις (14.96) γίνονται

Tn(tk)− P (tk) =
1

2n−1 − P (tk) ≥ 0 για κάθε άρτιο k = 0, 1, . . . , n− 1, n

Tn(tk)− P (tk) = − 1
2n−1 − P (tk) ≤ 0 για κάθε περιττό k = 0, 1, . . . , n− 1, n.

Από τις σχέσεις αυτές συνεπάγεται ότι το πολυώνυμο Tn − P έχει τουλάχιστον n ρίζες και, όπως
πριν, επειδή το Tn − P έχει βαθμό ≤ n − 1, συμπεραίνουμε ότι είναι το μηδενικό πολυώνυμο.
Άρα τα πολυώνυμα Tn και P ταυτίζονται. Δηλαδή, υπάρχει μόνο ένα πολυώνυμο P βαθμού n με
μεγιστοβάθμιο συντελεστή 1 για το οποίο να ισχύει η (14.97) και αυτό είναι το Tn.

Άσκηση 5.4.4. Έστω a1 < . . . < an. Βρείτε τα σημεία ολικού ελαχίστου των (x − a1)
2 + · · · +

(x− an)
2 και |x− a1|+ · · ·+ |x− an|.

Λύση: Η συνάρτηση f(x) = (x− a1)
2 + · · ·+ (x− an)

2 έχει παράγωγο

f ′(x) = 2nx− 2(a1 + · · ·+ an) = 2n(x−A),

όπου A = a1+···+an
n .

Είναι f ′(x) < 0 για x < A και f ′(x) > 0 για x > A. Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο
(−∞, A] και γνησίως αύξουσα στο [A,+∞) και, επομένως, έχει ολικό ελάχιστο στο A.
Η συνάρτηση f(x) = |x− a1|+ · · ·+ |x− an| γράφεται

f(x) = −nx+ (a1 + · · ·+ an) στο (−∞, a1]

f(x) = nx− (a1 + · · ·+ an) στο [an,+∞).

Επίσης,

f(x) = (2k − n)x− (a1 + · · ·+ ak − ak+1 − · · · − an) στο [ak, ak+1].
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Άρα, αν k < n
2 , η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, ak+1] ενώ, αν k > n

2 , η f είναι γνησίως
αύξουσα στο [ak,+∞). Επίσης, αν k = n

2 , η f είναι σταθερή στο [ak, ak+1].
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Αν οn είναι περιττός, θεωρούμε τον k = n−1

2 και τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, ak+1]
και γνησίως αύξουσα στο [ak+1,+∞), οπότε η f έχει ολικό ελάχιστο στο ak+1.
Αν ο n είναι άρτιος, θεωρούμε τον k = n

2 και τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, ak],
σταθερή στο [ak, ak+1] και γνησίως αύξουσα στο [ak+1,+∞), οπότε η f έχει ολικό ελάχιστο σε
κάθε σημείο του [ak, ak+1].

Άσκηση 5.4.5. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση (1 + 1
x)

x είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).

Λύση: Η f(x) = (1 + 1
x)

x έχει παράγωγο f ′(x) = (1 + 1
x)

x(log(1 + 1
x)−

1
x+1).

Άρα ισχύει f ′(x) > 0 αν και μόνο αν ισχύει log(1 + 1
x)−

1
x+1 > 0.

Η h(x) = log(1+ 1
x)−

1
x+1 έχει παράγωγο h

′(x) = − 1
x(x+1)2

< 0 για κάθε x > 0. Άρα η h είναι
γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞) και, επειδή limx→+∞ h(x) = 0, συνεπάγεται ότι ισχύει h(x) > 0
για κάθε x > 0.
Άρα ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x > 0, οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).

Άσκηση 5.4.6. Βρείτε την τιμή του a > 0 για την οποία η μέγιστη τιμή της συνάρτησης xae2a−x στο
[0,+∞) είναι η ελάχιστη δυνατή.

Λύση: Η fa(x) = xae2a−x έχει παράγωγο fa′(x) = xa−1e2a−x(a − x). Άρα η fa είναι γνησίως
αύξουσα στο [0, a] και γνησίως φθίνουσα στο [a,+∞) και, επομένως, η μέγιστη τιμή της είναι ο
fa(a) = (ea)a.
Τώρα, η συνάρτηση h(a) = (ea)a έχει παράγωγο h′(a) = (ea)a(log a+ 2).
Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, e−2] και γνησίως αύξουσα στο [e−2,+∞), οπότε η h έχει
ολικό ελάχιστο στο e−2.
Άρα η μέγιστη τιμή της fa(x) = xae2a−x στο [0,+∞) γίνεται ελάχιστη όταν a = e−2 και η
ελάχιστη μέγιστη τιμή είναι ίση με fe−2(e−2) = e−e

−2 .

Άσκηση 5.4.7. Ανάλογα με την τιμή του a βρείτε τον αριθμό των λύσεων της εξίσωσης sinx = ax.

Λύση: Αν a = 0, η εξίσωση sinx = ax = 0 έχει τις άπειρες λύσεις x = kπ με k ∈ Z.
Τώρα, έστω a ̸= 0.
Η εξίσωση sinx = ax έχει ως λύση την x = 0, οπότε αρκεί να βρούμε τον αριθμό των λύσεων
που είναι ̸= 0. Παρατηρούμε ότι, αν ο x είναι λύση της εξίσωσης, τότε και ο −x είναι λύση της
εξίσωσης. Άρα, αν βρούμε τον αριθμόm των λύσεων στο (0,+∞), τότε ο συνολικός αριθμός των
λύσεων είναι 2m+ 1.
Άρα αρκεί να βρούμε τον αριθμό των λύσεων της εξίσωσης

f(x) = sinx
x = a στο (0,+∞).

Η συνάρτηση f έχει παράγωγο
f ′(x) = x cosx−sinx

x2

στο (0,+∞). Αν ορίσουμε f(0) = 1, τότε η f ορίζεται και είναι συνεχής στο [0,+∞).
Τώρα, παρατηρούμε τα εξής.
Η f έχει ρίζες στο [0,+∞) στα σημεία π, 2π, 3π, 4π, . . . και είναι εναλλάξ θετική και αρνητική
στα διαδοχικά διαστήματα [0, π), (π, 2π), (2π, 3π), (3π, 4π), . . . .
Η συνάρτηση

h(x) = x cosx− sinx

έχει παράγωγο h′(x) = −x sinx και αυτή είναι εναλλάξ θετική και αρνητική στα διαδοχικά δια-
στήματα [0, π), (π, 2π), (2π, 3π), (3π, 4π), . . . και, επομένως, ηh είναι εναλλάξ γνησίως αύξουσα
και γνησίως φθίνουσα στα διαδοχικά διαστήματα [0, π], [π, 2π], [2π, 3π], [3π, 4π], . . . . Επίσης, εί-
ναι h(0) = 0 και η h έχει εναλλάξ αρνητικές και θετικές τιμές στα σημεία π, 2π, 3π, 4π, . . . . Άρα
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σε καθένα από τα διαστήματα (π, 2π), (2π, 3π), (3π, 4π), . . . η h έχει ακριβώς μία ρίζα και, αν
συμβολίσουμε ξ1, ξ2, ξ3, . . . αυτές τις ρίζες, τότε έχουμε την διάταξη

0 < π < ξ1 < 2π < ξ2 < 3π < ξ3 < 4π < ξ4 < . . . (14.98)

και ηh έχει εναλλάξ αρνητικές και θετικές τιμές στα (0, ξ1), (ξ1, ξ2), (ξ2, ξ3), (ξ3, ξ4), . . . . Άρα η f
είναι εναλλάξ γνησίως φθίνουσα και γνησίως αύξουσα στα [0, ξ1], [ξ1, ξ2], [ξ2, ξ3], [ξ3, ξ4], . . . και
οι 0, ξ2, ξ4, . . . είναι σημεία τοπικού μεγίστου ενώ οι ξ1, ξ3, ξ5, . . . είναι σημεία τοικού ελαχίστου
της f .
Τώρα, συμβολίζουμε

u2k = f(ξ2k) =
sin ξ2k
ξ2k

, l2k+1 = f(ξ2k+1) =
sin ξ2k+1

ξ2k+1

τις αντίστοιχες (τοπικές) μέγιστες και ελάχιστες τιμές της f στα σημεία τοπικού ακροτάτου της.
Παρατηρώντας την (14.98) και λαμβάνοντας υπ’ όψη ότι η f είναι εναλλάξ θετική και αρνητική
στα διαστήματα [0, π), (π, 2π), (2π, 3π), (3π, 4π), . . . , έχουμε ότι ο αριθμοί u2, u4, . . . είναι όλοι
θετικοί και ότι οι l1, l3, . . . είναι όλοι αρνητικοί.
Μια άλλη παρατήρηση είναι η εξής. Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, π] και f(0) = 1, f(π) = 0,
οπότε για κάθε a με 0 < a ≤ 1 υπάρχει ακριβώς μία λύση της f(x) = a στο [0, π). Επίσης, σε κάθε
διάστημα [2kπ, (2k + 1)π] η f είναι γνησίως αύξουσα στο [2kπ, ξ2k] και γνησίως φθίνουσα στο
[ξ2k, (2k+1)π], οπότε για a = u2k υπάρχει ακριβώς μία λύση της f(x) = a στο (2kπ, (2k+1)π),
η x = ξ2k, και για κάθε a με 0 < a < u2k υπάρχουν ακριβώς δύο λύσεις της f(x) = a στο
(2kπ, (2k + 1)π) (μία αριστερά και μία δεξιά του ξ2k). Τέλος, σε κάθε [(2k + 1)π, (2k + 2)π]
η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [(2k + 1)π, ξ2k+1] και γνησίως αύξουσα στο [ξ2k+1, (2k + 2)π]
και άρα για a = l2k+1 υπάρχει ακριβώς μία λύση της f(x) = a στο ((2k + 1)π, (2k + 2)π), η
x = ξ2k+1, και για κάθε a με l2k+1 < a < 0 υπάρχουν ακριβώς δύο λύσεις της f(x) = a στο
((2k + 1)π, (2k + 2)π) (μία αριστερά και μία δεξιά του ξ2k+1).
Απομένει μια τελευταία παρατήρηση. Θα αποδείξουμε ότι

l1 < l3 < l5 < . . . < 0 < . . . < u6 < u4 < u2 < 1.

Το ότι ισχύει u2 < 1 είναι προφανές.
Για την u2k+2 < u2k βλέπουμε ότι ξ2k ∈ (2kπ, (2k + 1)π) και ξ2k+2 ∈ ((2k + 2)π, (2k + 3)π).
Άρα ξ2k+2 − 2π ∈ (2kπ, (2k + 1)π) και τώρα

u2k+2 =
sin ξ2k+2

ξ2k+2
=

sin(ξ2k+2−2π)
ξ2k+2

<
sin(ξ2k+2−2π)
ξ2k+2−2π = f(ξ2k+2 − 2π) ≤ u2k.

Η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι ξ2k+2− 2π ∈ (2kπ, (2k+1)π) και ο u2k είναι η μέγιστη τιμή
της f στο (2kπ, (2k + 1)π).
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η l2k+1 < l2k+3.
Επίσης, ισχύει

u2k → 0 και l2k+1 → 0.

Αυτά είναι προφανή διότι ισχύει u2k = sin ξ2k
ξ2k

και l2k+1 =
sin ξ2k+1

ξ2k+1
και ξn → +∞.

Τέλος, έστω a > 0. Θα μετρήσουμε τον αριθμό των λύσεων της f(x) = a στο (0,+∞) δια-
κρίνοντας περιπτώσεις ανάλογα με τη θέση του a σε σχέση με τους γνησίως φθίνοντες αριθ-
μούς 1, u2, u4, . . . . Φυσικά, επειδή u2k → 0, για κάθε a > 0 είτε θα είναι a ≥ 1 είτε θα εί-
ναι a = u2k για κάποιον (μοναδικό) k είτε ο a θα βρίσκεται ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς από
τους 1, u2, u4, . . . . Επίσης, επειδή a > 0, οι λύσεις που ψάχνουμε είναι στα διαστήματα [0, π),
(2π, 3π), (4π, 5π), . . . .
Αν a ≥ 1, η εξίσωση f(x) = a δεν έχει καμία λύση στο (0,+∞). (Η μόνη λύση στο [0,+∞)
είναι ο 0.)
Αν 1 > a > u2, η f(x) = a έχει ακριβώς μία λύση στο (0, π) και καμία λύση στα υπόλοιπα
διαστήματα.
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Αν u2k > a > u2k+2, η f(x) = a έχει ακριβώς μία λύση στο (0, π) και ακριβώς δύο λύσεις σε
καθένα από τα (2π, 3π), . . . , (2kπ, (2k+1)π) και καμία λύση στα υπόλοιπα διαστήματα και άρα
έχει συνολικά 2k + 1 λύσεις.
Αν a = u2k, η f(x) = a έχει ακριβώς μία λύση στο (0, π), ακριβώς δύο λύσεις σε καθένα από
τα (2π, 3π), . . . , ((2k − 2)π, (2k − 1)π) και ακριβώς μία λύση στο (2kπ, (2k + 1)π) και καμία
λύση στα υπόλοιπα διαστήματα και άρα έχει συνολικά 2k λύσεις.
Άρα βλέπουμε ότι καθώς ο a φθίνει προς τον 0 περνώντας διαδοχικά από τα διαστήματα/σημεία (τα
γράφω επίτηδες με ανάποδη κατεύθυνση) (+∞, 1], (1, u2), u2, (u2, u4), u4, (u4, u6), . . . ο αντί-
στοιχος αριθμός λύσεων της f(x) = a αυξάνει αντιστοίχως ως εξής: 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . .
Για την περίπτωση a < 0, μπορούμε να αποδείξουμε με τον ίδιο τρόπο ότι καθώς ο a αυξάνει
προς τον 0 περνώντας διαδοχικά από τα διαστήματα/σημεία (−∞, l1), l1, (l1, l3), l3, (l3, l5), . . . ο
αντίστοιχος αριθμός λύσεων της f(x) = a αυξάνει αντιστοίχως ως εξής: 0, 1, 2, 3, 4, . . . .

Άσκηση 5.4.10. Δείτε τις ασκήσεις 4.6.3 και 5.1.2. Έστω διάστημα I και f : I → R καιM ≥ 0,
ρ > 0 ώστε να ισχύει |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′|ρ για κάθε x′, x′′ ∈ I . Αν ρ > 1, αποδείξτε ότι
η f είναι σταθερή στο I .

Λύση: Από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.6.3 έχουμε ότι η f είναι συνεχής στο διάστημα I . Επί-
σης, από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.1.2 συνεπάγεται ότι ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε εσωτερικό
σημείο x του I . Άρα η f είναι σταθερή στο I .

Άσκηση 5.4.11. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και έχει παράγωγο στο (a, b).
Έστω ότι ισχύει f ′(x) ≥ µ για κάθε x ∈ (a, b).
Αποδείξτε ότι ισχύει f(a) + µ(x− a) ≤ f(x) για κάθε x ∈ [a, b].
Αποδείξτε ότι, αν υπάρχει c ∈ (a, b]ώστε f(a)+µ(c−a) = f(c), τότε ισχύει f(a)+µ(x−a) = f(x)
για κάθε x ∈ [a, c].

Λύση: Η συνάρτηση g(x) = f(x)− f(a)− µ(x− a) είναι συνεχής στο [a, b] και ισχύει g′(x) =
f ′(x)− µ ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b). Άρα η g είναι αύξουσα στο [a, b], οπότε ισχύει g(x) ≥ g(a) ή,
ισοδύναμα, f(x) ≥ f(a) + µ(x− a) για κάθε x ∈ [a, b].
Τώρα, έστω υπάρχει c ∈ (a, b] ώστε f(a) + µ(c− a) = f(c).
Τότε είναι g(c) = 0 και, επειδή η g είναι αύξουσα στο [a, b] και g(a) = 0, συμπεραίνουμε ότι η g
είναι σταθερή 0 στο [a, c]. Άρα ισχύει f(a) + µ(x− a) = f(x) για κάθε x ∈ [a, c].

Άσκηση 5.4.12. Έστω f : [1, 4] → R συνεχής στο [1, 4], f(1) = −7 και έστω ότι ισχύει f ′(x) ≥ 3
για κάθε x ∈ (1, 4). Αποδείξτε ότι f(4) ≥ 2.
Για κάθε a ≥ 2 βρείτε συγκεκριμένη f με όλες τις παραπάνω ιδιότητες ώστε f(4) = a.

Λύση: Υπάρχει ξ ∈ (1, 4) ώστε f(4)−f(1)
4−1 = f ′(ξ) ≥ 3. Άρα f(4) ≥ f(1) + 3(4− 1) = 2.

Αν a ≥ 2, θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = a
3 (x− 1)− 7

3 (4− x) η οποία έχει όλες τις απαιτού-
μενες ιδιότητες.

Άσκηση 5.4.13. [α] Έστω η συνάρτηση f(x) = arccosx+arcsinx. Αποδείξτε ότι ισχύει f ′(x) = 0
για κάθε x ∈ (−1, 1). Αποδείξτε ότι ισχύει arccosx+ arcsinx = π

2 για κάθε x ∈ [−1, 1].

Λύση: Είναι f ′(x) = − 1√
1−x2

+ 1√
1−x2

= 0 για κάθε x ∈ (−1, 1).
Η f είναι συνεχής στο [−1, 1], οπότε είναι σταθερή στο [−1, 1]. Άρα ισχύει f(x) = f(0) =
π
2 + 0 = π

2 για κάθε x ∈ [−1, 1].

Άσκηση 5.4.14. Αποδείξτε ότι ισχύει x− x3

3 < arctanx < x για x > 0.

Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = arctanx− x.
Τότε

f ′(x) = 1
1+x2 − 1 = − x2

1+x2 < 0 για x > 0.
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Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞) και άρα ισχύει

arctanx− x = f(x) < f(0) = 0 για x > 0

και, επομένως, arctanx < x για x > 0.
Τώρα θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = arctanx− x+ x3

3 .
Τότε

f ′(x) = 1
1+x2 − 1 + x2 = x4

1+x2 > 0 για x > 0.

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞) και άρα ισχύει

arctanx− x+ x3

3 = f(x) > f(0) = 0 για x > 0

και, επομένως, arctanx > x− x3

3 για x > 0.

Άσκηση 5.4.16. Έστω 0 < x < y. Αποδείξτε ότι axa−1 < ya−xa

y−x < aya−1, αν a < 0 ή a > 1.

Λύση: Υπάρχει ξ ∈ (x, y) ώστε
ya−xa

y−x = aξa−1.

Τότε η ανισότητα axa−1 < ya−xa

y−x < aya−1 είναι ισοδύναμη με την axa−1 < aξa−1 < aya−1.
Αν a > 1, η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναμη με την xa−1 < ξa−1 < ya−1, η οποία ισχύει
διότι η συνάρτηση xa−1 είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).
Αν a < 0, η τελευταία ανισότητα είναι ισοδύναμη με την xa−1 > ξa−1 > ya−1, η οποία ισχύει
διότι η συνάρτηση xa−1 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,+∞).

Άσκηση 5.4.17. Αποδείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει ex > 1 + x
1! + · · ·+ xn

n! .
Αποδείξτε ότι για κάθε x < 0 ισχύει ex > 1 + x

1! + · · · + xn

n! , αν ο n είναι περιττός, και ex <
1 + x

1! + · · ·+ xn

n! , αν ο n είναι άρτιος.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Θα χρησιμοποιήσουμε την αρχή της επαγωγής.
Γνωρίζουμε ότι ισχύει ex − 1− x > 0 για κάθε x > 0.
Έστω ότι για κάποιον n ∈ N ισχύει ex − 1− x

1! − · · · − xn

n! > 0 για κάθε x > 0.
Τότε η συνάρτηση f(x) = ex−1− x

1!−· · ·− xn

n! −
xn+1

(n+1)! έχει παράγωγο e
x−1− x

1!−· · ·− xn

n! > 0

για κάθε x > 0, οπότε είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞). Άρα ισχύει f(x) > f(0) = 0 ή,
ισοδύναμα, ex − 1− x

1! − · · · − xn

n! −
xn+1

(n+1)! > 0 για κάθε x > 0.
Το δεύτερο ερώτημα. Πάλι με την αρχή της επαγωγής.
Ο 1 είναι περιττός και γνωρίζουμε ότι ισχύει ex − 1− x > 0 για κάθε x < 0.
Έστω ότι για κάποιον n ∈ N ισχύει ex−1− x

1! −· · ·− xn

n! > 0 στο (−∞, 0), αν ο n είναι περιττός,
και ex − 1− x

1! − · · · − xn

n! < 0 στο (−∞, 0), αν ο n είναι άρτιος.
Τότε η συνάρτηση f(x) = ex−1− x

1!−· · ·− xn

n! −
xn+1

(n+1)! έχει παράγωγο e
x−1− x

1!−· · ·− xn

n! για
κάθε x < 0, οπότε είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 0], αν ο n + 1 είναι περιττός, και γνησίως
αύξουσα στο (−∞, 0], αν ο n είναι άρτιος. Άρα ισχύει f(x) > f(0) = 0 για κάθε x < 0, αν ο
n+ 1 είναι περιττός, και f(x) < f(0) = 0 για κάθε x < 0, αν ο n+ 1 είναι άρτιος.

Άσκηση 5.4.19. Έστω 0 < a < b και x ≥ −a, x ̸= 0. Αποδείξτε ότι (1 + x
a )

a < (1 + x
b )

b.

Λύση: Γράφουμε την (1 + x
a )

a < (1 + x
b )

b ισοδύναμα (1 + x
a )

a
b < 1 + x

b και, αφού κάνουμε την
αλλαγή μεταβλητής t = x

a , η νέα ανισότητα γράφεται ισοδύναμα (1 + t)
a
b < 1 + a

b t. Τέλος, αν
θέσουμε k = a

b , η ανισότητα παίρνει την τελική ισοδύναμη μορφή

(1 + t)k < 1 + kt.

Οι συνθήκες 0 < a < b, x ≥ −a και x ̸= 0 γράφονται σε ισοδύναμη μορφή με τις νέες παραμέ-
τρους k και t ως εξής: 0 < k < 1, t ≥ −1 και t ̸= 0.
Τώρα θεωρούμε τη συνάρτηση f(t) = (1 + t)k − 1− kt. Είναι

f ′(t) = k(1 + t)k−1 − k = k
(
(1 + t)k−1 − 1

)
,
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οπότε ισχύει f ′(t) > 0, αν −1 < t < 0, και f ′(t) < 0 αν 0 < t.
Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [−1, 0] και γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞). Άρα ισχύει

f(t) < f(0) = 0 για t ≥ −1, t ̸= 0.

Άσκηση 5.4.20. [α] Έστω A > 0 και n ∈ N. Βρείτε την ελάχιστη τιμή και όλα τα σημεία ολικού
ελαχίστου της συνάρτησης nA+x

(n+1) n+1√Anx
.

[β] Αποδείξτε με επαγωγή ως προς n ότι για κάθε a1, . . . , an ≥ 0 ισχύει η ανισότητα του Cauchy ή
ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,

n
√
a1 · · · an ≤ 1

n (a1 + · · ·+ an),

και ότι η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν a1 = . . . = an.

Λύση: [α] Η συνάρτηση f(x) = nA+x

(n+1) n+1√Anx
έχει παράγωγο f ′(x) = n(x−A)

(n+1)2
n+1√

anxn+2
. Δη-

λαδή, ισχύει f ′(x) < 0 στο διάστημα (0, A) και f ′(x) > 0 στο (A,+∞). Άρα η f είναι γνησίως
φθίνουσα στο (0, A] και γνησίως αύξουσα στο [A,+∞). Επομένως, ο A είναι σημείο ολικού ελα-
χίστου της f στο (0,+∞) και ισχύει f(x) > f(A) = 1 για κάθε x > 0 με x ̸= A.
[β] Για n = 1 η ανισότητα του Cauchy γράφεται a1 ≤ a1 και είναι, προφανώς, σωστή.
Έστω ότι για κάποιον n ισχύει n

√
a1 · · · an ≤ 1

n (a1 + · · · + an) και ότι η ανισότητα αυτή ισχύει
ως ισότητα αν και μόνο αν a1 = . . . = an.
Θεωρούμε a1, . . . , an, an+1 ≥ 0 και διακρίνουμε τέσσερις περιπτώσεις.
Πρώτη περίπτωση. Έστω A = a1+···+an

n > 0 και an+1 > 0. Τότε χρησιμοποιούμε την συνάρτηση
f του [α] και έχουμε f(an+1) ≥ 1 ή, ισοδύναμα,

nA+an+1

n+1 ≥ n+1
√
Anan+1.

Όμως, από την επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι An ≥ a1 · · · an και άρα

a1+···+an+an+1

n+1 ≥ n+1
√
a1 · · · anan+1. (14.99)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν ισχύουν ως ισότητες και οι δύο ανισό-
τητες που χρησιμοποιήσαμε: η f(an+1) ≥ 1 και η An ≥ a1 · · · an. Σύμφωνα με το [α], η πρώτη
ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν an+1 = A και, βάσει της επαγωγικής υπόθεσης, η
δεύτερη ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν a1 = . . . = an. Άρα η (14.99) ισχύει ως
ισότητα αν και μόνο αν a1 = . . . = an = an+1.
Δεύτερη περίπτωση. Έστω A = a1+···+an

n = 0 και an+1 > 0. Τότε a1 = . . . = an = 0 και,
προφανώς, ισχύει a1+···+an+an+1

n+1 > n+1
√
a1 · · · anan+1 = 0.

Τρίτη περίπτωση. Έστω A = a1+···+an
n > 0 και an+1 = 0. Τότε, προφανώς, a1+···+an+an+1

n+1 >
n+1
√
a1 · · · anan+1 = 0.

Τέταρτη περίπτωση. Έστω A = a1+···+an
n = 0 και an+1 = 0. Τότε a1 = . . . = an = 0 και,

προφανώς, a1+···+an+an+1

n+1 = n+1
√
a1 · · · anan+1 = 0.

Άρα, σε κάθε περίπτωση, ισχύει η (14.99) και, επιπλέον, ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν a1 =
. . . = an = an+1.

Άσκηση 5.4.21. Έστω a, b ≥ 0 και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1. Αποδείξτε την ανισότητα του Young,

ab ≤ 1
pa

p + 1
q b

q.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν ap = bq.

Υπόδειξη: Η συνάρτηση f : [0,+∞) → R με τύπο f(x) = 1
px

p − x+ 1
q έχει παράγωγο

f ′(x) = xp−1 − 1.
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Άρα ισχύει f ′(x) < 0, αν 0 < x < 1, και f ′(x) > 0, αν 1 < x. Επομένως, η f είναι γνησίως
φθίνουσα στο [0, 1] και γνησίως αύξουσα στο [1,+∞), οπότε ισχύει f(x) > f(1) = 0 για κάθε
x ≥ 0 με x ̸= 1 ή, ισοδύναμα,

1
px

p − x+ 1
q > 0 για κάθε x ≥ 0 με x ̸= 1.

Φυσικά, η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν x = 1.
Τώρα, έστω a, b > 0. Εφαρμόζουμε την τελευταία ανισότητα με x = a

bq/p
και βρίσκουμε

1
p

ap

bq + 1
q ≥ a

bq/p

ή, ισοδύναμα,
1
pa

p + 1
q b

q ≥ abq−q/p = ab

και ότι η τελευταία ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν a
bq/p

= 1 ή, ισοδύναμα, ap = bq.
Αν a > 0, b = 0 ή αν a = 0, b > 0, τότε ισχύει, προφανώς, ab < 1

pa
p + 1

q b
q.

Τέλος, αν a = b = 0, τότε ισχύει ab = 1
pa

p + 1
q b

q.
Επομένως, σε κάθε περίπτωση ισχύει η ab ≤ 1

pa
p + 1

q b
q και, επιπλέον, ισχύει ως ισότητα αν και

μόνο αν ap = bq.

Άσκηση 5.4.22. Έστω a1, . . . , an, b1, . . . , bn ≥ 0 και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1.
[α] Αποδείξτε την ανισότητα του Hölder,

a1b1 + · · ·+ anbn ≤
(
a1

p + · · ·+ an
p
)1/p(

b1
q + · · ·+ bn

q
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sakp = tbk

q για κάθε k = 1, . . . , n.
Επειδή 1

2 + 1
2 = 1, η γνωστή και πολύ σημαντική ανισότητα του Cauchy,

a1b1 + · · ·+ anbn ≤
(
a1

2 + · · ·+ an
2
)1/2(

b1
2 + · · ·+ bn

2
)1/2

,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.
[β] Αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski,(

(a1 + b1)
p + · · ·+ (an + bn)

p
)1/p ≤ (

a1
p + · · ·+ an

p
)1/p

+
(
b1

p + · · ·+ bn
p
)1/p

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sak = tbk για κάθε k = 1, . . . , n.

Λύση: [α] Έστω

A = (a1
p + · · ·+ an

p)1/p, B = (b1
q + · · ·+ bn

q)1/q.

Αν A = 0 ή B = 0, τότε είναι a1 = . . . = an = 0 ή b1 = . . . = bn = 0, αντιστοίχως, και τότε η
ανισότητα του Hölder ισχύει και, μάλιστα, ως ισότητα 0 = 0. Σ’ αυτήν περίπτωση παρατηρούμε
ότι υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει sakp = tbk

q για κάθε k = 1, . . . , n.
Πράγματι, αν a1 = . . . = an = 0, τότε παίρνουμε s = 1, t = 0 και, αν b1 = . . . = bn = 0, τότε
παίρνουμε s = 0, t = 1.
Τώρα, έστωA,B > 0. Εφαρμόζουμε την ανισότητα τουYoung της άσκησης 5.4.21 σε κάθε ζεύγος
ak
A , bk

B και έχουμε
akbk
AB ≤ 1

p
ak

p

Ap + 1
q

bk
q

Bq για k = 1, . . . , n. (14.100)

Κατόπιν, προσθέτουμε αυτές τις ανισότητες και βρίσκουμε

1
AB (a1b1 + · · ·+ anbn) ≤ 1

p
a1p+···+anp

Ap + 1
q

b1q+···+bnq

Bq = 1
p + 1

q = 1
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ή, ισοδύναμα,

a1b1 + · · ·+ anbn ≤ AB = (a1
p + · · ·+ an

p)1/p(b1
q + · · ·+ bn

q)1/q

και καταλήγουμε στην ανισότητα του Hölder.
Η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν ισχύει ως ισότητα καθεμία από τις ανισότητες
(14.100). Σύμφωνα με την άσκηση 5.4.21, αυτό γίνεται αν και μόνο αν ισχύει ak

p

Ap = bk
q

Bq για κάθε
k = 1, . . . , n. Τώρα, αν ισχύει ak

p

Ap = bk
q

Bq για κάθε k = 1, . . . , n, τότε υπάρχουν s, t > 0 ώστε
να ισχύει sakp = tbk

q για κάθε k = 1, . . . , n. Πράγματι, μπορούμε να πάρουμε s = 1
Ap , t = 1

Bq .
Αντιστρόφως, αν υπάρχουν s, t > 0 ώστε να ισχύει sakp = tbk

q για κάθε k = 1, . . . , n, τότε
εύκολα αποδεικνύεται ότι ισχύει ak

p

Ap = bk
q

Bq για κάθε k = 1, . . . , n.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι σε κάθε περίπτωση ισχύει η ανισότητα τουHölder και, επιπλέον, ότι ισχύει
ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει sakp = tbk

q

για κάθε k = 1, . . . , n.
Όταν p = q = 2, δηλαδή για την ανισότητα του Cauchy έχουμε άλλους δύο τρόπους απόδειξης.
Πρώτος τρόπος. Αν

∑n
k=1 ak

2 = 0, τότε είναι a1 = . . . = an = 0 και τότε η ανισότητα του
Cauchy ισχύει και, μάλιστα, ως ισότητα 0 = 0.
Τώρα, έστω

∑n
k=1 ak

2 > 0. Γράφουμε για κάθε t(∑n
k=1 ak

2
)
t2 + 2

(∑n
k=1 akbk

)
t+

(∑n
k=1 bk

2
)
=

∑n
k=1(ak

2t2 + 2akbkt+ bk
2)

=
∑n

k=1(tak + bk)
2 ≥ 0.

(14.101)

Άρα το πολυώνυμο δευτέρου βαθμού (
∑n

k=1 ak
2)t2 + 2(

∑n
k=1 akbk)t + (

∑n
k=1 bk

2) δεν έχει
αρνητικές τιμές και άρα η διακρίνουσά του είναι ≤ 0. Άρα ισχύει

(
∑n

k=1 akbk)
2 ≤

∑n
k=1 ak

2
∑n

k=1 bk
2,

δηλαδή η ανισότητα του Cauchy.
Αν ισχύει η ανισότητα του Cauchy ως ισότητα, το (

∑n
k=1 ak

2)t2+2(
∑n

k=1 akbk)t+(
∑n

k=1 bk
2)

έχει τότε μια ρίζα t0 και άρα οι παραστάσεις στην (14.101) μηδενίζονται για t = t0, οπότε ισχύει
t0ak + bk = 0 ή, ισοδύναμα, t0ak = (−1)bk για k = 1, . . . , n.
Δεύτερος τρόπος. Αποδεικνύουμε με απλές πράξεις την ταυτότητα∑n

k=1 ak
2
∑n

k=1 bk
2 −

(∑n
k=1 akbk

)2
= 1

2

∑n
i=1

(∑n
j=1(aibj − biaj)

2
)
.

Επειδή η δεξιά μεριά της ταυτότητας είναι ≥ 0, προκύπτει αμέσως η ανισότητα του Cauchy. Αν η
ανισότητα του Cauchy ισχύει ως ισότητα, τότε είναι

∑n
i=1(

∑n
j=1(aibj − biaj)

2) = 0 και, επομέ-
νως, ισχύει aibj = ajbi για κάθε i, j. Από αυτό εύκολα αποδεικνύεται ότι υπάρχουν s, t όχι και οι
δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει sak = tbk για κάθε k.
[β] Γράφουμε

(a1 + b1)
p + · · ·+ (an + bn)

p = a1(a1 + b1)
p−1 + · · ·+ an(an + bn)

p−1

+ b1(a1 + b1)
p−1 + · · ·+ bn(an + bn)

p−1

και εφαρμόζουμε την ανισότητα του Hölder στο άθροισμα a1(a1+ b1)p−1+ · · ·+an(an+ bn)p−1
και στο b1(a1 + b1)

p−1 + · · ·+ bn(an + bn)
p−1 και βρίσκουμε

(a1 + b1)
p + · · ·+ (an + bn)

p

≤ (a1
p + · · ·+ an

p)1/p
(
(a1 + b1)

(p−1)q + · · ·+ (an + bn)
(p−1)q)1/q

+ (b1
p + · · ·+ bn

p)1/p
(
(a1 + b1)

(p−1)q + · · ·+ (an + bn)
(p−1)q)1/q

= (a1
p + · · ·+ an

p)1/p
(
(a1 + b1)

p + · · ·+ (an + bn)
p
)1/q

+ (b1
p + · · ·+ bn

p)1/p
(
(a1 + b1)

p + · · ·+ (an + bn)
p
)1/q
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Διαιρώντας την ανισότητα που βρήκαμε με τον ((a1 + b1)
p + · · ·+ (an + bn)

p)1/q, προκύπτει η
ανισότητα του Minkowski. Βέβαια, ο ((a1+b1)p+ · · ·+(an+bn)

p)1/q πρέπει να είναι ̸= 0, αλλά
στην περίπτωση ((a1 + b1)

p + · · ·+ (an + bn)
p)1/q = 0 συνεπάγεται ότι όλοι οι ak, bk είναι ίσοι

με 0 και τότε η ανισότητα του Minkowski ισχύει προφανώς και, μάλιστα, ως ισότητα 0 = 0.
Τώρα, μπορείτε εσείς να χειριστείτε την περίπτωση της ισότητας, παρατηρώντας ότι για να ισχύει
η ισότητα στην ανισότητα του Minkowski πρέπει να ισχύει η ισότητα στις δύο ανισότητες Hölder
που χρησιμοποιήθηκαν για την απόδειξή της.

Άσκηση 5.4.23. Έστω a1, . . . , an, w1, . . . , wn > 0 και w1 + · · ·+ wn = 1.
Αποδείξτε ότι η f(p) = (w1a1

p + · · ·+ wnan
p)1/p είναι αύξουσα στο R \ {0}.

Αποδείξτε ότι limp→0(w1a1
p + · · ·+ wnan

p)1/p = a1
w1 · · · anwn .

Υπόδειξη: Για το πρώτο ερώτημα εφαρμόστε την ανισότητα του Hölder της άσκησης 5.4.22.
Για το δεύτερο ερώτημα θεωρήστε τη συνάρτηση g(x) = w1a1

x+ · · ·+wnan
x και παρατηρήστε

ότι ισχύει log(g(x))1/x = log g(x)
g(x)−1

g(x)−1
x .

Άσκηση 5.4.24. Έστω f : A → R, ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και f ′(ξ) > 0. Χρησιμο-
ποιώντας τον ορισμό του f ′(ξ), αποδείξτε ότι ισχύει f(x) > f(ξ) κοντά στον ξ από δεξιά του και
f(x) < f(ξ) κοντά στον ξ από αριστερά του. Μπορεί να είναι ο ξ σημείο τοπικού ακροτάτου της f ;

Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) =

{
x+ 2x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι f ′(0) = 1. Απο-

δείξτε ότι δεν υπάρχει κανένας a > 0 ώστε η f να είναι αύξουσα στο διάστημα (−a, a). Να αντιπα-
ραβάλετε με το παραπάνω γενικό αποτέλεσμα και με τις προτάσεις 5.6 και 5.7.

Λύση: Επειδή limx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ) > 0, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x)−f(ξ)
x−ξ > 0 κοντά στον ξ.

Άρα ισχύει f(x) > f(ξ) κοντά στον ξ από δεξιά του και f(x) < f(ξ) κοντά στον ξ από αριστερά
του, οπότε ο ξ δεν μπορεί να είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της f .
Για τη συγκεκριμένη συνάρτηση έχουμε

f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0

(
1 + 2x sin 1

x

)
= 1.

Έστω, τώρα, ότι υπάρχει a > 0 ώστε η f να είναι αύξουσα στο (−a, a). Τότε ισχύει f ′(x) ≥ 0 για
κάθε x ∈ (−a, a). Δηλαδή, ισχύει 1 + 4x sin 1

x − 2 cos 1
x ≥ 0 για κάθε x ∈ (−a, a) με x ̸= 0.

Όμως, θεωρώντας τους xn = 1
2nπ για κάθε n ∈ N, έχουμε ότι xn → 0, οπότε ισχύει τελικά

xn ∈ (0, a). Επίσης, ισχύει f ′(xn) = −1 < 0 για κάθε n και καταλήγουμε σε άτοπο.
Βλέπουμε, λοιπόν, γενικά, ότι, αν f ′(ξ) > 0 (δηλαδή αν η f ′ έχει θετική τιμή σε ένα σημείο και
όχι αναγκαστικά σε ολόκληρο διάστημα), τότε υπάρχει διάστημα (b, c) ώστε ξ ∈ (b, c) και ώστε
η τιμή f(ξ) να είναι μικρότερη από τις τιμές της f στο (ξ, c) και μεγαλύτερη από τις τιμές της f
στο (b, ξ), αλλά μπορεί να μην υπάρχει κανένα διάστημα (b, c) ώστε ξ ∈ (b, c) και ώστε η f να
είναι αύξουσα στο (b, c).

Άσκηση 5.4.25. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I . Αν κανένα εσωτερικό σημείο του I δεν
είναι σημείο τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου της f , αποδείξτε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο I .

Λύση: Έστω ότι η f δεν είναι γνησίως μονότονη στο I .
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.4.19 συνεπάγεται ότι η f δεν είναι ένα-προς-ένα στο I . Δη-
λαδή, υπάρχουν a, b ∈ I ώστε a < b και f(a) = f(b).
Η f έχει μέγιστη τιμή και ελάχιστη τιμή στο [a, b] και, επειδή κανένα εσωτερικό σημείο του I
και, επομένως, κανένα εσωτερικό σημείο του [a, b] δεν είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της f ,
συνεπάγεται ότι η μέγιστη τιμή και η ελάχιστη τιμή της f στο [a, b] πιάνονται στα άκρα a, b. Αφού
f(a) = f(b), η f είναι σταθερή στο [a, b]. Άρα κάθε εσωτερικό σημείο του [a, b] είναι σημείο
τοπικού ακροτάτου της f και καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα η f είναι γνησίως μονότονη στο I .

Άσκηση 5.4.26. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και έστω ότι ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε
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x στο εσωτερικό του I . Από την άσκηση 5.3.9[α] γνωρίζουμε ότι η f είναι ένα-προς-ένα στο I .
Αποδείξτε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο I .
Αποδείξτε ότι είτε ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I είτε ισχύει f ′(x) < 0 για κάθε
x στο εσωτερικό του I .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή η f είναι ένα-προς-ένα στο διάστημα I , από το αποτέλεσμα της
άσκησης 4.4.19 συνεπάγεται ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο I .
Ένας δεύτερος τρόπος είναι ο εξής. Θεωρούμε οποιουσδήποτε a, b ∈ I με a < b. Τότε τα μοναδικά
σημεία μεγίστου και ελαχίστου της f στο [a, b] είναι οι a, b. Πράγματι, αν η f είχε σημείο ακροτά-
του στο (a, b), τότε σ’ αυτό το σημείο θα ήταν f ′(x) = 0. Άρα είτε ισχύει f(a) < f(x) < f(b) για
κάθε x ∈ (a, b) είτε ισχύει f(b) < f(x) < f(a) για κάθε x ∈ (a, b). Τώρα, αν υποθέσουμε ότι η f
δεν είναι γνησίως μονότονη στο I , θα πρέπει να υπάρχουν x1, x2, x3 ∈ I με x1 < x2 < x3 και είτε
f(x1) < f(x2) > f(x3) είτε f(x1) > f(x2) < f(x3). Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε
αντίφαση με το προηγούμενο συμπέρασμα για το διάστημα [a, b] = [x1, x3].
Υπάρχει και τρίτος τρόπος. Αφού αποδείξουμε το αποτέλεσμα του δεύτερου ερωτήματος, το απο-
τέλεσμα του πρώτου ερωτήματος είναι άμεση συνέπειά του.
Το δεύτερο ερώτημα. Αυτό είναι άμεση συνέπεια του αποτελέσματος του πρώτου ερωτήματος.
Πράγματι, αφού η f είναι γνησίως μονότονη και ισχύει f ′(x) ̸= 0 για κάθε x στο εσωτερικό του
I , συνεπάγεται ότι είτε ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I είτε ισχύει f ′(x) < 0 για
κάθε x στο εσωτερικό του I .
Έχουμε και δεύτερο τρόπο. Αν υπάρχουν a, b ∈ I με a < b και είτε f ′(a) < 0 < f ′(b)
είτε f ′(b) < 0 < f ′(a), τότε από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.3.23 συνεπάγεται ότι υπάρχει
ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) = 0 και καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα είτε ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x στο
εσωτερικό του I είτε ισχύει f ′(x) < 0 για κάθε x στο εσωτερικό του I .

Άσκηση 5.4.27. Έστω f, g : (a, b) → R παραγωγίσιμες στο (a, b), a < 0 < b. Έστω, επίσης, ότι
ισχύει f ′(x) = g(x), g′(x) = −f(x) για κάθε x ∈ (a, b) και f(0) = 0, g(0) = 1. Γνωρίζετε
κάποιο τέτοιο ζευγάρι συναρτήσεων;
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x)2 + g(x)2 = 1 για κάθε x ∈ (a, b).
Αν οι F,G έχουν τις ίδιες ιδιότητες (όπου η F αντιστοιχεί στην f και η G στην g), αποδείξτε ότι
ισχύει F (x) = f(x) και G(x) = g(x) για κάθε x ∈ (a, b).

Υπόδειξη: Παραγωγίστε τη συνάρτηση (F (x)− f(x))2 + (G(x)− g(x))2.

Άσκηση 5.4.28.Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιμη στο (a, b) και έστω k > 0
ώστε να ισχύει |f ′(x)| ≤ k|f(x)− f(a)| για κάθε x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή στο
[a, b].

Λύση: Πρώτος τρόπος. Έστω ότι υπάρχει x0 ∈ (a, b] με f(x0) > f(a).
Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f(x)− f(a) και έχουμε ότι g(a) = 0 και g(x0) > 0. Τότε, από
το αποτέλεσμα της άσκησης 4.2.10, συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ ∈ [a, x0) ώστε g(ξ) = 0 και ώστε
να ισχύει g(x) > 0 για κάθε x ∈ (ξ, x0]. Επομένως, f(ξ) = f(a) και ισχύει f(x) > f(a) για κάθε
x ∈ (ξ, x0].
Τώρα, η συνάρτηση h(x) = (f(x)− f(a))e−kx έχει παράγωγο

h′(x) = f ′(x)e−kx − k(f(x)− f(a))e−kx = (f ′(x)− k(f(x)− f(a))e−kx

= (f ′(x)− k|f(x)− f(a)|)e−kx ≤ 0 για x ∈ (ξ, x0)

και άρα η h είναι φθίνουσα στο [ξ, x0]. Άρα h(x0) ≤ h(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, f(x0) ≤ f(a) και
καταλήγουμε σε άτοπο.
Έστω ότι υπάρχει x0 ∈ (a, b] με f(x0) < f(a).
Όπως πριν (θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f(x) − f(a) κ.τ.λ.), συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ ∈
[a, x0) ώστε f(ξ) = f(a) και να ισχύει f(x) < f(a) για κάθε x ∈ (ξ, x0].
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Τώρα, η ίδια συνάρτηση h(x) = (f(x)− f(a))e−kx έχει παράγωγο

h′(x) = (f ′(x)− k(f(x)− f(a))e−kx = (f ′(x) + k|f(x)− f(a)|)e−kx ≥ 0 για x ∈ (ξ, x0)

και άρα η h είναι αύξουσα στο [ξ, x0]. Άρα h(x0) ≥ h(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, f(x0) ≥ f(a) και
πάλι καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα δεν υπάρχει x0 ∈ (a, b] ώστε f(x0) ̸= f(a) και, επομένως, η f είναι σταθερή στο [a, b].
Δεύτερος τρόπος. Έστω c ∈ (a, b] με a < c < a+ 1

k .
Γνωρίζουμε ότι υπάρχειM ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)− f(a)| ≤M για κάθε x ∈ [a, c].
Θα αποδείξουμε ότι ισχύει

|f(x)− f(a)| ≤ kn(c− a)nM για κάθε x ∈ [a, c] και κάθε n ∈ N. (14.102)

Κατ’αρχάς, η (14.102) ισχύει προφανώς για x = a.
Τώρα για κάθε x ∈ (a, c] υπάρχει ξ ∈ (a, x) ώστε

|f(x)− f(a)| = |f ′(ξ)|(x− a) ≤ k|f(ξ)− f(a)|(c− a) ≤ k(c− a)M

και άρα ισχύει η (14.102) για n = 1.
Έστω ότι ισχύει η (14.102) για κάποιον n ∈ N.
Τότε για κάθε x ∈ (a, c] υπάρχει ξ ∈ (a, x) ώστε

|f(x)− f(a)| = |f ′(ξ)|(x− a) ≤ k|f(ξ)− f(a)|(c− a) ≤ kn+1(c− a)n+1M

και άρα ισχύει η (14.102) και για n+ 1.
Τώρα, επειδή k(c−a) < 1, παίρνοντας όριο στην (14.102) όταν n→ +∞, συνεπάγεται ότι ισχύει
|f(x)− f(a)| = 0 ή, ισοδύναμα, f(x) = f(a) για κάθε x ∈ [a, c].
Κατόπιν, χωρίζουμε το [a, b] σε διαδοχικά διαστήματα [x0, x1], . . . , [xm−1, xm] μήκους< 1

k ώστε
x0 = a και xm = b.
Εφαρμόζοντας το συμπέρασμά μας με c = x1, βρίσκουμε ότι η f είναι σταθερή στο [x0, x1]. Κα-
τόπιν, εφαρμόζουμε το συμπέρασμα στο διάστημα [x1, x2] και βρίσκουμε ότι η f είναι σταθερή
και σ’ αυτό το διάστημα. Συνεχίζοντας επαγωγικά, συμπεραίνουμε ότι η f είναι σταθερή σε κάθε
[xk, xk+1] και άρα είναι σταθερή στο [a, b].

Άσκηση 5.4.29. Έστω ευθεία l του επιπέδου και σημείοM = (x0, y0) του ίδιου επιπέδου. Ονομά-
ζουμε απόσταση τουM από την l την ελάχιστη απόσταση από τοM προς οποιοδήποτε σημείο της l
και τη συμβολίζουμε dist(M, l).
Αν η l είναι κατακόρυφη με εξίσωση x = κ, αποδείξτε ότι dist(M, l) = |κ− x0|.
Αν η l είναι πλάγια με εξίσωση y = µx+ν, αποδείξτε ότι dist(M, l) = |µx0+ν−y0|/(1+µ2)1/2.

Λύση: Αν η l είναι κατακόρυφη με εξίσωση x = κ, τότε τα σημεία της l είναι τα K = (κ, y)
και η απόσταση ενός τυχόντος τέτοιου σημείου από τοM είναι ίση με

√
(κ− x0)2 + (y − y0)2.

Είναι προφανές ότι η ελάχιστη τιμή αυτής της απόστασης είναι ίση με
√

(κ− x0)2 = |κ − x0|
και πιάνεται όταν y = y0, δηλαδή όταν το σημείοK πέσει πάνω στο σημείο (κ, y0) της l.
Αν η l είναι πλάγια με εξίσωση y = µx+ ν, τότε τα σημεία της l είναι ταK = (x, µx+ ν) και η
απόσταση ενός τυχόντος τέτοιου σημείου από τοM είναι ίση με

√
(x− x0)2 + (µx+ ν − y0)2.

Για να ελαχιστοποιήσουμε αυτήν την απόσταση, αρκεί να ελαχιστοποιήσουμε την συνάρτηση
f(x) = (x− x0)

2 + (µx+ ν − y0)
2. Η f έχει παράγωγο

f ′(x) = 2(x− x0) + 2µ(µx+ ν − y0) = 2(1 + µ2)
(
x− x0+µy0−µν

1+µ2

)
.

Επομένως, η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, a] και γνησίως αύξουσα στο [a,+∞), όπου a =
x0+µy0−µν

1+µ2 , και άρα η απόσταση
√

(x− x0)2 + (µx+ ν − y0)2 γίνεται ελάχιστη όταν x = a και

η ελάχιστη τιμή της απόστασης αυτής είναι ίση με
√

(a− x0)2 + (µa+ ν − y0)2 =
|µx0+ν−y0|
(1+µ2)1/2

.
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Άσκηση 5.4.30. Λυγίζουμε μια λεπτή ευθεία ράβδο μήκους l ώστε να σχηματισθεί ένα ορθογώνιο
παραλληλόγραμμο. Σε ποιά σημεία της πρέπει να λυγίσουμε τη ράβδο ώστε το ορθογώνιο παραλλη-
λόγραμμο να έχει μέγιστο εμβαδό;

Λύση: Αν A,B είναι τα άκρα της ράβδου, για να σχηματιστεί ορθογώνιο παραλληλόγραμμο από
την ράβδο πρέπει να την λυγίσουμε στα διαδοχικά (από το A προς το B) σημεία K,L,M έτσι
ώστε τα τμήματα AK, LM να έχουν ίσα μήκη και τα τμήματα KL, MB να έχουν, επίσης, ίσα
μήκη.
Αν x είναι το κοινό μήκος των AK, LM και y είναι το κοινό μήκος των KL, MB, τότε είναι
2x+ 2y = l και το εμβαδό του ορθογώνιου παραλληλογράμμου που προκύπτει είναι ίσο με xy.
Έχουμε, λοιπόν, να βρούμε τους x, y > 0 ώστε να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση xy με τον περιο-
ρισμό 2x+ 2y = l.
Ισοδύναμα, έχουμε να βρούμε τον x ∈ (0, l

2) ώστε να μεγιστοποιηθεί η f(x) = x( l2 − x).
Η παράγωγος της f είναι η f ′(x) = l

2−2x. Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, l
4 ] και γνησίως

φθίνουσα στο [ l4 ,
l
2), οπότε ο

l
4 είναι το σημείο ολικού μεγίστου της f και η μέγιστη τιμή της είναι

ίση με f( l4) =
l2

16 .
Άρα η ράβδος πρέπει να χωριστεί σε τέσσερα ίσα μέρη και το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο που
θα προκύψει είναι τετράγωνο.

Άσκηση 5.4.31. Θεωρούμε ευθεία γραμμή η οποία χωρίζει ένα επίπεδο σε δύο ημιεπίπεδα καθώς
και σημείο A1 στο ένα ημιεπίπεδο σε απόσταση d1 από την ευθεία και σημείο A2 στο άλλο ημιεπί-
πεδο σε απόσταση d2 από την ευθεία. Ένα (σημειακό) όχημα κινείται με ταχύτητα σταθερού μέτρου
v1 όταν βρίσκεται στο πρώτο ημιεπίπεδο και με ταχύτητα σταθερού μέτρου v2 όταν βρίσκεται στο
δεύτερο ημιεπίπεδο. Βρείτε την τροχιά που πρέπει να ακολουθήσει το όχημα ώστε από το σημείο A1

να φτάσει στο σημείο A2 στον ελάχιστο χρόνο.

Λύση: ΈστωM1 η κάθετη προβολή του A1 στην ευθεία καιM2 η κάθετη προβολή του A2 στην
ευθεία.
Είναι σαφές ότι για να ελαχιστοποιηθεί η χρονική διάρκεια της μετάβασης από τοA1 στοA2 πρέ-
πει το όχημα να κινηθεί ευθύγραμμα από το A1 μέχρι κάποιο σημείοM της ευθείας και, κατόπιν,
ευθύγραμμα από τοM στο A2.
Αν x1, x2, x είναι οι συντεταγμένες των σημείωνM1,M2,M στην ευθεία, τότε η απόσταση του
σημείου A1 από τοM είναι ίση με

√
(x− x1)2 + d12 και η απόσταση του σημείου A2 από τοM

είναι ίση με
√

(x− x2)2 + d22. Άρα η χρονική διάρκεια της κίνησης είναι ίση με

f(x) =

√
(x−x1)2+d12

v1
+

√
(x−x2)2+d22

v2
.

Η f έχει παράγωγο

f ′(x) = x−x1

v1
√

(x−x1)2+d12
+ x−x2

v2
√

(x−x2)2+d22
=

v2(x−x1)
√

(x−x2)2+d22+v1(x−x2)
√

(x−x1)2+d12

v1v2
√

(x−x1)2+d12
√

(x−x2)2+d22
.

Έστω x1 < x2.
Είναι προφανές ότι ισχύει f ′(x) < 0 στο (−∞, x1] και f ′(x) > 0 στο [x2,+∞).
Στο (x1, x2) η f ′(x) = 0 είναι ισοδύναμη με την

v2(x− x1)
√

(x− x2)2 + d22 = v1(x2 − x)
√

(x− x1)2 + d12

κι αυτή με την
d22v22

(x−x2)2
− d12v12

(x−x1)2
= v1

2 − v2
2. (14.103)

Τώρα, είναι εύκολο να δούμε (με παραγώγιση) ότι η συνάρτηση h(x) = d22v22

(x−x2)2
− d12v12

(x−x1)2
είναι

γνησίως αύξουσα στο διάστημα (x1, x2) και ότι έχει όρια −∞ και +∞ στα άκρα x1 και x2. Άρα
υπάρχει ακριβώς ένας x0 ∈ (x1, x2) ώστε να ισχύει h(x) < v1

2 − v2
2 στο (x1, x0) και h(x) >

v1
2 − v2

2 στο (x0, x2) και h(x0) = v1
2 − v2

2.
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Άρα ισχύει f ′(x) < 0 στο (x1, x0) και f ′(x) > 0 στο (x0, x2).
Επομένως, η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, x0] και γνησίως αύξουσα στο [x0,+∞) και άρα
η χρονική διάρκεια ελαχιστοποιείται αν το σημείοM πέσει πάνω στο σημείοM0 της ευθείας με
συντεταγμένη x0.
Ο x0 μπορεί να βρεθεί ακριβώς από την εξίσωση (14.103). Όμως, περισσότερο ενδιαφέρον από
το να βρούμε την τιμή του x0 παρουσιάζει η εξής παρατήρηση. Το σημείοM0 βρίσκεται ανάμεσα
σταM1 καιM2 και αν ϕ1 είναι η γωνία που σχηματίζουν τα ευθ. τμήματαM0M1 καιM0A1 και
αν ϕ2 είναι η γωνία που σχηματίζουν τα ευθ. τμήματαM0M2 καιM0A2, τότε από την (14.103)
προκύπτει ότι

cosϕ1

cosϕ2
= v1

v2
.

Άσκηση 5.4.33. Έστω ότι τα κέντρα δύο σφαιρών με ακτίνες a και b έχουν απόσταση c > a + b.
Βρείτε σε ποιό σημείο ανάμεσα στις δύο σφαίρες και πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα
κέντρα των σφαιρών πρέπει να τοποθετήσουμε μια σημειακή φωτεινή πηγή ώστε να φωτίσουμε την
μεγαλύτερη δυνατή συνολική επιφάνεια των δύο σφαιρών. Έχει λύση το πρόβλημα αν η φωτεινή πηγή
μπορεί να τοποθετηθεί οπουδήποτε στον χώρο;

Λύση: Αν μια φωτεινή πηγή βρίσκεται σε απόσταση d από το κέντρο μιας σφαίρας ακτίνας a ≤ d,
τότε το τμήμα της επιφάνειας της σφαίρας που φωτίζεται από την φωτεινή πηγή έχει εμβαδό ίσο
με 2πa2(1− a

d).
Τώρα, έστω ότι η φωτεινή πηγή τοποθετείται στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα κέντρα των
σφαιρών σε απόσταση x ≥ a από το κέντρο της σφαίρας με ακτίνα a. Τότε η απόσταση της
φωτεινής πηγής από το κέντρο της σφαίρας με ακτίνα b είναι ίση με c − x ≥ b. Προφανώς, ο x
περιέχεται στο διάστημα [a, c− b].
Επομένως, η συνολική επιφάνεια των δύο σφαιρών που φωτίζεται από την πηγή έχει εμβαδό ίσο
με

E(x) = 2πa2
(
1− a

x

)
+ 2πb2

(
1− b

c−x
)

για a ≤ x ≤ c− b.

Τώρα έχουμε
E′(x) = 2π a3

x2 − 2π b3

(c−x)2 = 2π a3(c−x)2−b3x2

x2(c−x)2

Βλέπουμε ότι στο διάστημα (0, c) ισχύει E′(x) > 0 για 0 < x < ca3/2

a3/2+b3/2
και E′(x) < 0 για

ca3/2

a3/2+b3/2
< x < c. Άρα η E έχει ολικό μέγιστο στο διάστημα (0, c) στο σημείο ca3/2

a3/2+b3/2
.

Τώρα έχουμε τρεις περιπτώσεις.
Αν a < ca3/2

a3/2+b3/2
< c − b, τότε η φωτεινή πηγή πρέπει να τοποθετηθεί στο σημείο ca3/2

a3/2+b3/2
του

διαστήματος [0, c] ανάμεσα στα δύο κέντρα. Σ’ αυτήν την περίπτωση η μέγιστη επιφάνεια είναι
ίση με

E
(

ca3/2

a3/2+b3/2

)
= 2π

(
a2 + b2 − (a3/2+b3/2)2

c

)
.

Αν ca3/2

a3/2+b3/2
≤ a, τότε η φωτεινή πηγή πρέπει να τοποθετηθεί στο σημείο a (δηλαδή στην επιφά-

νεια της σφαίρας με ακτίνα a) και σ’ αυτήν την περίπτωση η μέγιστη επιφάνεια έχει εμβαδό ίσο
με

E(a) = 2πb2
(
1− b

c−a
)
.

Αν c− b ≤ ca3/2

a3/2+b3/2
, τότε η φωτεινή πηγή πρέπει να τοποθετηθεί στο σημείο c− b (δηλαδή στην

επιφάνεια της σφαίρας με ακτίνα b) και σ’ αυτήν την περίπτωση η μέγιστη επιφάνεια είναι ίση με

E(c− b) = 2πa2
(
1− a

c−b
)
.

Αν η φωτεινή πηγή μπορεί να τοποθετηθεί οπουδήποτε στον χώρο, τότε μπορούμε να επιλέξουμε
θέσεις της πηγής από τις οποίες η πηγή να βλέπει καθεμιά από τις δύο σφαίρες ανεμπόδιστα από
την άλλη σφαίρα. Τότε όσο πιο μεγάλη είναι η απόσταση d της πηγής από την σφαίρα με ακτίνα a

661



και, συγχρόνως, η απόσταση f της πηγής από την σφαίρα με ακτίνα b, τόσο πιο μεγάλο είναι και
το εμβαδό

E(d, f) = 2πa2
(
1− a

d

)
+ 2πb2

(
1− b

f

)
της συνολικής επιφάνειας που φωτίζεται από την πηγή.
Όταν d→ +∞ και, συγχρόνως, f → +∞ το εμβαδό έχει όριο

limd,f→+∞E(d, f) = 2π(a2 + b2).

Προφανώς, ισχύει E(d, f) < 2π(a2 + b2) για κάθε d, f , οπότε το πρόβλημα δεν έχει λύση: το εμ-
βαδό δεν μπορεί να μεγιστοποιηθεί σε καμία θέση της φωτεινής πηγής στον χώρο. Παρατηρήστε
ότι ο 4π(a2 + b2) είναι το άθροισμα των εμβαδών των επιφανειών των δύο σφαιρών. Οπότε αυτό
που αποδείξαμε είναι σχεδόν προφανές: μια φωτεινή πηγή δεν μπορεί να φωτίσει την μισή επιφά-
νεια μιας σφαίρας και τείνει, απλώς, να φωτίσει την μισή επιφάνεια της σφαίρας όσο περισσότερο
απομακρύνεται από αυτήν.

Άσκηση 5.5.1. Έστω η f(x) =

{
xk, αν x ≥ 0

−xk, αν x ≤ 0
όπου k ∈ N. Για κάθε n ∈ N, βρείτε την f (n).

Λύση: Αν k ≥ 2, τότε έχουμε

limx→0−
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0−−xk−1 = 0, limx→0+
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0+ x
k−1 = 0,

οπότε f ′(0) = 0. Αν, όμως, k = 1, τότε τα δύο παραπάνω όρια είναι−1 και 1, αντιστοίχως, οπότε
δεν υπάρχει ο f ′(0). Άρα

k ≥ 2 : f ′(x) =

{
kxk−1, αν x ≥ 0

−kxk−1, αν x ≤ 0
k = 1 : f ′(x) =

{
kxk−1, αν x > 0

−kxk−1, αν x < 0

Αν k = 1, συνεχίζουμε όπως παρακάτω χωρίς, όμως, να παίρνουμε υπ’ όψη τον x = 0.
Αν k ≥ 3, τότε έχουμε

limx→0−
f ′(x)−f ′(0)

x−0 = limx→0−−k(k − 1)xk−2 = 0,

lim
x→0+

f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= lim

x→0+
k(k − 1)xk−2 = 0,

οπότε f ′′(0) = 0. Αν, όμως, k = 2, τότε τα δύο παραπάνω όρια είναι−2 και 2, αντιστοίχως, οπότε
δεν υπάρχει ο f ′′(0). Άρα

k ≥ 3 : f ′′(x) =

{
k(k − 1)xk−2, αν x ≥ 0

−k(k − 1)xk−2, αν x ≤ 0

k = 1, 2 : f ′′(x) =

{
k(k − 1)xk−2, αν x > 0

−k(k − 1)xk−2, αν x < 0

Αν k = 2, συνεχίζουμε όπως παρακάτω χωρίς, όμως, να παίρνουμε υπ’ όψη τον x = 0.
Τώρα, είναι σαφές ότι

f (k−1)(x) =

{
k(k − 1) · · · 2x, αν x ≥ 0

−k(k − 1) · · · 2x, αν x ≤ 0

f (k)(x) =

{
k(k − 1) · · · 2 · 1, αν x > 0

−k(k − 1) · · · 2 · 1, αν x < 0
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και

n > k : f (n)(x) =

{
0, αν x > 0

0, αν x < 0

Άσκηση 5.5.2. Βρείτε τις n-οστές παραγώγους των x+2
x2−1 ,

1
x2+1

, sin(5x) sin(7x) για κάθε n.

Λύση: Είναι x+2
x2−1 = −1

2
1

x+1 + 3
2

1
x−1 , οπότε

dn

dxn
x+2
x2−1 = − (−1)nn!

2
1

(x+1)n+1 + 3(−1)nn!
2

1
(x−1)n+1 .

Για τη δεύτερη συνάρτηση εφαρμόζουμε ένα κόλπο, χρησιμοποιώντας τον μιγαδικό αριθμό i. Γρά-
φουμε 1

x2+1
= 1

(x−i)(x+i) =
1
2i

1
x−i −

1
2i

1
x+i και τότε έχουμε

dn

dxn
1

x2+1
= (−1)nn!

2i
1

(x−i)n+1 − (−1)nn!
2i

1
(x+i)n+1 = (−1)nn!

2i(x2+1)n+1 ((x+ i)n+1 − (x− i)n+1)

= (−1)nn!
2i(x2+1)n+1

(∑n+1
k=0

(
n+1
k

)
xn+1−kik −

∑n+1
k=0

(
n+1
k

)
xn+1−k(−i)k

)
= (−1)nn!

2i(x2+1)n+1 2
∑

0≤k≤n+1,k περιττός
(
n+1
k

)
xn+1−kik

= (−1)nn!
(x2+1)n+1

∑
0≤m≤n/2

(
n+1
2m+1

)
xn−2mi2m

= (−1)nn!
(x2+1)n+1

∑
0≤m≤n/2(−1)m

(
n+1
2m+1

)
xn−2m.

Για την προτελευταία ισότητα, αντικαταστήσαμε τον περιττό k με τον 2m+ 1.
Για την τρίτη συνάρτηση γράφουμε sin(5x) sin(7x) = 1

2 cos(5x − 7x) − 1
2 cos(5x + 7x) =

1
2 cos(2x)−

1
2 cos(12x). Άρα

d2m

dx2m (sin(5x) sin(7x)) = 22m(−1)m
2 cos(2x)− 122m(−1)m

2 cos(12x),

d2m+1

dx2m+1 (sin(5x) sin(7x)) =
22m+1(−1)m+1

2 sin(2x)− 122m+1(−1)m+1

2 sin(12x).

Άσκηση 5.5.5. Αποδείξτε ότι dn tanx
dxn = Pn(tanx) για κάθε n, όπου Pn είναι πολυώνυμο βαθμού

n+ 1.

Λύση:Με την αρχή της επαγωγής. Για n = 1 είναι

d tanx
dx = 1

(cosx)2 = (tanx)2 + 1 = P1(tanx),

όπου P1(t) = t2 + 1.
Έστω ότι για κάποιον n ∈ N ισχύει d

n tanx
dxn = Pn(tanx), όπου Pn είναι κάποιο πολυώνυμο βαθμού

n+ 1.
Τότε

dn+1 tanx
dxn+1 = d

dxPn(tanx) = Pn
′(tanx)d tanxdx = Pn

′(tanx)((tanx)2 + 1) = Pn+1(tanx),

όπου Pn+1(t) = Pn
′(t)(t2 + 1) είναι πολυώνυμο βαθμού n+ 2.

Άσκηση 5.5.7.Αποδείξτε ότι ο 0 είναι σημείο καμπής της f(x) =

{
x|x|+ x2 sin(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0

Λύση: Είναι
f ′(0) = limx→0

f(x)−f(0)
x−0 = limx→0

(
|x|+ x sin 1

x

)
= 0.

Τώρα, ισχύει

f(x) = x2 + x2 sin 1
x = x2(1 + sin 1

x) ≥ 0 = f ′(0)(x− 0) + f(0) για 0 < x,

f(x) = −x2 + x2 sin 1
x = −x2(1− sin 1

x) ≤ 0 = f ′(0)(x− 0) + f(0) για x < 0.
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Άρα ο 0 είναι σημείο καμπής της f .
Παρατήρηση. Η f δεν έχει δεύτερη παράγωγο στον 0. Πράγματι, είναι

f ′(x) =


2x+ 2x sin(1/x)− cos(1/x), αν 0 < x

0, αν x = 0

−2x+ 2x sin(1/x)− cos(1/x), αν x < 0

και τα
limx→0±

f ′(x)−f ′(0)
x−0 = limx→0±

(
± 2 + 2 sin 1

x − 1
x cos

1
x

)
δεν υπάρχουν.

Άσκηση 5.5.8. Έστω n ∈ N, διάστημα I , f : I → R. Αποδείξτε ότι ισχύει f (n)(x) = 0 για κάθε
x ∈ I αν και μόνο αν η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ≤ n− 1.

Λύση:Με την αρχή της επαγωγής.
Γνωρίζουμε ότι ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ I αν και μόνο αν η f είναι σταθερή στο I .
Έστω ότι για κάποιον n ∈ N έχουμε ότι: ισχύει f (n)(x) = 0 για κάθε x ∈ I αν και μόνο αν η f
είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ≤ n− 1.
Επομένως: ισχύει f (n+1)(x) = 0 ή, ισοδύναμα, (f ′)(n)(x) = 0 για κάθε x ∈ I αν και μόνο αν η f ′

είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού≤ n−1 αν και μόνο αν η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση
βαθμού ≤ n.

Άσκηση 5.5.9. Έστω n ∈ N, n ≥ 2, διάστημα I και f : I → R ώστε η f (n−1) να είναι συνεχής στο
I και η f (n) να υπάρχει στο εσωτερικό του I . Αν η f έχει n+1 διαφορετικές ρίζες στο I , αποδείξτε
ότι η f (n) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο εσωτερικό του I .

Λύση:Με την αρχή της επαγωγής.
Γνωρίζουμε ότι, αν η f έχει δύο διαφορετικές ρίζες στο διάστημα I , τότε η f ′ έχει τουλάχιστον
μία ρίζα στο εσωτερικό του I .
Έστω ότι για κάποιον n ∈ N έχουμε ότι: αν η f έχει n + 1 διαφορετικές ρίζες στο I , τότε η f (n)
έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο εσωτερικό του I .
Τώρα, αν η f έχειn+2 διαφορετικές ρίζες x1, . . . , xn+2 στο I με x1 < x2 < . . . < xn+1 < xn+2,
τότε η f ′ έχει τουλάχιστον n + 1 διαφορετικές ρίζες στο I (τουλάχιστον μία σε κάθε διάστημα
(xk, xk+1)) και, επομένως, η f (n+1) = (f ′)(n) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο εσωτερικό του I .

Άσκηση 5.5.10. Έστω f συνεχής στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν f(a) =
f(b) = 0 και αν υπάρχει c ∈ (a, b)ώστε f(c) > 0, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b)ώστε f ′′(ξ) < 0.

Λύση: Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν ξ1 ∈ (a, c) και ξ2 ∈ (c, b) ώστε

f ′(ξ1) =
f(c)−f(a)

c−a = f(c)
c−a > 0, f ′(ξ2) =

f(b)−f(c)
b−c = −f(c)

b−c < 0.

Και τώρα, υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) και, επομένως, ξ ∈ (a, b) ώστε

f ′′(ξ) = f ′(ξ2)−f ′(ξ1)
ξ2−ξ1 < 0.

Άσκηση 5.5.11. Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα (a, b) και έστω f(x)f ′′(x) ≥ 0 για
κάθε x ∈ (a, b). Αν η εξίσωση f(x)f ′(x) = 0 έχει δύο λύσεις στο (a, b), να αποδείξετε ότι η f είναι
σταθερή ανάμεσα σ’ αυτές τις δύο λύσεις.

Λύση: Έστω x1 και x2 με x1 < x2 οι δύο λύσεις της f(x)f ′(x) = 0. Δηλαδή

f(x1)f
′(x1) = f(x2)f

′(x2) = 0.

Θεωρούμε την συνάρτηση g = ff ′ στο (a, b) και έχουμε ότι ισχύει

g′(x) = f(x)f ′′(x) + (f ′(x))2 ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b),
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οπότε η g είναι αύξουσα στο (a, b). Όμως, g(x1) = g(x2) = 0, οπότε η g είναι σταθερή 0 στο
[x1, x2]. Αυτό, φυσικά, σημαίνει ότι ισχύει

f(x)f ′′(x) + (f ′(x))2 = g′(x) = 0 για κάθε x ∈ [x1, x2]

και, επειδή ισχύει f(x)f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [x1, x2], αυτό σημαίνει ότι ισχύει f ′(x) = 0 για
κάθε x ∈ [x1, x2]. Άρα η f είναι σταθερή στο [x1, x2].
Από το σημείο στο οποίο βρήκαμε ότι η g = ff ′ είναι σταθερή 0 στο [x1, x2] μπορούμε να
ακολουθήσουμε έναν δεύτερο δρόμο λιγότερο σύντομο αλλά διδακτικό.
Έχουμε ότι ισχύει (

f2(x)
)′
= 2f(x)f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ [x1, x2].

Άρα η συνάρτηση f2 είναι σταθερή στο διάστημα [x1, x2]. Δηλαδή ισχύει

f2(x) = c για κάθε x ∈ [x1, x2]

για κάποια σταθερά c ≥ 0.
Αν c = 0, τότε ισχύει f(x) = 0 για κάθε x ∈ [x1, x2], οπότε η f είναι σταθερή στο [x1, x2].
Αν c > 0, τότε η f δεν μηδενίζεται σε κανένα σημείο του [x1, x2] και, επειδή είναι συνεχής στο
[x1, x2], διατηρεί πρόσημο στο [x1, x2]. Άρα είτε ισχύει f(x) = +

√
c για κάθε x ∈ [x1, x2] είτε

ισχύει f(x) = −
√
c για κάθε x ∈ [x1, x2].

Σε κάθε περίπτωση η f είναι σταθερή στο [x1, x2].

Άσκηση 5.5.12. Έστω f συνεχής στο [−1, 1], τρεις φορές παραγωγίσιμη στο (−1, 1). Αν f(−1) =
f(0) = 0, f(1) = 1 και f ′(0) = 0, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (−1, 1) ώστε f ′′′(ξ) = 3.

Λύση:Θα βρούμε πρώτα ένα πολυώνυμο το πολύ τρίτου βαθμού p(x) = ax3+bx2+cx+d τέτοιο
ώστε p(−1) = p(0) = 0 p(1) = 1, p′(0) = 0.
Οι τέσσερις αυτές συνθήκες μας δίνουν ένα σύστημα τεσσάρων εξισώσεων με τέσσερις αγνώ-
στους:

−a+ b− c+ d = 0, d = 0, a+ b+ c+ d = 1, c = 0.

Λύνουμε το σύστημα και βρίσκουμε a = b = 1
2 , c = d = 0 και, επομένως, το πολυώνυμο που

ζητάμε είναι το p(x) = 1
2 x

3 + 1
2 x

2.
Κατόπιν θεωρούμε την συνάρτηση g = f − p, η οποία είναι συνεχής στο [−1, 1] και τρεις φορές
παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και ισχύει

g(−1) = g(0) = g(1) = 0, g′(0) = 0.

Συνεπάγεται ότι υπάρχουν ξ1 ∈ (−1, 0) και ξ2 ∈ (0, 1) ώστε g′(ξ1) = g′(ξ2) = 0. Άρα υπάρχουν
η1 ∈ (ξ1, 0) και η2 ∈ (0, ξ2) ώστε g′′(η1) = g′′(η2) = 0. Τέλος, υπάρχει ξ ∈ (η1, η2) και,
επομένως, ξ ∈ (−1, 1) ώστε g′′′(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, f ′′′(ξ) = p′′′(ξ) = 3.

Άσκηση 5.5.13. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a, b).
Αν το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο έχει άκρα τα σημεία (a, f(a)) και (b, f(b)) τέμνει το γράφημα
της f σε κάποιο σημείο διαφορετικό από αυτά τα δύο σημεία, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε
f ′′(ξ) = 0.

Λύση: Έστω a < c < b ώστε το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο έχει άκρα τα σημεία (a, f(a))
και (b, f(b)) να τέμνει το γράφημα της f στο σημείο (c, f(c)). Τότε το (c, f(c)) ικανοποιεί την
εξίσωση του ευθυγράμμου τμήματος, δηλαδή:

f(c) = f(b)−f(a)
b−a (c− a) + f(a).

Συνεπάγεται
f(c)−f(a)

c−a = f(b)−f(c)
b−c .
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Άρα υπάρχουν ξ1 ∈ (a, c) και ξ2 ∈ (c, b)ώστε f ′(ξ1) = f ′(ξ2) και, επομένως, υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2)
ώστε f ′′(ξ) = 0.

Άσκηση 5.5.14. Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R τρεις φορές παραγωγίσιμη στο I . Αν
ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και ισχύει f(x) = 0 για τουλάχιστον δύο διαφορετικές τιμές του
x ∈ I , αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ I ώστε f ′′′(ξ) = 0.

Λύση: Έστω x1, x2 ∈ I ώστε x1 < x2 και f(x1) = f(x2) = 0.
Επειδή ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I , οι x1, x2 είναι σημεία ελαχίστου της f και, επειδή το I
είναι ανοικτό διάστημα, έχουμε f ′(x1) = f ′(x2) = 0.
Αν η f είναι σταθερή 0 στο [x1, x2], τότε ισχύει f ′′′(x) = 0 για κάθε x ∈ [x1, x2].
Τώρα, έστω ότι η f δεν είναι σταθερή στο [x1, x2], οπότε η f έχει τουλάχιστον μία θετική τιμή στο
[x1, x2] και άρα έχει μέγιστη τιμή σε κάποιο σημείο του (x1, x2). Δηλαδή, υπάρχει x0 ∈ (x1, x2)
ώστε f ′(x0) = 0.
Άρα είναι x1 < x0 < x2 με f ′(x1) = f ′(x0) = f ′(x2) = 0. Άρα υπάρχουν ξ1 ∈ (x1, x0) και
ξ2 ∈ (x0, x2) ώστε f ′′(ξ1) = f ′′(ξ2) = 0. Άρα υπάρχει ξ ∈ (ξ1, ξ2) ώστε f ′′′(ξ) = 0.

Άσκηση 5.5.15. Δείτε την άσκηση 5.3.11[γ]. Αν a < b και n ∈ N, θεωρήστε την πολυωνυμική
συνάρτηση P (x) = (x− a)n(x− b)n. Αποδείξτε ότι η P (n) είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού
n, ότι έχει ακριβώς n διαφορετικές ρίζες και ότι όλες αυτές οι ρίζες ανήκουν στο (a, b).

Λύση: Η P είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 2n και έχει 2n ρίζες: τον a με πολλαπλότητα
n και τον b με πολλαπλότητα n. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.3.11[γ] συνεπάγεται ότι η P ′,
η οποία είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 2n− 1, έχει 2n− 1 ρίζες: τον a με πολλαπλότητα
n − 1, τον b με πολλαπλότητα n − 1 και έναν αριθμό στο διάστημα (a, b) με πολλαπλότητα 1.
Μάλιστα, μπορούμε να δούμε ότι P ′(x) = 2n(x−a)n−1(x− b)n−1(x− a+b

2 ), οπότε η ενδιάμεση
ρίζα είναι ο a+b

2 .
Συνεχίζουμε. Με το ίδιο επιχείρημα βρίσκουμε ότι η P ′′, η οποία είναι πολυωνυμική συνάρτηση
βαθμού 2n − 2, έχει 2n − 2 ρίζες: τον a με πολλαπλότητα n − 2, τον b με πολλαπλότητα n − 2
και δύο αριθμούς στο διάστημα (a, b) με πολλαπλότητα 1 για τον καθένα. Ομοίως, η P ′′′, η οποία
είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 2n− 3, έχει 2n− 3 ρίζες: τον a με πολλαπλότητα n− 3,
τον b με πολλαπλότητα n− 3 και τρεις αριθμούς στο διάστημα (a, b) με πολλαπλότητα 1 για τον
καθένα.
Συνεχίζοντας επαγωγικά, βλέπουμε ότι η P (n), η οποία είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού
2n − n = n, έχει 2n − n = n ρίζες: τον a με πολλαπλότητα n − n = 0, τον b με πολλαπλότητα
n− n = 0 και n αριθμούς στο διάστημα (a, b) με πολλαπλότητα 1 για τον καθένα.

Άσκηση 5.5.16. Έστω διαστήματα I , J και f : I → J και f−1 : J → I , ξ ∈ I και η = f(ξ) ∈ J .
Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στον ξ και f ′(ξ) ̸= 0, αποδείξτε ότι η f−1 είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη στον η και (f−1)′′(η) = −f ′′(ξ)/(f ′(ξ))3.

Λύση: Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στον ξ, είναι παραγωγίσιμη σε κάποια περιοχή
του ξ. Επίσης, η f ′ είναι συνεχής στον ξ και, επειδή f ′(ξ) ̸= 0, συνεπάγεται ότι ισχύει f ′(x) ̸= 0
σε κάποια περιοχή του ξ. Άρα η f είναι ένα-προς-ένα σε κάποια περιοχή του ξ.
Τώρα, κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από y σε x = f−1(y), έχουμε

limy→η
(f−1)′(y)−(f−1)′(η)

y−η = limx→ξ
(1/f ′(x))−(1/f ′(ξ))

f(x)−f(ξ)

= − limx→ξ
1

f ′(x)f ′(ξ)
(f ′(x)−f ′(ξ))/(x−ξ)
(f(x)−f(ξ))/(x−ξ) = −f ′′(ξ)/(f ′(ξ))3.

Άσκηση 5.5.19. [α] Έστω x1, . . . , xn διαφορετικοί ανά δύο και y1, . . . , yn. Θεωρήστε για κάθε
k = 1, . . . , n το βαθμού n − 1 πολυώνυμο Qk(x) =

∏
1≤m≤n,m̸=k

x−xm
xk−xm

, όπου στο γινόμενο ο
m διατρέχει τους φυσικούς από τον 1 στον n παραλείποντας τον k.
Ποιές είναι οι ρίζες του Qk(x) ;
Αποδείξτε ότι τοQ(x) = y1Q1(x)+ · · ·+ynQn(x) είναι το μοναδικό πολυώνυμο βαθμού≤ n−1
με την ιδιότητα: Q(x1) = y1, . . . , Q(xn) = yn.
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[β] Έστω x1, . . . , xn στο διάστημα I διαφορετικοί ανά δύο και συνάρτηση f : I → R.
Αν Q1(x), . . . , Qn(x) είναι τα πολυώνυμα που ορίστηκαν στο [α], σχηματίζουμε το πολυώνυμο
Q(x) = f(x1)Q1(x) + · · ·+ f(xn)Qn(x).
Αν η f (n−1) είναι συνεχής στο I και η f (n) υπάρχει στο εσωτερικό του I , αποδείξτε ότι για κάθε
x ∈ I υπάρχει ξ στο εσωτερικό του I ώστε f(x)−Q(x) = f (n)(ξ)

n! (x− x1) · · · (x− xn).

Λύση: [α] Το Qk(x) έχει ρίζες τους x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn, δηλαδή όλους τους xm εκτός
από τον xk.
Τώρα, επειδή Qm(xk) = 0, ανm ̸= k, και Qk(xk) = 1, συνεπάγεται

Q(xk) =
∑n

m=1 ymQm(xk) = yk.

Δηλαδή, το Q είναι πολυώνυμο βαθμού ≤ n− 1 με την ιδιότητα: Q(x1) = y1, . . . , Q(xn) = yn.
Αν υπήρχε και δεύτερο πολυώνυμο P βαθμού ≤ n− 1 με την ίδια ιδιότητα, τότε η διαφορά τους
θα ήταν πολυώνυμο βαθμού ≤ n − 1 με n ρίζες: τους y1, . . . , yn. Επομένως, το P −Q θα ήταν
το μηδενικό πολυώνυμο και θα καταλήγαμε σε άτοπο.
Άρα το Q είναι το μοναδικό πολυώνυμο βαθμού ≤ n− 1 ώστε Q(x1) = y1, . . . , Q(xn) = yn.
[β] Αν x = xk για κάποιον k = 1, . . . , n, τότε μπορούμε να πάρουμε οποιονδήποτε ξ στο εσωτε-
ρικό του I και τότε η

f(x)−Q(x) = f (n)(ξ)
n! (x− x1) · · · (x− xn) (14.104)

ισχύει αυτομάτως με x = xk ως ισότητα 0 = 0.
Τώρα, έστω x ̸= xk για κάθε k = 1, . . . , n.
Ορίζουμε τον αριθμό

A = n!(f(x)−Q(x))
(x−x1)···(x−xn)

(14.105)

και τη συνάρτηση
h(t) = f(t)−Q(t)− A

n! (t− x1) · · · (t− xn). (14.106)

Παρατηρήστε ότι έχουμε επιλέξει κάποιον x και τόν έχουμε σταθεροποιήσει, οπότε οA είναι ένας
σταθερός αριθμός και όχι συνάρτηση.
Τώρα έχουμε ότι η h έχει τις προφανείς ρίζες x1, . . . , xn. Αλλά, λόγω της συγκεκριμένης επιλο-
γής του A, η h έχει μια επιπλέον ρίζα: τον x. Οπότε η h έχει n+1 διαφορετικές ανά δύο ρίζες στο
διάστημα I .
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.5.9 συνεπάγεται ότι υπάρχει ξ στο εσωτερικό του I ώστε
h(n)(ξ) = 0. Επειδή τοQ είναι πολυώνυμο βαθμού≤ n−1, συνεπάγεταιQ(n)(ξ) = 0, οπότε από
την h(n)(ξ) = 0 και την (14.106) προκύπτει f (n)(ξ) = A. Τέλος, από την (14.105) συνεπάγεται η
(14.104).

Άσκηση 5.5.20. Αποδείξτε τον τύπο του Leibniz, (fg)(n) =
∑n

k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k) αν n ∈ N.

Λύση:Με την αρχή της επαγωγής.
Για n = 1 έχουμε (fg)′ = fg′ + f ′g =

(
1
0

)
f (0)g(1) +

(
1
1

)
f (1)g(0).

Έστω ότι για κάποιον n ∈ N ισχύει (fg)(n) =
∑n

k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k).
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Τότε

(fg)(n+1) =
∑n

k=0

(
n
k

)
(f (k)g(n−k))′

=
∑n

k=0

(
n
k

)
f (k)g(n+1−k) +

∑n
k=0

(
n
k

)
f (k+1)g(n−k)

=
(
n
0

)
f (0)g(n+1) +

∑n
k=1

(
n
k

)
f (k)g(n+1−k)

+
∑n−1

k=0

(
n
k

)
f (k+1)g(n−k) +

(
n
n

)
f (n+1)g(0)

=
(
n+1
0

)
f (0)g(n+1) +

∑n
k=1

(
n
k

)
f (k)g(n+1−k)

+
∑n

k=1

(
n

k−1
)
f (k)g(n+1−k) +

(
n+1
n+1

)
f (n+1)g(0)

=
(
n+1
0

)
f (0)g(n+1) +

∑n
k=1

((
n
k

)
+

(
n

k−1
))
f (k)g(n+1−k) +

(
n+1
n+1

)
f (n+1)g(0)

=
(
n+1
0

)
f (0)g(n+1) +

∑n
k=1

(
n+1
k

)
f (k)g(n+1−k) +

(
n+1
n+1

)
f (n+1)g(0)

=
∑n+1

k=0

(
n+1
k

)
f (k)g(n+1−k).

Στην προτελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε την ταυτότητα
(
n
k

)
+
(

n
k−1

)
=

(
n+1
k

)
, η οποία απο-

δεικνύεται ως εξής:(
n
k

)
+

(
n

k−1
)
= n!

k!(n−k)! +
n!

(k−1)!(n+1−k)! =
n!((n+1−k)+k)

k!(n+1−k)! = (n+1)!
k!(n+1−k)! =

(
n+1
k

)
.

Άσκηση 5.5.22. Έστω η συνάρτηση f(x) = e−x
2 .

Αποδείξτε με την αρχή της επαγωγής ότι f (n)(x) = (−1)nHn(x)e
−x2 για κάθε x, όπουHn(x) είναι

πολυώνυμο βαθμού n. Για παράδειγμα:H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2, H3(x) = 8x3 − 12x.
Αποδείξτε ότι Hn+1(x) = −Hn

′(x) + 2xHn(x) για κάθε x.
Παραγωγίστε n φορές τη σχέση f ′(x) = −2xf(x) με τον τύπο του Leibniz της άσκησης 5.5.20 και
αποδείξτε ότι Hn+2(x) = 2xHn+1(x)− 2(n+ 1)Hn(x) για κάθε x.
Αποδείξτε ότι Hn+1

′(x) = 2(n+ 1)Hn(x) για κάθε x.
Αποδείξτε ότι ο συντελεστής του xn στο Hn(x) είναι ο 2n.
Αποδείξτε ότι Hn

′′(x)− 2xHn
′(x) + 2nHn(x) = 0 για κάθε x.

Λύση: Το πρώτο και το δεύτερο ερώτημα. Για n = 1 έχουμε f ′(x) = −2xe−x
2
= −H1(x)e

−x2 ,
όπου H1(x) = 2x.
Έστω ότι για κάποιον n ∈ N ισχύει f (n)(x) = (−1)nHn(x)e

−x2 για κάθε x, όπου Hn(x) είναι
πολυώνυμο βαθμού n.
Τότε

f (n+1)(x) = (−1)nHn
′(x)e−x

2 − 2(−1)nxHn(x)e
−x2

= (−1)n+1Hn+1(x)e
−x2

,

όπου Hn+1(x) = −Hn
′(x) + 2xHn(x) είναι πολυώνυμο βαθμού n+ 1.

Το τρίτο ερώτημα. Για n ≥ 2 έχουμε

f (n+1)(x) = −2
∑n

k=0

(
n
k

)
x(k)f (n−k)(x) = −2

(
n
0

)
xf (n)(x)− 2

(
n
1

)
f (n−1)(x)

= −2xf (n)(x)− 2nf (n−1)(x).

Άρα
(−1)n+1Hn+1(x)e

−x2
= −2x(−1)nHn(x)e

−x2 − 2n(−1)n−1Hn−1(x)e
−x2

και, επομένως, ισχύει Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x) για κάθε x. Άρα για n ≥ 1 ισχύει
Hn+2(x) = 2xHn+1(x)− 2(n+ 1)Hn(x) για κάθε x.
Το τέταρτο ερώτημα. Από τη σχέση του δεύτερου ερωτήματος με n+1 αντί του n και από τη σχέση
του τρίτου ερωτήματος έχουμε −Hn+1

′(x) + 2xHn+1(x) = 2xHn+1(x) − 2(n + 1)Hn(x) και
άρα Hn+1

′(x) = 2(n+ 1)Hn(x) για κάθε x.
Το πέμπτο ερώτημα. Ο συντελεστής του x στο H1(x) = 2x είναι ο 2.
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Έστω ότι για κάποιον n ο συντελεστής του xn στοHn(x) είναι ο 2n.
Από την σχέση Hn+1(x) = −Hn

′(x) + 2xHn(x) του δεύτερου ερωτήματος έχουμε ότι ο συντε-
λεστής του xn+1 στο Hn+1(x) είναι 2 · 2n = 2n+1.
Το έκτο ερώτημα. Από τις σχέσεις του δεύτερου και του τέταρτου ερωτήματος έχουμε

Hn
′′(x) = −Hn+1

′(x) + 2xHn
′(x) + 2Hn(x) = −2(n+ 1)Hn(x) + 2xHn

′(x) + 2Hn(x)

= 2xHn
′(x)− 2nHn(x).

Άσκηση 5.5.23. Έστω f : (a, b) → R παραγωγίσιμη στο (a, b) και a < ξ < b. Αν ισχύει f ′(x) ≥
f ′(ξ) για κάθε x ∈ (a, b), αποδείξτε ότι ο ξ είναι σημείο καμπής της f .

Λύση: Αν ξ < x < b, υπάρχει η ∈ (ξ, x) ώστε f(x)−f(ξ)
x−ξ = f ′(η) ≥ f ′(ξ) και άρα

f(x) ≥ f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ).

Αν a < x < ξ, υπάρχει η ∈ (x, ξ) ώστε f(x)−f(ξ)
x−ξ = f ′(η) ≥ f ′(ξ) και άρα

f(x) ≤ f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ).

Άρα ο ξ είναι σημείο καμπής της f .

Άσκηση 5.5.25. Έστω λ, µ ≥ 0, διάστημα I και f, g : I → R κυρτές στο I . Αποδείξτε ότι οι
λf + µg : I → R και max{f, g} : I → R είναι κυρτές στο I .
Έστω διαστήματα I , J και f : I → J κυρτή στο I και g : J → R κυρτή στο J . Αν η g είναι αυξουσα
στο J , αποδείξτε ότι η g ◦ f : I → R είναι κυρτή το I .
Έστω διάστημα I και F ένα σύνολο, κάθε στοιχείο του οποίου είναι συνάρτηση f : I → R κυρτή
στο I . Για κάθε x ∈ I ορίζουμε F (x) = sup{f(x) | f ∈ F}. Αν υποθέσουμε ότι F (x) ∈ R για κάθε
x ∈ I , αποδείξτε ότι η F : I → R είναι κυρτή στο I .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω x1, x2 ∈ I με x1 < x2 και έστω 0 < t < 1. Τότε

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2), g((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)g(x1) + tg(x2).

Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη σχέση με λ και την δεύτερη με µ, προσθέτουμε και βρίσκουμε

(λf + µg)((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)(λf + µg)(x1) + t(λf + µg)(x2).

Άρα η λf + µg είναι κυρτή στο I .
Αν ορίσουμε h = max{f, g}, τότε από τις δύο παραπάνω σχέσεις έχουμε

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)h(x1) + th(x2), g((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)h(x1) + th(x2)

και άρα
h((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)h(x1) + th(x2).

Άρα η h είναι κυρτή στο I .
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω x1, x2 ∈ I με x1 < x2 και έστω 0 < t < 1. Επειδή η f είναι κυρτή
στο I , συνεπάγεται

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2).

Ορίζουμε y1 = f(x1) ∈ J , y2 = f(x2) ∈ J και y = f((1− t)x1 + tx2) ∈ J , οπότε η παραπάνω
ανισότητα γράφεται y ≤ (1− t)y1+ ty2. Τώρα, επειδή η g είναι αύξουσα και κυρτή στο J , έχουμε

g(y) ≤ g((1− t)y1 + ty2) ≤ (1− t)g(y1) + tg(y2).

Άρα
g(f((1− t)x1 + tx2)) ≤ (1− t)g(f(x1)) + tg(f(x2)),
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οπότε η g ◦ f είναι κυρτή στο I .
Το τρίτο ερώτημα. Έστω x1, x2 ∈ I με x1 < x2 και έστω 0 < t < 1. Τότε για κάθε f ∈ F ισχύει

f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2) ≤ (1− t)F (x1) + tF (x2)

και άρα ισχύει
F ((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)F (x1) + tF (x2),

οπότε η F είναι κυρτή στο I .

Άσκηση 5.5.26. Έστω διάστημα I και f : I → R.
Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο I αν και μόνο αν για κάθε ξ ∈ I η συνάρτηση f(x)−f(ξ)

x−ξ είναι
αύξουσα συνάρτηση του x στο I \ {ξ}.
Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο I αν και μόνο αν f(b′)−f(a′)

b′−a′ ≤ f(b)−f(a)
b−a για κάθε a, a′, b, b′ ∈ I ,

a′ ≤ a, b′ ≤ b και, φυσικά, a ̸= b και a′ ̸= b′.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι η f είναι κυρτή στο I και έστω x1, x2 ∈ I \ {ξ} με x1 < x2.
Αν x1 < ξ < x2, χρησιμοποιούμε την ανισότητα της κυρτότητας

f(x) ≤ x2−x
x2−x1

f(x1) +
x−x1
x2−x1

f(x2)

με x = ξ και μετά από λίγες πράξεις βρίσκουμε ότι f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ .
Αν x1 < x2 < ξ, χρησιμοποιούμε την ίδια ανισότητα, αλλά με τον x2 στη θέση του x και με τον
ξ στη θέση του x2, και πάλι βρίσκουμε ότι

f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ .
Αν ξ < x1 < x2, χρησιμοποιούμε πάλι την ίδια ανισότητα, αλλά με τον x1 στη θέση του x και με
τον ξ στη θέση του x1, και βρίσκουμε ότι

f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ .

Για το αντίστροφο θεωρούμε x1, x2, x ∈ I με x1 < x < x2. Επειδή η συνάρτηση
f(t)−f(x)

t−x είναι
αύξουσα συνάρτηση του t στο I \ {x}, συνεπάγεται

f(x1)−f(x)
x1−x ≤ f(x2)−f(x)

x2−x .

Από αυτήν την ανισότητα προκύπτει η ανισότητα f(x) ≤ x2−x
x2−x1

f(x1) +
x−x1
x2−x1

f(x2) που χαρα-
κτηρίζει την κυρτότητα.
Το δεύτερο ερώτημα. Χρησιμοποιούμε το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος. Αν η f είναι κυρτή,
τότε για κάθε a, a′, b, b′ ∈ I , a′ ≤ a, b′ ≤ b έχουμε

f(b′)−f(a′)
b′−a′ ≤ f(b)−f(a′)

b−a′ ≤ f(b)−f(a)
b−a

αν b ̸= a′ και
f(b′)−f(a′)

b′−a′ ≤ f(b′)−f(a)
b′−a ≤ f(b)−f(a)

b−a

αν b′ ̸= a. (Δεν είναι δυνατό να είναι b = a′ και b′ = a.)
Αντιστρόφως, χρησιμοποιούμε την f(b′)−f(a′)

b′−a′ ≤ f(b)−f(a)
b−a με a′ = a = ξ και το αποτέλεσμα του

πρώτου ερωτήματος για να συμπεράνουμε ότι η f είναι κυρτή στο I .

Άσκηση 5.5.28. Έστω a, b ∈ R με a < b και f : (a, b) → R κυρτή στο (a, b).
Αποδείξτε ότι υπάρχει το limx→b− f(x).
Αν, επιπλέον, b ∈ R και η f είναι ορισμένη στο b, αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο (a, b] αν και
μόνο αν limx→b− f(x) ≤ f(b).

Λύση: Παίρνουμε οποιονδήποτε ξ ∈ (a, b). Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.5.26 έχουμε ότι η
συνάρτηση f(x)−f(ξ)

x−ξ είναι αύξουσα στο διάστημα (ξ, b), οπότε υπάρχει το l = limx→b−
f(x)−f(ξ)

x−ξ
και η τιμή του είναι αριθμός ή +∞. Άρα υπάρχει και το όριο

limx→b− f(x) = limx→b−
f(x)−f(ξ)

x−ξ (x− ξ) + f(ξ) = l(b− ξ) + f(ξ)
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και η τιμή του είναι αριθμός ή +∞.
Τώρα, έστω, επιπλέον, ότι b ∈ R και η f είναι ορισμένη στο b.
Αν η f είναι κυρτή στο (a, b], τότε για κάθε x ∈ (ξ, b) ισχύει

f(x) ≤ b−x
b−ξ f(ξ) +

x−ξ
b−ξ f(b)

και άρα limx→b− f(x) ≤ f(b).
Αντιστρόφως, έστω limx→b− f(x) ≤ f(b). Για να αποδείξουμε ότι η f είναι κυρτή στο (a, b] (με
δεδομένο ότι είναι κυρτή στο (a, b)) αρκεί να πάρουμε τυχόντες x1, x ∈ (a, b) με x1 < x και να
αποδείξουμε ότι

f(x) ≤ b−x
b−x1

f(x1) +
x−x1
b−x1

f(b).

Πράγματι, για κάθε x′ ∈ (x, b) ισχύει

f(x) ≤ x′−x
x′−x1

f(x1) +
x−x1
x′−x1

f(x′),

οπότε

f(x) ≤ limx′→b−
(

x′−x
x′−x1

f(x1) +
x−x1
x′−x1

f(x′)
)
= b−x

b−x1
f(x1) +

x−x1
b−x1

limx′→b− f(x
′)

≤ b−x
b−x1

f(x1) +
x−x1
b−x1

f(b).

Άσκηση 5.5.29. Έστω f κυρτή στο διάστημα I και x1, x2 ∈ I με x1 < x2.
Αν είναι f(x0) = x2−x0

x2−x1
f(x1) +

x0−x1
x2−x1

f(x2) για κάποιον x0 ∈ (x1, x2), αποδείξτε ότι ισχύει
f(x) = x2−x

x2−x1
f(x1) +

x−x1
x2−x1

f(x2) για κάθε x ∈ (x1, x2).

Λύση: Το ότι η f είναι κυρτή συνεπάγεται ότι για κάθε x ∈ (x1, x2) το σημείο (x, f(x)) δεν βρί-
σκεται πάνω από την ευθεία l η οποία διέρχεται από τα σημεία (x1, f(x1)) και (x2, f(x2)). Από
την άλλη μεριά, η ισότητα που πρέπει να αποδείξουμε λέει ότι το (x, f(x)) ανήκει στην ευθεία l.
Άρα πρέπει να αποδείξουμε ότι το (x, f(x)) δεν βρίσκεται κάτω από την ευθεία l.
Η ισότητα της υπόθεσης λέει ότι το σημείο (x0, f(x0)) ανήκει στην ευθεία l.
Τώρα, έστω x0 < x < x2 και έστω (για άτοπο) ότι το (x, f(x)) βρίσκεται κάτω από την ευ-
θεία l. Τότε, όμως, το (x0, f(x0)) βρίσκεται πάνω από την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία
(x1, f(x1)) και (x, f(x)) και καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα το (x, f(x)) ανήκει στην ευθεία l.
Αν x1 < x < x0, με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι το (x, f(x)) ανήκει στην ευθεία l.

Άσκηση 5.5.30. Έστω f : (a, b) → R παραγωγίσιμη στο (a, b). Αν για κάθε x1, x2 ∈ (a, b) με
x1 < x2 υπάρχει ακριβώς ένας ξ ∈ (x1, x2) ώστε

f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ), αποδείξτε ότι η f είναι είτε
γνησίως κυρτή είτε γνησίως κοίλη στο (a, b). Ισχύει το αντίστροφο;

Υπόδειξη: Αποδείξτε ότι καμία ευθεία δεν τέμνει το γράφημα της f σε περισσότερα από δύο ση-
μεία.

Άσκηση 5.5.31. Έστω f : (0, b) → R κυρτή στο (0, b). Αν limx→0 f(x) = 0, αποδείξτε ότι η f(x)
x

είναι αύξουσα στο (0, b). Αν limx→0 f(x) < 0, αποδείξτε ότι η f(x)
x είναι γνησίως αύξουσα στο

(0, b).

Λύση: Έστω x1, x2 ∈ (0, b) με x1 < x2.
Παίρνουμε τυχόντα x′ ∈ (0, x1). Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.5.26 συνεπάγεται

f(x1)−f(x′)
x1−x′ ≤ f(x2)−f(x′)

x2−x′ .

Αν limx→0 f(x) = 0, παίρνοντας όριο όταν x′ → 0+, βρίσκουμε f(x1)
x1

≤ f(x2)
x2

και άρα η f(x)
x

είναι αύξουσα στο (0, b).
Τώρα, έστω l = limx→0 f(x) < 0. Πάλι από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.5.26 συνεπάγεται

f(x′)−f(x1)
x′−x1

≤ f(x2)−f(x1)
x2−x1

.
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Παίρνοντας όριο όταν x′ → 0+, βρίσκουμε l−f(x1)
−x1

≤ f(x2)−f(x1)
x2−x1

και άρα l ̸= −∞.
Τώρα, όπως πριν, παίρνουμε όριο όταν x′ → 0+ στην αρχική ανισότητα f(x1)−f(x′)

x1−x′ ≤ f(x2)−f(x′)
x2−x′

και βρίσκουμε f(x1)−l
x1

≤ f(x2)−l
x2

. Συνεπάγεται

x2f(x1)− x1f(x2) ≤ l(x2 − x1) < 0.

Επομένως, f(x1)
x1

< f(x2)
x2

και άρα η f(x)
x είναι γνησίως αύξουσα στο (0, b).

Άσκηση 5.5.32. Αν η f : I → R είναι συνεχής στο διάστημα I και αν για κάθε x1, x2 ∈ I με
x1 < x2 υπάρχει t ∈ (0, 1) ώστε f((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t)f(x1) + tf(x2), αποδείξτε ότι η f
είναι κυρτή στο I .
Μια ενδιαφέρουσα ειδική περίπτωση: αν η f : I → R είναι συνεχής στο διάστημα I και αν για κάθε
x1, x2 ∈ I με x1 < x2 ισχύει f(x1+x2

2 ) ≤ f(x1)+f(x2)
2 , τότε η f είναι κυρτή στο I .

Έστω η συνάρτηση f(x) =

{
1, αν x ≤ 0

0, αν x > 0
Αποδείξτε ότι η f ικανοποιεί τη δεύτερη υπόθεση πα-

ραπάνω αλλά ότι δεν είναι κυρτή στο R. Είναι η f συνεχής στο R;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι η f δεν είναι κυρτή στο διάστημα I .
Τότε υπάρχουν a, b ∈ I με a < b και υπάρχει s με 0 < s < 1 ώστε f((1 − s)a + sb) >
(1− s)f(a) + sf(b).
Τότε η συνάρτηση g(t) = f((1 − t)a + tb) − (1 − t)f(a) − tf(b) είναι συνεχής στο διάστημα
[0, 1] και είναι g(0) = g(1) = 0 και g(s) > 0.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 4.2.10 συνεπάγεται ότι υπάρχουν t1 ∈ [0, s) και t2 ∈ (s, 1] ώστε
να είναι g(t1) = g(t2) = 0 και να ισχύει

g(t) > 0 για κάθε t ∈ (t1, t2). (14.107)

Ορίζουμε
x1 = (1− t1)a+ t1b, x2 = (1− t2)a+ t2b (14.108)

και τότε έχουμε x1, x2 ∈ [a, b] και x1 < x2. Επίσης, είναι πολύ εύκολο να δούμε ότι για κάθε
t ∈ (0, 1) υπάρχει κάποιος t′ ∈ (t1, t2) ώστε

(1− t)x1 + tx2 = (1− t′)a+ t′b. (14.109)

Η σχέση ανάμεσα στους t1, x1, ανάμεσα στους t2, x2 και ανάμεσα στους t, t′ δίνεται από τις σχέ-
σεις

t1 =
x1−a
b−a , t2 =

x2−a
b−a , t′ = x2−x1

b−a t+ x1−a
b−a . (14.110)

Τώρα, από τις g(t1) = g(t2) = 0 και τις (14.108) παίρνουμε

f(x1) = (1− t1)f(a) + t1f(b), f(x2) = (1− t2)f(a) + t2f(b)

και άρα

(1− t)f(x1) + tf(x2) = (1− t1 + tt1 − tt2)f(a) + (t1 − tt1 + tt2)f(b).

Τώρα, χρησιμοποιώντας τις (14.110), η τελευταία ισότητα γίνεται

(1− t)f(x1) + tf(x2) = (1− t′)f(a) + t′f(b). (14.111)

Επομένως, από τις (14.109), (14.111) και (14.107) συνεπάγεται ότι για κάθε t ∈ (0, 1) ισχύει

f((1−t)x1+tx2)−(1−t)f(x1)−tf(x2) = f((1−t′)a+t′b)−(1−t′)f(a)−t′f(b) = g(t′) > 0

και καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα η f είναι κυρτή στο I .
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Η ειδική περίπτωση είναι εφαρμογή του προηγούμενου συμπεράσματος με t = 1
2 .

Το δεύτερο ερώτημα. Η συγκεκριμένη συνάρτηση δεν είναι συνεχής στον 0. Επίσης, δεν είναι
κυρτή. Για παράδειγμα, είναι f(−1) = 1, f(0) = 1, f(1) = 0 και άρα

f
(
1
2(−1) + 1

21) = f(0) > 1
2f(−1) + 1

2f(1).

Από την άλλη μεριά η f ικανοποιεί την επίμαχη υπόθεση. Πράγματι, αν x1 < x2 ≤ 0 ή αν 0 <
x1 < x2, τότε όποιον t με 0 < t < 1 κι αν πάρουμε η f((1− t)x1+ tx2) ≤ (1− t)f(x1)+ tf(x2)
ισχύει ως ισότητα: 1 = 1 ή 0 = 0, αντιστοίχως. Αν x1 ≤ 0 < x2, τότε παίρνουμε κάποιον t με
0 < t < 1 ώστε 0 < (1−t)x1+tx2 και τότε η f((1−t)x1+tx2) ≤ (1−t)f(x1)+tf(x2) γίνεται
0 ≤ 1− t και ισχύει. Για να βρούμε έναν κατάλληλο t αρκεί να δούμε ότι η 0 < (1− t)x1 + tx2
γράφεται ισοδύναμα − x1

x2−x1
< t και ότι 0 < − x1

x2−x1
< 1.

Άσκηση 5.5.33. [α] Αποδείξτε ότι, αν η f είναι κυρτή και άνω φραγμένη στο R, τότε είναι σταθερή
στο R.

Λύση: Έστω ότι ισχύει f(x) ≤ u για κάθε x.
Έστω x1 < x2. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.5.26, για κάθε x με x1 < x2 < x έχουμε

f(x2)−f(x1)
x2−x1

≤ f(x)−f(x1)
x−x1

≤ M−f(x1)
x−x1

.

Παίρνοντας όριο όταν x→ +∞, βρίσκουμε f(x2)−f(x1)
x2−x1

≤ 0 και άρα f(x2) ≤ f(x1).
Με τον ίδιο τρόπο, για κάθε x με x < x1 < x2 έχουμε

f(x2)−f(x1)
x2−x1

≥ f(x)−f(x1)
x−x1

≥ M−f(x1)
x−x1

και, παίρνοντας όριο όταν x→ −∞, βρίσκουμε f(x2)−f(x1)
x2−x1

≥ 0 και άρα f(x2) ≥ f(x1).
Από τις f(x2) ≤ f(x1) και f(x2) ≥ f(x1) συνεπάγεται f(x1) = f(x2), οπότε η f είναι σταθερή
στο R.

Άσκηση 5.5.34. Έστω a < 0 ή a > 1.
Αποδείξτε ότι ((1− t)x1 + tx2)

a < (1− t)x1
a + tx2

a για 0 < x1 < x2 και 0 < t < 1.
Αποδείξτε ότι xa > aξa−1(x− ξ) + ξa για x, ξ > 0 και x ̸= ξ.

Λύση: Η πρώτη ανισότητα εκφράζει το ότι η συνάρτηση xa είναι γνησίως κυρτή στο (0,+∞).
Η δεύτερη ανισότητα λέει ότι η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της xa στο σημείο (ξ, ξa) είναι
γνήσια ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος.

Άσκηση 5.5.38. Αποδείξτε την ανισότητα του Young στην άσκηση 5.4.21 με δύο τρόπους: χρησιμο-
ποιώντας το ότι η logx είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞) και το ότι η x1/p είναι γνησίως κοίλη στο
[0,+∞) όταν p > 1.

Λύση: Έστω a, b ≥ 0 και p, q > 1 με 1
p + 1

q . Θέλουμε να αποδείξουμε ότι ab ≤
1
pa

p + 1
q b

q.
Επειδή η ανισότητα είναι προφανής αν a = 0 ή b = 0, υποθέτουμε ότι a, b > 0. Επίσης, είναι εύ-
κολο να δούμε ότι, αν ap = bq, η ανισότητα ισχύει ως ισότητα, οπότε θα υποθέσουμε ότι ap ̸= bq

και θα αποδείξουμε την γνήσια ανισότητα ab < 1
pa

p + 1
q b

q.
Τώρα, επειδή η logx είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞), θεωρούμε t = 1

q , οπότε 1 − t = 1
p και

0 < t < 1, και έχουμε

log
(
1
pa

p + 1
q b

q
)
> 1

p log(a
p) + 1

q log(b
q) = log(ab).

Άρα ab < 1
pa

p + 1
q b

q.
Εναλλακτικός τρόπος απόδειξης είναι να θεωρήσουμε την γνησίως κοίλη x1/p και τότε έχουμε την
ανισότητα

x1/p − ξ1/p < 1
pξ

(1/p)−1(x− ξ)
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για x ̸= ξ, η οποία εκφράζει το ότι η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα της x1/p στο σημείο (ξ, ξ1/p)
είναι γνήσια ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της συνάρτησης.
Θέτουμε x = ap και ξ = bq και βρίσκουμε

a− bq/p < 1
pb
−1ap − 1

pb
q/p

οπότε a < 1
pb
−1ap + 1

q b
q/p και άρα ab < 1

pa
p + 1

q b
q.

Άσκηση 5.5.39. Έστω f : I → R κυρτή στο διάστημα I . Αν x1, . . . , xn ∈ I και w1, . . . , wn > 0
και w1 + · · ·+ wn = 1, αποδείξτε την ανισότητα του Jensen,

f(x1w1 + · · ·+ xnwn) ≤ f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn.

Παρατηρήστε ότι, αν n = 2, η ανισότητα Jensen είναι ακριβώς ίδια με την ανισότητα βάσει της
οποίας ορίζεται η έννοια της κυρτότητας.
Αποδείξτε ότι, αν η f είναι γνησίως κυρτή στο I , τότε η ανισότητα Jensen ισχύει ως ισότητα αν και
μόνο αν x1 = . . . = xn.
Πώς διατυπώνονται τα προηγούμενα αν η f είναι (γνησίως) κοίλη στο I;
Έστω a1, . . . , an > 0. Χρησιμοποιώντας το ότι η x1/q είναι γνησίως κοίλη στο [0,+∞) όταν
q > 1 και θεωρώντας x1 = b1q

a1p
, . . . , xn = bnq

anp και w1 = a1p

Ap , . . . , wn = anp

Ap , όπου A =

(a1
p + · · · + an

p)1/p, αποδείξτε την ανισότητα του Hölder στην άσκηση 5.4.22[α]. Μελετήστε την
περίπτωση της ισότητας.
Αποδείξτε την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου στην άσκηση 5.4.20 χρησιμοποιώντας το
ότι η logx είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞). Μελετήστε την περίπτωση της ισότητας.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Πρώτη λύση. Με n = 2 η ανισότητα Jensen γράφεται

f(x1w1 + x2w2) ≤ f(x1)w1 + f(x2)w2.

Αν θέσουμε t = w2, τότε είναι 1− t = w1 και 0 < t < 1, οπότε η ανισότητα γράφεται ισοδύναμα
f((1 − t)x1 + tx2) ≤ (1 − t)f(x1) + tf(x2) και αυτή είναι η ανισότητα η οποία εκφράζει την
κυρτότητα της f στο I . Μάλιστα, αν η f είναι γνησίως κυρτή, τότε η ανισότητα ισχύει αν και μόνο
αν x1 = x2.
Τώρα, έστω ότι για κάποιον n ισχύει f(x1w1 + · · · + xnwn) ≤ f(x1)w1 + · · · + f(xn)wn για
κάθε x1, . . . , xn ∈ I και για κάθε w1, . . . , wn > 0 με w1 + · · ·+ wn = 1. Επίσης, αν η f είναι
γνησίως κυρτή, έστω ότι η ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν x1 = . . . = xn.
Αν x1, . . . , xn, xn+1 ∈ I καιw1, . . . , wn, wn+1 > 0 μεw1+· · ·+wn+wn+1 = 1, τότε ορίζουμε

un+1 = 1− wn+1 = w1 + · · ·+ wn

και έχουμε un+1, wn+1 > 0 και un+1 + wn+1 = 1. Επίσης, είναι w1
un+1

, . . . , wn
un+1

> 0 και

w1
un+1

+ · · ·+ wn
un+1

= w1+···+wn
un+1

= 1.

Άρα από την περίπτωση n = 2 και από την υπόθεση για την περίπτωση n έχουμε

f(x1w1 + · · ·+ xnwn + xn+1wn+1) = f
((
x1

w1
un+1

+ · · ·+ xn
wn

un+1

)
un+1 + xn+1wn+1)

≤ f
(
x1

w1
un+1

+ · · ·+ xn
wn

un+1

)
un+1 + f(xn+1)wn+1

≤
(
f(x1)

w1
un+1

+ · · ·+ f(xn)
wn

un+1

)
un+1 + f(xn+1)wn+1

= f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn + f(xn+1)wn+1.

Τώρα, έστω ότι η f είναι γνησίως κυρτή.
Αν x1 = . . . = xn = xn+1 = x, τότε η

f(x1w1 + · · ·+ xnwn + xn+1wn+1) = f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn + f(xn+1)wn+1
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γράφεται f(x) = f(x) και είναι φυσικά, σωστή.
Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει η παραπάνω ισότητα. Τότε οι δύο ανισότητες στην παραπάνω δια-
δοχή ανισοτήτων/ισοτήτων πρέπει να ισχύουν ως ισότητες. Άρα από την περίπτωση n = 2 και
από την υπόθεση για την περίπτωση n συνεπάγεται ότι

x1
w1

un+1
+ · · ·+ xn

wn
un+1

= xn+1, x1 = . . . = xn

και, επομένως, x1 = . . . = xn = xn+1.
Δεύτερη λύση. Έστω ξ = x1w1 + · · ·+ xnwn.
Επειδή οι x1, . . . , xn ανήκουν στο διάστημα I , συνεπάγεται ότι και ο ξ ανήκει στο I .
Τώρα, έχουμε δύο περιπτώσεις.
Αν ο ξ είναι ένα από τα άκρα του I , τότε όλοι οι x1, . . . , xn είναι ίσοι με το ίδιο άκρο του I , οπότε
x1 = . . . = xn = ξ. Σ’ αυτήν την περίπτωση έχουμε f(x1) = . . . = f(xn) = f(ξ) και, επομένως,
η σχέση f(x1w1 + · · · + xnwn) ≤ f(x1)w1 + · · · + f(xn)wn γράφεται f(ξ) ≤ f(ξ) και ισχύει
ως ισότητα.
Αν ο ξ είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος I , τότε υπάρχει ευθεία στήριξης από κάτω του
γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)). Δηλαδή, υπάρχει αριθμόςµ τέτοιος ώστε να ισχύει f(x) ≥
µ(x − ξ) + f(ξ) για κάθε x ∈ I . Συνεπάγεται ότι ισχύει f(xk) ≥ µ(xk − ξ) + f(ξ) για κάθε
k = 1, . . . , n και άρα

f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn ≥ µ
(
(x1 − ξ)w1 + · · ·+ (xn − ξ)wn

)
+ f(ξ)(w1 + · · ·+ wn)

= µ(x1w1 + · · ·+ xnwn − ξ) + f(ξ) = f(ξ).

(14.112)

Έστω ότι η f είναι γνησίως κυρτή στο I και έστω ότι ισχύει η ισότητα f(x1w1 + · · ·+ xnwn) =
f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn, δηλαδή η f(ξ) = f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn.
Είδαμε ότι, αν ο ξ είναι ίσος με ένα από τα άκρα του I , τότε ισχύει x1 = . . . = xn.
Αν ο ξ είναι εσωτερικό σημείο του I , τότε από την (14.112) συνεπάγεται ότι ισχύει η ισότητα

f(x1)w1 + · · ·+ f(xn)wn = µ
(
(x1 − ξ)w1 + · · ·+ (xn − ξ)wn

)
+ f(ξ)(w1 + · · ·+ wn).

Επομένως, ισχύει f(xk) = µ(xk−ξ)+f(ξ) για κάθε k = 1, . . . , n και, επειδή η ευθεία στήριξης
από κάτω του γραφήματος της f στο σημείο (ξ, f(ξ)) είναι γνήσια ευθεία στήριξης, συνεπάγεται
ότι ισχύει xk = ξ για κάθε k = 1, . . . , n.
Το δεύτερο ερώτημα. Αν η f είναι κοίλη, τότε ισχύουν όλα τα παραπάνω με αντίστροφες ανισότη-
τες.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω a1, . . . , an > 0 και p, q > 1 με 1

p + 1
q = 1. Η x1/q είναι γνησίως

κοίλη στο [0,+∞), οπότε με x1 = b1q

a1p
, . . . , xn = bnq

anp και w1 = a1p

Ap , . . . , wn = anp

Ap , όπου
A = (a1

p + · · ·+ an
p)1/p, από την ανισότητα Jensen έχουμε(

b1q

a1p
a1p

Ap + · · ·+ bnq

anp
anp

Ap

)1/q ≥ b1
a1p/q

a1p

Ap + · · ·+ bn
anp/q

anp

Ap

και άρα
(b1q+···+bnq)1/q

Ap/q ≥ a1b1+···+anbn
Ap

και άρα
(a1

p + · · ·+ an
p)1/p(b1

q + · · ·+ bn
q)1/q ≥ a1b1 + · · ·+ anbn.

Επειδή η x1/q είναι γνησίως κοίλη, η τελευταία ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν ισχύει
η ανισότητα Jensen που χρησιμοποιήσαμε ως ισότητα, δηλαδή αν και μόνο αν b1q

a1p
= . . . = bnq

anp .
Το τέταρτο ερώτημα. Έστω a1, . . . , an > 0. Η logx είναι γνησίως κοίλη στο (0,+∞), οπότε με
x1 = a1, . . . , xn = an και w1 = . . . = wn = 1

n , από την ανισότητα Jensen έχουμε

log
(
a1

1
n + · · ·+ an

1
n

)
≥ (log a1) 1

n + · · ·+ (log an) 1
n
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και άρα
a1+···+an

n ≥ n
√
a1 · · · an.

Η ανισότητα αυτή ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν ισχύει η ανισότητα Jensen που χρησιμοποιή-
σαμε ως ισότητα, δηλαδή αν και μόνο αν a1 = · · · = an.

Άσκηση 5.5.41. Αν η f : I → R είναι κυρτή στο διάστημα I , αποδείξτε ότι το σύνολο των σημείων
στα οποία η f δεν είναι παραγωγίσιμη είναι αριθμήσιμο.

Υπόδειξη: Δείτε την άσκηση 4.1.17. Αν η f είναι κυρτή, αποδείξτε βάσει της πρότασης 5.11 ότι η
f ′+ είναι αύξουσα στο εσωτερικό του I και ότι σε κάθε σημείο συνέχειας της f ′+ στο εσωτερικό
του I η f είναι παραγωγίσιμη.

Άσκηση 5.6.2. Βρείτε τα limx→0

(
1

log(1+x) −
1
x

)
, limx→0(x + ex)1/x, limx→1+ logx log(x − 1),

limx→0+ x
xx−1, limx→+∞

x(x1/x−1)
logx .

Λύση: Το πρώτο όριο είναι απροσδιόριστη μορφή (±∞)− (±∞). Γράφουμε

limx→0

(
1

log(1+x) −
1
x

)
= limx→0

x−log(1+x)
x log(1+x) = limx→0

1−1/(1+x)
log(1+x)+x/(1+x)

= limx→0
1/(1+x)2

1/(1+x)+1/(1+x)2
= limx→0

1
2+x = 1

2 .

Το δεύτερο όριο είναι απροσδιόριστη μορφή 1±∞. Γράφουμε (x + ex)1/x = e(1/x) log(x+ex) και
υπολογίζουμε το όριο limx→0

log(x+ex)
x , το οποίο είναι απροσδιόριστη μορφή 0

0 . Έχουμε

limx→0
log(x+ex)

x = limx→0
1+ex

x+ex = 2,

και άρα limx→0(x+ ex)1/x = e2.
Το τρίτο όριο είναι απροσδιόριστη μορφή (0+)(−∞). Γράφουμε

limx→1+ logx log(x− 1) = limx→1+
log(x−1)
1/ logx = limx→1+

1/(x−1)
−1/(x(logx)2)

= − limx→1+
x(logx)2

x−1 = − limx→1+
(logx)2
x−1 = − limx→1+

2 logx
x = 0.

Το τέταρτο όριο είναι πιο σύνθετο από τα προηγούμενα τρία. Το limx→0+ x
x είναι απροσδιόριστη

μορφή 00 και το υπολογίζουμε αφού γράψουμε xx = ex logx. Έχουμε

limx→0+ x logx = limx→0+
logx
1/x = limx→0+

1/x
−1/x2 = − limx→0+ x = 0.

Επομένως, limx→0+ x
x = e0 = 1 και άρα το limx→0+ x

xx−1 είναι πάλι απροσδιόριστη μορφή 00.
Τώρα γράφουμε xxx−1 = e(x

x−1) logx, οπότε αρκεί να βρούμε το limx→0+(x
x−1) logx που είναι

απροσδιόριστη μορφή 0(−∞). Τώρα

limx→0+(x
x − 1) logx = limx→0+

xx−1
1/ logx = limx→0+

xx(logx+1)
−1/(x(logx)2)

= − limx→0+ x
x+1(logx+ 1)(logx)2

= − limx→0+ x(logx+ 1)(logx)2

= − limx→0+

(
x(logx)3 + x(logx)2

)
.

Από το limx→0+ x logx = 0 προκύπτει εύκολα το limx→0+ x(logx)n = 0 για κάθε n ∈ N.
Πράγματι,

limx→0+ x(logx)n = lim
x→0+

(x1/n logx)n = nn lim
x→0+

(x1/n log(x1/n))n

= nn lim
y→0+

(y log y)n = 0.

Άρα
limx→0+(x

x − 1) logx = − limx→0+

(
x(logx)3 + x(logx)2

)
= 0
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και, επομένως, limx→0+ x
xx−1 = e0 = 1.

Το πέμπτο όριο είναι κι αυτό σύνθετο. Το limx→+∞ x
1/x είναι απροσδιόριστη μορφή (+∞)0.

Έχουμε x1/x = e(logx)/x και υπολογίζουμε το limx→+∞
logx
x που είναι απροσδιόριστη μορφή

+∞
+∞ . Τώρα

limx→+∞
logx
x = limx→+∞

1
x = 0,

οπότε limx→+∞ x
1/x = e0 = 1.

Άρα στο limx→+∞
x(x1/x−1)

logx ακόμη και το όριο του αριθμητή είναι απροσδιόριστη μορφή (+∞)0.
Σκεφτόμαστε, όμως, ένα κόλπο. Γράφουμε

limx→+∞
x(x1/x−1)

logx = limx→+∞
e(log x)/x−1
(logx)/x = limy→0

ey−1
y = 1.

Άσκηση 5.6.5. Βρείτε a, b ώστε limx→0

(
1−cosx

x4 + ax−2 + b
)
= 0.

Λύση: Είναι

limx→0

(
1−cosx

x4 + ax−2 + b
)
= limx→0

1−cosx+ax2+bx4

x4 = limx→0
sinx+2ax+4bx3

4x3

= limx→0
cosx+2a+12bx2

12x2 = b+ limx→0
cosx+2a
12x2 .

Τώρα, είναι limx→0(cosx+ 2a) = 1 + 2a. Αν 1 + 2a ̸= 0, τότε b+ limx→0
cosx+2a
12x2 = +∞ και,

επομένως, limx→0

(
1−cosx

x4 + ax−2 + b
)
= +∞ και καταλήγουμε σε άτοπο.

Άρα 1 + 2a = 0, δηλαδή a = −1
2 . Τότε

limx→0

(
1−cosx

x4 + ax−2 + b
)
= b+ limx→0

cosx+2a
12x2 = b+ limx→0

cosx−1
12x2

= b− limx→0
sinx
24x = b− 1

24

και άρα b = 1
24 .

Άσκηση 5.6.6. Μπορείτε να βρείτε τα limx→+∞
ex+e−x

ex , limx→+∞
√
x2+1
x με διαδοχικές εφαρμο-

γές του δεύτερου κανόνα του l’ Hopitâl; Μήπως τα όρια αυτά υπολογίζονται πολύ εύκολα, χωρίς
αναφορά στους κανόνες του l’ Hopitâl;

Λύση: Από το πρώτο όριο με διαδοχικές εφαρμογές του δεύτερου κανόνα του l’ Hopitâl προκύ-
πτουν συνεχώς οι ίδιες δύο απροσδιόριστες μορφές +∞

+∞ και δημιουργείται ένας αέναος φαύλος
κύκλος:

limx→+∞
ex+e−x

ex = limx→+∞
ex−e−x

ex = limx→+∞
ex+e−x

ex = limx→+∞
ex−e−x

ex = . . .

Το ίδιο γίνεται και με το δεύτερο όριο:

limx→+∞
√
x2+1
x = limx→+∞

x√
x2+1

= limx→+∞
√
x2+1
x = limx→+∞

x√
x2+1

= . . .

Και τα δύο όρια υπολογίζονται ως εξής:

limx→+∞
ex+e−x

ex = limx→+∞(1 + e−2x) = 1,

limx→+∞
√
x2+1
x = limx→+∞

(
1 + 1

x2

)1/2
= 1.

Άσκηση 5.6.8. Βρείτε f, g : (0, 1) → R παραγωγίσιμες στο διάστημα (0, 1) ώστε limx→0+ f(x) =
limx→0+ g(x) = 0, ώστε να ισχύει g(x), g′(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (0, 1) και ώστε να υπάρχει το
limx→0+

f(x)
g(x) αλλά να μην υπάρχει το limx→0+

f ′(x)
g′(x) .

Λύση:Έστω οι συναρτήσεις f(x) = x2 sin 1
x και g(x) = x στο διάστημα (0, 1). Αυτές ικανοποιούν

όλες τις απαιτούμενες συνθήκες και

limx→0+
f(x)
g(x) = limx→0+ x sin 1

x = 0
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αλλά το
limx→0+

f ′(x)
g′(x) = limx→0+

(
2x sin 1

x − cos 1
x

)
= − limx→0+ cos 1

x

δεν υπάρχει.

Άσκηση 5.6.9. Έστω f : (ξ − δ, ξ + δ) → R, a < ξ < b.
Αν υπάρχει η f ′(ξ), αποδείξτε ότι limh→0+

f(ξ+h)−f(ξ−h)
2h = f ′(ξ). Για το όριο αυτό δεν χρειάζεται

ο πρώτος κανόνας του l’ Hopitâl.
Αν υπάρχει η f ′′(ξ), αποδείξτε ότι limh→0+

f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)
h2 = f ′′(ξ).

Αν υπάρχει η f ′′(ξ), αποδείξτε ότι limh→0
f(ξ+2h)−2f(ξ+h)+f(ξ)

h2 = f ′′(ξ).

Αιτιολογήστε το σύμβολο dny
dxn για την n-οστή παράγωγο συνάρτησης y = f(x).

Λύση: Για το πρώτο όριο εφαρμόζουμε τον ορισμό της παραγώγου:

limh→0+
f(ξ+h)−f(ξ−h)

2h = 1
2 limh→0+

(f(ξ+h)−f(ξ)
h + f(ξ−h)−f(ξ)

−h
)
= 1

2(f
′(ξ) + f ′(ξ)) = f ′(ξ).

Για τα επόμενα δύο όρια χρησιμοποιούμε τον πρώτο κανόνα του l’ Hopitâl (παραγωγίζοντας ως
προς h). Για το πρώτο θα χρησιμοποιήσουμε και το προηγούμενο αποτέλεσμα ενώ για το δεύτερο
θα χρησιμοποιήσουμε την ιδέα πίσω από το προηγούμενο αποτέλεσμα.

limh→0+
f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)

h2 = limh→0+
f ′(ξ+h)−f ′(ξ−h)

2h = f ′′(ξ).

limh→0
f(ξ+2h)−2f(ξ+h)+f(ξ)

h2 = limh→0
2f ′(ξ+2h)−2f ′(ξ+h)

2h = limh→0
f ′(ξ+2h)−f ′(ξ+h)

h

= limh→0

(f ′(ξ+2h)−f ′(ξ)
h − f ′(ξ+h)−f ′(ξ)

h

)
= limh→0

(
2f ′(ξ+2h)−f ′(ξ)

2h − f ′(ξ+h)−f ′(ξ)
h

)
= 2f ′′(ξ)− f ′′(ξ) = f ′′(ξ).

Αμέσως μετά από το παράδειγμα 5.5.4 μιλήσαμε για τα σύμβολα των διαφορών ∆x = h και

∆y = f(ξ + h)− f(ξ)

καθώς και για το σύμβολο της δεύτερης διαφοράς ∆2y = ∆(∆y) το οποίο προκύπτει από δύο
διαδοχικές εφαρμογές της “πράξης” της διαφοράς. Δηλαδή: (∆y)(ξ) = f(ξ + h) − f(ξ) και
(∆y)(ξ + h) = f(ξ + 2h)− f(ξ + h) και άρα

∆2y = (∆y)(ξ + h)− (∆y)(ξ) = f(ξ + 2h)− 2f(ξ + h) + f(ξ).

Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να βρούμε διαφορές ανώτερης τάξης:

∆3y = (∆2y)(ξ + h)− (∆2y)(ξ)

= (f(ξ + 3h)− 2f(ξ + 2h) + f(ξ + h))− (f(ξ + 2h)− 2f(ξ + h) + f(ξ))

= f(ξ + 3h)− 3f(ξ + 2h) + 3f(ξ + h)− f(ξ).

Τώρα, μπορείτε να αποδείξετε με την αρχή της επαγωγής ότι

∆ny =
∑n

k=0(−1)n−k
(
n
k

)
f(ξ + kh).

(Δείτε την ιδέα της απόδειξης στη λύση της άσκησης 5.5.20.)
Τώρα θα αποδείξουμε ότι

lim∆x=h→0
∆ny
(∆x)n = f (n)(ξ)

ώστε να αιτιολογήσουμε το σύμβολο dny
dxn για την f (n)(ξ).

Στα παρακάτω κάνουμε συνεχή χρήση του κανόνα του l’ Hopitâl. Επίσης, στην πέμπτη ισότητα
από το τέλος και στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιούμε, αντιστοίχως, τις ταυτότητες∑n

k=1(−1)n−k
(
n
k

)
kn−1 = 0,

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
kn = n!
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οι οποίες αποδεικνύονται εύκολα με την αρχή της επαγωγής.

lim∆x=h→0
∆ny
(∆x)n = limh→0

1
hn

∑n
k=0(−1)n−k

(
n
k

)
f(ξ + kh)

= limh→0
1

nhn−1

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
kf ′(ξ + kh)

= limh→0
1

n(n−1)hn−2

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
k2f ′′(ξ + kh)

= limh→0
1

n(n−1)(n−2)hn−3

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
k3f ′′′(ξ + kh)

· · · · · · · · ·
= limh→0

1
n(n−1)···2h

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
kn−1f (n−1)(ξ + kh)

= limh→0
1

n!h

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
kn−1(f (n−1)(ξ + kh)− f (n−1)(ξ))

= limh→0
1
n!

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
kn f (n−1)(ξ+kh)−f (n−1)(ξ)

kh

= 1
n!

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
kn limh→0

f (n−1)(ξ+kh)−f (n−1)(ξ)
kh

= 1
n!

∑n
k=1(−1)n−k

(
n
k

)
knf (n)(ξ)

= f (n)(ξ)

Άσκηση 5.6.10. Έστω 0 < k < 1 και n ∈ N. Αποδείξτε ότι υπάρχει ακριβώς μία θετική λύση της
εξίσωσης 1+ x

1! + · · ·+ xn

n! = kex. Αν συμβολίσουμε xn αυτήν τη λύση, αποδείξτε ότι η ακολουθία
(xn) είναι γνησίως αύξουσα.

Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση fn(x) = e−x
(
1 + x

1! + · · ·+ xn

n!

)
.

Τότε

fn
′(x) = −e−x

(
1 + x

1! + · · ·+ xn

n!

)
+ e−x

(
1 + x

1! + · · ·+ xn−1

(n−1)!
)
= −e−x xn

n! < 0

για κάθε x > 0.
Άρα η fn είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞). Επίσης, είναι fn(0) = 1 και limx→+∞ fn(x) = 0.
Το όριο αυτό ισχύει διότι είναι limx→+∞ e

−xxk = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . , n.
Άρα το σύνολο τιμών της fn στο (0,+∞) είναι το (0, 1) και, επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα,
συνεπάγεται ότι για κάθε k ∈ (0, 1) υπάρχει μοναδικός xn > 0 ώστε να ισχύει fn(xn) = k.
Έστω, τώρα ότι για τον ίδιο k ∈ (0, 1) έχουμε και τον μοναδικό xn+1 > 0 ώστε να ισχύει
fn+1(xn+1) = k.
Είναι σαφές ότι ισχύει fn(x) < fn+1(x) για κάθε x > 0 :

fn(x) = e−x
(
1 + x

1! + · · ·+ xn

n!

)
< e−x

(
1 + x

1! + · · ·+ xn

n! +
xn+1

(n+1)!

)
= fn+1(x).

Επομένως, επειδή xn+1 > 0 έχουμε

fn(xn+1) < fn+1(xn+1) = k = fn(xn).

Επειδή η fn είναι γνησίως φθίνουσα, από την fn(xn+1) < fn(xn) συνεπάγεται xn < xn+1.

Άσκηση 5.6.11. [α]Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f : (a, b) → R είναι n−1 φορές παραγωγίσιμη
στο (a, b). Αν υπάρχει η f (n)(ξ), αποδείξτε ότι

limx→ξ

(
f(x)− f(ξ)− f (1)(ξ)

1! (x− ξ)1 − · · · − f (n−1)(ξ)
(n−1)! (x− ξ)n−1

)/
(x− ξ)n = f (n)(ξ)

n! .

Αν n = 1, το παραπάνω όριο είναι ακριβώς ο ορισμός της παραγώγου f ′(ξ). Γράψτε το όριο στις
περιπτώσεις n = 2, n = 3.

[β] Έστω limx→ξ

∑n
k=0 bk(x−ξ)k
(x−ξ)n = limx→ξ

∑n
k=0 b

′
k(x−ξ)

k

(x−ξ)n ∈ R. Αποδείξτε ότι bk = b′k για κάθε
k = 0, 1, . . . , n.

[γ] Στο [α] υποθέστε, επιπλέον, ότι f (n)(ξ) ∈ R. Αποδείξτε ότι το Pn(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x − ξ)k
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είναι το μοναδικό πολυώνυμο P (x) βαθμού ≤ n ώστε limx→ξ
f(x)−P (x)
(x−ξ)n = 0.

[δ] Αν η f : (−1, 1) → R είναι παραγωγίσιμη στο (−1, 1) και δύο φορές παραγωγίσιμη στον 0 και
f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = −1, αποδείξτε ότι limx→+∞

(
f
(
a/

√
x
))x

= e−a
2/2.

Λύση: [α] Εφαρμόζουμε συνεχώς τον κανόνα του l’ Hopitâl και έχουμε

lim
x→ξ

f(x)−f(ξ)− f(1)(ξ)
1!

(x−ξ)1−···− f(n−1)(ξ)
(n−1)!

(x−ξ)n−1

(x−ξ)n

= limx→ξ
f (1)(x)−f (1)(ξ)− f(2)(ξ)

1!
(x−ξ)1−···− f(n−1)(ξ)

(n−2)!
(x−ξ)n−2

n(x−ξ)n−1

= limx→ξ
f (2)(x)−f (2)(ξ)− f(3)(ξ)

1!
(x−ξ)1−···− f(n−1)(ξ)

(n−3)!
(x−ξ)n−3

n(n−1)(x−ξ)n−2

· · · · · ·

= limx→ξ
f (n−2)(x)−f (n−2)(ξ)− f(n−1)(ξ)

1!
(x−ξ)1

n(n−1)···3(x−ξ)2

= limx→ξ
f (n−1)(x)−f (n−1)(ξ)
n(n−1)···3·2(x−ξ)

= f (n)(ξ)
n! .

Αν n = 2 ή n = 3, το παραπάνω όριο γράφεται:

limx→ξ
f(x)−f(ξ)−f ′(ξ)(x−ξ)

(x−ξ)2 = f ′′(ξ)
2 , limx→ξ

f(x)−f(ξ)−f ′(ξ)(x−ξ)− f ′′(ξ)
2

(x−ξ)2
(x−ξ)3 = f ′′′(ξ)

6 .

[β] Από τη σχέση limx→ξ

∑n
k=0 bk(x−ξ)k
(x−ξ)n = limx→ξ

∑n
k=0 b

′
k(x−ξ)

k

(x−ξ)n ∈ R συνεπάγεται

limx→ξ

∑n
k=0(bk−b′k)(x−ξ)

k

(x−ξ)n = 0. (14.113)

Πολλαπλασιάζουμε την (14.113) με το limx→ξ(x− ξ)n = 0 και βρίσκουμε

limx→ξ
∑n

k=0(bk − b′k)(x− ξ)k = 0

και άρα b0 = b′0.
Άρα η (14.113) μετά από απλοποίηση με τον παράγοντα x− ξ γίνεται

limx→ξ

∑n
k=1(bk−b′k)(x−ξ)

k−1

(x−ξ)n−1 = 0. (14.114)

Τώρα, πολλαπλασιάζουμε την (14.114) με το limx→ξ(x− ξ)n−1 = 0 και βρίσκουμε

limx→ξ
∑n

k=1(bk − b′k)(x− ξ)k−1 = 0

και άρα b1 = b′1.
Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, αποδεικνύουμε διαδοχικά b2 = b′2, b3 = b′3 κ.τ.λ.
[γ] Αν υποθέσουμε ότι f (n)(ξ) ∈ R, τότε από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται

limx→ξ
f(x)−f(ξ)− f(1)(ξ)

1!
(x−ξ)1−···− f(n−1)(ξ)

(n−1)!
(x−ξ)n−1− f(n)(ξ)

n!
(x−ξ)n

(x−ξ)n = 0

και άρα limx→ξ
f(x)−P (x)
(x−ξ)n = 0 με Pn(x) =

∑n
k=0

f (k)(ξ)
k! (x− ξ)k.

Τώρα, από το αποτέλεσμα του [β] συνεπάγεται η μοναδικότητα του πολυωνύμου Pn.
[δ] Ορίζουμε τη συνάρτηση g(t) = log(f(t)) και υπολογίζουμε:

g(0) = 0, g′(0) = f ′(0)
f(0) = 0, g′′(0) = f ′′(0)f(0)−(f ′(0))2

(f(0))2
= −1.
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Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του [α] με την g και n = 2 και έχουμε limt→0
g(t)
t2

= −1
2 και άρα

limx→+∞ x log
(
f( a√

x
)
)
= limx→+∞ xg(

a√
x
) = a2 limt→0

g(t)
t2

= −a2

2 .

Επομένως, limx→+∞
(
f
(
a/

√
x
))x

= limx→+∞ e
x log(f(a/

√
x)) = e−a

2/2.

Άσκηση 5.6.12. Εφαρμόστε την άσκηση 5.6.11 και αποδείξτε τα παρακάτω.
Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f είναι 2m − 1 φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα (a, b) και ότι
υπάρχει η f (2m)(ξ). Αν f (1)(ξ) = . . . = f (2m−1)(ξ) = 0, τότε ο ξ είναι σημείο τοπικού ελαχίστου
της f , αν f (2m)(ξ) > 0, και σημείο τοπικού μεγίστου της f , αν f (2m)(ξ) < 0.
Έστω a < ξ < b και έστω ότι η f είναι 2m φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα (a, b) και ότι υπάρχει
η f (2m+1)(ξ). Αν f (1)(ξ) = . . . = f (2m)(ξ) = 0 και f (2m+1)(ξ) ̸= 0, τότε ο ξ δεν είναι σημείο
τοπικού ακροτάτου της f .

Λύση:Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.6.11 συνεπάγεται ότι αν f (1)(ξ) = . . . = f (n−1)(ξ) = 0
και υπάρχει η f (n)(ξ), τότε

limx→ξ
f(x)−f(ξ)
(x−ξ)n = f (n)(ξ). (14.115)

Τώρα, αν n = 2m, από την (14.115) έχουμε

limx→ξ
f(x)−f(ξ)
(x−ξ)2m = f (2m)(ξ).

Αν f (2m)(ξ) > 0, τότε ισχύει f(x)−f(ξ)
(x−ξ)2m > 0 και άρα f(x) > f(ξ) κοντά στον ξ, οπότε ο ξ είναι

σημείο τοπικού ελαχίστου της f . Αν f (2m)(ξ) < 0, τότε ισχύει f(x)−f(ξ)
(x−ξ)2m < 0 και άρα f(x) < f(ξ)

κοντά στον ξ, οπότε ο ξ είναι σημείο τοπικού μεγίστου της f .
Τέλος, αν n = 2m+ 1, από την (14.115) έχουμε

limx→ξ
f(x)−f(ξ)
(x−ξ)2m+1 = f (2m+1)(ξ).

Αν f (2m+1)(ξ) > 0, τότε ισχύει f(x)−f(ξ)
(x−ξ)2m+1 > 0 κοντά στον ξ. Άρα ισχύει f(x) > f(ξ) κοντά

στον ξ από τα δεξιά του και f(x) < f(ξ) κοντά στον ξ από τα αριστερά του, οπότε ο ξ δεν είναι
σημείο τοπικού ακροτάτου της f . Αν f (2m+1)(ξ) < 0, τότε ισχύει f(x)−f(ξ)

(x−ξ)2m+1 < 0 κοντά στον ξ.
Άρα ισχύει f(x) < f(ξ) κοντά στον ξ από τα δεξιά του και f(x) > f(ξ) κοντά στον ξ από τα
αριστερά του, οπότε πάλι ο ξ δεν είναι σημείο τοπικού ακροτάτου της f .

Άσκηση 5.6.14. Έστω f, g : [0, 1) → R παραγωγίσιμες στο [0, 1) και δύο φορές παραγωγίσιμες
στον 0 και έστω f ′(0)g′′(0) ̸= f ′′(0)g′(0). Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy, για
κάθε x ∈ (0, 1) υπάρχει ξ ∈ (0, x) ώστε (f(x) − f(0))g′(ξ) = (g(x) − g(0)f ′(ξ). Γράφοντας
ξ = ξ(x) για να δηλώσουμε την εξάρτηση του ξ από τον x, αποδείξτε ότι limx→0

ξ(x)
x = 1

2 .

Λύση: Είναι

limx→0
f(x)−f(0)−f ′(0)x

x2 = f ′′(0)
2 , limξ→0

f ′(ξ)−f ′(0)
ξ = f ′′(0). (14.116)

και ισχύουν και τα αντίστοιχα όρια για την g.
Στα επόμενα θα γράφουμε, χάριν συντομίας, ξ αντί ξ(x) και, επίσης, θα χρησιμοποιούμε το ότι
ξ → 0 όταν x→ 0.
Από το πρώτο όριο (14.116) και από την συνέχεια της g′ στον 0 καθώς και από το αντίστοιχο όριο
για την g και από τη συνέχεια της f ′ στον 0 συνεπάγεται

limx→0
(f(x)−f(0))g′(ξ)−f ′(0)g′(ξ)x

x2 = f ′′(0)g′(0)
2 , limx→0

(g(x)−g(0))f ′(ξ)−g′(0)f ′(ξ)x
x2 = g′′(0)f ′(0)

2 .

Αφαιρώντας αυτές τις σχέσεις και χρησιμοποιώντας την (f(x)−f(0))g′(ξ) = (g(x)−g(0)f ′(ξ),
βρίσκουμε

limx→0
g′(0)f ′(ξ)−f ′(0)g′(ξ)

x = f ′′(0)g′(0)−g′′(0)f ′(0)
2 . (14.117)
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Τώρα, από το δεύτερο όριο (14.116) και από το αντίστοιχο όριο για την g συνεπάγεται

limξ→0
g′(0)f ′(ξ)−f ′(0)g′(0)

ξ = f ′′(0)g′(0), limξ→0
f ′(0)g′(ξ)−f ′(0)g′(0)

ξ = g′′(0)f ′(0).

Αφαιρώντας, βρίσκουμε

limξ→0
g′(0)f ′(ξ)−f ′(0)g′(ξ)

ξ = f ′′(0)g′(0)− g′′(0)f ′(0).

Επειδή f ′(0)g′′(0) ̸= f ′′(0)g′(0), από το τελευταίο όριο συνεπάγεται ότι ισχύει g′(0)f ′(ξ) −
f ′(0)g′(ξ) ̸= 0 κοντά στον 0 και, επομένως, διαιρώντας την τελευταία σχέση και την (14.117),
βρίσκουμε limx→0

ξ
x = 1

2 .

Άσκηση 5.6.15. Έστω f παραγωγίσιμη στο (a,+∞) και έστω limx→+∞(f(x) + f ′(x)) = η.
Αποδείξτε ότι limx→+∞ f(x) = η και limx→+∞ f

′(x) = 0.

Λύση:Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = exf(x) και εφαρμόζουμε τον κανόνα του l’ Hopitâl. Είναι

limx→+∞
g′(x)
(ex)′ = limx→+∞

exf(x)+exf ′(x)
ex = limx→+∞(f(x) + f ′(x)) = η.

Άρα limx→+∞
g(x)
ex = η και, επομένως, limx→+∞ f(x) = η.

Τώρα, από το limx→+∞(f(x) + f ′(x)) = η συνεπάγεται limx→+∞ f
′(x) = 0.

Άσκηση 5.6.16. Αποδείξτε ότι limx→0+ x
−me−1/x = 0 για κάθεm ∈ N.

Έστω η συνάρτηση h(x) =

{
e−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
Αποδείξτε ότι η h είναι άπειρες φορές παραγω-

γίσιμη στο R και ότι, για κάθε n, είναι h(n)(x) =

{
P2n(1/x)e

−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
όπου P2n είναι

καποιο πολυώνυμο βαθμού 2n. Ειδικώτερα, είναι h(n)(0) = 0 για κάθε n.

Έστω η συνάρτηση g(x) =

{
e−2/(1−x

2), αν −1 < x < 1

0, αν |x| ≥ 1
Αποδείξτε ότι η g είναι άπειρες φορές

παραγωγίσιμη στο R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Είναι

limx→0+ x
−me−1/x = limy→+∞

ym

ey = 0.

Θα κάνουμε, τώρα, μια παρατήρηση που θα χρειαστεί για το δεύτερο ερώτημα. Αν πάρουμε οποιο-
δήποτε πολυώνυμο P (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0, τότε είναι

limx→0+ P
(
1
x

)
e−1/x = 0.

Πράγματι,

limx→0+ P
(
1
x

)
e−1/x = limx→0+(anx

−ne−1/x + · · ·+ a1x
−1e−1/x + a0e

−1/x) = 0.

Το δεύτερο ερώτημα. Αν x > 0, τότε είναι h′(x) = 1
x2 e
−1/x = P2(

1
x)e
−1/x, όπου P2(t) = t2 είναι

πολυώνυμο δεύτερου βαθμού. Επίσης, η h είναι παραγωγίσιμη στον 0, αφού

limx→0+
h(x)−h(0)

x−0 = limx→0+
1
x e
−1/x = 0, limx→0−

h(x)−h(0)
x−0 = limx→0− 0 = 0

και άρα h′(0) = 0. Άρα η h είναι παραγωγίσιμη στοR και h(1)(x) =

{
P2(1/x)e

−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0

Τώρα, έστω ότι για κάποιον n ∈ N η h είναι n φορές παραγωγίσιμη και ότι

h(n)(x) =

{
P2n(1/x)e

−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
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όπου P2n είναι καποιο πολυώνυμο βαθμού 2n.
Τότε, για x > 0 είναι

h(n+1)(x) = − 1
x2P2n

′( 1x)e
−1/x + 1

x2P2n(
1
x)e
−1/x = P2n+2

(
1
x

)
e−1/x,

όπου το P2n+2(t) = t2P2n(t)− t2P2n
′(t) είναι πολυώνυμο βαθμού 2n+ 2. Επίσης,

limx→0+
h(n)(x)−h(n)(0)

x−0 = limx→0+
1
x P2n

(
1
x

)
e−1/x = 0,

limx→0−
h(n)(x)−h(n)(0)

x−0 = limx→0− 0 = 0.

Άρα (h(n))′(0) = 0, οπότε η h(n) είναι παραγωγίσιμη στο R, δηλαδή η h είναι n + 1 φορές
παραγωγίσμη στο R, και

h(n+1)(x) =

{
P2n+2(1/x)e

−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0

Το τρίτο ερώτημα. Η g είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R διότι είναι σύνθεση δύο συναρ-
τήσεων οι οποίες είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμες στο R. Πράγματι, ισχύει

g(x) = h
(
1−x2

2

)
για κάθε x.

Διότι, αν −1 < x < 1, τότε 1−x2

2 > 0 και άρα h(1−x
2

2 ) = e−2/(1−x
2) ενώ, αν |x| ≥ 1, τότε

1−x2

2 ≤ 0 και άρα h(1−x
2

2 ) = 0.

Άσκηση 5.7.3. Εφαρμόστε τον τύπο του Taylor με υπόλοιπο Lagrange για να προσεγγίσετε τους
sin(1o) και sin(31o) με ακρίβεια έως και χιλιοστού δεκαδικού ψηφίου.

Υπόδειξη: 1o = 0 + π
180 , 31

o = π
6 + π

180 .

Άσκηση 5.7.4. Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο
(a, b), ότι f(a) = f(b) = 0 και ότι ισχύει |f ′′(x)| ≤ M για κάθε x ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι ισχύει
|f ′(x)| ≤M (x−a)2+(x−b)2

2(b−a) για κάθε x ∈ (a, b).

Λύση: Έστω a < x < b. Τότε υπάρχουν ζ1 ∈ (a, x) και ζ2 ∈ (x, b) ώστε

f(a) = f(x)+f ′(x)(a−x)+ f ′′(ζ1)
2 (a−x)2, f(b) = f(x)+f ′(x)(b−x)+ f ′′(ζ2)

2 (b−x)2.

Αφαιρούμε τις δύο αυτές ισότητες παίρνοντας υπ’ όψη ότι f(a) = f(b) = 0 και βρίσκουμε

0 = f ′(x)(b− a) + f ′′(ζ2)
2 (b− x)2 − f ′′(ζ1)

2 (a− x)2.

Άρα

|f ′(x)|(b−a) =
∣∣f ′′(ζ2)

2 (b−x)2− f ′′(ζ1)
2 (a−x)2

∣∣ ≤ M
2 (b−x)

2+M
2 (a−x)

2 =M (x−a)2+(x−b)2
2 .

Άσκηση 5.7.5. Έστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη στο [a, b] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο
(a, b). Αν f ′(a) = f ′(b) = 0, αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε |f(b)−f(a)| ≤ (b−a)2

4 |f ′′(ξ)|.

Λύση: Υπάρχουν ζ1 ∈ (a, a+b
2 ) και ζ2 ∈ (a+b

2 , b) ώστε

f
(
a+b
2

)
= f(a) + f ′(a)

(
a+b
2 − a

)
+ f ′′(ζ1)

2

(
a+b
2 − a

)2
,

f
(
a+b
2

)
= f(b) + f ′(b)

(
a+b
2 − b) + f ′′(ζ2)

2

(
a+b
2 − b

)2
.

Αφαιρούμε τις δύο αυτές ισότητες παίρνοντας υπ’ όψη ότι f ′(a) = f ′(b) = 0 και βρίσκουμε

0 = f(b)− f(a) + f ′′(ζ2)
2

(b−a)2
4 − f ′′(ζ1)

2
(b−a)2

4 .
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Συνεπάγεται
|f(b)− f(a)| ≤ |f ′′(ζ1)|+|f ′′(ζ2)|

2
(b−a)2

4 ≤ |f ′′(ξ)| (b−a)
2

4

όπου ξ = ζ1 ή ξ = ζ2 αν, αντιστοίχως, |f ′′(ζ1)| ≥ |f ′′(ζ2)| ή |f ′′(ζ1)| ≤ |f ′′(ζ2)|.

Άσκηση 5.7.6. Έστω f : [a, b] → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο [a, b] ώστε να ισχύει 0 < m ≤
f ′(x) και 0 < f ′′(x) ≤ M για κάθε x στο [a, b]. Επίσης, έστω f(a) < 0 < f(b), οπότε υπάρχει
ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = 0. Αποδείξτε ότι ένας τέτοιος ξ είναι μοναδικός.
Και τώρα θα περιγράψουμε την λεγόμενη επαναληπτική διαδικασία του Newton για την προσέγγιση
της ρίζας ξ της εξίσωσης f(x) = 0.
Ορίζουμε ακολουθία (xn) αρχίζοντας με οποιονδήποτε x1 ∈ (ξ, b], για παράδειγμα τον x1 = b, και
συνεχίζοντας με τον αναδρομικό τύπο xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η (xn) είναι γνησίως φθίνουσα και ότι xn → ξ.
Αποδείξτε ότι για κάθε n υπάρχει ζ ∈ (ξ, xn) ώστε xn+1 − ξ = f ′′(ζ)

2f ′(xn)
(xn − ξ)2.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ισχύει 0 < xn − ξ ≤ 2m
M

(
M
2m(x1 − ξ)

)2n−1

.
Εφαρμόστε την παραπάνω διαδικασία στην εξίσωση x2 − 2 = 0 για να προσεγγίσετε τον αριθμό√
2 στο διάστημα [1, 2]. Ξεκινήστε με x1 = 2 και βρείτε τους x2, x3, x4. Εκτιμήστε για καθέναν από

αυτούς το σφάλμα σε σχέση με την αληθινή τιμή του
√
2. Ποιός πρέπει να είναι ο n ώστε ο xn να

προσεγγίζει τον
√
2 με ακρίβεια έως εκατοντάκις χιλιοστού δεκαδικού ψηφίου;

Λύση: Η ρίζα ξ της f είναι μοναδική. Πράγματι, αν υπάρχουν δύο ρίζες ξ1, ξ2 ∈ (a, b) με ξ1 < ξ2,
τότε υπάρχει η ∈ (ξ1, ξ2) ώστε f ′(η) = 0. Αυτό είναι άτοπο, διότι ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε
x ∈ [a, b].
Τώρα, παρατηρούμε ότι ισχύει

f(x) < 0 για a ≤ x < ξ και f(x) > 0 για ξ < x ≤ b.

Πράγματι, στο διάστημα [a, ξ) δεν υπάρχει ρίζα της f , οπότε η f διατηρεί πρόσημο στο διάστημα
αυτό και, επειδή f(a) < 0, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) < 0 στο [a, ξ). Ομοίως, στο (ξ, b] η f
διατηρεί πρόσημο και, επειδή f(b) > 0, συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) > 0 στο (ξ, b].
Το πρώτο ερώτημα. Επειδή x1 ∈ (ξ, b], συνεπάγεται f(x1) > 0 και, επειδή f ′(x1) > 0, συνεπάγε-
ται

x2 = x1 − f(x1)
f ′(x1)

< x1.

Επίσης, υπάρχει η ∈ (ξ, x1) ώστε f ′(η) = f(x1)−f(ξ)
x1−ξ = f(x1)

x1−ξ και, επειδή η f ′ είναι γνησίως
αύξουσα, έχουμε

x2 = x1 − f(x1)
f ′(x1)

= x1 − f ′(η)(x1−ξ)
f ′(x1)

> x1 − (x1 − ξ) = ξ.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι ξ < x2 < x1.
Τώρα, έστω ότι για κάποιον n ∈ N είναι ξ < xn+1 < xn.
Τότε, επειδή f(xn+1) > 0 και f ′(xn+1) > 0, έχουμε

xn+2 = xn+1 − f(xn+1)
f ′(xn+1)

< xn+1.

Επίσης, υπάρχει η ∈ (ξ, xn+1) ώστε f ′(η) = f(xn+1)−f(ξ)
xn+1−ξ = f(xn+1)

xn+1−ξ και, επειδή η f ′ είναι
γνησίως αύξουσα, έχουμε

xn+2 = xn+1 − f(xn+1)
f ′(xn+1)

= xn+1 − f ′(η)(xn+1−ξ)
f ′(xn+1)

> xn+1 − (xn+1 − ξ) = ξ.

Άρα ξ < xn+2 < xn+1.
Άρα η (xn) είναι γνησίως φθίνουσα και περιέχεται στο διάστημα (ξ, b].
Συνεπάγεται ότι η (xn) συγκλίνει και, αν xn → η, τότε ξ ≤ η ≤ b.
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Λόγω συνέχειας των f, f ′ έχουμε f(xn) → f(η) και f ′(xn) → f ′(η). Τώρα, από τον αναδρομικό
τύπο της ακολουθίας βρίσκουμε

η = η − f(η)
f ′(η)

και άρα f(η) = 0. Επομένως, η = ξ, οπότε xn → ξ.
Το δεύτερο ερώτημα. Υπάρχει ζ ∈ (ξ, xn) ώστε

0 = f(ξ) = f(xn) + f ′(xn)(ξ − xn) +
f ′′(ζ)

2 (ξ − xn)
2,

δηλαδή f ′(xn)(xn − ξ)− f(xn) =
f ′′(ζ)

2 (xn − ξ)2 και άρα

xn+1 − ξ = xn − ξ − f(xn)
f ′(xn)

= f ′′(ζ)
2f ′(xn)

(xn − ξ)2.

Το τρίτο ερώτημα. Από το αποτέλεσμα του δεύτερου ερωτήματος έχουμε ότι ισχύει

0 < xn+1 − ξ ≤ M
2m(xn − ξ)2 για κάθε n.

Τώρα η σχέση 0 < xn − ξ ≤ 2m
M

(
M
2m(x1 − ξ)

)2n−1

προκύπτει εύκολα με την αρχή της επαγωγής.
Το τέταρτο ερώτημα. Για την f(x) = x2 − 2 έχουμε f ′(x) = 2x ≥ 2 και f ′′(x) = 2 για κάθε
x ∈ [1, 2]. Άρα είναι m = 2 και M = 2. Επίσης, είναι f(1) = −1 και f(2) = 2 και στο [1, 2]
περιέχεται η ρίζα

√
2 της f(x) = 0.

Αν x1 = 2, τότε

x2 = 2− f(2)
f ′(2) =

3
2 = 1.5, x3 =

3
2 − f(3/2)

f ′(3/2) =
17
12 = 1.41666 . . . ,

x4 =
17
12 − f(17/12)

f ′(17/12) =
577
408 = 1.414215686 . . . .

Από τη γενική ανισοτική σχέση του τρίτου ερωτήματος έχουμε ότι ισχύει

0 < xn −
√
2 ≤ 2

(
1
2(2−

√
2)
)2n−1

< 2
(
1
2(2− 1)

)2n−1

= 1
/
22

n−1−1 για κάθε n.

Για παράδειγμα, είναι 0 < x1 −
√
2 < 1, 0 < x2 −

√
2 < 1

2 , 0 < x3 −
√
2 < 1

8 και 0 <

x4 −
√
2 < 1

128 <
1

102
. Δηλαδή, ο x4 και ο

√
2 έχουν τα ίδια δύο πρώτα (τουλάχιστον) δεκαδικά

ψηφία. Πράγματι, βλέπουμε ότι οι x4 = 1.414215686 . . . και
√
2 = 1.41421356237 . . . έχουν τα

ίδια πέντε πρώτα δεκαδικά ψηφία.
Τώρα, για να προσεγγίζει ο xn τον

√
2 με ακρίβεια έως εκατοντάκις χιλιοστού δεκαδικού ψηφίου,

πρέπει να είναι xn −
√
2 < 1

1010
5 και άρα αρκεί να είναι

2

22n−1 ≤ 1

10105

ή, ισοδύναμα, 22n−1−1 ≥ 1010
5 . Εύκολα βλέπουμε ότι αυτό ισχύει για n = 18 και άρα ο x18 και

ο
√
2 έχουν τα ίδια εκατό χιλιάδες πρώτα (τουλάχιστον) δεκαδικά ψηφία.

Άσκηση 5.7.7. Στον τύπο του Taylor με υπόλοιπο Lagrange f (n+1)(ζ)
(n+1)! (x− ξ)n+1 ο ζ εξαρτάται, φυ-

σικά, από τον x. Αν αυτό το δηλώσουμε γράφοντας ζ = ζ(x), αποδείξτε ότι, αν υπάρχει η f (n+2)(ξ)

και είναι αριθμός ̸= 0, τότε limx→ξ+
ζ(x)−ξ
x−ξ = 1

n+2 .

Υπόδειξη: Συνδυάστε τον τύπο του Taylor με το όριο της άσκησης 5.6.11 στην περίπτωση του
n+ 2.

Άσκηση 5.7.8. [α] Έστω f : (a,+∞) → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο (a,+∞). Αποδείξτε
ότι, αν u0 = sup{|f(x)| |x > a}, u1 = sup{|f ′(x)| |x > a}, u2 = sup{|f ′′(x)| |x > a}, τότε
u1

2 ≤ 4u0u2.
[β] Έστω f : R → R δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Αποδείξτε ότι, αν u0 = sup{|f(x)| |x ∈ R},
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u1 = sup{|f ′(x)| |x ∈ R}, u2 = sup{|f ′′(x)| |x ∈ R}, τότε u12 ≤ 2u0u2.
[γ] Έστω f : (0,+∞) → R. Αν η f ′′ είναι φραγμένη στο (0,+∞) και limx→+∞ f(x) = 0, απο-
δείξτε ότι limx→+∞ f

′(x) = 0.

Λύση: [α] Για κάθε x > a και κάθε h > 0 υπάρχει ζ ∈ (x, x+ h) ώστε

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(ζ)
2 h2.

Συνεπάγεται

|f ′(x)|h ≤ |f(x+ h)|+ |f(x)|+ 1
2 |f
′′(ζ)|h2 ≤ 2u0 +

1
2u2h

2,

και, επομένως, u1h ≤ 2u0 +
1
2u2h

2 για κάθε h > 0.
Αν u2 = 0, συνεπάγεται ότι ισχύει u1h ≤ 2u0 για κάθε h > 0, οπότε πρέπει να είναι u1 ≤ 0 και
άρα u1 = 0. Σ’ αυτήν την περίπτωση η u21 ≤ 4u0u2 ισχύει ως ισότητα 0 = 0.
Αν u1 = 0, τότε η u12 ≤ 4u0u2 είναι προφανής.
Αν u1 > 0 και u2 > 0, τότε στην σχέση u1h ≤ 2u0 +

1
2u2h

2 χρησιμοποιούμε τον h = u1
u2

και
προκύπτει η u12 ≤ 4u0u2.
[β] Για κάθε x και κάθε h > 0 υπάρχουν ζ1 ∈ (x− h, x) και ζ2 ∈ (x, x+ h) ώστε

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+ f ′′(ζ1)
2 h2, f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(ζ2)

2 h2.

Αφαιρούμε τις δύο σχέσεις και βρίσκουμε

f(x+ h)− f(x− h) = 2f ′(x)h+ f ′′(ζ2)−f ′′(ζ1)
2 h2.

Συνεπάγεται

2|f ′(x)|h ≤ |f(x+ h)|+ |f(x− h)|+ |f ′′(ζ2)|+|f ′′(ζ1)|
2 h2 ≤ 2u0 + u2h

2,

και, επομένως, u1h ≤ u0 +
1
2u2h

2 για κάθε h > 0.
Από αυτήν την σχέση συνεπάγεται u12 ≤ 2u0u2 ακριβώς όπως στο [α].
[γ] Έστω u2 = sup{|f ′′(x)| |x > 0} και έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή limx→+∞ f(x) = 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει |f(x)| < ϵ2

4(u2+1) για κάθε x > N .
Ορίζουμε

u0,N = sup{|f(x)| |x > N}, u1,N = sup{|f ′(x)| |x > N}, u2,N = sup{|f ′′(x)| |x > N}

και τότε έχουμε u0,N ≤ ϵ2

4(u2+1) και u2,N ≤ u2, οπότε από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται

u1,N
2 ≤ 4u0,Nu2,N ≤ 4 ϵ2

4(u2+1)u2 < ϵ2

και άρα u1,N < ϵ. Επομένως, ισχύει |f ′(x)| < ϵ για κάθε x > N και άρα limx→+∞ f
′(x) = 0.

Άσκηση 5.7.9. Έστω n ∈ Z, n ≥ 0, f, g : [ξ, c] → R, n φορές παραγωγίσιμες στο [ξ, c] ώστε οι
f (n), g(n) να είναι συνεχείς στο [ξ, c] και παραγωγίσιμες στο (ξ, c). Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ (ξ, c]
υπάρχει ζ ∈ (ξ, x) ώστε(

f(x)−
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k
)
g(n+1)(ζ) =

(
g(x)−

∑n
k=0

g(k)(ξ)
k! (x− ξ)k

)
f (n+1)(ζ).

Λύση: Σταθεροποιούμε έναν x ∈ (ξ, c] και ορίζουμε τις συναρτήσεις

F (t) = f(x)−
∑n

k=0
f (k)(t)

k! (x− t)k, G(t) = g(x)−
∑n

k=0
g(k)(t)

k! (x− t)k. (14.118)
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Τότε είναι F (x) = f(x)− f(x) = 0 και G(x) = g(x)− g(x) = 0.
Άρα για τη συνάρτηση h(t) = G(ξ)F (t) − F (ξ)G(t) έχουμε h(ξ) = h(x) = 0, οπότε υπάρχει
ζ ∈ (ξ, x) ώστε h′(ζ) = 0 ή, ισοδύναμα,

F (ξ)G′(ζ) = G(ξ)F ′(ζ). (14.119)

Από την (14.118) συνεπάγεται

F ′(t) = −
∑n

k=0
f (k+1)(t)

k! (x− t)k +
∑n

k=1
f (k)(t)
(k−1)! (x− t)k−1 = −f (n+1)(t)

n! (x− t)n

και, ομοίως,
G′(t) = −g(n+1)(t)

n! (x− t)n.

Από αυτές τις δύο σχέσεις και από την (14.119) συνεπάγεται η σχέση που πρέπει να αποδείξουμε.

14.6 Κεφάλαιο 6.

Άσκηση 6.1.1. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R.
Αν υπάρχει διαμέριση∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆) = Σ(f ; a, b;∆), αποδείξτε ότι η f είναι στα-
θερή στο [a, b].
Αν υπάρχουν διαμερίσεις ∆′, ∆′′ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆′) = Σ(f ; a, b;∆′′), αποδείξτε ότι η f
είναι σταθερή στο [a, b].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} η διαμέριση για την οποία
ισχύει Σ(f ; a, b;∆) = Σ(f ; a, b; ∆) και έστω lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} και uk =
sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}.
Γνωρίζουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

και ότι κάθε όρος του αθροίσματος είναι ≥ 0.
Επειδή Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) = 0, συνεπάγεται ότι κάθε όρος του αθροίσματος είναι ίσος
με 0 και, επομένως, ισχύει lk = uk για κάθε k = 1, . . . , n.
Άρα για κάθε k το σύνολο {f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} αποτελείται από ένα μόνο στοιχείο. Δηλαδή
η f είναι σταθερή σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk] και άρα είναι σταθερή στο [a, b].
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′.
Επειδή Σ(f ; a, b;∆′) ≤ Σ(f ; a, b; ∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′), από την Σ(f ; a, b; ∆′) =
Σ(f ; a, b;∆′′) συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆) = Σ(f ; a, b; ∆) και από το αποτέλεσμα του πρώτου
ερωτήματος έχουμε ότι η f είναι σταθερή στο [a, b].

Άσκηση 6.1.2. Έστω f : [a, b] → R. Αποδείξτε ότι, αν η f δεν είναι άνω φραγμένη στο [a, b], τότε
για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] είναι Σ(f ; a, b;∆) = +∞.

Λύση: Έστω ότι υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε Σ(f ; a, b;∆) < +∞.
Αν ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} και uk = sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}, τότε είναι∑n

k=1 uk(xk − xk−1) < +∞

και άρα είναι uk < +∞ για κάθε k = 1, . . . , n.
Ορίζουμε u = max{u1, . . . , un}.
Τώρα, για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει k ώστε x ∈ [xk−1, xk] και, επομένως, f(x) ≤ uk ≤ u. Άρα
ισχύει f(x) ≤ u για κάθε x ∈ [a, b], οπότε η f είναι άνω φραγμένη στο [a, b].

Άσκηση 6.1.3. Έστω f : [c, d] → R και l = inf{f(x) | c ≤ x ≤ d}, u = sup{f(x) | c ≤ x ≤ d}.
Ορίζουμε ω(f ; c, d) = u− l.
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Παρατηρήστε ότι 0 ≤ ω(f ; c, d) ≤ +∞ και αποδείξτε ότι ω(f ; c, d) < +∞ αν και μόνο αν η f
είναι φραγμένη στο [c, d].
Αποδείξτε ότι ω(f ; c, d) = sup{f(s)− f(t) | s, t ∈ [c, d]}.

Λύση: Είναι −∞ < u ≤ +∞ και −∞ ≤ l < +∞. Άρα −∞ < u ≤ +∞ και −∞ < −l ≤ +∞.
Επίσης, είναι l ≤ u.
Συνεπάγεται 0 ≤ u− l ≤ +∞.
Παρατηρούμε, επίσης, ότι ισχύει u− l < +∞ αν και μόνο αν u < +∞ και−l <∞ ή, ισοδύναμα,
−∞ < l. Δηλαδή, ισχύει u− l < +∞ αν και μόνο αν η f είναι άνω φραγμένη και κάτω φραγμένη
στο [c, d].
Κατόπιν, για κάθε s, t ∈ [c, d] ισχύει f(s) − f(t) ≤ u − l, οπότε το u − l είναι άνω φράγμα του
{f(s)− f(t) | s, t ∈ [c, d]}. Άρα

sup{f(s)− f(t) | s, t ∈ [c, d]} ≤ u− l = ω(f ; c, d). (14.120)

Αντιστρόφως, αν θέσουμε U = sup{f(s) − f(t) | s, t ∈ [c, d]}, τότε για κάθε s, t ∈ [c, d] ισχύει
f(s) − f(t) ≤ U και άρα f(s) ≤ U + f(t). Άρα το U + f(t) είναι άνω φράγμα του {f(s) | s ∈
[c, d]} και, επομένως, ισχύει u ≤ U+f(t) για κάθε t ∈ [c, d]. Τώρα, ανU < +∞, συνεπάγεται ότι
ισχύει u−U ≤ f(t) για κάθε t ∈ [c, d], οπότε το u−U είναι κάτω φράγμα του {f(t) | t ∈ [c, d]}.
Επομένως, u−U ≤ l και άρα u− l ≤ U . Τέλος, αν U = +∞, τότε η u− l ≤ U ισχύει αυτομάτως.
Σε κάθε περίπτωση ισχύει

ω(f ; c, d) = u− l ≤ sup{f(s)− f(t) | s, t ∈ [c, d]}. (14.121)

Από τις (14.120) και (14.121) συνεπάγεται ω(f ; c, d) = sup{f(s)− f(t) | s, t ∈ [c, d]}.

Άσκηση 6.2.3. Θεωρήστε τη συνάρτηση f : [0, 1] → R με τύπο f(x) =

{
x, αν x ∈ [0, 1] ∩Q
0, αν x ∈ [0, 1] \Q

και αποδείξτε ότι
∫ 1

0
f(x) dx = 0 και

∫ 1

0f(x) dx = 1
2 .

Λύση: Θεωρούμε οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {0 = x0, . . . , xn = 1} του [0, 1].
Σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk] υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός x και τότε f(x) = 0. Επίσης,
όλες οι τιμές της f είναι ≥ 0, οπότε η ελάχιστη τιμή της f στο [xk−1, xk] είναι ο 0. Δηλαδή,
lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} = 0.
Άρα

Σ(f ; 0, 1;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) =
∑n

k=1 0(xk − xk−1) = 0

και, επομένως, ∫ 1

0
f = sup{Σ(f ; 0, 1;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]} = sup{0} = 0.

Τώρα, είναι

{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} = {f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk, x ∈ Q} ∪ {f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk, x /∈ Q}
= {0} ∪ {x |xk−1 ≤ x ≤ xk, x /∈ Q}.

Από το αποτέλεσμα της άσκησης 1.4.1 συνεπάγεται ότι uk = sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} = xk.
Άρα

Σ(f ; 0, 1;∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) =
∑n

k=1 xk(xk − xk−1)

≥
∑n

k=1
xk+xk−1

2 (xk − xk−1) =
1
2

∑n
k=1(xk

2 − xk−1
2)

= 1
2(xn

2 − x0
2) = 1

2 .

Επομένως, ο 1
2 είναι κάτω φράγμα του συνόλου {Σ(f ; 0, 1;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]} και άρα

1
2 ≤ inf{Σ(f ; 0, 1;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]}.
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Επίσης, αν θεωρήσουμε την διαμέριση ∆ του [0, 1] σε n ισομήκη διαστήματα, τότε θα έχουμε
xk = k

n για k = 0, 1, . . . , n και τότε

Σ(f ; 0, 1;∆) =
∑n

k=1 xk(xk − xk−1) =
∑n

k=1
k
n

1
n = 1

n2

∑n
k=1 k = n+1

2n = 1
2 + 1

2n .

Τώρα, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n ∈ N ώστε 1
2n < ϵ και, επομένως, για την αντίστοιχη διαμέριση∆

ισχύει Σ(f ; 0, 1;∆) < 1
2 + ϵ. Αυτό σημαίνει ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο

του συνόλου {Σ(f ; 0, 1;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]} το οποίο είναι < 1
2 + ϵ, οπότε∫ 1

0f = inf{Σ(f ; 0, 1;∆) |∆ διαμέριση του [a, b]} = 1
2 .

Άσκηση 6.2.4. Έστω f φραγμένη στο [a, b] και δύο ακολουθίες διαμερίσεων του [a, b], η (∆′n) και
η (∆′′n), έτσι ώστε Σ(f ; a, b;∆′′n)−Σ(f ; a, b;∆′n) → 0. Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο
[a, b] και ότι Σ(f ; a, b;∆′′n) →

∫ b
a f και Σ(f ; a, b;∆′n) →

∫ b
a f .

Λύση: Γνωρίζουμε ότι ισχύει

Σ(f ; a, b;∆′n) ≤
∫ b

a
f ≤

∫ b

af ≤ Σ(f ; a, b;∆′′n) (14.122)

και, επομένως,
0 ≤

∫ b

af −
∫ b

a
f ≤ Σ(f ; a, b;∆′′n)− Σ(f ; a, b;∆′n)

για κάθε n. Παίρνοντας το όριο καθώς n → +∞, βρίσκουμε
∫ b

af −
∫ b

a
f = 0, οπότε η f είναι

ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, η (14.122) γράφεται

Σ(f ; a, b;∆′n) ≤
∫ b
a f ≤ Σ(f ; a, b;∆′′n)

και, επομένως, έχουμε ότι ισχύει

0 ≤ Σ(f ; a, b;∆′′n)−
∫ b
a f ≤ Σ(f ; a, b;∆′′n)− Σ(f ; a, b;∆′n)

και
0 ≤

∫ b
a f − Σ(f ; a, b;∆′n) ≤ Σ(f ; a, b;∆′′n)− Σ(f ; a, b;∆′n)

για κάθε n. Παίρνοντας, πάλι, όρια καθώς n → +∞, βρίσκουμε Σ(f ; a, b;∆′′n) →
∫ b
a f και

Σ(f ; a, b;∆′n) →
∫ b
a f .

Άσκηση 6.2.5. Έστω f ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(r) = 0 για κάθε ρητό r ∈
[a, b]. Αποδείξτε ότι

∫ b
a f = 0.

Λύση: Θεωρούμε τυχούσα διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b].
Στο υποδιάστημα [xk−1, xk] υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός. Άρα η f έχει τιμή 0 σε τουλάχιστον
ένα σημείο του [xk−1, xk], οπότε ο 0 είναι στοιχείο του συνόλου {f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}. Επειδή
lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} και uk = sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}, συνεπάγεται

lk ≤ 0 ≤ uk.

Αυτό ισχύει σε κάθε υποδιάστημα, οπότε έχουμε

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) ≤ 0, Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) ≥ 0.

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε διαμέριση∆ του [a, b] ισχύει

Σ(f ; a, b;∆) ≤ 0 ≤ Σ(f ; a, b;∆). (14.123)
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Επίσης, επειδή η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] ισχύει

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f ≤ Σ(f ; a, b;∆). (14.124)

Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Από το κριτήριο ολοκληρωσιμότητας συνεπάγεται ότι υπάρχει διαμέ-
ριση∆ του [a, b] για την οποία ισχύει

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ.

Επομένως, για την συγκεκριμένη ∆, από τις (14.123) και (14.124) συνεπάγεται |
∫ b
a f − 0| < ϵ

και, επειδή αυτό το τελευταίο ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται
∫ b
a f = 0.

Άσκηση 6.2.6. Έστω f, g, h : [a, b] → R ώστε να ισχύει f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b].
Αν οι f και h είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b] και

∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a h(x) dx, αποδείξτε ότι και η g

είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και
∫ b
a g(x) dx =

∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a h(x) dx.

Υπόδειξη: Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχουν διαμερίσεις ∆′,∆′′ του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆′)− Σ(f ; a, b; ∆′) < ϵ
2 , Σ(h; a, b;∆′′)− Σ(h; a, b;∆′′) < ϵ

2 .

Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′ και έχουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ
2 , Σ(h; a, b; ∆)− Σ(h; a, b;∆) < ϵ

2 . (14.125)

Επίσης, γνωρίζουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f ≤ Σ(f ; a, b;∆), Σ(h; a, b;∆) ≤

∫ b
a h ≤ Σ(h; a, b;∆). (14.126)

Από τις (14.125), (14.126) και από την σχέση
∫ b
a f =

∫ b
a h συνεπάγεται

Σ(h; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ. (14.127)

Τώρα, έστω∆ = {a = x0, . . . , xn = b} και lk ′, uk ′ οι γνωστές ποσότητες για την f στο υποδιά-
στημα [xk−1, xk] και lk, uk οι αντίστοιχες για την g και lk ′′, uk ′′ οι αντίστοιχες για την h.
Για κάθε x ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ′ ≤ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ≤ uk

′′, οπότε οι lk ′ και uk ′′ εί-
ναι, αντιστοίχως, κάτω φράγμα και άνω φράγμα του συνόλου {g(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}. Άρα
lk
′ ≤ lk ≤ uk ≤ uk

′′ για κάθε k και, τώρα, πολλαπλασιάζοντας κάθε τέτοια σχέση με τον αντί-
στοιχο xk − xk−1 και προσθέτοντας για k = 1, . . . , n, βρίσκουμε ότι

Σ(f ; a, b; ∆) ≤ Σ(g; a, b;∆) ≤ Σ(g; a, b;∆) ≤ Σ(h; a, b;∆).

Η σχέση αυτή μαζί με την (14.127) δίνει ότι

Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b; ∆) < ϵ.

Άρα η g είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τέλος, επειδή ισχύει f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b], συνεπάγεται

∫ b
a f ≤

∫ b
a g ≤

∫ b
a h.

Άρα από την
∫ b
a f =

∫ b
a h συνεπάγεται

∫ b
a f =

∫ b
a g =

∫ b
a h.

Άσκηση 6.2.7. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R. Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [c, b] για κάθε c με
a < c < b, αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

∫ b
a f(x) dx = limc→a+

∫ b
c f(x) dx.

Υπόδειξη: Η f είναι φραγμένη , οπότε υπάρχει M > 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ [a, b].
Παίρνουμε οποιονδήποτε c ∈ (a, b) ώστε c− a < ϵ

4M .
Η f είναι ολοκληρώσιμη στο [c, b], οπότε υπάρχει διαμέριση ∆′ = {c = x0, . . . , xn = b} του
[c, b] ώστε

Σ(f ; c, b; ∆′)− Σ(f ; c, b;∆′) < ϵ
2 . (14.128)
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Θεωρούμε τη διαμέριση ∆ = {a} ∪∆′ = {a, c = x0, . . . , xn = b} του [a, b].
Η∆ ορίζει n+ 1 υποδιαστήματα του [a, b]: το [a, c] και τα n υποδιαστήματα του [c, b] που ορίζει
η ∆′. Επομένως, αν θέσουμε l = inf{f(x) | a ≤ x ≤ c} και u = sup{f(x) | a ≤ x ≤ c}, τότε
είναι

Σ(f ; a, b;∆) = l(c− a) + Σ(f ; c, b; ∆′), Σ(f ; a, b;∆) = u(c− a) + Σ(f ; c, b;∆′)

και άρα

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) = (u− l)(c− a) + Σ(f ; c, b;∆′)− Σ(f ; c, b; ∆′),

οπότε από την (14.128) έχουμε

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < (u− l)(c− a) + ϵ
2 . (14.129)

Για κάθε x ∈ [a, c] ισχύει −M ≤ f(x) ≤ M και άρα −M ≤ l ≤ u ≤ M . Συνεπάγεται
u− l ≤ 2M , και επειδή c− a < ϵ

4M , από την (14.129) έχουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, έχουμε ότι

−M(c− a) ≤ l(c− a) ≤
∫ c
a f ≤ u(c− a) ≤M(c− a).

Άρα |
∫ c
a f | ≤M(c− a) < ϵ

4 και, επομένως,∣∣ ∫ b
c f −

∫ b
a f

∣∣ = ∣∣ ∫ c
a f

∣∣ < ϵ
4 .

Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ = ϵ
4M > 0ώστε για κάθε c ∈ (a, b) με c−a < δ

να ισχύει |
∫ b
c f −

∫ b
a f | < ϵ. Άρα

∫ b
a f = limc→a+

∫ b
c f .

Άσκηση 6.2.8. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν
∫ b
a f(x) dx > 0, αποδείξτε ότι

υπάρχει υποδιάστημα (όχι μονοσύνολο) [c, d] του [a, b] ώστε να ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ [c, d].

Λύση: Γνωρίζουμε ότι
∫ b

a
f =

∫ b
a f > 0.

Επειδή ∫ b

a
f = sup{Σ(f ; a, b; ∆) |∆ διαμέριση του [a, b]},

υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε να είναι Σ(f ; a, b;∆) > 0.
Τώρα, αν lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} για κάθε k = 1, . . . , n, έχουμε ότι∑n

k=1 lk(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b;∆) > 0.

Αν ίσχυε lk ≤ 0 για κάθε k = 1, . . . , n, τότε θα συνεπαγόταν Σ(f ; a, b;∆) ≤ 0. Άρα υπάρχει
κάποιος k ώστε να είναι lk > 0.
Επομένως, για κάθε x στο υποδιάστημα [xk−1, xk] ισχύει f(x) ≥ lk > 0.

Άσκηση 6.2.9. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Αποδείξτε ότι υπάρχει [a1, b1] ⊆ (a, b) ώστε να είναι 0 < b1 − a1 < 1 και sup{f(x) | a1 ≤ x ≤
b1} − inf{f(x) | a1 ≤ x ≤ b1} < 1.
Κατασκευάστε ακολουθία διαστημάτων ([an, bn]) ώστε 0 < bn − an <

1
n , [an+1, bn+1] ⊆ (an, bn)

και sup{f(x) | an ≤ x ≤ bn} − inf{f(x) | an ≤ x ≤ bn} < 1
n για κάθε n. Τότε υπάρχει ακριβώς

ένας ξ ώστε ξ ∈ (an, bn) για κάθε n. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στον ξ.
Αποδείξτε ότι σε κάθε ανοικτό υποδιάστημα του [a, b] υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο στο οποίο η
f είναι συνεχής. Δηλαδή, το σύνολο των σημείων συνέχειας της f είναι πυκνό στο [a, b].
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Λύση: Έστω [c, d] οποιοδήποτε υποδιάστημα του [a, b] και τυχών ϵ > 0.
Επειδή η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], υπάρχει διαμέριση ∆ του [a, b] ώστε να είναι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < (d− c)ϵ. (14.130)

Αν οι c, d δεν είναι∆-σημεία, τότε μπορούμε να τούς επισυνάψουμε στην∆ και έτσι θα προκύψει
μια λεπτότερη διαμέριση, η οποία θα ικανοποιεί την (14.130) και, επιπλέον θα έχει τους c, d ως
διαιρετικά σημεία. Την καινούργια αυτή διαμέριση θα ξαναονομάσουμε∆ (και θα ξεχάσουμε την
παλιά ∆). (Φυσικά, αν οι c, d είναι διαιρετικά σημεία της αρχικής ∆, τότε δεν θα κάνουμε καμία
αλλαγή στην ∆.)
Τώρα, αν ∆ = {a = x0, . . . , xn = b}, θα είναι c = xp και d = xq για κάποιους p, q με 0 ≤ p <
q ≤ n. Επίσης, αν lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} και uk = sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} για
κάθε k = 1, . . . , n, τότε από την (14.130) έχουμε∑q

k=p+1(uk − lk)(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

= Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆) < (d− c)ϵ.
(14.131)

Αν ισχύει ϵ ≤ uk − lk για κάθε k = p+ 1, . . . , q, τότε είναι∑q
k=p+1(uk − lk)(xk − xk−1) ≥ ϵ

∑q
k=p+1(xk − xk−1) = ϵ(xq − xp) = ϵ(d− c),

οπότε από την (14.131) προκύπτει άτοπο.
Άρα υπάρχει κάποιος k = p+ 1, . . . , q ώστε uk − lk < ϵ.
Το αντίστοιχο [xk−1, xk] είναι υποδιάστημα του [c, d] και, τώρα, παίρνουμε ένα οποιοδήποτε διά-
στημα [u, v] ⊆ (xk−1, xk) ⊆ (c, d) με θετικό μήκος v − u < ϵ. Τότε, προφανώς, είναι

sup{f(x) |u ≤ x ≤ v} − inf{f(x) |u ≤ x ≤ v}
≤ sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} − inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk}
= uk − lk < ϵ.

Έχουμε, λοιπόν, αποδείξει το εξής αποτέλεσμα: για κάθε υποδιάστημα [c, d] του [a, b] και για κάθε
ϵ > 0 υπάρχει ανοικτό (u, v) ⊆ [c, d] έτσι ώστε

0 < v − u < ϵ, sup{f(x) |u ≤ x ≤ v} − inf{f(x) |u ≤ x ≤ v} < ϵ.

Τώρα είμαστε έτοιμοι να απαντήσουμε στα διάφορα ερωτήματα της άσκησης.
Το πρώτο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα στο [c, d] = [a, b] με ϵ = 1 και το
αντίστοιχο [u, v] το ονομάζουμε [a1, b1]. Άρα υπάρχει [a1, b1] ⊆ (a, b) ώστε να είναι

0 < b1 − a1 < 1, sup{f(x) | a1 ≤ x ≤ b1} − inf{f(x) | a1 ≤ x ≤ b1} < 1.

Κατόπιν, εφαρμόζουμε το προηγούμενο συμπέρασμα στο [c, d] = [a1, b1] με ϵ = 1
2 και το αντί-

στοιχο [u, v] το ονομάζουμε [a2, b2]. Άρα υπάρχει [a2, b2] ⊆ (a1, b1) ώστε να είναι

0 < b2 − a2 <
1
2 , sup{f(x) | a2 ≤ x ≤ b2} − inf{f(x) | a2 ≤ x ≤ b2} < 1

2 .

Συνεχίζουμε επαγωγικά και έτσι δημιουργούμε ακολουθία διαστημάτων ([an, bn]) ώστε για κάθε
n να είναι [an+1, bn+1] ⊆ (an, bn) και

0 < bn − an <
1
n , sup{f(x) | an ≤ x ≤ bn} − inf{f(x) | an ≤ x ≤ bn} < 1

n . (14.132)

Συνεπάγεται ότι υπάρχει ακριβώς ένας ξ ώστε ξ ∈ [an, bn] για κάθε n. Αυτό μπορεί να γίνει λίγο
ισχυρότερο. Πράγματι, για κάθε n είναι ξ ∈ [an+1, bn+1] ⊆ (an, bn) και άρα ισχύει

ξ ∈ (an, bn) για κάθε n. (14.133)
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Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Θεωρούμε n ∈ N με 1
n < ϵ και το αντίστοιχο διάστημα (an, bn). Για

κάθε x ∈ (an, bn) ισχύει inf{f(t) | an ≤ t ≤ bn} ≤ f(x) ≤ sup{f(t) | an ≤ t ≤ bn} και, λόγω
της (14.133), inf{f(t) | an ≤ t ≤ bn} ≤ f(ξ) ≤ sup{f(t) | an ≤ t ≤ bn} και, επομένως, από την
(14.132) έχουμε

|f(x)− f(ξ)| ≤ sup{f(x) | an ≤ x ≤ bn} − inf{f(x) | an ≤ x ≤ bn} < 1
n < ϵ.

Άρα ισχύει |f(x)−f(ξ)| < ϵ για κάθε x ∈ (an, bn). Άρα πάλι λόγω της (14.133) έχουμε ότι ισχύει
|f(x)− f(ξ)| < ϵ κοντά στον ξ, οπότε η f είναι συνεχής στον ξ.
Το δεύτερο ερώτημα. Αντί να ξεκινήσουμε την απάντηση του πρώτου ερωτήματος με το [c, d] να
είναι το ίδιο με το [a, b], παίρνουμε ένα οποιοδήποτε υποδιάστημα [c, d] του [a, b] και, ακολουθώ-
ντας την ίδια διαδικασία, αποδεικνύουμε την ύπαρξη ενός ξ ∈ [c, d] στον οποίο η f είναι συνεχής.
Το συμπέρασμα είναι ότι κάθε υποδιάστημα (με θετικό μήκος) του [a, b] περιέχει τουλάχιστον ένα
σημείο συνέχειας της f και άρα το σύνολο των σημείων συνέχειας της f είναι πυκνό στο [a, b].

Άσκηση 6.3.1. Σε ποιά διαστήματα είναι ολοκληρώσιμες οι x3 − x, 1/(x3 − x),
√
x3 − x ;

Λύση: Η x3 − x είναι συνεχής στο R, οπότε είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε διάστημα [a, b].
Η 1/(x3−x) είναι συνεχής στοR\{0,±1}, οπότε είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε διάστημα [a, b] το
οποίο δεν περιέχει κανέναν από τους 0,±1. Δηλαδή, η συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]
αν και μόνο αν b < −1 ή −1 < a < b < 0 ή 0 < a < b < 1 ή 1 < a.
Η

√
x3 − x είναι συνεχής στο [−1, 0] ∪ [1,+∞), οπότε είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε διάστημα

[a, b] το οποίο περιέχεται σ’ αυτό το σύνολο. Δηλαδή, η συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b]
αν και μόνο αν −1 ≤ a < b ≤ 0 ή 1 ≤ a.

Άσκηση 6.3.2. Έστω f : [a, b] → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [a, b]. Το σύνολο τιμών της
f είναι το [A,B], όπου A = f(a), B = f(b), και η αντίστροφη συνάρτηση f−1 : [A,B] → [a, b]
είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [A,B].
Αποδείξτε ότι

∫ b
a f(x) dx+

∫ B
A f−1(y) dy = bB − aA.

Αν 0 ≤ a < b και 0 ≤ A < B, περιγράψτε το γεωμετρικό νόημα αυτής της ισότητας.

Λύση: Αρχίζουμε με το γεωμετρικό περιεχόμενο της ισότητας που θέλουμε να αποδείξουμε.
Στο σχήμα 40 φαίνεται το γράφημα της f ως συνάρτηση από το [a, b] στο [A,B] και το γράφημα
της f−1 ως συνάρτηση από το [A,B] στο [a, b]. Τα δύο γραφήματα ταυτίζονται με την ίδια κα-
μπύλη. Προσέξτε: αν θέλαμε να τοποθετήσουμε την ανεξάρτητη μεταβλητή της f−1 σε οριζόντιο
άξονα και την εξαρτημένη μεταβλητή της σε κατακόρυφο άξονα, θα κάναμε ανάκλαση του γρα-
φήματος της f ως προς την κύρια διαγώνιο του επιπέδου και τότε το γράφημα της f−1 θα ήταν
το συμμετρικό του γραφήματος της f ως προς την κύρια διαγώνιο. Όμως, εμείς τώρα κρατάμε
την ανεξάρτητη μεταβλητή της f−1, δηλαδή την y, στον κατακόρυφο άξονα και την εξαρτημένη
μεταβλητή της, δηλαδή την x, στον οριζόντιο άξονα.

Τώρα, το
∫ b
a f είναι ίσο με το εμβαδό του καμπυλόγραμμου χωρίου abNM και το

∫ B
A f−1 είναι ίσο

με το εμβαδό του καμπυλόγραμμου χωρίου ABNM . Άρα το άθροισμα των δύο ολοκληρωμάτων
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είναι ίσο με το εμβαδό του χωρίου aMABNb, το οποίο είναι ίσο με την διαφορά των εμβαδών
των ορθογωνίων 0bNB και 0aMA, δηλαδή ίσο με Bb−Aa.
Θεωρούμε τυχούσα διαμέριση ∆ = {x0, x1, . . . , xn−1, xn} του [a, b]. Δηλαδή,

a = x0 < x1 < . . . < xk−1 < xk < . . . < xn−1 < xn = b.

Θεωρούμε και τα αντίστοιχα σημεία yk = f(xk), οπότε, επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, έχουμε

A = y0 < y1 < . . . < yk−1 < yk < . . . < yn−1 < yn = B.

Έτσι ορίζεται μια αντίστοιχη διαμέριση ∆′ = {y0, y1, . . . , yn−1, yn} του [A,B].
Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk] ισχύει

lk = f(xk−1) = yk−1, uk = f(xk) = yk,

οπότε

Σ(f ; a, b; ∆) =
∑n

k=1 yk−1(xk − xk−1),

Σ(f ; a, b; ∆) =
∑n

k=1 yk(xk − xk−1).
(14.134)

Επειδή ισχύει f−1(yk) = xk για κάθε k και επειδή η f−1 είναι κι αυτή γνησίως αύξουσα, ισχύει,
εντελώς ανάλογα,

Σ(f−1;A,B;∆′) =
∑n

k=1 xk−1(yk − yk−1),

Σ(f−1;A,B;∆′) =
∑n

k=1 xk(yk − yk−1).
(14.135)

Από τις (14.134), (14.135) έχουμε

Σ(f ; a, b; ∆) + Σ(f−1;A,B;∆′) =
∑n

k=1 yk−1(xk − xk−1)

+
∑n

k=1 xk(yk − yk−1)

=
∑n

k=1 yk−1xk −
∑n

k=1 yk−1xk−1

+
∑n

k=1 xkyk −
∑n

k=1 xkyk−1

= −
∑n

k=1 yk−1xk−1 +
∑n

k=1 xkyk

= xnyn − x0y0 = Bb−Aa.

(14.136)

Εντελώς όμοια, πάλι από τις (14.134), (14.135) έχουμε

Σ(f ; a, b; ∆) + Σ(f−1;A,B;∆′) = Bb−Aa. (14.137)

Τώρα θεωρούμε τυχόντα ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση∆ του [a, b] ώστε

0 ≤ Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ. (14.138)

Από τις (14.136), (14.137) και (14.138) βρίσκουμε εύκολα ότι

0 ≤ Σ(f−1;A,B;∆′)− Σ(f−1;A,B;∆′) < ϵ. (14.139)

Έχουμε, επιπλέον, και τις σχέσεις

Σ(f ; a, b;∆) ≤
∫ b
a f ≤ Σ(f ; a, b;∆), (14.140)

Σ(f−1;A,B;∆′) ≤
∫ B
A f−1 ≤ Σ(f−1;A,B;∆′). (14.141)

Από τις (14.138), (14.140) βρίσκουμε ότι

0 ≤
∫ b
a f − Σ(f ; a, b;∆) < ϵ (14.142)
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και από τις (14.139), (14.141) ότι

0 ≤ Σ(f−1;A,B;∆′)−
∫ B
A f−1 < ϵ. (14.143)

Αφαιρώντας τις (14.142), (14.143), βρίσκουμε

−ϵ <
( ∫ b

a f +
∫ B
A f−1

)
−

(
Σ(f ; a, b;∆) + Σ(f−1;A,B;∆′)

)
< ϵ,

οπότε η (14.136) δίνει ∣∣( ∫ b
a f +

∫ B
A f−1

)
− (Bb−Aa)

∣∣ < ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται
∫ b
a f +

∫ B
A f−1 = Bb−Aa.

Άσκηση 6.4.2. Έστω [c, d] ⊆ [a, b]. Αν η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ισχύει f(x) ≥ 0 για
κάθε x ∈ [a, b], αποδείξτε ότι

∫ b
a f ≥

∫ d
c f .

Λύση:Μια πρώτη περίπτωση είναι όταν a < c < d < b.
Επειδή ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, c], συνεπάγεται

∫ c
a f ≥ 0.

Ομοίως, επειδή ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [d, b], συνεπάγεται
∫ b
d f ≥ 0.

Άρα ∫ b
a f =

∫ c
a f +

∫ d
c f +

∫ b
d f ≥ 0 +

∫ d
c f + 0 =

∫ d
c f.

Οι άλλες τρεις περιπτώσεις είναι όταν a = c < d < b, a < c < d = b και a = c < d = b και
λύνονται με τον ίδιο τρόπο (και απλούστερα).

Άσκηση 6.4.3. Έστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b]. Αποδείξτε ότι η max{f, g} :
[a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Λύση: Η απόδειξη είναι άμεση από τη σχέση max{f, g} = f+g+|f−g|
2 .

Άσκηση 6.4.4. Αποδείξτε ότι
∫ π
0 (sinx)

n+1 dx ≤
∫ π
0 (sinx)

n dx για κάθε n ∈ N, χωρίς να υπολο-
γίσετε τα ολοκληρώματα.

Λύση: Για κάθε x ∈ [0, π] ισχύει 0 ≤ sinx ≤ 1 και, επομένως, (sinx)n+1 ≤ (sinx)n.

Άσκηση 6.4.5. Χωρίς να βρείτε το ολοκλήρωμα, αποδείξτε ότι 3e−2 ≤
∫ 2
1/2 xe

−x dx ≤ 3
2e
−1.

Λύση:Ησυνάρτηση xe−x έχει παράγωγο e−x−xe−x = (1−x)e−x και άρα είναι γνησίως αύξουσα
στο διάστημα [12 , 1] και γνησίως φθίνουσα στο [1, 2]. Άρα έχει μέγιστη τιμή ίση με 1e

−1 = e−1 και
ελάχιστη τιμή ίση με τον μικρότερο από τους 1

2e
−1/2 και 2e−2, δηλαδή ίση με 2e−2. Άρα ισχύει

2e−2 ≤ xe−x ≤ e−1 για κάθε x ∈ [12 , 2] και, επομένως,

2e−2
(
2− 1

2

)
≤

∫ 2
1/2 xe

−x dx ≤ e−1
(
2− 1

2

)
.

Άσκηση 6.4.7. Βρείτε τα limx→+∞
∫ x+

√
x

x
t

1+t2
dt, limx→0+

1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt.

Λύση: Τα συγκεκριμένα ολοκληρώματα μπορούν να υπολογισθούν ακριβώς. Προτιμάμε, όμως,
στην παρούσα φάση να δούμε πώς θα εκτιμήσουμε τα ολοκληρώματα χωρίς να τα υπολογίσουμε
ακριβώς.
Το πρώτο όριο. Η συνάρτηση t

1+t2
έχει παράγωγο 1−t2

(1+t2)2
η οποία είναι> 0 στο διάστημα (−1, 1)

και < 0 στα διαστήματα (−∞,−1) και (1,+∞). Άρα η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο
διάστημα [−1, 1] και γνησίως φθίνουσα στα (−∞,−1] και [1,+∞).
Επειδή μας ενδιαφέρει το όριο καθώς x → +∞, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι x ≥ 1, οπότε
η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο [x, x +

√
x]. Άρα η ελαχιστη και η μέγιστη τιμή της

συνάρτησης στο διάστημα αυτό είναι οι τιμές της στα άκρα του διαστήματος, και έχουμε ότι ισχύει

x+
√
x

1+(x+
√
x)2

≤ t
1+t2

≤ x
1+x2 για κάθε t ∈ [x, x+

√
x].
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Άρα
x+
√
x

1+(x+
√
x)2

√
x ≤

∫ x+
√
x

x
t

1+t2
dt ≤ x

1+x2

√
x.

Αυτό ισχύει για κάθε x ≥ 1 και τώρα με την ιδιότητα παρεμβολής βρίσκουμε ότι

limx→+∞
∫ x+

√
x

x
t

1+t2
dt = 0.

Το δεύτερο όριο. Επειδή μας ενδιαφέρει το όριο καθώς x → 0+, θεωρούμε ότι 0 < x ≤ 1,
οπότε η συνάρτηση t

1+t2
είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [1 − x, 1] και γνησίως φθίνουσα

στο [1, 1 + x]. Άρα η μέγιστη τιμή της συνάρτησης στο [1 − x, 1 + x] είναι η τιμή της στο 1 και
η ελάχιστη τιμή της στο [1 − x, 1 + x] είναι η μικρότερη από τις τιμές της στα άκρα 1 − x και
1 + x. Με μια απλή σύγκριση βρίσκουμε ότι η μικρότερη από τις δύο τιμές στα άκρα είναι η τιμή
στο 1− x και συμπεραίνουμε ότι, αν 0 < x ≤ 1, τότε ισχύει

1−x
1+(1−x)2 ≤ t

1+t2
≤ 1

2 για κάθε t ∈ [1− x, 1 + x].

Συνεπάγεται ότι ισχύει
1−x

1+(1−x)2 2x ≤
∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt ≤ 1
2 2x

και, επομένως,
1−x

1+(1−x)2 ≤ 1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt ≤ 1
2

για κάθε x με 0 < x ≤ 1.
Από την ιδιότητα παρεμβολής έχουμε ότι

limx→0+
1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt = 1
2 .

Υπάρχει και ένας δεύτερος τρόπος να αποδείξουμε το ίδιο όριο.
Παρατηρούμε ότι, όταν ο x > 0 είναι πολύ κοντά στον 0, τότε το διάστημα [1 − x, 1 + x], το
οποίο περιέχει τον 1, είναι πολύ μικρό, οπότε κάθε t στο διάστημα αυτό είναι περίπου ίσο με 1
και, επομένως, θα ισχύει

t
1+t2

≈ 1
2 .

Άρα, όταν ο x > 0 είναι πολύ κοντα στον 0, θα έχουμε

1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt ≈ 1
2x

∫ 1+x
1−x

1
2 dt =

1
2 . (14.144)

Επομένως, αναμένουμε ότι το ζητούμενο όριο θα είναι ίσο με 1
2 και ξεκινάμε να αποδείξουμε ότι

1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt→ 1
2 όταν x→ 0 + . (14.145)

Τώρα, γράφουμε

1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt− 1
2 = 1

2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt− 1
2x

∫ 1+x
1−x

1
2 dt.

(Πώς σκεφτήκαμε να αντικαταστήσουμε τον αριθμό 1
2 με την παράσταση 1

2x

∫ 1+x
1−x

1
2 dt; Μα κά-

ναμε ήδη τον υπολογισμό πιο πάνω στο τέλος της (14.144).)
Άρα

1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt− 1
2 = 1

2x

∫ 1+x
1−x

(
t

1+t2
− 1

2

)
dt,

οπότε ∣∣ 1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt− 1
2

∣∣ ≤ 1
2x

∫ 1+x
1−x

∣∣ t
1+t2

− 1
2

∣∣ dt. (14.146)

Τώρα κάνουμε πράξεις και βλέπουμε ότι∣∣ t
1+t2

− 1
2

∣∣ = (t−1)2
2(1+t2)

≤ (t−1)2
2 για κάθε t ∈ [1− x, 1 + x],
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οπότε η (14.146) συνεπάγεται∣∣ 1
2x

∫ 1+x
1−x

t
1+t2

dt− 1
2

∣∣ ≤ 1
4x

∫ 1+x
1−x (t− 1)2 dt = 1

4x

∫ x
−x u

2 du = x2

6 .

Άρα αποδείξαμε την (14.145).

Άσκηση 6.4.8. Έστω f, g συνεχείς στο [a, b] και
∫ b
a f =

∫ b
a g. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b)

ώστε f(ξ) = g(ξ).

Λύση: Η συνάρτηση h = f − g είναι συνεχής στο [a, b] και
∫ b
a h = 0.

Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε h(ξ) = 0.
Υποθέτουμε (για άτοπο) ότι ισχύει h(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ (a, b).
Επειδή η h είναι συνεχής στο (a, b), συνεπάγεται ότι είτε ισχύει h(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b) είτε
ισχύει h(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b). Θεωρούμε την πρώτη περίπτωση. Αυτά που ακολουθούν
είναι παρόμοια και στην δεύτερη περίπτωση.
Επειδή η h είναι συνεχής στα a, b και επειδή ισχύει h(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b), συνεπάγεται
h(a) = limx→a+ h(x) ≥ 0 και h(b) = limx→b− h(x) ≥ 0. Άρα ισχύει h(x) ≥ 0 για κάθε
x ∈ [a, b].
Επομένως, επειδή

∫ b
a h = 0, συνεπάγεται ότι ισχύει h(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b] στο οποίο η h

είναι συνεχής. Αυτό είναι άτοπο, διότι η h είναι συνεχής στο [a, b] και έχουμε ότι ισχύει h(x) > 0
για κάθε x ∈ (a, b).
Άρα υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε h(ξ) = 0 και, επομένως, f(ξ) = g(ξ).

Άσκηση 6.4.10. Σχεδιάστε το γράφημα της συνάρτησης x− [x]− 1
2 .

Έστω k ∈ Z. Αποδείξτε ότι
∫ k+1
k (x − [x] − 1

2) dx = 0,
∫ k+(1/2)
k (x − [x] − 1

2) dx = −1
8 και∫ k+1

k+(1/2)(x− [x]− 1
2) dx = 1

8 .

Αποδείξτε ότι −1
8 ≤

∫ b
a (x− [x]− 1

2) dx ≤ 1
8 για κάθε a, b με a < b.

Λύση: Το γράφημα της συνάρτησης βρίσκεται στο σχήμα 36 στην λύση της άσκησης 4.1.3.
Το πρώτο ερώτημα. Αν k ∈ Z, τότε στο διάστημα [k, k + 1] η συνάρτηση x − [x] − 1

2 ταυτίζεται
με την x− k − 1

2 εκτός μόνο στο σημείο k + 1. Άρα∫ k+1
k (x− [x]− 1

2) dx =
∫ k+1
k (x− k − 1

2) dx = 0,∫ k+(1/2)
k (x− [x]− 1

2) dx =
∫ k+(1/2)
k (x− k − 1

2) dx = −1
8 ,∫ k+1

k+(1/2)(x− [x]− 1
2) dx =

∫ k+1
k+(1/2)(x− k − 1

2) dx = 1
8 .

(14.147)

Το δεύτερο ερώτημα. Έστω k ∈ Z και k ≤ a < k + 1 (δηλαδή [a] = k).
Αν k ≤ a ≤ k + 1

2 , τότε, επειδή ισχύει x− [x]− 1
2 ≤ 0 για κάθε x ∈ [k, k + 1

2 ], έχουμε

0 ≥
∫ a
k (x− [x]− 1

2) dx ≥
∫ k+(1/2)
k (x− [x]− 1

2) dx = −1
8 .

Επίσης, αν k + 1
2 ≤ a < k + 1, τότε, επειδή ισχύει x− [x]− 1

2 ≥ 0 για κάθε x ∈ [k + 1
2 , k + 1),

έχουμε

0 ≥
∫ a
k (x− [x]− 1

2) dx = −
∫ k+1
a (x− [x]− 1

2) dx ≥ −
∫ k+1
k+(1/2)(x− [x]− 1

2) dx = −1
8 .

Άρα, σε κάθε περίπτωση ισχύει

0 ≥
∫ a
k (x− [x]− 1

2) dx ≥ −1
8 . (14.148)

Άρα, αν l ∈ Z και l ≤ b < l + 1 (δηλαδή [b] = l), τότε είναι

0 ≤
∫ l+1
b (x− [x]− 1

2) dx = −
∫ b
l (x− [x]− 1

2) dx ≤ 1
8 . (14.149)
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Επειδή a < b, συνεπάγεται k ≤ l και άρα από την (14.147) έχουμε∫ l+1
k (x− [x]− 1

2) dx =
∑l

n=k

∫ n+1
n (x− [x]− 1

2) dx =
∑l

n=k 0 = 0.

Επομένως,∫ b
a (x− [x]− 1

2) dx =
∫ l+1
k (x− [x]− 1

2) dx−
∫ a
k (x− [x]− 1

2) dx−
∫ l+1
b (x− [x]− 1

2) dx

= −
∫ a
k (x− [x]− 1

2) dx−
∫ l+1
b (x− [x]− 1

2) dx,

οπότε από τις (14.148), (14.149) συνεπάγεται

−1
8 ≤

∫ b
a (x− [x]− 1

2) dx ≤ 1
8 .

Άσκηση 6.4.11. [β] Αν 0 < p < 1, αποδείξτε ότι ισχύει 1
(n+1)p ≤

∫ n+1
n

1
xp dx ≤ 1

np για κάθε
n ∈ N.
Αποδείξτε ότι ισχύει 1

(n+1)p ≤ (n+1)1−p−n1−p

1−p ≤ 1
np για κάθε n ∈ N.

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn), όπου xn =
∑n

k=1
1
kp − n1−p

1−p για κάθε n, είναι φθίνουσα και ότι
συγκλίνει.
Αποδείξτε ότι np−1

∑n
k=1

1
kp → 1

1−p .

[ε] Αποδείξτε ότι ισχύει log m+1
n ≤

∑m
k=n

1
k ≤ 1

n + log m
n για κάθε n,m ∈ N με n ≤ m.

Για κάθε p ∈ N, αποδείξτε ότι

1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
pn−1 + 1

pn → log p.

[στ] Θεωρήστε την ακολουθία (yn), όπου yn = 1 − 1
2 + 1

3 − · · · + (−1)n−1 1
n για κάθε n. Στην

ενότητα 2.5 αποδείξαμε ότι η (yn) συγκλίνει. Αν xn =
∑n

k=1
1
k − logn για κάθε n, αποδείξτε ότι

ισχύει y2n = x2n − xn + log 2 για κάθε n και, κατόπιν, ότι y2n → log 2. Συμπεράνατε ότι

1− 1
2 + 1

3 − · · ·+ (−1)n−1 1
n → log 2.

Λύση: [β] Ισχύει 1
(n+1)p ≤ 1

xp ≤ 1
np για κάθε x ∈ [n, n+ 1] και άρα

1
(n+1)p ≤

∫ n+1
n

1
xp dx ≤ 1

np .

Μετα από υπολογισμό του ολοκληρώματος έχουμε

1
(n+1)p ≤ (n+1)1−p−n1−p

1−p ≤ 1
np . (14.150)

Τώρα,

xn+1 − xn =
(∑n+1

k=1
1
kp − (n+1)1−p

1−p
)
−

(∑n
k=1

1
kp − n1−p

1−p
)

= 1
(n+1)p − (n+1)1−p−n1−p

1−p ≤ 0

λόγω της αριστερής ανισότητας (14.150). Άρα η (xn) είναι φθίνουσα.
Τώρα γράφουμε τις δεξιές ανισότητες (14.150) με k αντί n και αθροίζουμε για k = 1, . . . , n και
βρίσκουμε

(n+1)1−p−11−p

1−p ≤ xn + n1−p

1−p

και άρα
− 1

1−p ≤ xn.

Άρα η (xn) είναι, εκτός από φθίνουσα, κάτω φραγμένη και άρα συγκλίνει.
Τέλος, είναι

np−1
∑n

k=1
1
kp = np−1xn + 1

1−p → 1
1−p .
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[ε] Για k ∈ N ισχύει 1
k+1 ≤ 1

x ≤ 1
k για κάθε x ∈ [k, k + 1] και άρα

1
k+1 ≤

∫ k+1
k

1
x dx ≤ 1

k ,

οπότε
1

k+1 ≤ log(k + 1)− log k ≤ 1
k .

Αθροίζοντας τις αριστερές ανισότητες για k = n, . . . ,m − 1 και τις δεξιές ανισότητες για k =
n, . . . ,m, βρίσκουμε

log m+1
n ≤

∑m
k=n

1
k ≤ 1

n + log m
n .

Γράφοντας την τελευταία σχέση με n+ 1 αντί n και με pn αντίm, βρίσκουμε

log pn+1
n+1 ≤ 1

n+1 + 1
n+2 + · · ·+ 1

pn−1 + 1
pn ≤ 1

n+1 + log pn
n+1 .

Από την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
pn−1 + 1

pn → log p.
[στ] Έχουμε

y2n = 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · ·+ 1

2n−1 − 1
2n

= 1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · ·+ 1

2n−1 + 1
2n − 2

(
1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2n

)
= 1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + · · ·+ 1
2n−1 + 1

2n −
(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n

)
= 1

n+1 + 1
n+2 · · ·+

1
2n .

(14.151)

Από το αποτέλεσμα του [ε] με p = 2 βρίσκουμε ότι y2n → log 2.
Τέλος, y2n−1 = y2n + 1

2n → log 2 + 0 = log 2.
Άρα yn → log 2.
Τέλος, από την (14.151) συνεπάγεται

y2n = 1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · ·+ 1

2n−1 + 1
2n −

(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n

)
= x2n + log(2n)− xn − logn = x2n − xn + log 2.

Άσκηση 6.4.12. Έστω f : [a, b] → R και ότι ισχύει |f(x′) − f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′| για κάθε
x′, x′′ ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ d

c f(x) dx− f(d)(d− c)
∣∣ ≤M (d−c)2

2 για κάθε [c, d] ⊆ [a, b].

Αποδείξτε ότι
∣∣ ∫ b

a f(x) dx − b−a
n

∑n
k=1 f(a + k b−a

n )
∣∣ ≤ M(b−a)2

2n για κάθε n και, επομένως, ότι
b−a
n

∑n
k=1 f(a+ k b−a

n ) →
∫ b
a f(x) dx.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε ότι∣∣ ∫ d
c f(x) dx− f(d)(d− c)

∣∣ = ∣∣ ∫ d
c (f(x)− f(d)) dx

∣∣ ≤ ∫ d
c |f(x)− f(d)| dx

≤M
∫ d
c (d− x) dx =M (d−c)2

2 .

Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε τους xk = a + k b−a
n για k = 0, 1, . . . n και εφαρμόζουμε την

προηγούμενη ανισότητα στο διάστημα [xk−1, xk] για k = 1, . . . n. Βρίσκουμε ότι∣∣ ∫ xk

xk−1
f(x) dx− f(xk)

b−a
n

∣∣ ≤M (b−a)2
2n2 για κάθε k = 1, . . . n.

Αθροίζουμε αυτές τις ανισότητες και έχουμε ότι∣∣ ∫ b
a f(x) dx− b−a

n

∑n
k=1 f(xk)

∣∣ = ∣∣∑n
k=1

( ∫ xk

xk−1
f(x) dx− f(xk)

b−a
n

)∣∣
≤

∑n
k=1

∣∣ ∫ xk

xk−1
f(x) dx− f(xk)

b−a
n

∣∣
≤

∑n
k=1M

(b−a)2
2n2 = M(b−a)2

2n .

699



Άρα b−a
n

∑n
k=1 f(xk) →

∫ b
a f(x) dx.

Άσκηση 6.4.13.Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε: limx→ξ+

∫ x
ξ f(t) dt = 0

για κάθε ξ ∈ [a, b).

Λύση: Η f είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε υπάρχει M ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ [a, b].
Άρα ισχύει |

∫ x
ξ f | ≤M(x− ξ), αν a ≤ ξ < x ≤ b, και, επομένως, limx→ξ+

∫ x
ξ f = 0.

Άσκηση 6.4.14. [α] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω η g : [a+c, b+c] → R
με τύπο g(x) = f(x − c) για κάθε x ∈ [a + c, b + c]. Αποδείξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιμη στο
[a+ c, b+ c] και

∫ b+c
a+c g(x) dx =

∫ b
a f(x) dx ή, ισοδύναμα,

∫ b+c
a+c f(x− c) dx =

∫ b
a f(x) dx.

[β] Έστω f : R → R περιοδική με περίοδο τ > 0, δηλαδή ισχύει f(x + τ) = f(x) για κάθε x.
Έστω ότι υπάρχει κ ώστε η f να είναι ολοκληρώσιμη στο διάστημα [κ, κ+ τ ].
Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] για κάθε a, b με a < b.
Αποδείξτε ότι

∫ b
a f(x) dx =

∫ b+τ
a+τ f(x) dx και

∫ a+τ
a f(x) dx =

∫ b+τ
b f(x) dx για κάθε a, b με

a < b.

Λύση: [α] Έστω τυχών ϵ > 0.
Τότε υπάρχει διαμέριση∆′ = {a = x0

′, . . . , xn
′ = b} του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆′)− Σ(f ; a, b; ∆′) < ϵ. (14.152)

Κατόπιν, θεωρούμε τη διαμέριση ∆ του [a + c, b + c] η οποία προκύπτει από τη ∆′ παίρνοντας
xk = xk

′ + c για k = 0, . . . , n. Για τις γνωστές ποσότητες uk ′, lk ′ της f στο [xk−1
′, xk

′] και τις
αντίστοιχες uk, lk της g στο [xk−1, xk] ισχύουν οι σχέσεις

uk = uk
′, lk = lk

′ για κάθε k = 1, . . . , n. (14.153)

Πράγματι, είναι

uk = sup{g(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} = sup{f(x− c) |xk−1 ≤ x ≤ xk}
= sup{f(x) |xk−1 ≤ x+ c ≤ xk} = sup{f(x) |xk−1′ ≤ x ≤ xk

′} = uk
′

και με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται η δεύτερη ισότητα (14.153).
Από τις (14.153) συνεπάγεται

Σ(g; a+c, b+c;∆) =
∑n

k=1 uk(xk−xk−1) =
∑n

k=1 uk
′(xk

′−xk−1′) = Σ(f ; a, b;∆′) (14.154)

και, ομοίως,
Σ(g; a+ c, b+ c; ∆) = Σ(f ; a, b;∆′). (14.155)

Από τις (14.152), (14.154), (14.155) συνεπάγεται

Σ(g; a+ c, b+ c; ∆)− Σ(g; a+ c, b+ c;∆) = Σ(f ; a, b;∆′)− Σ(f ; a, b;∆′) < ϵ

και άρα η g είναι ολοκληρώσιμη στο [a+ c, b+ c].
Τώρα, έχουμε και τις σχέσεις

Σ(f ; a, b;∆′) ≤
∫ b
a f ≤ Σ(f ; a, b;∆′), Σ(g; a+ c, b+ c;∆) ≤

∫ b+c
a+c g ≤ Σ(g; a+ c, b+ c; ∆).

Από αυτές και από τις (14.152), (14.154), (14.155) συνεπάγεται∣∣ ∫ b+c
a+c g −

∫ b
a f

∣∣ < ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται
∫ b+c
a+c g =

∫ b
a f .

[β] Το πρώτο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του [α] στα διαστήματα [κ, κ+ τ ] και [κ+
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nτ, κ + (n + 1)τ ] με n ∈ Z και στις αντίστοιχες συναρτήσεις f(x) στο πρώτο διάστημα και
g(x) = f(x− nτ) = f(x) στο δεύτερο διάστημα και βρίσκουμε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο
[κ+ nτ, κ+ (n+ 1)τ ] για κάθε n ∈ Z και ότι∫ κ+(n+1)τ

κ+nτ f =
∫ κ+τ
κ f για κάθε n ∈ Z.

Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε n,m ∈ Z ώστε κ + nτ ≤ a και b < κ + (m + 1)τ . Τότε είναι
n ≤ m και το [a, b] περιέχεται στο διάστημα [κ + nτ, κ + (m + 1)τ ], το οποίο είναι η ένωση
των διαδοχικών διαστημάτων [κ + nτ, κ + (n + 1)τ ], . . . , [κ + mτ, κ + (m + 1)τ ]. Η f είναι
ολοκληρώσιμη σε καθένα από αυτά τα διαστήματα, οπότε είναι ολοκληρώσιμη και στην ένωσή
τους και, επομένως, και στο [a, b].
Το τρίτο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του [α] στα διαστήματα [a, b] και [a + τ, b + τ ]
και στις αντίστοιχες συναρτήσεις f(x) στο πρώτο διάστημα και g(x) = f(x − τ) = f(x) στο
δεύτερο διάστημα και έχουμε ότι ∫ b+τ

a+τ f =
∫ b
a f.

Τέλος, έχουμε ότι∫ a+τ
a f +

∫ b+τ
a+τ f =

∫ b+τ
a f =

∫ b
a f +

∫ b+τ
b f =

∫ b+τ
a+τ f +

∫ b+τ
b f

και άρα
∫ a+τ
a f =

∫ b+τ
b f .

Άσκηση 6.4.15. [α] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν
∫ b
a f(x)g(x) dx = 0 για

κάθε συνάρτηση g : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b], αποδείξτε ότι η f μηδενίζεται σε κάθε
σημείο συνέχειάς της. Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στο [a, b], τότε ισχύει f(x) = 0 για κάθε
x ∈ [a, b].
[β] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν

∫ b
a f(x)g(x) dx = 0 για κάθε συνάρτηση

g : [a, b] → R συνεχή στο [a, b] με g(a) = g(b) = 0, αποδείξτε ότι η f μηδενίζεται σε κάθε σημείο
συνέχειάς της. Ειδικώτερα, αν η f είναι συνεχής στο [a, b], τότε ισχύει f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Λύση: [α] Αφού ισχύει
∫ b
a fg = 0 για κάθε g ολοκληρώσιμη στο [a, b] και η f είναι ολοκληρώσιμη

στο [a, b], συνεπάγεται ότι ισχύει
∫ b
a f

2 = 0.
[β] Έστω ότι η f είναι συνεχής στον ξ ∈ [a, b] και f(ξ) > 0.
Τότε υπάρχει [c, d] ⊆ [a, b] ώστε d − c > 0, ξ ∈ [c, d] και ώστε να ισχύει f(x) ≥ f(ξ)

2 για κάθε
x ∈ [c, d].
Θεωρούμε την τριγωνική συνάρτηση g η οποία μηδενίζεται στα [a, c] και [d, b], έχει τιμή 1 στο
σημείο c+d

2 και είναι αφφινική στο [c, c+d
2 ] και αφφινική στο [ c+d

2 , d]. Η g είναι συνεχής στο [a, b]
και ισχύει g(a) = g(b) = 0. Από την υπόθεση συνεπάγεται

∫ b
a fg = 0.

Όμως, ∫ b
a fg =

∫ d
c fg ≥ f(ξ)

2

∫ d
c g > 0

και καταλήγουμε σε άτοπο.
Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο αν f(ξ) < 0 και συμπεραίνουμε ότι η f μηδενίζεται σε
κάθε σημείο συνέχειάς της.

Άσκηση 6.4.16. Δείτε την άσκηση 6.3.2.
Έστω f : [0,+∞) → R γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [0,+∞), f(0) = 0 και έστω ότι
limx→+∞ f(x) = +∞. Το σύνολο τιμών της f είναι το [0,+∞) και η αντίστροφη συνάρτηση
f−1 : [0,+∞) → [0,+∞) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι ab ≤

∫ a
0 f(x) dx +

∫ b
0 f
−1(y) dy για κάθε a, b > 0 και ότι η ισότητα ισχύει αν και

μόνο αν f(a) = b.
Εφαρμόστε το αποτέλεσμα αυτό στη συνάρτηση xp−1 με p > 1 για να αποδείξετε την ανισότητα του
Young στην άσκηση 5.4.21 (και στην άσκηση 5.5.38).
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Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 6.3.2 συνεπάγεται η ισότητα∫ a
0 f +

∫ f(a)
0 f−1 = af(a). (14.156)

Τώρα, έστω f(a) < b. Επειδή η f−1 είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [f(a), b], ισχύει
f−1(y) > f−1(f(a)) = a για κάθε y ∈ (f(a), b]. Επομένως, είναι∫ b

f(a) f
−1 > a(b− f(a)),

οπότε από την (14.156) συνεπάγεται∫ a
0 f +

∫ b
0 f
−1 =

∫ a
0 f +

∫ f(a)
0 f−1 +

∫ b
f(a) f

−1 > af(a) + a(b− f(a)) = ab.

Τέλος, έστω f(a) > b. Επειδή η f−1 είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [b, f(a)], ισχύει
f−1(y) < f−1(f(a)) = a για κάθε y ∈ [b, f(a)). Επομένως, είναι∫ f(a)

b f−1 < a(f(a)− b),

οπότε από την (14.156) συνεπάγεται∫ a
0 f +

∫ b
0 f
−1 =

∫ a
0 f +

∫ f(a)
0 f−1 −

∫ f(a)
b f−1 > af(a)− a(f(a)− b) = ab.

Το δεύτερο ερώτημα. Αν p > 1 και 1
p + 1

q = 1, τότε η xp−1 έχει αντίστροφη συνάρτηση την yq−1.
Άρα για κάθε a, b > 0 ισχύει

ab ≤
∫ a
0 x

p−1 dx+
∫ b
0 y

q−1 dy = 1
pa

p + 1
q b

q

και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν b = ap−1 ή, ισοδύναμα, bq = ap.

Άσκηση 6.4.18. Έστω f, g : [a, b] → [0,+∞) συνεχείς στο [a, b] και p, q > 1 ώστε 1
p + 1

q = 1.
[α] Αποδείξτε την ανισότητα του Hölder για ολοκληρώματα:∫ b

a f(x)g(x) dx ≤
( ∫ b

a (f(x))
p dx

)1/p( ∫ b
a (g(x))

q dx
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει s(f(x))p = t(g(x))q για κάθε x ∈ [a, b].
Επειδή 1

2 + 1
2 = 1, η πολύ σημαντική ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky,∫ b

a f(x)g(x) dx ≤
( ∫ b

a (f(x))
2 dx

)1/2( ∫ b
a (g(x))

2 dx
)1/2

,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.
[β] Αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski για ολοκληρώματα:( ∫ b

a (f(x) + g(x))p dx
)1/p ≤ ( ∫ b

a (f(x))
p dx

)1/p
+

( ∫ b
a (g(x))

p dx
)1/p

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sf(x) = tg(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Υπόδειξη: [α] Έστω A = (
∫ b
a (f(x))

p dx)
1
p και B = (

∫ b
a (g(x))

q dx)
1
q . Αν A = 0 ή B = 0,

η ανισότητα είναι προφανής. Αν A,B ̸= 0, εφαρμόστε την ανισότητα του Young της άσκησης
5.4.21 σε κάθε ζεύγος f(x)

A , g(x)
B . Ειδικά για την ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky έχουμε

άλλους δύο τρόπους.
Πρώτος τρόπος: Αποδείξτε ότι( ∫ b

a (f(x))
2 dx

)
t2 +

(
2
∫ b
a f(x)g(x) dx

)
t+

( ∫ b
a (g(x))

2 dx
)
=

∫ b
a (tf(x) + g(x))2 dx ≥ 0
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για κάθε t.
Δεύτερος τρόπος: Αποδείξτε ότι∫ b

a (f(x))
2 dx

∫ b
a (g(x))

2 dx−
( ∫ b

a f(x)g(x) dx
)2

= 1
2

∫ b
a

( ∫ b
a (f(t)g(s)− g(t)f(s))2 ds

)
dt.

[β] Γράψτε
∫ b
a (f(x) + g(x))p dx =

∫ b
a f(x)(f(x) + g(x))p−1 dx+

∫ b
a g(x)(f(x) + g(x))p−1 dx

και εφαρμόστε την ανισότητα του Hölder σε καθένα από τα
∫ b
a f(x)(f(x) + g(x))p−1 dx και∫ b

a g(x)(f(x) + g(x))p−1 dx.

Άσκηση 6.4.19. [α]Έστω f : [a, b] → [c, d] συνεχής στο [a, b] και g : [c, d] → R κυρτή και συνεχής
στο [c, d]. Αποδείξτε την ανισότητα του Jensen για ολοκληρώματα: g

(
E(f ; a, b)

)
≤ E(g ◦ f ; a, b)

ή, ισοδύναμα, g
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
≤ 1

b−a
∫ b
a g(f(x)) dx.

Αν η g είναι, επιπλέον, γνησίως κυρτή στο [c, d], αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν η f
είναι σταθερή στο [a, b].

Λύση: Έστω η = E(f ; a, b) = 1
b−a

∫ b
a f(x) dx.

Ισχύει c ≤ f(x) ≤ d για κάθε x ∈ [a, b], οπότε c(b− a) ≤
∫ b
a f(x) dx ≤ d(b− a) ή, ισοδύναμα,

c ≤ η ≤ d.
Τώρα, έχουμε δύο περιπτώσεις.
Αν η = c ή η = d, τότε η συνεχής f είναι σταθερή c ή d, αντιστοίχως, στο [a, b]. Δηλαδή, η f
είναι σταθερή η στο [a, b] και, επομένως, και η g ◦ f είναι σταθερή g(η) στο [a, b]. Άρα η σχέση
g
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
≤ 1

b−a
∫ b
a g(f(x)) dx γράφεται g(η) ≤ g(η) και ισχύει ως ισότητα.

Αν c < η < d, τότε υπάρχει ευθεία στήριξης από κάτω του γραφήματος της g στο σημείο (η, g(η)).
Δηλαδή, υπάρχει αριθμόςµώστε να ισχύει g(y) ≥ µ(y−η)+g(η) για κάθε y ∈ [c, d]. Συνεπάγεται
ότι ισχύει g(f(x)) ≥ µ(f(x)− η) + g(η) για κάθε x ∈ [a, b] και άρα∫ b

a g(f(x)) dx ≥ µ
∫ b
a (f(x)− η) dx+ g(η)(b− a)

= µ
( ∫ b

a f(x) dx− η(b− a)
)
+ g(η)(b− a) = g(η)(b− a).

(14.157)

Από αυτήν την σχέση συνεπάγεται η g
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
≤ 1

b−a
∫ b
a g(f(x)) dx.

Έστω ότι η g είναι γνησίως κυρτή στο [c, d] και έστω ότι ισχύει η ισότητα g
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
=

1
b−a

∫ b
a g(f(x)) dx, δηλαδή η

∫ b
a g(f(x)) dx = g(η)(b− a).

Είδαμε ότι, αν η = c ή η = d, τότε η f είναι σταθερή στο [a, b].
Αν c < η < d, τότε από την (14.157) συνεπάγεται ότι ισχύει η ισότητα∫ b

a g(f(x)) dx = µ
∫ b
a (f(x)− η) dx+ g(η)(b− a).

Επομένως, ισχύει g(f(x)) = µ(f(x)−η)+g(η) για κάθε x ∈ [a, b] και, επειδή η ευθεία στήριξης
από κάτω του γραφήματος της g στο σημείο (η, g(η)) είναι γνήσια ευθεία στήριξης, συνεπάγεται
ότι ισχύει f(x) = η για κάθε x ∈ [a, b].
Άρα σε κάθε περίπτωση η f είναι σταθερή στο [a, b].

Άσκηση 6.4.20. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και έστω ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε
x ∈ [a, b]. Aν u = max{f(x) | a ≤ x ≤ b} αποδείξτε ότι

( ∫ b
a (f(x))

n dx
)1/n → u.

Λύση: Αν u = 0, τότε η f είναι σταθερή 0 στο [a, b] και άρα
( ∫ b

a (f(x))
n dx

)1/n
= 0 → 0.

Τώρα, έστω u > 0.
Υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε f(ξ) = u > 0 και, θεωρώντας ϵ > 0 με ϵ ≤ 2u, από τη συνέχεια της f
στον ξ συνεπάγεται ότι υπάρχει [c, d] ⊆ [a, b] με d− c > 0 και ξ ∈ [c, d] και ώστε να ισχύει

u− ϵ
2 < f(x) για κάθε x ∈ [c, d]. (14.158)

Επίσης, επειδή (d− c)1/n → 1 όταν n→ +∞, συνεπάγεται ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

1− ϵ
2u < (d− c)1/n για κάθε n ≥ n0. (14.159)
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Τώρα, χρησιμοποιώντας τις (14.158), (14.159), το ότι η f είναι≥ 0 στα διαστήματα [a, c] και [d, b]
και το ότι η f είναι ≤ u στο [a, b], βρίσκουμε

u ≥
( ∫ b

a (f(x))
n dx

)1/n ≥
( ∫ d

c (f(x))
n dx

)1/n ≥
(
u− ϵ

2

)(
1− ϵ

2u

)
> u− ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα
( ∫ b

a (f(x))
n dx

)1/n → u.

Άσκηση 6.4.21. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και έστω ότι ισχύει |f(x)| ≤ κ
∫ x
a |f(t)| dt

για κάθε x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή 0 στο [a, b].

Λύση: ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].
Θα αποδείξουμε με την αρχή της επαγωγής ότι ισχύει

|f(x)| ≤M κn(x−a)n
n! για κάθε x ∈ (a, b] και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. (14.160)

Είναι προφανές ότι η (14.160) ισχύει για n = 0.
Έστω ότι η (14.160) ισχύει για κάποιον n ≥ 0. Τότε

|f(x)| ≤ κ
∫ x
a |f(t)| dt ≤M κn+1

n!

∫ x
a (t− a)n dt =M κn+1(x−a)n+1

(n+1)! για κάθε x ∈ (a, b].

Άρα η (14.160) αποδείχτηκε.
Τώρα, με σταθερό αλλά τυχόντα x ∈ (a, b], παίρνουμε όριο όταν n → +∞ στην (14.160) και
βρίσκουμε ότι ισχύει |f(x)| = 0 και άρα f(x) = 0. Λόγω συνέχειας της f , ισχύει και f(0) = 0.
Σχόλιο. Το όριο κn(x−a)n

n! → 0 αποδεικνύεται με το κριτήριο λόγου.

Άσκηση 6.4.22. Αν η f : [0, 1] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και συνεχής στον 0, αποδείξτε
ότι

∫ 1
0 f(x

n) dx→ f(0).

Λύση: ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [0, 1].
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 με ϵ ≤ 2M και τότε, λόγω συνέχειας της f στον 0, υπάρχει δ > 0 ώστε
να ισχύει

|f(x)− f(0)| ≤ ϵ
2 για κάθε x ∈ [0, δ]. (14.161)

Επειδή (1− ϵ
4M )n → 0, συνεπάγεται ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει(

1− ϵ
4M

)n ≤ δ για κάθε n ≥ n0. (14.162)

Από τις (14.161), (14.162) και από το ότι η |f | είναι ≤ M στο [0, 1] συνεπάγεται ότι για κάθε
n ≥ n0 ισχύει∣∣ ∫ 1

0 f(x
n) dx− f(0)

∣∣ ≤ ∫ 1
0 |f(xn)− f(0)| dx

=
∫ 1− ϵ

4M
0 |f(xn)− f(0)| dx+

∫ 1
1− ϵ

4M
|f(xn)− f(0)| dx

≤
∫ 1− ϵ

4M
0

ϵ
2 dx+

∫ 1
1− ϵ

4M
2M dx

≤ ϵ
2

(
1− ϵ

4M

)
+ 2M ϵ

4M < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα
∫ 1
0 f(x

n) dx→ f(0).

Άσκηση 6.4.23. [α] Έστω f, g : [a, b] → R φραγμένες στο [a, b]. Αποδείξτε ότι
∫ b

a
f(x) dx +∫ b

a
g(x) dx ≤

∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx ≤

∫ b

a(f(x) + g(x)) dx ≤
∫ b

af(x) dx+
∫ b

ag(x) dx.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε τις (6.12) και (6.13) και το αποτέλεσμα της άσκησης 1.2.16[γ].

Άσκηση 6.4.24. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R και ξ0, . . . , ξm ώστε a = ξ0 < · · · < ξm = b
και ώστε η f να είναι συνεχής στο (ξk−1, ξk) για κάθε k = 1, . . . ,m. Αποδείξτε ότι η f είναι
ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Προσέξτε: μπορεί να μην υπάρχουν τα πλευρικά όρια στους ξk.
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Υπόδειξη: Εφαρμόστε το αποτέλεσμα της άσκησης 6.2.7.

Άσκηση 6.4.25. Έστω η f : [0, 1] → R, f(x) =

{
(−1)[1/x], αν 0 < x ≤ 1

0, αν x = 0
Αποδείξτε ότι η f

είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και υπολογίστε το
∫ 1
0 f(x) dx.

Λύση: Ισχύει |f(x) = | ± 1| = 1 για κάθε x ∈ (0, 1] και f(0) = 0. Άρα η f είναι φραγμένη στο
[0, 1].
Σε κάθε διάστημα ( 1

n+1 ,
1
n ] με n ∈ N η f είναι σταθερή (−1)n. Άρα, αν πάρουμε οποιονδήποτε

c ∈ (0, 1] και βρούμε τον n για τον οποίο είναι 1
n+1 < c ≤ 1

n , τότε έχουμε ότι η f είναι σταθερή
σε καθένα από τα διαστήματα [c, 1n ], (

1
n ,

1
n−1 ], . . . , (

1
2 , 1]. Δηλαδή, η f είναι τμηματικά σταθερή

και άρα ολοκληρώσιμη στο [c, 1].
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 6.2.7 συνεπάγεται ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και ότι∫ 1

0 f = limc→0+

∫ 1
c f.

Τώρα, θεωρώντας την ακολουθία ( 1
n+1) έχουμε ότι∫ 1

1/(n+1) f →
∫ 1
0 f. (14.163)

Όμως,∫ 1
1/(n+1) f =

∑n
k=1

∫ 1/k
1/(k+1) f =

∑n
k=1(−1)k

(
1
k − 1

k+1

)
=

∑n
k=1

( (−1)k
k + (−1)k+1

k+1

)
=

∑n
k=1

(−1)k
k +

∑n
k=1

(−1)k+1

k+1 =
∑n

k=1
(−1)k

k +
∑n+1

k=2
(−1)k

k

= 2
∑n

k=1
(−1)k

k + 1 + (−1)n+1

n+1 → −2 log 2 + 1,

όπου για το όριο στο τέλος χρησιμοποιήσαμε το αποτέλεσμα της άσκησης 6.4.11[στ].
Άρα από την (14.163) συνεπάγεται ότι

∫ 1
0 f = 1− 2 log 2 = log e

4 .

Άσκηση 6.4.26. [α] Αποδείξτε ότι η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο
αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν τμηματικά σταθερές συναρτήσεις g, h : [a, b] → R ώστε να ισχύει
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και

∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx < ϵ.

[β] Έστω ότι η f : [a, b] → R είναι τμηματικά σταθερή. Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν
g, h : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx < ϵ.

[γ] Αποδείξτε ότι η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0
υπάρχουν g, h : [a, b] → R συνεχείς στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε
x ∈ [a, b] και

∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx < ϵ.

Λύση: Έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν συναρτήσεις g, h : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b]
ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και

∫ b
a h−

∫ b
a g < ϵ.

Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και έχουμε ότι υπάρχουν συναρτήσεις g, h ολοκληρώσιμες στο [a, b]
ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και∫ b

a h−
∫ b
a g <

ϵ
2 . (14.164)

Κατόπιν, υπάρχουν διαμερίσεις ∆′,∆′′ του [a, b] ώστε να ισχύει

Σ(g; a, b;∆′)− Σ(g; a, b; ∆′) < ϵ
4 , Σ(h; a, b;∆′′)− Σ(h; a, b;∆′′) < ϵ

4 .

Θεωρούμε την κοινή εκλέπτυνση ∆ = ∆′ ∪∆′′ και έχουμε

Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b;∆) < ϵ
4 , Σ(h; a, b; ∆)− Σ(h; a, b;∆) < ϵ

4 . (14.165)
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Έχουμε και τις

Σ(g; a, b;∆) ≤
∫ b
a g ≤ Σ(g; a, b;∆), Σ(h; a, b;∆) ≤

∫ b
a h ≤ Σ(h; a, b;∆). (14.166)

Από τις (14.164), (14.165), (14.166) συνεπάγεται

Σ(h; a, b;∆)− Σ(g; a, b; ∆) =
(
Σ(h; a, b;∆)−

∫ b
a h

)
+
( ∫ b

a h−
∫ b
a g

)
+

( ∫ b
a g − Σ(g; a, b;∆)

)
< ϵ

4 + ϵ
2 + ϵ

4 = ϵ.

(14.167)

Από την απόδειξη της άσκησης 6.2.6 (δείτε τη σχέση μετά από την (14.127)) και από το ότι ισχύει
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] συμπεραίνουμε ότι

Σ(g; a, b; ∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(f ; a, b;∆) ≤ Σ(h; a, b;∆). (14.168)

Από τις (14.167), (14.168) συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆) − Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ και άρα η f είναι ολο-
κληρώσιμη στο [a, b].
Αυτό το οποίο αποδείξαμε απαντά στην μία κατεύθυνση των ισοδυναμιών στα [α] και [γ], αφού
οι τμηματικά σταθερές και οι συνεχείς συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες. Επομένως, απομένει να
αποδείξουμε το [β] και την αντίστροφη κατεύθυνση των ισοδυναμιών στα [α] και [γ].
[α] Έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω τυχών ϵ > 0.
Τότε υπάρχει διαμέριση∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) < ϵ. (14.169)

Αν lk, uk είναι οι γνωστές ποσότητες για το διάστημα [xk−1, xk], τότε ισχύει lk ≤ f(x) ≤ uk για
κάθε x ∈ [xk−1, xk].
Τώρα, σχηματίζουμε δύο τμηματικά σταθερές συναρτήσεις g, h στο [a, b] ως εξής. Στο [a, x1)
ορίζουμε σταθερές g(x) = l1 και h(x) = u1. Στο (xn−1, b] ορίζουμε σταθερές g(x) = ln και
h(x) = un. Για κάθε k = 2, . . . , n− 1, στο (xk−1, xk) ορίζουμε σταθερές g(x) = lk και h(x) =
uk. Τέλος, για κάθε k = 2, . . . , n − 1, στο σημείο xk ορίζουμε g(xk) = max{lk, lk+1} και
h(xk) = min{uk, uk+1}.
Είναι εύκολο να δει κάποιος ότι ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και ότι∫ b

a g =
∑n

k=1

∫ xk

xk−1
g =

∑n
k=1 lk(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b;∆)∫ b

a h =
∑n

k=1

∫ xk

xk−1
h =

∑n
k=1 uk(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b;∆).

Άρα από την (14.169) συνεπάγεται ότι
∫ b
a h−

∫ b
a g < ϵ.

[β] Η f είναι τμηματικά σταθερή, οπότε υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} και
αριθμοί c1, . . . , cn ώστε να είναι f(x) = ck σε κάθε ανοικτό διάστημα (xk−1, xk).
Έστω τυχών ϵ > 0.
Τώρα θεωρούμε μικρά διαστήματα

[a = x0, η0], [ξ1, η1], . . . , [ξn−1, ηn−1], [ξn, xn = b]

έτσι ώστε να είναι ανά δύο ξένα και κάθε [ξk, ηk] να περιέχει τον xk ως εσωτερικό του σημείο.
Πόσο μικρά θεωρούμε αυτά τα διαστήματα; Φροντίζουμε να έχουν το καθένα μήκος < ϵ

4(n+1)M ,
όπου οM > 0 είναι τέτοιος ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].
Αυτομάτως, δημιουργούνται και τα “συμπληρωματικά” διαστήματα

[η0, ξ1], [η1, ξ2], . . . , [ηn−2, ξn−1], [ηn−1, ξn].
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Παρατηρήστε ότι κάθε [ηk−1, ξk] περιέχεται στο αντίστοιχο ανοικτό (xk−1, xk).
Κατόπιν, θα ορίσουμε μια συνεχή συνάρτηση h στο [a, b] ώστε να ισχύει f(x) ≤ h(x) για κάθε
x ∈ [a, b] και ∫ b

a h−
∫ b
a f <

ϵ
2 . (14.170)

Σε κάθε “συμπληρωματικό” διάστημα [ηk−1, ξk] ορίζουμε σταθερή h(x) = ck. Παρατηρήστε ότι,
επειδή το [ηk−1, ξk] περιέχεται στο (xk−1, xk), η h ταυτίζεται με την f στο διάστημα αυτό.
Αν f(x0) ≤ c1, τότε στο διάστημα [x0, η0] ορίζουμε σταθερή h(x) = c1. Αν, όμως, c1 < f(x0),
τότε στο διάστημα [x0, η0] ορίζουμε την h να είναι αφφινική με h(x0) = f(x0) και h(η0) = c1.
Αν f(xn) ≤ cn, τότε στο διάστημα [ξn, xn] ορίζουμε σταθερή h(x) = cn. Αν, όμως, cn < f(xn),
τότε στο διάστημα [ξn, xn] ορίζουμε την h να είναι αφφινική με h(ξn) = cn και h(xn) = f(xn).
Τώρα, για κάθε k = 1, . . . , n−1 θα ορίσουμε την h στο διάστημα [ξk, ηk] ως εξής. Αν ck ≤ ck+1

και f(xk) ≤ ck+1, τότε ορίζουμε την h να είναι αφφινική στο διάστημα [ξk, xk] με h(ξk) = ck
και h(xk) = ck+1 και να είναι σταθερή h(x) = ck+1 στο διάστημα [xk, ηk]. Αν ck+1 ≤ ck και
f(xk) ≤ ck, τότε ορίζουμε την h να είναι αφφινική στο διάστημα [xk, ηk] με h(xk) = ck και
h(ηk) = ck+1 και να είναι σταθερή h(x) = ck στο διάστημα [ξk, xk]. Τέλος, αν ck < f(xk) και
ck+1 < f(xk), τότε ορίζουμε την h να είναι αφφινική στο διάστημα [ξk, xk] με h(ξk) = ck και
h(xk) = f(xk) και να είναι αφφινική στο διάστημα [xk, ηk] με h(xk) = f(xk) και h(ηk) = ck+1.
Από τον τρόπο που ορίσαμε την h είναι φανερό ότι αυτή είναι συνεχής στο [a, b] και ότι ισχύει
f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b].
Είναι φανερό, επίσης, ότι σε καθένα από τα [a = x0, η0], [ξ1, η1], . . . , [ξn−1, ηn−1], [ξn, xn = b]
ισχύει h(x)− f(x) ≤ 2M . Άρα∫ b

a h−
∫ b
a f =

∫ b
a (h− f) =

∫ η0
x0

(h− f) +
∑n−1

k=1

∫ ηk
ξk

(h− f) +
∫ xn

ξn
(h− f)

≤ 2M(η0 − x0) +
∑n−1

k=1 2M(ηk − ξk) + 2M(xn − ξn)

< 2M(n+ 1) ϵ
4(n+1)M = ϵ

2 .

Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε συνεχή συνάρτηση g στο [a, b] ώστε να ισχύει g(x) ≤
f(x) για κάθε x ∈ [a, b] και ∫ b

a f −
∫ b
a g <

ϵ
2 . (14.171)

Από τις (14.170), (14.171) συνεπάγεται∫ b
a h−

∫ b
a g =

( ∫ b
a h−

∫ b
a f

)
+

( ∫ b
a f −

∫ b
a g

)
< ϵ.

[γ] Έστω f ολοκληρώσιμη στο [a, b] και τυχών ϵ > 0.
Από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται ότι υπάρχουν τμηματικά σταθερές g1, h1 στο [a, b] ώστε
να ισχύει g1(x) ≤ f(x) ≤ h1(x) για κάθε x ∈ [a, b] και

∫ b
a h1 −

∫ b
a g1 <

ϵ
2 .

Κατόπιν, από το αποτέλεσμα του [β] συνεπάγεται ότι υπάρχει συνεχής h στο [a, b] ώστε να ισχύει
h1(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και

∫ b
a h−

∫ b
a h1 <

ϵ
4 . Επίσης, υπάρχει συνεχής g στο [a, b] ώστε

να ισχύει g(x) ≤ g1(x) για κάθε x ∈ [a, b] και
∫ b
a g1 −

∫ b
a g <

ϵ
4 .

Επομένως, ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και∫ b
a h−

∫ b
a g =

( ∫ b
a h−

∫ b
a h1

)
+

( ∫ b
a h1 −

∫ b
a g1

)
+

( ∫ b
a g1 −

∫ b
a g

)
< ϵ

4 + ϵ
2 + ϵ

4 = ϵ.

Άσκηση 6.4.27. [α] Έστω f : [a, b] → [c, d] ολοκληρώσιμη στο [a, b] και g : [c, d] → R συνεχής
στο [c, d]. Αποδείξτε ότι η g ◦ f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
[γ] Έστω, για κάθε n, πεπερασμένο An ⊆ [a, b] ώστε Am ∩An = ∅ για κάθεm,n μεm ̸= n. Ορί-

ζουμε f(x) =

{
1/n, αν x ∈ An για κάποιον n
0, αν x ∈ [a, b] και x /∈ An για κάθε n

Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη

στο [a, b] και
∫ b
a f(x) dx = 0.

[δ] Θεωρήστε An = {2k−1
2n | 1 ≤ k ≤ 2n−1} για κάθε n. Αποδείξτε ότι An ⊆ [0, 1] για κάθε n και
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Am ∩ An = ∅ για κάθε m,n με m ̸= n. Αποδείξτε ότι για κάθε c, d ∈ [0, 1] με c < d υπάρχει
x ∈

∪+∞
n=1An ώστε c < x < d. Δηλαδή, ότι το σύνολο

∪+∞
n=1An είναι πυκνό στο διάστημα [0, 1].

[ε] Τώρα θα δούμε ότι η σύνθεση ολοκληρώσιμων συναρτήσεων μπορεί να μην είναι ολοκληρώσιμη
συνάρτηση.
Θεωρήστε την f : [0, 1] → [0, 1] που ορίζεται στο [γ] με βάση τα συγκεκριμένα An του [δ]. Θεωρή-

στε και την g : [0, 1] → R με g(y) =

{
1, αν 0 < y ≤ 1

0, αν y = 0
Τότε οι f , g είναι ολοκληρώσιμες, αλλά

αποδείξτε ότι η g ◦ f : [0, 1] → R δεν είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1].

Λύση: [α] Έστω τυχών ϵ > 0.
Η g είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [c, d], οπότε υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει

|g(y′)− g(y′′)| < ϵ
4(b−a) για κάθε y′, y′′ ∈ [c, d] με |y′ − y′′| < δ′. (14.172)

Επίσης, η g είναι φραγμένη στο [c, d], οπότε υπάρχειM > 0 ώστε να ισχύει

|g(y)| ≤M για κάθε y ∈ [c, d]. (14.173)

Έστω δ = min{δ′, ϵ
8M }.

Τότε υπάρχει διαμέριση∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] ώστε

Σ(f ; a, b; ∆)− Σ(f ; a, b;∆) < δ2. (14.174)

Έστω uk ′, lk ′ οι γνωστές ποσότητες για την f στο [xk−1, xk] καθώς και uk, lk οι αντίστοιχες πο-
σότητες για την g ◦ f .
Χωρίζουμε τους k = 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες. Το A έχει ως στοιχεία του τους k με την ιδιό-
τητα uk ′−lk ′ < δ και τοB έχει ως στοιχεία του τους υπόλοιπους k, δηλαδή αυτούς με την ιδιότητα
uk
′ − lk

′ ≥ δ.
Αν k ∈ A, τότε για κάθε x′, x′′ ∈ [xk−1, xk] ισχύει lk ′ − uk

′ ≤ f(x′) − f(x′′) ≤ uk
′ − lk

′ και,
επομένως, |f(x′)− f(x′′)| ≤ uk

′ − lk
′ < δ ≤ δ′, οπότε από την (14.172) συνεπάγεται

|g(f(x′))− g(f(x′′))| < ϵ
4(b−a) .

Άρα (δείτε την παρατήρηση 3 πριν από το λήμμα 6.2)

uk − lk ≤ ϵ
4(b−a) αν k ∈ A. (14.175)

Αν k ∈ B, τότε, βάσει της (14.173), για κάθε x′, x′′ ∈ [xk−1, xk] ισχύει |g(f(x′))− g(f(x′′))| ≤
|g(f(x′))|+ |g(f(x′′))| ≤ 2M , οπότε, όπως πριν, συνεπάγεται

uk − lk ≤ 2M αν k ∈ B. (14.176)

Επίσης, από την (14.174) συνεπάγεται

δ2 >
∑

k∈B(uk
′ − lk

′)(xk − xk−1) ≥ δ
∑

k∈B(xk − xk−1),

οπότε ∑
k∈B(xk − xk−1) < δ. (14.177)

Από τις (14.175), (14.176), (14.177) συνεπάγεται

Σ((g ◦ f); a, b;∆)− Σ((g ◦ f); a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

=
∑

k∈A(uk − lk)(xk − xk−1) +
∑

k∈B(uk − lk)(xk − xk−1)

≤ ϵ
4(b−a)

∑
k∈A(xk − xk−1) + 2M

∑
k∈B(xk − xk−1)

≤ ϵ
4(b−a)(b− a) + 2Mδ ≤ ϵ

4 + ϵ
4 < ϵ.
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Άρα η g ◦ f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
[γ] Έστω τυχών ϵ > 0.
Θεωρούμε φυσικό n0 ώστε 1

n0+1 <
ϵ

2(b−a) . Επίσης, θεωρούμε το A = A1 ∪ · · · ∪ An0 και έστω
N το πλήθος των στοιχείων του A.
Τώρα, φτιάχνουμεN μικρά διαστήματα ξένα ανά δύο ώστε το καθένα να έχει μήκος< ϵ

2N και να
περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο τουA στο εσωτερικό του, εκτός αν κάποιο στοιχείο τουA είναι ο a
ή ο b οπότε το αντίστοιχο μικρό διάστημα θα έχει αυτό το στοιχείο ως άκρο. Τα άκρα αυτών των
διαστημάτων μαζί με τους a, b ορίζουν διαμέριση∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] και έστω
uk, lk οι γνωστές ποσότητες για την f σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk].
Χωρίζουμε τους k = 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες. Το σύνολοM έχει ως στοιχεία του τους k για
τους οποίους το αντίστοιχο [xk−1, xk] περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο του A. Παρατηρήστε ότι το
σύνολοM έχει ακριβώς N στοιχεία. Το σύνολο L περιέχει τους υπόλοιπους k, δηλαδή εκείνους
για τους οποίους το αντίστοιχο [xk−1, xk] δεν περιέχει κανένα στοιχείο του A.
Αν k ∈M , τότε ισχύει f(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ [xk−1, xk] και άρα

uk ≤ 1 αν k ∈M. (14.178)

Αν k ∈ L, τότε ισχύει f(x) ≤ 1
n0+1 για κάθε x ∈ [xk−1, xk] και άρα

uk ≤ 1
n0+1 αν k ∈ L. (14.179)

Από τις (14.178), (14.179) συνεπάγεται

Σ(f ; a, b;∆) =
∑

k∈M uk(xk − xk−1) +
∑

k∈L uk(xk − xk−1)

≤
∑

k∈M (xk − xk−1) +
1

n0+1

∑
k∈L(xk − xk−1) < N ϵ

2N + 1
n0+1(b− a) < ϵ.

Τέλος, ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [xk−1, xk] και άρα είναι lk ≥ 0 για κάθε k, οπότε

Σ(f ; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) ≥ 0.

Συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < ϵ και άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
[δ] Αν 1 ≤ k ≤ 2n−1, τότε 0 < 2k−1

2n ≤ 2n−1
2n < 1. Άρα είναι An ⊆ (0, 1) για κάθε n.

Ανn < m και 2k−12n ∈ An και 2l−12m ∈ Am, τότε από την 2k−1
2n = 2l−1

2m συνεπάγεται 2m−n(2k−1) =
2l − 1 το οποίο είναι άτοπο και άρα An ∩Am = ∅.
Τώρα, έστω c, d ∈ [0, 1] με c < d. Τότε υπάρχει n ώστε 1

2n−1 < d − c και θεωρούμε τον k =
[2n−1c+ 1

2 ] + 1. Τότε είναι

c =
2(2n−1c+ 1

2
)−1

2n < 2k−1
2n ≤ 2((2n−1c+ 1

2
)+1)−1

2n = c+ 1
2n−1 < d.

Άρα το στοιχείο 2k−1
2n του An ανήκει στο διάστημα (c, d).

[ε] Αν x ∈ A, τότε είναι f(x) > 0 και άρα g(f(x)) = 1. Αν x ∈ [0, 1] \ A, τότε είναι f(x) = 0
και άρα g(f(x)) = 0.
Τώρα, έστω οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {0 = x0, . . . , xn = 1} του [0, 1] και uk, lk οι γνωστές
ποσότητες για την g ◦ f στο αντίστοιχο [xk−1, xk].
Επειδή, βάσει του αποτελέσματος του [δ], το A είναι πυκνό στο [0, 1], σε κάθε [xk−1, xk] υπάρχει
τουλάχιστον ένα στοιχείο του A και σ’ αυτό το σημείο η g ◦ f έχει τιμή 1. Επειδή όλες οι τιμές
της g ◦ f είναι ≤ 1, συνεπάγεται ότι uk = 1.
Είναι γνωστό ότι κάθε διάστημα (όχι μονοσύνολο) είναι υπεραριθμήσιμο. (Δείτε την άσκηση ??.)
Επειδή το A είναι αριθμήσιμο, σε κάθε [xk−1, xk] υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο εκτός του A
και σ’ αυτό το σημείο η g ◦ f έχει τιμή 0. Επειδή όλες οι τιμές της g ◦ f είναι ≥ 0, συνεπάγεται
ότι lk = 0.
Άρα

Σ(g ◦ f ; 0, 1;∆) =
∑

k=1 lk(xk − xk−1) = 0, Σ(g ◦ f ; 0, 1;∆) =
∑

k=1 uk(xk − xk−1) = 1.

709



Επειδή αυτό ισχύει για κάθε διαμέριση∆ του [0, 1], συνεπάγεται
∫ 1

0
(g ◦f) = 0 και

∫ 1

0(g ◦f) = 1,
οπότε η g ◦ f δεν είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1].

Άσκηση 6.4.28. Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f ′(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι |
∫ b
a f(x) dx− f(a+b

2 )(b− a)| ≤ (b−a)2M
4 .

Αν xk = a + k b−a
n για k = 0, . . . , n και ξk =

xk−1+xk

2 και ηk = f(ξk) για k = 1, . . . , n,
αποδείξτε ότι ∣∣ ∫ b

a f(x) dx− (η1 + · · ·+ ηn)
b−a
n

∣∣ ≤ 1
4

(b−a)2M
n .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Προσεγγίζουμε την f με τη σταθερή συνάρτηση (πολυωνυμική συνάρ-
τηση βαθμού 0) P (x) = f(ξ), όπου ξ = a+b

2 . Αυτό γίνεται ως εξής.
Για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ζ ανάμεσα στους x και ξ ώστε

f(x)− P (x) = f(x)− f(ξ) = f ′(ζ)(x− ξ).

Άρα ισχύει
|f(x)− P (x)| ≤M |x− ξ| για κάθε x ∈ [a, b].

Επειδή
∫ b
a P (x) dx = f(ξ)(b− a), έχουμε∣∣ ∫ b

a f(x) dx− f(ξ)(b− a)
∣∣ = ∣∣ ∫ b

a (f(x)− P (x)) dx
∣∣ ≤M

∫ b
a |x− ξ| dx = (b−a)2M

4 .

Το δεύτερο ερώτημα. Εφαρμόζοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα σε κάθε [xk−1, xk], βρίσκουμε∣∣ ∫ xk

xk−1
f(x) dx− ηk

b−a
n

∣∣ ≤ (b−a)2M
4n2 για κάθε k.

Από την ισότητα ∫ b
a f(x) dx =

∫ x1

x0
f(x) dx+ · · ·+

∫ xn

xn−1
f(x) dx

και από την τριγωνική ανισότητα των απόλυτων τιμών βρίσκουμε∣∣ ∫ b
a f(x) dx− (η1 + · · ·+ ηn)

b−a
n

∣∣ ≤ n (b−a)2M
4n2 = (b−a)2M

4n .

Άσκηση 6.4.29. Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f ′′(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι |
∫ b
a f(x) dx− f(a)+f(b)

2 (b− a)| ≤ (b−a)3M
12 .

Αν xk = a+ k b−a
n και yk = f(xk) για k = 0, . . . , n, αποδείξτε ότι∣∣ ∫ b

a f(x) dx−
(y0

2 + y1 + · · ·+ yn−1 +
yn
2

)
b−a
n

∣∣ ≤ 1
12

(b−a)3M
n2 .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Προσεγγίζουμε την f με πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 1, η οποία
ταυτίζεται με την f στα άκρα a και b του διαστήματος. Η συνάρτηση αυτή είναι η

P (x) = f(a) + f(b)−f(a)
b−a (x− a)

και η προσέγγιση γίνεται ως εξής.
Για κάθε x ∈ (a, b) ορίζουμε τον αριθμό c μέσω της ισότητας

f(x)− P (x) = c(x− a)(x− b).

Ορίζουμε και τη συνάρτηση g(t) = f(t)− P (t)− c(t− a)(t− b) στο [a, b].
Τότε είναι g(a) = g(x) = g(b) = 0, οπότε υπάρχει ζ ∈ (a, b) ώστε g′′(ζ) = 0. Όμως, είναι
g′′(t) = f ′′(t)− 2c και άρα c = f ′′(ζ)

2 . Έχουμε, λοιπόν, ότι για κάθε x ∈ (a, b) υπάρχει ζ ∈ (a, b)
ώστε

f(x)− P (x) = f ′′(ζ)
2 (x− a)(x− b).
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Άρα ισχύει
|f(x)− P (x)| ≤ M

2 (x− a)(b− x) για κάθε x ∈ [a, b].

(Αποδείξαμε την ανισότητα για x ∈ (a, b), αλλά ισχύει, προφανώς, και για x = a και x = b.)
Τώρα, είναι

∫ b
a P (x) dx = f(a)+f(b)

2 (b− a) και άρα∣∣ ∫ b
a f(x) dx−

f(a)+f(b)
2 (b− a)

∣∣ = ∣∣ ∫ b
a (f(x)−P (x)) dx

∣∣ ≤ M
2

∫ b
a (x− a)(b−x) dx = (b−a)3M

12 .

Το δεύτερο ερώτημα. Εφαρμόζοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα σε κάθε [xk−1, xk], βρίσκουμε∣∣ ∫ xk

xk−1
f(x) dx− yk−1+yk

2
b−a
n

∣∣ ≤ (b−a)3M
12n3 για κάθε k.

Αθροίζοντας τα ολοκληρώματα σε όλα τα υποδιαστήματα και χρησιμοποιώντας την τριγωνική
ανισότητα των απόλυτων τιμών, βρίσκουμε∣∣ ∫ b

a f(x) dx−
(y0

2 + y1 + · · ·+ yn−1 +
yn
2

)
b−a
n

∣∣ ≤ n (b−a)3M
12n3 = (b−a)3M

12n2 .

Άσκηση 6.4.30. Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f ′′(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι |
∫ b
a f(x) dx− f(a+b

2 )(b− a)| ≤ (b−a)3M
24 .

Αν xk = a + k b−a
n για k = 0, . . . , n και ξk =

xk−1+xk

2 και ηk = f(ξk) για k = 1, . . . , n,
αποδείξτε ότι ∣∣ ∫ b

a f(x) dx− (η1 + · · ·+ ηn)
b−a
n

∣∣ ≤ 1
24

(b−a)3M
n2 .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Προσεγγίζουμε την f με πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 1, η οποία
ταυτίζεται με την f στο σημείο ξ = a+b

2 και έχει την ίδια παράγωγο με την f στο ίδιο σημείο. Η
συνάρτηση αυτή είναι η

P (x) = f(ξ) + f ′(ξ)(x− ξ)

και η προσέγγιση γίνεται μέσω του τύπου του Taylor ως εξής.
Για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ζ ανάμεσα στους x και ξ ώστε

f(x) = f(ξ) + f ′(ξ)(x− ξ) + f ′′(ζ)
2 (x− ξ)2

και, επομένως, ισχύει

|f(x)− P (x)| ≤ M
2 (x− ξ)2 για κάθε x ∈ [a, b].

Επειδή
∫ b
a P (x) dx = f(ξ)(b− a), έχουμε∣∣ ∫ b

a f(x) dx− f(ξ)(b− a)
∣∣ = ∣∣ ∫ b

a (f(x)− P (x)) dx
∣∣ ≤ M

2

∫ b
a (x− ξ)2 dx = (b−a)3M

24 .

Το δεύτερο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα σε κάθε [xk−1, xk] και βρίσκουμε∣∣ ∫ xk

xk−1
f(x) dx− ηk

b−a
n

∣∣ ≤ (b−a)3M
24n3 για κάθε k.

Από την τριγωνική ανισότητα των απόλυτων τιμών,∣∣ ∫ b
a f(x) dx− (η1 + · · ·+ ηn)

b−a
n

∣∣ ≤ n (b−a)3M
24n3 = (b−a)3M

24n2 .

Άσκηση 6.4.31. [β] Έστω f : [a, b] → R και έστω ότι ισχύει |f (4)(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι |
∫ b
a f(x) dx− (f(a) + 4f(a+b

2 ) + f(b)) b−a6 | ≤ (b−a)5M
2880 .

Αν xk = a + k b−a
n και yk = f(xk) για k = 0, . . . , n και ξk =

xk−1+xk

2 και ηk = f(ξk) για
k = 1, . . . , n, αποδείξτε ότι∣∣ ∫ b

a f(x) dx−
(
y0 + yn + 2(y1 + · · ·+ yn−1) + 4(η1 + · · ·+ ηn)

)
b−a
6n

∣∣ ≤ 1
2880

(b−a)5M
n4 .
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Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Χρησιμοποιούμε την πολυωνυμική συνάρτηση τρίτου βαθμού, η οποία
ταυτίζεται με την f στα σημεία a, ξ = a+b

2 και b και έχει ίδια παράγωγο με την f στον ξ. Η
συνάρτηση αυτή είναι η

P (x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)(x− ξ) + c3(x− a)(x− ξ)(x− b),

όπου οι αριθμοί c0, c1, c2, c3 υπολογίζονται διαδοχικά από τις ισότητες

f(a) = c0

f(ξ) = c0 + c1(ξ − a)

f(b) = c0 + c1(b− a) + c2(b− a)(b− ξ)

f ′(ξ) = c1 + c2(ξ − a) + c3(ξ − a)(ξ − b)

(Δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε τώρα αυτούς τους αριθμούς.) Τώρα προσεγγίζουμε την f με την
P ως εξής.
Έστω x ∈ (a, b), x ̸= ξ. Ορίζουμε τον αριθμό c μέσω της ισότητας

f(x)− P (x) = c(x− a)(x− ξ)2(x− b).

Ορίζουμε και τη συνάρτηση g(t) = f(t)− P (t)− c(t− a)(t− ξ)2(t− b) στο [a, b].
Τότε είναι g(a) = g(ξ) = g(x) = g(b) = 0 και g′(ξ) = 0. Από το θεώρημα του Rolle προκύπτει
ότι υπάρχει ζ ∈ (a, b) ώστε g(4)(ζ) = 0. Εύκολα βλέπουμε ότι g(4)(ζ) = f (4)(ζ) − 24c και,
επομένως, c = f (4)(ζ)

24 . Άρα για κάθε x ∈ (a, b), x ̸= ξ υπάρχει ζ ∈ (a, b) ώστε να είναι

f(x)− P (x) = f (4)(ζ)
24 (x− a)(x− ξ)2(x− b),

οπότε ισχύει

|f(x)− P (x)| ≤ M
24 (x− a)(x− ξ)2(b− x) για κάθε x ∈ [a, b].

(Αποδείξαμε την ανισότητα για x ∈ (a, b), x ̸= ξ, αλλά ισχύει και για x = a, x = ξ και x = b.)
Σύμφωνα με το αποτέλεσμα του [α] είναι∫ b

a P (x) dx = P (a)+4P (ξ)+P (b)
6 (b− a) = f(a)+4f(ξ)+f(b)

6 (b− a)

και άρα∣∣ ∫ b
a f(x) dx− f(a)+4f(ξ)+f(b)

6 (b− a)
∣∣ = ∣∣ ∫ b

a (f(x)− P (x)) dx
∣∣

≤ M
24

∫ b
a (x− a)(x− ξ)2(b− x) dx = (b−a)5M

2880 .

Το δεύτερο ερώτημα. Εφαρμόζουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk]
και βρίσκουμε∣∣ ∫ xk

xk−1
f(x) dx− (yk−1 + 4ηk + yk)

b−a
6n

∣∣ ≤ (b−a)5M
2880n5 για κάθε k.

Προσθέτοντας και χρησιμοποιώντας την τριγωνική ανισότητα, βρίσκουμε∣∣ ∫ b
a f(x) dx−

(
(y0 + 4η1 + y1) + · · ·+ (yn−1 + 4ηn + yn)

)
b−a
6n

∣∣ ≤ n (b−a)5M
2880n5 = (b−a)5M

2880n4 .

Άσκηση 6.4.32. Έστω a < b και f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] ώστε f(x) > 0 για κάθε
x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι

∫ b
a f > 0.

Υπόδειξη: Δείτε την άσκηση 6.2.9.

Άσκηση 6.5.1. [α]Έστω f ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι b−an
∑n

k=1 f
(
a+k b−a

n

)
→

∫ b
a f .
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[β] Έστω φυσικός p ≥ 2. Αποδείξτε ότι
∑pn

k=n+1
1
k →

∫ p
1

1
x dx = log p.

Λύση: [α] Θεωρούμε τη διαμέριση ∆n = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] σε n ισομήκη υποδια-
στήματα. Δηλαδή, παίρνουμε xk = a+ k b−a

n για k = 0, . . . , n.
Τότε είναι xk − xk−1 =

b−a
n για κάθε k, οπότε w(∆n) =

b−a
n → 0.

Για κάθε∆n παίρνουμε ως επιλογή Ξn ενδιάμεσων σημείων τα δεξιά άκρα των υποδιαστημάτων
που ορίζει η ∆n. Δηλαδή, παίρνουμε ξk = xk = a+ k b−a

n για k = 1, . . . , n.
Επειδή w(∆n) → 0 και η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆n,Ξn) →∫ b
a f και η απόδειξη τελειώνει παρατηρώντας ότι

Σ(f ; a, b;∆n,Ξn) =
∑n

k=1 f(ξk)(xk − xk−1) =
b−a
n

∑n
k=1 f

(
a+ k b−a

n

)
.

[β] Θα γράψουμε το άθροισμα
∑pn

k=n+1
1
k στη μορφή

b−a
n

∑n
k=1 f(a+k

b−a
n ) για να εφαρμόσουμε

το αποτέλεσμα του [α].
Βλέπουμε ότι το

∑pn
k=n+1

1
k έχει pn− n = (p− 1)n προσθετέους. Τώρα, γράφουμε∑pn

k=n+1
1
k =

∑pn−n
k=1

1
n+k = 1

n

∑(p−1)n
k=1

1
1+ k

n

= p−1
(p−1)n

∑(p−1)n
k=1

1
1+k p−1

(p−1)n

.

Θέτουμεm = (p− 1)n και τότε∑pn
k=n+1

1
k = p−1

m

∑m
k=1

1
1+k p−1

m

.

Τώρα παρατηρούμε ότι το τελευταίο άθροισμα είναι το b−a
m

∑m
k=1 f(a+k

b−a
m ) για τη συνάρτηση

f(x) = 1
x στο διάστημα [1, p]. Φυσικά,m→ +∞ όταν n→ +∞, οπότε

limn→+∞
∑pn

k=n+1
1
k = limm→+∞

p−1
m

∑m
k=1

1
1+k p−1

m

=
∫ p
1

1
x dx = log p.

Άσκηση 6.5.2. Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και οποιαδήποτε ακολουθία (∆n)

διαμερίσεων του [a, b] ώστε w(∆n) → 0. Αποδείξτε ότι Σ(f ; a, b;∆n) →
∫ b
a f(x) dx.

Λύση: Σύμφωνα με το λήμμα 6.6, για κάθε ∆n υπάρχει κάποια επιλογή Ξn ενδιάμεσων σημείων
για την ∆n ώστε

Σ(f ; a, b;∆n)− 1
n < Σ(f ; a, b;∆n; Ξn) ≤ Σ(f ; a, b;∆n).

Επειδή Σ(f ; a, b;∆n; Ξn) →
∫ b
a f(x) dx, συνεπάγεται Σ(f ; a, b;∆n) →

∫ b
a f(x) dx.

Άσκηση 6.5.3. Αποδείξτε ότι η f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] αν και μόνο αν για
κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε δύο διαμερίσεις ∆1, ∆2 του [a, b] με w(∆1) < δ,
w(∆2) < δ και κάθε δύο επιλογές Ξ1, Ξ2 ενδιάμεσων σημείων των ∆1, ∆2, αντιστοίχως, να είναι
|Σ(f ; a, b;∆1; Ξ1)− Σ(f ; a, b; ∆2; Ξ2)| < ϵ.

Λύση: Έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω τυχών ϵ > 0.
Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε επιλογή Ξ

ενδιάμεσων σημείων για την ∆ ισχύει |Σ(f ; a, b; ∆; Ξ)−
∫ b
a f | <

ϵ
2 .

Άρα για κάθε δύο διαμερίσεις∆1,∆2 του [a, b] με w(∆1) < δ, w(∆2) < δ και κάθε δύο επιλογές
Ξ1, Ξ2 ενδιάμεσων σημείων των∆1,∆2, αντιστοίχως, ισχύει |Σ(f ; a, b; ∆1; Ξ1)−

∫ b
a f | <

ϵ
2 και

|Σ(f ; a, b;∆2; Ξ2)−
∫ b
a f | <

ϵ
2 και άρα

|Σ(f ; a, b;∆1; Ξ1)− Σ(f ; a, b;∆2; Ξ2)| ≤
∣∣Σ(f ; a, b;∆1; Ξ1)−

∫ b
a f

∣∣
+

∣∣Σ(f ; a, b;∆2; Ξ2)−
∫ b
a f

∣∣
< ϵ

2 + ϵ
2 = ϵ.

Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε δύο διαμερίσεις ∆1, ∆2 του
[a, b] με w(∆1) < δ, w(∆2) < δ και κάθε δύο επιλογές Ξ1, Ξ2 ενδιάμεσων σημείων των∆1,∆2,
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αντιστοίχως, να είναι |Σ(f ; a, b;∆1; Ξ1)− Σ(f ; a, b; ∆2; Ξ2)| < ϵ.
Θεωρούμε μια οποιαδήποτε ακολουθία διαμερίσεων (∆n) του [a, b] με w(∆n) → 0.
Μπορούμε, για παράδειγμα, να πάρουμε ως∆n την διαμέριση του [a, b] σε n ισομήκη υποδιαστή-
ματα, οπότε θα έχουμε w(∆n) =

b−a
n → 0.

Για κάθε n θεωρούμε μια οποιαδήποτε επιλογή Ξn ενδιάμεσων σημείων για την ∆n. (Για παρά-
δειγμα, τα δεξιά άκρα των υποδιαστημάτων της ∆n.)
Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Θεωρούμε και τον αντίστοιχο δ της υπόθεσης. Τότε υπάρχει n0 ώστε να
ισχύει w(∆n) < δ για κάθε n ≥ n0. Άρα για κάθε n,m ≥ n0 ισχύει w(∆n) < δ και w(∆m) < δ,
οπότε, βάσει της υπόθεσης, ισχύει

|Σ(f ; a, b;∆n; Ξn)− Σ(f ; a, b;∆m; Ξm)| < ϵ για κάθε n,m ≥ n0.

Αυτό σημαίνει ότι η ακολουθία αριθμών
(
Σ(f ; a, b;∆n; Ξn)

)
είναι ακολουθία Cauchy και, επο-

μένως, συγκλίνει. Άρα υπάρχει αριθμός I ώστε να είναι

Σ(f ; a, b;∆n; Ξn) → I. (14.180)

Έστω, πάλι, ϵ > 0. Τώρα, θεωρούμε τον δ ο οποίος αντιστοιχεί, βάσει της υπόθεσης, στον ϵ
2 .

Παίρνουμε οποιαδήποτε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και οποιαδήποτε επιλογή Ξ ενδιά-
μεσων σημείων για την ∆.
Παίρνουμε και μια ∆n, από αυτές που θεωρήσαμε προηγουμένως, έτσι ώστε να είναι

w(∆n) < δ και |Σ(f ; a, b;∆n; Ξn)− I| < ϵ
2 . (14.181)

Αυτό είναι εφικτό διότι w(∆n) → 0 και λόγω της (14.180).
Τώρα, από w(∆) < δ και w(∆n) < δ συνεπάγεται

|Σ(f ; a, b;∆; Ξ)− Σ(f ; a, b;∆n; Ξn)| < ϵ
2 .

Σε συνδυασμό με την (14.181) έχουμε

|Σ(f ; a, b;∆; Ξ)− I| ≤ |Σ(f ; a, b;∆; Ξ)− Σ(f ; a, b;∆n; Ξn)|+ |Σ(f ; a, b;∆n; Ξn)− I|
< ϵ

2 + ϵ
2 = ϵ.

Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και
οποιαδήποτε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την∆ ισχύει |Σ(f ; a, b; ∆; Ξ)− I| < ϵ. Συμπε-
ραίνουμε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και

∫ b
a f = I.

Άσκηση 6.5.5. Αποδείξτε την ανισότητα Jensen για ολοκληρώματα, που βρίσκεται στην άσκηση
6.4.19[α], όταν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] (και η g είναι συνεχής), χρησιμοποιώ-
ντας την αντίστοιχη ανισότητα για αθροίσματα, που βρίσκεται στην άσκηση 5.5.39.

Λύση: Έστω οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] και οποιαδήποτε επι-
λογή ενδιάμεσων σημείων Ξ = {ξ1, . . . , ξn} για την ∆.
Ορίζουμε

µk =
xk−xk−1

b−a για k = 1, . . . , n,

οπότε είναι µ1, . . . , µn > 0 και µ1 + · · ·+ µn = 1.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 5.5.39 έχουμε

g
(
x1−x0
b−a f(ξ1) + · · ·+ xn−xn−1

b−a f(ξn)
)
≤ x1−x0

b−a g(f(ξ1)) + · · ·+ xn−xn−1

b−a g(f(ξn))

ή, ισοδύναμα,
g
(

1
b−aΣ(f ; a, b;∆,Ξ)

)
≤ 1

b−aΣ(g ◦ f ; a, b;∆,Ξ). (14.182)

Επειδή ισχύει c ≤ f(x) ≤ d για κάθε x ∈ [a, b], συνεπάγεται c ≤ 1
b−a

∫ b
a f(x) dx ≤ d και άρα η

g είναι συνεχής στον αριθμό 1
b−a

∫ b
a f(x) dx.
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Επίσης, σύμφωνα με την άσκηση 6.4.27[α], η g ◦ f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία διαμερίσεων (∆k) του [a, b] ώστε w(∆k) → 0 και, για
κάθε k, μια οποιαδήποτε επιλογή ενδιάμεσων σημείων Ξk για την ∆k. Σύμφωνα με την πρόταση
6.15, συνεπάγεται

1
b−aΣ(f ; a, b;∆k,Ξk) → 1

b−a
∫ b
a f(x) dx,

1
b−aΣ(g ◦ f ; a, b;∆k,Ξk) → 1

b−a
∫ b
a g(f(x)) dx.

Από αυτά τα όρια και την (14.182) συμπεραίνουμε ότι g
(

1
b−a

∫ b
a f(x) dx

)
≤ 1

b−a
∫ b
a g(f(x)) dx.

Σχόλιο. Μπορούμε να αποδείξουμε, μέσω αυτής της διαδικασίας, τα συμπεράσματα σχετικά με
την περίπτωση της ισότητας όταν η g είναι γνησίως κυρτή;

Άσκηση 6.5.6. Θεωρούμε καμπύλη Γ στο xy-επίπεδο με παραμετρικές εξισώσεις x = x(t) και
y = y(t), όπου η παράμετρος t διατρέχει το διάστημα [a, b] και οι συναρτήσεις x, y : [a, b] → R
είναι συνεχείς στο [a, b]. Θεωρούμε οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {t0 = a, t1, . . . , tn−1, tn = b}
του [a, b] και σχηματίζουμε την πολυγωνική γραμμή Γ∆ στο xy-επίπεδο με διαδοχικές κορυφές τα
σημεία (xk, yk) = (x(tk), y(tk)) για k = 0, 1, . . . , n − 1, n. Το μήκος αυτής της πολυγωνικής
γραμμής είναι, φυσικά, ίσο με l(Γ∆) =

∑n
k=1

√
(xk − xk−1)2 + (yk − yk−1)2.

Στη Γεωμετρία, ως μήκος της καμπύλης Γ ορίζεται το l(Γ) = sup
{
l(Γ∆) |∆ διαμέριση του [a, b]

}
.

Αν έχουμε καμπύλες Γ1 με παραμετρικές εξισώσεις x = x1(t) και y = y1(t) στο διάστημα [a, b] και
Γ2 με παραμετρικές εξισώσεις x = x2(t) και y = y2(t) στο διάστημα [b, c] και αν x1(b) = x2(b),
y1(b) = y2(b), ορίζουμε την καμπύλη Γ με παραμετρικές εξισώσεις x = x(t) και y = y(t) στο [a, c],

όπου x(t) =

{
x1(t), αν t ∈ [a, b]

x2(t), αν t ∈ [b, c]
και y(t) =

{
y1(t), αν t ∈ [a, b]

y2(t), αν t ∈ [b, c]
Η Γ ονομάζεται άθροισμα

των Γ1 και Γ2 και συμβολίζεται Γ1

·
+ Γ2.

Αποδείξτε την αθροιστικότητα του μήκους, δηλαδή ότι l(Γ1

·
+ Γ2) = l(Γ1) + l(Γ2).

Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Θεωρούμε την ειδικού τύπου καμπύλη Γ στο xy-επίπεδο
με παραμετρική εξίσωση y = f(x), όπου η παράμετρος x διατρέχει το διάστημα [a, b] (δηλαδή,
με παραμετρικές εξισώσεις x = t και y = f(t) στο [a, b]). Αν η f : [a, b] → R έχει παράγωγο
ολοκληρώσιμη στο [a, b], αποδείξτε ότι l(Γ) =

∫ b
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Αρχικά γράφουμε για απλούστευση Γ = Γ1

·
+ Γ2.

Θεωρούμε οποιαδήποτε διαμέριση ∆1 του [a, b] και οποιαδήποτε διαμέριση ∆2 του [b, c]. Τότε η
∆ = ∆1 ∪∆2 είναι διαμέριση του [a, c] (και ένα από τα∆-σημεία είναι το b).
Έτσι σχηματίζονται οι αντίστοιχες πολυγωνικές γραμμές Γ∆1 ,Γ∆2 και Γ∆ και είναι Γ∆ = Γ∆1 ∪
Γ∆2 και άρα

l(Γ∆1) + l(Γ∆2) = l(Γ∆).

Από τον ορισμό του μήκους καμπύλης συνεπάγεται

l(Γ∆1) + l(Γ∆2) ≤ l(Γ).

Αν l(Γ) < +∞, τότε έχουμε ότι για κάθε ∆1 ισχύει l(Γ∆1) ≤ l(Γ) − l(Γ∆2) και, επομένως,
l(Γ1) ≤ l(Γ) − l(Γ∆2). Άρα για κάθε ∆2 ισχύει l(Γ∆2) ≤ l(Γ) − l(Γ1) και, επομένως, l(Γ2) ≤
l(Γ)− l(Γ1). Άρα

l(Γ1) + l(Γ2) ≤ l(Γ). (14.183)

Αν l(Γ) = +∞, τότε η (14.183) ισχύει αυτομάτως.
Τώρα, έστω οποιαδήποτε διαμέριση ∆ του [a, c] και η αντίστοιχη πολυγωνική γραμμή Γ∆. Θεω-
ρούμε την διαμέριση∆′ = ∆∪{b} του [a, c]. Η αντίστοιχη πολυγωνική γραμμή Γ∆′ έχει το πολύ
ένα επιπλέον σημείο από την Γ∆ και, επομένως,

l(Γ∆) ≤ l(Γ∆′).
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Η ∆′ χωρίζεται σε δύο διαμερίσεις: μια ∆1 του [a, b] και μια ∆2 του [b, c]. Για τις αντίστοιχες
πολυγωνικές γραμμές έχουμε

l(Γ∆) ≤ l(Γ∆′) = l(Γ∆1) + l(Γ∆2) ≤ l(Γ1) + l(Γ2)

και, επειδή αυτό ισχύει για κάθε∆, συνεπάγεται

l(Γ) ≤ l(Γ1) + l(Γ2). (14.184)

Από τις (14.183), (14.184) συνεπάγεται ότι l(Γ) = l(Γ1) + l(Γ2).
Το δεύτερο ερώτημα. Κατ’αρχάς θα αποδείξουμε την εξής ανισότητα:√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2 ≤
∫ b
a

√
1 + (f ′)2. (14.185)

Θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {x0 = a, . . . , xn = b} του [a, b] και σχηματίζουμε
την πολυγωνική γραμμή Γ∆ στο xy-επίπεδο με διαδοχικές κορυφές τα σημεία (xk, f(xk)) για
k = 0, . . . , n. Τότε είναι√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2 ≤ l(Γ∆) =
∑n

k=1

√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2.

Τώρα, για κάθε k υπάρχει ξk ∈ (xk−1, xk) ώστε f(xk)− f(xk−1) = f ′(ξk)(xk − xk−1) και άρα
η τελευταία σχέση γράφεται√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2 ≤ l(Γ∆) =
∑n

k=1

√
1 + (f ′(ξk))2(xk − xk−1).

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι για κάθε διαμέριση∆ του [a, b] υπάρχει μια επιλογήΞ ενδιάμεσων σημείων
για την ∆ ώστε√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2 ≤ l(Γ∆) = Σ
(√

1 + (f ′)2; a, b;∆; Ξ
)
.

Τώρα παίρνουμε μια οποιαδήποτε ακολουθία (∆n) διαμερίσεων του [a, b] με w(∆n) → 0 και την
αντίστοιχη ακολουθία επιλογών (Ξn) ενδιάμεσων σημείων και έχουμε ότι ισχύει√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2 ≤ l(Γ∆n) = Σ
(√

1 + (f ′)2; a, b;∆n; Ξn

)
για κάθε n.

Σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 6.4.27[α], η συνάρτηση
√

1 + (f ′)2 είναι ολοκληρώσιμη
στο [a, b] και άρα

l(Γ∆n) = Σ
(√

1 + (f ′)2; a, b;∆n; Ξn

)
→

∫ b
a

√
1 + (f ′)2. (14.186)

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει η (14.185).
Κατόπιν, θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {x0 = a, . . . , xn = b} του [a, b] και εφαρ-
μόζουμε την (14.185) σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk] και αθροίζουμε για k = 1, . . . , n. Έτσι
έχουμε

l(Γ∆) =
∑n

k=1

√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2

≤
∑n

k=1

∫ xk

xk−1

√
1 + (f ′)2 =

∫ b
a

√
1 + (f ′)2.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b], συνεπάγεται

l(Γ) ≤
∫ b
a

√
1 + (f ′)2. (14.187)

Όμως, ξανακοιτώντας την (14.186), σκεφτόμαστε ότι ισχύει l(Γ∆n) ≤ l(Γ) για κάθε n και άρα∫ b
a

√
1 + (f ′)2 ≤ l(Γ).

Από αυτήν την ανισότητα και την (14.187) συνεπάγεται ότι l(Γ) =
∫ b
a

√
1 + (f ′)2.
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14.7 Κεφάλαιο 7.

Άσκηση 7.1.1. Βρείτε όλες τις αντιπαραγώγους της 2x+ 3x2 στο R. Βρείτε μια αντιπαράγωγο της
2x+ 3x2 στο R ώστε η τιμή της στον 1 να είναι −2. Πόσες τέτοιες αντιπαράγωγοι υπάρχουν;

Λύση: Η συνάρτηση x2 + x3 είναι αντιπαράγωγος της 2x+ 3x2 στο R.
Επειδή το R είναι διάστημα, συνεπάγεται ότι οι συναρτήσεις x2 + x3 + c, όπου c είναι αυθαίρετη
σταθερή συνάρτηση, είναι όλες οι αντιπαράγωγοι της 2x+ 3x2 στο R.
Για να βρούμε μια αντιπαράγωγο με τίμη −2 στον 1, γράφουμε 12 + 13 + c = −2 και βρίσκουμε
c = −4. Άρα υπάρχει μόνο μία αντιπαράγωγος της 2x + 3x2 στο R με τιμή −2 στον 1 και αυτή
είναι η συνάρτηση x2 + x3 − 4.

Άσκηση 7.1.2. Βρείτε συνάρτηση F (x) ώστε να ισχύει F ′(logx) = 1 για κάθε x ∈ (0, 1] και
F ′(logx) = x για κάθε x ∈ [1,+∞) και ώστε F (0) = 1.

Λύση: Αλλάζουμε μεταβλητή:
t = logx x = et.

Όταν ο x διατρέχει το διάστημα (0, 1], ο t διατρέχει το διάστημα (−∞, 0] και, όταν ο x διατρέχει
το διάστημα [1,+∞), ο t διατρέχει το διάστημα [0,+∞).
Άρα οι δοσμένες συνθήκες, εκτός της F (0) = 1, γράφονται, ισοδύναμα,

F ′(t) = 1 για κάθε t ∈ (−∞, 0] και F ′(t) = et για κάθε t ∈ [0,+∞).

Επειδή ισχύει F ′(t) = 1 για κάθε t ∈ (−∞, 0) και η F είναι συνεχής στο (−∞, 0], συνεπάγεται
ότι υπάρχει c1 ώστε να ισχύει F (t) = t+ c1 για κάθε t ∈ (−∞, 0].
Ομοίως, επειδή ισχύει F ′(t) = et για κάθε t ∈ (0,+∞) και η F είναι συνεχής στο [0,+∞),
συνεπάγεται ότι υπάρχει c2 ώστε να ισχύει F (t) = et + c2 για κάθε t ∈ [0,+∞).
Άρα c1 = 1 + c2 = F (0) = 1 και, επομένως, ισχύει

F (t) =

{
t+ 1, αν t ≤ 0

et, αν t ≥ 0

Ελέγχουμε εύκολα ότι η F είναι παραγωγίσιμη στον 0 και ότι F ′(0) = 1.
Παρατήρηση: Λύστε την άσκηση θεωρώντας τη συνάρτηση G(x) = F (logx).

Άσκηση 7.1.3. Θεωρήστε τις

{
0, αν x ≤ 0

1, αν x > 0
και

{
2x sin(1/x)− cos(1/x), αν x ̸= 0

0, αν x = 0
Παρατη-

ρήστε ότι και οι δύο συναρτήσεις είναι ασυνεχείς στον 0 και αποδείξτε ότι η πρώτη δεν έχει αντιπα-
ράγωγο στο R ενώ η δεύτερη έχει αντιπαράγωγο στο R.

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση. Έστω F αντιπαράγωγος της f στο R. Δηλαδή, έστω F ′ = f στο R.
Επειδή ισχύει F ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (−∞, 0) και η F είναι συνεχής στο (−∞, 0], συνεπάγεται
ότι υπάρχει c1 ώστε να ισχύει F (x) = c1 για κάθε x ∈ (−∞, 0].
Ομοίως, επειδή ισχύει F ′(x) = 1 για κάθε x ∈ (0,+∞) και η F είναι συνεχής στο [0,+∞),
συνεπάγεται ότι υπάρχει c2 ώστε να ισχύει F (x) = x+ c2 για κάθε x ∈ [0,+∞).
Άρα c1 = F (0) = c2 και, συμβολίζοντας c = c1 = c2, συμπεραίνουμε ότι ισχύει

F (x) =

{
c, αν x ≤ 0

x+ c, αν x ≥ 0

Τώρα, όμως, είναι F−′(0) = 0 και F+
′(0) = 1, οπότε η F δεν έχει παράγωγο στο 0. Αυτό είναι

άτοπο, διότι πρέπει να ισχύει F ′(0) = f(0) = 0.
Η δεύτερη συνάρτηση. Αναλογιζόμενοι ποιά συνάρτηση μπορεί να είναι αντιπαράγωγος της f , μας
έρχεται στο μυαλό ότι ισχύει(

x2 sin 1
x

)′
= 2x sin 1

x − cos 1
x για κάθε x ̸= 0
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και θεωρούμε τη συνάρτηση

F (x) =

{
x2 sin 1

x , αν x ̸= 0

0, αν x = 0

Η τιμή F (0) = 0 προκύπτει επειδή θέλουμε η F να είναι παραγωγίσιμη και, επομένως, συνεχής
στο 0, οπότε αναγκαστικά:

F (0) = limx→0 x
2 sin 1

x = 0.

Τώρα, έχουμε ήδη ελέγξει ότι ισχύει F ′(x) = f(x) για κάθε x ̸= 0, ενώ για x = 0 έχουμε

F ′(0) = limx→0
F (x)−F (0)

x−0 = limx→0
F (x)
x = limx→0 x sin 1

x = 0 = f(0).

Άρα η F είναι αντιπαράγωγος της f στο R.

Άσκηση 7.1.4. Βρείτε όλα τα αόριστα ολοκληρώματα της 1− x στο R. Βρείτε ένα αόριστο ολοκλή-
ρωμα της 1 − x στο R ώστε η τιμή του στον 2 να είναι −1. Πόσα τέτοια αόριστα ολοκληρώματα
υπάρχουν;

Λύση: Η συνάρτηση
∫ x
0 (1− t) dt = x− x2

2 είναι ένα αόριστο ολοκλήρωμα της 1− x στο R.
Επειδή το R είναι διάστημα, συνεπάγεται ότι οι συναρτήσεις x− x2

2 + c, όπου c είναι αυθαίρετη
σταθερή συνάρτηση στο R, είναι όλα τα αόριστα ολοκληρώματα της 1− x στο R.
Για να βρούμε ένα αόριστο ολοκλήρωμα με τίμη −1 στον 2, γράφουμε 2 − 22

2 + c = −1 και
βρίσκουμε c = −1. Άρα υπάρχει μόνο ένα αόριστο ολοκλήρωμα της 1−x στοR με τιμή−1 στον
2 και αυτό είναι η συνάρτηση x− x2

2 − 1.

Άσκηση 7.1.5. Υποθέστε ότι
∫
f(x) dx =

∫
g(x) dx + x2 − 3. Με τί είναι ίση η παράσταση∫

f(x) dx−
∫
g(x) dx ;

Λύση: Η παράσταση
∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx είναι όλες οι συναρτήσεις x2 − 3+ c = x2 + c, όπου

c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση στο R.

Άσκηση 7.1.6.Έστω f ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b]ώστε
∫ ξ
a f =

∫ b
ξ f .

Λύση: Γράφουμε αυτό που έχουμε να αποδείξουμε στη μορφή
∫ ξ
a f +

∫ ξ
b f = 0 και ορίζουμε την

συνάρτηση με τύπο F (x) =
∫ x
a f +

∫ x
b f για κάθε x ∈ [a, b].

Η F είναι συνεχής στο [a, b] ως άθροισμα δύο αόριστων ολοκληρωμάτων της f στο [a, b].
Τώρα, είναι F (a) = −

∫ b
a f και F (b) =

∫ b
a f , οπότε F (a)F (b) = −

( ∫ b
a f

)2 ≤ 0.
Άρα υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε F (ξ) = 0.

Άσκηση 7.1.7. Θεωρήστε την f(x) = x− [x]− 1
2 η οποία εμφανίστηκε και στην άσκηση 6.4.10.

Αποδείξτε ότι η f είναι περιοδική στο R με περίοδο 1.
Αποδείξτε ότι το αόριστο ολοκλήρωμαF (x) =

∫ x
0 f(t) dt είναι περιοδική συνάρτηση στοR με περί-

οδο 1 και υπολογίστε το στο [0, 1). Εκφράστε με απλό τρόπο τον τύπο της F στοR χρησιμοποιώντας
τη συνάρτηση [x].
Αποδείξτε ότι το αόριστο ολοκλήρωμαG(x) =

∫ x
0 (F (t)+

1
12) dt είναι περιοδική συνάρτηση στο R

με περίοδο 1.
Σε ποιά διαστήματα είναι η f συνεχής; Σε ποιά διαστήματα είναι η F αντιπαράγωγος της f ;
Σε κάθε σημείο ασυνέχειας της f να συγκρίνετε καθένα από τα δύο πλευρικά όρια της f με την αντί-
στοιχη πλευρική παράγωγο της F . Τί παρατηρείτε;

Λύση: Από τη γνωστή ανισότητα [x] ≤ x < [x] + 1 συνεπάγεται [x] + 1 ≤ x+1 < ([x] + 1)+ 1.
Επειδή ο [x] + 1 είναι ακέραιος, συμπεραίνουμε ότι ισχύει

[x+ 1] = [x] + 1.

Άρα για κάθε x ισχύει f(x+ 1) = (x+ 1)− [x+ 1]− 1
2 = x− [x]− 1

2 = f(x), οπότε η f είναι
περιοδική στο R με περίοδο 1.
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Τώρα, με μια απλή αλλαγή μεταβλητής (για την τελευταία ισότητα), έχουμε∫ x
0 f(t) dt+

∫ x+1
x f(t) dt =

∫ x+1
0 f(t) dt =

∫ 1
0 f(t) dt+

∫ x+1
1 f(t) dt =

∫ 1
0 f(t) dt+

∫ x
0 f(t) dt

και άρα ∫ x+1
x f(t) dt =

∫ 1
0 f(t) dt. (14.188)

Παρατηρούμε ότι η (14.188) ισχύει για κάθε περιοδική συνάρτηση με περίοδο 1.
Άρα ∫ x+1

x f(t) dt =
∫ 1
0 f(t) dt = 0

και, επομένως,

F (x+ 1) =
∫ x+1
0 f(t) dt =

∫ x
0 f(t) dt+

∫ x+1
x f(t) dt = F (x) + 0 = F (x),

οπότε η F είναι περιοδική συνάρτηση στο R με περίοδο 1.
Αν x ∈ [0, 1), τότε

F (x) =
∫ x
0 (t− [t]− 1

2) dt =
∫ x
0 (t−

1
2) dt =

x2−x
2 .

Τώρα, για κάθε x ισχύει x− [x] ∈ [0, 1) και, επειδή ο [x] είναι ακέραιος και η F είναι περιοδική
με περίοδο 1, συνεπάγεται

F (x) = F (x− [x]) = (x−[x])2−(x−[x])
2 . (14.189)

Κατόπιν, εφαρμόζουμε την (14.188) στην περιοδική F και έχουμε∫ x+1
x F (t) dt =

∫ 1
0 F (t) dt = − 1

12 .

Άρα

G(x+ 1) =
∫ x+1
0 (F (t) + 1

12) dt =
∫ x
0 (F (t) +

1
12) dt+

∫ x+1
x F (t) dt+

∫ x+1
x

1
12 dt

= G(x)− 1
12 + 1

12 = G(x),

οπότε η G είναι περιοδική συνάρτηση στο R με περίοδο 1.
Η f είναι συνεχής σε κάθε διάστημα [k, k+1), όπου k είναι οποιοσδήποτε ακέραιος: στο διάστημα
[k, k + 1) η f γράφεται f(x) = x− k − 1

2 .
Σε κάθε ακέραιο k η f δεν είναι συνεχής, αφού

limx→k− f(x) = limx→k−
(
x− (k − 1)− 1

2

)
= 1

2 ,

limx→k+ f(x) = limx→k+

(
x− k − 1

2

)
= −1

2 = f(k).

Στο ανοικτό διάστημα (k, k+1) (όπου k είναι ακέραιος) από την (14.189) συνεπάγεται ότι ισχύει

F ′(x) = d
dx

(x−k)2−(x−k)
2 = x− k − 1

2 = f(x).

Άρα η F είναι αντιπαράγωγος της f στο (k, k + 1).
Τέλος, αν ο k είναι ακέραιος, έχουμε

limx→k−
F (x)−F (k)

x−k = limx→k−
F (x)
x−k = limx→k−

(x−k+1)2−(x−k+1)
2(x−k) = limx→k−

x−k+1
2 = 1

2

= limx→k− f(x)

και

limx→k+
F (x)−F (k)

x−k = limx→k+
F (x)
x−k = limx→k+

(x−k)2−(x−k)
2(x−k) = limx→k−

x−k−1
2 = −1

2

= limx→k+ f(x).
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Άσκηση 7.2.1. Σκεφτείτε ότι το
∫
f(x) dx = F (x)+c ισοδυναμεί μεF ′(x) = f(x) αν η f είναι συ-

νεχής στο κατάλληλο διάστημα. Αποδείξτε ότι
∫

1
x logx dx = log(logx) + c στο διάστημα (1,+∞).

Λύση: Επειδή ισχύει d
dx log(logx) = 1

x logx στο διάστημα (1,+∞), συνεπάγεται
∫

1
x logx dx =

log(logx) + c στο ίδιο διάστημα.

Άσκηση 7.2.2.Βρείτε f : R → R συνεχή στοR και αριθμό aώστε να ισχύει
∫ x
a f(t) dt = sinx−

√
3
2

για κάθε x. Πόσες λύσεις υπάρχουν;
Υπάρχει f : R → R συνεχής στο R ώστε να ισχύει

∫ x
0 f(t) dt = ex για κάθε x; Ίδια ερώτηση για

την
∫ x
0 f(t) dt = ex − 1. Πόσες λύσεις υπάρχουν;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Αν υπάρχει f συνεχής στο R ώστε να ισχύει
∫ x
a f(t) dt = sinx −

√
3
2

για κάθε x, τότε παραγωγίζοντας αυτήν τη σχέση, βρίσκουμε ότι ισχύει f(x) = cosx για κάθε x.
Με την συνάρτηση f(x) = cosx έχουμε

∫ x
a f(t) dt = sinx − sin a, οπότε ισχύει

∫ x
a f(t) dt =

sinx−
√
3
2 για κάθε x αν και μόνο αν sin a =

√
3
2 .

Άρα υπάρχει μοναδική συνάρτηση, η f(x) = cosx, και άπειροι a, οι π
3 + k2π και οι 2π

3 + k2π
για k ∈ Z.
Το δεύτερο ερώτημα. Δεν είναι δυνατό να ισχύει

∫ x
0 f(t) dt = ex για κάθε x, αφού δεν ισχύει για

x = 0.
Αντιθέτως, η

∫ x
0 f(t) dt = ex − 1 ισχύει για x = 0.

Τώρα, αν υπάρχει f συνεχής στο R ώστε να ισχύει
∫ x
0 f(t) dt = ex − 1 για κάθε x, τότε παραγω-

γίζοντας αυτήν τη σχέση, βρίσκουμε ότι ισχύει f(x) = ex για κάθε x.
Με την f(x) = ex έχουμε, πράγματι, ότι ισχύει

∫ x
0 f(t) dt =

∫ x
0 e

t dt = ex − 1 για κάθε x.

Άσκηση 7.2.3. Έστω διάστημα I και f : I → R με συνεχή παράγωγο στο I . Αν ισχύει f(x) ̸= 0 για
κάθε x ∈ I , αποδείξτε ότι

∫ b
a

f ′(x)
f(x) dx = log f(b)

f(a) για κάθε a, b ∈ I . Συζητήστε ιδιαίτερα τον ρόλο
της υπόθεσης ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I σε σχέση με το πρόσημο της f στο I .

Λύση: Επειδή η f είναι συνεχής στο διάστημα I , συνεπάγεται ότι είτε ισχύει f(x) > 0 για κάθε
x ∈ I είτε ισχύει f(x) < 0 για κάθε x ∈ I .
Αν ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ∈ I , τότε έχουμε d

dx log(f(x)) = f ′(x)
f(x) για κάθε x ∈ I και άρα∫ b

a
f ′(x)
f(x) dx = log(f(b))− log(f(a)) = log f(b)

f(a) για κάθε a, b ∈ I .

Αν ισχύει f(x) < 0 για κάθε x ∈ I , τότε έχουμε d
dx log(−f(x)) =

f ′(x)
f(x) για κάθε x ∈ I και άρα∫ b

a
f ′(x)
f(x) dx = log(−f(b))− log(−f(a)) = log f(b)

f(a) για κάθε a, b ∈ I .

Παρατήρηση. Και στις δύο περιπτώσεις ο λόγος f(b)
f(a) έχει θετική τιμή.

Άσκηση 7.2.4. Έστω f : I → R συνεχής στο διάστημα I και a ∈ I .
Αν η

∫ x
a f(t) dt είναι σταθερή στο I , αποδείξτε ότι η f είναι σταθερή 0 στο I .

Λύση: Αν η
∫ x
a f(t) dt είναι σταθερή στο I , τότε, παραγωγίζοντας, βρίσκουμε ότι ισχύει f(x) = 0

για κάθε x ∈ I .

Άσκηση 7.2.5. Βρείτε τις συναρτήσεις f : (0,+∞) → R για τις οποίες ισχύει f(x) = 1 +
1
x

∫ x
1 f(t) dt για κάθε x > 0.

Λύση: Αν ισχύει f(x) = 1 + 1
x

∫ x
1 f(t) dt για κάθε x > 0, τότε η f είναι συνεχής στο (0,+∞),

αφού το αόριστο ολοκλήρωμα
∫ x
1 f(t) dt είναι συνεχής συνάρτηση στο (0,+∞). Τότε, όμως, το

αόριστο ολοκλήρωμα
∫ x
1 f(t) dt είναι και παραγωγίσιμη συνάρτηση στο (0,+∞).

Συνεπάγεται ότι ισχύει x(f(x) − 1) =
∫ x
1 f(t) dt για κάθε x > 0, οπότε, παραγωγίζοντας, βρί-

σκουμε ότι ισχύει f(x)−1+xf ′(x) = f(x) ή, ισοδύναμα, f ′(x) = 1
x για κάθε x > 0. Άρα ισχύει

f(x) = logx+ c για κάθε x > 0, όπου c είναι κάποια σταθερή συνάρτηση στο (0,+∞).
Από την αρχική σχέση f(x) = 1 + 1

x

∫ x
1 f(t) dt με x = 1 συνεπάγεται f(1) = 1 και άρα c = 1.

Άρα, αν ισχύει f(x) = 1 + 1
x

∫ x
1 f(t) dt για κάθε x > 0, τότε η f έχει τύπο f(x) = logx+ 1 για

κάθε x > 0.
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Αντιστρόφως, η συνάρτηση f με τύπο f(x) = logx + 1 για κάθε x > 0 ικανοποιεί την f(x) =
1 + 1

x

∫ x
1 f(t) dt για κάθε x > 0.

Πράγματι, ισχύει
1
x

∫ x
1 f(t) dt =

∫ x
1 (log t+ 1) dt = 1

x

∫ x
1

d
dt(t log t) dt = logx = f(x)− 1

για κάθε x > 0.

Άσκηση 7.2.6. Έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του I . Επίσης, έστω g, h : A→ I και η F : A→ R με τύπο F (x) =

∫ g(x)
h(x) f(t) dt για

κάθε x ∈ A.
Αν οι g, h είναι συνεχείς στον x ∈ A, αποδείξτε ότι η F είναι κι αυτή συνεχής στον x.
Αν οι g, h είναι παραγωγίσιμες στον x ∈ A και η f είναι συνεχής στους g(x), h(x), αποδείξτε ότι η
F είναι παραγωγίσιμη στον x και F ′(x) = g′(x)f(g(x))− h′(x)f(h(x)).

Βρείτε τα πεδία ορισμού των
∫ x2−x
1

t2−2t
et+2t2

dt,
∫ x2

x
et

t dt και τις παραγώγους τους.

Βρείτε f : [0,+∞) → R συνεχή στο [0,+∞)ώστε να ισχύει
∫ x2

0 f(t) dt = 1−2x
2 για κάθε x ∈ R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Θεωρούμε οποιονδήποτε s0 ∈ I και γράφουμε

F (x) =
∫ g(x)
h(x) f(t) dt =

∫ g(x)
s0

f(t) dt−
∫ h(x)
s0

f(t) dt για κάθε x ∈ A.

Η συνάρτηση
∫ g(x)
s0

f(t) dt είναι σύνθεση του αόριστου ολοκληρώματος
∫ s
s0
f(t) dt και της g,

οπότε είναι συνεχής στο A. Το ίδιο ισχύει και για τη συνάρτηση
∫ h(x)
s0

f(t) dt, οπότε η F είναι
συνεχής στο A.
Το δεύτερο ερώτημα. Όπως στο πρώτο ερώτημα.
Το τρίτο ερώτημα. Η συνάρτηση f(t) = t2−2t

et+2t2
ορίζεται σε ολόκληρο το R, οπότε και η F (x) =∫ x2−x

1
t2−2t
et+2t2

dt ορίζεται σε ολόκληρο το R και ισχύει

F ′(x) = (2x− 1) (x
2−x)2−2(x2−x)

ex2−x+2(x2−x)2
για κάθε x.

Η συνάρτηση f(t) = et

t ορίζεται στο (−∞, 0) και στο (0,+∞). Οι x, x2 πρέπει να ανήκουν είτε
και οι δύο στο (−∞, 0) είτε και οι δύο στο (0,+∞) και άρα πρέπει να ανήκουν και οι δύο στο
(0,+∞). Άρα το πεδίο ορισμού της F (x) =

∫ x2

x
et

t dt είναι το (0,+∞) και ισχύει

F ′(x) = 2x ex
2

x2 − ex

x για κάθε x > 0.

Άσκηση 7.2.7. Βρείτε το limx→+∞ e
−x2 ∫ x

0 e
t2 dt.

Βρείτε a > 0 και b, c, d ώστε limx→0+
1

ex−b−cx−dx2

∫ x
0

t2√
a+t

dt = 1.

Λύση:Με τον κανόνα του l’ Hopitâl έχουμε

limx→+∞ e
−x2 ∫ x

0 e
t2 dt = limx→+∞

ex
2

2xex2
= 0.

Είναι limx→0+(e
x − b− cx− dx2) = 1− b και limx→0+

∫ x
0

t2√
a+t

dt = 0.

Άρα, αν b ̸= 1, τότε limx→0+
1

ex−b−cx−dx2

∫ x
0

t2√
a+t

dt = 0 και, επομένως, b = 1.
Τώρα, από τον κανόνα του l’ Hopitâl συνεπάγεται

limx→0+
1

ex−1−cx−dx2

∫ x
0

t2√
a+t

dt = limx→0+
1

ex−c−2dx
x2
√
a+x

= 1√
a
limx→0+

x2

ex−c−2dx .

Για να εφαρμόσουμε τον κανόνα του l’ Hopitâl πρέπει να υπάρχει το τελευταίο όριο. Και, πράγματι,
το όριο αυτό υπάρχει και είναι ίσο με 0 αν c ̸= 1, οπότε σ’αυτήν την περίπτωση καταλήγουμε σε
άτοπο, ή, αν c = 1, είναι ίσο με

limx→0+
x2

ex−1−2dx = limx→0+
2x

ex−2d .
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Και πάλι, για να εφαρμόσουμε τον κανόνα του l’ Hopitâl πρέπει να υπάρχει το τελευταίο όριο. Το
όριο αυτό υπάρχει και είναι ίσο με 0 αν 2d ̸= 1, οπότε σ’αυτήν την περίπτωση καταλήγουμε σε
άτοπο, ή, αν 2d = 1, είναι ίσο με

limx→0+
2x

ex−1 = limx→0+
2
ex = 2.

Άρα πρέπει να είναι b = c = 1 και d = 1
2 και τότε

1 = limx→0+
1

ex−1−x−(1/2)x2

∫ x
0

t2√
a+t

dt = 1√
a
limx→0+

x2

ex−1−x = 1√
a
limx→0+

2x
ex−1

= 1√
a
limx→0+

2
ex = 2√

a

και, επομένως, a = 4.

Άσκηση 7.2.8. Αν a ̸= ±b, αποδείξτε ότι limx→±∞
1
x

∫ x
0 sin(at) sin(bt) dt = 0.

Λύση: Έχουμε∫ x
0 sin(at) sin(bt) dt = 1

2

∫ x
0 cos((a− b)t) dt− 1

2

∫ x
0 cos((a+ b)t) dt = sin((a−b)x)

2(a−b) − sin((a+b)x)
2(a+b)

και άρα

limx→±∞
1
x

∫ x
0 sin(at) sin(bt) dt = limx→±∞

sin((a−b)x)
2(a−b)x − limx→±∞

sin((a+b)x)
2(a+b)x = 0− 0 = 0.

Άσκηση 7.2.9. [α] Δώστε δεύτερη απόδειξη του λήμματος 6.5[β] με βάση το θεμελιώδες θεώρημα.
[γ] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αν

∫ x′′

x′ f(t) dt ≥ 0 για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b] με
x′ < x′′, αποδείξτε ότι ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε σημείο συνέχειας x της f .

Λύση: [α] Θεωρούμε το αόριστο ολοκλήρωμα με τύπο F (x) =
∫ x
a f για κάθε x ∈ [a, b].

Έστω a ≤ x1 < x2 ≤ b. Τότε, επειδή ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [x1, x2], συνεπάγεται∫ x2

x1
f ≥ 0, οπότε

F (x2) =
∫ x2

a f =
∫ x1

a f +
∫ x2

x1
f ≥

∫ x1

a f = F (x1).

Άρα η F είναι αύξουσα στο [a, b].
Τώρα, επειδή F (a) = 0 και F (b) =

∫ b
a f = 0, συνεπάγεται ότι η F είναι σταθερή 0 στο [a, b].

Άρα ισχύει f(x) = F ′(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b] στον οποίο η f είναι συνεχής.
[γ] Θεωρούμε πάλι το αόριστο ολοκλήρωμα με τύπο F (x) =

∫ x
a f για κάθε x ∈ [a, b].

Έστω a ≤ x1 < x2 ≤ b. Τότε έχουμε

F (x2) =
∫ x2

a f =
∫ x1

a f +
∫ x2

x1
f ≥

∫ x1

a f = F (x1).

Άρα η F είναι αύξουσα στο [a, b].
Άρα ισχύει f(x) = F ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b] στον οποίο η f είναι συνεχής.

Άσκηση 7.2.10. Έστω f συνεχής στο [0,+∞) και έστω ότι ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x > 0 και

(f(x))2 = 2
∫ x
0 f για κάθε x ≥ 0. (14.190)

Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) > 0 για κάθε x > 0.
Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = x για κάθε x ≥ 0.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Από την (14.190) συνεπάγεται f(0) = 0.
Επειδή η f είναι συνεχής στο (0,+∞) και ισχύει f(x) ̸= 0 για κάθε x > 0, συνεπάγεται ότι είτε
ισχύει f(x) > 0 για κάθε x > 0 είτε ισχύει f(x) < 0 για κάθε x > 0.
Αν ισχύει f(x) < 0 για κάθε x > 0, τότε ισχύει

∫ x
0 f ≤ 0 για κάθε x > 0, οπότε βάσει της
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(14.190) έχουμε (f(x))2 ≤ 0 για κάθε x > 0 και, επομένως, f(x) = 0 για κάθε x > 0. Αυτό είναι
άτοπο, οπότε ισχύει f(x) > 0 για κάθε x > 0.
Το δεύτερο ερώτημα. Επειδή ισχύει f(x) ≥ 0 για κάθε x ≥ 0, από την (14.190) συνεπάγεται ότι
ισχύει

f(x) =
√
2
√∫ x

0 f για κάθε x ≥ 0. (14.191)

Τώρα, έστω x > 0. Η f είναι συνεχής στο [0, x] και ισχύει f(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [0, x]. Άρα είναι∫ x
0 f ≥ 0 και μάλιστα, επειδή η f δεν είναι σταθερή 0 στο [0, x], ισχύει

∫ x
0 f > 0.

Το ίδιο αποδεικνύεται πιο απλά ως εξής. Αν x > 0, τότε f(x) > 0, οπότε από την (14.190)
συνεπάγεται

∫ x
0 f > 0.

Έχουμε, λοιπόν, ότι ισχύει ∫ x
0 f > 0 για κάθε x > 0.

Τώρα, η f είναι συνεχής στο (0,+∞), οπότε ισχύει( ∫ x
0 f

)′
= f(x) για κάθε x > 0.

Επίσης, η συνάρτηση√y είναι παραγωγίσιμη για y > 0. Άρα από την (14.191) συνεπάγεται ότι η
f είναι παραγωγίσιμη για x > 0 και ότι

f ′(x) =
√
2 f(x)

2
√∫ x

0 f
= f(x)√

2
√∫ x

0 f
= 1 για κάθε x > 0,

όπου στην τελευταία ισότητα εφαρμόζουμε πάλι την (14.191).
Το τρίτο ερώτημα. Από την τελευταία σχέση και από το ότι η f είναι συνεχής στο [0,+∞) συνε-
πάγεται ότι υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει f(x) = x+ c για κάθε x ≥ 0.
Για x = 0 παίρνουμε 0 = 0 + c, οπότε c = 0 και άρα ισχύει f(x) = x για κάθε x ≥ 0.

Άσκηση 7.2.11.Έστω f παραγωγίσιμη στο διάστημα [0, a] έτσι ώστε η f ′ να είναι συνεχής στο [0, a]

και έστω f(0) = 0. Θεωρήστε την g : [0, a] → R με g(x) =

{
(f(x))2/x, αν 0 < x ≤ a

0, αν x = 0
και

αποδείξτε ότι είναι παραγωγίσιμη στο [0, a].
Να συγκρίνετε τις παραγώγους των g(x) και

∫ x
0 (f

′)2.
Αποδείξτε ότι ισχύει

(f(x))2 ≤ x
∫ x
0 (f

′)2 για κάθε x ∈ [0, a]. (14.192)

Αν (f(a))2 = a
∫ a
0 (f

′)2, αποδείξτε ότι η f(x)
x είναι σταθερή στο (0, a].

Αν (f(a))2 = a
∫ a
0 (f

′)2 και f ′(0) = 2, αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = 2x για κάθε x ∈ [0, a].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Για x ∈ (0, a] έχουμε g′(x) = 2xf(x)f ′(x)−(f(x))2
x2 .

Για x = 0, έχουμε

g′(0) = limx→0+
g(x)−g(0)

x−0 = limx→0+
(f(x))2

x2 =
(
limx→0+

f(x)−f(0)
x−0

)2
= (f ′(0))2.

Άρα η g είναι παραγωγίσιμη στο [0, a] και ισχύει

g′(x) =

{
2xf(x)f ′(x)−(f(x))2

x2 , αν 0 < x ≤ a

(f ′(0))2, αν x = 0

Το δεύτερο ερώτημα. Γράφουμε (χωρίς να γνωρίζουμε αν είναι σωστές) τις διαδοχικές ισοδύναμες
σχέσεις:

g′(x) ≤
( ∫ x

0 (f
′)2

)′
g′(x) ≤ (f ′(x))2.
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Η τελευταία σχέση ισχύει, προφανώς, ως ισότητα για x = 0, ενώ για x ∈ (0, a] είναι ισοδύναμη
με τις διαδοχικές ισοδύναμες σχέσεις

2xf(x)f ′(x)−(f(x))2
x2 ≤ (f ′(x))2

2xf(x)f ′(x)− (f(x))2 ≤ x2(f ′(x))2

0 ≤ (xf ′(x)− f(x))2.

Η τελευταία ανισότητα είναι σωστή, οπότε ισχύει

g′(x) ≤
( ∫ x

0 (f
′)2

)′ για κάθε x ∈ [0, a].

Το τρίτο ερώτημα. Η (14.192) είναι σωστή ως ισότητα για x = 0 και για x ∈ (0, a] γράφεται
ισοδύναμα

g(x) ≤
∫ x
0 (f

′)2.

Θεωρούμε την συνάρτηση με τύπο h(x) =
∫ x
0 (f

′)2 − g(x) για κάθε x ∈ [0, a].
Τότε, βάσει του αποτελέσματος του δεύτερου ερωτήματος, ισχύει h′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [0, a].
Άρα η h είναι αύξουσα στο [0, a], οπότε ισχύει h(x) ≥ h(0) = 0 για κάθε x ∈ (0, a]. Άρα η
(14.192) είναι σωστή και για x ∈ (0, a].
Το τέταρτο ερώτημα. Αν (f(a))2 = a

∫ a
0 (f

′)2, τότε είναι h(a) = 0.
Τώρα, επειδή η h είναι αύξουσα στο [0, a] και h(0) = h(a) = 0, συνεπάγεται ότι η h είναι σταθερή
0 στο [0, a]. Άρα ισχύει

∫ x
0 (f

′)2 − g(x) = h(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, a]. Παραγωγίζοντας,
βρίσκουμε ότι ισχύει (f ′(x))2 = g′(x) για κάθε x ∈ [0, a].
Για x ∈ (0, a] έχουμε τις διαδοχικές ισοδύναμες σχέσεις

(f ′(x))2 = 2xf(x)f ′(x)−(f(x))2
x2

(xf ′(x)− f(x))2 = 0

xf ′(x)− f(x) = 0(f(x)
x

)′
= 0.

Άρα υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει f(x)
x = c ή, ισοδύναμα, f(x) = cx για κάθε x ∈ (0, a]. Το

τελευταίο ισχύει ούτως ή άλλως και για x = 0, όποια κι αν είναι η σταθερά c.
Το πέμπτο ερώτημα. Συγκρίνοντας τις παραγώγους των δύο πλευρών της σχέσης f(x) = cx για
x = 0, βρίσκουμε c = f ′(0) = 2.

Άσκηση 7.2.12. Έστω f : [0,+∞) → R ώστε η f ′ : [0,+∞) → R να είναι συνεχής στο [0,+∞)
και f(0) = 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει ef(x)/x ≤ 1

x

∫ x
0 e

f ′(t) dt για κάθε x > 0.
Αν υπάρχει a > 0 ώστε να ισχύει ef(a)/a = 1

a

∫ a
0 e

f ′(t) dt, αποδείξτε ότι υπάρχει σταθερά c ώστε να
ισχύει f(x) = cx για κάθε x ∈ [0, a].

Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο h(x) =
∫ x
0 e

f ′(t) dt− xef(x)/x για κάθε x ∈ (0,+∞).
Τότε

h′(x) = ef
′(x) − xf ′(x)−f(x)

x ef(x)/x − ef(x)/x

= ef(x)/x
(
ef

′(x)−f(x)/x −
(
f ′(x)− f(x)

x

)
− 1

)
≥ 0.

(14.193)

Στην τελευταία ανισότητα χρησιμοποιήσαμε την ανισότητα et ≥ t+ 1 με t = f ′(x)− f(x)
x .

Επομένως, η h είναι αύξουσα στο (0,+∞) και, επειδή

limx→0+ h(x) =
∫ 0
0 e

f ′(t) dt− 0 limx→0+ e
(f(x)−f(0))/(x−0) = 0− 0ef

′(0) = 0,
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συνεπάγεται ότι ισχύει h(x) ≥ 0 ή, ισοδύναμα, ef(x)/x ≤ 1
x

∫ x
0 e

f ′(t) dt για κάθε x > 0.
Αν υπάρχει a > 0ώστε να ισχύει ef(a)/a = 1

a

∫ a
0 e

f ′(t) dt, τότε h(a) = 0 και άρα η h είναι σταθερή
0 στο διάστημα (0, a], οπότε ισχύει h′(x) = 0 για κάθε x ∈ (0, a].
Από τη σχέση (14.193) και από το ότι ισχύει et = t + 1 αν και μόνο αν t = 0 συνεπάγεται ότι
ισχύει

f ′(x)− f(x)
x = 0 για κάθε x ∈ (0, a].

Άρα ισχύει
(f(x)

x

)′
= 0 για κάθε x ∈ (0, a].

Επομένως, υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει f(x)
x = c ή, ισοδύναμα, f(x) = cx για κάθε

x ∈ [0, a]. Η σχέση αυτή ισχύει, προφανώς, και για x = 0.

Άσκηση 7.2.13. Έστω διάστημα I και f : I → R ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο
υποδιάστημα του I . Έστω a ∈ I και το αόριστο ολοκλήρωμα F (x) =

∫ x
a f(t) dt για κάθε x ∈ I .

Αν υπάρχει το limy→x+ f(y) ∈ R, αποδείξτε ότι F ′+(x) = limy→x+ f(y).

Λύση: Η απόδειξη είναι ουσιαστικά ίδια με την απόδειξη του θεμελιώδους θεωρήματος του απει-
ροστικού λογισμού.
Πρώτη περίπτωση. Υποθέτουμε ότι limy→x+ f(y) = l ∈ R.
Έστω, λοιπόν, ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει |f(t)− l| < ϵ

2 για κάθε t ∈ (x, x+ δ).
Έστω, τώρα, οποιοσδήποτε y ∈ (x, x+ δ). Τότε ισχύει

|f(t)− l| < ϵ
2 για κάθε t ∈ (x, y].

Άρα ∣∣ ∫ y
x (f(t)− l) dt

∣∣ ≤ ϵ
2(y − x) < ϵ(y − x).

Τότε ∣∣F (y)−F (x)
y−x − l

∣∣ = 1
y−x

∣∣F (y)− F (x)− l(y − x)
∣∣

= 1
y−x

∣∣ ∫ y
a f(t) dt−

∫ x
a f(t) dt− l(y − x)

∣∣
= 1

y−x
∣∣ ∫ y

x f(t) dt− l(y − x)
∣∣ = 1

y−x
∣∣ ∫ y

x f(t) dt−
∫ y
x l dt

∣∣
= 1

y−x
∣∣ ∫ y

x (f(t)− l) dt
∣∣ < ϵ.

Βλέπουμε, δηλαδή, ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε y ∈ (x, x + δ) να ισχύει∣∣F (y)−F (x)
y−x − l

∣∣ < ϵ. Άρα limy→x+
F (y)−F (x)

y−x = l, οπότε F ′+(x) = l.
Δεύτερη περίπτωση. Υποθέτουμε ότι limy→x+ f(y) = +∞.
ΈστωM > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει f(t) > M

2 για κάθε t ∈ (x, x+ δ).
Έστω, τώρα, οποιοσδήποτε y ∈ (x, x+ δ). Τότε ισχύει

f(t) > M
2 για κάθε t ∈ (x, y]

και άρα ∫ y
x f(t) dt ≥

M
2 (y − x) > M(y − x).

Τότε
F (y)−F (x)

y−x = 1
y−x

( ∫ y
a f(t) dt−

∫ x
a f(t) dt

)
= 1

y−x
∫ y
x f(t) dt > M.

Δηλαδή, για κάθεM > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε y ∈ (x, x+ δ) να ισχύει F (y)−F (x)
y−x > M .

Άρα F ′+(x) = limy→x+
F (y)−F (x)

y−x = +∞.
Η τρίτη περίπτωση, όπου limy→x+ f(y) = −∞, είναι όμοια με την προηγούμενη.

Άσκηση 7.2.14. Έστω p, r : I → R συνεχείς στο διάστημα I . Λέμε ότι η συνάρτηση y(x) είναι λύση
της διαφορικής εξίσωσης

y′ + p(x)y = r(x) (14.194)
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στο διάστημα I αν ισχύει y′(x) + p(x)y(x) = r(x) για κάθε x ∈ I .

Αν x0 ∈ I και αν µ(x) = e
∫ x
x0

p(t) dt για κάθε x ∈ I , αποδείξτε ότι οι λύσεις της (14.194) στο I είναι
οι συναρτήσεις y(x) = 1

µ(x)

( ∫ x
x0
µ(t)r(t) dt+ c

)
για x ∈ I και μόνο αυτές.

Λύση: Ισχύει
µ′(x) = p(x)e

∫ x
x0

p(t) dt
= p(x)µ(x) για κάθε x ∈ I.

Επειδή, προφανώς, ισχύει µ(x) > 0 για κάθε x ∈ I , συνεπάγεται ότι στο διάστημα I έχουμε τις
παρακάτω διαδοχικές ισοδύναμες σχέσεις:

y′(x) + p(x)y(x) = r(x)

µ(x)y′(x) + p(x)µ(x)y(x) = µ(x)r(x)

µ(x)y′(x) + µ′(x)y(x) = µ(x)r(x)

(µ(x)y(x))′ = µ(x)r(x)

µ(x)y(x) =
∫ x
x0
µ(t)r(t) dt+ c,

όπου c είναι αυθαίρετη σταθερή συνάρτηση στο I .

Άσκηση 7.2.15. Συνέχεια της άσκησης 5.3.19. Έστω p, q : I → R συνεχείς στο διάστημα I . Λέμε
ότι η συνάρτηση y(x) είναι λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (14.195)

στο διάστημα I αν ισχύει y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = 0 για κάθε x ∈ I .
Στα επόμενα θεωρήστε γνωστό το εξής θεώρημα. Για κάθε x0 ∈ I και για κάθε δύο αριθμούς y0, y0′

υπάρχει μοναδική λύση y(x) της y′′+p(x)y′+q(x)y = 0 στο I ώστε y(x0) = y0 και y′(x0) = y0
′.

Έστω y1(x) και y2(x) δύο οποιεσδήποτε λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (14.195) στο I .
[β] Δείτε την άσκηση 7.2.14 και αποδείξτε ότι ηW (y1, y2)(x) είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης
y′ + p(x)y = 0 στο I .
[γ] Αποδείξτε ότι είτε (i) ισχύειW (y1, y2)(x) = 0 για κάθε x ∈ I είτε (ii) ισχύειW (y1, y2)(x) ̸= 0
για κάθε x ∈ I . Στην περίπτωση (i) αποδείξτε ότι μια από τις δύο αυτές λύσεις είναι σταθερό
πολλαπλάσιο της άλλης στο I . Στην περίπτωση (ii) αποδείξτε ότι καμιά από τις δύο αυτές λύσεις
δεν είναι σταθερό πολλαπλάσιο της άλλης στο I , δηλαδή ότι οι δύο λύσεις y1(x) και y2(x) στο I
είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Σύμφωνα με την άσκηση 5.3.19, στην περίπτωση (ii), ανάμεσα σε δύο
διαδοχικές ρίζες της μιας λύσης βρίσκεται ακριβώς μία ρίζα της άλλης λύσης και αντιστρόφως.
[δ] Έστω ότι ισχύει η περίπτωση (ii) στο [γ]. Θεωρήστε οποιαδήποτε λύση y(x) της (14.195) στο I
και οποιονδήποτε x0 ∈ I . Αποδείξτε ότι το γραμμικό σύστημα

λ1y1(x0) + λ2y2(x0) = y(x0)

λ1y1
′(x0) + λ2y2

′(x0) = y′(x0)

έχει μοναδική λύση ως προς τους λ1 και λ2. Κατόπιν, αποδείξτε ότι W (y, λ1y1 + λ2y2) = 0 για
κάθε x ∈ I και ότι y(x) = λ1y1(x) + λ2y2(x) για κάθε x ∈ I . Άρα οι λύσεις της (14.195) στο I
είναι οι γραμμικοί συνδυασμοί λ1y1(x)+λ2y2(x) και μόνο αυτοί. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι οι
λύσεις y1(x) και y2(x) παράγουν τον γραμμικό χώρο των λύσεων της (14.195) στο I . Και, επειδή,
οι δύο αυτές λύσεις είναι γραμμικά ανεξάρτητες, αποτελούν βάση του χώρου των λύσεων. Δηλαδή,
ο χώρος των λύσεων έχει γραμμική διάσταση ίση με 2.

Λύση: [β] Για κάθε x ∈ I έχουμε

W (y1, y2)
′(x) =

(
y1(x)y2

′(x)− y1
′(x)y2(x)

)′
= y1(x)y2

′′(x)− y1
′′(x)y2(x)

= y1(x)
(
− p(x)y2

′(x)− q(x)y2(x)
)
−

(
− p(x)y1

′(x)− q(x)y1(x)
)
y2(x)

= −p(x)
(
y1(x)y2

′(x)− y1
′(x)y2(x)

)
= −p(x)W (y1, y2)(x).
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[γ] Αν εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα του [β] σε συνδυασμό με το αποτέλεσμα της άσκησης 7.2.14
με r(x) = 0 για κάθε x ∈ I , τότε βλέπουμε ότι υπάρχει σταθερή συνάρτηση c στο I ώστε να
ισχύει

W (y1, y2)(x) = ce
∫ x
x0

p(t) dt για κάθε x ∈ I,

όπου x0 είναι οποιoδήποτε στοιχείο του I .
Επομένως: (i) αν c = 0, τότε ισχύει W (y1, y2)(x) = 0 για κάθε x ∈ I και (ii) αν c ̸= 0, τότε
ισχύειW (y1, y2)(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I .
Στην περίπτωση (ii) είναι εύκολο να δούμε ότι καμιά από τις y1, y2 δεν είναι σταθερό πολλαπλάσιο
της άλλης στο I .
Πράγματι, αν ίσχυε y2(x) = ky1(x) για κάθε x ∈ I , τότε για κάθε x ∈ I θα είχαμε

W (y1, y2)(x) = y1(x)y2
′(x)− y1

′(x)y2(x) = ky1(x)y1
′(x)− ky1

′(x)y1(x) = 0

και θα καταλήγαμε σε άτοπο.
Τώρα, έστω ότι έχουμε την περίπτωση (i). Τότε η ορίζουσα του γραμμικού συστήματος

λ1y1(x0) + λ2y2(x0) = 0

λ1y1
′(x0) + λ2y2

′(x0) = 0

είναι ίση με 0, οπότε το σύστημα έχει τουλάχιστον μία μη-μηδενική λύση. Δηλαδή, υπάρχουν
λ1, λ2, όχι και οι δύο ίσοι με 0, που ικανοποιούν το σύστημα.
Ορίζουμε τη συνάρτηση y(x) = λ1y1(x) + λ2y2(x) στο I και τότε, σύμφωνα με το αποτέλεσμα
του [α], η y(x) είναι λύση της (14.195) και ικανοποιεί τις y(x0) = 0 και y′(x0) = 0.
Όμως, η σταθερή συνάρτηση 0 έχει τις ίδιες ιδιότητες, οπότε, βάσει του θεωρήματος που θεωρούμε
γνωστό, ισχύει

λ1y1(x) + λ2y2(x) = 0 για κάθε x ∈ I.

Αν λ1 ̸= 0, τότε έχουμε y1(x) = −λ2
λ1
y2(x) για κάθε x ∈ I και, αν λ2 ̸= 0, τότε έχουμε y2(x) =

−λ1
λ2
y1(x) για κάθε x ∈ I .

[δ] Το σύστημα

λ1y1(x0) + λ2y2(x0) = y(x0)

λ1y1
′(x0) + λ2y2

′(x0) = y′(x0)

έχει μοναδική λύση ως προς τους λ1 και λ2, διότι η ορίζουσά του δεν είναι ίση με 0.
Είναι

W (y, λ1y1 + λ2y2)(x0) = y(x0)(λ1y1 + λ2y2)
′(x0)− y′(x0)(λ1y1 + λ2y2)(x0) = 0,

οπότε από το αποτέλεσμα του [β] έχουμε ότι ισχύειW (y, λ1y1 + λ2y2)(x) = 0 για κάθε x ∈ I .
Άρα, σύμφωνα με το αποτέλεσμα του [γ], μια από τις y(x) και λ1y1(x) + λ2y2(x) είναι σταθερό
πολλαπλάσιο της άλλης στο I . Επειδή οι δύο συναρτήσεις έχουν ίδια τιμή στον x0, συνεπάγεται
ότι ισχύει y(x) = λ1y1(x) + λ2y2(x) για κάθε x ∈ I .

Άσκηση 7.2.17. Συνέχεια της άσκησης 5.6.16.
Έστω η συνάρτηση f : R → R με τύπο f(x) = c

∫ x
−1 g(t) dt για κάθε x. Αποδείξτε ότι υπάρχει

κατάλληλη θετική τιμή του αριθμού c ώστε η f να είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στοR, να είναι
σταθερή 0 στο (−∞,−1], σταθερή 1 στο [1,+∞) και γνησίως αύξουσα στο [−1, 1].

Λύση: Η συνάρτηση g είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R, είναι ταυτοτικά ίση με 0 στα
(−∞,−1] και [1,+∞) και ισχύει g(x) > 0 για κάθε x ∈ (−1, 1).
Προφανώς, όποιος κι αν είναι ο c, η f είναι παραγωγίσμη στοR και ισχύει f ′(x) = cg(x) για κάθε
x. Άρα η f είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R.
Επίσης, ισχύει

f(x) = c
∫ x
−1 g(t) dt = 0 για κάθε x ≤ −1
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και

f(x) = c
∫ x
−1 g(t) dt = c

∫ 1
−1 g(t) dt+ c

∫ x
1 g(t) dt = c

∫ 1
−1 g(t) dt για κάθε x ≥ 1.

Ο αριθμός
∫ 1
−1 g(t) dt είναι θετικός, οπότε επιλέγοντας c = 1/(

∫ 1
−1 g(t) dt) έχουμε ότι ισχύει

f(x) = 1 για κάθε x ≥ 1.
Τέλος, ισχύει f ′(x) = cg(x) > 0 για x ∈ (−1, 1), οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο [−1.1].

Άσκηση 7.2.19. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Ορίζουμε fn(x) = 1
(n−1)!

∫ x
a (x −

t)n−1f(t) dt για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει f1′(x) = f(x) και fn+1

′(x) = fn(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει fn(n)(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.
Αποδείξτε ότι ισχύει fn+1(x) =

∫ x
a fn(t) dt για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n.

Αποδείξτε ότι το πλήθος των εναλλαγών προσήμου της f στο [a, b] δεν είναι μικρότερο από το πλή-
θος των εναλλαγών προσήμου στην (n+ 1)-άδα (f(b), f1(b), . . . , fn(b)).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Από την σχέση f1(x) =
∫ x
a f(t) dt συνεπάγεται η f1

′(x) = f(x).
Τώρα θα δούμε τρεις τρόπους απόδειξης της δεύτερης σχέσης: fn+1

′(x) = fn(x).
Πρώτα μέσω του διωνυμικού τύπου του Newton:

fn+1
′(x) = 1

n!
d
dx

∫ x
a (x− t)nf(t) dt = 1

n!
d
dx

∑n
k=0(−1)n−k

(
n
k

)
xk

∫ x
a t

n−kf(t) dt

= 1
n!

(∑n
k=1(−1)n−kk

(
n
k

)
xk−1

∫ x
a t

n−kf(t) dt+
∑n

k=0(−1)n−k
(
n
k

)
xkxn−kf(x)

)
= 1

n!

(∑n
k=1(−1)n−kn

(
n−1
k−1

)
xk−1

∫ x
a t

n−kf(t) dt+ xnf(x)
∑n

k=0(−1)n−k
(
n
k

))
= 1

n!

(∑n
k=1(−1)(n−1)−(k−1)n

(
n−1
k−1

)
xk−1

∫ x
a t

(n−1)−(k−1)f(t) dt

+ xnf(x)(1 + (−1))n
)

= 1
(n−1)!

∑n−1
k=0(−1)(n−1)−k

(
n−1
k

)
xk

∫ x
a t

(n−1)−kf(t) dt

= 1
(n−1)!

∫ x
a (x− t)n−1f(t) dt = fn(x).

Κατόπιν, με την αρχή της επαγωγής. Αν θέσουμε f0 = f , τότε για n = 0 η σχέση fn+1
′(x) =

fn(x) είναι η f1′(x) = f(x). Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι για κάθε συνάρτηση f ισχύει fn+1
′(x) =

fn(x) για κάποιον n ≥ 0. Τότε, αν θέσουμε g(x) = xf(x), έχουμε

fn+2
′(x) = 1

(n+1)!
d
dx

∫ x
a (x− t)n+1f(t) dt

= 1
(n+1)!

d
dx

(
x
∫ x
a (x− t)nf(t) dt−

∫ x
a (x− t)ntf(t) dt

)
= 1

n+1
d
dx

(
x 1
n!

∫ x
a (x− t)nf(t) dt− 1

n!

∫ x
a (x− t)ng(t) dt

)
= 1

n+1
d
dx

(
xfn+1(x)− gn+1(x)

)
= 1

n+1

(
fn+1(x) + xfn(x)− gn(x)

)
= 1

n+1

(
1
n!

∫ x
a (x− t)nf(t) dt+ x 1

(n−1)!
∫ x
a (x− t)n−1f(t) dt

− 1
(n−1)!

∫ x
a (x− t)n−1tf(t) dt

)
= 1

n+1

(
1
n!

∫ x
a (x− t)nf(t) dt+ 1

(n−1)!
∫ x
a (x− t)nf(t) dt

)
= 1

n!

∫ x
a (x− t)nf(t) dt = fn+1(x).

Ο τρίτος τρόπος βασίζεται στον ορισμό της παραγώγου. Γράφουμε

fn+1(x+h)−fn+1(x)
h = 1

n!
1
h

( ∫ x+h
a (x+ h− t)nf(t) dt−

∫ x
a (x− t)nf(t) dt

)
= 1

n!
1
h

( ∫ x+h
a (x+ h− t)nf(t) dt−

∫ x
a (x+ h− t)nf(t) dt

+
∫ x
a (x+ h− t)nf(t) dt−

∫ x
a (x− t)nf(t) dt

)
= 1

n!
1
h

∫ x+h
x (x+ h− t)nf(t) dt+ 1

n!

∫ x
a

(x+h−t)n−(x−t)n
h f(t) dt.

(14.196)
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Θεωρούμε κάποιον M ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(t)| ≤ M για κάθε t ∈ [a, b] και τότε έχουμε
|x+ h− t| ≤ |h| για κάθε t ανάμεσα στους x και x+ h και άρα∣∣ 1

h

∫ x+h
x (x+ h− t)nf(t) dt

∣∣ ≤ |h|nM |h|
|h| =M |h|n. (14.197)

Επίσης, μπορούμε να γράψουμε

(x+h−t)n−(x−t)n
h = nξn−1

για κάποιον ξ ανάμεσα στους x+ h− t και x− t και άρα έχουμε |ξ| ≤ b− a και, επομένως,∣∣ (x+h−t)n−(x−t)n
h − n(x− t)n−1

∣∣ = n|ξn−1 − (x− t)n−1|
= n|ξ − (x− t)|

∣∣∑n−2
k=0 ξ

k(x− t)n−2−k
∣∣

≤ n|h|
∑n−2

k=0 |ξ|k|x− t|n−2−k

≤ n(n− 1)|h|(b− a)n−2.

(14.198)

Τώρα, έχουμε

fn+1(x+h)−fn+1(x)
h − fn(x) =

1
n!

1
h

∫ x+h
x (x+ h− t)nf(t) dt

+ 1
n!

∫ x
a

( (x+h−t)n−(x−t)n
h − n(x− t)n−1

)
f(t) dt

και, συνδυάζοντας τις (14.196), (14.197) και (14.198), βρίσκουμε ότι∣∣fn+1(x+h)−fn+1(x)
h − fn(x)

∣∣ ≤ M
n! |h|

n + 1
n!

∫ x
a n(n− 1)|h|(b− a)n−2|f(t)| dt

≤ M
n! |h|

n + M(b−a)n−1

(n−2)! |h|.

Άρα f ′n+1(x) = limh→0
fn+1(x+h)−fn+1(x)

h = fn(x).
Το δεύτερο ερώτημα. Επαγωγικά, έχουμε

fn
(1)(x) = fn−1(x), fn

(2)(x) = fn−1
(1)(x) = fn−2(x), fn

(3)(x) = fn−2
(1)(x) = fn−3(x)

κ.τ.λ.
Το τρίτο ερώτημα. Αυτό είναι εύκολο:∫ x

a fn(t) dt =
∫ x
a fn+1

′(t) = fn+1(x)− fn+1(a) = fn+1(x).

Το τέταρτο ερώτημα. Με την αρχή της επαγωγής.
Αν δεν υπάρχει καμία εναλλαγή προσήμου στο ζευγάρι (f(b), f1(b)), τότε το αποτέλεσμα είναι
προφανές. Άρα ας υποθέσουμε ότι f(b)f1(b) < 0.
Έστω, λοιπόν, f(b) < 0 και f1(b) > 0. Τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε

f(ξ) = f1
′(ξ) = f1(b)−f1(a)

b−a = f1(b)
b−a > 0.

Άρα είναι f(b) < 0 και f(ξ) > 0, οπότε η f έχει τουλάχιστον μία εναλλαγή προσήμου στο [a, b].
Η περίπτωση όπου f(b) > 0 και f1(b) < 0 είναι παρόμοια.
Τώρα, έστω ότι το αποτέλεσμα είναι σωστό για κάθε συνάρτηση f και για κάποια τιμή του n ≥ 1.
Έστω ότι υπάρχουν k εναλλαγές προσήμου στην (n+ 2)-άδα (f(b), f1(b), . . . , fn+1(b)).
Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f1(x) για x ∈ [a, b].
Έχουμε

g1(x) =
∫ x
a g(t) dt =

∫ x
a f1(t) dt = f2(t),

g2(x) =
∫ x
a g1(t) dt =

∫ x
a f2(t) dt = f3(t)
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κ.τ.λ. Οπότε, επαγωγικά, ισχύει gn(x) = fn+1(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n ≥ 1.
Τώρα, η υπόθεσή μας διατυπώνεται ως εξής: υπάρχουν k εναλλαγές προσήμου στην (n+ 2)-άδα
(f(b), g(b), . . . , gn(b)).
Πρώτη περίπτωση. Αν f(b)g(b) ≥ 0, τότε υπάρχουν k εναλλαγές προσήμου στην (n + 1)-άδα
(g(b), . . . , gn(b)), οπότε από την επαγωγική μας υπόθεση συνεπάγεται ότι η g έχει τουλάχιστον k
εναλλαγές προσήμου στο [a, b]. Δηλαδή, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ώστε

a < x0 < x1 < . . . < xk−1 < xk ≤ b

και ώστε οι τιμές της g στους αριθμούς αυτούς να είναι εναλλάξ θετικές και αρνητικές. Αν για
κάποιον j έχουμε g(xj−1) < 0 και g(xj) > 0, τότε υπάρχει ξj ∈ (xj−1, xj) ώστε

f(ξj) = g′(ξj) =
g(xj)−g(xj−1)

xj−xj−1
> 0.

Ομοίως, αν για κάποιον j έχουμε g(xj−1) > 0 και g(xj) < 0, τότε υπάρχει ξj ∈ (xj−1, xj) ώστε
f(ξj) < 0.
Τέλος, επειδή g(a) = 0, αν g(x0) > 0, τότε υπάρχει ξ0 ∈ (a, x0) ώστε f(ξ0) > 0 και, αν
g(x0) < 0, τότε υπάρχει ξ0 ∈ (a, x0) ώστε f(ξ0) < 0.
Από τα προηγούμενα είναι φανερό ότι οι τιμές της f στους διαδοχικούς αριθμούς x0, x1, . . . xk
στο (a, b) είναι εναλλάξ θετικές και αρνητικές και άρα η f έχει τουλάχιστον k εναλλαγές προσήμου
στο [a, b].
Δεύτερη περίπτωση. Αν f(b)g(b) < 0, τότε υπάρχουν k−1 εναλλαγές προσήμου στην (n+1)-άδα
(g(b), . . . , gn(b)), οπότε από την επαγωγική μας υπόθεση συνεπάγεται ότι η g έχει τουλάχιστον
k − 1 εναλλαγές προσήμου στο [a, b]. Δηλαδή, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk−1 ώστε

a < x0 < x1 < . . . < xk−2 < xk−1 ≤ b

και ώστε οι τιμές της g στους αριθμούς αυτούς να είναι εναλλάξ θετικές και αρνητικές.
Τώρα, όπως στην πρώτη περίπτωση, βρίσκουμε ότι υπάρχουν διαδοχικοί αριθμοί x0, x1, . . . xk−1
στο (a, b) στους οποίους οι τιμές της f είναι εναλλάξ θετικές και αρνητικές. Άρα έχουμε, μέχρι
στιγμής, τουλάχιστον k − 1 εναλλαγές προσήμου της f .
Τώρα, έστω f(b) > 0 και g(b) < 0.
Ας παρατηρήσουμε το τελευταίο διάστημα [xk−2, xk−1] στο εσωτερικό του οποίου ανήκει ο ξk−1.
Αν g(xk−1) < 0, τότε f(ξk−1) < 0 και, επειδή f(b) > 0, η f έχει μία επιπλέον εναλλαγή προσή-
μου στο [a, b]. Αν g(xk−1) > 0, τότε f(ξk−1) > 0 και, επειδή g(b) < 0, υπάρχει ξk ∈ (xk−1, b)
ώστε f(ξk) < 0, οπότε η f έχει μία επιπλέον εναλλαγή προσήμου στο [a, b].
Άρα η f έχει τουλάχιστον k εναλλαγές προσήμου στο [a, b].
Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι, αν f(b) < 0 και g(b) > 0, τότε η f έχει τουλάχιστον k εναλλα-
γές προσήμου στο [a, b].
Άρα σε κάθε περίπτωση η f έχει τουλάχιστον k εναλλαγές προσήμου στο [a, b].

Άσκηση 7.2.20. Έστω διάστημα I και F : I → R παραγωγίσιμη στο I ώστε η F ′ : I → R
να είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I . Αποδείξτε ότι ισχύει∫ b
a F
′(x) dx = F (b)− F (a) για κάθε a, b ∈ I .

Λύση: Πρώτος τρόπος. Έστω a, b ∈ I με a < b και έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση
∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, ] ώστε

Σ(F ′; a, b;∆)− Σ(F ′; a, b; ∆) < ϵ.

Έστω uk και lk τα supremum και infimum της F ′ στο [xk−1, xk].
Γνωρίζουμε ότι υπάρχει ξk ∈ (xk−1, xk) ώστε F (xk)− F (xk−1) = F ′(ξk)(xk − xk−1), οπότε

lk(xk − xk−1) ≤ F (xk)− F (xk−1) ≤ uk(xk − xk−1).
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Προσθέτουμε αυτές τις ανισότητες για k = 1, . . . , n και βρίσκουμε

Σ(F ′; a, b;∆) ≤ F (b)− F (a) ≤ Σ(F ′; a, b;∆).

Από αυτήν τη σχέση και από την

Σ(F ′; a, b;∆) ≤
∫ b
a F
′(x) dx ≤ Σ(F ′; a, b;∆)

συνεπάγεται ∣∣F (b)− F (a)−
∫ b
a F
′(x) dx

∣∣ ≤ Σ(F ′; a, b;∆)− Σ(F ′; a, b;∆) < ϵ.

Άρα ισχύει
∣∣F (b)−F (a)−

∫ b
a F
′(x) dx

∣∣ < ϵ για κάθε ϵ > 0, οπότε
∫ b
a F
′(x) dx = F (b)−F (a).

Οι περιπτώσεις b < a και a = b είναι άμεσες.
Δεύτερος τρόπος. Έστω a, b ∈ I με a < b και έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει δ > 0 ώστε για
κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆ να
ισχύει

|Σ(F ′; a, b;∆,Ξ)−
∫ b
a F
′(x) dx| < ϵ.

Θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] με w(∆) < δ.
Για κάθε k = 1, . . . , n υπάρχει ξk ∈ (xk−1, xk) ώστε F (xk) − F (xk−1) = F ′(ξk)(xk − xk−1)
και, επομένως,

Σ(F ′; a, b;∆,Ξ) =
∑n

k=1 F
′(ξk)(xk − xk−1) =

∑n
k=1 F (xk)− F (xk−1) = F (b)− F (a).

Τώρα, επειδή w(∆) < δ, έχουμε∣∣F (b)− F (a)−
∫ b
a F
′(x) dx

∣∣ = |Σ(F ′; a, b;∆,Ξ)−
∫ b
a F
′(x) dx| < ϵ.

Όπως και με τον πρώτο τρόπο, συμπεραίνουμε ότι
∫ b
a F
′(x) dx = F (b)− F (a).

Άσκηση 7.2.21. Θυμόμαστε ότι, αν η f είναι κυρτή σε διάστημα I , τότε για κάθε εσωτερικό σημείο
x του I ορίζονται οι πλευρικές παράγωγοι f ′−(x) και f ′+(x), αυτές είναι αριθμοί και ισχύει f ′−(x) ≤
f ′+(x).
[α] Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R κυρτή στο I . Έστω g : I → R ώστε για κάθε x ∈ I
ο αριθμός g(x) να είναι ανάμεσα στους f ′+(x) και f ′−(x). Αποδείξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιμη σε
κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I και

∫ b
a g(x) dx = f(b)− f(a) για κάθε a, b ∈ I .

Ειδικώτερα,
∫ b
a f
′
−(x) dx = f(b)− f(a) και

∫ b
a f
′
+(x) dx = f(b)− f(a) για κάθε a, b ∈ I .

[γ] Έστω ανοικτό διάστημα I και f : I → R. Αποδείξτε ότι η f είναι κυρτή στο I αν και μόνο αν
είναι αόριστο ολοκλήρωμα μιας αύξουσας συνάρτησης στο I .

Υπόδειξη: [α] Έστω ότι η f είναι κυρτή στο I .
Αν x1, x2 ∈ I , x1 < x2, τότε είναι

g(x1) ≤ f ′+(x1) ≤
f(x2)−f(x1)

x2−x1
≤ f ′−(x2) ≤ g(x2),

οπότε η g είναι αύξουσα στο I . Άρα η g είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υπο-
διάστημα του I .
Έστω a, b ∈ I με a < b και τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b}
του [a, b] ώστε

Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b; ∆) < ϵ.

Έστω uk και lk το supremum και το infimum της g στο [xk−1, xk].
Επειδή η g είναι αύξουσα, είναι uk = g(xk) και lk = g(xk−1), οπότε

lk = g(xk−1) ≤ f(xk)−f(xk−1)
xk−xk−1

≤ g(xk) = uk.
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Άρα

Σ(g; a, b;∆) =
∑n

k=1 lk(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1
f(xk)−f(xk−1)

xk−xk−1
(xk − xk−1)

≤
∑n

k=1 uk(xk − xk−1) = Σ(g; a, b;∆).

Επομένως,
Σ(g; a, b; ∆) ≤ f(b)− f(a) ≤ Σ(g; a, b;∆).

Από αυτήν τη σχέση και από την

Σ(g; a, b;∆) ≤
∫ b
a g(x) dx ≤ Σ(g; a, b;∆)

συνεπάγεται ∣∣f(b)− f(a)−
∫ b
a g(x) dx

∣∣ ≤ Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b;∆) < ϵ.

Αποδείξαμε ότι ισχύει
∣∣f(b) − f(a) −

∫ b
a g(x) dx

∣∣ < ϵ για κάθε ϵ > 0, οπότε
∫ b
a g(x) dx =

f(b)− f(a). Οι περιπτώσεις b < a και a = b είναι άμεσες.
[γ] Έστω ότι η f είναι κυρτή στο I . Τότε οποιαδήποτε g : I → R από το [α] είναι αύξουσα
στο I και, όπως αποδείχθηκε, ισχύει f(x) − f(a) =

∫ x
a g(t) dt για κάθε a, x ∈ I . Άρα ισχύει

f(x) =
∫ x
a g(t) dt+ f(a) για κάθε x ∈ I .

Αντιστρόφως, έστω g : I → R αύξουσα συνάρτηση στο I και, επομένως, ολοκληρώσιμη σε κάθε
κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I .
Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση με τύπο f(x) =

∫ x
a g(t) dt + c για κάθε x ∈ I , όπου a ∈ I ,

είναι κυρτή στο I .
Έστω x1, x2 ∈ I , x1 < x2 και x ∈ (x1, x2). Επειδή η g είναι αύξουσα, ισχύει

f(x)− f(x1) =
∫ x
x1
g(t) dt ≤ g(x)(x− x1),

f(x2)− f(x) =
∫ x2

x g(t) dt ≥ g(x)(x2 − x).

Συνεπάγεται

x2−x
x2−x1

f(x1)+
x−x1
x2−x1

f(x2) ≥ x2−x
x2−x1

(
f(x)−g(x)(x−x1)

)
+ x−x1

x2−x1

(
f(x)+g(x)(x2−x)

)
= f(x)

και, επομένως, η f είναι κυρτή στο I .

Άσκηση 7.3.1. Βρείτε με αλλαγές μεταβλητής τα
∫
tanx dx,

∫
1

1+ex dx,
∫
(sinx)3 dx,

∫
(sinx)4 dx,∫

1
1+cosx dx.

Λύση: Για το πρώτο ολοκλήρωμα χρησιμοποιούμε αλλαγή μεταβλητής από x σε y = cosx και
έχουμε∫

tanx =
∫ sinx

cosx dx = −
∫

1
y dy

∣∣
y=cosx = −(log |y|+ c)

∣∣
y=cosx = − log | cosx|+ c.

Η ισότητα αυτή ισχύει στα ανοικτά διαστήματα (−π
2 + kπ, π2 + kπ), όπου k ∈ Z, αλλά όχι σε

μεγαλύτερα διαστήματα. Μάλιστα, αν ο k είναι άρτιος, τότε έχουμε
∫
tanx = − log(cosx) + c

στο αντίστοιχο διάστημα ενώ, αν ο k είναι περιττός, τότε έχουμε
∫
tanx = − log(− cosx)+c στο

αντίστοιχο διάστημα.
Για το δεύτερο ολοκλήρωμα κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε y = ex και τότε∫

1
1+ex dx =

∫
1

(1+y)y dy
∣∣
y=ex

.

Κατόπιν, έχουμε 1
(1+y)y = 1

y − 1
1+y και άρα∫

1
(1+y)y dy =

∫
1
y dy −

∫
1

1+y dy = log |y| − log |1 + y|+ c = log
∣∣ y
1+y

∣∣+ c.
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Επομένως, ∫
1

1+ex dx =
(
log

∣∣ y
1+y

∣∣+ c
)∣∣

y=ex
= log ex

1+ex + c.

Η σχέση
∫

1
1+ex dx = log ex

1+ex + c ισχύει στο R.
Παρατηρήστε ότι στο ολοκλήρωμα

∫
1

(1+y)y dy, το οποίο χρησιμοποιήσαμε, η μεταβλητή y ανήκει
στο (0,+∞) αφού είναι y = ex. Επομένως, στον υπολογισμό του θα μπορούσαμε να γράψουμε∫

1
(1+y)y dy =

∫
1
y dy −

∫
1

1+y dy = log y − log(1 + y) + c = log y
1+y + c χωρίς να χρησιμοποι-

ήσουμε απόλυτες τιμές.
Για το τρίτο ολοκλήρωμα κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε y = cosx και έχουμε∫

(sinx)3 dx = −
∫
(1− y2) dy

∣∣
y=cosx =

(
1
3 y

3 − y + c
)∣∣

y=cosx = 1
3(cosx)

3 − cosx+ c.

Η σχέση
∫
(sinx)3 dx = 1

3(cosx)
3 − cosx+ c ισχύει στο R.

Για το τέταρτο ολοκλήρωμα χρησιμοποιούμε την ταυτότητα (sinx)2 = 1−cos(2x)
2 και την αλλαγή

μεταβλητής από x σε y = 2x και βρίσκουμε∫
(sinx)4 dx = 1

4

∫
(1− cos(2x))2 dx = 1

8

∫
(1− cos y)2 dy

∣∣
y=2x

.

Τώρα∫
(1− cos y)2 dy =

∫
dy − 2

∫
cos y dy +

∫
(cos y)2 dy = y − 2 sin y +

∫
(cos y)2 dy.

Χρησιμοποιούμε πάλι την ταυτότητα (cos y)2 = 1+cos(2y)
2 και την αλλαγή μεταβλητής από y σε

u = 2y και τότε∫
(cos y)2 dy = 1

2

∫
(1 + cos(2y)) dy = 1

4

∫
(1 + cosu) du

∣∣
u=2y

= 1
4(u+ sinu+ c)

∣∣
u=2y

= 1
2y +

1
4 sin(2y) + c.

Άρα ∫
(1− cos y)2 dy = y − 2 sin y + 1

2y +
1
4 sin(2y) + c = 3

2y − 2 sin y + 1
4 sin(2y) + c

και, τέλος,∫
(sinx)4 dx = 1

8

(
3
2y − 2 sin y + 1

4 sin(2y) + c
)∣∣

y=2x
= 3

8x− 1
4 sin(2x) +

1
32 sin(4x) + c.

Η σχέση αυτή ισχύει στο R.
Για το πέμπτο ολοκλήρωμα χρησιμοποιούμε μια από τις προηγούμενες ταυτότητες στη μορφή
1 + cosx = 2(cos x

2 )
2 και την αλλαγή μεταβλητής από x σε y = x

2 και βρίσκουμε∫
1

1+cosx dx = 1
2

∫
1

(cos(x/2))2 dx =
∫

1
(cos y)2 dy

∣∣
y=(x/2)

= (tan y + c)
∣∣
y=(x/2)

= tan x
2 + c.

Η σχέση
∫

1
1+cosx dx = tan x

2 + c ισχύει στα ανοικτά διαστήματα ((2k − 1)π, (2k + 1)π), όπου
k ∈ Z, αλλά όχι σε μεγαλύτερα διαστήματα.

Άσκηση 7.3.2. Βρείτε με ολοκληρώσεις κατά παράγοντες και αλλαγές μεταβλητής τα
∫
x3e−x

2
dx,∫

arcsinx dx,
∫

x
(cosx)2 dx,

∫
x2

(x2+1)2
dx,

∫ arctan(ex)
ex dx.

Λύση: Στο πρώτο ολοκλήρωμα κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε y = −x2 και έχουμε∫
x3e−x

2
dx = 1

2

∫
yey dy

∣∣
y=−x2 .

Κατόπιν, ∫
yey dy =

∫
y dey

dy dy = yey −
∫ dy

dye
y dy = yey −

∫
ey dy = yey − ey + c
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και άρα ∫
x3e−x

2
dx = 1

2(ye
y − ey + c)

∣∣
y=−x2 = −1

2x
2e−x

2 − 1
2e
−x2

+ c.

Η σχέση αυτή ισχύει στο R.
Για το δεύτερο ολοκλήρωμα έχουμε∫

arcsinx dx =
∫

dx
dx arcsinx dx = x arcsinx−

∫
xd arcsinx

dx dx = x arcsinx−
∫

x√
1−x2

dx.

Τώρα, ∫
x√
1−x2

dx = −1
2

∫
1√
y dy

∣∣
y=1−x2 = (−√

y + c)
∣∣
y=1−x2 = −

√
1− x2 + c

και, επομένως, ∫
arcsinx dx = x arcsinx+

√
1− x2 + c.

Η σχέση αυτή ισχύει στο κλειστό διάστημα [−1, 1].
Για το τρίτο ολοκλήρωμα γράφουμε∫

x
(cosx)2 dx =

∫
xd tanx

dx dx = x tanx−
∫

dx
dx tanx dx = x tanx−

∫
tanx dx

= x tanx+ log | cosx|+ c

από την άσκηση 7.3.1. Η ισότητα
∫

x
(cosx)2 dx = x tanx + log | cosx| + c ισχύει στα ανοικτά

διαστήματα (−π
2 + kπ, π2 + kπ), όπου k ∈ Z, αλλά όχι σε μεγαλύτερα διαστήματα.

Για το τέταρτο ολοκλήρωμα έχουμε∫
x2

(x2+1)2
dx = −1

2

∫
x d
dx

1
x2+1

dx = − x
2(x2+1)

+ 1
2

∫
dx
dx

1
x2+1

dx

= − x
2(x2+1)

+ 1
2

∫
1

x2+1
dx = − x

2(x2+1)
+ 1

2 arctanx+ c.

Η σχέση αυτή ισχύει στο R.
Για το πέμπτο ολοκλήρωμα γράφουμε∫ arctan(ex)

ex dx =
∫ arctan y

y2
dy

∣∣
y=ex

.

Τώρα∫ arctan y
y2

dy = −
∫

d
dy

1
y arctan y dy = − arctan y

y +
∫

1
y

d arctan y
dy dy = − arctan y

y +
∫

1
y(y2+1)

dy

και ∫
1

y(y2+1)
dy =

∫ y
y2(y2+1)

dy = 1
2

∫
1

u(u+1) du
∣∣
u=y2

.

Επίσης, ∫
1

u(u+1) du =
∫ (

1
u − 1

u+1

)
du = log |u| − log |u+ 1|+ c = log

∣∣ u
u+1

∣∣+ c.

Άρα ∫
1

y(y2+1)
dy = 1

2

(
log

∣∣ u
u+1

∣∣+ c
)
u=y2

= 1
2 log

y2

y2+1
+ c

και ∫ arctan y
y2

dy = − arctan y
y + 1

2 log
y2

y2+1
+ c

και, τέλος,∫ arctan(ex)
ex dx =

(
− arctan y

y + 1
2 log

y2

y2+1
+ c

)∣∣
y=ex

= − arctan(ex)
ex + 1

2 log
e2x

e2x+1
+ c.

Η σχέση
∫ arctan(ex)

ex dx = − arctan(ex)
ex + 1

2 log
e2x

e2x+1
+ c ισχύει στο R.

Παρατηρούμε ότι στο ολοκλήρωμα
∫

1
u(u+1) du, το οποίο χρησιμοποιήσαμε, η μεταβλητή u ανή-

κει στο (0,+∞) αφού είναι u = y2 = e2x. Επομένως, στον υπολογισμό του θα μπορούσαμε να
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γράψουμε
∫

1
u(u+1) du =

∫ (
1
u − 1

u+1

)
du = logu − log(u + 1) + c = log u

u+1 + c χωρίς να
χρησιμοποιήσουμε απόλυτες τιμές.

Άσκηση 7.3.3. Βρείτε τα ολοκληρώματα ρητών συναρτήσεων
∫

1
x4+1

dx,
∫

1
x5+1

dx,
∫

1
x6+1

dx.

Υπόδειξη: Αποδείξτε, ξεκινώντας από την αριστερή τους μεριά και χρησιμοποιώντας απλές ταυ-
τότητες, τις παραγοντοποιήσεις:

x4+1 = (x2+
√
2x+1)(x2−

√
2x+1), x5+1 = (x+1)

(
x2−

√
5+1
2 x+1

)(
x2+

√
5−1
2 x+1

)
,

x6 + 1 = (x2 + 1)(x2 +
√
3x+ 1)(x2 −

√
3x+ 1).

Άσκηση 7.3.4. Βρείτε το
∫ sinx

1+sinx+cosx dx.

Λύση: Πρώτος τρόπος. Κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε u = tan x
2 και, χρησιμοποιώντας

τις σχέσεις
sinx = 2u

1+u2 , cosx = 1−u2

1+u2 , dx = 2
1+u2 du,

βρίσκουμε ∫ sinx
1+sinx+cosx dx =

∫
2u

(1+u)(1+u2)
du

∣∣
u=tan(x/2).

Χωρίζουμε σε απλά κλάσματα:

2u
(1+u)(1+u2)

= 1
1+u2 + u

1+u2 − 1
1+u .

Επομένως, ∫
2u

(1+u)(1+u2)
du = arctanu+ 1

2 log(1 + u2)− log |1 + u|+ c

και άρα ∫ sinx
1+sinx+cosx dx =

(
arctanu+ 1

2 log(1 + u2)− log |1 + u|+ c
)∣∣

u=tan(x/2)

= arctan(tan x
2 )− log

∣∣ cos x
2

∣∣− log
∣∣1 + tan x

2

∣∣+ c

= arctan(tan x
2 )− log

∣∣ sin x
2 + cos x

2

∣∣+ c.

Δεύτερος τρόπος. Γράφουμε

sinx
1+sinx+cosx = 2 sin(x/2) cos(x/2)

2(cos(x/2))2+2 sin(x/2) cos(x/2) =
sin(x/2)

cos(x/2)+sin(x/2) =
1√
2

sin(x/2)
sin((x/2)+(π/4)) .

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητής από x σε y = x
2 + π

4 , έχουμε

sinx
1+sinx+cosx = 1√

2

sin(y−π/4)
sin y = 1

2
sin y−cos y

sin y = 1
2 − 1

2
cos y
sin y .

Άρα∫ sinx
1+sinx+cosx dx =

∫ (
1− cos y

sin y
)
dy

∣∣
y=(x/2)+(π/4)

=
(
y − log | sin y|+ c

)∣∣
y=(x/2)+(π/4)

= x
2 − log

∣∣ sin (x2 + π
4

)∣∣+ c = x
2 − log

∣∣ sin x
2 + cos x

2

∣∣+ c.

Ας ελέγξει ο αναγνώστης ότι οι δύο τρόποι δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα και ας βρει τα διαστήματα
στα οποία ισχύουν οι σχέσεις που βρήκαμε.

Άσκηση 7.3.5. Βρείτε τα
∫

1√
x2−x−2 dx,

∫
1

5
√
x−1+3

√
x+1

dx.

Λύση: Για το πρώτο ολοκλήρωμα γράφουμε x2 − x− 2 = (x− 1
2)

2 − (32)
2 και κάνουμε αλλαγή

μεταβλητής από x σε t = 2
3(x− 1

2) και βρίσκουμε∫
1√

x2−x−2 dx =
∫

1√
t2−1 dt

∣∣
t= 2

3
(x− 1

2
)
.

Ο x ανήκει στην ένωση (−∞,−1) ∪ (2,+∞). Αν ο x διατρέχει το (−∞,−1), τότε ο t διατρέχει
το (−∞,−1) και, αν ο x διατρέχει το (2,+∞), τότε ο t διατρέχει το (1,+∞).
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Αν ο t διατρέχει το (1,+∞), κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από t σε u = t +
√
t2 − 1. Τότε ο u

διατρέχει το (1,+∞) και έχουμε
√
t2 − 1 = u2−1

2u και dt = u2−1
2u2 du και άρα∫

1√
t2−1 dt =

∫
1
u du

∣∣
u=t+

√
t2−1 = (logu+ c)

∣∣
u=t+

√
t2−1 = log(t+

√
t2 − 1) + c.

Επομένως,∫
1√

x2−x−2 dx =
(
log(t+

√
t2 − 1) + c

)
t= 2

3
(x− 1

2
)
= log

(
x− 1

2 +
√
x2 − x− 2

)
+ c.

Η σχέση αυτή ισχύει στο (2,+∞).
Αν ο t διατρέχει το (−∞,−1), κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από t σε u = t−

√
t2 − 1. Τότε ο u

διατρέχει το (−∞,−1) και έχουμε
√
t2 − 1 = −u2−1

2u και dt = u2−1
2u2 du και άρα∫

1√
t2−1 dt = −

∫
1
u du

∣∣
u=t−

√
t2−1 = (− log |u|+ c)

∣∣
u=t−

√
t2−1 = − log(−t+

√
t2 − 1) + c.

Επομένως,∫
1√

x2−x−2 dx =
(
− log(−t+

√
t2 − 1) + c

)
t= 2

3
(x− 1

2
)
= − log

(
− x+ 1

2 +
√
x2 − x− 2

)
+ c.

Η σχέση αυτή ισχύει στο (−∞,−1).
Για το δεύτερο ολοκλήρωμα κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε t =

√
x− 1 και βρίσκουμε∫

1
5
√
x−1+3

√
x+1

dx = 2
∫

t
5t+3

√
t2+2

dt
∣∣
t=
√
x−1.

Κατόπιν, έχουμε
2
∫

t
5t+3

√
t2+2

dt = 2
√
2
∫

s
5s+3

√
s2+1

ds
∣∣
s=t/

√
2
.

Τέλος, κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από s σε u = s+
√
s2 + 1 και, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις

s = u2−1
2u ,

√
s2 + 1 = u2+1

2u , ds = u2+1
2u2 du,

βρίσκουμε
2
√
2
∫

s
5s+3

√
s2+1

ds = 1√
2

∫
u4−1

(4u2−1)u2 du
∣∣
u=s+

√
s2+1

.

Τα υπόλοιπα ας τα βρει ο αναγνώστης. Να παρατηρήσουμε, όμως, ότι η μεταβλητή x διατρέχει το
[1,+∞), οι μεταβλητές t και s διατρέχουν το [0,+∞) και η u διατρέχει το [1,+∞).

Άσκηση 7.3.7. [α] Αν η f(sinx) είναι συνεχής στο [0, π2 ], αποδείξτε ότι και η f(cosx) είναι συνεχής
στο [0, π2 ] και ότι

∫ π/2
0 f(sinx) dx =

∫ π/2
0 f(cosx) dx.

Εφαρμόστε, βρίσκοντας το
∫ π/2
0 (sinx)2 dx.

Λύση: Επειδή ισχύει
f(cosx) = f(sin(π2 − x))

για κάθε x ∈ [0, π2 ], βλέπουμε ότι η συνάρτηση f(cosx) είναι σύνθεση της y = π
2 − x και της

f(sin y) και άρα είναι συνεχής στο [0, π2 ].
Τώρα, με την αλλαγή μεταβλητής από x σε y = π

2 − x βρίσκουμε ότι∫ π/2
0 f(cosx) dx =

∫ π/2
0 f(cos(π2 − y)) dy =

∫ π/2
0 f(sin y) dy.

Εφαρμόζουμε με τη συνάρτηση f(t) = t2 και έχουμε ότι∫ π/2
0 (sinx)2 dx =

∫ π/2
0 (cosx)2 dx.

Άρα
2
∫ π/2
0 (sinx)2 dx =

∫ π/2
0 (sinx)2 dx+

∫ π/2
0 (cosx)2 dx =

∫ π/2
0 dx = π

2 .
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Επομένως,
∫ π/2
0 (sinx)2 dx = π

4 .

Άσκηση 7.3.9. [α]Ορίζουμε In(x) =
∫
xnex dx για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε τον αναδρομικό

τύπο In+1(x) = xn+1ex − (n+ 1)In(x) και βρείτε μέσω αυτού το In(x).

Λύση: Έχουμε

In+1(x) =
∫
xn+1ex dx =

∫
xn+1 dex

dx dx = xn+1ex −
∫

dxn+1

dx ex dx

= xn+1ex − (n+ 1)
∫
xnex dx = xn+1ex − (n+ 1)In(x).

(14.199)

Τώρα, η σχέση (14.199) γράφεται

1
(n+1)!In+1(x) =

xn+1

(n+1)!e
x − 1

n!In(x)

και από αυτήν τη σχέση βρίσκουμε επαγωγικά:

1
n!In(x) =

xn

n! e
x − 1

(n−1)!In−1(x)

= xn

n! e
x − xn−1

(n−1)!e
x + 1

(n−2)!In−2(x)

= xn

n! e
x − xn−1

(n−1)!e
x + xn−2

(n−2)!e
x − 1

(n−3)!In−3(x)

· · · · · · · · ·

= xn

n! e
x − xn−1

(n−1)!e
x + xn−2

(n−2)!e
x − · · ·+ (−1)n−1 x

1!e
x + (−1)n 1

0!I0(x)

= xn

n! e
x − xn−1

(n−1)!e
x + xn−2

(n−2)!e
x − · · ·+ (−1)n−1 x

1!e
x + (−1)n 1

0!e
x + c.

αφού I0(x) =
∫
ex dx = ex + c.

Άσκηση 7.3.11. Ορίζουμε In =
∫ π/2
0 (sinx)n dx για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

Αποδείξτε τον αναδρομικό τύπο In+2 =
n+1
n+2In.

Είναι προφανές ότι I0 = π
2 και I1 = 1. Αποδείξτε ότι ισχύει I2n = (2n−1)(2n−3)···3·1

2n(2n−2)···4·2
π
2 και I2n+1 =

2n(2n−2)···4·2
(2n+1)(2n−1)···5·3 για κάθε n ≥ 1.

Αποδείξτε ότι ισχύει π
2 = (2·4·6···(2n))2

(3·5···(2n−1))2(2n+1)
I2n

I2n+1
για κάθε n ≥ 1 και (n + 1)InIn+1 = π

2 για
κάθε n ≥ 0.
Αποδείξτε ότι ισχύει I2n+1 ≤ I2n ≤ I2n−1 = 2n+1

2n I2n+1 και 1 ≤ I2n
I2n+1

≤ 1 + 1
2n για κάθε n ≥ 1

και, επομένως, I2n
I2n+1

→ 1.

Αποδείξτε τον τύπο του Wallis, 1
2n+1

( 2·4·6···(2n−2)2n
1·3·5···(2n−3)(2n−1)

)2 → π
2 .

Αποδείξτε ότι
(
2n
n

)√n
4n = (2n)!

(n!)2

√
n

4n → 1√
π
.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε

In+2 =
∫ π/2
0 (sinx)n+2 dx = −

∫ π/2
0 (sinx)n+1 d cosx

dx dx

=
∫ π/2
0

d(sinx)n+1

dx cosx dx

= (n+ 1)
∫ π/2
0 (sinx)n(cosx)2 dx = (n+ 1)

∫ π/2
0 (sinx)n(1− (sinx)2) dx

= (n+ 1)
∫ π/2
0 (sinx)n dx− (n+ 1)

∫ π/2
0 (sinx)n+2 dx

= (n+ 1)In − (n+ 1)In+2

και άρα
(n+ 2)In+2 = (n+ 1)In. (14.200)

Το δεύτερο ερώτημα. Η σχέση (14.200) μας δίνει

I2n = 2n−1
2n I2n−2 =

(2n−1)(2n−3)
2n(2n−2) I2n−4 = . . . = (2n−1)(2n−3)···3·1

2n(2n−2)···4·2 I0 =
(2n−1)(2n−3)···3·1

2n(2n−2)···4·2
π
2
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και

I2n+1 =
2n

2n+1I2n−1 =
2n(2n−2)

(2n+1)(2n−1)I2n−3 = . . . = 2n(2n−2)···4·2
(2n+1)(2n−1)···5·3I1 =

2n(2n−2)···4·2
(2n+1)(2n−1)···5·3 .

Το τρίτο ερώτημα. Η σχέση
π
2 = (2·4·6···(2n))2

(3·5···(2n−1))2(2n+1)
I2n

I2n+1
(14.201)

αποδεικνύεται αμέσως από τους τύπους των I2n και I2n+1 που μόλις αποδείξαμε.
Από τη σχέση (14.200) συνεπάγεται ότι ισχύει (n+2)In+2In+1 = (n+1)In+1In για κάθε n ≥ 0.
Αυτό σημαίνει ότι η ακολουθία

(
(n+ 1)In+1In

)
είναι σταθερή και, επομένως, ισχύει

(n+ 1)In+1In = I1I0 =
π
2 .

Το τέταρτο ερώτημα. Επειδή ισχύει (sinx)n+1 ≤ (sinx)n για κάθε n ≥ 0 και κάθε x ∈ [0, π2 ],
συνεπάγεται ότι ισχύει

In+1 =
∫ π/2
0 (sinx)n+1 dx ≤

∫ π/2
0 (sinx)n dx = In.

Άρα, συνδυάζοντας και με την (14.200), έχουμε

I2n+1 ≤ I2n ≤ I2n−1 =
2n+1
2n I2n+1.

Από αυτήν τη σχέση συνεπάγεται η 1 ≤ I2n
I2n+1

≤ 1 + 1
2n και άρα έχουμε το όριο

I2n
I2n+1

→ 1.

Το πέμπτο ερώτημα. Από το τελευταίο όριο και από την (14.201) συνεπάγεται ότι

1
2n+1

( 2·4·6···(2n−2)2n
1·3·5···(2n−3)(2n−1)

)2 → π
2 . (14.202)

Το έκτο ερώτημα. Πολλαπλασιάζοντας το τελευταίο όριο με το 2n+1
n → 2, βρίσκουμε το

1
n

( 2·4·6···(2n−2)2n
1·3·5···(2n−3)(2n−1)

)2 → π

και από αυτό το √
n1·3·5···(2n−3)(2n−1)

2·4·6···(2n−2)2n → 1√
π
.

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με το 2 ·4 ·6 · · · (2n−2)2n = 2nn! και βρίσκουμε
√
n (2n)!
(2nn!)2

→ 1√
π
.

Άσκηση 7.3.12. Αν ο n ∈ N είναι άρτιος, αποδείξτε ότι ισχύει
∫
xne−x

2
dx = Pn−1(x)e

−x2
+

n!
2n−1(n/2)!

∫
e−x

2
dx, όπου Pn−1(x) είναι πολυώνυμο βαθμού n− 1.

Λύση:Με την αρχή της επαγωγής.
Για n = 2 έχουμε∫

x2e−x
2
dx = −1

2

∫
xde−x2

dx dx = −1
2xe
−x2

+
∫

dx
dxe
−x2

dx = −1
2xe
−x2

+
∫
e−x

2
dx.

Έστω ότι για κάποιον άρτιο n ∈ N ισχύει
∫
xne−x

2
dx = Pn−1(x)e

−x2
+ n!

2n−1(n/2)!

∫
e−x

2
dx,

όπου Pn−1(x) είναι πολυώνυμο βαθμού n− 1. Τότε∫
xn+2e−x

2
dx = −1

2

∫
xn+1 de−x2

dx dx = −1
2x

n+1e−x
2
+ 1

2

∫
dxn+1

dx e−x
2
dx

= −1
2x

n+1e−x
2
+ n+1

2

∫
xne−x

2
dx

= −1
2x

n+1e−x
2
+ n+1

2 Pn−1(x)e
−x2

+ n+1
2

n!
2n−1(n/2)!

∫
e−x

2
dx

= Pn+1(x)e
−x2

+ (n+2)!
2n+1((n+2)/2)!

∫
e−x

2
dx,
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όπου το πολυώνυμο Pn+1(x) = −1
2x

n+1 + n+1
2 Pn−1(x) είναι βαθμού n+ 1.

Άσκηση 7.3.16. Αποδείξτε το δεύτερο θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού: αν η
f : [a, b] → R είναι μονότονη και έχει συνεχή παράγωγο στο [a, b] και η g : [a, b] → R είναι συνεχής
στο [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε

∫ b
a f(x)g(x) dx = f(a)

∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx.

Έστω ότι η ϕ έχει μονότονη παράγωγο και συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [a, b] και ότι υπάρχει
m > 0 ώστε να ισχύει ϕ′(x) ≥ m για κάθε x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι

∣∣ ∫ b
a sin(ϕ(x)) dx

∣∣ ≤ 4
m .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Θεωρούμε το αόριστο ολοκλήρωμα G(x) =
∫ x
a g(t) dt.

Ισχύει G′(x) = g(x) για κάθε x ∈ [a, b], οπότε∫ b
a f(x)g(x) dx =

∫ b
a f(x)G

′(x) dx = f(b)G(b)−
∫ b
a f
′(x)G(x) dx. (14.203)

Τώρα, έστω ότι η f είναι αύξουσα στο [a, b], οπότε ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b].
Γνωρίζουμε ότι υπάρχουν x1, x2 ∈ [a, b] ώστε να ισχύει G(x1) ≤ G(x) ≤ G(x2) και άρα
f ′(x)G(x1) ≤ f ′(x)G(x) ≤ f ′(x)G(x2) για κάθε x ∈ [a, b]. Συνεπάγεται∫ b

a f
′(x)G(x1) dx ≤

∫ b
a f
′(x)G(x) dx ≤

∫ b
a f
′(x)G(x2) dx,

δηλαδή

(f(b)− f(a))G(x1) ≤
∫ b
a f
′(x)G(x) dx ≤ (f(b)− f(a))G(x2). (14.204)

Αν f(a) < f(b), συνεπάγεται

G(x1) ≤ 1
f(b)−f(a)

∫ b
a f
′(x)G(x) dx ≤ G(x2),

οπότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε

1
f(b)−f(a)

∫ b
a f
′(x)G(x) dx = G(ξ)

και άρα ∫ b
a f
′(x)G(x) dx = (f(b)− f(a))G(ξ). (14.205)

Αν f(a) = f(b), τότε από την (14.204) συνεπάγεται
∫ b
a f
′(x)G(x) dx = 0, οπότε η (14.205)

ισχύει για οποιονδήποτε ξ ∈ [a, b].
Τώρα, από τις (14.203) και (14.205) συνεπάγεται∫ b

a f(x)g(x) dx = f(b)G(b)− (f(b)− f(a))G(ξ)

= f(a)G(ξ) + f(b)(G(b)−G(ξ))

= f(a)
∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx.

(14.206)

Αν η f είναι φθίνουσα στο [a, b], η απόδειξη είναι παρόμοια.
Το δεύτερο ερώτημα. Γράφουμε∫ b

a sin(ϕ(x)) dx =
∫ b
a

1
ϕ′(x) ϕ

′(x) sin(ϕ(x)) dx.

Ορίζουμε τις συναρτήσεις f(x) = 1
ϕ′(x) και g(x) = ϕ′(x) sin(ϕ(x)) για x ∈ [a, b].

Τότε η f είναι μονότονη και έχει συνεχή παράγωγο και η g είναι συνεχής στο [a, b]. Άρα, σύμφωνα
με το προηγούμενο αποτέλεσμα, υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a sin(ϕ(x)) dx = 1
ϕ′(a)

∫ ξ
a ϕ
′(x) sin(ϕ(x)) dx+ 1

ϕ′(b)

∫ b
ξ ϕ
′(x) sin(ϕ(x)) dx

= − cos(ϕ(ξ))−cos(ϕ(a))
ϕ′(a) − cos(ϕ(b))−cos(ϕ(ξ))

ϕ′(b)
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και, επομένως,∣∣ ∫ b
a sin(ϕ(x)) dx

∣∣ ≤ | cos(ϕ(ξ))−cos(ϕ(a))|
|ϕ′(a)| + | cos(ϕ(b))−cos(ϕ(ξ))|

|ϕ′(b)| ≤ 2
m + 2

m = 4
m .

Άσκηση 7.3.17. Έστω a < b και Qn(x) = (x− a)n(x− b)n για κάθε n. Ορίζουμε τα πολυώνυμα
P0(x) = 1 και Pn(x) =

1
n!(b−a)nQn

(n)(x) για κάθε n.
Αποδείξτε ότι το Pn(x) έχει βαθμό n.
Αποδείξτε ότι

∫ b
a P (x)Pn(x) dx = 0 για κάθε πολυώνυμο P (x) βαθμού < n.

Αποδείξτε ότι
∫ b
a Pn(x)Pm(x) dx = 0, ανm ̸= n, και

∫ b
a (Pn(x))

2 dx = b−a
2n+1 .

Αποδείξτε ότι για κάθε πολυώνυμο P (x) βαθμού n υπάρχουν c0, . . . , cn ώστε να ισχύει P (x) =∑n
k=0 ckPk(x) για κάθε x και, κατόπιν, αποδείξτε ότι οι c0, . . . , cn δίνονται από τον τύπο ck =

2k+1
b−a

∫ b
a P (x)Pk(x) dx.

Έστω P (x) πολυώνυμο βαθμού n με την ιδιότητα:
∫ b
a Q(x)P (x) dx = 0 για κάθε πολυώνυμοQ(x)

βαθμού < n. Αποδείξτε ότι υπάρχει αριθμός c ώστε να ισχύει P (x) = cPn(x) για κάθε x.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Κάθε φορά που παραγωγίζουμε ένα πολυώνυμο ο βαθμός του μειώνεται
κατά μία μονάδα. Επειδή το Qn(x) έχει βαθμό 2n, συνεπάγεται ότι το Qn

(n)(x) έχει βαθμό n.
Το δεύτερο ερώτημα. Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι

Qn
(k)(a) = Qn

(k)(b) = 0 αν k = 0, . . . , n− 1

και
Qn

(n)(a) = Qn
(n)(b) = n!

Τώρα, έστω ότι το P (x) είναι βαθμού k < n. Εφαρμόζουμε διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά πα-
ράγοντες:∫ b

a P (x)Qn
(n)(x) dx = −

∫ b
a P
′(x)Qn

(n−1)(x) dx

. . . . . . . . .

= (−1)k+1
∫ b
a P

(k+1)(x)Qn
(n−k−1)(x) dx = 0,

(14.207)

διότι το πολυώνυμο P (k+1)(x) είναι το μηδενικό πολυώνυμο.
Το τρίτο ερώτημα. Αν m < n, τότε, βάσει του αποτελέσματος του [α],

∫ b
a Pn(x)Pm(x) dx = 0

αφού ο βαθμός του Pm(x) είναι μικρότερος από τον βαθμό του Pn(x). Το ίδιο ισχύει αν n < m
με εναλλαγή τωνm,n.
Τώρα, έστωm = n. Τότε η σχέση (14.207) με k = n− 1 και P (x) = Qn

(n)(x) δεν καταλήγει σε
αποτέλεσμα ίσο με 0 αλλά στο∫ b

a Qn
(n)(x)Qn

(n)(x) dx = (−1)n
∫ b
a Qn

(2n)(x)Qn
(0)(x) dx = (−1)n(2n)!

∫ b
a Qn(x) dx,

Με διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά παράγοντες βρίσκουμε∫ b
a Qn(x) dx =

∫ b
a (x− a)n(x− b)n dx = (−1)n n(n−1)···2·1

(n+1)(n+2)···(2n−1)2n
∫ b
a (x− b)2n dx

= (−1)n+1 n(n−1)···2·1
(n+1)(n+2)···(2n−1)2n(2n+1)(a− b)2n+1 = (−1)n (n!)2

(2n+1)!(b− a)2n+1.

Άρα ∫ b
a Qn

(n)(x)Qn
(n)(x) dx = (−1)n(2n)!

∫ b
a Qn(x) dx = (n!)2

2n+1(b− a)2n+1

και, επομένως, ∫ b
a (Pn(x))

2 dx = 1
(n!)2(b−a)2n

(n!)2

2n+1(b− a)2n+1 = b−a
2n+1 .

Το τέταρτο ερώτημα. Έστω n = 0 και έστω ότι το πολυώνυμο P (x) είναι βαθμού 0. Τότε ισχύει
P (x) = c0 = c0P0(x) για κάθε x.
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Έστω ότι για κάποιον n και για κάθε πολυώνυμο P (x) βαθμού n υπάρχουν c0, . . . , cn ώστε να
ισχύει P (x) =

∑n
k=0 ckPk(x) για κάθε x.

Αν το πολυώνυμο P (x) είναι βαθμού n+1, τότε έχουμε P (x) = R(x)+an+1x
n+1, όπου τοR(x)

είναι πολυώνυμο βαθμού ≤ n. Επίσης, το Pn+1(x) είναι βαθμού n + 1, οπότε είναι Pn+1(x) =
S(x) + bn+1x

n+1, όπου το S(x) είναι πολυώνυμο βαθμού ≤ n. Άρα

P (x) = R(x) + an+1

bn+1
(Pn+1(x)− S(x)) = R(x)− an+1

bn+1
S(x) + an+1

bn+1
Pn+1(x).

Το πολυώνυμο R(x) − an+1

bn+1
S(x) είναι βαθμού ≤ n, οπότε υπάρχουν c0, . . . , cn ώστε να ισχύει

R(x)− an+1

bn+1
S(x) =

∑n
k=0 ckPk(x) για κάθε x. Άρα, αν θέσουμε cn+1 =

an+1

bn+1
, έχουμε ότι

P (x) =
∑n+1

k=0 ckPk(x) για κάθε x.

Άρα, βάσει της αρχής της επαγωγής, για κάθε πολυώνυμο P (x) βαθμού n υπάρχουν c0, . . . , cn
ώστε να ισχύει P (x) =

∑n
k=0 ckPk(x) για κάθε x.

Τώρα, από τα αποτελέσματα του τρίτου ερωτήματος έχουμε ότι∫ b
a P (x)Pk(x) dx =

∑n
j=0 cj

∫ b
a Pj(x)Pk(x) dx = ck

∫ b
a (Pk(x))

2 dx = ck
b−a
2k+1 .

Το πέμπτο ερώτημα. Έστω P (x) πολυώνυμο βαθμού n με την ιδιότητα:
∫ b
a Q(x)P (x) dx = 0 για

κάθε πολυώνυμο Q(x) βαθμού < n.
Πρώτον, έχουμε ότι υπάρχουν c0, . . . , cn ώστε να ισχύει P (x) =

∑n
k=0 ckPk(x) για κάθε x.

Τώρα, επειδή κάθε Pk(x) με k < n είναι βαθμού < n, συνεπάγεται

ck = 2k+1
b−a

∫ b
a P (x)Pk(x) dx = 0 για 0 ≤ k < n.

Άρα P (x) = cnPn(x) για κάθε x.

Άσκηση 7.3.18.Έστω f με συνεχή παράγωγο στο [a, b] με f(a) = f(b) = 0 και
∫ b
a (f(x))

2 dx = 1.
Αποδείξτε ότι

∫ b
a xf(x)f

′(x) dx = −1
2 και την ανισότητα

∫ b
a x

2(f(x))2 dx
∫ b
a (f

′(x))2 dx > 1
4 .

Λύση: Ισχύει∫ b
a xf(x)f

′(x) dx = 1
2

∫ b
a x

d(f(x))2

dx dx = −1
2

∫ b
a

dx
dx(f(x))

2 dx = −1
2

∫ b
a (f(x))

2 dx = −1
2 .

Εφαρμόζουμε την ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky στην άσκηση 6.4.18 με τις συναρτήσεις
|xf(x)| και |f ′(x)| και βρίσκουμε

1
4 =

∣∣ ∫ b
a xf(x)f

′(x) dx
∣∣2 ≤ ( ∫ b

a |xf(x)||f ′(x)| dx
)2 ≤ ∫ b

a x
2(f(x))2 dx

∫ b
a (f

′(x))2 dx.

Αν ισχύει η ισότητα
∫ b
a x

2(f(x))2 dx
∫ b
a (f

′(x))2 dx = 1
4 , τότε αφενός ισχύει η ισότητα∫ b

a |xf(x)||f ′(x)| dx =
( ∫ b

a x
2(f(x))2 dx

)1/2( ∫ b
a (f

′(x))2 dx
)1/2 (14.208)

αφετέρου ισχύει η ισότητα∣∣ ∫ b
a xf(x)f

′(x) dx
∣∣ = ∫ b

a |xf(x)||f ′(x)| dx. (14.209)

Από την (14.208) συνεπάγεται ότι υπάρχουν αριθμοί s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει

sx2(f(x))2 = t(f ′(x))2 για κάθε x ∈ [a, b]. (14.210)

Από την (14.209) συνεπάγεται ότι είτε ισχύει xf(x)f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b] είτε ισχύει
xf(x)f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Επειδή

∫ b
a xf(x)f

′(x) dx = −1
4 , συνεπάγεται ότι ισχύει

xf(x)f ′(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [a, b].
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Επομένως, από την (14.210) συνεπάγεται ότι υπάρχουν κ, λ ≥ 0 (κ =
√
s και λ =

√
t) όχι και οι

δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει

κxf(x) = −λf ′(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Αν λ = 0, τότε κ ̸= 0, οπότε ισχύει xf(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b], το οποίο αντιφάσκει με το∫ b
a xf(x)f

′(x) dx = −1
4 .

Άρα λ > 0, οπότε, παίρνοντας µ = κ
2λ , έχουμε ότι ισχύει

f ′(x) + 2µxf(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Συνεπάγεται ότι ισχύει (
eµx

2
f(x)

)′
= 0 για κάθε x ∈ [a, b],

οπότε η συνάρτηση eµx2
f(x) είναι σταθερή στο [a, b].

Τώρα, επειδή f(a) = 0 συνεπάγεται ότι ισχύει eµx2
f(x) = 0 και άρα f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Κι αυτό, όμως, είναι άτοπο διότι
∫ b
a xf(x)f

′(x) dx = −1
4 .

Άρα η ισότητα
∫ b
a x

2(f(x))2 dx
∫ b
a (f

′(x))2 dx = 1
4 δεν είναι σωστή και, επομένως, έχουμε ότι∫ b

a x
2(f(x))2 dx

∫ b
a (f

′(x))2 dx > 1
4 .

Άσκηση 7.3.19. Αποδείξτε ότι
∫ n
1 logx dx ≤

∑n
k=2 log k ≤

∫ n
2 logx dx+ logn για κάθε n ≥ 2.

Αποδείξτε ότι
n√
n!
n → 1

e .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Η συνάρτηση logx είναι αύξουσα, οπότε για κάθε k = 1, . . . , n − 1
ισχύει

log k ≤ logx ≤ log(k + 1) για κάθε x ∈ [k, k + 1]

και άρα
log k ≤

∫ k+1
k logx dx ≤ log(k + 1).

Προσθέτουμε τις αριστερές ανισότητες για k = 2, . . . , n− 1 και βρίσκουμε∑n−1
k=2 log k ≤

∫ n
2 logx dx.

Τέλος, προσθέτουμε τις δεξιές ανισότητες για k = 1, . . . , n− 1 και βρίσκουμε∫ n
1 logx dx ≤

∑n−1
k=1 log(k + 1) =

∑n
k=2 log k.

Από τις δύο τελευταίες ανισότητες συνεπάγεται η∫ n
1 logx dx ≤

∑n
k=2 log k ≤

∫ n
2 logx dx+ logn.

Το δεύτερο ερώτημα. Από την τελευταία ανισότητα έχουμε

n logn− n+ 1 ≤ log(n!) ≤ n logn− n− 2 log 2 + 2 + logn,

οπότε
−n+ 1 ≤ log(n!)− n logn ≤ −n− 2 log 2 + 2 + logn,

οπότε
−1 + 1

n ≤ log
n√
n!
n ≤ −1− 2 log 2−2

n + logn
n .

Άρα log
n√
n!
n → −1, οπότε

n√
n!
n → 1

e .

Άσκηση 7.3.20. [α] Έστω m,n ∈ Z με m ≤ n και αριθμοί am, . . . , an. Ορίζουμε την τμηματικά
σταθερή συνάρτηση A : [m,n] → R με τύπο A(x) =

∑[x]
k=m ak για κάθε x ∈ [m,n]. Κατανοήστε

το γράφημα της A. Ποιά είναι τα σημεία ασυνέχειας της A και ποιά είναι τα αντίστοιχα άλματά της;
Έστω f : [m,n] → R με συνεχή παράγωγο στο [m,n]. Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ [m,n] ισχύει
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∑[x]
k=m akf(k) = A(x)f(x)−

∫ x
mA(t)f

′(t) dt.
[β] Είτε κατευθείαν είτε εφαρμόζοντας το [α] με m = 1, ak = 1 για κάθε k και f(x) = 1

xp , απο-
δείξτε ότι ισχύει

∑n
k=1

1
kp = 1

np−1 + p
∫ n
1

[x]
xp+1 dx για κάθε n και κάθε p.

[ε] Βάσει του [β], αποδείξτε ότι ισχύει
∑n

k=1
1
k = logn+ 1−

∫ n
1

x−[x]
x2 dx για κάθε n.

Αν xn =
∑n

k=1
1
k − logn για κάθε n, αποδείξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι φθίνουσα και συγκλίνει.

[στ] Έστω m,n ∈ Z με m ≤ n και f : [m,n] → R με συνεχή παράγωγο στο [m,n]. Είτε κα-
τευθείαν είτε βάσει του [α], αποδείξτε τον τύπο άθροισης του Euler,

∑n
k=m f(k) =

∫ n
m f(x) dx +∫ n

m f
′(x)(x− [x]− 1

2) dx+ f(m)+f(n)
2 .

[ζ] Έστω m,n ∈ Z με m ≤ n και f : [m,n] → R με συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [m,n].
Θεωρούμε την ϕ(x) =

∫ x
m(t − [t] − 1

2) dt για κάθε x ∈ [m,n]. Αποδείξτε, βάσει του [στ], ότι∑n
k=m f(k) =

∫ n
m f(x) dx−

∫ n
m f
′′(x)ϕ(x) dx+ f(m)+f(n)

2 .
[η] Έστω ϕ(x) =

∫ x
1 (t− [t]− 1

2) dt για κάθε x ∈ [1,+∞). Εφαρμόζοντας το [ζ] μεm = 1 και με
την f(x) = logx, αποδείξτε ότι ισχύει log(n!) = (n+ 1

2) logn− n+ 1 +
∫ n
1

ϕ(x)
x2 dx για κάθε n.

[θ] Δείτε στην άσκηση 6.4.10 κάποιες απλές ιδιότητες της ϕ(x) στα [ζ],[η].
Αν xn = n!

e−nnn+(1/2) για κάθε n, αποδείξτε, βάσει του [η], ότι η ακολουθία (xn) συγκλίνει σε κά-
ποιον θετικό αριθμό.
Αποδείξτε ότι ισχύει xn

2

x2n
= 2·4·6···(2n−2)(2n)

1·3·5···(2n−3)(2n−1) (
2
n)

1/2 για κάθε n και, βάσει του τύπου του Wallis

στην άσκηση 7.3.11, αποδείξτε ότι xn
2

x2n
→

√
2π.

Τέλος, αποδείξτε τον πολύ σημαντικό τύπο του Stirling, n!√
2π e−nnn+(1/2) → 1.

Λύση: [α] Αν x ∈ [m,m+ 1), τότε [x] = m και άρα A(x) =
∑m

k=m ak = am.
Αν x ∈ [m+ 1,m+ 2), τότε [x] = m+ 1 και άρα A(x) =

∑m+1
k=m ak = am + am+1.

Και, γενικότερα, αν x ∈ [j, j+1), όπουm ≤ j ≤ n−1, τότε [x] = j και άραA(x) =
∑j

k=m ak =
am + · · ·+ aj .
Τέλος, αν x = n, τότε A(x) =

∑n
k=m ak = am + · · ·+ an.

Επομένως, ηA είναι τμηματικά σταθερή στο διάστημα [m,n] και παρουσιάζει πιθανές ασυνέχειες
στα σημείαm+ 1, . . . , n. Ανm+ 1 ≤ j ≤ n και aj ̸= 0, τότε η f έχει άλμα στον j ίσο με aj .
Τώρα, ανm ≤ j ≤ n− 1, έχουμε∫ j+1

j A(t)f ′(t) dt = (am + · · ·+ aj)
∫ j+1
j f ′(t) dt = (am + · · ·+ aj)(f(j + 1)− f(j))

και, αν x ∈ [j, j + 1) ή, ισοδύναμα, j = [x], τότε∫ x
j A(t)f

′(t) dt = (am + · · ·+ aj)
∫ x
j f
′(t) dt = (am + · · ·+ aj)(f(x)− f(j)).
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Από αυτές τις σχέσεις συνεπάγεται∫ x
mA(t)f

′(t) dt =
∑[x]−1

k=m

∫ k+1
k A(t)f ′(t) dt+

∫ x
[x]A(t)f

′(t) dt

=
∑[x]−1

k=m (am + · · ·+ ak)(f(k + 1)− f(k))

+ (am + · · ·+ a[x])(f(x)− f([x]))

=
∑[x]−1

k=m (am + · · ·+ ak)f(k + 1)−
∑[x]−1

k=m (am + · · ·+ ak)f(k)

+ (am + · · ·+ a[x])(f(x)− f([x]))

=
∑[x]

k=m+1(am + · · ·+ ak−1)f(k)−
∑[x]−1

k=m (am + · · ·+ ak)f(k)

+ (am + · · ·+ a[x])(f(x)− f([x]))

=
∑[x]−1

k=m+1(am + · · ·+ ak−1)f(k) + (am + · · ·+ a[x]−1)f([x])− amf(m)

−
∑[x]−1

k=m+1(am + · · ·+ ak)f(k) + (am + · · ·+ a[x])(f(x)− f([x]))

= −
∑[x]−1

k=m+1 akf(k)− amf(m)− a[x]f([x]) + (am + · · ·+ a[x])f(x)

= −
∑[x]

k=m akf(k) + (am + · · ·+ a[x])f(x)

= −
∑[x]

k=m akf(k) +A(x)f(x)

και, επομένως, ∑[x]
k=m akf(k) = A(x)f(x)−

∫ x
mA(t)f

′(t) dt. (14.211)
[β] Το αποτέλεσμα είναι άμεσο πόρισμα της (14.211) αν σκεφτούμε ότι, μεm = 1 και ak = 1 για
κάθε k, είναι

A(x) =
∑[x]

k=1 1 = [x].

Τότε με f(t) = 1
tp και x = n έχουμε∑n

k=1
1
kp = 1

np−1 + p
∫ n
1

[x]
xp+1 dx. (14.212)

[ε] Παίρνοντας p = 1 η (14.212) δίνει∑n
k=1

1
k = 1 +

∫ n
1

[x]
x2 dx = logn+ 1−

∫ n
1

x−[x]
x2 dx

οπότε
xn = 1−

∫ n
1

x−[x]
x2 dx.

Επειδή ισχύει x− [x] ≥ 0 για κάθε x, έχουμε ότι

xn+1 − xn = −
∫ n+1
n

x−[x]
x2 dx ≤ 0

και άρα η (xn) είναι φθίνουσα.
Επίσης, ισχύει x− [x] < 1 για κάθε x, οπότε

xn ≥ 1−
∫ n
1

1
x2 dx = 1

n > 0.

Άρα η (xn) ως φθίνουσα και κάτω φραγμένη συγκλίνει.
[στ] Εφαρμόζουμε την (14.211) πάλι με ak = 1 για κάθε k και έχουμε

A(x) =
∑[x]

k=m 1 = [x]−m+ 1,

οπότε με x = n βρίσκουμε∑n
k=m f(k) = (n−m+ 1)f(n)−

∫ n
m([x]−m+ 1)f ′(x) dx

= (n−m+ 1)f(n)−
∫ n
m(x−m+ 1

2)f
′(x) dx

+
∫ n
m(x− [x]− 1

2)f
′(x) dx

= (n−m+ 1)f(n)− (n−m+ 1
2)f(n) +

1
2f(m)

+
∫ n
m(x−m+ 1

2)
′f(x) dx+

∫ n
m(x− [x]− 1

2)f
′(x) dx

=
∫ n
m f(x) dx+

∫ n
m f
′(x)(x− [x]− 1

2) dx+ f(m)+f(n)
2 .

(14.213)
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[ζ] Από την άσκηση 6.4.10 γνωρίζουμε ότι αν ο j είναι ακέραιος, τότε
∫ j+1
j (x− [x]− 1

2) dx = 0.
Άρα, αν ο k είναι ακέραιος, τότε

ϕ(k) =
∫ k
m(t− [t]− 1

2) dt =
∑k−1

j=m

∫ j+1
j (t− [t]− 1

2) dt = 0.

Άρα, αν ο k είναι ακέραιος, έχουμε∫ k+1
k f ′(x)(x− [x]− 1

2) dx =
∫ k+1
k f ′(x)ϕ′(x) dx

= f ′(k + 1)ϕ(k + 1)− f ′(k)ϕ(k)−
∫ k+1
k f ′′(x)ϕ(x) dx

= −
∫ k+1
k f ′′(x)ϕ(x) dx.

Συνεπάγεται∫ n
m f
′(x)(x− [x]− 1

2) dx =
∑n−1

k=m

∫ k+1
k f ′(x)(x− [x]− 1

2) dx

= −
∑n−1

k=m

∫ k+1
k f ′′(x)ϕ(x) dx = −

∫ n
m f
′′(x)ϕ(x) dx.

Επομένως, από την (14.213) έχουμε∑n
k=m f(k) =

∫ n
m f(x) dx−

∫ n
m f
′′(x)ϕ(x) dx+ f(m)+f(n)

2 . (14.214)

[η] Εφαρμόζουμε την (14.214) μεm = 1 και με την f(x) = logx και βρίσκουμε∑n
k=1 log k =

∫ n
1 logx dx+

∫ n
1

ϕ(x)
x2 dx+ logn

2

ή, ισοδύναμα,
log(n!) = (n+ 1

2) logn− n+ 1 +
∫ n
1

ϕ(x)
x2 dx.

[θ] Από την τελευταία σχέση και από την xn = n!
e−nnn+(1/2) βλέπουμε ότι

logxn =
∫ n
1

ϕ(x)+(1/8)
x2 dx− 1

8

∫ n
1

1
x2 dx =

∫ n
1

ϕ(x)+(1/8)
x2 dx− 1

8 + 1
8n . (14.215)

Από την άσκηση 6.4.10 γνωρίζουμε ότι ισχύει −1
8 ≤ ϕ(x) ≤ 1

8 και άρα

0 ≤ ϕ(x) + 1
8 ≤ 1

4 για κάθε x ≥ 1.

Επομένως, αν ορίσουμε yn =
∫ n
1

ϕ(x)+(1/8)
x2 dx, τότε

yn+1 − yn =
∫ n+1
n

ϕ(x)+(1/8)
x2 dx ≥ 0

και
yn =

∫ n
1

ϕ(x)+(1/8)
x2 dx ≤ 1

4

∫ n
1

1
x2 dx = 1

4 − 1
4n <

1
4 .

Άρα η ακολουθία (yn) είναι αύξουσα και άνω φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει. Αν yn → y,
τότε από την (14.215) συνεπάγεται

logxn → y − 1
8

και άρα η (xn) συγκλίνει στον αριθμό x = ey−(1/8) > 0.
Από τον τύπο της (xn) προκύπτει εύκολα ότι

xn
2

x2n
= 2·4·6···(2n−2)2n

1·3·5···(2n−3)(2n−1) (
2
n)

1/2,

οπότε, βάσει του τύπου του Wallis στην άσκηση 7.3.11, έχουμε ότι

xn
2

x2n
→

√
2π.
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Επειδή xn → x και x2n → x και x > 0, συνεπάγεται x =
√
2π και άρα

n!√
2π e−nnn+(1/2) = xn√

2π
→ 1.

Άσκηση 7.3.21. [α] Έστω n ∈ N και η συνάρτηση Pn(x) =
1
n!x

n(1− x)n.
Αποδείξτε ότι ισχύει 0 ≤ Pn(x) ≤ 1

4nn! για κάθε x ∈ [0, 1].
Αποδείξτε ότι, για κάθε k, οι Pn

(k)(0) και Pn
(k)(1) είναι ακέραιοι.

[β] Υποθέστε ότι ο π είναι ρητός, δηλαδή π = m
l μεm, l ∈ N.

Θεωρήστε τη συνάρτηση Qn(x) = l2n
∑n

k=0(−1)kPn
(2k)(x)π2n−2k.

Αποδείξτε ότι οι Qn(0) και Qn(1) είναι ακέραιοι.
Αποδείξτε ότι ισχύει π2m2nPn(x) sin(πx) = d

dx

(
Qn
′(x) sin(πx)− πQn(x) cos(πx)

)
για κάθε x.

Αποδείξτε ότι Qn(1) +Qn(0) = πm2n
∫ 1
0 Pn(x) sin(πx) dx.

Αποδείξτε ότι, αν ο n είναι κατάλληλα μεγάλος, τότε 0 < Qn(0) + Qn(1) < 1 και καταλήξτε σε
αντίφαση. Συμπεράνατε ότι ο π είναι άρρητος.

Λύση: [α] Το πρώτο ερώτημα. Ισχύει 0 ≤ x(1− x) ≤ 1
4 για κάθε x ∈ [0, 1].

Το δεύτερο ερώτημα. Από τον τύπο του Leibniz στην άσκηση 5.5.20 έχουμε ότι

Pn
(k)(x) = 1

n!

∑k
j=0

(
k
j

)
(xn)(j)((1− x)n)(k−j). (14.216)

Τώρα, παρατηρούμε τα εξής τρία.
Αν j > n, τότε είναι (xn)(j) = 0 και, αν k − j > n, τότε είναι ((1− x)n)(k−j) = 0.
Αν j = n, τότε είναι (xn)(j) = n! και, αν k − j = n, τότε είναι ((1− x)n)(k−j) = (−1)nn!.
Αν j < n, τότε η (xn)(j) είναι ίση με 0 για x = 0 και, αν k − j < n, τότε η ((1− x)n)(k−j) είναι
ίση με 0 για x = 1.
Άρα για x = 0 ο μοναδικός όρος του αθροίσματος στην (14.216) που δεν μηδενίζεται είναι αυτός
που αντιστοιχεί στον j = n. Για να υφίσταται αυτός ο όρος πρέπει να είναι k ≥ n. Άρα

Pn
(k)(0) = 0 αν k < n και Pn

(k)(0) = 1
n!

(
k
n

)
n!((1− x)n)(k−n)

∣∣
x=0

αν k ≥ n.

Επειδή ο διωνυμικός συντελεστής
(
k
n

)
είναι ακέραιος και επειδή ο αριθμός ((1 − x)n)(k−n)

∣∣
x=0

είναι κι αυτός ακέραιος, έχουμε ότι ο Pn
(k)(0) =

(
k
n

)
((1− x)n)(k−n)

∣∣
x=0

είναι ακέραιος. Άρα σε
κάθε περίπτωση ο Pn

(k)(0) είναι ακέραιος.
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι και ο Pn

(k)(1) είναι ακέραιος.
[β] Το πρώτο ερώτημα. Αν 0 ≤ k ≤ n, ο

l2nπ2n−2k = l2nm2n−2kl2k−2n = m2n−2kl2k

είναι ακέραιος. Άρα ο

Qn(0) = l2n
∑n

k=0(−1)kPn
(2k)(0)π2n−2k =

∑n
k=0(−1)kPn

(2k)(0)m2n−2kl2k

είναι ακέραιος, αφού κάθε Pn
(2k)(0) είναι ακέραιος σύμφωνα με το αποτέλεσμα του [α].

Ομοίως, και ο Qn(1) είναι ακέραιος.
Το δεύτερο ερώτημα. Είναι

Qn
′′(x) + π2Qn(x) = l2n

∑n
k=0(−1)kPn

(2k+2)(x)π2n−2k

+ π2l2n
∑n

k=0(−1)kPn
(2k)(x)π2n−2k

= l2n
∑n+1

k=1(−1)k−1Pn
(2k)(x)π2n−2k+2

+ l2n
∑n

k=0(−1)kPn
(2k)(x)π2n−2k+2

= −l2n
∑n+1

k=1(−1)kPn
(2k)(x)π2n−2k+2

+ l2n
∑n

k=0(−1)kPn
(2k)(x)π2n−2k+2

= −l2n(−1)n+1Pn
(2n+2)(x) + l2nPn(x)π

2n+2

= l2nPn(x)π
2n+2 = π2m2nPn(x).
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Άρα

d
dx

(
Qn
′(x) sin(πx)− πQn(x) cos(πx)

)
= Qn

′′(x) sin(πx) + π2Qn(x) sin(πx)
= π2m2nPn(x) sin(πx).

Το τρίτο ερώτημα. Από το προηγούμενο αποτέλεσμα συνεπάγεται

π2m2n
∫ 1
0 Pn(x) sin(πx) dx =

(
Qn
′(1) sin(π1)− πQn(1) cos(π1)

)
−

(
Qn
′(0) sin(π0)− πQn(0) cos(π0)

)
= πQn(1) + πQn(0)

και άρα Qn(1) +Qn(0) = πm2n
∫ 1
0 Pn(x) sin(πx) dx.

Το τέταρτο ερώτημα. Από το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος του [α] συνεπάγεται ότι ισχύει
Pn(x) sin(πx) > 0 για κάθε x ∈ (0, 1), οπότε από το αποτέλεσμα του τρίτου ερωτήματος είναι
Qn(1) +Qn(0) > 0.
Ομοίως, από το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος του [α] έχουμε ότι

Qn(1) +Qn(0) = πm2n
∫ 1
0 Pn(x) sin(πx) dx ≤ πm2n

4nn!

∫ 1
0 sin(πx) dx = 2m2n

4nn! → 0

όταν n→ +∞.
Άρα όταν ο n είναι αρκετά μεγάλος ισχύει 0 < Qn(0) + Qn(1) < 1. Αυτό είναι άτοπο, διότι,
σύμφωνα με το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος, ο Qn(0) +Qn(1) είναι ακέραιος.

Άσκηση 7.3.22. [α] Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b]. Αποδείξτε ότι

limλ→±∞
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0, limλ→±∞

∫ b
a f(x) sin(λx) dx = 0.

[β] Αποδείξτε ότι τα όρια στο [α] ισχύουν για κάθε f : [a, b] → R τμηματικά σταθερή στο [a, b].
[γ] Δείτε την άσκηση 6.4.26 και αποδείξτε με δύο τρόπους ότι τα όρια στο [α] ισχύουν για κάθε
f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Λύση: [α] Έστω λ > π
b−a . Τότε∫ b

a f(x) cos(λx) dx =
∫ b−π

λ
a f(x) cos(λx) dx+

∫ b
b−π

λ
f(x) cos(λx) dx

= −
∫ b
a+π

λ
f(x− π

λ ) cos(λx) dx+
∫ b
b−π

λ
f(x) cos(λx) dx.

και ∫ b
a f(x) cos(λx) dx =

∫ b
a+π

λ
f(x) cos(λx) dx+

∫ a+π
λ

a f(x) cos(λx) dx.

Προσθέτουμε τις δύο αυτές σχέσεις και έχουμε∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 1

2

∫ b
a+π

λ

(
f(x)− f(x− π

λ )
)
cos(λx) dx

+ 1
2

∫ b
b−π

λ
f(x) cos(λx) dx+ 1

2

∫ a+π
λ

a f(x) cos(λx) dx.
(14.217)

Η f είναι φραγμένη στο [a, b], οπότε υπάρχει M ≥ 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ [a, b].
Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b], υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει
|f(x′)− f(x′′)| < ϵ

(b−a) για κάθε x
′, x′′ ∈ [a, b] με |x′ − x′′| < δ.

Τώρα, έστω λ > max{π
δ ,

2Mπ
ϵ , π

b−a}.
Τότε είναι π

λ < δ, οπότε ισχύει |f(x)− f(x− π
λ )| <

ϵ
(b−a) για κάθε x ∈ [a+ π

λ , b]. Επίσης, είναι
λ > π

b−a , οπότε από την (14.217) συνεπάγεται∣∣ ∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤ 1
2

∫ b
a+π

λ

∣∣f(x)− f(x− π
λ )
∣∣ dx+ 1

2

∫ b
b−π

λ
|f(x)| dx+ 1

2

∫ a+π
λ

a |f(x)| dx

≤ 1
2

ϵ
(b−a)(b− a) + 1

2M
π
λ + 1

2M
π
λ = ϵ

2 + Mπ
λ < ϵ.
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Άρα limλ→+∞
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0.

Το όριο limλ→−∞
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0 ανάγεται, προφανώς, στο προηγούμενο και τα όρια

limλ→±∞
∫ b
a f(x) sin(λx) dx = 0 αποδεικνύονται με τον ίδιο τρόπο.

[β] Έστω a = ξ0 < . . . < ξm = b και c0, . . . , cm ώστε να ισχύει f(x) = ck για κάθε x ∈
(ξk−1, ξk) και κάθε k = 1, . . . ,m. Τότε, για λ ̸= 0, είναι∫ b

a f(x) cos(λx) dx =
∑m

k=1 ck
∫ ξk
ξk−1

cos(λx) dx =
∑m

k=1 ck
sin(λξk)−sin(λξk)

λ .

Άρα ∣∣ ∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤ 2
|λ|

∑m
k=1 |ck|,

οπότε limλ→±∞
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0.

[γ] Έστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b] και τυχών ϵ > 0.
Σύμφωνα με την άσκηση 6.4.26[α], υπάρχουν τμηματικά σταθερές συναρτήσεις g, h : [a, b] → R
ώστε να ισχύει g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) για κάθε x ∈ [a, b] και

∫ b
a h(x) dx−

∫ b
a g(x) dx <

ϵ
2 . Τότε∫ b

a |f(x)− g(x)| dx =
∫ b
a (f(x)− g(x)) dx ≤

∫ b
a (h(x)− g(x)) dx < ϵ

2 .

Σύμφωνα με το αποτέλεσμα του [β], υπάρχει λ0 > 0 ώστε να ισχύει |
∫ b
a g(x) cos(λx) dx

∣∣ < ϵ
2

για κάθε λ > λ0. Τότε για κάθε λ > λ0 ισχύει

|
∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤ |
∫ b
a (f(x)− g(x)) cos(λx) dx

∣∣+ |
∫ b
a g(x) cos(λx) dx

∣∣
≤

∫ b
a |f(x)− g(x)| dx+ |

∫ b
a g(x) cos(λx) dx

∣∣ < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Επίσης, σύμφωνα με την άσκηση 6.4.26[γ], θα μπορούσαμε να επιλέξουμε συνεχείς g, h, οπότε
θα χρησιμοποιούσαμε το αποτέλεσμα του [α] με τον ίδιο τρόπο.

Άσκηση 7.3.23. [α] Έστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη στο [a, b] ώστε η f ′ να είναι συνεχής στο
[a, b]. Αποδείξτε ότι υπάρχειM ≥ 0 ώστε∣∣ ∫ b

a f(x) cos(λx) dx
∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|},

∣∣ ∫ b
a f(x) sin(λx) dx

∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|}.

Αυτές οι εκτιμήσεις ισχύουν ακόμη και αν η f ′ είναι απλώς ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Αν, επιπλέον, είναι και f(a) = f(b) = 0, αποδείξτε ότι

limλ→±∞ λ
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = 0, limλ→±∞ λ

∫ b
a f(x) sin(λx) dx = 0.

Και πάλι, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η f ′ είναι απλώς ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Είναι

λ
∫ b
a f(x) cos(λx) dx = f(b) sin(λb)− f(a) sin(λa)−

∫ b
a f
′(x) sin(λx) dx, (14.218)

οπότε
|λ|

∣∣ ∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤ |f(b)|+ |f(a)|+
∫ b
a |f ′(x)| dx. (14.219)

Επίσης, ∣∣ ∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤ ∫ b
a |f(x)| dx. (14.220)

Άρα, αν πάρουμεM = max{|f(b)|+ |f(a)|+
∫ b
a |f ′(x)| dx,

∫ b
a |f(x)| dx}, τότε από τις (14.219),

(14.220) συνεπάγεται ∣∣ ∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤M min{1, 1/|λ|}.

Η δεύτερη ανισότητα έχει ίδια απόδειξη.
Η σχέση (14.218) ισχύει ακόμη και αν η f ′ είναι ολοκληρώσιμη. Πράγματι, τότε η

(f(x) sin(λx))′ = λf(x) cos(λx) + f ′(x) sin(λx)
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είναι ολοκληρώσιμη, οπότε, σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 7.2.20, ισχύει∫ b
a (f(x) sin(λx))

′ dx = f(b) sin(λb)− f(a) sin(λa)

και από εδώ προκύπτει η (14.218).
Τα υπόλοιπα βήματα για την απόδειξη της

∣∣ ∫ b
a f(x) cos(λx) dx

∣∣ ≤ M min{1, 1/|λ|} όταν η f ′

είναι απλώς ολοκληρώσιμη είναι όπως πριν.
Το δεύτερο ερώτημα. Η απόδειξη είναι άμεση συνέπεια της (14.218) και του αποτελέσματος της
άσκησης 7.3.22[α,γ].

Άσκηση 7.3.24. [α] Έστω f : [−a, a] → R ολοκληρώσιμη στο [−a, a] και συνεχής στον 0 και
ϕ : R → R ώστε να ισχύει ϕ(x) ≥ 0 για κάθε x, η ϕ να είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και
φραγμένο διάστημα και ώστε limµ→+∞

∫ µ
−µ ϕ(x) dx = 1. Αποδείξτε ότι

limλ→0+
1
λ

∫ a
−a ϕ(

x
λ)f(x) dx = f(0).

Λύση: Η f είναι φραγμένη στο [−a, a], οπότε υπάρχει M > 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ M για
κάθε x ∈ [a, b].
Επίσης, επειδή ισχύει ϕ(x) ≥ 0 για κάθε x, αν 0 ≤ µ1 < µ2, συνεπάγεται∫ µ2

−µ2
ϕ(x) dx =

∫ −µ1

−µ2
ϕ(x) dx+

∫ µ1

−µ1
ϕ(x) dx+

∫ µ2

µ1
ϕ(x) dx ≥

∫ µ1

−µ1
ϕ(x) dx,

οπότε η
∫ µ
−µ ϕ(x) dx είναι, ως συνάρτηση του µ, αύξουσα στο [0,+∞).

Επομένως, επειδή limµ→+∞
∫ µ
−µ ϕ(x) dx = 1, συνεπάγεται ότι ισχύει∫ µ
−µ ϕ(x) dx ≤ 1 για κάθε µ > 0. (14.221)

Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει µ0 > 0 ώστε να ισχύει

1−
∫ µ
−µ ϕ(x) dx <

ϵ
4M για κάθε µ ≥ µ0. (14.222)

Επίσης, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x)− f(0)| < ϵ
4 για κάθε x ∈ [−a, a] με |x| < δ. (14.223)

Τότε για 0 < λ < min{ δ
µ0
, a
µ0
} ισχύει

1
λ

∫ a
−a ϕ(

x
λ)f(x) dx− f(0) =

∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x)f(λx) dx− f(0)

=
∫ a

λ

− a
λ
ϕ(x)(f(λx)− f(0)) dx+ f(0)

∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x) dx− f(0),

οπότε∣∣ 1
λ

∫ a
−a ϕ(

x
λ)f(x) dx−f(0)

∣∣ ≤ ∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x)|f(λx)−f(0)| dx+|f(0)|

(
1−

∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x) dx

)
. (14.224)

Είναι a
λ > µ0, οπότε από την (14.222) συνεπάγεται

|f(0)|
(
1−

∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x) dx

)
< M ϵ

4M = ϵ
4 . (14.225)

Επίσης, έχουμε∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x)|f(λx)− f(0)| dx =

∫ µ0

−µ0
ϕ(x)|f(λx)− f(0)| dx

+
∫ −µ0

− a
λ
ϕ(x)|f(λx)− f(0)| dx

+
∫ a

λ
µ0
ϕ(x)|f(λx)− f(0)| dx.

(14.226)
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Είναι λµ0 < δ, οπότε από την (14.223) συνεπάγεται

|f(λx)− f(0)| < ϵ
4 για κάθε x ∈ [−µ0, µ0]. (14.227)

Τώρα, από τις (14.226), (14.227), (14.221) και (14.222) συνεπάγεται∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x)|f(λx)− f(0)| dx ≤ ϵ

4

∫ µ0

−µ0
ϕ(x) dx+ 2M

∫ −µ0

− a
λ
ϕ(x) dx+ 2M

∫ a
λ
µ0
ϕ(x) dx

≤ ϵ
4 + 2M

( ∫ a
λ

− a
λ
ϕ(x) dx−

∫ µ0

−µ0
ϕ(x) dx

)
≤ ϵ

4 + 2M
(
1−

∫ µ0

−µ0
ϕ(x) dx

)
≤ ϵ

4 + 2M ϵ
4M = 3ϵ

4 .

Τέλος, από την τελευταία σχέση και από τις (14.224), (14.225) συνεπάγεται∣∣ 1
λ

∫ a
−a ϕ(

x
λ)f(x) dx− f(0)

∣∣ < 3ϵ
4 + ϵ

4 = ϵ

και άρα limλ→0+
1
λ

∫ a
−a ϕ(

x
λ)f(x) dx = f(0).

Άσκηση 7.3.25. Έστω διάστημα I και f, g : I → R παραγωγίσιμες στο I ώστε οι f ′, g′ : I → R
να είναι ολοκληρώσιμες σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του I . Αποδείξτε ότι∫ b

a f(x)g
′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b
a f
′(x)g(x) dx για κάθε a, b ∈ I.

Λύση: Η (fg)′ = f ′g+ fg′ είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του
I , οπότε από το αποτέλεσμα της άσκησης 7.2.20 συνεπάγεται∫ b

a (f
′(x)g(x) + f(x)g′(x)) dx =

∫ b
a (fg)

′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Άσκηση 7.3.26. [α] Έστω v, w : [a, b] → R ολοκληρώσιμες στο [a, b] και f(x) =
∫ x
a v(t) dt,

g(x) =
∫ x
a w(t) dt για κάθε x ∈ [a, b]. Αποδείξτε ότι

∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b).

[β] Έστω διάστημα I και v, w : I → R ολοκληρώσιμες σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα
του I και f, g : I → R δύο αόριστα ολοκληρώματα των v, w, αντιστοίχως, στο I . Αποδείξτε ότι∫ b

a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a) για κάθε a, b ∈ I.

Λύση: [α] (i) Έστω ότι ισχύει v(x), w(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε οι f , g είναι αύξουσες και
συνεχείς στο [a, b].
Θεωρούμε τη διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] σε n ισομήκη υποδιαστήματα.
Τότε έχουμε

g(xk−1)(f(xk)− f(xk−1)) ≤
∫ xk

xk−1
v(x)g(x) dx ≤ g(xk)(f(xk)− f(xk−1)),

f(xk−1)(g(xk)− g(xk−1)) ≤
∫ xk

xk−1
f(x)w(x) dx ≤ f(xk)(g(xk)− g(xk−1)).

Προσθέτοντας αυτές τις δύο σχέσεις και προσθέτοντας για k = 1, . . . , n, βρίσκουμε∑n
k=1

(
g(xk−1)(f(xk)− f(xk−1)) + f(xk−1)(g(xk)− g(xk−1))

)
≤

∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx

≤
∑n

k=1

(
g(xk)(f(xk)− f(xk−1)) + f(xk)(g(xk)− g(xk−1))

)
.

Συνεπάγεται

f(b)g(b)−
∑n

k=1(f(xk)− f(xk−1))(g(xk)− g(xk−1))

≤
∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx

≤ f(b)g(b) +
∑n

k=1(f(xk)− f(xk−1))(g(xk)− g(xk−1))
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και άρα ∣∣ ∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx− f(b)g(b)

∣∣
≤

∑n
k=1(f(xk)− f(xk−1))(g(xk)− g(xk−1)).

(14.228)

Οι v, w είναι φραγμένες στο [a, b], οπότε υπάρχει u ώστε να ισχύει 0 ≤ v(x) ≤ u και 0 ≤ w(x) ≤
u για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε έχουμε

0 ≤ f(xk)− f(xk−1) =
∫ xk

xk−1
v(x) dx ≤ u(xk − xk−1) =

u(b−a)
n

και, ομοίως, 0 ≤ g(xk)− g(xk−1) ≤ u(b−a)
n .

Από την (14.228) συνεπάγεται∣∣ ∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx− f(b)g(b)

∣∣ ≤ u2(b−a)2
n

και, επειδή αυτό ισχύει για κάθε n, έχουμε ότι∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b). (14.229)

(ii) Αν συνεχίσουμε να υποθέτουμε ότι ισχύει v(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b] και εφαρμόσουμε την
(14.229) με τη σταθερή συνάρτησηw(x) = 1, τότε έχουμε την αντίστοιχη συνάρτηση g(x) = x−a
και ∫ b

a v(x)(x− a) dx+
∫ b
a f(x) dx = f(b)(b− a). (14.230)

Αν, τώρα, υποθέσουμε ότι η v είναι, απλώς, ολοκληρώσιμη στο [a, b], τότε υπάρχει l ώστε να ισχύει
v(x) ≥ l για κάθε x ∈ [a, b].
Ορίζουμε τη συνάρτηση v∗(x) = v(x)− l και την αντίστοιχη f∗(x) = f(x)− l(x− a).
Τότε ισχύει v∗(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], οπότε από την (14.230) συνεπάγεται∫ b

a v∗(x)(x− a) dx+
∫ b
a f∗(x) dx = f∗(b)(b− a)

από την οποία προκύπτει η∫ b
a v(x)(x− a) dx+

∫ b
a f(x) dx = f(b)(b− a). (14.231)

(iii) Στη γενική περίπτωση, όπου απλώς υποθέτουμε ότι οι v, w είναι ολοκληρώσιμες στο [a, b],
έχουμε ότι υπάρχει l ώστε να ισχύει v(x) ≥ l και w(x) ≥ l για κάθε x ∈ [a, b].
Ορίζουμε τις συναρτήσεις v∗(x) = v(x) − l και w∗(x) = w(x) − l και έχουμε τις αντίστοιχες
f∗(x) = f(x)− l(x− a) και g∗(x) = g(x)− l(x− a).
Επειδή ισχύει v∗(x), w∗(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], από την (14.229) συνεπάγεται∫ b

a (v∗(x)g∗(x) + f∗(x)w∗(x)) dx = f∗(b)g∗(b).

Χρησιμοποιώντας σ’ αυτήν την τελευταία σχέση την (14.231) (με τις v, f αλλά και με τις w, g)
βρίσκουμε ότι ∫ b

a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b). (14.232)

[β] Έστω a, b ∈ I με a < b. Θεωρούμε τα αόριστα ολοκληρώματα f(x) =
∫ x
a v(t) dt + c και

g(x) =
∫ x
a w(t) dt+ d για x ∈ I .

Τώρα, εφαρμόζουμε την (14.232) στις f(x)− c, g(x)− d και προκύπτει ότι∫ b
a (v(x)g(x) + f(x)w(x)) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Άσκηση 7.3.27. [α]Έστω a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R με b1 ≥ · · · ≥ bn ≥ 0. Αν sk = a1+· · ·+ak
για κάθε k = 1, . . . , n, αποδείξτε ότι

b1min{sk | 1 ≤ k ≤ n} ≤ b1a1 + · · ·+ bnan ≤ b1max{sk | 1 ≤ k ≤ n}.
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[β] Έστω f : [a, b] → R μονότονη στο [a, b] και g : [a, b] → R ολοκληρώσιμη στο [a, b]. Αποδείξτε
ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a f(x)g(x) dx = f(a)
∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx.

Λύση: [α] Είναι

b1a1 + · · ·+ bnan = b1s1 + b2(s2 − s1) + · · ·+ bn(sn − sn−1)

= (b1 − b2)s1 + · · ·+ (bn−1 − bn)sn−1 + bnsn.
(14.233)

Αν θέσουμε l = min{sk | 1 ≤ k ≤ n} και u = max{sk | 1 ≤ k ≤ n}, τότε από την (14.233)
συνεπάγεται

b1a1 + · · ·+ bnan ≤ (b1 − b2)u+ · · ·+ (bn−1 − bn)u+ bnu = b1u

και
b1a1 + · · ·+ bnan ≥ (b1 − b2)l + · · ·+ (bn−1 − bn)l + bnl = b1l.

[β] (i) Έστω ότι η f είναι φθίνουσα, ότι f(a) > f(b) = 0 και ότι
∫ b
a f(x)g(x) dx ≥ 0.

Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} ώστε

Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b; ∆) < ϵ. (14.234)

Έστω uk και lk το supremum και το infimum της g στο [xk−1, xk]. Τότε∫ b
a f(x)g(x) dx =

∑n
k=1

∫ xk

xk−1
f(x)g(x) dx ≤

∑n
k=1 uk

∫ xk

xk−1
f(x) dx.

Ορίζουμε ak = uk(xk − xk−1) και bk =

∫ xk
xk−1

f(x) dx

xk−xk−1
≥ 0, οπότε η τελευταία σχέση γράφεται∫ b

a f(x)g(x) dx ≤
∑n

k=1 bkak.

Επειδή η f είναι φθίνουσα, συνεπάγεται

bk ≥
∫ xk
xk−1

f(xk) dx

xk−xk−1
= f(xk) =

∫ xk+1
xk

f(xk) dx

xk+1−xk
≥ bk+1.

Άρα, σύμφωνα με το αποτέλεσμα του [α], υπάρχει κάποιος k0 ώστε∫ b
a f(x)g(x) dx ≤

∑n
k=1 bkak ≤ b1

∑k0
k=1 uk(xk − xk−1). (14.235)

Από την (14.234) συνεπάγεται∑k0
k=1(uk − lk)(xk − xk−1) ≤

∑n
k=1(uk − lk)(xk − xk−1)

= Σ(g; a, b;∆)− Σ(g; a, b;∆) < ϵ

οπότε από την (14.235) προκύπτει∫ b
a f(x)g(x) dx ≤ b1

(∑k0
k=1 lk(xk − xk−1) + ϵ

)
≤ b1

(∑k0
k=1

∫ xk

xk−1
g(x) dx+ ϵ

)
= b1

( ∫ xk0
a g(x) dx+ ϵ

)
.

(14.236)

Τώρα, έστω G(x) =
∫ x
a g(t) dt για x ∈ [a, b].

Η G είναι συνεχής στο [a, b], οπότε υπάρχει ζ ∈ [a, b] ώστε να ισχύει G(x) ≤ G(ζ) για κάθε
x ∈ [a, b]. Από την (14.236) συνεπάγεται∫ b

a f(x)g(x) dx ≤ b1(G(ζ) + ϵ).
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Επειδή b1 =
∫ x1
a f(x) dx

x1−a ≤
∫ x1
a f(a) dx

x1−a = f(a) και επειδή G(ζ) ≥ G(a) = 0, συνεπάγεται ότι∫ b
a f(x)g(x) dx ≤ f(a)(G(ζ) + ϵ) και άρα

1
f(a)

∫ b
a f(x)g(x) dx ≤ G(ζ) + ϵ.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται 0 ≤ 1
f(a)

∫ b
a f(x)g(x) dx ≤ G(ζ) και, επειδή

G(a) = 0, έχουμε
G(a) ≤ 1

f(a)

∫ b
a f(x)g(x) dx ≤ G(ζ).

Άρα υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε G(ξ) = 1
f(a)

∫ b
a f(x)g(x) dx ή, ισοδύναμα,∫ b

a f(x)g(x) dx = f(a)
∫ ξ
a g(x) dx = f(a)

∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx, (14.237)

διότι f(b) = 0.
(ii) Τώρα, έστω ότι η f είναι φθίνουσα, ότι f(a) > f(b) = 0 και ότι

∫ b
a f(x)g(x) dx < 0.

Ορίζουμε την g∗ = −g και τότε
∫ b
a f(x)g∗(x) dx = −

∫ b
a f(x)g(x) dx > 0.

Άρα υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε να ισχύει η (14.237) με την g∗ στη θέση της g. Δηλαδή,∫ b
a f(x)g∗(x) dx = f(a)

∫ ξ
a g∗(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g∗(x) dx

ή, ισοδύναμα, ∫ b
a f(x)g(x) dx = f(a)

∫ ξ
a g(x) dx+ f(b)

∫ b
ξ g(x) dx. (14.238)

(iii) Κατόπιν, έστω ότι η f είναι φθίνουσα και ότι f(a) = f(b) = 0.
Τότε, προφανώς, η f είναι σταθερή 0 στο [a, b] και η (14.238) ισχύει για κάθε ξ ∈ [a, b].
Μέχρι στιγμής έχουμε αποδείξει ότι ισχύει η (14.238) για κάποιον ξ ∈ [a, b] όταν η f είναι φθί-
νουσα και f(b) = 0.
(iv) Έστω ότι η f είναι φθίνουσα και f(b) ̸= 0.
Ορίζουμε την f∗ = f − f(b), η οποία είναι φθίνουσα στο [a, b] με f∗(b) = f(b) − f(b) = 0.
Επομένως, υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε να ισχύει η (14.238) με την f∗ στη θέση της f . Δηλαδή,∫ b

a f∗(x)g(x) dx = f∗(a)
∫ ξ
a g(x) dx+ f∗(b)

∫ b
ξ g(x) dx

και με λίγες πράξεις καταλήγουμε πάλι στην (14.238).
(v) Τέλος, έστω ότι η f είναι αύξουσα.
Ορίζουμε την f∗ = −f , η οποία είναι φθίνουσα στο [a, b]. Άρα υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε να ισχύει
η (14.238) με την f∗ στη θέση της f . Δηλαδή,∫ b

a f∗(x)g(x) dx = f∗(a)
∫ ξ
a g(x) dx+ f∗(b)

∫ b
ξ g(x) dx

από την οποία και πάλι προκύπτει η (14.238).

Άσκηση 7.3.29. Αποδείξτε ότι η ex, η logx, η xa με άρρητο a και οι τριγωνομετρικές και οι αντί-
στροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι υπερβατικές συναρτήσεις σε κάθε ανοικτό διάστημα.

Υπόδειξη: Για την ex. Έστω P0(x)+P1(x)e
x+ · · ·+Pn(x)e

nx = 0 για κάθε x ∈ (a, b), όπου κάθε
P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) είναι πολυώνυμο, n ≥ 1 και το Pn(x) δεν είναι το μηδενικό πολυώνυμο
και έστω ότι ο n είναι ο ελάχιστος δυνατός n ∈ N και τοPn(x) έχει τον ελάχιστο δυνατό βαθμό για
να συμβαίνει κάτι τέτοιο. Παραγωγίστε την αρχική ισότητα και αφαιρέστε από την προκύπτουσα
ισότητα το n-πλάσιο της αρχικής ισότητας.
Για την logx. Έστω P0(x) + P1(x) logx + · · · + Pn(x)(logx)n = 0 για κάθε x ∈ (a, b), όπου
0 ≤ a < b, κάθε P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) είναι πολυώνυμο, n ≥ 1 και το Pn(x) δεν είναι το
μηδενικό πολυώνυμο. Με την αλλαγή μεταβλητής x = et προκύπτει ότι η et είναι αλγεβρική συ-
νάρτηση στο διάστημα (log a, log b).
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Για την arctanx. Έστω P0(x) +P1(x) arctanx+ · · ·+Pn(x)(arctanx)n = 0 για κάθε x ∈ (a, b),
όπου κάθε P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) είναι πολυώνυμο, n ≥ 1 και το Pn(x) δεν είναι το μηδε-
νικό πολυώνυμο και έστω ότι ο n είναι ο ελάχιστος δυνατός n ∈ N και το Pn(x) έχει τον ελά-
χιστο δυνατό βαθμό για να συμβαίνει κάτι τέτοιο. Έστω, μετά από κατάλληλη απλοποίηση, ότι
Pn(x) = xk + ak−1x

k−1 + · · · . Παραγωγίστε την αρχική ισότητα, πολλαπλασιάστε την προκύ-
πτουσα ισότητα με το x2 +1 και από την τελευταία ισότητα αφαιρέστε την αρχική πολλαπλασια-
σμένη με το kx− ak−1.
Για την tanx. Υποθέστε ότι η tanx είναι αλγεβρική σε κάποιο (a, b) ⊆ (−π

2 ,
π
2 ) και δείτε την

υπόδειξη για την περίπτωση του logx για να αναχθείτε στην αλγεβρικότητα της arctan t.
Για την xa με άρρητο a. Έστω P0(x) + P1(x)x

a + · · · + Pn(x)x
na = 0 για κάθε x ∈ (a, b),

όπου κάθε P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) είναι πολυώνυμο, n ≥ 1 και το Pn(x) δεν είναι το μηδε-
νικό πολυώνυμο και έστω ότι ο n είναι ο ελάχιστος δυνατός n ∈ N και το Pn(x) έχει τον ελά-
χιστο δυνατό βαθμό για να συμβαίνει κάτι τέτοιο. Έστω, μετά από κατάλληλη απλοποίηση, ότι
Pn(x) = xk + ak−1x

k−1 + · · · . Παραγωγίστε την αρχική ισότητα, πολλαπλασιάστε την προκύ-
πτουσα ισότητα με το x και από την τελευταία ισότητα αφαιρέστε την αρχική πολλαπλασιασμένη
με το k + na.

Άσκηση 7.3.30. Δείτε την άσκηση 6.5.6 για τους τύπους υπολογισμού μήκους καμπύλης.
Υπολογίστε το μήκος οποιουδήποτε τόξου της παραβολής y = ax2.
Γράψτε το μήκος οποιουδήποτε τόξου της έλλειψης x2

a2
+ y2

b2
= 1 ως ελλειπτικό ολοκλήρωμα.

Λύση: Για την παραβολή χρησιμοποιούμε την παραμετρικοποίηση x = x, y = y(x) = ax2 με
x ∈ [x1, x2] και έχουμε ότι το μήκος του αντίστοιχου τόξου της είναι ίσο με∫ x2

x1

√
1 + 4a2x2 dx = 1

2a

∫ 2ax2

2ax1

√
1 + x2 dx.

Κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε u = x +
√
1 + x2 και βρίσκουμε ότι το μήκος του παρα-

βολικού τόξου είναι ίσο με

1
8a

∫ u2

u1

(u2+1)2

u3 du = 1
8a

(
u2

2−u1
2

2 + 2 log u2
u1

+ u2
2−u1

2

4(u1u2)2

)
,

όπου u1 = 2ax1 +
√
1 + 4a2x12 και u2 = 2ax2 +

√
1 + 4a2x22.

Για την έλλειψη περιοριζόμαστε σε τόξο της που περιέχεται στο άνω ημιεπίπεδο και χρησιμο-
ποιούμε την παραμετρικοποίηση x = x, y = y(x) = b

a

√
a2 − x2 με x ∈ [x1, x2] ⊆ [−a, a]. Τότε

το μήκος του αντίστοιχου τόξου της έλλειψης είναι ίσο με∫ x2

x1

√
1 + b2x2

a2(a2−x2)
dx.

Κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από x σε t = arccos x
a και βρίσκουμε ότι το μήκος του ελλειπτικού

τόξου είναι ίσο με
−

∫ t2
t1

√
a2(sin t)2 + b2(cos t)2 dt, (14.239)

όπου t1 = arccos x1
a , t2 = arccos x2

a και [t2, t1] ⊆ [0, π].
Τώρα, κάνουμε αλλαγή μεταβλητής από t σε u = tan t

2 και το μήκος του ελλειπτικού τόξου είναι
ίσο με

−
∫ u2

u1

√
a2 4u2

(1+u2)2
+ b2 (1−u

2)2

(1+u2)2
2

1+u2 du = −2
∫ u2

u1

√
b2u4+(4a2−2b2)u2+b2

(1+u2)2
du, (14.240)

όπου u1 = tan t1
2 =

√
a−x1
a+x1

, u2 = tan t2
2 =

√
a−x2
a+x2

και [u2, u1] ⊆ [0,+∞].
Το τελευταίο ολοκλήρωμα είναι ένα ελλειπτικό ολοκλήρωμα.
Σχόλιο. Φυσικά, στην περίπτωση όπου a = b, δηλαδή στην περίπτωση που η έλλειψη είναι κύκλος
(ακτίνας a) το μήκος του τόξου που εξετάζουμε είναι, βάσει της (14.239), ίσο με

−a
∫ t2
t1

√
(sin t)2 + (cos t)2 dt = −a

∫ t2
t1
dt = a(t1 − t2).
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Αυτό δεν είναι άλλο από έναν γνωστό τύπο της Ευκλείδειας γεωμετρίας.
Στην ίδια περίπτωση (όπου a = b), ακόμη κι αν χρησιμοποιήσουμε το τελευταίο ελλειπτικό ολο-
κλήρωμα στην (14.240), βλέπουμε ότι αυτό απλοποιείται:

−2
∫ u2

u1

√
a2u4+2a2u2+a2

(1+u2)2
du = −2a

∫ u2

u1

1
1+u2 du = 2a

(
arctanu1 − arctanu2

)
= a(t1 − t2).

14.8 Κεφάλαιο 8.

Άσκηση 8.1.2. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις
∑+∞

n=1 n log(1 +
1
n),

∑+∞
n=1

2n+3n

2n+1+3n+1 .

Λύση: Έχουμε

n log(1 + 1
n) = log(1 + 1

n)
n → log e = 1, 2n+3n

2n+1+3n+1 = 3n

3n+1
(2/3)n+1

(2/3)n+1+1
= 1

3
(2/3)n+1

(2/3)n+1+1
→ 1

3 .

Επειδή και τα δύο όρια είναι ̸= 0, οι σειρές αποκλίνουν.

Άσκηση 8.1.3. Χρησιμοποιώντας γεωμετρικές σειρές, εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές∑+∞
n=1(

2
3)

n+2,
∑+∞

n=1(
4
3)

n−3,
∑+∞

n=1
2

3n−1 και βρείτε τα αθροίσματά τους (αν υπάρχουν).

Λύση: Κάνοντας μια απλή αλλαγή μεταβλητής, βλέπουμε ότι η πρώτη σειρά είναι ίδια με την∑+∞
n=3(

2
3)

n και, τώρα, αυτή η σειρά συγκλίνει διότι διαφέρει από την συγκλίνουσα γεωμετρική
σειρά

∑+∞
n=0(

2
3)

n μόνο ως προς κάποιους αρχικούς όρους. Μάλιστα, έχουμε∑+∞
n=1(

2
3)

n+2 =
∑+∞

n=3(
2
3)

n =
∑+∞

n=0(
2
3)

n −
∑2

n=0(
2
3)

n = 1
1−(2/3) − 1− 2

3 − (23)
2 = 8

9 .

Γράφουμε την δεύτερη σειρά
∑+∞

n=1(
4
3)

n−3 =
∑+∞

n=1(
3
4)

2(43)
n−1 και, τώρα, επειδή η γεωμετρική

σειρά
∑+∞

n=1(
4
3)

n−1 αποκλίνει στο +∞, συνεπάγεται ότι∑+∞
n=1(

4
3)

n−3 = (34)
2
∑+∞

n=1(
4
3)

n−1 = (34)
2(+∞) = +∞.

Επειδή η γεωμετρική σειρά
∑+∞

n=1
1

3n−1 =
∑+∞

n=1(
1
3)

n−1 συγκλίνει, έχουμε ότι και η
∑+∞

n=1
2

3n−1

συγκλίνει και ∑+∞
n=1

2
3n−1 = 2

∑+∞
n=1(

1
3)

n−1 = 2 1
1−(1/3) = 3.

Άσκηση 8.1.4. Για ποιές τιμές του x συγκλίνουν οι σειρές
∑+∞

n=1
x

(1+x)n−1 ,
∑+∞

n=1
1−x2n

1+x2n ;

Λύση: Για την πρώτη σειρά προϋποτίθεται ότι x ̸= −1. Αν x = 0, τότε η σειρά είναι η μηδενική
σειρά και συγκλίνει.
Αν x ̸= 0, τότε η σειρά συγκλίνει αν και μόνο αν η γεωμετρική σειρά

∑+∞
n=1(

1
1+x)

n−1 συγκλίνει
ή, ισοδύναμα, αν και μόνο αν | 1

x+1 | < 1 ή, ισοδύναμα, αν και μόνο αν x < −2 ή x > 0.
Άρα η πρώτη σειρά συγκλίνει αν και μόνο αν x < −2 ή x ≥ 0.
Αναγκαία συνθήκη για να συγκλίνει η δεύτερη σειρά είναι να ισχύει 1−x2n

1+x2n → 0.

Αν |x| < 1, τότε 1−x2n

1+x2n → 1−0
1+0 = 1. Αν |x| > 1, τότε 1−x2n

1+x2n = (1/x)2n−1
(1/x)2n+1

→ 0−1
0+1 = −1.

Αν |x| = 1, τότε 1−x2n

1+x2n = 0, οπότε η σειρά είναι η μηδενική σειρά και συγκλίνει.
Άρα η δεύτερη σειρά συγκλίνει αν και μόνο αν x = ±1.

Άσκηση 8.1.5. Βρείτε συνοπτικό τύπο για τα μερικά αθροίσματα της σειράς
∑+∞

n=1(bn− bn+1) και,
βάσει αυτού, αποδείξτε ότι αυτή έχει άθροισμα αν και μόνο αν υπάρχει το limn→+∞ bn και ότι το
άθροισμα είναι αριθμός αν και μόνο αν το limn→+∞ bn είναι αριθμός. Αποδείξτε την εξής σχέση
ανάμεσα στο άθροισμα της σειράς και στο limn→+∞ bn :∑+∞

n=1(bn − bn+1) = b1 − limn→+∞ bn.

Βρείτε τα αθροίσματα των
∑+∞

n=1
1

n(n+1) ,
∑+∞

n=1
1

n(n+1)(n+2) ,
∑+∞

n=1(−1)n−1 2n+1
n(n+1) .
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Λύση: Το n-οστό μερικό άθροισμα της σειράς γράφεται

sn = (b1 − b2) + (b2 − b3) + · · ·+ (bn−1 − bn) + (bn − bn+1) = b1 − bn+1.

Επομένως, η ακολουθία (sn) έχει όριο αν και μόνο αν η ακολουθία (bn) έχει όριο και, μάλιστα,

limn→+∞ sn = b1 − limn→+∞ bn+1 = b1 − limn→+∞ bn.

Άρα η
∑+∞

n=1(bn − bn+1) έχει άθροισμα αν και μόνο αν υπάρχει το limn→+∞ bn και σ’ αυτήν την
περίπτωση το άθροισμα της σειράς είναι∑+∞

n=1(bn − bn+1) = b1 − limn→+∞ bn.

Είναι σαφές ότι το άθροισμα της σειράς είναι αριθμός αν και μόνο αν το limn→+∞ bn είναι αριθμός.
Έχουμε ότι 1

n(n+1) =
1
n − 1

n+1 . Επειδή
1
n → 0, η σειρά

∑+∞
n=1

1
n(n+1) έχει άθροισμα και∑+∞

n=1
1

n(n+1) =
∑+∞

n=1

(
1
n − 1

n+1

)
= 1− 0 = 1.

Για την δεύτερη σειρά έχουμε ότι 1
n(n+1)(n+2) =

1
2(

1
n(n+1) −

1
(n+1)(n+2)). Επειδή

1
n(n+1) → 0, η

σειρά έχει άθροισμα και∑+∞
n=1

1
n(n+1)(n+2) =

1
2

∑+∞
n=1

(
1

n(n+1) −
1

(n+1)(n+2)

)
= 1

2

(
1
2 − 0

)
= 1

4 .

Τέλος, είναι

(−1)n−1 2n+1
n(n+1) = (−1)n−1 (n+1)+n

n(n+1) = (−1)n−1
(
1
n + 1

n+1

)
= (−1)n−1

n − (−1)n
n+1 .

Επειδή (−1)n−1

n → 0, η τρίτη σειρά έχει άθροισμα και∑+∞
n=1(−1)n−1 2n+1

n(n+1) =
∑+∞

n=1

( (−1)n−1

n − (−1)n
n+1

)
= 1− 0 = 1.

Άσκηση 8.1.6. Βρείτε, αν υπάρχει, το άθροισμα της σειράς
∑+∞

n=1 xn, όπου x2k−1 = 1
k και x2k =

− 1
k για κάθε k.

Λύση: Αν (sn) είναι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς, τότε

s2k = x1 + x2 + x3 + x4 + · · ·+ x2k−3 + x2k−2 + x2k−1 + x2k

= 1− 1 + 1
2 − 1

2 + · · ·+ 1
k−1 − 1

k−1 + 1
k − 1

k = 0,

s2k−1 = x1 + x2 + x3 + x4 + · · ·+ x2k−3 + x2k−2 + x2k−1

= 1− 1 + 1
2 − 1

2 + · · ·+ 1
k−1 − 1

k−1 + 1
k = 1

k .

Άρα s2k → 0 και s2k−1 → 0 και, επομένως, sn → 0. Άρα το άθροισμα της σειράς είναι ίσο με 0.

Άσκηση 8.1.7. Έστω x ̸= y. Αν οι σειρές
∑+∞

k=1(a2k + xa2k−1) και
∑+∞

k=1(a2k + ya2k−1) συγκλί-
νουν, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 an συγκλίνει.

Υπόδειξη:Αφαιρώντας τις δύο συγκλίνουσες σειρές, αποδείξτε ότι η
∑+∞

k=1 a2k−1 συγκλίνει. Κατό-
πιν, αποδείξτε ότι και η

∑+∞
k=1 a2k συγκλίνει. Τέλος, συσχετίστε τα μερικά αθροίσματα της σειράς∑+∞

n=1 an με τα μερικά αθροίσματα των
∑+∞

k=1 a2k−1 και
∑+∞

k=1 a2k.

Άσκηση 8.1.8. Αποδείξτε ότι
∑+∞

n=1
x2n−1

1−x2n =

{
x/(1− x), αν |x| < 1

1/(1− x), αν |x| > 1

Λύση: Ο τύπος του n-οστού όρου της σειράς φαίνεται περίπλοκος. Γι αυτό προσπαθούμε να υπο-
λογίσουμε τα αρχικά μερικά αθροίσματα ώστε να αποκτήσουμε μια ιδέα γι αυτά:

s1 =
x

1−x2 ,
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s2 =
x

1−x2 + x2

1−x4 = x(1+x2)
1−x4 + x2

1−x4 = (x+x3)+x2

1−x4 = x+x2+x3

1−x4 ,

s3 =
x

1−x2 + x2

1−x4 + x4

1−x8 = x+x2+x3

1−x4 + x4

1−x8

= (x+x2+x3)(1+x4)
1−x8 + x4

1−x8 = (x+x2+x3+x5+x6+x7)+x4

1−x8 = x+x2+x3+x4+x5+x6+x7

1−x8 .

Καταλαβαίνουμε, λοιπόν, ότι μάλλον το n-οστό μερικό άθροισμα έχει τύπο

sn = x+x2+···+x2n−1

1−x2n .

Αυτό είναι, τώρα, πολύ εύκολο να αποδειχθεί με την αρχή της επαγωγής και μπορεί να το κάνει ο
αναγνώστης.
Άρα έχουμε

sn = x 1+x+x2+···+x2n−2

1−x2n = x 1−x2n−1

(1−x)(1−x2n )
,

οπότε, αν |x| < 1, τότε sn → x
1−x και, αν |x| > 1, τότε sn → 1

1−x .

Άσκηση 8.1.9. Έστω k ∈ N και xn =

{
1

n2−k2 , αν n ̸= k

0, αν n = k
Βρείτε το άθροισμα της

∑+∞
n=1 xn.

Υπόδειξη: Αν sn είναι το n-οστό μερικό άθροισμα της σειράς, αποδείξτε ότι

sn = 3
2k2

− 1
2k

(
1

n−k+1 + 1
n−k+2 + · · ·+ 1

n+k−1 + 1
n+k

)
αν n ≥ k + 1

και άρα sn → 3
2k2

. Βασιστείτε στο ότι 1
n2−k2 = 1

2k (
1

n−k − 1
n+k ).

Άσκηση 8.1.11. Ένα αυτοκίνητο ξεκινά από την πόλη Α και σε ευθύ δρόμο κατευθύνεται προς την
πόλη Β με σταθερή ταχύτητα v. Όλοι γνωρίζουμε ότι, αν η απόσταση των δύο πόλεων είναι d, τότε το
αυτοκίνητο θα ολοκληρώσει τη διαδρομή σε χρόνο d

v . Απαντήστε, όμως, σε κάποιον που ισχυρίζεται
ότι το αυτοκίνητο δεν θα φτάσει ποτέ στην πόλη Β και το δικαιολογεί ως εξής:
“Ας υποθέσουμε ότι το αυτοκίνητο καλύπτει τη μισή απόσταση και, μάλιστα, στον προβλεπόμενο
γι αυτή χρόνο. Ας υποθέσουμε, επίσης, ότι κατόπιν το αυτοκίνητο καλύπτει τη μισή από την ενα-
πομένουσα απόσταση στον προβλεπόμενο γι αυτή χρόνο. Και ούτω καθ’ εξής. Το αυτοκίνητο έχει,
όμως, πάντοτε μπροστά του κάποια εναπομένουσα (έστω και πολύ μικρή) απόσταση μέχρι την πόλη
Β, οπότε δεν θα φτάσει ποτέ εκεί”.
Η απάντησή σας για να είναι πειστική πρέπει οπωσδήποτε να ακολουθήσει τα λογικά βήματα του
παραπάνω ισχυρισμού.

Λύση: Το αυτοκίνητο θα καλύψει τη μισή απόσταση σε χρόνο d/2
v = d

2v . Η εναπομένουσα από-
σταση είναι d

2 και το αυτοκίνητο θα καλύψει τη μισή από την εναπομένουσα απόσταση σε χρόνο
d/4
v = d

4v . Τώρα, η εναπομένουσα απόσταση είναι
d
4 και το αυτοκίνητο θα καλύψει τη μισή από

την εναπομένουσα απόσταση σε χρόνο d/8
v = d

8v . Και ούτω καθ’ εξής. Έτσι το αυτοκίνητο θα
καλύψει την συνολική απόσταση σε χρόνο

d
2v + d

4v + d
8v + · · · = d

v

∑+∞
n=1(

1
2)

n = d
v

1/2
1−(1/2) =

d
v .

Άρα ο συνολικός χρόνος είναι πεπερασμένος και όχι άπειρος όπως ισχυρίζεται ο φίλος μας όταν
λέει ότι το αυτοκίνητο δεν θα φτάσει ποτέ στην πόλη Β. Μάλιστα, ο χρόνος είναι d

v , όπως ακριβώς
επιβεβαιώνει το πείραμα.

Άσκηση 8.1.12. Σε κάθε σειρά αντιστοιχεί η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της. Αποδείξτε
ότι, αντιστρόφως, σε κάθε ακολουθία αντιστοιχεί μια σειρά έτσι ώστε η ακολουθία αυτή να ταυτίζεται
με την ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς.

Λύση: Έστω τυχούσα ακολουθία (sn).
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Ορίζουμε την ακολουθία (xn) με τύπο x1 = s1 και xn = sn − sn−1 για κάθε n ≥ 2.
Τότε για n ≥ 2 έχουμε

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn = s1 + (s2 − s1) + · · ·+ (sn−1 − sn−2) + (sn − sn−1) = sn.

Άρα στην ακολουθία (sn) αντιστοιχεί η σειρά
∑+∞

n=1 xn με τέτοιο τρόπο ώστε τα μερικά αθροί-
σματα της σειράς αυτής να είναι οι όροι της (sn).

Άσκηση 8.2.1. Χρησιμοποιώντας τη σειρά
∑+∞

n=1
1

n(n+1) από την άσκηση 8.1.5, αποδείξτε ότι η
σειρά

∑+∞
n=1

1
n2 συγκλίνει.

Λύση: Αφού ισχύει 1
(n+1)2

≤ 1
n(n+1) για κάθε n ≥ 1, συνεπάγεται∑+∞

n=2
1
n2 =

∑+∞
n=1

1
(n+1)2

≤
∑+∞

n=1
1

n(n+1) = 1.

Άρα η σειρά (μη-αρνητικών όρων)
∑+∞

n=1
1
n2 συγκλίνει.

Άσκηση 8.2.2. Συγκρίνοντας με απλούστερες σειρές, μελετήστε τις σειρές
∑+∞

n=1

(√
n2 + 1 − n

)
,∑+∞

n=1 log
(
1 + 1

n2

)
,
∑+∞

n=1(
n
√
e− 1),

∑+∞
n=1 n

(
1− cos 1

n

)
.

Λύση: Για να δούμε αν ο n-οστός όρος της πρώτης σειράς τείνει στο 0, γράφουμε
√
n2 + 1− n = (n2+1)−n2

√
n2+1+n

= 1√
n2+1+n

→ 0.

Από τον ίδιο τύπο βλέπουμε ότι ο n-οστός όρος συμπεριφέρεται όπως ο 1√
n2+n

= 1
2n . Επομένως,

θα συσχετίσουμε την αρχική σειρά με την
∑+∞

n=1
1
n και χρησιμοποιούμε τον λόγο των n-οστών

όρων τους. √
n2+1−n
1/n = n√

n2+1+n
= 1√

1+(1/n2)+1
→ 1

2 .

Επειδή 0 < 1
2 < +∞, οι σειρές είτε και οι δύο συγκλίνουν είτε και οι δύο αποκλίνουν στο +∞.

Επειδή
∑+∞

n=1
1
n = +∞, συνεπάγεται∑+∞

n=1

(√
n2 + 1− n

)
= +∞.

Ο n-οστός όρος της δεύτερης σειράς είναι στη μορφή log(1+x) όπου ο x = 1
n2 είναι ένας μικρός

αριθμός ο οποίος τείνει στο 0. Τώρα θυμόμαστε το όριο

limx→0
log(1+x)

x = limx→0
1

1+x = 1.

Επομένως,
log(1+(1/n2))

1/n2 → 1

και, επειδή 0 < 1 < +∞, η σειρά μας και η σειρά
∑+∞

n=1
1
n2 συμπεριφέρονται ως προς την

σύγκλιση με τον ίδιο τρόπο. Άρα, επειδή
∑+∞

n=1
1
n2 < +∞, συνεπάγεται∑+∞

n=1 log
(
1 + 1

n2

)
< +∞.

Με τον ίδιο τρόπο χειριζόμαστε και τις άλλες δύο σειρές. Για την τρίτη σειρά έχουμε το όριο

limx→0
ex−1
x = limx→0 e

x = 1,

οπότε
n
√
e−1

1/n = e1/n−1
1/n → 1.

Άρα η σειρά μας και η
∑+∞

n=1
1
n συμπεριφέρονται ως προς την σύγκλιση με τον ίδιο τρόπο. Άρα∑+∞

n=1(
n
√
e− 1) = +∞.
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Για την τέταρτη σειρά έχουμε το όριο

limx→0
1−cosx

x2 = limx→0
sinx
2x = 1

2 ,

οπότε
1−cos(1/n)

1/n2 → 1
2 ,

n(1−cos(1/n))
1/n → 1

2 .

Επειδή 0 < 1
2 < +∞, η σειρά μας και η

∑+∞
n=1

1
n συμπεριφέρονται ως προς την σύγκλιση με τον

ίδιο τρόπο. Άρα ∑+∞
n=1 n

(
1− cos 1

n

)
= +∞.

Σχόλιο: Τα τρία προηγούμενα όρια, ακόμη κι αν κάποιος δεν τα θυμάται, μπορεί να τα σκεφτεί αν
θυμηθεί τις παρακάτω πολύ γνωστές σειρές Taylor:

log(1 + x) = x− 1
2 x

2 + 1
3 x

3 + · · · =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n xn

ex = 1 + x+ 1
2! x

2 + 1
3! x

3 + · · · =
∑+∞

n=0
1
n! x

n

cosx = 1− 1
2! x

2 + 1
4! x

4 − · · · =
∑+∞

n=0
(−1)n
(2n)! x

2n.

Όταν ο x είναι πολύ κοντά στον 0, οι δυνάμεις του x με εκθέτη μεγαλύτερο του 1 είναι “αμελητέες”
σε σχέση με τον x, διότι

limx→0
xa

x = limx→0 x
a−1 = 0 όταν a > 1.

Ομοίως, και οι δυνάμεις του x με εκθέτη μεγαλύτερο του 2 είναι “αμελητέες” σε σχέση με τον x2

όταν ο x είναι πολύ κοντά στον 0.
Άρα, παραλείποντας στις δύο πρώτες ισότητες τις δυνάμεις του x με εκθέτη μεγαλύτερο του 1 και
στην τρίτη ισότητα τις δυνάμεις του x με εκθέτη μεγαλύτερο του 2, έχουμε, αντιστοίχως,

log(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x, 1− cosx ∼ 1
2 x

2

για x κοντά στον 0.

Άσκηση 8.2.3. Βρείτε τις τιμές της παραμέτρου a για τις οποίες η σειρά
∑+∞

n=1 n
a
(

1√
n
− 1√

n+1

)
συγκλίνει.
Βρείτε τις τιμές των a, b με a > b > 0, για τις οποίες η σειρά

∑+∞
n=2

1
na−nb συγκλίνει.

Λύση: Αν συμβολίσουμε xn τον n-οστό όρο της σειράς, βλέπουμε ότι

xn = na
(

1√
n
− 1√

n+1

)
= na

√
n+1−

√
n√

n
√
n+1

= na
√
n
√
n+1(

√
n+1+

√
n)
.

Άρα ο xn είναι περίπου ίσος με τον

yn = na
√
n
√
n(
√
n+
√
n)

= 1
2n(3/2)−a .

Για τον λόγο των xn και yn έχουμε ότι

xn
yn

= na
√
n
√
n+1(

√
n+1+

√
n)

2n
3
2
−a = 2√

1+(1/n)
(√

1+(1/n)+1
) → 1.

Επειδή 0 < 1 < +∞, η αρχική σειρά και η
∑+∞

n=1 yn συμπεριφέρονται με τον ίδιο τρόπο σε σχέση
με την σύγκλιση. Όμως γνωρίζουμε ότι

∑+∞
n=1 yn = 1

2

∑+∞
n=1

1
n(3/2)−a

{
< +∞, αν 3

2 − a > 1

= +∞, αν 3
2 − a ≤ 1

Άρα η δοσμένη σειρά συγκλίνει αν a < 1
2 και αποκλίνει στο +∞ αν a ≥ 1

2 .
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Έχουμε 1
na−nb = 1

na(1−nb−a)
, οπότε

1/(na−nb)
1/na = 1

1−nb−a → 1.

Αν 0 < a ≤ 1, η
∑+∞

n=2
1
na αποκλίνει, οπότε και η

∑+∞
n=2

1
na−nb αποκλίνει. Επειδή, επιπλέον, αυτή

είναι σειρά με μη-αρνητικούς προσθετέους, συνεπάγεται ότι
∑+∞

n=2
1

na−nb = +∞.
Αν 1 < a, η

∑+∞
n=2

1
na συγκλίνει, οπότε και η

∑+∞
n=2

1
na−nb συγκλίνει.

Άσκηση 8.2.4. Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
1·3·5···(2n−1)
2·5·8···(3n−1) συγκλίνει.

Υπόδειξη: Αποδείξτε ότι 1·3·5···(2n−1)
2·5·8···(3n−1) ≤ (23)

n για κάθε n.

Άσκηση 8.2.5. Εφαρμόστε το ολοκληρωτικό κριτήριο στις σειρές
∑+∞

n=1
1

n2+1
,
∑+∞

n=2
1

n logn και∑+∞
n=2

1
n(logn)2 . Για όσες σειρές συγκλίνουν βρείτε εκτιμήσεις για το άθροισμά τους. Για όσες σειρές

αποκλίνουν στο +∞ βρείτε εκτιμήσεις για τα μερικά αθροίσματά τους. Κατόπιν, εφαρμόστε και το
κριτήριο συμπύκνωσης στις παραπάνω σειρές.

Λύση: Στην πρώτη σειρά η ακολουθία των προσθετέων είναι φθίνουσα. Θεωρούμε την συνάρτηση
f : [1,+∞) → R με τύπο f(u) = 1

u2+1
. Η f είναι φθίνουσα και οι τιμές της στους φυσικούς

ταυτίζονται με τους αντίστοιχους όρους της σειράς, οπότε εξετάζουμε το γενικευμένο ολοκλήρωμα∫ +∞
1

1
u2+1

du = limt→+∞
∫ t
1

1
u2+1

du = limt→+∞(arctan t− arctan 1) = π
4 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει: ∑+∞
n=1

1
n2+1

< +∞.

Για το άθροισμα της σειράς έχουμε την εκτίμηση∫ +∞
1

1
u2+1

du ≤
∑+∞

n=1
1

n2+1
≤ 1

12+1
+

∫ +∞
1

1
u2+1

du

και άρα π
4 ≤

∑+∞
n=1

1
n2+1

≤ 1
2 + π

4 .
Στην ίδια σειρά θα μπορούσαμε να εφαρμόσουμε και το κριτήριο σύγκρισης:∑+∞

n=1
1

n2+1
≤

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞.

Όμως, στις επόμενες δύο σειρές αυτό δεν είναι τόσο εύκολο και το πιο απλό είναι να εφαρμόσουμε
το ολοκληρωτικό κριτήριο.
Και στις δύο σειρές η ακολουθία των προσθετέων είναι φθίνουσα. Για την δεύτερη σειρά θεω-
ρούμε την φθίνουσα συνάρτηση στο διάστημα [2,+∞) με τύπο f(u) = 1

u logu και εξετάζουμε το
αντίστοιχο γενικευμένο ολοκλήρωμα:∫ +∞

2
1

u logu du = limt→+∞
∫ t
2

1
u logu du = limt→+∞

∫ log t
log 2

1
y dy

= lim
t→+∞

(
log(log t)− log(log 2)

)
= +∞.

Άρα ∑+∞
n=2

1
n logn = +∞.

Για τα μερικά αθροίσματα της σειράς έχουμε τις εκτιμήσεις∫ n+1
2

1
u logu du ≤

∑n
k=2

1
k log k ≤ 1

2 log 2 +
∫ n
2

1
u logu du

και άρα log log(n+1)
log 2 ≤

∑n
k=2

1
k log k ≤ 1

log 4 + log logn
log 2 .

Για την τρίτη σειρά θεωρούμε την φθίνουσα συνάρτηση στο διάστημα [2,+∞) με τύπο f(u) =
1

u(logu)2 και μελετάμε το γενικευμένο ολοκλήρωμά της:∫ +∞
2

1
u(logu)2 du = limt→+∞

∫ t
2

1
u(logu)2 du = limt→+∞

∫ log t
log 2

1
y2
dy

= limt→+∞
(

1
log 2 − 1

log t
)
= 1

log 2 < +∞.
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Άρα ∑+∞
n=2

1
n(logn)2 < +∞

και για το άθροισμα της σειράς έχουμε την εκτίμηση∫ +∞
2

1
u(logu)2 du ≤

∑+∞
n=2

1
n(logn)2 ≤ 1

2(log 2)2 +
∫ +∞
2

1
u(logu)2 du

και, επομένως, 1
log 2 ≤

∑+∞
n=2

1
n(logn)2 ≤ 1

2(log 2)2 + 1
log 2 .

Εφαρμόζοντας το κριτήριο συμπύκνωσης στην πρώτη σειρά βρίσκουμε ότι∑+∞
k=0 2

k 1
(2k)2+1

=
∑+∞

k=0
2k

22k+1
≤

∑+∞
k=0

2k

22k
=

∑+∞
k=0

1
2k
< +∞.

Άρα η
∑+∞

n=1
1

n2+1
συγκλίνει.

Για τη δεύτερη σειρά έχουμε∑+∞
k=1 2

k 1
2k log(2k) =

∑+∞
k=1

1
k log 2 = 1

log 2
∑+∞

k=1
1
k = +∞,

οπότε η
∑+∞

n=2
1

n logn αποκλίνει στο +∞.
Τέλος, για την τρίτη σειρά έχουμε∑+∞

k=1 2
k 1

2k(log(2k))2 =
∑+∞

k=1
1

k2(log 2)2 = 1
(log 2)2

∑+∞
k=1

1
k2
< +∞,

οπότε η
∑+∞

n=2
1

n(logn)2 συγκλίνει.

Άσκηση 8.2.6. Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=2
1

n(logn)p συγκλίνει, αν p > 1, και αποκλίνει στο +∞,
αν p ≤ 1.

Λύση: Αν p > 0, η συνάρτηση 1
x(logx)p είναι φθίνουσα στο [2,+∞). Ισχύει

∫ x
2

1
t(log t)p dt =

{
log(logx)− log(log 2), αν p = 1
(logx)1−p−(log 2)1−p

1−p , αν p ̸= 1

και, επομένως,

∫ +∞
2

1
t(log t)p dt = limx→+∞

∫ x
2

1
t(log t)p dt =

{
+∞, αν p ≤ 1
(log 2)1−p

p−1 , αν 1 < p

Άρα, η
∑+∞

n=2
1

n(logn)p συγκλίνει, αν p > 1, και αποκλίνει, αν 0 < p ≤ 1.
Αν p ≤ 0, τότε ∑+∞

n=2
1

n(logn)p ≥ (log 2)−p
∑+∞

n=2
1
n = +∞,

οπότε η
∑+∞

n=2
1

n(logn)p αποκλίνει.

Άσκηση 8.2.7. Έστω a > 0. Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
1

annb συγκλίνει αν a = 1, b > 1 και αν
a > 1 και ότι αποκλίνει στο +∞ σε κάθε άλλη περίπτωση.

Λύση: Εφαρμόζουμε το κριτήριο λόγου:∣∣1/(an+1(n+1)b)
1/(annb)

∣∣ = 1
a

(
n

n+1

)b → 1
a .

Άρα, αν a < 1, η σειρά αποκλίνει και, αν a > 1, η σειρά συγκλίνει.
Απομένει η περίπτωση a = 1. Τότε η σειρά γίνεται

∑+∞
n=1

1
nb και συγκλίνει, αν b > 1, ενώ απο-

κλίνει, αν b ≤ 1.
Μπορούμε να εφαρμόσουμε και το κριτήριο ρίζας. Υπολογίζουμε

n
√

|1/(annb)| → 1
a
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και συνεχίζουμε όπως πριν.

Άσκηση 8.2.9. Έστω p > 1.
Αποδείξτε ότι ισχύει 1

(p−1)kp−1 ≤
∑+∞

n=k
1
np ≤ 1

kp + 1
(p−1)kp−1 για κάθε k.

Αποδείξτε ότι kp−1
∑+∞

n=k
1
np → 1

p−1 (όταν k → +∞).

Αποδείξτε ότι ισχύει limp→1+(p− 1)
∑+∞

n=k
1
np = 1 για κάθε k.

Υπόδειξη: Για το πρώτο ερώτημα εφαρμόστε το ολοκληρωτικό κριτήριο. Οι απαντήσεις στα άλλα
δύο ερωτήματα είναι άμεσες από το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος με παρεμβολή.

Άσκηση 8.2.10. Έστω x > 0. Αποδείξτε ότι π
2 − arctan 1

x ≤
∑+∞

n=1
x

n2+x2 ≤ x
1+x2 +

π
2 − arctan 1

x .

Αποδείξτε ότι limx→+∞
∑+∞

n=1
x

n2+x2 = π
2 .

Άρα τί απαντάμε αν κάποιος ισχυριστεί ότι γενικά ισχύει η εναλλαγή limx→+∞
∑+∞

n=1 fn(x) =∑+∞
n=1 limx→+∞ fn(x) των συμβόλων του ορίου και της σειράς;

Υπόδειξη: Το πρώτο ερώτημα απαντάται με το ολοκληρωτικό κριτήριο. Για το δεύτερο ερώτημα
κάνουμε παρεμβολή.
Η απάντηση στο ισχυρισμό του τρίτου ερωτήματος είναι: όχι.
Πράγματι, στο συγκεκριμένο παράδειγμα έχουμε:

limx→+∞
∑+∞

n=1
x

n2+x2 = π
2

και ∑+∞
n=1 limx→+∞

x
n2+x2 =

∑+∞
n=1 0 = 0.

Άσκηση 8.2.11. Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και a ≥ 1. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει,
αποδείξτε ότι και οι σειρές

∑+∞
n=1 xn

a,
∑+∞

n=1
xn

a

1+xn
a συγκλίνουν.

Λύση: Επειδή η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει, συνεπάγεται ότι xn → 0.
Για την πρώτη σειρά. Η απάντηση είναι προφανής αν a = 1. Αν a > 1, τότε xn

a

xn
= xn

a−1 → 0

και, επειδή η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει, συνεπάγεται ότι και η
∑+∞

n=1 xn
a συγκλίνει.

Για τη δεύτερη σειρά. Επειδή xn
a/(1+xn

a)
xn

a = 1
1+xn

a → 1 και επειδή η
∑+∞

n=1 xn
a συγκλίνει, συνε-

πάγεται ότι και η
∑+∞

n=1
xn

a

1+xn
a συγκλίνει.

Άσκηση 8.2.12. Έστω ότι ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n.
Αν η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά

∑+∞
n=1

√
xn

n συγκλίνει.
Αν η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά

∑+∞
n=1

√
xnxn+1 συγκλίνει. Αν, επιπλέον,

η (xn) είναι φθίνουσα, τότε αποδείξτε και το αντίστροφο.
Βρείτε παράδειγμα σειράς

∑+∞
n=1 xn η οποία αποκλίνει στο +∞ ώστε η σειρά

∑+∞
n=1

√
xnxn+1 να

συγκλίνει.

Λύση: Από τη γνωστή ανισότητα ab ≤ 1
2a

2 + 1
2b

2 έχουμε
√
xn

n ≤ 1
2xn + 1

2
1
n2 για κάθε n. Άρα,∑+∞

n=1

√
xn

n ≤ 1
2

∑+∞
n=1 xn + 1

2

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,

οπότε η
∑+∞

n=1

√
xn

n συγκλίνει.
Τώρα από την ίδια στοιχειώδη ανισότητα παίρνουμε√xnxn+1 ≤ 1

2xn +
1
2xn+1 για κάθε n. Άρα,∑+∞

n=1
√
xnxn+1 ≤ 1

2

∑+∞
n=1 xn + 1

2

∑+∞
n=1 xn+1 =

1
2

∑+∞
n=1 xn + 1

2

∑+∞
n=2 xn < +∞.

Για το αντίστροφο βλέπουμε ότι, επειδή η (xn) είναι φθίνουσα, έχουμε xn+1 ≤ √
xnxn+1 για

κάθε n. Άρα, ∑+∞
n=2 xn =

∑+∞
n=1 xn+1 ≤

∑+∞
n=1

√
xnxn+1 < +∞.

Θεωρούμε xn = 1, αν ο n είναι περιττός, και xn = 1
n4 , αν ο n είναι άρτιος. Δηλαδή, η ακολουθία

(xn) είναι η: 1, 1
24
, 1, 1

44
, 1, 1

64
, . . . .
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Η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει στο +∞ διότι είναι σειρά μη-αρνητικών όρων και η (xn) δεν έχει
όριο 0. Όμως, η

∑+∞
n=1

√
xnxn+1 συγκλίνει.

Πράγματι, αν ο n είναι περιττός, τότε xnxn+1 =
1

(n+1)4
, οπότε√xnxn+1 =

1
(n+1)2

≤ 1
n2 , και, αν

ο n είναι άρτιος, τότε xnxn+1 =
1
n4 , οπότε

√
xnxn+1 =

1
n2 . Επομένως,∑+∞

n=1
√
xnxn+1 ≤

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞.

Άσκηση 8.2.13. [α] Έστω ότι ισχύει xn, yn > 0 για κάθε n και έστω ότι ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ yn+1

yn
.

Αν η σειρά
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει.
[β] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n.
Αν 0 < a < 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≤ a, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει.

Αν a > 1 και αν ισχύει τελικά xn+1

xn
≥ a, αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1 xn αποκλίνει.

Υπόδειξη: [α] Η ακολουθία (xn
yn
) είναι τελικά φθίνουσα και, επομένως, άνω φραγμένη.

[β] Στην πρώτη περίπτωση να χρησιμοποιήσετε το αποτέλεσμα του [α] με yn = an για κάθε n.
Στη δεύτερη περίπτωση εναλλάξτε τους ρόλους των xn και yn.

Άσκηση 8.2.14. [α] Έστω (xn) φθίνουσα ώστε να ισχύει xn ≥ 0 για κάθε n. Αν
∑+∞

n=1 xn < +∞,
αποδείξτε ότι nxn → 0.
Αποδείξτε ότι

∑+∞
n=1

1
np = +∞ αν 0 ≤ p ≤ 1.

[β] Δείτε την άσκηση 8.1.5. Έστω ακολουθία (xn) ώστε να ισχύει xn+1 ≤ xn+xn+2

2 για κάθε n και
xn → 0. Αποδείξτε ότι

∑+∞
n=1 n(xn − 2xn+1 + xn+2) = x1.

Λύση: [α] Αν n ≥ 2, τότε [n2 ] ≥ 1 και, επειδή η (xn) είναι φθίνουσα, συνεπάγεται

x[n/2] + · · ·+ xn ≥ xn + · · ·+ xn =
(
n−

[
n
2

]
+ 1

)
xn ≥

(
n− n

2 + 1
)
xn ≥ n

2xn.

Έχουμε, λοιπόν, ότι για n ≥ 2 ισχύει

0 ≤ nxn ≤ 2(x[n/2] + · · ·+ xn) ≤ 2
∑+∞

k=[n/2] xk.

Επειδή [n2 ] → +∞, συνεπάγεται
∑+∞

k=[n/2] xk → 0 και άρα nxn → 0.

Η ( 1
np ) είναι φθίνουσα, οπότε, αν η

∑+∞
n=1

1
np συγκλίνει, συνεπάγεται ότι n 1

np → 0, το οποίο είναι
άτοπο.
[β] Από την xn+1 ≤ xn+xn+2

2 συνεπάγεται xn − xn+1 ≥ xn+1 − xn+2.
Επίσης, από το ότι xn → 0 έχουμε ότι xn − xn+1 → 0 και άρα η ακολουθία (xn − xn+1) είναι
φθίνουσα με όριο 0 και άρα όλοι οι όροι της είναι ≥ 0.
Από το αποτέλεσμα της άσκησης 8.1.5 και από το ότι xn → 0 συνεπάγεται ότι η

∑+∞
n=1(xn−xn+1)

συγκλίνει και, μάλιστα, ∑+∞
n=1(xn − xn+1) = x1.

Τώρα, η τελευταία σειρά έχει μη-αρνητικούς όρους οι οποίοι φθίνουν, οπότε από το αποτέλεσμα
του [α] συνεπάγεται ότι

n(xn − xn+1) → 0. (14.241)

Τέλος, έστω sn τα μερικά αθροίσματα της
∑+∞

n=1 n(xn − 2xn+1 + xn+2). Τότε

sn =
∑n

k=1 k(xk − 2xk+1 + xk+2) =
∑n

k=1 k(xk − xk+1)−
∑n

k=1 k(xk+1 − xk+2)

=
∑n

k=1 k(xk − xk+1)−
∑n+1

k=2(k − 1)(xk − xk+1)

= (x1 − x2) +
∑n

k=2 k(xk − xk+1)−
∑n

k=2(k − 1)(xk − xk+1)− n(xn+1 − xn+2)

= (x1 − x2) +
∑n

k=2(xk − xk+1)− n(xn+1 − xn+2)

= (x1 − x2) + (x2 − xn+1)− n(xn+1 − xn+2) = x1 − xn+1 − n(xn+1 − xn+2).
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Από το ότι xn → 0 και από την (14.241) συνεπάγεται ότι sn → x1 και άρα∑+∞
n=1 n(xn − 2xn+1 + xn+2) = x1.

Άσκηση 8.2.16. Έστω ότι ισχύει xn ≤ yn ≤ zn για κάθε n. Αν οι σειρές
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 zn
συγκλίνουν, αποδείξτε ότι και η σειρά

∑+∞
n=1 yn συγκλίνει.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τις σειρές μη-αρνητικών όρων
∑+∞

n=1(zn − xn) και
∑+∞

n=1(yn − xn).

Άσκηση 8.2.17. Έστω m1, m2, m3, . . . κατά γνησίως αύξουσα διάταξη οι φυσικοί οι οποίοι δεν
περιέχουν το δεκαδικό ψηφίο 3 στο δεκαδικό τους ανάπτυγμα. Αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

1
mn

συγκλίνει.

Λύση: Υπάρχουν 8 όροι της ακολουθίας (mn) στο διάστημα [1, 10), οι 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 και 9. Στο
διάστημα [10, 102) υπάρχουν 8 · 9 όροι της ακολουθίας, αφού στην δεκαδική τους παράσταση
έχουμε 8 επιλογές για το πρώτο ψηφίο και 9 επιλογές για το δεύτερο ψηφίο. Έτσι, είναι προφανές
ότι, γενικότερα, στο διάστημα [10k, 10k+1) υπάρχουν 8 · 9k όροι της ακολουθίας (mn).
Είναι, επίσης, προφανές ότι για όλους τους όρουςmn που είναι στο διάστημα [10k, 10k+1) ισχύει
1

mn
≤ 1

10k
, οπότε το συνολικό άθροισμα των αντίστοιχων 1

mn
είναι ≤ 8 · 9k 1

10k
= 8( 9

10)
k. Άρα,∑+∞

n=1
1

mn
≤

∑+∞
k=0 8

(
9
10

)k
= 8 1

1−(9/10) = 80.

Άσκηση 8.2.18. Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει.
Θέτουμε rn =

∑+∞
k=n xk για κάθε n.

Αν p ≥ 1, αποδείξτε ότι ισχύει xm+1

rm+1
p + · · ·+ xn

rnp ≥ 1
rm+1

p−1 − rn+1

rm+1
p για κάθεm,n μεm < n και

συμπεράνατε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
xn
rnp αποκλίνει.

Αν 0 < p < 1, αποδείξτε ότι ισχύει xn
rnp ≤ 1

1−p(rn
1−p − rn+1

1−p) για κάθε n και συμπεράνατε ότι
η σειρά

∑+∞
n=1

xn
rnp συγκλίνει.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Στην περίπτωση p = 1 έχουμε

rn =
∑+∞

k=n xk = xn +
∑+∞

k=n+1 xk = xn + rn+1 > rn+1

για κάθε n. Άρα, η (rn) είναι φθίνουσα ακολουθία, οπότε γιαm < n έχουμε

xm+1

rm+1
+ · · ·+ xn

rn
≥ xm+1

rm+1
+ · · ·+ xn

rm+1
= xm+1+···+xn

rm+1
= rm+1−rn+1

rm+1
= 1− rn+1

rm+1
.

Επειδή η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει, συνεπάγεται ότι rn → 0. Παίρνουμε, τώρα, οποιονδήποτε m ≥ 1,
οπότε rm+1 > 0, και βρίσκουμε n > m αρκετά μεγάλο ώστε να ισχύει rn+1 <

rm+1

2 . Βλέπουμε,
λοιπόν, ότι για κάθεm ≥ 1 υπάρχει n > m ώστε

xm+1

rm+1
+ · · ·+ xn

rn
≥ 1− rn+1

rm+1
> 1− 1

2 = 1
2 .

Συνεπάγεται ότι δεν ισχύει limm,n→+∞
(xm+1

rm+1
+ · · ·+ xn

rn

)
= 0, οπότε η

∑+∞
n=1

xn
rn

αποκλίνει.
Κάντε εσείς την περίπτωση p > 1.
Το δεύτερο ερώτημα. Στην περίπτωση p = 1

2 έχουμε

xn√
rn

= rn−rn+1√
rn

=
(
√
rn+
√
rn+1)(

√
rn−
√
rn+1)√

rn
≤ 2(

√
rn −√

rn+1) για κάθε n. (14.242)

Επειδή rn → 0, από το αποτέλεσμα της άσκησης 8.1.5 έχουμε ότι η
∑+∞

n=1(
√
rn − √

rn+1) συ-
γκλίνει και, μάλιστα, ∑+∞

n=1(
√
rn −√

rn+1) =
√
r1.

Τώρα, από την (14.242) συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1
xn√
rn

συγκλίνει.
Δείτε εσείς την γενικότερη περίπτωση 0 < p < 1.
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Άσκηση 8.2.19. [α] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει.
Θέτουμε sn =

∑n
k=1 xk για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η σειρά
∑+∞

n=1
xn

1+xn
αποκλίνει.

Αν p ≤ 1, αποδείξτε ότι ισχύει xm+1

sm+1
p + · · · + xn

snp ≥ 1
snp−1 − sm

snp για κάθε m,n με m < n και
συμπεράνατε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

xn
snp αποκλίνει.

Αν p > 1, αποδείξτε ότι ισχύει xn
snp ≤ 1

p−1
(

1
sn−1

p−1 − 1
snp−1

)
για κάθε n ≥ 2 και συμπεράνατε ότι

η σειρά
∑+∞

n=1
xn
snp συγκλίνει.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Υποθέτουμε, για να καταλήξουμε σε άτοπο, ότι η
∑+∞

n=1
xn

1+xn
συγκλίνει.

Συνεπάγεται ότι xn
1+xn

→ 0, οπότε 1 + 1
xn

= 1+xn
xn

→ +∞, οπότε xn → 0. Άρα,
xn

xn/(1+xn)
= 1 + xn → 1

και, επομένως, η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει. Αυτό είναι άτοπο.
Το δεύτερο ερώτημα. Με p = 1, έχουμε ότι η (sn) είναι αύξουσα ακολουθία, οπότε

xm+1

sm+1
+ · · ·+ xn

sn
≥ xm+1

sn
+ · · ·+ xn

sn
= xm+1+···+xn

sn
= sn−sm

sn
= 1− sm

sn
.

Επειδή η
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει, συνεπάγεται ότι sn → +∞. Παίρνουμε οποιοδήποτε m ≥ 1 και
βρίσκουμε n > m αρκετά μεγάλο ώστε να ισχύει sn > 2sm. Βλέπουμε, τώρα, ότι για κάθεm ≥ 1
υπάρχει n > m ώστε

xm+1

sm+1
+ · · ·+ xn

sn
≥ 1− sm

sn
> 1− 1

2 = 1
2 .

Συνεπάγεται ότι δεν ισχύει limm,n→+∞
(xm+1

sm+1
+ · · ·+ xn

sn

)
= 0, οπότε η

∑+∞
n=1

xn
sn

αποκλίνει.
Δείτε εσείς την περίπτωση p < 1.
Το τρίτο ερώτημα. Με p = 2 έχουμε

xn
sn2 = sn−sn−1

sn2 ≤ sn−sn−1

snsn−1
= 1

sn−1
− 1

sn
για κάθε n ≥ 2. (14.243)

Από το ότι 1
sn

→ 0 και από το αποτέλεσμα της άσκησης 8.1.5 έχουμε ότι η
∑+∞

n=2

(
1

sn−1
− 1

sn

)
συγκλίνει και ∑+∞

n=2

(
1

sn−1
− 1

sn

)
= 1

s1
= 1

x1
.

Άρα, από την (14.243) συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1
xn
sn2 συγκλίνει.

Δείτε εσείς την γενικότερη περίπτωση p > 1.

Άσκηση 8.2.20. [α] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει.
Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (yn) ώστε yn → +∞ και η σειρά

∑+∞
n=1 xnyn να συγκλίνει.

[β] Έστω ότι ισχύει xn > 0 για κάθε n και έστω ότι η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει. Αποδείξτε ότι
υπάρχει ακολουθία (yn) ώστε yn → 0 και η σειρά

∑+∞
n=1 xnyn να αποκλίνει.

Λύση: [α] Θέτουμε rn =
∑+∞

k=n xk για κάθε n. Τότε rn → 0 και από το αποτέλεσμα της άσκησης
8.2.18 συνεπάγεται ότι η σειρά

∑+∞
n=1

xn√
rn

συγκλίνει. Άρα αν ορίσουμε yn = 1√
rn

για κάθε n,
τότε yn → +∞ και η

∑+∞
n=1 xnyn συγκλίνει.

Υπάρχει και δεύτερος τρόπος.
Θεωρούμε n1 έτσι ώστε rn1 ≤ 1. Αυτό είναι εφικτό διότι rn → 0. Κατόπιν (με την ίδια αιτιολό-
γηση) θεωρούμε n2 > n1 ώστε rn2 ≤ 1

23
. Κατόπιν θεωρούμε n3 > n2 ώστε rn3 ≤ 1

33
. Και ούτω

καθ’ εξής. Έτσι δημιουργούμε την γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών (nk) ώστε να ισχύει

rnk
≤ 1

k3
για κάθε k.

Τώρα ορίζουμε την ακολουθία (yn) με τον εξής τρόπο. Θέτουμε yn = 0 αν 1 ≤ n < n1. Κατόπιν
θέτουμε yn = 1 αν n1 ≤ n < n2. Κατόπιν θέτουμε yn = 2 αν n2 ≤ n < n3. Και ούτω καθ’ εξής.
Δηλαδή, για κάθε k, ισχύει

yn = k αν nk ≤ n < nk+1.
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Έχουμε ότι yn → +∞. Πράγματι, για κάθε M > 0 ισχύει yn ≥ k = [M ] + 1 > M για κάθε
n ≥ nk.
Επίσης, ∑+∞

n=1 xnyn =
∑n1−1

n=1 xnyn +
∑+∞

k=1

(∑nk+1−1
n=nk

xnyn
)

=
∑n1−1

n=1 xn0 +
∑+∞

k=1

(∑nk+1−1
n=nk

xnk
)

=
∑+∞

k=1 k
(∑nk+1−1

n=nk
xn

)
≤

∑+∞
k=1 krnk

≤
∑+∞

k=1
1
k2
< +∞.

[β] Θέτουμε sn =
∑n

k=1 xk για κάθε n. Τότε sn → +∞ και από το αποτέλεσμα της άσκησης
8.2.19 συνεπάγεται ότι η σειρά

∑+∞
n=1

xn
sn

αποκλίνει. Άρα αν ορίσουμε yn = 1
sn

για κάθε n, τότε
yn → 0 και η

∑+∞
n=1 xnyn αποκλίνει.

Όπως και στο [α], υπάρχει και δεύτερος τρόπος.
Θεωρούμε n1 έτσι ώστε sn1 ≥ 1. Αυτό είναι εφικτό διότι sn → +∞. Κατόπιν θεωρούμε n2 > n1
ώστε sn2 − sn1 ≥ 2. Αυτό είναι εφικτό διότι sn− sn1 → +∞. Κατόπιν (με την ίδια αιτιολόγηση)
θεωρούμε n3 > n2 ώστε sn3 − sn2 ≥ 3. Και ούτω καθ’ εξής. Έτσι δημιουργούμε την γνησίως
αύξουσα ακολουθία φυσικών (nk) ώστε να ισχύει

sn1 ≥ 1 και snk+1
− snk

≥ k + 1 για κάθε k.

Τώρα ορίζουμε την ακολουθία (yn) με τον εξής τρόπο. Θέτουμε yn = 1 αν 1 ≤ n ≤ n1. Κατόπιν
θέτουμε yn = 1

2 αν n1 < n ≤ n2. Κατόπιν θέτουμε yn = 1
3 αν n2 < n ≤ n3. Και ούτω καθ’ εξής.

Δηλαδή, για κάθε k, ισχύει

yn = 1 αν 1 ≤ n ≤ n1 και yn = 1
k+1 αν nk < n ≤ nk+1.

Έχουμε ότι yn → 0. Πράγματι, για κάθε ϵ > 0 ισχύει yn ≤ 1
k+1 = 1

[1/ϵ]+1 < ϵ για κάθε n > nk.
Επίσης, ∑+∞

n=1 xnyn =
∑n1

n=1 xnyn +
∑+∞

k=1

(∑nk+1

n=nk+1 xnyn
)

=
∑n1

n=1 xn1 +
∑+∞

k=1

(∑nk+1

n=nk+1 xn
1

k+1

)
= sn1 +

∑+∞
k=1

1
k+1

(∑nk+1

n=nk+1 xn
)

= sn1 +
∑+∞

k=1
1

k+1(snk+1
− snk

) ≥ 1 +
∑+∞

k=1 1 = +∞.

Άσκηση 8.2.21. Έστω an, bn ≥ 0 για κάθε n και p, q > 1 ώστε 1
p + 1

q = 1.

[α] Αν
∑+∞

n=1 an
p < +∞ και

∑+∞
n=1 bn

q < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Hölder για σειρές,∑+∞
n=1 anbn ≤

(∑+∞
n=1 an

p
)1/p(∑+∞

n=1 bn
q
)1/q

.

Αποδείξτε ότι ισχύει η ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να
ισχύει sanp = tbn

q για κάθε n.
Αν

∑+∞
n=1 an

2 < +∞ και
∑+∞

n=1 bn
2 < +∞, επειδή 1

2 + 1
2 = 1, η πολύ σημαντική ανισότητα του

Cauchy, ∑+∞
n=1 anbn ≤

(∑+∞
n=1 an

2
)1/2(∑+∞

n=1 bn
2
)1/2

,

είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας του Hölder.

Υπόδειξη: Πρώτος τρόπος. Θεωρήστε το όριο καθώς n → +∞ στην ανισότητα του Hölder της
άσκησης 5.4.22. Με αυτόν το τρόπο δύσκολα θα χειριστείτε την περίπτωση της ισότητας.
Δεύτερος τρόπος. Θεωρήστε A =

(∑+∞
n=1 an

p
)1/p και B =

(∑+∞
n=1 bn

q
)1/q. Αν A = 0 ή B = 0,

η ανισότητα είναι προφανής. Αν A,B > 0, εφαρμόστε την ανισότητα του Young της άσκησης
5.4.21 σε κάθε ζεύγος an

A , bn
B .

Τρίτος τρόπος για την ανισότητα του Cauchy. Αποδείξτε ότι
(∑+∞

n=1 an
2
)
t2 +

(
2
∑+∞

n=1 anbn
)
t+
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(∑+∞
n=1 bn

2
)
=

∑+∞
n=1(tan + bn)

2 ≥ 0 για κάθε t.

Άσκηση 8.2.22. Βρείτε f : [1,+∞) → [0,+∞) συνεχή στο [1,+∞) ώστε
∑+∞

n=1 f(n) = +∞ και
το limt→+∞

∫ t
1 f(u) du να είναι αριθμός.

Λύση:Θεωρούμε διάστημα [1, 1+a1] και, για κάθεn ≥ 2, θεωρούμε διάστημα [n−an, n+an] έτσι
ώστε τα διαστήματα αυτά να είναι ξένα ανά δύο και ώστε η σειρά των μηκών τους να συγκλίνει:

a1 +
∑+∞

n=2 2an < +∞. (14.244)

Για παράδειγμα, μπορούμε να πάρουμε a1 = 1
2 και an = 1

n2 για n ≥ 2.
Τώρα ορίζουμε την f στο [1,+∞) ώστε να είναι συνεχής στο [1,+∞), ώστε να είναι ταυτοτικά
ίση με 0 έξω από τα παραπάνω διαστήματα, ώστε να είναι f(n) = 1 για κάθε n και ώστε να είναι
αφφινική στο διάστημα [1, 1 + a1] και σε κάθε διάστημα [n− an, n] και [n, n+ an].
Τότε έχουμε

∑+∞
n=1 f(n) =

∑+∞
n=1 1 = +∞.

Ισχύει 0 ≤ f(u) ≤ 1 για κάθε u στο [1, 1 + a1] και σε κάθε [n− an, n+ an] και άρα

0 ≤
∫ 1+a1
1 f(u) du ≤ a1, 0 ≤

∫ n+an
n−an f(u) du ≤ 2an για n ≥ 2.

Τώρα, για κάθε t ≥ 1 βρίσκουμε κάποιον k > t (για παράδειγμα, τον k = [t] + 1) και τότε∫ t
1 f(u) du ≤

∫ 1+a1
1 f(u) du+

∫ 2+a2
2−a2 f(u) du+ · · ·+

∫ k+ak
k−ak f(u) du

≤ a1 + 2a2 + · · ·+ 2ak ≤ a1 +
∑+∞

n=2 2an.
(14.245)

Επειδή ισχύει f(u) ≥ 0 για κάθε u ≥ 1, η συνάρτηση
∫ t
1 f(u) du είναι αύξουσα (ως συνάρτηση

του t) και άρα το limt→+∞
∫ t
1 f(u) du υπάρχει και είναι αριθμός ή+∞. Από τις (14.244), (14.245)

συνεπάγεται
limt→+∞

∫ t
1 f(u) du ≤ a1 +

∑+∞
n=2 2an < +∞.

Άσκηση 8.2.28. Έστω p ∈ N, p ≥ 2 και οποιοδήποτε συγκεκριμένο p-αδικό ψηφίο k (δηλαδή 0 ≤
k ≤ p− 1). Αποδείξτε ότι το σύνολο των αριθμών στο [0, 1) των οποίων το n-οστό p-αδικό ψηφίο
είναι ίσο με k είναι η ένωση pn−1 διαστημάτων τύπου [a, b). Ποιά ακριβώς είναι αυτά τα διαστήματα
και τί μήκος έχει καθένα από αυτά; Ποιό είναι το συνολικό μήκος αυτών των διαστημάτων;

Υπόδειξη: Δείτε πρώτα τις περιπτώσεις n = 1, 2, 3, 4.

Άσκηση 8.2.30. Έστω p ∈ N, p ≥ 2. Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ N υπάρχουν μοναδικοί n0 ∈ Z,
n0 ≥ 0 και x0, x1, . . . , xn0 ∈ Z με 0 ≤ x0, x1, . . . , xn0 ≤ p − 1 και xn0 ≥ 1 ώστε x =
xn0p

n0 + · · ·+ x1p+ x0.

Υπόδειξη: Υπάρχει μοναδικός n0 ∈ Z, n0 ≥ 0 ώστε pn0 ≤ x < pn0+1. Θεωρήστε τους x0 =
x− p[xp ], x1 = [xp ]− p[ x

p2
] και, γενικά, xn = [ x

pn ]− p[ x
pn+1 ] για κάθε n ∈ N.

Άσκηση 8.2.32. Έστω ακολουθία (pn) στο N ώστε να ισχύει pn ≥ 2 για κάθε n.
Θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία (an) στο Z ώστε να ισχύει 0 ≤ an ≤ pn − 1 για κάθε n και
ώστε να μην ισχύει τελικά an = pn − 1. Αποδείξτε ότι η σειρά

∑+∞
n=1

an
p1···pn συγκλίνει και ότι το

άθροισμά της ανήκει στο [0, 1).
Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ [0, 1) υπάρχει μοναδική ακολουθία (an) στο Z ώστε να ισχύει 0 ≤ an ≤
pn − 1 για κάθε n, ώστε να μην ισχύει τελικά an = pn − 1 και ώστε x =

∑+∞
n=1

an
p1···pn . Βρείτε

αναδρομικό τύπο για την ακολουθία (an).

Υπόδειξη:Μιμηθείτε την απόδειξη που είδαμε στην θεωρία στην περίπτωση που όλοι οι pn είναι
ίσοι με τον ίδιο p.
Για το τελευταίο ερώτημα θεωρήστε an = [p1 · · · pnx]− pn[p1 · · · pn−1x] για κάθε n.

Άσκηση 8.3.1. Εφαρμόστε το κριτήριο λόγου στις
∑+∞

n=1
n!
nn ,

∑+∞
n=1

2·5·8···(3n−1)
1·5·9···(4n−3) ,

∑+∞
n=1

en(n+1)!
nn .
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Λύση: Για την πρώτη σειρά έχουμε xn = n!
nn και xn+1 =

(n+1)!
(n+1)n+1 . Τότε∣∣xn+1

xn

∣∣ = (n+1)!nn

n!(n+1)n+1 = nn

(n+1)n = 1
(1+ 1

n
)n

→ 1
e < 1.

Άρα η σειρά συγκλίνει (απολύτως).
Ομοίως, για την δεύτερη σειρά με xn = 2·5·8···(3n−1)

1·5·9···(4n−3) και xn+1 =
2·5·8···(3n−1)(3n+2)
1·5·9···(4n−3)(4n+1) έχουμε∣∣xn+1

xn

∣∣ = 3n+2
4n+1 → 3

4 < 1.

Άρα η σειρά συγκλίνει (απολύτως).
Ομοίως, για την τρίτη σειρά με xn = en(n+1)!

nn και xn+1 =
en+1(n+2)!
(n+1)n+1 έχουμε∣∣xn+1

xn

∣∣ = e (n+2)!nn

(n+1)!(n+1)n+1 = e (n+2)nn

(n+1)(n+1)n = e n+2
n+1

(
n

n+1

)n → e · 1 · 1
e = 1.

Άρα το κριτήριο λόγου δεν δίνει συμπέρασμα για τη σύγκλιση της σειράς.

Άσκηση 8.3.2. Εφαρμόστε το κριτήριο ρίζας στις σειρές
∑+∞

n=1 n
3,
∑+∞

n=1
n

( n
√
n+1)n

.

Λύση: Για την πρώτη σειρά έχουμε

n
√

|n3| =
(

n
√
n
)3 → 1,

οπότε το κριτήριο ρίζας δεν δίνει συμπέρασμα. Βέβαια, μπορούμε να δούμε πολύ εύκολα ότι η
σειρά αποκλίνει στο +∞, διότι ∑+∞

n=1 n
3 ≥

∑+∞
n=1 1 = +∞.

Για τη δεύτερη σειρά έχουμε

n

√∣∣ n
( n
√
n+1)n

∣∣ = n
√
n

n
√
n+1

→ 1
2 < 1.

Άρα αυτή η σειρά συγκλίνει (απολύτως).

Άσκηση 8.3.3. Εξετάστε τη σύγκλιση των σειρών 1
2 +

1
3 +

1
22

+ 1
32

+ 1
23

+ 1
33

+ 1
24

+ 1
34

+ · · · και
1
2 + 1 + 1

23
+ 1

22
+ 1

25
+ 1

24
+ 1

27
+ 1

26
+ · · · , εφαρμόζοντας τα κριτήρια λόγου και ρίζας.

Λύση: Αν γράψουμε την πρώτη σειρά στη μορφή
∑+∞

n=1 xn, τότε ο λόγος xn+1

xn
είναι ίσος με

1/3(n+1)/2

1/2(n+1)/2 = (23)
(n+1)/2 όταν ο n είναι περιττός και είναι ίσος με 1/2(n/2)+1

1/3n/2 = 1
2 (

3
2)

n/2 όταν
ο n είναι άρτιος. Συνεπάγεται ότι η υποακολουθία των περιττών όρων της

(
|xn+1

xn
|
)
έχει όριο 0

ενώ η υποακολουθία των άρτιων όρων έχει όριο +∞. Άρα

lim |xn+1

xn
| = 0 ≤ 1 ≤ +∞ = lim |xn+1

xn
|

και, επομένως, με το κριτήριο λόγου δε μπορούμε να συμπεράνουμε για τη σύγκλιση της σειράς.
Παρατηρούμε ότι ο n

√
|xn| είναι ίσος με 1√

2
1+(1/n) όταν ο n είναι περιττός και ίσος με 1√

3
όταν

ο n είναι άρτιος. Συνεπάγεται ότι η υποακολουθία των περιττών όρων της
(

n
√

|xn|
)
έχει όριο 1√

2

ενώ η υποακολουθία των άρτιων όρων έχει όριο 1√
3
. Άρα

lim supn→+∞
n
√

|xn| = 1√
2
< 1

και, επομένως, το κριτήριο ρίζας λέει ότι η σειρά συγκλίνει.
Αν γράψουμε τη δεύτερη σειρά στη μορφή

∑+∞
n=1 xn, τότε ο λόγος

xn+1

xn
είναι ίσος με 1/2n−1

1/2n = 2

όταν ο n είναι περιττός και είναι ίσος με 1/2n+1

1/2n−2 = 1
8 όταν ο n είναι άρτιος. Συνεπάγεται ότι η
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υποακολουθία των περιττών όρων της
(
|xn+1

xn
|
)
έχει όριο 2 ενώ η υποακολουθία των άρτιων όρων

έχει όριο 1
8 . Άρα

lim |xn+1

xn
| = 1

8 ≤ 1 ≤ 2 = lim |xn+1

xn
|,

οπότε με το κριτήριο λόγου δε μπορούμε να συμπεράνουμε για τη σύγκλιση της σειράς.
Ο n

√
|xn| είναι ίσος με 1

2 όταν ο n είναι περιττός και ίσος με 1
21−(2/n) όταν ο n είναι άρτιος.

Συνεπάγεται ότι η υποακολουθία των περιττών όρων της
(

n
√

|xn|
)
και η υποακολουθία των άρτιων

όρων έχουν το ίδιο όριο 1
2 . Άρα

lim n
√

|xn| = 1
2 < 1

και, επομένως, σύμφωνα με το κριτήριο ρίζας η σειρά συγκλίνει.

Άσκηση 8.3.4. Εξετάστε ως προς την σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση τις σειρές
∑+∞

n=2
(−1)n
n logn ,∑+∞

n=2
(−1)n

n(logn)2 ,
∑+∞

n=1(−1)n−1 lognn ,
∑+∞

n=1
(−1)n−1n2

3n ,
∑+∞

n=1(−1)n−1 sin 1
n .

Λύση: Η πρώτη σειρά δεν συγκλίνει απολύτως, διότι γνωρίζουμε από τις ασκήσεις 8.2.5 και 8.2.6
ότι ∑+∞

n=2

∣∣ (−1)n−1

n logn

∣∣ = ∑+∞
n=2

1
n logn = +∞.

Όμως, η σειρά συγκλίνει βάσει του κριτηρίου εναλλασσόμενων προσήμων, διότι η ακολουθία
( 1
n logn) είναι φθίνουσα και τείνει στο 0.
Σχόλιο: Αν δεν μας ζητούσαν να εξετάσουμε τη σειρά ως προς την απόλυτη σύγκλιση, τότε θα
εφαρμόζαμε χωρίς χρονοτριβή το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων και θα βλέπαμε αμέσως
ότι η σειρά συγκλίνει. Από την άλλη μεριά, αν φαίνεται αμέσως ότι μια σειρά συγκλίνει απολύτως,
τότε δεν χάνουμε τίποτα να πούμε ότι η σειρά συγκλίνει απολύτως και, επομένως, ότι συγκλίνει.
Βέβαια, για την συγκεκριμένη σειρά καθώς και για την επόμενη δεν είναι εύκολο να αποφασίσουμε
αμέσως για την απόλυτη σύγκλισή τους. Αυτό είχε γίνει στις ασκήσεις 8.2.5 και 8.2.6 μέσω του
ολοκληρωτικού κριτηρίου.
Η δεύτερη σειρά συγκλίνει απολύτως, διότι (πάλι από την άσκηση 8.2.6)∑+∞

n=2

∣∣ (−1)n−1

n(logn)2
∣∣ = ∑+∞

n=2
1

n(logn)2 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει. Αυτό το τελευταίο φαίνεται και ανεξάρτητα από το κριτήριο απόλυτης
σύγκλισης. Σύμφωνα με το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων η σειρά συγκλίνει, διότι η ακο-
λουθία ( 1

n(logn)2 ) είναι φθίνουσα και τείνει στο 0.
Η τρίτη σειρά δεν συγκλίνει απολύτως διότι∑+∞

n=1

∣∣(−1)n−1 lognn
∣∣ = ∑+∞

n=2
logn
n ≥ log 2

∑+∞
n=1

1
n = +∞.

Τώρα θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = logx
x για 1 ≤ x < +∞ και εξετάζουμε αν αυτή είναι

φθίνουσα και αν έχει όριο 0 στο +∞. Έχουμε

f ′(x) = 1−logx
x2

{
≥ 0, αν 1 ≤ x ≤ e

≤ 0, αν e ≤ x

Άρα η f είναι φθίνουσα στο διάστημα [e,+∞). Επίσης, limx→+∞
logx
x = limx→+∞

log′ x
x′ =

limx→+∞
1
x = 0.

Άρα η ακολουθία
( logn

n

)
είναι φθίνουσα από τον τρίτο όρο της και πέρα και τείνει στο 0, οπότε η

σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη.
Η τέταρτη σειρά συγκλίνει απολύτως. Εφαρμόζουμε είτε το κριτήριο λόγου είτε το κριτήριο ρίζας.
Με το κριτήριο λόγου έχουμε ∣∣ (−1)n(n+1)2/3n+1

(−1)n−1n2/3n

∣∣ = (n+1)2

3n2 → 1
3 .
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Άρα lim
∣∣ (−1)n(n+1)2/3n+1

(−1)n−1n2/3n

∣∣ = 1
3 < 1, οπότε η σειρά συγκλίνει απολύτως. Με το κριτήριο ρίζας

έχουμε
n
√

|(−1)n−1n2/3n| = ( n
√
n)2/3 → 1

3 .

Άρα lim n
√

|(−1)n−1n2/3n| = 1
3 < 1, οπότε η σειρά συγκλίνει απολύτως.

Μπορούμε να εφαρμόσουμε και το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων, διότι η ακολουθία (n
2

3n )
είναι φθίνουσα από τον δεύτερο όρο της και πέρα και τείνει στο 0.
Η πέμπτη σειρά δεν συγκλίνει απολύτως, διότι∑+∞

n=1

∣∣(−1)n−1 sin 1
n

∣∣ = ∑+∞
n=1 sin

1
n = +∞.

Πράγματι, από το όριο limx→0
sinx
x = 1 συνεπάγεται sin(1/n)

1/n → 1 και, επειδή 0 < 1 < +∞ και∑+∞
n=1

1
n = +∞, συνεπάγεται

∑+∞
n=1 sin

1
n = +∞.

Η σειρά όμως συγκλίνει, διότι η ακολουθία (sin 1
n) είναι φθίνουσα και τείνει στο 0. Το ότι είναι

φθίνουσα ισχύει διότι η συνάρτηση sinx είναι αύξουσα στο διάστημα [0, π2 ] στο οποίο ανήκουν
όλοι οι αριθμοί 1

n . Πράγματι,

0 < 1
n+1 <

1
n <

π
2 ⇒ sin 1

n+1 < sin 1
n .

Άσκηση 8.3.5. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση τη σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

3n+(−1)nn .

Λύση: Παρατηρούμε ότι ο συντελεστής 3 + (−1)n του n στον παρονομαστή του n-οστού όρου
είναι ίσος με 2 όταν ο n είναι περιττός και ίσος με 4 αν ο n είναι άρτιος. Δηλαδή η σειρά γράφεται

1
2·1 − 1

4·2 + 1
2·3 − 1

4·4 + 1
2·5 − 1

4·6 + 1
2·7 − 1

4·8 + · · · .

Παρατηρούμε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως. Ο πιο απλός τρόπος να το δούμε είναι να
συγκρίνουμε τη σειρά με τα απόλυτα με την αρμονική σειρά, μικραίνοντας τους προσθετέους:
κάθε παρονομαστής είναι ίσος με 2n ή 4n και είναι μικρότερος (με την ευρεία έννοια) από 4n.
Άρα ∑+∞

n=1

∣∣ (−1)n−1

(3+(−1)n)n
∣∣ = ∑+∞

n=1
1

(3+(−1)n)n ≥
∑+∞

n=1
1
4n = 1

4

∑+∞
n=1

1
n = +∞.

Τώρα, για να εφαρμόσουμε το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων στην σειρά πρέπει να δούμε
αν η ακολουθία με n-οστό όρο

bn = 1
(3+(−1)n)n

είναι φθίνουσα και τείνει στο 0.
Το ότι η ακολουθία τείνει στο 0 είναι εύκολο να το δούμε: πάλι, επειδή κάθε παρονομαστής είναι
ίσος με 2n ή 4n, έχουμε

0 ≤ bn ≤ 1
2n

και, επομένως, bn → 0.
Όμως, η ακολουθία δεν είναι (τελικά) φθίνουσα. Αυτό το υποψιαζόμαστε από τους αρχικούς όρους
και το βλέπουμε παρατηρώντας τρεις διαδοχικούς όρους:

b2k < b2k+1 > b2k+2

το οποίο είναι ισοδύναμο με
1
8k <

1
4k+2 >

1
8k+8 .

Άρα δεν εφαρμόζεται το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων.
Θα δούμε τώρα ότι η σειρά αποκλίνει στο +∞.
Αν (sn) είναι η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της σειράς, τότε

s2k = (b1 − b2) + · · ·+ (b2k−1 − b2k) =
(

1
2·1 − 1

4·2
)
+ · · ·+

(
1

4k−2 − 1
8k

)
≥ 1

8 + · · ·+ 1
8k = 1

8

(
1 + · · ·+ 1

k

)
.
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Επειδή, 1 + · · ·+ 1
k → +∞, συνεπάγεται s2k → +∞.

Τέλος, επειδή s2k+1 = s2k + b2k+1 και bn → 0, συνεπάγεται s2k+1 → +∞. Άρα sn → +∞.

Άσκηση 8.3.6. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1(−1)n−1( n
√
n− 1) συγκλίνει υπό συνθήκη.

Λύση: Έχουμε n
√
n − 1 → 0, οπότε θα δούμε αν η ακολουθία ( n

√
n − 1) είναι φθίνουσα, δηλαδή

αν n+1
√
n+ 1 ≤ n

√
n. Αυτό είναι ισοδύναμο με το (n+ 1)n ≤ nn+1 κι αυτό με το (1 + 1

n)
n ≤ n.

Αυτό ισχύει για κάθε n ≥ 3, διότι ισχύει (1 + 1
n)

n < e ≤ 3. Άρα η ακολουθία ( n
√
n − 1) είναι

τελικά φθίνουσα, οπότε η σειρά συγκλίνει.
Ένας άλλος τρόπος να δούμε ότι η ακολουθία ( n

√
n−1) είναι τελικά φθίνουσα είναι να αποδείξουμε

ότι η συνάρτηση x
1
x = e

log x
x είναι φθίνουσα σε κάποιο διάστημα [a,+∞) ή, ισοδύναμα, ότι η

συνάρτηση logx
x είναι φθίνουσα σε κάποιο διάστημα [a,+∞). Πράγματι, με παραγώγιση βλέπουμε

εύκολα ότι η logx
x είναι φθίνουσα στο διάστημα [e,+∞).

Τώρα θα δούμε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως.
Από την (1+ 1

n)
n ≤ n που αποδείξαμε ότι ισχύει για κάθε n ≥ 3 συνεπάγεται n

√
n− 1 ≥ 1

n . Άρα∑+∞
n=3

∣∣(−1)n−1( n
√
n− 1)

∣∣ = ∑+∞
n=3(

n
√
n− 1) ≥

∑+∞
n=3

1
n = +∞.

Άσκηση 8.3.7. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1
1

1+xn συγκλίνει αν και μόνο αν |x| > 1.

Λύση: Για να συγκλίνει η
∑+∞

n=1
1

1+xn , είναι αναγκαίο να ισχύει 1
1+xn → 0.

Αν x = −1, η σειρά δεν ορίζεται. Αν x = 1, τότε 1
1+xn = 1

2 → 1
2 . Και, αν |x| < 1, τότε 1

1+xn → 1.
Άρα, αν |x| ≤ 1, η σειρά αποκλίνει.
Έστω, τώρα, ότι |x| > 1. Θα συγκρίνουμε τη σειρά

∑+∞
n=1

1
1+xn με την

∑+∞
n=1

1
xn =

∑+∞
n=1(

1
x)

n

η οποία συγκλίνει επειδή | 1x | < 1. Υπολογίζουμε

1/(1+xn)
1/xn = xn

1+xn = 1
1+(1/x)n → 1.

Επομένως, η
∑+∞

n=1
1

1+xn συγκλίνει.

Άσκηση 8.3.8. [β] Αν 0 ≤ r < 1, αποδείξτε ότι

1 + 2
∑+∞

n=1 r
n cos(nx) = 1−r2

1−2r cosx+r2
, 2

∑+∞
n=1 r

n sin(nx) = 2r sinx
1−2r cosx+r2

.

[γ] Αν η (xn) είναι φθίνουσα και xn → 0, αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn cos(nx) συγκλίνει αν x ̸= m2π
για κάθεm ∈ Z και ότι η

∑+∞
n=1 xn sin(nx) συγκλίνει για κάθε x.

Υπόδειξη: [β] Πολλαπλασιάστε με 1−2r cosx+r2 και χρησιμοποιήστε τους τύπους cos a cos b =
1
2 cos(a+ b) + 1

2 cos(a− b) και sin a cos b = 1
2 sin(a+ b) + 1

2 sin(a− b).
Ένας εναλλακτικός και πολύ πιο φυσιολογικός τρόπος (διότι δεν απαιτείται να γνωρίζουμε εκ των
προτέρων τα αθροίσματα των δύο σειρών) είναι ο εξής. Χρησιμοποιήστε μιγαδικούς και γράψτε
cosx + i sinx = eix. Τότε ισχύει cos(nx) + i sin(nx) = einx για κάθε n. Παρατηρήστε ότι οι
δύο σειρές είναι το πραγματικό και το φανταστικό μέρος της γεωμετρικής σειράς

∑+∞
n=0 r

neinx =∑+∞
n=0(re

ix)n. Αφού υπολογίσετε το άθροισμα αυτής της σειράς, βρείτε το πραγματικό και το
φανταστικό μέρος του. Για να δικαιολογηθούν όλα αυτά τα βήματα, πρέπει να αποδείξετε ότι
μερικές απλές ιδιότητες σειρών ισχύουν και για σειρές με μιγαδικούς όρους. Αξίζει τον κόπο να
το κάνετε. Μπορείτε, επίσης, να συμβουλευτείτε κάποιο βιβλίο μιγαδικής ανάλυσης.
[γ] Δείτε τους τύπους (6.40) και αποδείξτε ότι |

∑n
k=1 cos(kx)| ≤

1
sin(x/2) και |

∑n
k=1 sin(kx)| ≤

1
sin(x/2) για κάθε n αν x ̸= m2π για κάθε m ∈ Z. Κατόπιν, χρησιμοποιήστε το κριτήριο του
Dirichlet.

Άσκηση 8.3.9. Αποδείξτε ότι 1
2 +

1
4 + · · ·+ 1

2n ≥
∫ n+1
1

1
2x dx = log

√
n+ 1 για κάθε n. Κατόπιν,

βάσει της 1 + x ≤ ex, αποδείξτε ότι 1
2 · 3

4 · 5
6 · · ·

2n−1
2n ≤ 1√

n+1
για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1(−1)n−1 1·3·5···(2n−1)2·4·6···(2n) συγκλίνει.
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Αποδείξτε ότι 1 + 1
3 + · · · + 1

2n−1 ≤ 1 +
∫ n
1

1
2x−1 dx = 1 + log

√
2n− 1 για κάθε n. Κατόπιν,

βάσει της 1 + x ≤ ex, αποδείξτε ότι 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) ≥ 1

e
√
2n−1 για κάθε n.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1(−1)n−1 1·3·5···(2n−1)2·4·6···(2n) δεν συγκλίνει απολύτως.

Τί έχετε να πείτε για τις
∑+∞

n=1(−1)n−1
(1·3·5···(2n−1)

2·4·6···(2n)
)2,∑+∞

n=1(−1)n−1
(1·3·5···(2n−1)

2·4·6···(2n)
)3 ως προς τη

σύγκλιση και την απόλυτη σύγκλιση;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Η συνάρτηση 1
x είναι φθίνουσα σε κάθε διάστημα [k, k + 1] με k ∈ N

και άρα ισχύει
1
k ≥

∫ k+1
k

1
x dx για κάθε k ∈ N.

Άρα
1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2n = 1

2

(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
n

)
≥ 1

2

∫ n+1
1

1
x dx = log

√
n+ 1.

Από αυτήν την ανισότητα και από την 1 + x ≤ ex έχουμε

1
2 · 3

4 · · ·
2n−1
2n =

(
1− 1

2

)(
1− 1

4

)
· · ·

(
1− 1

2n

)
≤ e−

1
2
− 1

4
−···− 1

2n ≤ e− log
√
n+1 = 1√

n+1
.

Το δεύτερο ερώτημα. Αν θέσουμε xn = 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) , τότε από το αποτέλεσμα του πρώτου ερω-

τήματος έχουμε ότι 0 < xn ≤ 1√
n+1

και άρα xn → 0. Επίσης, είναι πολύ εύκολο να δούμε ότι
ισχύει xn+1 ≤ xn για κάθε n. Πράγματι,

xn+1 =
1·3·5···(2n−1)(2n+1)
2·4·6···(2n)(2n+2) = xn

2n+1
2n+2 ≤ xn.

Άρα η
∑+∞

n=1(−1)n−1xn συγκλίνει.
Το τρίτο ερώτημα. Η συνάρτηση 1

2x−1 είναι φθίνουσα σε κάθε διάστημα [k−1, k] με k ∈ N, k ≥ 2
και άρα ισχύει

1
2k−1 ≤

∫ k
k−1

1
2x−1 dx για κάθε k ∈ N, k ≥ 2.

Άρα
1 + 1

3 + · · ·+ 1
2n−1 ≤ 1 +

∫ n
1

1
2x−1 dx = 1 + log

√
2n− 1.

Από αυτήν την ανισότητα και από την 1 + x ≤ ex έχουμε

2
1 · 4

3 · · ·
2n

2n−1 = (1 + 1)
(
1 + 1

3

)
· · ·

(
1 + 1

2n−1
)
≤ e1+

1
3
+···+ 1

2n−1 ≤ e1+log
√
2n−1 = e

√
2n− 1.

Άρα xn = 1·3·5···(2n−1)
2·4·6···(2n) ≥ 1

e
√
2n−1 .

Το τέταρτο ερώτημα. Έχουμε∑+∞
n=1

∣∣(−1)n−1 1·3·5···(2n−1)2·4·6···(2n)
∣∣ = ∑+∞

n=1 xn ≥ 1
e
√
2

∑+∞
n=1

1√
n
= +∞.

Το πέμπτο ερώτημα. Οι δύο σειρές γράφονται
∑+∞

n=1(−1)n−1xn
2 και

∑+∞
n=1(−1)n−1xn

3. Βάσει
όσων αποδείξαμε, εύκολα προκύπτει ότι η πρώτη σειρά συγκλίνει υπο συνθήκη και ότι η δεύτερη
συγκλίνει απολύτως.

Άσκηση 8.3.11. Έστω (bn) φθίνουσα με bn → 0. Έστω s =
∑+∞

n=1(−1)n−1bn και τα μερικά
αθροίσματα sn = b1− b2+ · · ·+(−1)n−1bn. Αποδείξτε ότι ισχύει 0 ≤ (−1)n(s− sn) ≤ bn+1 για
κάθε n.

Λύση: Έχουμε

(−1)n(s− sn) = (−1)n
(∑+∞

k=1(−1)k−1bk −
∑n

k=1(−1)k−1bk
)

= (−1)n
∑+∞

k=n+1(−1)k−1bk

= bn+1 − bn+2 + bn+3 − bn+4 + bn+5 − · · · .
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Τώρα,

(−1)n(s− sn) = lim
m→+∞

(
(bn+1 − bn+2) + · · ·+ (bn+2m−1 − bn+2m)

)
≥ 0.

Αυτό ισχύει διότι (bn+1−bn+2)+· · ·+(bn+2m−1−bn+2m) ≥ 0 για κάθεm, αφού κάθε παρένθεση
είναι ≥ 0.
Επίσης,

(−1)n(s− sn) = lim
m→+∞

(
bn+1 − (bn+2 − bn+3)− · · · − (bn+2m − bn+2m+1)

)
≤ bn+1.

Αυτό ισχύει διότι bn+1−(bn+2−bn+3)−· · ·−(bn+2m−bn+2m+1) ≤ bn+1 αφού κάθε παρένθεση
είναι ≥ 0.

Άσκηση 8.3.12. [α]Έστω ότι η
∑+∞

n=1
an
np συγκλίνει. Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1

an
np′ συγκλίνει, αν p′ > p,

και συγκλίνει απολύτως, αν p′ > p+ 1.
[β]Έστω ότι η

∑+∞
n=1

an
np0 συγκλίνει υπό συνθήκη. Αποδείξτε ότι υπάρχουν p1, p2 ώστε p1 ≤ p0 ≤ p2

και p2 − p1 ≤ 1 και ώστε η
∑+∞

n=1
an
np να αποκλίνει, αν p < p1, να συγκλίνει υπό συνθήκη, αν

p1 < p < p2, και να συγκλίνει απολύτως, αν p > p2.

Λύση: [α] Αν p′ > p, τότε η ακολουθία
(

1
np′−p

)
είναι φθίνουσα και συγκλίνει στον 0. Παρατηρούμε

ότι ∑+∞
n=1

an
np′ =

∑+∞
n=1

an
np

1
np′−p ,

οπότε από το κριτήριο του Dirichlet (ή και από το κριτήριο του Abel) συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1
an
np′

συγκλίνει.
Επειδή η

∑+∞
n=1

an
np συγκλίνει, η ακολουθία (annp ) τείνει στον 0 και άρα είναι φραγμένη. Δηλαδή,

υπάρχειM ώστε να ισχύει |annp | ≤M για κάθε n. Άρα, αν p′ > p+ 1, τότε έχουμε∑+∞
n=1

∣∣ an
np′

∣∣ = ∑+∞
n=1

∣∣an
np

∣∣ 1
np′−p ≤M

∑+∞
n=1

1
np′−p < +∞.

[β] Θεωρούμε τα σύνολα
A =

{
p
∣∣ η ∑+∞

n=1
an
np συγκλίνει

}
,

B =
{
p
∣∣ η ∑+∞

n=1
an
np συγκλίνει απολύτως

}
.

Ένα από τα συμπεράσματα του [α] είναι ότι, αν κάποιος p ανήκει στο A, τότε και κάθε p′ > p
ανήκει στο A.
Είναι πολύ εύκολο να αποδειχθεί ότι, αν κάποιος p ανήκει στοB, τότε και κάθε p′ > p ανήκει στο
B. Πράγματι, αν

∑+∞
n=1 |

an
np | < +∞ και p′ > p, τότε∑+∞

n=1 |
an
np′ | ≤

∑+∞
n=1 |

an
np | < +∞.

Είναι, επίσης, προφανές ότι B ⊆ A, διότι, αν η
∑+∞

n=1
an
np συγκλίνει απολύτως, τότε συγκλίνει.

Το A είναι μη-κενό, αφού p0 ∈ A. Επίσης, αν p < p0 − 1, τότε ο p δεν ανήκει στο A. Διότι,
αν η

∑+∞
n=1

an
np συγκλίνει, τότε από το ότι p0 > p + 1 και από ένα από τα αποτελέσματα του [α]

συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1
an
np0 συγκλίνει απολύτως που είναι άτοπο.

Τώρα, έστω p1 = infA.
Αν p > p1, τότε υπάρχει p′ ∈ A ώστε p′ < p και άρα p ∈ A. Άρα (p1,+∞) ⊆ A. Επειδή,
προφανώς, A ⊆ [p1,+∞), συνεπάγεται ότι

A = (p1,+∞) ή A = [p1,+∞).

Είναι σαφές ότι ο p1 είναι αριθμός και όχι −∞, αφού, όπως είδαμε, κάθε p < p0 − 1 δεν ανήκει
στο A.
ΤοB δεν είναι κενό, αφού από ένα από τα αποτελέσματα του [α] συνεπάγεται ότι κάθε p > p0+1
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ανήκει στο B.
Έστω p2 = infB.
Όπως και στην περίπτωση του A, βλέπουμε ότι

B = (p2,+∞) ή B = [p2,+∞).

Επειδή B ⊆ A, έχουμε ότι p1 ≤ p2. Επίσης, επειδή p0 ∈ A και p0 /∈ B, έχουμε ότι p1 ≤ p0 ≤ p2.
Αν p2 − 1 > p1, τότε υπάρχει p ∈ A ώστε p < p2 − 1, οπότε p + 1 < p2. Παίρνουμε έναν
οποιονδήποτε p′ με p + 1 < p′ < p2. Επειδή p ∈ A, έχουμε p′ ∈ B και καταλήγουμε σε άτοπο,
αφού p′ < p2. Συμπεραίνουμε ότι p2 − 1 ≤ p1 ή, ισοδύναμα, p2 − p1 ≤ 1.
Τέλος, αν p < p1, τότε p /∈ A, οπότε η

∑+∞
n=1

an
np αποκλίνει. Αν p1 < p < p2, τότε p ∈ A και

p /∈ B και άρα η
∑+∞

n=1
an
np συγκλίνει υπό συνθήκη. Αν p > p2, τότε p ∈ B, οπότε η

∑+∞
n=1

an
np

συγκλίνει απολύτως.

Άσκηση 8.3.13. Έστω un → u > 0 και |x| < 1. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 x
u1+···+un συγκλίνει απο-

λύτως.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε το κριτήριο λόγου. Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε και το κριτήριο ρί-
ζας, αλλά τότε θα πρέπει να χρησιμοποιήσετε και το θεώρημα του Cesaro στην άσκηση 2.3.41.

Άσκηση 8.3.14. Έστω ότι η ακολουθία (bn) είναι μονότονη και bn → l. Αν sn =
∑n

k=1(−1)k−1bk
για κάθε n, αποδείξτε ότι lim sn − lim sn = |l|.

Λύση: Έστω ότι η (bn) είναι φθίνουσα. Η άλλη περίπτωση είναι παρόμοια.
Τότε

s2k+2 = (b1 − b2) + · · ·+ (b2k−1 − b2k) + (b2k+1 − b2k+2) = s2k + (b2k+1 − b2k+2) ≥ s2k,

οπότε η (s2k) είναι αύξουσα.
Επίσης,

s2k+1 = (b1 − b2) + · · ·+ (b2k−1 − b2k) + b2k+1 = s2k−1 − (b2k − b2k+1) ≤ s2k−1,

οπότε η (s2k−1) είναι φθίνουσα.
Άρα υπάρχουν τα όρια p = limk→+∞ s2k ∈ R ∪ {+∞} και q = limk→+∞ s2k−1 ∈ R ∪ {−∞}.
Επειδή s2k−1 − s2k = b2k → l, συνεπάγεται q − p = l.
Αν l = 0, τότε p = q ∈ R και άρα sn → p = q. Επομένως, lim sn − lim sn = 0 = |l|.
Αν l > 0, τότε q > p και άρα lim sn = q και lim sn = p, οπότε lim sn − lim sn = q− p = l = |l|.
Αν l < 0, τότε q < p και άρα lim sn = p και lim sn = q, οπότε lim sn− lim sn = p−q = −l = |l|.

Άσκηση 8.3.17. Βρείτε ακολουθία (bn) ώστε να ισχύει bn > 0 για κάθε n, ώστε bn → 0 και ώστε
η
∑+∞

n=1(−1)n−1bn να αποκλίνει.

Υπόδειξη: Θεωρήστε μια (bn) που να μην είναι φθίνουσα. Για παράδειγμα θεωρήστε bn = 1
n , αν ο

n είναι περιττός, και bn = 1
2n , αν ο n είναι άρτιος. Κατόπιν, αν sn είναι το n-οστό μερικό άθροισμα

της
∑+∞

n=1(−1)n−1bn, αποδείξτε ότι s2n → +∞ και, τέλος, ότι s2n−1 = s2n − b2n → +∞.

Άσκηση 8.3.19. Βρείτε
∑+∞

n=1 xn η οποία συγκλίνει ώστε η
∑+∞

n=1 xn
2 να αποκλίνει.

Υπόδειξη: Θεωρήστε κατάλληλη
∑+∞

n=1 xn με εναλλασσόμενα πρόσημα.

Άσκηση 8.3.20. Έστω ότι η ακολουθία (an) είναι περιοδική. Δηλαδή, υπάρχει p ώστε να ισχύει
an+p = an για κάθε n. Έστω, επίσης, ότι η ακολουθία (bn) είναι φθίνουσα και bn → 0.
Αν a1 + · · ·+ ap = 0, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 anbn συγκλίνει.

Αν a1 + · · ·+ ap ̸= 0, αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει αν και μόνο αν η
∑+∞

n=1 bn συγκλίνει.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω sn το n-οστό μερικό άθροισμα της
∑+∞

n=1 an.
Τότε για κάθε n ισχύει kp ≤ n < (k + 1)p για κάποιον k ∈ Z, k ≥ 0 και άρα

sn+p − sn = an+1 + · · ·+ an+p = (an+1 + · · ·+ a(k+1)p) + (a(k+1)p+1 + · · ·+ an+p)

= (an+1−kp + · · ·+ ap) + (a1 + · · ·+ an−kp) = a1 + · · ·+ ap = 0.
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Άρα η ακολουθία (sn) είναι περιοδική και, επομένως, είναι φραγμένη. Άρα, βάσει του κριτηρίου
του Dirichlet, η

∑+∞
n=1 anbn συγκλίνει.

[β] Ορίζουμε a =
a1+···+ap

p ̸= 0 και a′n = an − a για κάθε n.
Η ακολουθία (a′n) είναι περιοδική και ισχύει

a′1 + · · ·+ a′p = a1 + · · ·+ ap − pa = 0.

Από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1 a
′
nbn συγκλίνει.

Τώρα, έχουμε anbn = a′nbn + abn για κάθε n και άρα η
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει αν και μόνο αν η∑+∞
n=1 bn συγκλίνει.

Άσκηση 8.3.21. Έστω ακολουθία (xn) και yn = n(xn − xn+1) για κάθε n.
Αν nxn → a και a ̸= 0, αποδείξτε ότι οι

∑+∞
n=1 xn και

∑+∞
n=1 yn αποκλίνουν.

Αν οι
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn συγκλίνουν, αποδείξτε ότι nxn → 0 και
∑+∞

n=1 xn =
∑+∞

n=1 yn.

Υπόδειξη: Αν nxn → a και a ̸= 0, να συγκρίνετε την
∑+∞

n=1 xn με την
∑+∞

n=1
1
n . Για όλα τα υπό-

λοιπα αποδείξτε ότι, αν sn και tn είναι τα n-οστά μερικά αθροίσματα των
∑+∞

n=1 xn και
∑+∞

n=1 yn,
αντιστοίχως, τότε ισχύει tn = sn − nxn+1 για κάθε n.

Άσκηση 8.3.22. Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρ-
χει n0 ώστε να ισχύει |xn1 + · · · + xnk

| < ϵ για κάθε k και για κάθε (διαφορετικούς) n1, . . . , nk
με n1, . . . , nk ≥ n0.

Λύση: Έστω ότι
∑+∞

n=1 |xn| < +∞.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ και τότε, σύμφωνα με το κριτήριο του Cauchy, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|xm+1|+ · · ·+ |xn| < ϵ για κάθε m,n με n > m ≥ n0. (14.246)

Τώρα, για κάθε (διαφορετικούς) n1, . . . , nk με n1, . . . , nk ≥ n′0 = n0 + 1 και αφού τους διατά-
ξουμε ως n1 < . . . < nk έχουμε, από την (14.246) ότι

|xn1 + · · ·+ xnk
| ≤ |xn1 |+ · · ·+ |xnk

| < ϵ.

Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |xn1 + · · ·+ xnk
| < ϵ για κάθε

k και για κάθε (διαφορετικούς) n1, . . . , nk με n1, . . . , nk ≥ n0.
Παίρνουμε τυχόντα ϵ και θεωρούμε τον n0 που αντιστοιχεί, βάσει της υπόθεσης, στον ϵ

2 .
Έστω n,m με n > m ≥ n0 και οι xm+1, . . . , xn. Από αυτούς έστω ότι οι xn1 , . . . , xnk

είναι
≥ 0 και ότι οι xm1 , . . . , xml

είναι < 0. (Δηλαδή, οι xn1 , . . . , xnk
, xm1 , . . . , xml

όλοι μαζί είναι
οι xm+1, . . . , xn.) Τότε από την υπόθεσή μας συνεπάγεται

|xn1 + · · ·+ xnk
| < ϵ

2 και |xm1 + · · ·+ xml
| < ϵ

2

και τότε

|xm+1|+ · · ·+ |xn| = |xn1 |+ · · ·+ |xnk
|+ |xm1 |+ · · ·+ |xml

|
= xn1 + · · ·+ xnk

− xm1 − · · · − xml

= (xn1 + · · ·+ xnk
)− (xm1 + · · ·+ xml

)

= |xn1 + · · ·+ xnk
|+ |xm1 + · · ·+ xml

|
< ϵ

2 + ϵ
2 = ϵ.

Δηλαδή, ισχύει η (14.246) και άρα
∑+∞

n=1 |xn| < +∞.

Άσκηση 8.3.24.Έστω ότι ισχύειwn > 0 για κάθε n και
∑+∞

n=1wn = 1. Αν η f : I → R είναι κυρτή
στο διάστημα I και ισχύει an ∈ I για κάθε n και η

∑+∞
n=1 anwn συγκλίνει, αποδείξτε την ανισότητα

του Jensen για σειρές,
f
(∑+∞

n=1 anwn

)
≤

∑+∞
n=1 f(an)wn.
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Αν η f είναι κοίλη στο I , αποδείξτε ότι ισχύει η αντίστροφη ανισότητα.
Αν, επιπλέον, η f είναι γνησίως κυρτή (κοίλη) στο I , αποδείξτε ότι η ανισότητα αυτή ισχύει ως
ισότητα αν και μόνο αν οι αριθμοί a1, a2, a3, . . . είναι ίσοι μεταξύ τους.

Υπόδειξη: Δείτε την άσκηση 5.5.39. Η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε προκύπτει από
την ανάλογη ανισότητα της άσκησης 5.5.39, παίρνοντας όριο όταν n → +∞. Παρατηρήστε ότι
με αυτόν τον τρόπο δεν μπορούμε να αποδείξουμε το συμπέρασμα σχετικά με την περίπτωση
της ισότητας όταν η f είναι γνησίως κυρτή (κοίλη). Εναλλακτικά, μιμηθείτε τον δεύτερο τρόπο
απόδειξης της ανάλογης ανισότητας της άσκησης 5.5.39.

Άσκηση 8.3.25. Χρησιμοποιώντας την άσκηση 2.7.13, αποδείξτε ότι, όταν το κριτήριο λόγου δείχνει
σύγκλιση ή απόκλιση σειράς, το ίδιο συμβαίνει και με το κριτήριο ρίζας.

Λύση:Έστω ότι το κριτήριο λόγου δείχνει σύγκλιση της
∑+∞

n=1 xn. Αυτό σημαίνει ότι ισχύει τελικά
xn ̸= 0 και ότι lim

∣∣xn+1

xn

∣∣ < 1. Παραλείποντας κάποιους αρχικούς όρους της σειράς, μπορούμε
να υποθέσουμε ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n.
Εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα της άσκησης 2.7.13[β] στην ακολουθία (yn) που ορίζεται με τύπο
y1 = |x1| και yn = |xn|

|xn−1| για n ≥ 2, παίρνουμε ότι lim n
√
y1 · · · yn ≤ lim yn και άρα

lim n
√
|xn| ≤ lim

∣∣ xn
xn−1

∣∣ < 1.

Επομένως, το κριτήριο ρίζας δείχνει κι αυτό σύγκλιση της σειράς.
Η περίπτωση της απόκλισης είναι παρόμοια.

Άσκηση 8.3.26.Έστω f : N → N γνησίως αύξουσα στοN. Από κάθε σειρά
∑+∞

n=1 xn δημιουργούμε
μια νέα σειρά

∑+∞
n=1 yn ως εξής: θέτουμε y1 = x1 + · · ·+ xf(1) και yn = xf(n−1)+1 + · · ·+ xf(n)

για κάθε n ≥ 2.
Αποδείξτε ότι, αν η

∑+∞
n=1 xn έχει άθροισμα, τότε η

∑+∞
n=1 yn έχει το ίδιο άθροισμα.

Ως αντιπαράδειγμα για το αντίστροφο, θεωρήστε την f : N → N με τύπο f(k) = 2k και τη σειρά∑+∞
n=1(−1)n−1.

Έστω ότι υπάρχειM ώστε να ισχύει f(k+1)−f(k) ≤M για κάθε k και έστω xn → 0. Αποδείξτε
ότι, αν η

∑+∞
n=1 yn έχει άθροισμα, τότε η

∑+∞
n=1 xn έχει το ίδιο άθροισμα.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω
∑+∞

n=1 xn = s.
Αν sn είναι το n-οστό μερικό άθροισμα της

∑+∞
n=1 xn και tn είναι το n-οστό μερικό άθροισμα της∑+∞

n=1 yn, τότε έχουμε την σχέση:

tn = y1 + · · ·+ yn = (x1 + · · ·+ xf(1)) + · · ·+ (xf(n−1)+1 + · · ·+ xf(n))

= x1 + · · ·+ xf(n) = sf(n) για κάθε n.
(14.247)

Επειδή η f : N → N είναι γνησίως αύξουσα, η (sf(n)) είναι υποακολουθία της (sn). Άρα από το
ότι sn → s συνεπάγεται tn = sf(n) → s και, επομένως,

∑+∞
n=1 yn = s.

Το δεύτερο ερώτημα. Είναι y1 = x1 + x2 = 1 + (−1) = 0, y2 = x3 + x4 = 1 + (−1) = 0 και,
γενικότερα, yn = x2n−1 + x2n = 1 + (−1) = 0 για κάθε n.
Άρα

∑+∞
n=1 yn = 0 ενώ η

∑+∞
n=1 xn δεν έχει άθροισμα.

Το τρίτο ερώτημα. Έστω
∑+∞

n=1 yn = t. Δηλαδή, έστω tn → t.
Από την (14.247) συνεπάγεται ότι sf(n) → t.
Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή xn → 0 και sf(n) → t, συνεπάγεται ότι υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|xn| < ϵ
M+1 και |sf(n) − t| < ϵ

M+1 για κάθε n ≥ n0. (14.248)

Τώρα, έστω n ≥ f(n0). Τότε υπάρχει μοναδικός k ≥ n0 ώστε να είναι f(k) ≤ n < f(k + 1).
Επίσης, για κάθε m = f(k) + 1, . . . , n ισχύει m > f(k) ≥ f(n0) ≥ n0. Τέλος, το πλήθος των
f(k) + 1, . . . , n είναι < f(k + 1)− f(k) ≤M . Από όλα αυτά μαζί καθώς και από την (14.248)
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συμπεραίνουμε ότι

|sn − t| = |sf(k) + xf(k)+1 + · · ·+ xn − t| ≤ |sf(k) − t|+ |xf(k)+1|+ · · ·+ |xn|
< ϵ

M+1 + ϵ
M+1 + · · ·+ ϵ

M+1 =M ϵ
M+1 < ϵ.

Άρα για κάθε n ≥ f(n0) ισχύει |sn − t| < ϵ και, επομένως, sn → t, οπότε
∑+∞

n=1 xn = t.

Άσκηση 8.3.27. [α] Αν η (bn) είναι μονότονη και φραγμένη αποδείξτε ότι
∑+∞

n=1 |bn−bn+1| < +∞.
[β] Έστω ακολουθίες (an), (bn) και τα μερικά αθροίσματα sn = a1 + · · ·+ an της πρώτης.
Αν

∑+∞
n=1 |bn−bn+1| < +∞, αν bn → 0 και αν η (sn) είναι φραγμένη, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 anbn

συγκλίνει.
[γ] Αποδείξτε ότι η ακολουθία (bn) είναι διαφορά δύο μονότονων φραγμένων ακολουθιών αν και
μόνο αν

∑+∞
n=1 |bn − bn+1| < +∞.

Λύση: [α] Αν η (bn) είναι φθίνουσα και φραγμένη, τότε συγκλίνει, οπότε από το αποτέλεσμα της
άσκησης 8.1.5 έχουμε∑+∞

n=1 |bn − bn+1| =
∑+∞

n=1(bn − bn+1) = b1 − limn→+∞ bn < +∞.

[β] Θα προσπαθήσουμε να μιμηθούμε την απόδειξη του κριτηρίου του Dirichlet.
ΥπάρχειM ώστε να ισχύει |sn| ≤M για κάθε n.
Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∑+∞

k=n |bk − bk+1| < ϵ
3M+1 για κάθε n ≥ n0. (14.249)

Συνεπάγεται ότι ισχύει
∣∣∑+∞

k=n(bk − bn+1)
∣∣ < ϵ

3M+1 για κάθε n ≥ n0. Επειδή bn → 0, έχουμε
πάλι από το αποτέλεσμα της άσκησης 8.1.5 ότι

∑+∞
k=n(bk − bn+1) = bn και άρα ισχύει

|bn| < ϵ
3M+1 για κάθε n ≥ n0. (14.250)

Τώρα, βάσει του τύπου άθροισης του Abel, από τις (14.249), (14.250) συνεπάγεται ότι για κάθε
n,m με n > m ≥ n0 ισχύει∣∣∑n

k=m+1 akbk
∣∣ = ∣∣∑n

k=m+1 sk(bk − bk+1) + snbn+1 − smbm+1

∣∣
≤

∑n
k=m+1 |sk||bk − bk+1|+ |sn||bn+1|+ |sm||bm+1|

≤M
∑+∞

k=m+1 |bk − bk+1|+M |bn+1|+M |bm+1|
≤M ϵ

3M+1 +M ϵ
3M+1 +M ϵ

3M+1 = 3Mϵ
3M+1 < ϵ.

Από το κριτήριο του Cauchy συνεπάγεται ότι η σειρά
∑+∞

n=1 anbn συγκλίνει.
[γ] Έστω bn = cn − dn για κάθε n και έστω ότι οι (cn), (dn) είναι μονότονες και φραγμένες. Από
το αποτέλεσμα του [α] έχουμε ότι

∑+∞
n=1 |cn − cn+1| < +∞ και

∑+∞
n=1 |dn − dn+1| < +∞ και

άρα ∑+∞
n=1 |bn − bn+1| ≤

∑+∞
n=1 |cn − cn+1|+

∑+∞
n=1 |dn − dn+1| < +∞.

Αντιστρόφως, έστω
∑+∞

n=1 |bn − bn+1| < +∞.
Τότε η σειρά

∑+∞
n=1(bn − bn+1) συγκλίνει.

Θεωρούμε τις σειρές
∑+∞

n=1(bn − bn+1)
+ και

∑+∞
n=1(bn − bn+1)

−.
Από τις γνωστές σχέσεις x+ = |x|+x

2 και x− = |x|−x
2 συνεπάγεται ότι και οι δύο αυτές σειρές

συγκλίνουν.
Τώρα έστω sn το n-οστό μερικό άθροισμα της

∑+∞
n=1(bn − bn+1) και un και vn τα αντίστοιχα

n-οστά μερικά αθροίσματα των
∑+∞

n=1(bn − bn+1)
+ και

∑+∞
n=1(bn − bn+1)

−.
Τότε

sn =
∑n

k=1(bk − bk+1) =
∑n

k=1(bk − bk+1)
+ −

∑n
k=1(bk − bk+1)

− = un − vn
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και άρα ισχύει
b1 − bn+1 = un − vn για κάθε n.

Άρα ισχύει bn = (vn−1 + b1)− un−1 για κάθε n ≥ 2.
Τέλος, παρατηρούμε ότι οι σειρές

∑+∞
n=1(bn−bn+1)

+ και
∑+∞

n=1(bn−bn+1)
− έχουν μη-αρνητικούς

όρους, οπότε οι ακολουθίες (un) και (vn) των μερικών αθροισμάτων τους είναι αύξουσες.

Άσκηση 8.3.28. [α] Έστω ότι ισχύει yn > 0 και xn ̸= 0 για κάθε n και έστω ότι ισχύει τελικά∣∣xn+1

xn

∣∣ ≤ yn+1

yn
. Αν η

∑+∞
n=1 yn συγκλίνει, αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει απολύτως.

[β] Έστω ότι ισχύει xn ̸= 0 για κάθε n και έστω ότι υπάρχει µ ώστε n
(∣∣xn+1

xn

∣∣ − 1 + µ
n

)
→ 0.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως, αν µ > 1, και δεν συγκλίνει απολύτως, αν µ < 1.
Έστω µ = 1 και έστω ότι υπάρχει λ ώστε n logn

(∣∣xn+1

xn

∣∣− 1 + 1
n + λ

n logn
)
→ 0. Αποδείξτε ότι η∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως, αν λ > 1, και δεν συγκλίνει απολύτως, αν λ < 1.
Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1(−1)n−1 nn

enn! συγκλίνει υπό συνθήκη.

Υπόδειξη: [α] Άμεση συνέπεια του αποτελέσματος της άσκησης 8.2.13[α].
[β] Για το πρώτο ερώτημα, εφαρμόστε το [α] με yn = 1

np , όπου 1 < p < µ ή µ < p < 1. Για το
δεύτερο ερώτημα, εφαρμόστε το [α] με yn = 1

n logn . Για το τελευταίο ερώτημα, αποδείξτε ότι οι
xn = (−1)n−1 nn

enn! ικανοποιούν την n
(∣∣xn+1

xn

∣∣− 1 + µ
n

)
→ 0 με µ = 1

2 .

Άσκηση 8.3.29. Έστω ότι ισχύει |xn,m| ≤ yn για κάθε n,m και limm→+∞ xn,m = xn για κάθε
n. Αν

∑+∞
n=1 yn < +∞, αποδείξτε ότι για κάθε m η

∑+∞
n=1 xn,m συγκλίνει, η

∑+∞
n=1 xn συγκλίνει,

επίσης, και, τέλος, limm→+∞
∑+∞

n=1 xn,m =
∑+∞

n=1 xn =
∑+∞

n=1 limm→+∞ xn,m.

Λύση: Για κάθε n ισχύει ∑n
k=1 |xk,m| ≤

∑n
k=1 yk ≤

∑+∞
k=1 yk.

Παίρνοντας όριο καθώςm→ +∞, βρίσκουμε∑n
k=1 |xk| ≤

∑+∞
k=1 yk.

Άρα ∑+∞
k=1 |xk| ≤

∑+∞
k=1 yk < +∞

και, επομένως, η σειρά
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει απολύτως.
Κατόπιν, έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε∑+∞

k=n0+1 yk <
ϵ
3 .

Ακριβώς όπως πριν, προκύπτει∑+∞
k=n0+1 |xk| ≤

∑+∞
k=n0+1 yk <

ϵ
3 . (14.251)

Επίσης,
limm→+∞

∑n0
k=1 xk,m =

∑n0
k=1 xk,

οπότε υπάρχειm0 ώστε να ισχύει∣∣∑n0
k=1 xk,m −

∑n0
k=1 xk

∣∣ < ϵ
3 για κάθε m ≥ m0. (14.252)

Τώρα, από τις (14.251), (14.252) και από το ότι ισχύει |xk,m| ≤ yk για κάθε k,m συνεπάγεται ότι
για κάθεm ≥ m0 είναι∣∣∑+∞

k=1 xk,m −
∑+∞

k=1 xk
∣∣ ≤ ∣∣∑n0

k=1 xk,m −
∑n0

k=1 xk
∣∣+∑+∞

k=n0+1 |xk,m|+
∑+∞

k=n0+1 |xk|
< ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ.

Άρα limm→+∞
∑+∞

k=1 xk,m =
∑+∞

k=1 xk.
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Άσκηση 8.3.30. Αν η σειρά
∑+∞

n=1 xn αποκλίνει, αποδείξτε ότι και η
∑+∞

n=1 nxn αποκλίνει.

Υπόδειξη: Υποθέστε ότι η
∑+∞

n=1 nxn συγκλίνει και εφαρμόστε το κριτήριο του Dirichlet (ή και
του Abel).

Άσκηση 8.4.1. Έστω ότι ισχύει 0 ≤ xm,n ≤ ym,n για κάθε m,n. Αν η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 ym,n

συγκλίνει ως προς οποιονδήποτε από (και, επομένως, ως προς όλους) τους τρεις τρόπους άθροισης,
αποδείξτε ότι το ίδιο ισχύει και για τη διπλή σειρά

∑+∞
m,n=1 xm,n. Αν sx είναι η κοινή τιμή των

διαδοχικών αθροισμάτων της
∑+∞

m,n=1 xm,n και sy είναι η κοινή τιμή των διαδοχικών αθροισμάτων
της

∑+∞
m,n=1 ym,n, αποδείξτε ότι sx ≤ sy.

Λύση: Για κάθεm ισχύει: 0 ≤ xm,n ≤ ym,n για κάθε n.
Άρα για κάθεm ισχύει ∑+∞

n=1 xm,n ≤
∑+∞

n=1 ym,n.

Άρα ισχύει ∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
≤

∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 ym,n

)
.

Δηλαδή,
sx =

∑+∞
m,n=1 xm,n ≤

∑+∞
m,n=1 ym,n = sy.

Άσκηση 8.4.2. Βρείτε την τιμή των τριών διαδοχικών αθροισμάτων της
∑+∞

m,n=1
1

(m+n)! .

Λύση: Η διπλή σειρά έχει μη-αρνητικούς όρους και χρησιμοποιούμε την άθροιση πρώτα κατά
διαγωνίους:∑+∞

m,n=1
1

(m+n)! =
∑+∞

k=1

(∑k
l=1

1
((k−l+1)+l)!

)
=

∑+∞
k=1

(∑k
l=1

1
(k+1)!

)
=

∑+∞
k=1

k
(k+1)! =

∑+∞
k=1

(k+1)−1
(k+1)! =

∑+∞
k=1

1
k! −

∑+∞
k=1

1
(k+1)!

=
∑+∞

k=1
1
k! −

∑+∞
k=2

1
k! = 1.

Άσκηση 8.4.3. Αποδείξτε ότι η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1
1

mpnq συγκλίνει απολύτως αν και μόνο αν
p, q > 1.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε άθροιση πρώτα κατά γραμμές ή πρώτα κατά στήλες.

Άσκηση 8.4.4. Αποδείξτε ότι η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1
1

(m+n)p συγκλίνει απολύτως αν και μόνο αν
p > 2.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε άθροιση πρώτα κατά διαγωνίους.

Άσκηση 8.4.5. Εξετάστε ως προς την άθροιση πρώτα κατά γραμμές και ως προς την άθροιση πρώτα
κατά στήλες τη διπλή σειρά

∑+∞
m,n=1 xm,n, όπου xm,n = 1

m+1(
m

m+1)
n− 1

m+2(
m+1
m+2)

n για κάθεm,n.

Λύση: Ας δούμε την άθροιση πρώτα κατά γραμμές.∑+∞
n=1 xm,n =

∑+∞
n=1

1
m+1(

m
m+1)

n −
∑+∞

n=1
1

m+2(
m+1
m+2)

n

= 1
m+1

m/(m+1)
1−(m/(m+1)) −

1
m+2

(m+1)/(m+2)
1−((m+1)/(m+2)) =

m
m+1 − m+1

m+2 .

Άρα, χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα της άσκησης 8.1.5 και το ότι m
m+1 → 1 όταν m → +∞,

βρίσκουμε ∑+∞
m=1

(∑+∞
n=1 xm,n

)
=

∑+∞
m=1

(
m

m+1 − m+1
m+2

)
= 1

2 − 1 = −1
2 .

Κατόπιν, θεωρούμε την άθροιση πρώτα κατά στήλες. Από το αποτέλεσμα της άσκησης 8.1.5 και
από το ότι 1

m+1(
m

m+1)
n → 0 ότανm→ +∞ συνεπάγεται∑+∞

m=1 xm,n =
∑+∞

m=1

(
1

m+1(
m

m+1)
n − 1

m+2(
m+1
m+2)

n
)
=

(
1
2

)n+1
.

Άρα, ∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1 xm,n

)
=

∑+∞
n=1

(
1
2

)n+1
= (1/2)2

1−(1/2) =
1
2 .
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Μπορείτε να χειριστείτε την άθροιση πρώτα κατά διαγωνίους;

Άσκηση 8.4.6. Γράψτε τη σειρά
∑+∞

k=1
xk

1+x2k ως διπλή σειρά με τέτοιο τρόπο ώστε να αποδείξετε

ότι ισχύει
∑+∞

k=1
xk

1+x2k =
∑+∞

k=1
(−1)k−1x2k−1

1−x2k−1 για κάθε x ∈ (−1, 1).

Υπόδειξη: Θεωρήστε xm,n = (−1)m−1x(2m−1)n με |x| < 1.

Άσκηση 8.4.7. Ξεκινώντας από τη διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1mx
mn, αποδείξτε ότι, για κάθε x με |x| <

1, ισχύει
∑+∞

m=1m
xm

1−xm =
∑+∞

n=1
xn

(1−xn)2
.

Λύση: Αρχικά αποδεικνύουμε ότι η διπλή σειρά συγκλίνει απολύτως, κάνοντας άθροιση πρώτα
κατά γραμμές. ∑+∞

m,n=1m|x|mn =
∑+∞

m=1m
(∑+∞

n=1 |x|mn
)
=

∑+∞
m=1m

|x|m
1−|x|m .

Η τελευταία σειρά συγκλίνει, διότι συγκρίνεται με τη σειρά
∑+∞

m=1m|x|m, η οποία συγκλίνει
βάσει του κριτηρίου λόγου ή του κριτηρίου ρίζας. Η σύγκριση γίνεται διότι ο λόγος των όρων των
δύο σειρών ισούται με 1

1−|x|m και έχει όριο 1 ότανm→ +∞.
Αποδείχθηκε, λοιπόν, ότι η διπλή σειρά συγκλίνει απολύτως.
Άρα, είτε κάνοντας άθροιση της διπλής σειράς πρώτα κατά γραμμές είτε κάνοντας άθροιση πρώτα
κατά στήλες προκύπτει το ίδιο άθροισμα.
Με άθροιση πρώτα κατά γραμμές προκύπτει άθροισμα:∑+∞

m,n=1mx
mn =

∑+∞
m=1m

(∑+∞
n=1 x

mn
)
=

∑+∞
m=1m

xm

1−xm .

Για την άθροιση πρώτα κατά στήλες θα χρησιμοποιήσουμε τον εξής τύπο:∑+∞
m=1mt

m = t
(1−t)2 αν |t| < 1. (14.253)

Για να αποδείξουμε αυτόν τον τύπο, παραγωγίζουμε την γνωστή ταυτότητα 1+t+t2+ · · ·+tm =
1−tm+1

1−t ως προς t, πολλαπλασιάζουμε την ταυτότητα που προκύπτει με τον t και παίρνουμε όριο
ότανm→ +∞.
Τώρα με άθροιση πρώτα κατά στήλες και χρησιμοποιώντας την (14.253), προκύπτει άθροισμα:∑+∞

m,n=1mx
mn =

∑+∞
n=1

(∑+∞
m=1mx

mn
)
=

∑+∞
n=1

xn

(1−xn)2
.

Επομένως,
∑+∞

m=1m
xm

1−xm =
∑+∞

n=1
xn

(1−xn)2
.

Άσκηση 8.4.8. Έστω f(x) =
∑+∞

n=1 anx
n και g(x) =

∑+∞
m=1 bmx

m για κάθε x ∈ (−R,R).
Αποδείξτε ότι ισχύει

∑+∞
n=1 ang(x

n) =
∑+∞

m=1 bmf(x
m) για κάθε x ∈ (−R1, R1), όπου R1 =

min{R, 1}.

Λύση: Έστω τυχών x ∈ (−R1, R1), x ̸= 0.
Παίρνουμε οποιονδήποτε r με 0 < |x| < r < R1, οπότε r < 1 και r < R.
Οι σειρές

∑+∞
n=1 anr

n και
∑+∞

m=1 bmr
m συγκλίνουν, οπότε υπάρχει κάποιοςM ώστε να ισχύει

|an|rn ≤M και |bm|rm ≤M για κάθε n,m.

Τότε έχουμε∑+∞
m,n=1 |anbmxmn| ≤M2

∑+∞
m,n=1

|x|mn

rn+m = M2

|x|
∑+∞

m,n=1
|x|mn+1

rn+m

≤ M2

|x|
∑+∞

m,n=1
|x|m+n

rn+m = M2

|x|
∑+∞

m=1
|x|m
rm

(∑+∞
n=1

|x|n
rn

)
= M2

|x|
∑+∞

m=1
|x|m
rm

∑+∞
n=1

|x|n
rn < +∞
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Άρα η διπλή σειρά
∑+∞

m,n=1 anbmx
mn συγκλίνει απολύτως όταν x ∈ (−R1, R1), x ̸= 0. Προφα-

νώς, η σειρά συγκλίνει απολύτως και όταν x = 0.
Επομένως, όταν x ∈ (−R1, R1) ισχύει∑+∞

n=1 ang(x
n) =

∑+∞
n=1 an

(∑+∞
m=1 bmx

mn
)
=

∑+∞
m=1 bm

(∑+∞
n=1 anx

mn
)
=

∑+∞
m=1 bmf(x

m).

Άσκηση 8.5.2. Αποδείξτε ότι 1
x +

∑+∞
k=1

1
x(x+1)···(x+k) = e

∑+∞
n=0

(−1)n
n!(x+n) για x ̸= 0,−1,−2, . . . ,

χρησιμοποιώντας το τελευταίο αποτέλεσμα της άσκησης 5.2.14.

Λύση: Το τελευταίο αποτέλεσμα της άσκησης 5.2.14 είναι ότι ισχύει

1
x(x+1)···(x+k) =

1
k!

∑k
l=0

(
k
l

) (−1)l
x+l για κάθε x ∈ R \ {0,−1, . . . ,−k}.

Αυτό γράφεται και ως εξής:

1
x(x+1)···(x+k) =

∑k
l=0

1
(k−l)!l!

(−1)l
x+l για κάθε x ∈ R \ {0,−1, . . . ,−k}. (14.254)

Παρατηρήστε ότι αυτό ισχύει και για k = 0 αν θεωρήσουμε ότι σ’ αυτήν την περίπτωση η παρά-
σταση 1

x(x+1)···(x+k) σημαίνει
1
x .

Τότε αυτό που θέλουμε να αποδείξουμε γράφεται∑+∞
k=0

1
x(x+1)···(x+k) = e

∑+∞
n=0

(−1)n
n!(x+n) για κάθε x ̸= 0,−1,−2, . . .

ή, ισοδύναμα,∑+∞
k=0

(∑k
l=0

1
(k−l)!l!

(−1)l
x+l

)
= e

∑+∞
n=0

(−1)n
n!(x+n) για κάθε x ̸= 0,−1,−2, . . . , (14.255)

σύμφωνα με την (14.254).
Η αριστερή μεριά της (14.255) είναι το γινόμενο Cauchy των

∑+∞
m=0

1
m! και

∑+∞
n=0

(−1)n
n!(x+n) , οπότε,

επειδή
∑+∞

m=0
1
m! = e, για να αποδείξουμε την (14.255) πρέπει να αποδείξουμε την απόλυτη σύ-

γκλιση των δύο σειρών.
Γνωρίζουμε ότι η

∑+∞
m=0

1
m! συγκλίνει απολύτως και, σχετικά με τη δεύτερη σειρά, παρατηρούμε

ότι για κάθε x ̸= 0,−1,−2, . . . υπάρχουν το πολύ δύο από τους 0,−1,−2, . . . οι οποίοι απέχουν
από τον x λιγότερο από 1. Επομένως,∑+∞

n=0

∣∣ (−1)n
n!(x+n)

∣∣ = ∑+∞
n=0

1
n!|x+n| ≤ A+

∑+∞
n=0

1
n! < +∞,

όπου ο A είναι ίσος με το άθροισμα των δύο το πολύ όρων της σειράς που αντιστοιχούν στους
μη-αρνητικούς n με |x+ n| < 1.

Άσκηση 8.5.3. Για κάθε x ορίζουμε f(x) =
∑+∞

n=0
xn

n! . Στο παράδειγμα 8.5.2 αποδείξαμε ότι για
κάθε a, b ισχύει f(a+ b) = f(a)f(b). Επίσης, γνωρίζουμε ότι f(0) = 1 και f(1) = e.
Αποδείξτε ότι η f : R → R είναι συνεχής στον 0.

Λύση: Έχουμε

|f(x)− f(0)| ≤
∑+∞

n=1
|x|n
n! ≤

∑+∞
n=1

|x|n
2n−1 = 2|x|

2−|x| για κάθε x με |x| < 2.

Άρα limx→0 f(x) = f(0).

Άσκηση 8.5.4. Αποδείξτε το θεώρημα του Mertens: αν η μία από τις σειρές
∑+∞

m=0 am και
∑+∞

n=0 bn
συγκλίνει απολύτως και η άλλη συγκλίνει, τότε το γινόμενο Cauchy

∑+∞
k=0 ck των δύο σειρών συ-

γκλίνει και
∑+∞

k=0 ck =
∑+∞

m=0 am
∑+∞

n=0 bn.

Η
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

συγκλίνει. Αποδείξτε ότι το γινόμενο Cauchy της σειράς αυτής με τον εαυτό της
αποκλίνει.
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Λύση: Το θεώρημα του Mertens. Έστω T =
∑+∞

n=0 |bn| < +∞.
Θεωρούμε sn = a0 + · · ·+ an, tn = b0 + · · ·+ bn και un = c0 + · · ·+ cn για κάθε n.
Επίσης, έστω s =

∑+∞
m=0 am, t =

∑+∞
n=0 bn και u =

∑+∞
k=0 ck.

Τότε
un = b0sn + b1sn−1 + · · ·+ bn−1s1 + bns0,

οπότε

un − st = b0(sn − s) + b1(sn−1 − s) + · · ·+ bn−1(s1 − s) + bn(s0 − s) + (tn − t)s

και άρα

|un−st| ≤ |b0||sn−s|+ |b1||sn−1−s|+ · · ·+ |bn−1||s1−s|+ |bn||s0−s|+ |tn−t||s|. (14.256)

ΥπάρχειM ώστε να ισχύει
|sn − s| ≤M για κάθε n. (14.257)

Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|sn − s| < ϵ
3T+1 , |tn − t| < ϵ

3|s|+1 και
∑+∞

k=n |bk| <
ϵ

3M+1 για κάθε n ≥ n0. (14.258)

Από τις (14.256), (14.257) και (14.258) συνεπάγεται ότι για n ≥ 2n0 − 1 ≥ n0 ισχύει

|un − st| ≤ (|b0|+ · · ·+ |bn−n0 |) ϵ
3T+1 + (|bn−n0+1|+ · · ·+ |bn|)M + ϵ

3|s|+1 |s|

≤ T ϵ
3T+1 + ϵ

3M+1 M + ϵ
3|s|+1 |s| < ϵ.

Άρα un → st και, επομένως, u = st.
Το δεύτερο ερώτημα. Το γινόμενο Cauchy είναι η σειρά

∑+∞
k=2 ck, όπου

ck = (−1)k
∑k−1

l=1
1√

l
√
k−l για κάθε k ≥ 2.

Από τη γνωστή ανισότητα 2ab ≤ a2 + b2 συνεπάγεται 2
√
l
√
k − l ≤ l + (k − l) = k και άρα

|ck| =
∑k−1

l=1
1√

l
√
k−l ≥

∑k−1
l=1

2
k = 2(k−1)

k

και, επομένως, δεν ισχύει ck → 0.

Άσκηση 8.6.1. Υπολογίστε το άθροισμα της σειράς 1 + 1
2 +

1
23

+ 1
22

+ 1
26

+ 1
25

+ 1
24

+ 1
210

+ 1
29

+
1
28

+ 1
27

+ 1
215

+ 1
214

+ 1
213

+ 1
212

+ 1
211

+ · · · .

Λύση:Η σειρά που έχουμε είναι αναδιάταξη της γεωμετρικής σειράς 1+ 1
2+

1
22
+ 1

23
+ · · · . Επειδή

η γεωμετρική σειρά συγκλίνει απολύτως, η αρχική σειρά έχει το ίδιο άθροισμα με τη γεωμετρική
σειρά, δηλαδή ίσο με 2.

Άσκηση 8.6.3. Έστω ότι η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει υπό συνθήκη. Αποδείξτε ότι για κάθε s υπάρχει
ακολουθία (ϵn) ώστε να ισχύει ϵn = ±1 για κάθε n και ώστε

∑+∞
n=1 ϵnxn = s.

Λύση: Έστω s ≥ 0.
Επειδή

∑+∞
n=1 |xn| = +∞, υπάρχει n ώστε |x1| + · · · + |xn| ≥ s και συμβολίζουμε n1 τον

μικρότερο τέτοιον n. Δηλαδή,

|x1|+ · · ·+ |xn1−1| < s, |x1|+ · · ·+ |xn1 | ≥ s. (14.259)

(Αν n1 = 1, τότε έχουμε απλώς ότι |x1| ≥ s.)
Επειδή

∑+∞
n=n1+1 |xn| = +∞, υπάρχει n > n1 ώστε |xn1+1|+ · · ·+ |xn| ≥ |x1|+ · · ·+ |xn1 |− s

και συμβολίζουμε n2 τον μικρότερο τέτοιον n. Δηλαδή,

|xn1+1|+ · · ·+ |xn2−1| < |x1|+ · · ·+ |xn1 | − s,

|xn1+1|+ · · ·+ |xn2 | ≥ |x1|+ · · ·+ |xn1 | − s.
(14.260)
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Επειδή
∑+∞

n=n2+1 |xn| = +∞, υπάρχει n > n2 ώστε |xn2+1|+ · · ·+ |xn| ≥ −|x1|− · · ·− |xn1 |+
|xn1+1|+ · · ·+ |xn2 |+ s και συμβολίζουμε n3 τον μικρότερο τέτοιον n. Δηλαδή,

|xn2+1|+ · · ·+ |xn3−1| < −|x1| − · · · − |xn1 |+ |xn1+1|+ · · ·+ |xn2 |+ s,

|xn2+1|+ · · ·+ |xn3 | ≥ −|x1| − · · · − |xn1 |+ |xn1+1|+ · · ·+ |xn2 |+ s.
(14.261)

Συνεχίζουμε έτσι επ’ άπειρον.
Τώρα ορίζουμε μια ακολουθία προσήμων (ϵn) ως εξής. Για n = 1, . . . , n1 θέτουμε ϵn = 1,
αν xn ≥ 0, και ϵn = −1, αν xn < 0. Επομένως, ισχύει ϵnxn = |xn| αν n = 1, . . . , n1. Για
n = n1 + 1, . . . , n2 θέτουμε ϵn = −1, αν xn ≥ 0, και ϵn = 1, αν xn < 0. Επομένως, ισχύει
ϵnxn = −|xn| αν n = n1 + 1, . . . , n2. Για n = n2 + 1, . . . , n3 θέτουμε ϵn = 1, αν xn ≥ 0, και
ϵn = −1, αν xn < 0. Επομένως, ισχύει ϵnxn = |xn| αν n = n2+1, . . . , n3. Και ούτω καθ’ εξής.
Συμβολίζουμε sn το n-οστό μερικό άθροισμα της

∑+∞
n=1 ϵnxn και θα αποδείξουμε ότι sn → s.

Οι (14.259), (14.260) και (14.261) γράφονται:

s ≤ sn1 < s+ |xn1 |, s− |xn2 | < sn2 ≤ s, s ≤ sn3 < s+ |xn3 |.

Γενικότερα, έχουμε ότι

s ≤ sn2k−1
< s+ |xn2k−1

|, s− |xn2k
| < sn2k

≤ s για κάθε k. (14.262)

Πρέπει, επίσης, να παρατηρήσουμε ότι οι όροι της ακολουθίας (sn) αυξάνονται όταν 1 ≤ n ≤ n1,
μειώνονται όταν n1 ≤ n ≤ n2 και, γενικότερα, αυξάνονται όταν n2k−2 ≤ n ≤ n2k−1 και
μειώνονται όταν n2k−1 ≤ n ≤ n2k. Επομένως, από τις (14.262) συνεπάγεται ότι

s− |xn2k−2
| < sn < s+ |xn2k−1

| για n2k−2 ≤ n ≤ n2k−1,

s− |xn2k
| < sn < s+ |xn2k−1

| για n2k−1 ≤ n ≤ n2k.

Από αυτές τις σχέσεις και από το ότι xn → 0 (αφού η
∑+∞

n=1 xn συγκλίνει) συνεπάγεται ότι
sn → s.

Άσκηση 8.6.4. Έστω 0 < p < +∞. Θεωρούμε την
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n και τήν αναδιατάσσουμε βάσει
των εξής δύο κανόνων:
(i) δεν αλλάζουμε τη διάταξη ανάμεσα στους θετικούς όρους ούτε τη διάταξη ανάμεσα στους αρνη-
τικούς όρους,
(ii) αν από τους αρχικούς n όρους της προκύπτουσας σειράς οι kn είναι θετικοί και οι ln είναι αρ-
νητικοί (οπότε kn + ln = n), τότε kn

ln
→ p.

Αποδείξτε ότι η προκύπτουσα σειρά έχει άθροισμα 1
2 log(4p).

Λύση: Αν sn είναι το n-οστό μερικό άθροισμα της προκύπτουσας σειράς, τότε

sn =
(
1 + 1

3 + · · ·+ 1
2kn−1

)
−

(
1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2ln

)
=

(
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + · · ·+ 1
2kn−1 + 1

2kn

)
− 1

2

(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
kn

)
− 1

2

(
1 + 1

2 + · · ·+ 1
ln

)
.

(14.263)

Εύκολα βλέπουμε ότι από τις σχέσεις kn + ln = n και kn
ln

→ p συνεπάγεται ότι kn → +∞ και
ln → +∞. Άρα από το αποτέλεσμα της άσκησης 2.4.6 και από την (14.263) συνεπάγεται ότι

sn − log(2kn) + 1
2 log kn + 1

2 log ln → 0

ή, ισοδύναμα,
sn − 1

2 log(4
kn
ln
) → 0.

Άρα sn → 1
2 log(4p).
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Άσκηση 8.6.5. Έστω συναρτήσεις fk : N → N για κάθε k. Υποθέτουμε ότι για κάθε k η fk είναι
ένα-προς-ένα, ότι fk(N) ∩ fk′(N) = ∅ για κάθε k, k′ με k ̸= k′ και ότι

∪+∞
k=1 fk(N) = N.

Για κάθε σειρά
∑+∞

n=1 xn η οποία συγκλίνει απολύτως αποδείξτε ότι:
(i) για κάθε k η αντίστοιχη σειρά

∑+∞
m=1 xfk(m) συγκλίνει απολύτως.

(ii) αν ορίσουμε sk =
∑+∞

m=1 xfk(m), τότε η σειρά
∑+∞

k=1 sk συγκλίνει απολύτως.
(iii) αν s =

∑+∞
n=1 xn, τότε

∑+∞
k=1 sk = s. Δηλαδή,∑+∞

k=1

(∑+∞
m=1 xfk(m)

)
=

∑+∞
n=1 xn.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τη διπλή σειρά
∑+∞

k,m=1 xk,m ορίζοντας xk,m = xfk(m) για κάθε k,m. Δείτε
την άσκηση 8.3.26 και παρατηρήστε ότι η άθροιση της διπλής σειράς πρώτα κατά διαγωνίους
προκύπτει με κατάλληλη εισαγωγή παρενθέσεων σε κατάλληλη αναδιάταξη της σειράς

∑+∞
n=1 xn.

14.9 Κεφάλαιο 9.

Άσκηση 9.1.1. Έστω fn(x) = nx
1+n2x2 και gn(x) = n2x

1+n2x2 για κάθε x. Αποδείξτε ότι οι (fn), (gn)
συγκλίνουν σε κάποιες f , g κατά σημείο στο R. Βρείτε τις f , g.

Λύση: Αν x = 0, έχουμε fn(0) = 0 → 0 και gn(0) = 0 → 0 όταν n→ +∞.
Αν x ̸= 0, τότε fn(x) = nx

1+n2x2 → 0 και gn(x) = n2x
1+n2x2 → x

x2 = 1
x όταν n→ +∞.

Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο R και gn

κ.σ.→ g στο R, όπου η g έχει τύπο g(x) =

{
0, αν x = 0

1/x, αν x ̸= 0

Παρατήρηση. Προσέξτε τον λόγο για τον οποίο χρειάστηκε να διακρίνουμε τις περιπτώσεις: x = 0
και x ̸= 0. Αν x ̸= 0, τότε nx → ±∞ ανάλογα με το πρόσημο του x. Όμως, αυτό δεν ισχύει αν
x = 0. Τότε είναι n0 = 0 → 0.
Αυτή η διάκριση γίνεται πολύ συχνά.

Άσκηση 9.1.2. Έστω fn(x) =
x
n [

n
x ] για κάθε x ̸= 0. Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σε κάποια f

κατά σημείο στο R \ {0}. Βρείτε την f .

Λύση: Εφαρμόζουμε την ανισότητα [a] ≤ a < [a] + 1 και παίρνουμε ότι n
x − 1 < [nx ] ≤

n
x .

Αν x > 0, συνεπάγεται ότι x
n(

n
x − 1) < x

n [
n
x ] ≤

x
n
n
x ή, ισοδύναμα, ότι 1 − x

n < fn(x) ≤ 1. Άρα
από το θεώρημα παρεμβολής έχουμε ότι fn(x) → 1.
Αν x < 0, συνεπάγεται ότι x

n(
n
x − 1) > x

n [
n
x ] ≥

x
n
n
x ή, ισοδύναμα, ότι 1− x

n > fn(x) ≥ 1. Όπως
πριν, έχουμε ότι fn(x) → 1.
Άρα fn(x) → 1 για κάθε x ∈ R \ {0} και, επομένως, η (fn) συγκλίνει στη σταθερή συνάρτηση 1
κατά σημείο στο R \ {0}.

Άσκηση 9.1.3. Έστω fn(x) =
n
x [

x
n ] για κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι fn

κ.σ.→ 0 στο (0,+∞).

Λύση: Παίρνουμε τυχόντα x > 0. Αν ο n γίνει μεγαλύτερος από κάποιον συγκεκριμένο αριθμό,
τότε ο x

n θα είναι στο διάστημα (0, 1). (Πράγματι, αρκεί να είναι n > x ή, ισοδύναμα, ο n να γίνει
μεγαλύτερος από τον [x].) Αυτό σημαίνει ότι για όλες τις αρκετά μεγάλες τιμές του n ο [xn ] και,
επομένως, και ο fn(x) έχει σταθερή τιμή 0. Άρα, fn(x) → 0.
Σχόλιο. Έχει ενδιαφέρον να δούμε αν η ακολουθία συναρτήσεων (fn) συγκλίνει σε κάποια συ-
νάρτηση κατά σημείο στο (−∞, 0).
Παίρνουμε, τώρα, τυχόντα x < 0. Όπως πριν, αν ο n γίνει μεγαλύτερος από κάποιον συγκεκριμένο
αριθμό, τότε ο x

n θα είναι στο διάστημα (−1, 0). Αυτό σημαίνει ότι για όλες τις αρκετά μεγάλες
τιμές του n ο [xn ] έχει σταθερή τιμή−1 και, επομένως, ο fn(x) έχει τιμή−n

x . Άρα, fn(x) → +∞.
Άρα η απάντηση είναι: όχι.

Άσκηση 9.1.4. Έστω fn(x) =

{
min{nx, 1}, αν x ≥ 0

max{nx,−1}, αν x ≤ 0
για κάθε n. Αποδείξτε ότι η (fn) συ-
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γκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στο R. Βρείτε την f .

Λύση: Αν x = 0, τότε και από τους δύο τύπους της fn προκύπτει ότι fn(0) = 0 → 0.
Αν x > 0, τότε για αρκετά μεγάλο n ισχύει nx ≥ 1 και άρα fn(x) = min{nx, 1} = 1 → 1.
Ομοίως, αν x < 0, τότε για αρκετά μεγάλο n ισχύει nx ≤ −1 και άρα fn(x) = max{nx,−1} =
−1 → −1.

Άρα fn
κ.σ.→ f στο R, όπου η f έχει τύπο f(x) =


1, αν x > 0

0, αν x = 0

−1, αν x < 0

Με άλλα λόγια, fn
κ.σ.→ sign στο R.

Άσκηση 9.1.5. Γνωρίζουμε ότι η f : [a, b] → R με τύπο f(x) =

{
1, αν x ∈ [a, b] ∩Q
0, αν x ∈ [a, b] \Q

δεν είναι

ολοκληρώσιμη. Θεωρούμε οποιαδήποτε αρίθμηση [a, b] ∩Q = {rn |n ∈ N} του [a, b] ∩Q και για

κάθε n τη συνάρτηση fn : [a, b] → R με τύπο fn(x) =

{
1, αν x ∈ {r1, . . . , rn}
0, αν x ∈ [a, b] \ {r1, . . . , rn}

Αποδείξτε ότι fn
κ.σ.→ f στο [a, b]. Είναι κάθε fn ολοκληρώσιμη στο [a, b] ;

Λύση: Αν x ∈ [a, b]∩Q, τότε υπάρχει κάποιοςm ώστε να είναι x = rm. Συνεπάγεται ότι για κάθε
n ≥ m ισχύει fn(x) = 1 και άρα fn(x) → 1.
Αν x ∈ [a, b] \Q, τότε για κάθε n ισχύει fn(x) = 0 και άρα fn(x) → 0.
Επομένως, fn

κ.σ.→ f στο [a, b].
Κάθε fn είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] διότι ταυτίζεται με τη μηδενική συνάρτηση στο [a, b] εκτός
πεπερασμένου πλήθους σημείων του [a, b].

Άσκηση 9.2.1. Έστω fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = xe−nx για κάθε x ≥ 0. Αποδείξτε ότι η
(fn) συγκλίνει σε κάποια f ομοιόμορφα στο [0,+∞). Ποιά είναι η f ; Σχεδιάστε τα γραφήματα των
συναρτήσεων.
Επαναλάβατε με τις fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = (−1)n

√
nxe−nx για κάθε x ≥ 0.

Λύση: Η πρώτη ακολουθία. Πρώτα βρίσκουμε συνάρτηση f ώστε fn
κ.σ.→ f στο [0,+∞). Αυτό

είναι εύκολο:

fn(x) = xe−nx →

{
0, αν x = 0

0, αν 0 < x

Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο [0,+∞), οπότε αρκεί να δείξουμε ότι fn

ομ→ 0 στο [0,+∞).
Για να υπολογίσουμε το

∥fn∥[0,+∞) = sup{|fn(x)| |x ∈ [0,+∞)} = sup{xe−nx |x ∈ [0,+∞)},

θα δούμε πώς μεταβάλλεται η |fn(x)| = fn(x) = xe−nx στο [0,+∞).
Υπολογίζουμε την παράγωγο:

fn
′(x) = e−nx − nxe−nx = e−nx(1− nx).

Επομένως, η fn είναι αύξουσα στο διάστημα [0, 1n ] και φθίνουσα στο [ 1n ,+∞). Άρα η μέγιστη
τιμή του |fn(x)| = fn(x) είναι στον x = 1

n και άρα

∥fn∥[0,+∞) = max{|fn(x)| |x ∈ [0,+∞)} = fn
(
1
n

)
= 1

en .

Άρα ∥fn∥[0,+∞) → 0, οπότε fn
ομ→ 0 στο [0,+∞).

Στο σχήμα 41 φαίνονται μερικά από τα γραφήματα των fn. Είναι σαφές ότι το γράφημα της fn
προσεγγίζει τον x-άξονα “ομοιόμορφα” στο [0,+∞), αφού το μέγιστο ύψος του γραφήματος πάνω
από τον x-άξονα τείνει στο 0 όταν n→ +∞.
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Η δεύτερη ακολουθία. Έχουμε fn(0) = 0 → 0.
Αν x > 0, τότε το limn→+∞

x
√
n

enx είναι απροσδιόριστη μορφή +∞
+∞ . Βρίσκουμε

limt→+∞
x
√
t

etx = limt→+∞
1

2
√
tetx

= 0.

Άρα x
√
n

enx → 0 και, επειδή η
(
(−1)n

)
είναι φραγμένη, συνεπάγεται fn(x) =

(−1)nx
√
n

enx → 0.
Συμπεραίνουμε ότι fn

κ.σ.→ 0 στο [0,+∞). Για να αποδείξουμε την ομοιόμορφη σύγκλιση υπολο-
γίζουμε το

∥fn∥[0,+∞) = sup{|fn(x)| |x ≥ 0} = sup{
√
nxe−nx |x ≥ 0}.

Βλέπουμε εύκολα ότι η συνάρτηση
√
nxe−nx είναι μη αρνητική, αύξουσα στο διάστημα [0, 1n ] και

φθίνουσα στο [ 1n ,+∞). Άρα η συνάρτηση έχει μέγιστη τιμή στον x = 1
n ίση με 1

e
√
n
. Επομένως,

∥fn∥[0,+∞) = max{|fn(x)| |x ≥ 0} = 1
e
√
n
→ 0

και άρα fn
ομ→ 0 στο [0,+∞).

Άσκηση 9.2.2.Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) = xn(1−xn) για κάθε x ∈ [0, 1]. Αποδείξτε ότι
η (fn) συγκλίνει στη μηδενική συνάρτηση 0 κατά σημείο, αλλά όχι ομοιόμορφα, στο [0, 1]. Σχεδιάστε
τα γραφήματα των συναρτήσεων.

Λύση: Έχουμε

fn(x) = xn(1− xn) →

{
0, αν 0 ≤ x < 1

0, αν x = 1

Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο [0, 1].

Για να υπολογίσουμε το ∥fn∥[0,1], θα δούμε πώς μεταβάλλεται η |fn(x)| = fn(x) = xn(1− xn)
στο [0, 1].
Υπολογίζουμε την παράγωγο:

fn
′(x) = nxn−1(1− xn)− nxnxn−1 = nxn−1(1− 2xn).

Άρα η fn είναι αύξουσα στο διάστημα [0, 1
n√2 ] και φθίνουσα στο [

1
n√2 , 1]. Άρα η μέγιστη τιμή του

|fn(x)| = fn(x) είναι στον x = 1
n√2 , οπότε

∥fn∥[0,1] = max{|fn(x)| |x ∈ [0, 1]} = fn
(

1
n√2

)
= 1

4 .

Άρα ∥fn∥[0,1] ̸→ 0, οπότε fn
ομ
̸→ 0 στο [0, 1].

Στο σχήμα 42 φαίνονται μερικά από τα γραφήματα των fn. Είναι σαφές ότι το γράφημα της fn δεν
προσεγγίζει τον x-άξονα “ομοιόμορφα” στο [0, 1], αφού το μέγιστο ύψος του γραφήματος πάνω
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από τον x-άξονα μένει σταθερά ίσο με 1
4 όταν ο n αυξάνεται. Παρατηρήστε ότι, επειδή 1

n√2 → 1,
η κορυφή του γραφήματος της fn μετακινείται πάνω στην οριζόντια ευθεία σε ύψος 1

4 προς τα
δεξιά προς το σημείο (1, 14). Πάντως, το καμπύλο μέρος του γραφήματος της fn που αντιστοιχεί
στο διάστημα [0, 1

n√2 ] κατεβαίνει προς τον x-άξονα.

Άσκηση 9.2.3. Έστω fn : [0,+∞) → R με τύπο fn(x) = 1
1+nx για κάθε x ≥ 0. Αποδείξτε ότι

η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο, αλλά όχι ομοιόμορφα, στο [0,+∞). Ποιά είναι η f ;
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, fn

ομ→ f ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Να επαναλάβετε με τις fn : [0,+∞) → R με τύπους fn(x) = e−nx για κάθε x ≥ 0.
Ομοίως με τις fn : [0,+∞) → R με τύπους fn(x) = nxe−nx για κάθε x ≥ 0.

Λύση: Η πρώτη ακολουθία. Έχουμε

fn(x) =
1

1+nx →

{
1, αν x = 0

0, αν x > 0

Άρα fn
κ.σ.→ f στο [0,+∞), όπου η συνάρτηση f έχει τύπο

f(x) =

{
1, αν x = 0

0, αν x > 0

Για να υπολογίσουμε το ∥fn − f∥[0,+∞), βλέπουμε ότι

|fn(x)− f(x)| =

{
0, αν x = 0

1
1+nx , αν x > 0

οπότε

{|fn(x)− f(x)| |x ∈ [0,+∞)} = {0} ∪
{

1
1+nx

∣∣x ∈ (0,+∞)
}
= {0} ∪ (0, 1) = [0, 1).

Άρα
∥fn − f∥[0,+∞) = sup[0, 1) = 1

οπότε ∥fn − f∥[0,+∞) ̸→ 0.
Υπάρχει και ένας δεύτερος, έμμεσος τρόπος να αποδείξουμε ότι η (fn) δεν συγκλίνει στην f ομοιό-
μορφα στο [0,+∞). Παρατηρούμε ότι κάθε fn είναι συνεχής στο [0,+∞), οπότε, αν η (fn) συ-
γκλίνει στην f ομοιόμορφα στο [0,+∞), τότε και η f είναι συνεχής στο [0,+∞). Όμως, η f δεν
είναι συνεχής στον 0.
Τέλος, θεωρούμε έναν οποιονδήποτε a > 0, τόν σταθεροποιούμε και θα αποδείξουμε ότι fn

ομ→ f
στο [a,+∞).
Τώρα,

{|fn(x)− f(x)| |x ∈ [a,+∞)} =
{

1
1+nx

∣∣x ∈ [a,+∞)
}
=

(
0, 1

1+na

]
.
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Άρα
∥fn − f∥[a,+∞) = sup

(
0, 1

1+na

]
= 1

1+na

οπότε ∥fn − f∥[a,+∞) → 0.
Η δεύτερη ακολουθία. Για x = 0 έχουμε fn(0) = 1 → 1 ενώ για x > 0 έχουμε fn(x) = e−nx → 0.
Άρα η (fn) συγκλίνει κατά σημείο στην f στο [0,+∞), όπου

f(x) =

{
1, αν x = 0

0, αν 0 < x

Τώρα πρέπει να εκτιμήσουμε το ∥fn − f∥[0,+∞).
Αν x = 0, τότε |fn(0)− f(0)| = |1− 1| = 0. Αν x > 0, τότε |fn(x)− f(x)| = e−nx. Άρα,

∥fn − f∥[0,+∞) = sup
(
{0} ∪ {e−nx |x ∈ (0,+∞)}

)
= sup

(
{0} ∪ (0, 1)

)
= sup[0, 1) = 1.

Άρα δεν ισχύει fn
ομ→ f στο [0,+∞).

Και σ’ αυτήν την περίπτωση μπορούμε να δούμε με έμμεσο τρόπο ότι η σύγκλιση δεν είναι ομοιό-
μορφη στο [0,+∞), αφού κάθε fn είναι συνεχής στο [0,+∞) ενώ δεν ισχύει το ίδιο για την οριακή
συνάρτηση f .
Αν a > 0, τότε

∥fn − f∥[a,+∞) = sup{e−nx |x ∈ [a,+∞)} = sup(0, e−na] = e−na → 0.

Άρα fn
ομ→ f στο [a,+∞).

Η τρίτη ακολουθία. Για x = 0 έχουμε fn(0) = 0 → 0 και για x > 0 έχουμε fn(x) = nxe−nx → 0.
Επομένως, η (fn) συγκλίνει στη σταθερή συνάρτηση 0 στο [0,+∞).
Για την ομοιόμορφη σύγκλιση πρέπει να εκτιμηθεί το ∥fn∥[0,+∞).
Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση |fn(x)| = fn(x) = nxe−nx είναι αύξουσα στο διάστημα [0, 1n ]
και φθίνουσα στο [ 1n ,+∞). Άρα η μέγιστη τιμή της συνάρτησης είναι στον x = 1

n και είναι ίση
με 1

e . Άρα
∥fn∥[0,+∞) = max{nxe−nx |x ∈ [0,+∞)} = 1

e ̸→ 0.

Επομένως δεν ισχύει ομοιόμορφη σύγκλιση στο [0,+∞).
Παρατηρήστε ότι, σε αντίθεση με τις πρώτες δύο ακολουθίες συναρτήσεων, εδώ δεν μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε τον ίδιο έμμεσο τρόπο για να αποδείξουμε την μη-ομοιόμορφη σύγκλιση στο
[0,+∞). Πράγματι, κάθε fn είναι συνεχής στο [0,+∞) αλλά και η οριακή συνάρτηση f είναι
συνεχής στο [0,+∞).
Παίρνουμε, τώρα, τυχόντα a > 0 και εκτιμάμε το ∥fn∥[a,+∞) = sup{nxe−nx |x ∈ [a,+∞)}.
Έχουμε δει ότι η |fn(x)| = fn(x) = nxe−nx είναι αύξουσα στο διάστημα [0, 1n ] και φθίνουσα
στο [ 1n ,+∞). Άρα η μέγιστη τιμή της nxe−nx στο [a,+∞) θα υπολογιστεί αφού διακρίνουμε
περιπτώσεις ως προς τη θέση του a σε σχέση με τον 1

n .
Άν a < 1

n , τότε η συνάρτηση είναι αύξουσα στο [a,
1
n ] και φθίνουσα στο [

1
n ,+∞), οπότε η μέγιστη

τιμή της στο [a,+∞) είναι στον x = 1
n και είναι ίση με 1

e .
Αν 1

n ≤ a, τότε η συνάρτηση είναι φθίνουσα στο [a,+∞), οπότε η μέγιστη τιμή της στο [a,+∞)
είναι στον x = a και είναι ίση με nae−na.
Άρα, αν n < 1

a , τότε ∥fn∥[a,+∞) =
1
e και, αν n ≥ 1

a , τότε ∥fn∥[a,+∞) = nae−na.
Βλέπουμε, λοιπόν, ότι, τελικά ισχύει

∥fn∥[a,+∞) = nae−na → 0.

Άρα fn
ομ→ 0 στο [a,+∞).

Άσκηση 9.2.7.Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) =

{
0, αν x < 1/(n+ 1) ή 1/n < x

(sin(π/x))2, αν 1/(n+ 1) ≤ x ≤ 1/n
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Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στοR και ότι η f είναι συνεχής στοR. Ποιά
είναι η f ; Ισχύει fn

ομ→ f στο R;

Λύση: Αν x ≤ 0, τότε fn(x) = 0 → 0. Αν 0 < x, τότε, όταν ο n γίνει αρκετά μεγάλος, ισχύει
1
n < x, οπότε fn(x) = 0 → 0. Άρα για κάθε x έχουμε fn(x) → 0 και, επομένως, fn

κ.σ.→ 0 στο R.
Για την ομοιόμορφη σύγκλιση πρέπει να εκτιμήσουμε το ∥fn∥R = sup{fn(x) |x ∈ R}.
Παρατηρούμε ότι για x = 2

2n+1 έχουμε
1

n+1 <
2

2n+1 <
1
n , οπότε fn(

2
2n+1) = 1. Άρα

∥fn∥R = sup{fn(x) |x ∈ R} ≥ fn
(

2
2n+1

)
= 1

και, επομένως, δεν ισχύει η ομοιόμορφη σύγκλιση στο R.

Άσκηση 9.2.8. Έστω fn : [0, 1] → R με τύπο fn(x) = npx(1−x2)n για κάθε x ∈ [0, 1]. Αποδείξτε
ότι η (fn) συγκλίνει σε κάποια f κατά σημείο στο [0, 1]. Για ποιούς p είναι η σύγκλιση ομοιόμορφη;
Για ποιούς p ισχύει

∫ 1
0 fn(x) dx→

∫ 1
0 f(x) dx ;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε

fn(x) = npx(1− x2)n →

{
0, αν x = 0

0, αν 0 < x ≤ 1

Πράγματι, αν 0 < x < 1, τότε θέτουμε b = 1
1−x2 > 1 και έχουμε το γνωστό όριο np

bn → 0.
Επομένως, fn

κ.σ.→ 0 στο [0, 1].
Το δεύτερο ερώτημα. Για να βρούμε το

∥fn∥[0,1] = sup{|fn(x)| |x ∈ [0, 1]} = sup{npx(1− x2)n |x ∈ [0, 1]},

θεωρούμε την παράγωγο

fn
′(x) = np(1− x2)n − 2np+1x2(1− x2)n−1 = np(1− x2)n−1

(
1− (2n+ 1)x2

)
και βλέπουμε ότι η fn είναι μη αρνητική στο [0, 1], αύξουσα στο [0, 1√

2n+1
] και φθίνουσα στο

[ 1√
2n+1

, 1]. Άρα
∥fn∥[0,1] = fn

(
1√

2n+1

)
= np
√
2n+1

(
2n

2n+1

)n
.

Επειδή (
2n

2n+1

)n
= 1

(1+(1/2n))n → 1√
e
,

έχουμε

∥fn∥[0,1] = np− 1
2√

2+(1/n)

(
2n

2n+1

)n →


+∞, αν p > 1

2
1√
2e
, αν p = 1

2

0, αν p < 1
2

Επομένως, ισχύει fn
ομ→ 0 στο [0, 1] αν και μόνο αν p < 1

2 .
Το τρίτο ερώτημα. Τέλος,∫ 1

0 fn(x) dx = np
∫ 1
0 x(1− x2)n dx = np

2

∫ 1
0 (1− t)n dt = np

2

∫ 1
0 u

n du = np

2n+2

= np−1

2+(2/n) →


+∞, αν p > 1

1/2, αν p = 1

0, αν p < 1

Άρα ισχύει
∫ 1
0 fn(x) dx→

∫ 1
0 0 dx = 0 αν και μόνο αν p < 1.

Παρατηρήστε ότι το fn
ομ→ 0 στο [0, 1] ισχύει για λιγότερες τιμές της παραμέτρου p από αυτές για
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τις οποίες ισχύει το
∫ 1
0 fn(x) dx →

∫ 1
0 0 dx. Αυτό είναι αναμενόμενο, αφού γνωρίζουμε ότι το

fn
ομ→ 0 στο [0, 1] συνεπάγεται το

∫ 1
0 fn(x) dx→

∫ 1
0 0 dx.

Άσκηση 9.2.9.Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) = x
1+nx2 για κάθεx. Αποδείξτε ότι η (fn) συγκλίνει

σε κάποια f ομοιόμορφα στο R. Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R και fn′(x) → f ′(x),
αν x ̸= 0, αλλά fn′(0) ̸→ f ′(0). Αποδείξτε ότι η (fn

′) συγκλίνει σε κάποια g κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε με τρεις τρόπους ότι η (fn′) δεν συγκλίνει στην g ομοιόμορφα στο R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε

fn(x) =
x

1+nx2 →

{
0, αν x = 0

0, αν x ̸= 0

Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο R.

Για να υπολογίσουμε το ∥fn∥R, βλέπουμε ότι ισχύει |fn(x)| = |x|
1+nx2 για κάθε x. Άρα η συνάρ-

τηση |fn(x)| είναι άρτια και, επομένως, αρκεί να βρούμε το supremum του συνόλου τιμών της
στο [0,+∞). Τώρα, για x ≥ 0 έχουμε |fn(x)| = x

1+nx2 και, μελετώντας την παράγωγο της συ-
νάρτησης, βλέπουμε ότι αυτή είναι αύξουσα στο διάστημα [0, 1√

n
] και φθίνουσα στο [ 1√

n
,+∞).

Άρα
∥fn∥R = sup{|fn(x)| |x ∈ R} = fn

(
1√
n

)
= 1

2
√
n
→ 0

και, επομένως, fn
ομ→ 0 στο R.

Το δεύτερο ερώτημα. Η μηδενική συνάρτηση 0 είναι, φυσικά, παραγωγίσιμη και 0′ = 0.
Όμως,

fn
′(x) = 1−nx2

(1+nx2)2
→

{
1, αν x = 0

0, αν x ̸= 0

Το τρίτο ερώτημα. Μόλις είδαμε ότι fn′
κ.σ.→ g στο R, όπου η g είναι η συνάρτηση με τύπο

g(x) =

{
1, αν x = 0

0, αν x ̸= 0

Το τέταρτο ερώτημα. Πρώτος τρόπος. Κάθε fn′ είναι συνεχής στο R αλλά η g δεν είναι συνεχής
στο R. Άρα η σύγκλιση της (fn′) στην g δεν είναι ομοιόμορφη στο R.
Δεύτερος τρόπος. Έστω ότι fn′

ομ→ g στο R. Επειδή fn
κ.σ.→ 0 στο R, συνεπάγεται ότι 0′ = g στο R.

Αυτό είναι άτοπο.
Τρίτος τρόπος. Θα υπολογίσουμε το ∥fn′ − g∥R.
Είναι |fn′(0)− g(0)| = |1− 1| = 0 και άρα

{|fn′(x)− g(x)| |x ∈ R} = {0} ∪
{ |1−nx2|
(1+nx2)2

∣∣x ̸= 0
}

= {0} ∪
{

1−nx2

(1+nx2)2

∣∣ 0 < x2 ≤ 1
n

}
∪
{

nx2−1
(1+nx2)2

∣∣x2 ≥ 1
n

}
= {0} ∪

{
1−nt

(1+nt)2

∣∣ 0 < t ≤ 1
n

}
∪
{

nt−1
(1+nt)2

∣∣ t ≥ 1
n

}
Στο (0, 1n ] η

1−nt
(1+nt)2

είναι γνησίως φθίνουσα και άρα { 1−nt
(1+nt)2

| 0 < t ≤ 1
n} = [0, 1). Στο [ 1n ,

3
n ]

η nt−1
(1+nt)2

είναι αύξουσα και στο [ 3n ,+∞) είναι φθίνουσα και άρα { nt−1
(1+nt)2

| t ≥ 1
n} = [0, 18 ].

Επομένως,
{|fn′(x)− g(x)| |x ∈ R} = {0} ∪ [0, 1) ∪

[
0, 18

]
= [0, 1).

Άρα ∥fn′ − g∥R = sup[0, 1) = 1 και η σύγκλιση της (fn′) στην g δεν είναι ομοιόμορφη στο R.

Άσκηση 9.2.10. Έστω fn : R → R με τύπο fn(x) = 1
ne
−n2x2 για κάθε x. Αποδείξτε ότι fn

ομ→ 0

και fn′
κ.σ.→ 0 στο R. Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, fn′

ομ→ 0 σε καθένα από τα (−∞,−a], [a,+∞)
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αλλά όχι στο [−a, a].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε ότι

fn(x) =
1
ne
−n2x2 →

{
0, αν x = 0

0, αν x > 0

Άρα fn
κ.σ.→ 0 στο [0,+∞).

Επίσης,
∥fn∥[0,+∞) = sup

{
1
ne
−n2x2 ∣∣x ∈ [0,+∞)

}
= sup

(
0, 1n

]
= 1

n ,

διότι η fn είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞).
Άρα fn

ομ→ 0 στο [0,+∞).
Τώρα,

fn
′(x) = −2nxe−n

2x2 →

{
0, αν x = 0

0, αν x > 0

Άρα fn′
κ.σ.→ 0 στο [0,+∞).

Το δεύτερο ερώτημα. Για οποιονδήποτε (σταθερό) a > 0 έχουμε

∥fn′∥[a,+∞) = sup{2nxe−n2x2 |x ∈ [a,+∞)}.

Η παράγωγος της συνάρτησης 2nxe−n2x2 είναι

2ne−n
2x2 − 4n3x2e−n

2x2
= 2ne−n

2x2
(1− 2n2x2),

οπότε η 2nxe−n
2x2 είναι αύξουσα στο [0, 1√

2n
] και φθίνουσα στο [ 1√

2n
,+∞).

Τώρα βλέπουμε ότι, επειδή ο a > 0 είναι σταθερός, όταν ο n γίνει αρκετά μεγάλος, θα ισχύει
0 < 1√

2n
≤ a. Άρα, όταν ο n γίνει αρκετά μεγάλος, η συνάρτηση 2nxe−n

2x2 είναι φθίνουσα στο
[a,+∞), οπότε

∥fn′∥[a,+∞) = 2nae−n
2a2 → 0

και, επομένως, fn′
ομ→ 0 στο [a,+∞).

Μπορούμε να επαναλάβουμε τα ίδια στο διάστημα (−∞,−a] ή απλώς να σκεφτούμε ότι η συ-
νάρτηση |fn′(x)| = 2n|x|e−n2x2 είναι άρτια.
Σε σχέση με το διάστημα [−a, a] βλέπουμε, πρώτον, ότι η συνάρτηση |fn′(x)| = 2n|x|e−n2x2

είναι άρτια και κατόπιν ότι, όταν ο n γίνει αρκετά μεγάλος, το σημείο 1√
2n

περιέχεται στο διά-

στημα [0, a], οπότε η συνάρτηση με τύπο 2nxe−n
2x2 είναι αύξουσα στο [0, 1√

2n
] και φθίνουσα

στο [ 1√
2n
, a], οπότε

∥fn′∥[−a,a] = sup{2nxe−n2x2 |x ∈ [0, a]} =
√
2/e ̸→ 0.

Άρα fn′
ομ
̸→ 0 στο [−a, a].

Άσκηση 9.2.13. Έστω A = B ∪ C και fn
ομ→ f στο B και στο C. Αποδείξτε ότι fn

ομ→ f στο A.

Λύση: Έστω x ∈ A. Τότε x ∈ B ή x ∈ C, οπότε

|fn(x)− f(x)| ≤ ∥fn − f∥B ή |fn(x)− f(x)| ≤ ∥fn − f∥C ,

αντιστοίχως. Άρα

|fn(x)− f(x)| ≤ max{∥fn − f∥B, ∥fn − f∥C} για κάθε x ∈ A.
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Άρα το max{∥fn − f∥B, ∥fn − f∥C} είναι άνω φράγμα του συνόλου {|fn(x)− f(x)| |x ∈ A},
οπότε

∥fn − f∥A ≤ max{∥fn − f∥B, ∥fn − f∥C}.

Παρατήρηση. Ισχύει η ισότητα αλλά αυτό είναι ξεχωριστή άσκηση για όποιον ενδιαφέρεται.
Τώρα, έχουμε

∥fn − f∥A ≤ ∥fn − f∥B + ∥fn − ∥C

και, επειδή ∥fn−f∥B → 0 και ∥fn−f∥C → 0, συνεπάγεται ότι ∥fn−f∥A → 0 και άρα fn
ομ→ f

στο A.

Άσκηση 9.2.15. Έστω fn : A→ [a, b] και fn
ομ→ f στοA. Αποδείξτε ότι f : A→ [a, b]. Αν, επίσης,

η g : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b], αποδείξτε ότι g ◦ fn
ομ→ g ◦ f στο A.

Λύση: Επειδή ισχύει a ≤ fn(x) ≤ b για κάθε x ∈ A και κάθε n, παίρνοντας όριο καθώς n→ +∞,
βρίσκουμε ότι ισχύει a ≤ f(x) ≤ b για κάθε x ∈ A. Άρα f : A→ [a, b].
Έστω τυχών ϵ > 0.
Η g είναι συνεχής στο [a, b] και, επομένως, ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b]. Άρα υπάρχει δ > 0
ώστε να ισχύει

|g(y′)− g(y′′)| ≤ ϵ για κάθε y′, y′′ ∈ [a, b] με |y′ − y′′| ≤ δ. (14.264)

Κατόπιν, επειδή fn
ομ→ f στο A, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

|fn(x)− f(x)| ≤ δ για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0. (14.265)

Τώρα, συνδυάζουμε τις (14.264) και (14.265), χρησιμοποιώντας τους fn(x) και f(x) στη θέση
των y′ και y′′, και συμπεραίνουμε ότι ισχύει |g(fn(x)) − g(f(x))| ≤ ϵ για κάθε x ∈ A και κάθε
n ≥ n0.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι για τυχόντα ϵ > 0 υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |g(fn(x)) − g(f(x))| ≤ ϵ

για κάθε x ∈ A και κάθε n ≥ n0. Αυτό σημαίνει ότι g ◦ fn
ομ→ g ◦ f στο A.

Άσκηση 9.2.16. Αν fn
ομ→ f στο A και κάθε fn είναι φραγμένη στο A, αποδείξτε ότι η (fn) είναι

ομοιόμορφα φραγμένη στο A.

Υπόδειξη: Εφαρμόστε το κριτήριο του Cauchy για ομοιόμορφη σύγκλιση με ϵ = 1.

Άσκηση 9.2.17. Έστω fn
ομ→ f στο A. Αν κάθε fn είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, αποδείξτε ότι

και η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Λύση: Έστω ϵ > 0.
Επειδή fn

ομ→ f στο A, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥fn0 − f∥A < ϵ
3 .

Και επειδή η fn0 είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|fn0(x
′)− fn0(x

′′)| < ϵ
3 για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ.

Άρα για κάθε x′, x′′ ∈ A με |x′ − x′′| < δ ισχύει

|f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)− fn0(x
′)|+ |fn0(x

′)− fn0(x
′′)|+ |fn0(x

′′)− f(x′′)|
≤ ∥fn0 − f∥A + |fn0(x

′)− fn0(x
′′)|+ ∥fn0 − f∥A < ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ.

Άρα η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Άσκηση 9.2.19. Έστω f : R → R παραγωγίσιμη στο R και η f ′ είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R.
Αν ορίσουμε gn(x) = n

(
f(x+ 1

n)− f(x)
)
για κάθε x, αποδείξτε ότι gn

ομ→ f ′ στο R.

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή η f ′ είναι ομοιόμορφα συνεχής στο R, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f ′(x′)− f ′(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ με |x′ − x′′| < δ. (14.266)
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Τώρα, έστω 1
n ≤ δ. Τότε για κάθε x υπάρχει ξ ∈ (x, x+ 1

n) ώστε

gn(x)− f ′(x) = n
(
f(x+ 1

n)− f(x)
)
− f ′(x) = f ′(ξ)− f ′(x)

και, επειδή |ξ − x| < 1
n ≤ δ, από την (14.266) συνεπάγεται

|gn(x)− f ′(x)| = |f ′(ξ)− f ′(x)| < ϵ.

Αφού για κάθε x ισχύει |gn(x) − f ′(x)| < ϵ, συνεπάγεται ότι ∥gn − f ′∥R ≤ ϵ. Αυτό, λοιπόν,
ισχύει για κάθε n ≥ 1

δ και άρα ∥gn − f ′∥R → 0.

Άσκηση 9.2.20. Έστω fn
ομ→ f στο A, η ακολουθία (xn) είναι στο A, ξ ∈ A και xn → ξ. Αν η f

είναι συνεχής στον ξ, αποδείξτε ότι fn(xn) → f(ξ).

Λύση: Το όριο που έχουμε να αποδείξουμε μοιάζει με το f(xn) → f(ξ), το οποίο ισχύει διότι η f
είναι συνεχής στο ξ.
Γράφουμε

|fn(xn)− f(ξ)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(ξ)|.

Γνωρίζουμε ότι
|fn(xn)− f(xn)| ≤ ∥fn − f∥A.

Άρα
0 ≤ |fn(xn)− f(ξ)| ≤ ∥fn − f∥A + |f(xn)− f(ξ)|.

Τώρα, ∥fn − f∥A → 0 και, επειδή η f είναι συνεχής στον ξ, έχουμε f(xn) → f(ξ).
Άρα fn(xn) → f(ξ).
Σχόλιο. Ένα σχετικό “αρνητικό” παράδειγμα είναι με τις συναρτήσεις fn με τύπους

fn(x) =

{
nx, αν 0 ≤ x ≤ 1

n
1
nx , αν 1

n ≤ x ≤ 1

Γνωρίζουμε ότι fn
κ.σ.→ 0 στο [0, 1] και ότι η συνάρτηση 0 είναι συνεχής στον 0. Έχουμε ακόμη

ότι η ακολουθία ( 1n) είναι στο [0, 1] και ότι 1
n → 0. Αλλά δεν είναι σωστό ότι fn( 1n) → 0, αφού

ισχύει fn( 1n) = 1 για κάθε n.
Εδώ το πρόβλημα είναι ότι η υπόθεση της ομοιόμορφης συνέχειας fn

ομ→ 0 στο [0, 1] δεν ισχύει.

Άσκηση 9.2.21. [α] Έστω fn
ομ→ f στο A, ξ σημείο συσσώρευσης του A και yn = limx→ξ fn(x).

Αποδείξτε ότι η ακολουθία (yn) συγκλίνει και limx→ξ f(x) = limn→+∞ yn. Δηλαδή,

limx→ξ limn→+∞ fn(x) = limn→+∞ limx→ξ fn(x).

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∥fn − fm∥A ≤ ϵ
2 για κάθε n,m ≥ n0.

Τότε, αν n,m ≥ n0, για κάθε x ∈ A ισχύει |fn(x)− fm(x)| ≤ ϵ
2 , οπότε

|yn − ym| = limx→ξ |fn(x)− fm(x)| ≤ ϵ
2 < ϵ.

Άρα η (yn) είναι ακολουθία Cauchy και, επομένως, συγκλίνει.
Έστω, λοιπόν, yn → y.
Έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

∥fn − f∥A < ϵ
3 και |yn − y| < ϵ

3 για κάθε n ≥ n0.
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Αν ο x ∈ A είναι κοντά στον ξ, τότε ισχύει |fn0(x)− yn0 | < ϵ
3 και άρα

|f(x)− y| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− yn0 |+ |yn0 − y|
≤ ∥fn0 − f∥A + |fn0(x)− yn0 |+ |yn0 − y|
< ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ.

Άρα limx→ξ f(x) = y.

Άσκηση 9.2.22. Έστω g : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1] και fn(x) = xng(x) για κάθε x ∈ [0, 1].
Αποδείξτε ότι fn

ομ→ 0 στο [0, 1] αν και μόνο αν g(1) = 0.

Λύση: Αν fn
ομ→ 0 στο [0, 1], τότε fn

κ.σ.→ 0 στο [0, 1] και άρα fn(1) → 0. Επομένως, g(1) = 0.
Αντιστρόφως, έστω g(1) = 0 και ας πάρουμε τυχόντα ϵ > 0.
Επειδή η g είναι συνεχής στον 1, υπάρχει διάστημα [a, 1] ⊆ [0, 1] με a < 1 ώστε να ισχύει

|g(x)| = |g(x)− g(1)| < ϵ για κάθε x ∈ [a, 1].

Επίσης, υπάρχει M > 0 ώστε να ισχύει |g(x)| ≤ M για κάθε x ∈ [0, 1] και, επειδή an → 0,
υπάρχει n0 ώστε να ισχύει

an < ϵ
M για κάθε n ≥ n0.

Τώρα, για κάθε n ≥ n0 έχουμε ότι

|fn(x)| = xn|g(x)| ≤ |g(x)| < ϵ για κάθε x ∈ [a, 1]

|fn(x)| = xn|g(x)| ≤ anM < ϵ
M M = ϵ για κάθε x ∈ [0, a].

Επομένως, για κάθε n ≥ n0 ισχύει |fn(x)| < ϵ για κάθε x ∈ [0, 1] και άρα ∥fn∥[0,1] ≤ ϵ.
Άρα fn

ομ→ 0 στο [0, 1].

Άσκηση 9.2.23. Έστω Pn
ομ→ f στο R. Αν κάθε Pn είναι πολυωνυμική συνάρτηση, αποδείξτε ότι

και η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση. Πώς σχετίζεται κάθε Pn με το οριακό πολυώνυμο f ;

Λύση: Υπάρχει κάποιος n0 ώστε να ισχύει ∥Pn − Pm∥R < 1 για κάθε n,m ≥ n0. Η ανισότητα
∥Pn − Pm∥R < 1 συνεπάγεται, φυσικά, ότι ισχύει |Pn(x) − Pm(x)| < 1 για κάθε x. Όμως, η
συνάρτηση Pn − Pm είναι πολυωνυμική και γνωρίζουμε ότι ένα πολυώνυμο είναι φραγμένο στο
R αν και μόνο αν είναι σταθερό πολυώνυμο. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι για κάθε n,m ≥ n0 οι
διαφορές Pn − Pm είναι σταθερές συναρτήσεις. Ειδικώτερα, ισχύει

Pn = Pn0 + cn για κάθε n ≥ n0, (14.267)

όπου κάθε cn είναι σταθερή συνάρτηση στο R.
Από Pn

ομ→ f στο R συνεπάγεται Pn
κ.σ.→ f στο R και άρα για κάθε x έχουμε ότι Pn0(x) + cn =

Pn(x) → f(x). Επομένως, cn → f(x) − Pn0(x). Αυτό μας λέει ότι η ακολουθία (cn) συγκλίνει
αλλά και ότι ο αριθμός f(x)−Pn0(x) ισούται με το όριο, έστω c, της (cn) και άρα δεν εξαρτάται
από τον x. Δηλαδή η συνάρτηση f − Pn0 είναι σταθερή c στο R. Δηλαδή,

f = Pn0 + c (14.268)

και άρα η f είναι πολυωνυμική συνάρτηση.
Μάλιστα, από τις (14.267) και (14.268) συνεπάγεται ότι για κάθε n ≥ n0 έχουμε

Pn = f + (cn − c) = f + an,

όπου an = cn − c→ 0.

Άσκηση 9.2.24. Έστω fn : [a, b] → R και fn
κ.σ.→ f στο [a, b].
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Αν κάθε fn είναι αύξουσα στο [a, b], αποδείξτε ότι και η f είναι αύξουσα στο [a, b].

Αν, επιπλέον, η f είναι συνεχής στο [a, b], αποδείξτε ότι fn
ομ→ f στο [a, b].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω x1, x2 ∈ [a, b] με x1 < x2. Τότε για κάθε n ισχύει fn(x1) ≤
fn(x2) και, επειδή fn(x) → f(x) για κάθε x, συνεπάγεται f(x1) ≤ f(x2). Άρα η f είναι αύξουσα
στο [a, b].
Τώρα, έστω ότι η f είναι και συνεχής στο [a, b]. Τότε το σύνολο τιμών της f είναι το διάστημα
[f(a), f(b)].
Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και χωρίζουμε το διάστημα [f(a), f(b)] σε διαστήματα μήκους < ϵ.
Βρίσκουμε, δηλαδή, y0, . . . , ym ώστε να είναι f(a) = y0 < y1 < . . . < ym−1 < ym = f(b) και
να ισχύει

yk − yk−1 <
ϵ
2 για κάθε k = 1, . . . ,m. (14.269)

Τότε υπάρχουν x0, . . . , xm ώστε να είναι a = x0 < x1 < . . . < xm−1 < xm = b και να ισχύει
f(xk) = yk για κάθε k = 0, . . . ,m.
Επειδή fn(xk) → f(xk) για κάθε k = 0, . . . ,m, υπάρχει κάποιος n0 ώστε να ισχύει

|fn(xk)− f(xk)| < ϵ
2 για κάθε n ≥ n0 και κάθε k = 0, . . . ,m. (14.270)

Τώρα, έστω τυχών x ∈ [a, b] οπότε x ∈ [xk−1, xk] για κάποιον k = 1, . . . ,m.
Επειδή η f και κάθε fn είναι αύξουσες, από τις (14.269) και (14.270) συνεπάγεται ότι για n ≥ n0
έχουμε

fn(x)− f(x) ≤ fn(xk)− f(xk−1) < f(xk) +
ϵ
2 − f(xk−1) = yk − yk−1 +

ϵ
2 < ϵ,

fn(x)− f(x) ≥ fn(xk−1)− f(xk) > f(xk−1)− ϵ
2 − f(xk) = yk−1 − yk − ϵ

2 > −ϵ.

Από τις δύο αυτές ανισότητες έχουμε |fn(x)−f(x)| < ϵ. Αυτό ισχύει για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε
n ≥ n0. Άρα fn

ομ→ f στο [a, b].
Παρατήρηση. Υποθέσαμε σιωπηρά ότι f(a) < f(b). Προσαρμόστε την απόδειξη στην περίπτωση
f(a) = f(b). Θα δουλέψετε κατ’ ευθείαν με ολόκληρο το [a, b] χωρίς να χρειαστούν τα ενδιάμεσα
σημεία x1, . . . , xn−1.

Άσκηση 9.2.25. Αποδείξτε το θεώρημα του Dini: Έστω ότι κάθε fn : [a, b] → R είναι συνεχής
στο [a, b] και ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b]. Αν fn

κ.σ.→ f στο [a, b] και αν ισχύει
fn+1(x) ≤ fn(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n, τότε fn

ομ→ f στο [a, b].

Λύση: Έστω fn
ομ
̸→ f στο [a, b]. Δηλαδή ∥fn − f∥[a,b] ̸→ 0.

Επομένως, υπάρχει ϵ > 0 και υποακολουθία (fnk
) της (fn) ώστε να ισχύει ∥fnk

− f∥[a,b] > ϵ για
κάθε k.
Επειδή ∥fnk

− f∥[a,b] = sup{|fnk
(x) − f(x)| |x ∈ [a, b]}, συνεπάγεται ότι για κάθε k υπάρχει

xk ∈ [a, b] ώστε να ισχύει

|fnk
(xk)− f(xk)| > ϵ για κάθε k. (14.271)

Από το θεώρημα των Bolzano - Weierstrass συνεπάγεται ότι υπάρχει υποακολουθία (xkl) της (xk)
ώστε xkl → ξ για κάποιον ξ ∈ [a, b].
Επειδή fn(ξ) → f(ξ), συνεπάγεται fnkl

(ξ) → f(ξ). Οπότε υπάρχει l0 ώστε να ισχύει

|fnkl0
(ξ)− f(ξ)| < ϵ.

Όμως, η fnkl0
−f είναι συνεχής στον ξ, οπότε, λόγω της τελευταίας ανισότητας για τον ξ, υπάρχει

δ > 0 ώστε να ισχύει

|fnkl0
(x)− f(x)| < ϵ για κάθε x ∈ [a, b] με |x− ξ| < δ. (14.272)
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Επειδή ισχύει fn+1(x) ≤ fn(x) για κάθε x ∈ [a, b] και κάθε n, έχουμε ότι για κάθε x ∈ [a, b] η
απόσταση |fn(x)−f(x)| = fn(x)−f(x) μειώνεται καθώς αυξάνεται ο n, οπότε από την (14.272)
συνεπάγεται ότι ισχύει

|fnkl
(x)− f(x)| < ϵ για κάθε x ∈ [a, b] με |x− ξ| < δ και κάθε l ≥ l0. (14.273)

Όμως, ισχύει τελικά |xkl − ξ| < δ, οπότε από την τελευταία σχέση παίρνουμε ότι ισχύει τελικά

|fnkl
(xkl)− f(xkl)| < ϵ

και καταλήγουμε σε άτοπο λόγω της (14.271).

Άσκηση 9.3.2. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] με την ιδιότητα:
∫ b
a x

nf(x) dx = 0 για κάθε
n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε ότι f = 0.

Λύση: Έστω τυχών ϵ > 0.
Τότε υπάρχει πολυώνυμο P (x) ώστε να ισχύει |P (x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ [a, b].
Βάσει της υπόθεσης, έχουμε

∫ b
a f(x)P (x) dx = 0.

Συνεπάγεται

0 ≤
∫ b
a (f(x))

2 dx =
∫ b
a f(x)(f(x)− P (x)) dx ≤

∫ b
a |f(x)||f(x)− P (x)| dx ≤ ϵ

∫ b
a |f(x)| dx.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, συνεπάγεται ότι
∫ b
a (f(x))

2 dx = 0 και άρα ισχύει f(x) = 0
για κάθε x ∈ [a, b].

Άσκηση 9.3.3. [α]Έστω f : [1,+∞) → R συνεχής στο [1,+∞) και έστω ότι το limx→+∞ f(x) εί-
ναι αριθμός. Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει πολυώνυμοP (x)ώστε να ισχύει |P ( 1x)−f(x)| ≤
ϵ για κάθε x ≥ 1.

Υπόδειξη: Έστω l = limx→+∞ f(x). Θεωρήστε την g : (0, 1] → R με τύπο g(t) = f(1t ) για κάθε
t ∈ (0, 1]. Η g είναι συνεχής στο (0, 1]. Να ορίσετε g(0) = l και να εφαρμόσετε το θεώρημα του
Weierstrass στην g : [0, 1] → R.

Άσκηση 9.3.4. Ορίζουμε, για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0, συναρτήσειςWn : R → R επαγωγικά ως εξής:
W0(x) = 0 καιWn+1(x) = Wn(x) +

1
2

(
x2 − (Wn(x))

2
)
για κάθε x και κάθε n ≥ 0. Αποδείξτε

ότι για κάθε n τοWn(x) είναι άρτιο πολυώνυμο βαθμού 2n και ότιWn(x)
ομ→ |x| στο [−1, 1].

Έστω ξ ∈ [a, b] και η συνάρτηση ϕξ(x) =

{
0, αν a ≤ x ≤ ξ

x− ξ, αν ξ ≤ x ≤ b
Αποδείξτε, βάσει του προηγου-

μένου, ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Tn) ώστε Tn
ομ→ ϕξ στο [a, b].

Μια συνάρτηση g : [a, b] → R χαρακτηρίζεται τμηματικά αφφινική αν υπάρχουν ξ0, . . . , ξm ώστε
a = ξ0 < · · · < ξm = b και η g είναι αφφινική σε καθένα από τα ανοικτά υποδιαστήματα
(ξ0, ξ1), . . . , (ξm−1, ξm).
Έστω ότι η g : [a, b] → R είναι τμηματικά αφφινική και συνεχής στο [a, b] και έστω ότι ο τύπος
της g σε κάθε [ξk−1, ξk] είναι g(x) = λk(x − ξk−1) + g(ξk−1). Τέλος, θεωρήστε µ1 = λ1 και
µk = λk − λk−1 για k = 2, . . . ,m.
Αποδείξτε ότι ισχύει g(x) = g(a) + µ1ϕξ0(x) + · · ·+ µmϕξm−1(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (Pn) ώστε Pn
ομ→ g στο [a, b].

Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και ϵ > 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει g : [a, b] → R τμηματικά
αφφινική και συνεχής στο [a, b] ώστε να ισχύει |g(x)− f(x)| ≤ ϵ για κάθε x ∈ [a, b].
Αποδείξτε με δεύτερο τρόπο το θεώρημα του Weierstrass.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε W1(x) = 1
2x

2, οπότε το W1(x) είναι πολυώνυμο βαθμού
2 = 21. Παρατηρούμε ότι από τον αναδρομικό τύπο Wn+1(x) = Wn(x) +

1
2

(
x2 − (Wn(x))

2
)

συνεπάγεται ότι ο βαθμός τουWn+1(x) είναι διπλάσιος του βαθμού τουWn(x). Άρα με την αρχή
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της επαγωγής είναι προφανές ότι τοWn(x) είναι πολυώνυμο βαθμού 2n.
Πάλι με την αρχή της επαγωγής βλέπουμε εύκολα ότι τοWn(x) είναι άρτιο πολυώνυμο.
Κατόπιν, έστω |x| ≤ 1.
Για απλότητα στον συμβολισμό θέτουμε an = Wn(x) και έχουμε την ακολουθία (an) η οποία
ικανοποιεί τον αναδρομικό τύπο

a0 = 0 και an+1 = an + 1
2(x

2 − an
2) για κάθε n ≥ 0.

Τότε είναι a1 = 1
2x

2, a2 = x2 − 1
8x

4 και παρατηρούμε ότι 0 = a0 ≤ a1 ≤ a2. Έτσι σκεφτόμαστε
μήπως η (an) είναι αύξουσα και ελέγχουμε αν ισχύει an ≤ an+1. Αυτό ισοδυναμεί με an ≤
an + 1

2(x
2 − an

2) κι αυτό με an2 ≤ x2 κι αυτό με |an| ≤ |x|.
Θα προσπαθήσουμε να αποδείξουμε, λοιπόν, ότι ισχύει 0 ≤ an ≤ |x| για κάθε n ≥ 0, οπότε θα
έχουμε αποδείξει ότι η (an) είναι αύξουσα και, ταυτόχρονα, άνω φραγμένη.
Η 0 ≤ an ≤ |x| ισχύει για n = 0 και έστω ότι ισχύει για κάποιον n ≥ 0. Τότε είναι |an| ≤ |x| και,
όπως ήδη αποδείξαμε, συνεπάγεται an ≤ an+1 και άρα 0 ≤ an+1. Επίσης, η ανισότητα an+1 ≤ |x|
ισοδυναμεί με την an + 1

2(x
2 − an

2) ≤ |x| κι αυτή με την (|x| − an)(2− |x| − an) ≥ 0. Αυτή η
τελευταία ανισότητα ισχύει διότι an ≤ |x| και an + |x| ≤ 2|x| ≤ 2.
Άρα η (an) είναι αύξουσα και φραγμένη και, επομένως, συγκλίνει. Αν an → l, τότε από τον τύπο
an+1 = an +

1
2(x

2 − an
2) συνεπάγεται l = l+ 1

2(x
2 − l2), οπότε l = ±|x|. Επειδή ισχύει an ≥ 0

για κάθε n, έχουμε ότι l ≥ 0 και άρα l = |x|.
Επομένως, ισχύειWn(x) → |x| για κάθε x ∈ [−1, 1]. Δηλαδή,Wn(x)

κ.σ.→ |x| στο [−1, 1].
Για την απόδειξη της ομοιόμορφης σύγκλισης χρησιμοποιούμε το ότι ισχύει 0 ≤Wn(x) ≤ |x| για
κάθε x ∈ [−1, 1] (πρόκειται για την ανισότητα 0 ≤ an ≤ |x| που αποδείξαμε προηγουμένως) και
ορίζουμε τη συνάρτηση

fn(x) = |x| −Wn(x).

Τότε έχουμε ότι ισχύει 0 ≤ fn(x) ≤ |x| για κάθε x ∈ [−1, 1] και από τον αναδρομικό τύπο για
τουςWn(x) προκύπτει ο τύπος

fn+1(x) = fn(x)
(
1− |x|+ 1

2fn(x)
)
.

Τώρα ορίζουμε μια ακολουθία (ϵn) με τον αναδρομικό τύπο

ϵ0 = 1 και ϵn+1 = ϵn
2+ϵn
2+2ϵn

για κάθε n ≥ 0.

Είναι επαγωγικά σαφές ότι ισχύει ϵn ≥ 0 για κάθε n ≥ 0 καθώς και ότι ισχύει ϵn+1 ≤ ϵn για κάθε
n ≥ 0. Άρα η (ϵn) συγκλίνει σε αριθμό≥ 0 και αν ϵn → l βλέπουμε αμέσως από τον αναδρομικό
τύπο ότι l = 0. Άρα ϵn → 0.
Τώρα, προφανώς, ισχύει 0 ≤ f0(x) ≤ ϵ0 για κάθε x ∈ [−1, 1].
Έστω ότι ισχύει 0 ≤ fn(x) ≤ ϵn για κάθε x ∈ [−1, 1].
Αν |x| ≤ ϵn+1, τότε 0 ≤ fn+1(x) ≤ |x| ≤ ϵn+1. Αν ϵn+1 ≤ |x| ≤ 1, τότε από τον αναδρομικό
τύπο του fn(x) συνεπάγεται

0 ≤ fn+1(x) ≤ ϵn
(
1− ϵn+1 +

1
2ϵn

)
= ϵn+1.

Άρα ισχύει 0 ≤ fn+1(x) ≤ ϵn+1 για κάθε x ∈ [−1, 1].
Αποδείξαμε, λοιπόν, επαγωγικά ότι ισχύει 0 ≤ fn(x) ≤ ϵn για κάθε x ∈ [−1, 1]. Αυτό συνεπάγε-
ται ότι ∥fn∥[−1,1] ≤ ϵn και, επειδή ϵn → 0, συνεπάγεται ∥fn∥[−1,1] → 0 και άρα Wn(x)

ομ→ |x|
στο [−1, 1].
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω µ = max{ξ − a, b− ξ}. Θεωρούμε τα πολυώνυμα

Tn(x) =
1
2(x− ξ) + µ

2Wn

(x−ξ
µ

)
.

Αν x ∈ [a, b], τότε x−ξ
µ ∈ [−1, 1] και, επομένως,

Tn(x)
ομ→ 1

2(x− ξ) + µ
2

∣∣x−ξ
µ

∣∣ = ϕξ(x) στο [a, b].

797



Το τρίτο ερώτημα. Από τον τύπο της g σε κάθε διάστημα [ξk−1, ξk] έχουμε ότι

g(ξk)− g(ξk−1) = λk(ξk − ξk−1).

Τώρα, έστω τυχών x ∈ [a, b]. Τότε x ∈ [ξk−1, ξk] για κάποιον k = 1, . . . ,m, οπότε

g(a) +
∑m

j=1 µjϕξj−1
(x) = g(ξ0) +

∑k
j=1 µj(x− ξj−1)

= g(ξ0) + µ1(x− ξ0) +
∑k

j=2(λj − λj−1)(x− ξj−1)

= g(ξ0) + λ1(x− ξ0) +
∑k

j=2 λj(x− ξj−1)−
∑k

j=2 λj−1(x− ξj−1)

= g(ξ0) + λ1(x− ξ0) +
∑k

j=2 λj(x− ξj−1)−
∑k−1

j=1 λj(x− ξj)

= g(ξ0) + λ1(x− ξ0) +
∑k−1

j=2 λj(x− ξj−1) + λk(x− ξk−1)

− λ1(x− ξ1)−
∑k−1

j=2 λj(x− ξj)

= g(ξ0) + λ1(ξ1 − ξ0) +
∑k−1

j=2 λj(ξj − ξj−1) + λk(x− ξk−1)

= g(ξ1) +
∑k−1

j=2(g(ξj)− g(ξj−1)) + λk(x− ξk−1)

= g(ξk−1) + λk(x− ξk−1) = g(x).

Το τέταρτο ερώτημα. Από το αποτέλεσμα του δεύτερου ερωτήματος συνεπάγεται ότι για κάθε
ϕξj (x) υπάρχει αντίστοιχη ακολουθία πολυωνύμων (Tj,n(x)) ώστε Tj,n(x)

ομ→ ϕξj (x) στο [a, b].
Για κάθε n σχηματίζουμε το πολυώνυμο Pn(x) = g(a) +

∑m
j=1 µjTj−1,n(x) και έχουμε ότι

Pn(x)
ομ→ g(a) +

∑m
j=1 µjϕξj−1

(x) = g(x) στο [a, b].

Το πέμπτο ερώτημα. Έστω ϵ > 0. Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b], οπότε υπάρχει δ > 0
ώστε να ισχύει |f(x′)− f(x′′)| < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ [a, b] με |x′ − x′′| < δ.
Υποδιαιρούμε το [a, b] σε υποδιαστήματα [ξk−1, ξk] όπως στο τρίτο ερώτημα, ώστε να ισχύει
ξk − ξk−1 < δ για κάθε k = 1, . . . ,m.
Κατόπιν, σχηματίζουμε την τμηματικά αφφινική και συνεχή συνάρτηση g όπως στο τρίτο ερώτημα
έτσι ώστε να είναι g(ξk) = f(ξk) για κάθε k = 0, . . . ,m.
Τώρα είναι εύκολο να αποδείξει κάποιος ότι ισχύει |g(x) − f(x)| < ϵ για κάθε x ∈ [a, b]. Μπο-
ρείτε να το αποδείξετε σε κάθε υποδιάστημα [ξk−1, ξk].
Το έκτο ερώτημα. Έστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και ϵ > 0. Τότε, σύμφωνα με το απο-
τέλεσμα του πέμπτου ερωτήματος, υπάρχει g : [a, b] → R τμηματικά αφφινική και συνεχής στο
[a, b] ώστε να ισχύει |g(x)− f(x)| ≤ ϵ

2 για κάθε x ∈ [a, b]. Και τότε, σύμφωνα με το αποτέλεσμα
του τέταρτου ερωτήματος, υπάρχει πολυώνυμο P (x) ώστε να ισχύει |P (x)− g(x)| ≤ ϵ

2 για κάθε
x ∈ [a, b]. Άρα ισχύει

|P (x)− f(x)| ≤ |P (x)− g(x)|+ |g(x)− f(x)| ≤ ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ για κάθε x ∈ [a, b].

14.10 Κεφάλαιο 10.

Άσκηση 10.1.1. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
x sin(n2x)

n2 .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στο R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Πρώτον, θα αποδείξουμε ότι η σειρά συγκλίνει (ως σειρά αριθμών) για
κάθε x. Γράφουμε: ∑+∞

n=1

∣∣x sin(n2x)
n2

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1

|x|
n2 = |x|

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞.
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Άρα η σειρά συγκλίνει, και μάλιστα απολύτως, για κάθε x.
Τώρα ορίζουμε

s(x) =
∑+∞

n=1
x sin(n2x)

n2 για κάθε x

και έτσι ορίζεται η συνάρτηση s στο R και∑+∞
n=1

x sin(n2x)
n2

κ.σ.
= s(x) στο R.

Σχόλιο. Όταν έχουμε να αποδείξουμε ότι μια σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn συγκλίνει σε κάποια
συνάρτηση κατά σημείο σε ένα σύνολοA, παίρνουμε έναν τυχόντα x ∈ A, τόν θεωρούμε σταθερό
και αποδεικνύουμε ότι η σειρά (αριθμών)

∑+∞
n=1 fn(x) συγκλίνει (φυσικά, σε αριθμό). Κατόπιν,

ορίζουμε s(x) =
∑+∞

n=1 fn(x) για κάθε x ∈ A. Έτσι ορίζεται συνάρτηση s στοA και έχουμε ότι η
σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 fn συγκλίνει στην s κατά σημείο στο A και γράφουμε

∑+∞
n=1 fn

κ.σ.
= s

στο A.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω a > 0. Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στο διάστημα
[−a, a]. Έχουμε ∣∣x sin(n2x)

n2

∣∣ ≤ |x|
n2 ≤ a

n2 για κάθε x ∈ [−a, a]

και, επειδή ∑+∞
n=1

a
n2 = a

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,

συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1
x sin(n2x)

n2 συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [−a, a]:∑+∞
n=1

x sin(n2x)
n2

ομ
= s(x) στο [−a, a].

Το τρίτο ερώτημα. Αν είχαμε αποδείξει ότι η σειρά συναρτήσεων συγκλίνει στην s ομοιόμορφα
στο R, τότε, επειδή κάθε συνάρτηση x sin(n2x)

n2 είναι συνεχής στο R, θα συμπεραίναμε ότι η s είναι
συνεχής στο R.
Όμως, αυτό που έχουμε αποδείξει είναι ότι η σειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα σε κάθε διάστημα
[−a, a]. Άρα η s είναι συνεχής σε κάθε διάστημα [−a, a] και από αυτό θα αποδείξουμε ότι η s είναι
συνεχής στο R.
Θεωρούμε τυχόντα x0. Κατόπιν βρίσκουμε έναν a0 έτσι ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό σημείο του
[−a0, a0], δηλαδή έτσι ώστε να είναι x0 ∈ (−a0, a0). Για να το κάνουμε αυτό, αρκεί να πάρουμε
a0 > |x0|.
Τώρα, γνωρίζουμε ότι η s είναι συνεχής στο [−a0, a0] και, επομένως, η s είναι συνεχής στον x0.
Προσέξτε: φροντίζουμε να είναι ο x0 εσωτερικό σημείο του [−a0, a0], διότι, αν ο x0 ήταν άκρο
του [−a0, a0], θα συμπεραίναμε ότι η s είναι συνεχής στον x0 μόνο από τη μία πλευρά του.
Άρα η s είναι συνεχής στον τυχόντα x0, οπότε είναι συνεχής στο R.

Άσκηση 10.1.2. [α] Έστω p > 2. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
sin(nx)

np .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι η s′(x) είναι συνεχής στο R.
[β] Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

x
(nx+1)2

.
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) δεν είναι συνεχής στον 0 και ότι limx→+∞ s(x) = 0 και limx→0+ s(x) = 1.
Τέλος, αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [0,+∞).

Λύση: [α] Το πρώτο ερώτημα. Ισχύει
∣∣ sin(nx)

np

∣∣ ≤ 1
np για κάθε x. Επομένως, βάσει του κριτηρίου

του Weierstrass, επειδή
∑+∞

n=1
1
np < +∞ (διότι p > 2 > 1), η σειρά

∑+∞
n=1

sin(nx)
np συγκλίνει σε

κάποια συνάρτηση, έστω s(x), ομοιόμορφα στο R.
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Το δεύτερο ερώτημα. Τώρα θεωρούμε τη σειρά των παραγώγων συναρτήσεων:∑+∞
n=1

d
dx

sin(nx)
np =

∑+∞
n=1

cos(nx)
np−1 .

Επειδή
∣∣ cos(nx)

np−1

∣∣ ≤ 1
np−1 για κάθε x και επειδή

∑+∞
n=1

1
np−1 < +∞ (διότι p − 1 > 1), η σειρά∑+∞

n=1
cos(nx)
np−1 συγκλίνει, βάσει του κριτηρίου του Weierstrass, σε κάποια συνάρτηση, έστω t(x),

ομοιόμορφα στο R.
Έχουμε, λοιπόν, ότι η αρχική σειρά συγκλίνει για μία τουλάχιστον τιμή του x (διότι συγκλίνει
ομοιόμορφα στο R και, επομένως, για κάθε τιμή του x) και ότι η σειρά των παραγώγων συναρτή-
σεων συγκλίνει ομοιόμορφα στο R. Συμπεραίνουμε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι
ισχύει

s′(x) = d
dx

∑+∞
n=1

sin(nx)
np =

∑+∞
n=1

d
dx

sin(nx)
np =

∑+∞
n=1

cos(nx)
np−1 για κάθε x.

Επειδή κάθε συνάρτηση cos(nx)
np−1 είναι συνεχής στο R και επειδή η

∑+∞
n=1

cos(nx)
np−1 συγκλίνει ομοιό-

μορφα στο R, συνεπάγεται ότι η s′(x) είναι συνεχής στο R.
[β] Το πρώτο ερώτημα. Έστω x ∈ [0,+∞).
Αν x = 0, η σειρά γράφεται

∑+∞
n=1 0 = 0.

Αν x > 0, τότε ∑+∞
n=1

x
(nx+1)2

≤
∑+∞

n=1
x

n2x2 = 1
x

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,

οπότε η
∑+∞

n=1
x

(nx+1)2
, ως σειρά μη-αρνητικών όρων, συγκλίνει.

Άρα η σειρά συγκλίνει για κάθε x ∈ [0,+∞) και, αν ορίσουμε

s(x) =
∑+∞

n=1
x

(nx+1)2
για κάθε x ∈ [0,+∞),

έχουμε συνάρτηση s στο [0,+∞) και∑+∞
n=1

x
(nx+1)2

κ.σ.
= s(x) στο [0,+∞).

Το δεύτερο ερώτημα. Έστω a > 0. Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στο [a,+∞).
Έχουμε ∣∣ x

(nx+1)2

∣∣ = x
(nx+1)2

≤ x
n2x2 = 1

xn2 ≤ 1
an2 για κάθε x ∈ [a,+∞)

και ∑+∞
n=1

1
an2 = 1

a

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Το τρίτο ερώτημα. Ξέρουμε ότι η σειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα σε κάθε διάστημα [a,+∞),
όπου a > 0, και, επειδή κάθε συνάρτηση x

(nx+1)2
είναι συνεχής στο [a,+∞), συμπεραίνουμε ότι

η s είναι συνεχής σε κάθε [a,+∞).
Θεωρούμε x0 ∈ (0,+∞) και, κατόπιν, έναν κατάλληλο a0 > 0 ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό
σημείο του [a0,+∞). Δηλαδή, παίρνουμε κάποιον a0 με 0 < a0 < x0. Επειδή η s είναι συνεχής
στο [a0,+∞), είναι συνεχής στον x0.
Άρα η s είναι συνεχής στον τυχόντα x0 ∈ (0,+∞), οπότε είναι συνεχής στο (0,+∞).
Για να αποδείξουμε κάτι για την παραγωγισιμότητα της s, πρέπει να κοιτάξουμε τη σειρά των
παραγώγων συναρτήσεων, η οποία είναι η∑+∞

n=1
d
dx

x
(nx+1)2

=
∑+∞

n=1
1−nx

(nx+1)3
.

Για x = 0 η σειρά αυτή δεν συγκλίνει:
∑+∞

n=1 1 = +∞.
Για τυχόντα x > 0 έχουμε∑+∞

n=1

∣∣ 1−nx
(nx+1)3

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1

1+nx
(nx+1)3

=
∑+∞

n=1
1

(nx+1)2
≤

∑+∞
n=1

1
n2x2 = 1

x2

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,
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οπότε η σειρά
∑+∞

n=1
1−nx

(nx+1)3
συγκλίνει.

Άρα η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση t κατά σημείο στο
(0,+∞) και η t έχει τύπο

t(x) =
∑+∞

n=1
1−nx

(nx+1)3
για x ∈ (0,+∞).

Τώρα θα δούμε ότι η συνάρτηση t είναι η παράγωγος της συνάρτησης s στο (0,+∞).
Έστω a > 0. Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στη σειρά των παραγώγων συναρτή-
σεων στο [a,+∞):∣∣ d

dx
x

(nx+1)2

∣∣ = ∣∣ 1−nx
(nx+1)3

∣∣ ≤ 1+nx
(nx+1)3

= 1
(nx+1)2

≤ 1
n2x2 ≤ 1

n2a2
για x ∈ [a,+∞)

και, επειδή ∑+∞
n=1

1
n2a2

= 1
a2

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,

συνεπάγεται ότι η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων συγκλίνει στη συνάρτηση t ομοιόμορφα
στο [a,+∞).
Επειδή η σειρά των αρχικών συναρτήσεων συγκλίνει για έναν τουλάχιστον ξ ∈ [a,+∞) (έχουμε
δει ότι συγκλίνει για κάθε x ∈ [a,+∞)), συνεπάγεται ότι η συνάρτηση s είναι παραγωγίσιμη στο
[a,+∞) και ότι ισχύει s′(x) = t(x) για κάθε x ∈ [a,+∞).
Τώρα, όπως στην περίπτωση της συνέχειας, θα εκμεταλλευτούμε ότι ο a είναι τυχών θετικός αριθ-
μός.
Έστω x0 ∈ (0,+∞). Θεωρούμε έναν κατάλληλο a0 > 0 ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό σημείο
του [a0,+∞). Επειδή η s είναι παραγωγίσιμη στο [a0,+∞) και ισχύει s′(x) = t(x) για κάθε
x ∈ [a,+∞), η s είναι παραγωγίσιμη στον x0 και ισχύει s′(x0) = t(x0).
Επειδή ο x0 ∈ (0,+∞) είναι τυχών, η s είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και ισχύει

s′(x) = t(x) =
∑+∞

n=1
1−nx

(nx+1)3
για κάθε x ∈ (0,+∞).

Για να δούμε ότι η s είναι δύο φορές παραγωγίσμη στο (0,+∞) ή, ισοδύναμα, ότι η t είναι πα-
ραγωγίσμη στο (0,+∞), επαναλαμβάνουμε ό,τι κάναμε προηγουμένως αλλά για τη σειρά των
παραγώγων συναρτήσεων της σειράς συναρτήσεων που ορίζει την t, δηλαδή την∑+∞

n=1
d
dx

1−nx
(nx+1)3

=
∑+∞

n=1
2n2x−4n
(nx+1)4

.

Για τυχόντα x > 0 έχουμε∑+∞
n=1

∣∣2n2x−4n
(nx+1)4

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1

2n2x+4n
(nx+1)4

≤
∑+∞

n=1
4n2x+4n
(nx+1)4

=
∑+∞

n=1
4n

(nx+1)3
≤

∑+∞
n=1

4n
n3x3

= 4
x3

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,

οπότε η σειρά
∑+∞

n=1
2n2x−4n
(nx+1)4

συγκλίνει.
Άρα η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση u κατά σημείο στο
(0,+∞) και η u έχει τύπο

u(x) =
∑+∞

n=1
2n2x−4n
(nx+1)4

για x ∈ (0,+∞).

Τώρα θα δούμε ότι η συνάρτηση u είναι η παράγωγος της συνάρτησης t στο (0,+∞).
Έστω a > 0. Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στη σειρά των παραγώγων συναρτή-
σεων στο [a,+∞):∣∣ d

dx
1−nx

(nx+1)3

∣∣ = ∣∣2n2x−4n
(nx+1)4

∣∣ ≤ 2n2x+4n
(nx+1)4

≤ 4n2x+4n
(nx+1)4

= 4n
(nx+1)3

≤ 4n
n3x3 ≤ 4

n2a3
για x ∈ [a,+∞)
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και, επειδή ∑+∞
n=1

4
n2a3

= 4
a3

∑+∞
n=1

1
n2 < +∞,

συνεπάγεται ότι η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων συγκλίνει στην συνάρτηση u ομοιόμορφα
στο [a,+∞).
Επειδή η σειρά των αρχικών συναρτήσεων συγκλίνει για έναν τουλάχιστον ξ ∈ [a,+∞) (έχουμε
δει ότι συγκλίνει για κάθε x ∈ [a,+∞)), συνεπάγεται ότι η συνάρτηση t είναι παραγωγίσιμη στο
[a,+∞) και ότι ισχύει t′(x) = u(x) για κάθε x ∈ [a,+∞).
Τώρα, έστω x0 ∈ (0,+∞). Θεωρούμε έναν κατάλληλο a0 > 0 ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό
σημείο του [a0,+∞). Η t είναι παραγωγίσιμη στο [a0,+∞) και ισχύει t′(x) = u(x) για κάθε
x ∈ [a,+∞), οπότε η t είναι παραγωγίσιμη στον x0 και ισχύει t′(x0) = u(x0).
Επειδή ο x0 ∈ (0,+∞) είναι τυχών, η t είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και ισχύει

s′′(x) = t′(x) = u(x) =
∑+∞

n=1
2n2x−4n
(nx+1)4

για κάθε x ∈ (0,+∞).

Άρα η s είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,+∞).
Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται επαγωγικά και έτσι αποδεικνύεται ότι η s είναι άπειρες φορές
παραγωγίσμη στο (0,+∞). Μπορείτε, αν θέλετε, να δοκιμάσετε την επόμενη παράγωγο. Θα πα-
ρατηρήσετε ότι και πάλι η κατάσταση θα κριθεί από τη σύγκλιση της σειράς

∑+∞
n=1

1
n2 .

Σχόλιο. Αν προσπαθήσουμε να αποδείξουμε ότι η αρχική σειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα στο
[0,+∞) (και όχι μόνο στο [a,+∞)) θα πρέπει να εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στο
[0,+∞). Πρέπει, δηλαδή, να βρούμε αριθμούς Mn ώστε να ισχύει | x

(nx+1)2
| ≤ Mn για κάθε

x ∈ [0,+∞) και οιMn να είναι αρκετά μικροί ώστε η σειρά
∑+∞

n=1Mn να συγκλίνει. Θα βρούμε,
λοιπόν, τον μικρότερο δυνατόMn, δηλαδή το μικρότερο φράγμα της μη-αρνητικής συνάρτησης

x
(nx+1)2

στο [0,+∞). Υπολογίζουμε την παράγωγο d
dx

x
(nx+1)2

= 1−nx
(nx+1)3

και βλέπουμε ότι η
συνάρτηση x

(nx+1)2
είναι αύξουσα στο διάστημα [0, 1n ] και φθίνουσα στο [

1
n ,+∞), οπότε έχει μέ-

γιστη τιμή στον x = 1
n , η οποία είναι ίση με

1
4n . Επομένως, οMn = 1

4n είναι ο ελάχιστοςMn που
μπορούμε να βρούμε. Δυστυχώς, η σειρά

∑+∞
n=1Mn =

∑+∞
n=1

1
4n δεν συγκλίνει. Άρα το κριτήριο

του Weierstrass αποτυγχάνει να αποδείξει ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,+∞).
Προσέξτε: Αυτό δεν σημαίνει ότι η σειρά δεν συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,+∞). Δεν αποκλείεται
να υπάρχει άλλος τρόπος, διαφορετικός από το κριτήριο του Weierstrass, που να αποδεικνύει την
ομοιόμορφη σύγκλιση της σειράς. Μάλιστα, στο βιβλίο υπάρχουν και τα κριτήρια των Dirichlet
και Abel, στο θεώρημα 10.1, που χρησιμεύουν για την απόδειξη της ομοιόμορφης σύγκλισης σει-
ράς συναρτήσεων σε διάφορες περιπτώσεις στις οποίες δεν δίνει συμπέρασμα το κριτήριο του
Weierstrass.
Το τέταρτο ερώτημα. Για να υπολογίσουμε τα όρια της s στον 0 και στο +∞, θα προσπαθήσουμε
να βρούμε κάποιες καλές εκτιμήσεις για την s και θα θυμηθούμε το ολοκληρωτικό κριτήριο για
εκτιμήσεις σειρών.
Παρατηρούμε ότι για κάθε x > 0 οι όροι της σειράς

∑+∞
n=1

x
(nx+1)2

είναι μη-αρνητικοί και ότι φθί-
νουν όταν ο n μεγαλώνει. Επομένως, θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο f(t) = x

(tx+1)2
για t ≥ 1

η οποία είναι φθίνουσα και συνεχής στο [1,+∞) και ισχύει f(n) = x
(nx+1)2

για κάθε φυσικό n.
Άρα ∫ +∞

1
x

(tx+1)2
dt ≤

∑+∞
n=1

x
(nx+1)2

≤ x
(x+1)2

+
∫ +∞
1

x
(tx+1)2

dt. (14.274)

Υπολογίζουμε το γενικευμένο ολοκλήρωμα:∫ +∞
1

x
(tx+1)2

dt =
∫ +∞
x

1
(t+1)2

dt = 1
x+1 .

Άρα η (14.274) γράφεται:

1
x+1 ≤ s(x) ≤ x

(x+1)2
+ 1

x+1 = 2x+1
(x+1)2

για κάθε x > 0.
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Από την ιδιότητα παρεμβολής έχουμε αμέσως ότι limx→+∞ s(x) = 0 και limx→0+ s(x) = 1.
Επειδή s(0) = 0, η s δεν είναι συνεχής στον 0.
Το όριο limx→+∞ s(x) = 0 αποδεικνύεται πιο εύκολα με την ιδιότητα παρεμβολής βάσει της
ανισότητας:

0 ≤ s(x) =
∑+∞

n=1
x

(nx+1)2
≤

∑+∞
n=1

x
n2x2 = 1

x

∑+∞
n=1

1
n2 = A

x ,

όπου A είναι το άθροισμα (αριθμός) της
∑+∞

n=1
1
n2 .

Τέλος, υπάρχει κι ένας τρίτος τρόπος να βρούμε το όριο στο+∞, χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα
της άσκησης 10.1.21[α]: επειδή μας ενδιαφέρει το όριο στο +∞, περιοριζόμαστε στο διάστημα
[1,+∞) στο οποίο έχουμε ομοιόμορφη σύγκλιση (αντί του 1 μπορούμε να θεωρήσουμε οποιον-
δήποτε a > 0) και τότε έχουμε εναλλαγή των συμβόλων του ορίου στο +∞ και της σειράς και
άρα

limx→+∞ s(x) = limx→+∞
∑+∞

n=1
x

(nx+1)2
=

∑+∞
n=1 limx→+∞

x
(nx+1)2

=
∑+∞

n=1 0 = 0.

Μπορούμε, επίσης, να σκεφτούμε ως εξής (λύνοντας, ουσιαστικά, την άσκηση 10.1.21[α]).
Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [1,+∞), υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣∑+∞

n=n0+1
x

(nx+1)2

∣∣ < ϵ
2 για κάθε x ∈ [1,+∞).

Τώρα, επειδή limx→+∞
∑n0

n=1
x

(nx+1)2
= 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει∣∣∑n0

n=1
x

(nx+1)2

∣∣ < ϵ
2 για κάθε x ∈ [1,+∞) με x > N.

Άρα ισχύει

|s(x)| ≤
∣∣∑n0

n=1
x

(nx+1)2

∣∣+∣∣∑+∞
n=n0+1

x
(nx+1)2

∣∣ < ϵ
2+

ϵ
2 = ϵ για κάθε x ∈ [1,+∞) με x > N.

Άρα limx→+∞ s(x) = 0.
Το πέμπτο ερώτημα. Αν η αρχική σειρά συναρτήσεων συνέκλινε στην s ομοιόμορφα στο [0,+∞),
επειδή κάθε συνάρτηση x

(nx+1)2
είναι συνεχής στο [0,+∞), θα συνεπαγόταν ότι η s είναι συνεχής

στο [0,+∞). Όμως, μόλις είδαμε ότι η s δεν είναι συνεχής στον 0.

Άσκηση 10.1.3. Έστω p > 0 και θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
.

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα σε καθένα από τα (−∞,−a]
και [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο R \ {0}.
Αποδείξτε ότι limx→±∞ s(x) = 0.
Έστω p > 1

2 . Aποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο R και ότι η s(x) είναι
συνεχής και στον 0.
Αποδείξτε ότι, αν p > 1, τότε η s(x) είναι παραγωγίσιμη και στον 0.
Αν 0 < p < 1

2 , αποδείξτε ότι limx→0+ s(x) = +∞. Αν p = 1
2 , βρείτε το limx→0+ s(x) και

αποδείξτε ότι η s(x) είναι φραγμένη στο R, αλλά ασυνεχής στον 0.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Για x = 0 η σειρά γίνεται
∑+∞

n=1 0 = 0.
Για x ̸= 0 η σειρά συγκλίνει απολύτως:∑+∞

n=1

∣∣ x
np(1+nx2)

∣∣ = ∑+∞
n=1

|x|
np(1+nx2)

≤
∑+∞

n=1
|x|

np+1x2 = 1
|x|

∑+∞
n=1

1
np+1 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει κατά σημείο στο R στη συνάρτηση s με τύπο

s(x) =
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
για κάθε x.

803



Το δεύτερο ερώτημα. Για κάθε x στο (−∞,−a] ή στο [a,+∞) ισχύει∣∣ x
np(1+nx2)

∣∣ = |x|
np(1+nx2)

≤ |x|
np+1x2 ≤ 1

np+1|x| ≤
1

np+1a
.

Επειδή ∑+∞
n=1

1
np+1a

= 1
a

∑+∞
n=1

1
np+1 < +∞,

από το κριτήριο του Weierstrass συνεπάγεται ότι η σειρά συγκλίνει στη συνάρτηση s ομοιόμορφα
στο (−∞,−a] και στο [a,+∞).
Το τρίτο ερώτημα. Θεωρούμε τη σειρά των παραγώγων συναρτήσεων:∑+∞

n=1
d
dx

x
np(1+nx2)

=
∑+∞

n=1
1−nx2

np(1+nx2)2
.

Για x = 0 η σειρά αυτή γίνεται
∑+∞

n=1
1
np και συγκλίνει μόνο αν υποθέσουμε, επιπλέον, ότι p > 1.

Για x ̸= 0 η σειρά συγκλίνει απολύτως:∑+∞
n=1

∣∣ 1−nx2

np(1+nx2)2

∣∣ ≤ ∑+∞
n=1

1+nx2

np(1+nx2)2
≤

∑+∞
n=1

1
np(1+nx2)

≤
∑+∞

n=1
1

np+1x2 = 1
x2

∑+∞
n=1

1
np+1 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει κατά σημείο στο R \ {0} στη συνάρτηση t με τύπο

t(x) =
∑+∞

n=1
1−nx2

np(1+nx2)2
για κάθε x ̸= 0.

Όπως είπαμε, αν p > 1, η σειρά συγκλίνει στην συνάρτηση t με τον ίδιο τύπο κατά σημείο στο R.
Τώρα, θα εφαρμόσουμε πάλι το κριτήριο του Weierstrass στα διαστήματα (−∞,−a] και [a,+∞)
για τη σειρά των παραγώγων. Για |x| ≥ a ισχύει∣∣ 1−nx2

np(1+nx2)2

∣∣ ≤ 1+nx2

np(1+nx2)2
= 1

np(1+nx2)
≤ 1

np+1x2 ≤ 1
np+1a2

.

Επειδή ∑+∞
n=1

1
np+1a2

= 1
a2

∑+∞
n=1

1
np+1 < +∞,

συνεπάγεται ότι η σειρά συγκλίνει στην t ομοιόμορφα στο (−∞,−a] και στο [a,+∞).
Συμπεραίνουμε ότι για κάθε x στο (−∞,−a] ή στο [a,+∞) ισχύει

s′(x) = t(x) =
∑+∞

n=1
d
dx

x
np(1+nx2)

=
∑+∞

n=1
1−nx2

np(1+nx2)2
.

Επειδή ο a > 0 είναι τυχών, θα δούμε ότι η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε x στο R \ {0}.
Πράγματι, αν x0 ̸= 0, θεωρούμε a0 > 0 ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό σημείο του (−∞,−a0] ή
του [a0,+∞). (Αρκεί να είναι 0 < a0 < |x0|.) Τότε, όπως αποδείξαμε, η s είναι παραγωγίσιμη
στον x0 και ισχύει s′(x0) = t(x0). Άρα

s′(x) = t(x) =
∑+∞

n=1
1−nx2

np(1+nx2)2
για κάθε x ̸= 0.

Το τέταρτο ερώτημα. Για x > 0 έχουμε

0 ≤ s(x) =
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
≤

∑+∞
n=1

x
np+1x2 = 1

x

∑+∞
n=1

1
np+1 = A

x ,

όπου A είναι ο αριθμός
∑+∞

n=1
1

np+1 .
Άρα limx→+∞ s(x) = 0 και, επειδή η s είναι περιττή, limx→−∞ s(x) = 0.
Μπορούμε να βρούμε το όριο στο +∞, εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα της άσκησης 10.1.21[α].
Έχουμε ομοιόμορφη σύγκλιση στο διάστημα [1,+∞) (μπορούμε να θεωρήσουμε οποιονδήποτε
a > 0 αντί του 1), οπότε μπορούμε να κάνουμε εναλλαγή των συμβόλων του ορίου στο +∞ και
της σειράς και παίρνουμε

limx→+∞ s(x) = limx→+∞
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
=

∑+∞
n=1 limx→+∞

x
np(1+nx2)

=
∑+∞

n=1 0 = 0.
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Ακόμη, μπορούμε να κάνουμε το εξής (λύνοντας, ουσιαστικά, την άσκηση 10.1.21[α]).
Έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [1,+∞), υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣∑+∞

n=n0+1
x

np(1+nx2)

∣∣ < ϵ
2 για κάθε x ∈ [1,+∞).

Τώρα, επειδή limx→+∞
∑n0

n=1
x

np(1+nx2)
= 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει∣∣∑n0

n=1
x

np(1+nx2)

∣∣ < ϵ
2 για κάθε x ∈ [1,+∞) με x > N.

Άρα ισχύει

|s(x)| ≤
∣∣∑n0

n=1
x

np(1+nx2)

∣∣+ ∣∣∑+∞
n=n0+1

x
np(1+nx2)

∣∣ < ϵ
2 +

ϵ
2 = ϵ για x ∈ [1,+∞) με x > N.

Άρα limx→+∞ s(x) = 0.
Το πέμπτο ερώτημα. Από την παράγωγο d

dx
x

np(1+nx2)
= 1−nx2

np(1+nx2)2
βλέπουμε ότι η συνάρτηση

x
np(1+nx2)

είναι φθίνουσα στο (−∞,− 1√
n
], αύξουσα στο [− 1√

n
, 1√

n
] και φθίνουσα στο [ 1√

n
,+∞).

Επίσης, έχουμε ότι οι τιμές της στα − 1√
n
και 1√

n
είναι − 1

2np
√
n
και 1

2np
√
n
, αντιστοίχως, και ότι

limx→±∞
x

np(1+nx2)
= 0. Άρα η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή της συνάρτησης είναι οι − 1

2nρ
√
n

και 1
2nρ
√
n
, αντιστοίχως, και, επομένως,∣∣ x

np(1+nx2)

∣∣ ≤ 1
2np
√
n
= 1

2np+(1/2)

για κάθε x ∈ R. Αν p > 1
2 , τότε ∑+∞

n=1
1

2np+(1/2) < +∞,

οπότε από το κριτήριο τουWeierstrass συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
συγκλίνει στην s ομοιό-

μορφα στο R.
Επειδή κάθε συνάρτηση x

np(1+nx2)
είναι συνεχής στο R, συνεπάγεται ότι και η συνάρτηση s(x),

η οποία ορίζεται από την σειρά, είναι συνεχής στο R.
Το έκτο ερώτημα. Αν p > 1, ξανακοιτάμε τη σειρά των παραγώγων και εφαρμόζουμε το κριτήριο
του Weierstrass.
Για κάθε x ισχύει ∣∣ 1−nx2

np(1+nx2)2

∣∣ ≤ 1+nx2

np(1+nx2)2
= 1

np(1+nx2)
≤ 1

np .

Επειδή
∑+∞

n=1
1
np < +∞, η σειρά των παραγώγων συγκλίνει στην t ομοιόμορφα στο R. Άρα η s

είναι παραγωγίσιμη στο R.
Το έβδομο ερώτημα. Η συνάρτηση f(t) = x

tp(1+tx2)
είναι φθίνουσα στο [1,+∞) και άρα για x > 0

έχουμε ∫ +∞
1

x
tp(1+tx2)

dt ≤ s(x) =
∑+∞

n=1
x

np(1+nx2)
≤ x

1+x2 +
∫ +∞
1

x
tp(1+tx2)

dt. (14.275)

Προσπαθούμε να εκτιμήσουμε το
∫ +∞
1

x
tp(1+tx2)

dt και γράφουμε∫ +∞
1

x
tp(1+tx2)

dt = 1
x1−2p

∫ +∞
x2

1
up(1+u) du = 1

(1−p)x1−2p

∫ +∞
x2(1−p)

1
1+s1/(1−p) ds. (14.276)

Άρα, αν 0 < x ≤ 1, από την αριστερή ανισότητα (14.275) και από την (14.276) συνεπάγεται

s(x) ≥ 1
(1−p)x1−2p

∫ +∞
1

1
1+s1/(1−p) ds ≥ 1

(1−p)x1−2p

∫ +∞
1

1
2s1/(1−p) ds =

1
2px1−2p

και, επομένως, αν 0 < p < 1
2 , συνεπάγεται ότι limx→0+ s(x) = +∞.

Αν p = 1
2 , τότε η (14.276) γίνεται∫ +∞

1
x

t1/2(1+tx2)
dt = 2

∫ +∞
x

1
1+s2

ds = 2
(
π
2 − arctanx

)
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και από την (14.275) συνεπάγεται ότι για x > 0 έχουμε

2
(
π
2 − arctanx

)
≤ s(x) ≤ x

1+x2 + 2
(
π
2 − arctanx

)
.

Από το κριτήριο παρεμβολής συνεπάγεται ότι limx→0+ s(x) = π και άρα η s δεν είναι συνεχής
στον 0.
Επίσης, από την τελευταία διπλή σχέση έχουμε αμέσως ότι για x > 0 ισχύει 0 ≤ s(x) ≤ 1

2 + π.
Άρα η s είναι φραγμένη στο (0,+∞) και, επειδή η s είναι περιττή και s(0) = 0, η s είναι φραγμένη
στο R.

Άσκηση 10.1.4. Έστω η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1

n2+x2 .
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στοR. Ποιά είναι τα σημεία μεγίστου ή ελαχίστου της s(x);
Αποδείξτε ότι limx→±∞ s(x) = 0.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Χρησιμοποιούμε το κριτήριο του Weierstrass και έχουμε∣∣ 1
n2+x2

∣∣ = 1
n2+x2 ≤ 1

n2 για κάθε x

και ∑+∞
n=1

1
n2 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει στη συνάρτηση s ομοιόμορφα στο R, όπου

s(x) =
∑+∞

n=1
1

n2+x2 για κάθε x.

Το δεύτερο ερώτημα. Επειδή κάθε συνάρτηση 1
n2+x2 είναι συνεχής στο R και η σύγκλιση είναι

ομοιόμορφη στο R, συνεπάγεται ότι και η s είναι συνεχής στο R.
Τώρα θεωρούμε τη σειρά των παραγώγων συναρτήσεων:∑+∞

n=1
d
dx

1
n2+x2 =

∑+∞
n=1

−2x
(n2+x2)2

.

Εφαρμόζουμε πάλι το κριτήριο του Weierstrass και έχουμε∣∣ −2x
(n2+x2)2

∣∣ = 2|x|
(n2+x2)(n2+x2)

≤ 2|x|
(n2+x2)2n|x| ≤

1
n3 για κάθε x

και ∑+∞
n=1

1
n3 < +∞.

Άρα η σειρά συγκλίνει στη συνάρτηση t ομοιόμορφα στο R, όπου

t(x) =
∑+∞

n=1
−2x

(n2+x2)2
για κάθε x.

Προηγουμένως χρησιμοποιήσαμε την απλή ανισότητα n2 + x2 ≥ 2n|x|. Επειδή υπάρχει περί-
πτωση να μην “δει” κάποιος αυτήν την ανισότητα, υπάρχει και ο “απ’ ευθείας” τρόπος να βρούμε
τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης

∣∣ −2x
(n2+x2)2

∣∣ = 2|x|
(n2+x2)2

στο R ή, ισοδύναμα (επειδή η συνάρτηση
είναι άρτια), της 2x

(n2+x2)2
στο [0,+∞). Γι αυτό παραγωγίζουμε και έχουμε

d
dx

2x
(n2+x2)2

= 2(n2+x2)2−8x2(n2+x2)
(n2+x2)4

= 2n2−6x2

(n2+x2)3
,

οπότε η συνάρτηση έχει μέγιστη τιμή στο n√
3
. Αυτή η μέγιστη τιμή είναι ίση με 9

8
√
3

1
n3 και άρα

ισχύει ∣∣ −2x
(n2+x2)2

∣∣ ≤ 9
8
√
3

1
n3 για κάθε x.
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Πάλι, λοιπόν, από το κριτήριο του Weierstrass έχουμε ότι η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων
συγκλίνει στην t ομοιόμορφα στο R.
Συμπεραίνουμε ότι η s είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι ισχύει

s′(x) = t(x) = −
∑+∞

n=1
2x

(n2+x2)2
για κάθε x.

Προφανώς, η s′(x) είναι θετική για x < 0 και αρνητική για x > 0. Άρα η s είναι γνησίως αύξουσα
στο (−∞, 0] και γνησίως φθίνουσα στο [0,+∞). Άρα η s έχει μέγιστη τιμή στον 0 και δεν έχει
ελάχιστη τιμή.
Το τρίτο ερώτημα. Με σταθερό x, θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο f(u) = 1

u2+x2 για u ≥ 1, η
οποία είναι φθίνουσα στο [1,+∞), οπότε, εφαρμόζοντας το ολοκληρωτικό κριτήριο:∫ +∞

1
1

u2+x2 du ≤
∑+∞

n=1
1

n2+x2 ≤ 1
12+x2 +

∫ +∞
1

1
u2+x2 du.

Για x > 0 υπολογίζουμε:∫ +∞
1

1
u2+x2 du = x

∫ +∞
1/x

1
x2t2+x2 dt =

1
x

∫ +∞
1/x

1
t2+1

dt = 1
x

(
π
2 − arctan 1

x

)
.

Άρα
1
x

(
π
2 − arctan 1

x

)
≤ s(x) ≤ 1

12+x2 + 1
x

(
π
2 − arctan 1

x

)
για x > 0.

Από το κριτήριο παρεμβολής, limx→+∞ s(x) = 0. Επειδή η s είναι άρτια, limx→−∞ s(x) = 0.
Το όριο limx→+∞ s(x) = 0 αποδεικνύεται με δεύτερο τρόπο ως εξής. Έστω ϵ > 0. Επειδή η∑+∞

n=1
1
n2 συγκλίνει, υπάρχει n0 έτσι ώστε να είναι∑+∞

n=n0+1
1
n2 <

ϵ
2 .

Κατόπιν, επειδή limx→+∞
∑n0

n=1
1

n2+x2 = 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει∑n0
n=1

1
n2+x2 <

ϵ
2 για κάθε x > N.

Συνεπάγεται ότι για κάθε x > N ισχύει

0 ≤ s(x) =
∑n0

n=1
1

n2+x2 +
∑+∞

n=n0+1
1

n2+x2 <
ϵ
2+

∑+∞
n=n0+1

1
n2 <

ϵ
2+

ϵ
2 = ϵ για κάθε x > N.

Άρα limx→+∞ s(x) = 0.
Μπορούμε, επίσης, να εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα της άσκησης 10.1.21[α]. Έχουμε ομοιόμορφη
σύγκλιση στο R, οπότε μπορούμε να κάνουμε εναλλαγή των συμβόλων του ορίου στο ±∞ και
της σειράς και παίρνουμε

limx→±∞ s(x) = limx→±∞
∑+∞

n=1
1

n2+x2 =
∑+∞

n=1 limx→±∞
1

n2+x2 =
∑+∞

n=1 0 = 0.

Υπάρχει και τέταρτος τρόπος! Γράφουμε για x ≥ 1 (οπότε [x] ≥ 1),

0 ≤ s(x) =
∑+∞

n=1
1

n2+x2 =
∑[x]

n=1
1

n2+x2 +
∑+∞

n=[x]+1
1

n2+x2

≤
∑[x]

n=1
1
x2 +

∑+∞
n=[x]+1

1
n2

≤ [x]
x2 + 1

([x]+1)2
+

∫ +∞
[x]+1

1
t2
dt

≤ x
x2 + 1

x2 + 1
[x]+1 ≤ 1

x + 1
x2 + 1

x .

Από την ιδιότητα παρεμβολής συνεπάγεται limx→+∞ s(x) = 0.

Άσκηση 10.1.6. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1(−1)n−1 x
2+n
n2 .

Αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως για καμιά τιμή του x.
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R. Τί είδους συνάρτηση
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είναι η s(x);
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Ισχύει∑+∞
n=1

∣∣(−1)n−1 x
2+n
n2

∣∣ = ∑+∞
n=1

x2+n
n2 ≥

∑+∞
n=1

n
n2 =

∑+∞
n=1

1
n = +∞,

οπότε η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως για καμία τιμή του x.
Το δεύτερο ερώτημα. Η σειρά

∑+∞
n=1(−1)n−1 x

2+n
n2 χωρίζεται στις σειρές

∑+∞
n=1(−1)n−1 x2

n2 και∑+∞
n=1(−1)n−1 n

n2 =
∑+∞

n=1(−1)n−1 1
n .

Η πρώτη σειρά συγκλίνει απολύτως και η δεύτερη σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη. Άρα η αρχική
σειρά συγκλίνει (υπό συνθήκη) για κάθε x και άρα συγκλίνει κατά σημείο στο R σε συνάρτηση s
με τύπο

s(x) =
∑+∞

n=1(−1)n−1 x
2+n
n2 = ax2 + b για κάθε x,

όπου a =
∑+∞

n=1(−1)n−1 1
n2 και b =

∑+∞
n=1(−1)n−1 1

n .

Το τρίτο ερώτημα. Για τη σειρά
∑+∞

n=1(−1)n−1 x2

n2 έχουμε ότι∣∣(−1)n x2

n2

∣∣ = x2

n2 ≤ a2

n2

για κάθε x ∈ [−a, a] και, επειδή∑+∞
n=1

a2

n2 = a2
∑+∞

n=1
1
n2 < +∞,

από το κριτήριο του Weierstrass συνεπάγεται ότι η
∑+∞

n=1(−1)n−1 x2

n2 συγκλίνει ομοιόμορφα στο
[−a, a].
Κατόπιν, η

∑+∞
n=1(−1)n−1 n

n2 =
∑+∞

n=1(−1)n−1 1
n συγκλίνει και, επειδή δεν εξαρτάται από τον x,

συγκλίνει ομοιόμορφα στο [−a, a].
Άρα το άθροισμα των δύο σειρών, δηλαδή η σειρά

∑+∞
n=1(−1)n−1 x

2+n
n2 , συγκλίνει ομοιόμορφα

στο [−a, a].

Άσκηση 10.1.7. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

sin(1 + x
n).

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [−a, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R.

Υπόδειξη: Γράψτε sin(1+ x
n) = sin 1 cos x

n + cos 1 sin x
n = sin 1+ sin 1 (cos x

n − 1)+ cos 1 sin x
n .

Άρα η
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

sin(1+ x
n) είναι συνδυασμός των

∑+∞
n=1

(−1)n−1
√
n

,
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

(cos x
n −1)

και
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n

sin x
n . Για τη δεύτερη σειρά χρησιμοποιήστε την ανισότητα 0 ≤ 1−cos t ≤ t2

2 .
Οι σειρές των παραγώγων συναρτήσεων τάξης ≥ 1 είναι άμεσα διαχειρίσιμες με το κριτήριο του
Weierstrass.

Άσκηση 10.1.12. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x .
Αποδείξτε ότι η σειρά δεν συγκλίνει απολύτως για καμιά τιμή του x ∈ [0,+∞).
Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση t(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι η t(x) είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι limx→0+ t(x) = log 2 και limx→+∞ t(x) = 0.
Αποδείξτε ότι η t(x) είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο [0,+∞).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Για κάθε x ≥ 0 έχουμε∑+∞
n=1

∣∣ (−1)n−1

n+x

∣∣ = ∑+∞
n=1

1
n+x ≥

∑+∞
n=1

1
n+[x]+1 =

∑+∞
k=[x]+2

1
k = +∞,

διότι η τελευταία σειρά διαφέρει από την
∑+∞

k=1
1
k μόνο ως προς κάποιους αρχικούς όρους.
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Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε τις συναρτήσεις fn(x) = (−1)n−1 και gn(x) = 1
n+x στο διάστημα

[0,+∞) για κάθε n ∈ N.
Τα μερικά αθροίσματα sn(x) = f1(x)+· · ·+fn(x) έχουν τιμές 1 ή 0 για κάθε x ∈ [0,+∞) και για
κάθε n και, επομένως, η ακολουθία (sn) των μερικών αθροισμάτων είναι ομοιόμορφα φραγμένη
στο [0,+∞). Επίσης, για κάθε x ∈ [0,+∞) η ακολουθία αριθμών (gn(x)) είναι φθίνουσα και,
τέλος, ισχύει gn(x)

ομ→ 0 στο [0,+∞). Πράγματι, ισχύει

|gn(x)| =
∣∣ 1
n+x

∣∣ = 1
n+x ≤ 1

n για κάθε x ∈ [0,+∞),

οπότε ∥gn∥[0,+∞) ≤ 1
n και άρα ∥gn∥[0,+∞) → 0.

Άρα η σειρά
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x =
∑+∞

n=1 fn(x)gn(x) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση t(x) ομοιό-
μορφα στο [0,+∞): ∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x

ομ
= t(x) στο [0,+∞).

Το τρίτο ερώτημα. Θεωρούμε τη σειρά των παραγώγων συναρτήσεων∑+∞
n=1

d
dx

(−1)n−1

n+x =
∑+∞

n=1
(−1)n
(n+x)2

και εφαρμόζουμε σ’ αυτήν το κριτήριο του Weierstrass. Ισχύει | (−1)n
(n+x)2

| = 1
(n+x)2

≤ 1
n2 για κάθε

x ∈ [0,+∞) και
∑+∞

n=1
1
n2 < +∞. Άρα η

∑+∞
n=1

(−1)n
(n+x)2

συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιό-
μορφα στο [0,+∞) και η συνάρτηση αυτή είναι η παράγωγος της t(x) στο [0,+∞). Δηλαδή,

t′(x) =
∑+∞

n=1
(−1)n
(n+x)2

για κάθε x ∈ [0,+∞).

Με τον ίδιο τρόπο (κάντε το εσείς) αποδεικνύεται ότι η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων της
τελευταίας σειράς συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,+∞) και άρα

t′′(x) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

(n+x)3
για κάθε x ∈ [0,+∞).

Το τέταρτο ερώτημα. Κάθε συνάρτηση (−1)n−1

n+x είναι συνεχής στο [0,+∞) και, επειδή η σειρά∑+∞
n=1

(−1)n−1

n+x συγκλίνει στην t(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞), συνεπάγεται ότι και η t(x) είναι
συνεχής στο [0,+∞). Άρα

limx→0+ t(x) = t(0) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n = log 2.

Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Επειδή η
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x συγκλίνει στην t(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞),
υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣∑+∞

n=n0+1
(−1)n−1

n+x

∣∣ ≤ ϵ
2 για κάθε x ≥ 0.

Επίσης, επειδή limx→+∞
∑n0

n=1
(−1)n−1

n+x = 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει∣∣∑n0
n=1

(−1)n−1

n+x

∣∣ < ϵ
2 για κάθε x > N.

Συμπεραίνουμε ότι ισχύει

|t(x)| ≤
∣∣∑n0

n=1
(−1)n−1

n+x

∣∣+ ∣∣∑+∞
n=n0+1

(−1)n−1

n+x

∣∣ < ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ για κάθε x > N.

Επομένως, limx→+∞ t(x) = 0.
Τέλος, μπορούμε να εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα της άσκησης 10.1.21[α]. Έχουμε ομοιόμορφη
σύγκλιση στο [0,+∞), οπότε μπορούμε να κάνουμε εναλλαγή των συμβόλων του ορίου στο+∞
και της σειράς και παίρνουμε

limx→+∞ t(x) = limx→+∞
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x =
∑+∞

n=1 limx→+∞
(−1)n−1

n+x =
∑+∞

n=1 0 = 0.
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Το πέμπτο ερώτημα. Για κάθε k και κάθε x ≥ 0 έχουμε∑2k
n=1

(−1)n
(n+x)2

= −
(

1
(1+x)2

− 1
(2+x)2

)
− · · · −

(
1

(2k−1+x)2
− 1

(2k+x)2

)
< 0,

αφού κάθε παρένθεση είναι αρνητική. Επειδή για κάθε x ≥ 0 ισχύει

t′(x) = limk→+∞
∑2k

n=1
(−1)n
(n+x)2

και επειδή η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων με άρτιο δείκτη
∑2k

n=1
(−1)n
(n+x)2

είναι γνησίως
φθίνουσα, συνεπάγεται ότι ισχύει t′(x) < 0 για κάθε x ≥ 0. Άρα η t είναι γνησίως φθίνουσα στο
[0,+∞).
Με τον ίδιο τρόπο, δηλαδή παρατηρώντας τα μερικά αθροίσματα με άρτιο δείκτη της σειράς∑+∞

n=1
(−1)n−1

(n+x)3
, συμπεραίνουμε ότι ισχύει t′′(x) > 0 για κάθε x ≥ 0, οπότε η t είναι γνησίως

κυρτή στο [0,+∞).

Άσκηση 10.1.13. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1(−1)n−1 log(1 + x
n).

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο [0,+∞).
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο [0, a].
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞).
Ποιά είναι η σχέση ανάμεσα στη συνάρτηση s(x) και στη συνάρτηση t(x) της άσκησης 10.1.12;

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Θεωρούμε τις συναρτήσεις fn(x) = (−1)n−1 και gn(x) = log(1 + x
n)

στο διάστημα [0,+∞) για κάθε n ∈ N.
Αρχικά σταθεροποιούμε τυχόντα x ≥ 0. Τα μερικά αθροίσματα sn(x) = f1(x) + · · · + fn(x)
έχουν τιμές 1 ή 0 για κάθε n και, επομένως, η ακολουθία (sn(x)) των μερικών αθροισμάτων είναι
φραγμένη. Επίσης, η ακολουθία αριθμών (gn(x)) είναι φθίνουσα και συγκλίνει στον 0. Άρα για
τυχόντα x ≥ 0 η σειρά

∑+∞
n=1(−1)n−1 log(1 + x

n) =
∑+∞

n=1 fn(x)gn(x) συγκλίνει. Επομένως,
ορίζεται συνάρτηση s στο [0,+∞) με τύπο

s(x) =
∑+∞

n=1(−1)n−1 log
(
1 + x

n

)
για κάθε x ∈ [0,+∞)

και η σειρά συγκλίνει στην s κατά σημείο στο [0,+∞).
Το δεύτερο ερώτημα. Τώρα, έστω a > 0.
Τα μερικά αθροίσματα sn(x) = f1(x) + · · ·+ fn(x) έχουν τιμές 1 ή 0 για κάθε x ∈ [0, a] και για
κάθε n και, επομένως, η ακολουθία (sn) των μερικών αθροισμάτων είναι ομοιόμορφα φραγμένη
στο [0, a]. (Αυτό ισχύει και σε ολόκληρο το [0,+∞).) Επίσης, για κάθε x ∈ [0, a] η ακολουθία
αριθμών (gn(x)) είναι φθίνουσα και, τέλος, ισχύει gn(x)

ομ→ 0 στο [0, a]. (Αυτό δεν ισχύει σε
ολόκληρο το [0,+∞).) Πράγματι, ισχύει

|gn(x)| =
∣∣ log (1 + x

n

)∣∣ = log
(
1 + x

n

)
≤ x

n ≤ a
n για κάθε x ∈ [0, a],

οπότε ∥gn∥[0,a] ≤ a
n και άρα ∥gn∥[0,a] → 0.

Άρα η σειρά
∑+∞

n=1(−1)n−1 log(1 + x
n) =

∑+∞
n=1 fn(x)gn(x) συγκλίνει στην συνάρτηση s(x)

ομοιόμορφα στο [0, a].
Το τρίτο και το τέταρτο ερώτημα. Η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων∑+∞

n=1
d
dx(−1)n−1 log(1 + x

n) =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n+x

υπάρχει στην άσκηση 10.1.12. Τα υπόλοιπα ανάγονται στην λύση της άσκησης 10.1.12.

Άσκηση 10.1.14. [α] Έστω fn(x) = (1−x)xn

log(n+1) για κάθε x ∈ [0, 1] και κάθε n. Υπολογίστε τον
Mn = ∥fn∥[0,1] για κάθε n και αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 fn συγκλίνει ομοιόμορφα

στο [0, 1] ενώ η
∑+∞

n=1Mn αποκλίνει.
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[β] Έστω fn(x) =


0, αν 0 ≤ x ≤ 1/(2n+ 1) ή 1/(2n− 1) ≤ x ≤ 1

(4n+ 2)x− 2, αν 1/(2n+ 1) ≤ x ≤ 1/(2n)

2− (4n− 2)x, αν 1/(2n) ≤ x ≤ 1/(2n− 1)

για κάθε

n. Υπολογίστε τον Mn = ∥fn∥[0,1] για κάθε n και αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1 fn
συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0, 1] ενώ η

∑+∞
n=1Mn αποκλίνει.

Υπόδειξη: [α] Για την ομοιόμορφη σύγκλιση χρησιμοποιήστε το θεώρημα 10.1.
[β] Παρατηρήστε ότι τα διαστήματα [ 1

2n+1 ,
1

2n−1 ] είναι ανά δύο ξένα.

Άσκηση 10.1.15. Έστω γνησίως αύξουσα ακολουθία (xn) ώστε η σειρά
∑+∞

n=1
1
xn

να συγκλίνει,
οπότε xn → +∞. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

1
xn−x .

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) κατά σημείο στο σύνολο A = R \
{xn |n ∈ N}.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a, η σειρά συγκλίνει στην s(x) ομοιόμορφα στο A ∩ (−∞, a].
Αποδείξτε ότι για κάθε n είναι limx→xn− s(x) = +∞ και limx→xn+ s(x) = −∞. Επίσης, απο-
δείξτε ότι limx→−∞ s(x) = 0.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι παραγωγίσιμη στο (−∞, x1) και σε κάθε (xn, xn+1). Επίσης, ότι η s(x)
είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα προηγούμενα διαστήματα.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή xn → +∞, ισχύει τελικά xn > 0. Άρα η σειρά
∑+∞

n=1
1
xn

είναι,
από κάποιον όρο και πέρα, σειρά θετικών όρων. Επίσης, για τυχόντα (σταθερό) x ∈ A, ισχύει
τελικά xn > x, οπότε και η σειρά

∑+∞
n=1

1
xn−x είναι, από κάποιον όρο και πέρα, σειρά θετικών

όρων. Επομένως, μπορούμε να συγκρίνουμε τις δύο σειρές ως εξής:
1/(xn−x)

1/xn
= xn

xn−x → 1.

Επειδή η
∑+∞

n=1
1
xn

συγκλίνει, συνεπάγεται ότι και η
∑+∞

n=1
1

xn−x συγκλίνει. Άρα η σειρά συναρ-
τήσεων

∑+∞
n=1

1
xn−x συγκλίνει στη συνάρτηση s κατά σημείο στο A, όπου η s έχει τύπο

s(x) =
∑+∞

n=1
1

xn−x για κάθε x ∈ A.

Το δεύτερο ερώτημα. Έστω τυχών a. Ισχύει τελικά xn > a, οπότε υπάρχειn0 ώστε να είναι xn0 > a
(και άρα xn > a για κάθε n ≥ n0). Για κάθε n ≥ n0 ισχύει∣∣ 1

xn−x
∣∣ = 1

xn−x ≤ 1
xn−a για κάθε x ∈ A ∩ (−∞, a].

Επειδή
∑+∞

n=n0

1
xn−a < +∞, από το κριτήριο του Weierstrass συνεπάγεται ότι η

∑+∞
n=n0

1
xn−x

συγκλίνει στη συνάρτηση s(x)−
∑n0−1

n=1
1

xn−x ομοιόμορφα στο A∩ (−∞, a]. Άρα η
∑+∞

n=1
1

xn−x
συγκλίνει στη συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο A ∩ (−∞, a].
Τώρα θα δούμε ότι η s είναι συνεχής στο A. Πράγματι, έστω τυχών x0 ∈ A. Θεωρούμε a0 ώστε
ο x0 να είναι εσωτερικό σημείο του (−∞, a0]. Επειδή κάθε συνάρτηση 1

xn−x είναι συνεχής στον
x0 και η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο A ∩ (−∞, a] και ο x0 είναι εσωτερικό σημείο κάποιου
από τα διαστήματα που αποτελούν το A ∩ (−∞, a], συνεπάγεται ότι η s είναι συνεχής στον x0.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω τυχών n0. Θεωρούμε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

1
xn−x από την οποία

έχουμε παραλείψει τον όρο 1
xn0−x

. Δηλαδή, από την αρχική ακολουθία (xn) παραλείπουμε τον
όρο xn0 . Αυτά που έχουμε αποδείξει ισχύουν και για τη νέα σειρά συναρτήσεων. Η νέα σειρά
συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση σ στο σύνολο A′ = A ∪ {xn0} και η σ είναι συνεχής στο A′.
Ειδικώτερα, η σ είναι συνεχής στον xn0 . Όμως, είναι φανερό ότι ισχύει

s(x) = σ(x) + 1
xn0−x

για κάθε x ∈ A.

Άρα

limx→xn0− s(x) = limx→xn0− σ(x) + limx→xn0−
1

xn0−x
= σ(xn0) + (+∞) = +∞
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και, ομοίως, limx→xn0+
s(x) = −∞.

Τέλος, θεωρούμε τον a = x1−1 και τυχόντα ϵ > 0. Επειδή η σειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα
στο (−∞, a], υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣∑+∞

n=n0+1
1

xn−x
∣∣ < ϵ

2 για κάθε x ∈ (−∞, a].

Επίσης, επειδή limx→−∞
∑n0

n=1
1

xn−x = 0, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει∣∣∑n0
n=1

1
xn−x

∣∣ < ϵ
2 για κάθε x ∈ (−∞, a] με x < −N.

Συνεπάγεται ότι ισχύει

|s(x)| ≤
∣∣∑n0

n=1
1

xn−x
∣∣+ ∣∣∑+∞

n=n0+1
1

xn−x
∣∣ < ϵ

2 +
ϵ
2 = ϵ για κάθε x ∈ (−∞, a] με x < −N.

Άρα limx→−∞ s(x) = 0.
Μπορούμε, επίσης, να εφαρμόσουμε το αποτέλεσμα της άσκησης 10.1.21[α]. Παίρνουμε τον a =
x1 − 1 και, λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης στο (−∞, a], μπορούμε να κάνουμε εναλλαγή των
συμβόλων του ορίου στο −∞ και της σειράς και παίρνουμε

limx→−∞ t(x) = limx→−∞
∑+∞

n=1
1

xn−x =
∑+∞

n=1 limx→−∞
1

xn−x =
∑+∞

n=1 0 = 0.

Το τέταρτο ερώτημα. Η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων είναι η∑+∞
n=1

d
dx

1
xn−x =

∑+∞
n=1

1
(xn−x)2 .

Είναι εύκολο να δούμε, ακριβώς όπως πριν, ότι η σειρά αυτή συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση t
κατά σημείο στο σύνολοA. Χρησιμοποιούμε γι αυτόν τον σκοπό το ότι

∑+∞
n=1

1
xn

2 < +∞. Επίσης,
βλέπουμε το ίδιο εύκολα ότι η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη στο A ∩ (−∞, a] για κάθε a.
Επομένως, για κάθε a η s είναι παραγωγίσιμη στο A ∩ (−∞, a] και ισχύει s′(x) = t(x) για κάθε
x ∈ A ∩ (−∞, a].
Τώρα, θεωρούμε τυχόντα x0 και παίρνουμε a0 ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό σημείο του A ∩
(−∞, a0]. Έτσι έχουμε ότι s′(x0) = t(x0).
Άρα ισχύει

s′(x) = t(x) =
∑+∞

n=1
1

(xn−x)2 για κάθε x ∈ A.

Άρα ισχύει s′(x) > 0 για κάθε x ∈ A, οπότε η s είναι είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, x1) και
σε κάθε (xn, xn+1).

Άσκηση 10.1.16. Θεωρήστε τις σειρές συναρτήσεων
∑+∞

n=1 xn cos(nx) και
∑+∞

n=1 xn sin(nx).
[α]Έστω

∑+∞
n=1 |xn| < +∞. Αποδείξτε ότι οι δύο σειρές συγκλίνουν σε δύο αντίστοιχες συναρτήσεις

c(x) και s(x) ομοιόμορφα στοR. Αποδείξτε ότι οι c(x) και s(x) είναι συνεχείς στοR και περιοδικές
με περίοδο 2π.
Ως παραδείγματα θεωρήστε τις σειρές συναρτήσεων

∑+∞
n=1

cos(nx)
np και

∑+∞
n=1

sin(nx)
np με p > 1 καθώς

και τις
∑+∞

n=1 r
n cos(nx) και

∑+∞
n=1 r

n sin(nx) με 0 ≤ r < 1.
[β]Έστω ότι η (xn) είναι φθίνουσα, ότι xn → 0, οπότε xn ≥ 0 για κάθε n, και ότι

∑+∞
n=1 xn = +∞.

Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 xn cos(nx) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση c(x) κατά σημείο στο διάστημα
(m2π, (m + 1)2π) για κάθε m ∈ Z και ότι η

∑+∞
n=1 xn sin(nx) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

s(x) κατά σημείο στο R.
Αποδείξτε ότι, για κάθε δ ∈ (0, π], οι

∑+∞
n=1 xn cos(nx) και

∑+∞
n=1 xn sin(nx) συγκλίνουν στις c(x)

και s(x) ομοιόμορφα στο [m2π + δ, (m + 1)2π − δ] για κάθε m ∈ Z. Αποδείξτε ότι οι c(x) και
s(x) είναι συνεχείς στο (m2π, (m+ 1)2π) για κάθεm ∈ Z.
Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 xn sin(nx) συγκλίνει ομοιόμορφα στο R αν και μόνο αν nxn → 0.

Εξετάστε, σε σχέση με τα προηγούμενα στο [β], τις δύο σειρές συναρτήσεων στις περιπτώσεις των
ακολουθιών ( 1n) και (

1
n logn).
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[γ]Έστω 0 ≤ r < 1. Αποδείξτε ότι οι σειρές
∑+∞

n=1
rn

n cos(nx) και
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) συγκλίνουν σε
κάποιες αντίστοιχες συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο R. Χρησιμοποιώντας τους τύπους της άσκησης
8.3.8[β], αποδείξτε ότι∑+∞

n=1
rn

n cos(nx) = 1
2 log

1
1−2r cosx+r2

,
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) = arctan r sinx
1−r cosx .

[δ] Θεωρώντας τις
∑+∞

n=1
rn

n cos(nx) και
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) ως σειρές συναρτήσεων με μεταβλητή
r ∈ [0, 1], αποδείξτε ότι∑+∞

n=1
1
n cos(nx) = − log(sin x

2 ), αν x ∈ (m2π, (m+ 1)2π) για κάποιονm ∈ Z

∑+∞
n=1

1
n sin(nx) =

{
(π − x)/2, αν x ∈ (m2π, (m+ 1)2π) για κάποιονm ∈ Z
0, αν x = m2π για κάποιονm ∈ Z

Σχεδιάστε τα γραφήματα των συναρτήσεων αυτών.

Υπόδειξη: [α] Χρησιμοποιήστε το κριτήριο του Weierstrass.
[β] Για την κατά σημείο σύγκλιση χρησιμοποιήστε το κριτήριο του Dirichlet για σύγκλιση (αριθ-
μητικών) σειρών. Θα χρειαστείτε και τους τύπους (6.40). Δείτε και τη λύση της άσκησης 8.3.8[γ].
Για την ομοιόμορφη σύγκλιση θα χρησιμοποιήσετε πάλι τους τύπους (6.40), όπως πριν, και το
θεώρημα 10.1. Σε σχέση με την ομοιόμορφη σύγκλιση στο R της

∑+∞
n=1 xn sin(nx) : για το ικανό

της συνθήκης nxn → 0 πρέπει να κοιτάξετε μέσα στην απόδειξη του θεωρήματος 10.1[α] ενώ για
το αναγκαίο θα χρησιμοποιήσετε ότι, λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης, ισχύει sn( 1n) → s(0) = 0,
όπου sn(x) είναι το n-οστό μερικό άθροισμα

∑n
k=1 xk sin(kx).

[γ] Η ομοιόμορφη σύγκλιση των σειρών και των σειρών των παραγώγων συναρτήσεων είναι άμεση
συνέπεια του αποτελέσματος του [α].
[δ] Συνδυάστε τα αποτελέσματα των [β,γ] (με συγκεκριμένα παραδείγματα που αναφέρονται) και
την ομοιόμορφη σύγκλιση στο [0, 1] των

∑+∞
n=1

rn

n cos(nx) και
∑+∞

n=1
rn

n sin(nx) ως σειρών συ-
ναρτήσεων με μεταβλητή r ∈ [0, 1]. Για την ομοιόμορφη σύγκλιση χρησιμοποιήστε το θεώρημα
10.1 με fn(r) = rn και gn(r) =

cos(nx)
n και gn(r) =

sin(nx)
n , αντιστοίχως. Η ομοιόμορφη σύγκλιση

των σειρών συνεπάγεται τη συνέχεια των συναρτήσεων στο [0, 1], οπότε θεωρήστε τα όρια όταν
r → 1− στους τύπους του [γ].

Άσκηση 10.1.18. Θεωρήστε τις
∑+∞

n=1
(−1)n−1
√
n+1+cosx και

∑+∞
n=1

(−1)n−1 arctan(nx2)
n+x2 . Αποδείξτε ότι και

οι δύο συγκλίνουν σε κάποιες αντίστοιχες συναρτήσεις ομοιόμορφα στο R.

Υπόδειξη:Χρησιμοποιήστε και για τις δύο σειρές το θεώρημα 10.1. Για τη δεύτερη σειρά θα χρεια-
στεί να αποδείξετε ότι τα μερικά αθροίσματα της σειράς

∑+∞
n=1(−1)n−1 arctan(nx2) είναι ομοιό-

μορφα φραγμένα. Παρατηρήστε ότι, με σταθερό x, η ακολουθία (αριθμών) (arctan(nx2)) είναι
αύξουσα και ότι 0 ≤ arctan(nx2) ≤ π

2 .

Άσκηση 10.1.20. Έστω fn : A → R για κάθε n ώστε να ισχύει |fn(x) − fn+1(x)| ≤ Mn για
κάθε x ∈ A και κάθε n. Αποδείξτε ότι, αν

∑+∞
n=1Mn < +∞, τότε η ακολουθία συναρτήσεων (fn)

συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο A.

Υπόδειξη: Ποιά είναι τα μερικά αθροίσματα της σειράς f1(x) +
∑+∞

n=1(fn+1(x)− fn(x)) ;

Άσκηση 10.1.21. [α] Έστω ξ σημείο συσσώρευσης του A, έστω
∑+∞

n=1 fn
ομ
= s στο A και έστω

yn = limx→ξ fn(x). Αποδείξτε ότι η
∑+∞

n=1 yn συγκλίνει και limx→ξ
∑+∞

n=1 fn(x) =
∑+∞

n=1 yn.
Δηλαδή,

limx→ξ
∑+∞

n=1 fn(x) =
∑+∞

n=1 limx→ξ fn(x).

[β] Έστω ξ ∈ A σημείο συσσώρευσης του A και κάθε fn : A → R είναι συνεχής στον ξ και∑+∞
n=1 fn

ομ
= s στο A \ {ξ}. Αποδείξτε ότι η

∑+∞
n=1 fn(ξ) συγκλίνει και, αν ορίσουμε s(ξ) =∑+∞

n=1 fn(ξ), τότε η s : A→ R είναι συνεχής στον ξ.
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Υπόδειξη: Θεωρήστε τις συναρτήσεις sn = f1 + · · · + fn και τους αριθμούς tn = y1 + · · · + yn
για κάθε n και εφαρμόστε το αποτέλεσμα της άσκησης 9.2.21.

Άσκηση 10.1.22. Έστω Q = {rn |n ∈ N} μια αρίθμηση του Q. Έστω για κάθε n συνάρτηση

fn : R → R με τύπο fn(x) =

{
0, αν x = rn

1, αν x ̸= rn
και η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

1
1+n2fn(x)

. Απο-

δείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση κατά σημείο στο R και ότι δεν συγκλίνει ομοιό-
μορφα σε κανένα διάστημα (a, b).

Λύση: Αν x /∈ Q, τότε ο x είναι διαφορετικός από κάθε rn, οπότε∑+∞
n=1

1
1+n2fn(x)

=
∑+∞

n=1
1

1+n2 ≤
∑+∞

n=1
1
n2 < +∞.

Αν x ∈ Q, τότε x = rn0 για κάποιον n0, οπότε η σειρά
∑+∞

n=1
1

1+n2fn(x)
ταυτίζεται, όπως πριν, με

τη σειρά
∑+∞

n=1
1

1+n2 εκτός από τον όρο 1
1+n0

2fn0 (x)
= 1. Άρα και πάλι η σειρά

∑+∞
n=1

1
1+n2fn(x)

συγκλίνει.
Άρα η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s κατά σημείο στο R.
Έστω, τώρα, ότι η σειρά συγκλίνει στην s ομοιόμορφα σε κάποιο διάστημα (a, b).
Τότε υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣s(x)−∑n0

n=1
1

1+n2fn(x)

∣∣ < 1 για κάθε x ∈ (a, b).

Δηλαδή, ισχύει ∑+∞
n=n0+1

1
1+n2fn(x)

< 1 για κάθε x ∈ (a, b).

Όμως, στο διάστημα (a, b) υπάρχουν άπειροι ρητοί, οπότε υπάρχει n ≥ n0 + 1 ώστε rn ∈
(a, b). Τώρα, για x = rn έχουμε ότι ο αντίστοιχος όρος της σειράς

∑+∞
n=n0+1

1
1+n2fn(x)

είναι
ίσος με 1

1+n2fn(x)
= 1 και, επειδή όλοι οι υπόλοιποι όροι είναι μη-αρνητικοί, συνεπάγεται ότι∑+∞

n=n0+1
1

1+n2fn(x)
≥ 1 και καταλήγουμε σε άτοπο.

Άσκηση 10.1.23. Έστω η I : R → R, I(x) =

{
0, αν x ≤ 0

1, αν x > 0
Έστω ακολουθία (xn) ώστε να

ισχύει xn ̸= xm για κάθε n,m με n ̸= m και έστω cn ̸= 0 για κάθε n και
∑+∞

n=1 |cn| < +∞.
Αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 cnI(x−xn) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιό-

μορφα στο R.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι συνεχής στον x, αν x ̸= xn για κάθε n.
Αποδείξτε ότι, για κάθε n, η s(x) είναι ασυνεχής στον xn και έχει άλμα cn στον xn.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή για κάθε n ισχύει |cnI(x − xn)| ≤ |cn| για κάθε x και επειδή∑+∞
n=1 |cn| < +∞, συνεπάγεται ότι η

∑+∞
n=1 cnI(x − xn) συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x)

ομοιόμορφα στο R.
Το δεύτερο ερώτημα. Αν x ̸= xn για κάθε n, τότε κάθε συνάρτηση cnI(x−xn) είναι συνεχής στον
x και άρα, λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης, η s είναι συνεχής στον x.
Το τρίτο ερώτημα. Θεωρούμε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1 cnI(x − xn) αλλά χωρίς τον όρο

cn0I(x − xn0). Όπως πριν, η σειρά αυτή συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση σ ομοιόμορφα στο R
και η σ είναι συνεχής στον xn0 .
Ισχύει

s(x) = σ(x) + cn0I(x− xn0) για κάθε x

και άρα

limx→xn0− s(x) = limx→xn0− σ(x) + cn0 limx→xn0− I(x− xn0) = σ(xn0),

limx→xn0+
s(x) = limx→xn0+

σ(x) + cn0 limx→xn0+
I(x− xn0) = σ(xn0) + cn0 .
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Επομένως, το άλμα της s στον xn0 είναι ίσο με cn0 .

Άσκηση 10.1.24. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
nx−[nx]

n2 .
Aποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο R. Αποδείξτε ότι η s(x)
είναι περιοδική με περίοδο 1.
Aποδείξτε ότι κάθε άρρητος είναι σημείο συνέχειας της s(x).
Αποδείξτε ότι κάθε ρητός είναι σημείο ασυνέχειας της s(x).
Αν ο x είναι ρητός και x = k

l , όπου k ∈ Z, l ∈ N και gcd(k, l) = 1, αποδείξτε ότι το άλμα της s(x)
στον x είναι ίσο με − a

l2
, όπου a =

∑+∞
m=1

1
m2 .

Aποδείξτε ότι η s(x) είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1] και
∫ 1
0 s(x) dx = a

2 .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή για κάθε n ισχύει 0 ≤ nx−[nx]
n2 ≤ 1

n2 για κάθε x και επειδή∑+∞
n=1

1
n2 < +∞, από το κριτήριο του Weierstrass συνεπάγεται ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια

συνάρτηση s ομοιόμορφα στο R.
Επίσης, επειδή για κάθε n ισχύει n(x+1)− [n(x+1)] = nx+n− [nx+n] = nx+n− [nx]−n =
nx− [nx] για κάθε x, συνεπάγεται ότι ισχύει

s(x+ 1) =
∑+∞

n=1
n(x+1)−[n(x+1)]

n2 =
∑+∞

n=1
nx−[nx]

n2 = s(x) για κάθε x.

Άρα η s είναι περιοδική με περίοδο 1.
Το δεύτερο ερώτημα. Η συνάρτηση x − [x] είναι ασυνεχής σε κάθε ακέραιο και συνεχής σε κάθε
άλλο αριθμό. Άρα για κάθεn η συνάρτησηnx−[nx] είναι ασυνεχής σε κάθε ακέραιο πολλαπλάσιο
του 1

n και συνεχής σε κάθε άλλο αριθμό. Μάλιστα, το αριστερό και το δεξιό πλευρικό όριο της
συνάρτησης αυτής σε κάθε σημείο ασυνέχειάς της είναι ίσο με 1 και 0, αντιστοίχως.
Επομένως, αν ο ξ είναι άρρητος, τότε κάθε συνάρτηση nx−[nx]

n2 είναι συνεχής στον ξ, οπότε, λόγω
ομοιόμορφης σύγκλισης, και η s είναι συνεχής στον ξ.
Το τρίτο ερώτημα. Τώρα, έστω ότι ο ξ είναι ρητός και ξ = k

l , όπου k ∈ Z, l ∈ N και gcd(k, l) = 1.
Τότε από τις συναρτήσεις nx − [nx] εκείνες οι οποίες είναι ασυνεχείς στον ξ είναι εκείνες για
τις οποίες ο k

l είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 1
n . Τώρα, η ισότητα k

l = q
n με ακέραιο q είναι

ισοδύναμη με n = ml και q = mk.
Επομένως, αν n = ml για κάποιον ακέραιοm, τότε

limx→ξ+(nx− [nx])− limx→ξ−(nx− [nx]) = 0− 1 = −1

και, αν n ̸= ml για κάθε ακέραιοm, τότε

limx→ξ+(nx− [nx])− limx→ξ−(nx− [nx]) = 0.

Άρα, σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 10.1.21[α], έχουμε

limx→ξ+ s(x)− limx→ξ− s(x) =
∑+∞

n=1

(
limx→ξ+

nx−[nx]
n2 − limx→ξ−

nx−[nx]
n2

)
=

∑+∞
n=1

limx→ξ+(nx−[nx])−limx→ξ−(nx−[nx])
n2

=
∑+∞

m=1
−1

(ml)2
= − 1

l2
∑+∞

m=1
1
m2 .

Το τέταρτο ερώτημα. Κάθε συνάρτηση nx−[nx]
n2 είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1], οπότε, λόγω ομοιό-

μορφης σύγκλισης, και η s είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1].
Είναι

∫ 1
0 (x− [x]) dx = 1

2 , οπότε λόγω περιοδικότητας της συνάρτησης x− [x] έχουμε∫ 1
0 (nx− [nx]) dx = 1

n

∫ n
0 (x− [x]) dx = 1

n

∑n
k=1

∫ k
k−1(x− [x]) dx = 1

n

∑n
k=1

1
2 = 1

2

και άρα ∫ 1
0 s(x) dx =

∑+∞
n=1

1
n2

∫ 1
0 (nx− [nx]) dx = 1

2

∑+∞
n=1

1
n2 .
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Άσκηση 10.1.25. Έστω ότι η
∑+∞

n=1
an
nx0 συγκλίνει. Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων

∑+∞
n=1

an
nx .

Αποδείξτε ότι η σειρά συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση s(x) ομοιόμορφα στο [x0,+∞).
Αποδείξτε ότι limx→x0+

∑+∞
n=1

an
nx =

∑+∞
n=1

an
nx0 .

Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (x0,+∞).

Υπόδειξη: Γράψτε
∑+∞

n=1
an
nx =

∑+∞
n=1

an
nx0

1
nx−x0

και εφαρμόστε το θεώρημα 10.1.

Άσκηση 10.1.26.Θεωρήστε τη σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1
nx . Γνωρίζουμε ότι η σειρά αυτή συγκλί-

νει για κάθε x > 1 και αποκλίνει στο +∞ για κάθε x ≤ 1.
Συμβολίζουμε ζ : (1,+∞) → R και ονομάζουμε ζ-συνάρτηση του Riemann τη συνάρτηση με τύπο:

ζ(x) =
∑+∞

n=1
1
nx για κάθε x ∈ (1,+∞).

Η συνάρτηση αυτή συνδέεται με ένα από τα σημαντικότερα προβλήματα των μαθηματικών.
Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 1, η σειρά συγκλίνει στην ζ(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Αποδείξτε ότι η ζ(x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο (1,+∞) και ότι

ζ(m)(x) = (−1)m
∑+∞

n=1
(logn)m

nx για κάθε x ∈ (1,+∞) και κάθε m ∈ N.

Αποδείξτε ότι limx→1+ ζ(x) = +∞ και limx→+∞ ζ(x) = 1.
Αποδείξτε ότι η ζ(x) είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο (1,+∞).

Λύση: Γνωρίζουμε ότι για κάθε x > 1 η σειρά (αριθμών)
∑+∞

n=1
1
nx συγκλίνει ενώ για κάθε x ≤ 1

αποκλίνει στο +∞. Άρα, αν θέσουμε

ζ(x) =
∑+∞

n=1
1
nx για x > 1,

ορίζουμε την συνάρτηση ζ στο (1,+∞) και η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1
nx συγκλίνει στην ζ

κατά σημείο στο (1,+∞).
Το πρώτο ερώτημα. Έστω a > 1. Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στο διάστημα
[a,+∞). Ισχύει ∣∣ 1

nx

∣∣ = 1
nx ≤ 1

na για κάθε x ∈ [a,+∞)

και ∑+∞
n=1

1
na < +∞.

Άρα η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=1
1
nx συγκλίνει στην ζ ομοιόμορφα στο [a,+∞).

Σχόλιο. Αν θέλουμε να αποδείξουμε ότι η σειρά συγκλίνει στην ζ ομοιόμορφα στο (1,+∞) θα
πρέπει να εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass στο (1,+∞). Επομένως, πρέπει να βρούμε
αριθμούς Mn ώστε να ισχύει | 1

nx | ≤ Mn για κάθε x ∈ (1,+∞) και οι Mn να είναι αρκετά μι-
κροί ώστε η σειρά

∑+∞
n=1Mn να συγκλίνει. Άρα πρέπει να βρούμε τον μικρότερο δυνατό Mn,

δηλαδή το μικρότερο φράγμα της μη-αρνητικής συνάρτησης 1
nx στο (1,+∞). Η συνάρτηση εί-

ναι φθίνουσα στο διάστημα (1,+∞), οπότε το ελάχιστο άνω φράγμα της στο (1,+∞) είναι το
limx→1+

1
nx = 1

n . Επομένως, οMn = 1
n είναι ο ελάχιστοςMn που μπορούμε να βρούμε. Όμως,

η σειρά
∑+∞

n=1Mn =
∑+∞

n=1
1
n δεν συγκλίνει. Άρα το κριτήριο του Weierstrass αποτυγχάνει να

αποδείξει ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο (1,+∞).
Το δεύτερο και το τέταρτο ερώτημα. Για να αποδείξουμε ότι η ζ είναι συνεχής στο (1,+∞), θεω-
ρούμε τυχόντα x0 ∈ (1,+∞). Κατόπιν, παίρνουμε έναν οποιονδήποτε a0 > 1 ώστε ο x0 να είναι
εσωτερικό σημείο του [a0,+∞), δηλαδή ώστε 1 < a0 < x0. Τώρα, επειδή κάθε συνάρτηση 1

nx

είναι συνεχής στο [a0,+∞) και η σύγκλιση της σειράς στην ζ είναι ομοιόμορφη στο [a0,+∞),
συνεπάγεται ότι η ζ είναι συνεχής στο [a0,+∞). Και, επειδή ο x0 είναι εσωτερικό σημείο του
[a0,+∞), συνεπάγεται ότι η ζ είναι συνεχής στον x0.
Άρα η ζ είναι συνεχής στο (1,+∞).
Τώρα θεωρούμε τη σειρά των παραγώγων συναρτήσεων:∑+∞

n=1
d
dx

1
nx =

∑+∞
n=2

− logn
nx .
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Θα αποδείξουμε ότι η σειρά αυτή συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση κατά σημείο στο (1,+∞) και
ομοιόμορφα στο [a,+∞) για κάθε a > 1.
Θεωρούμε x ∈ (1,+∞) και θα εφαρμόσουμε το ολοκληρωτικό κριτήριο στην σειρά (αριθμών)∑+∞

n=2
logn
nx . (Το ίδιο κριτήριο εφαρμόσαμε για να αποδείξουμε τη σύγκλιση της

∑+∞
n=1

1
nx για κάθε

x > 1.)
Θα δούμε αν η συνάρτηση f(u) = logu

ux είναι φθίνουσα στο [2,+∞). Έχουμε:

f ′(u) = 1−x logu
ux+1 ,

οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1, e1/x] και γνησίως φθίνουσα στο [e1/x,+∞).
Τώρα θεωρούμε τον μικρότερο φυσικό αριθμό n0 ο οποίος είναι≥ e

1
x και τότε η f είναι φθίνουσα

στο διάστημα [n0,+∞). Επειδή e1/x > 1, συνεπάγεται ότι n0 ≥ 2.
Επομένως, αν θέλουμε να αποδείξουμε ότι η σειρά αριθμών

∑+∞
n=2

logn
nx συγκλίνει, αρκεί να απο-

δείξουμε ότι η σειρά
∑+∞

n=n0

logn
nx συγκλίνει. Και, σύμφωνα με το ολοκληρωτικό κριτήριο, αρκεί

να αποδείξουμε ότι ∫ +∞
n0

logu
ux du < +∞.

Τέλος, το
∫ n0

2
logu
ux du είναι ολοκλήρωμα συνεχούς συνάρτησης σε κλειστό, φραγμένο διάστημα,

οπότε είναι αριθμός και άρα αρκεί να αποδείξουμε ότι∫ +∞
2

logu
ux du < +∞.

Για x > 1 υπολογίζουμε:∫ +∞
2

logu
ux du = 1

1−x
∫ +∞
2 (u1−x)′ logu du = 1

1−x
(
− 21−x log 2−

∫ +∞
2 u−x dx

)
= 1

1−x
(
− 21−x log 2 + 21−x

1−x
)
< +∞.

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι για x > 1 η σειρά (αριθμών)
∑+∞

n=2
logn
nx συγκλίνει. Θέτουμε

t(x) =
∑+∞

n=2
− logn
nx για x > 1,

ορίζοντας τη συνάρτηση t στο (1,+∞), και έχουμε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=2
− logn
nx συ-

γκλίνει στην t κατά σημείο στο (1,+∞).
Κατόπιν, θεωρούμε a > 1 και εφαρμόζουμε το κριτήριο του Weierstrass στο διάστημα [a,+∞).
Ισχύει ∣∣− logn

nx

∣∣ = logn
nx ≤ logn

na για κάθε x ∈ [a,+∞)

και, όπως είδαμε, ∑+∞
n=2

logn
na < +∞.

Άρα η σειρά συναρτήσεων
∑+∞

n=2
− logn
nx συγκλίνει στην t ομοιόμορφα στο [a,+∞).

Συμπεραίνουμε ότι η ζ είναι παραγωγίσιμη στο [a,+∞) και ότι ισχύει ζ ′(x) = t(x) για κάθε
x ∈ [a,+∞). (Προσοχή: στο x = a έχουμε τη δεξιά πλευρική παράγωγο.)
Για να δούμε ότι η ζ είναι παραγωγίσιμη στο (1,+∞), θεωρούμε οποιονδήποτε x0 ∈ (1,+∞).
Κατόπιν, παίρνουμε οποιονδήποτε a0 > 1 ώστε ο x0 να είναι εσωτερικό σημείο του [a0,+∞),
δηλαδή ώστε 1 < a0 < x0. Επειδή η ζ είναι παραγωγίσιμη στο [a0,+∞) και ο x0 είναι εσωτερικό
σημείο του [a0,+∞), συνεπάγεται ότι η ζ είναι παραγωγίσμη στον x0 και ότι ζ ′(x0) = t(x0). Άρα
η ζ είναι παραγωγίσιμη σε κάθε x ∈ (1,+∞) και ισχύει

ζ ′(x) = t(x) =
∑+∞

n=2
− logn
nx για κάθε x > 1.

Με την ίδια ακριβώς διαδικασία, θεωρώντας δηλαδή τη σειρά των δεύτερων παραγώγων συναρ-
τήσεων ∑+∞

n=2
d2

dx2
1
nx =

∑+∞
n=2

d
dx
− logn
nx =

∑+∞
n=2

(logn)2
nx ,
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αποδεικνύουμε ότι η συνάρτηση t είναι παραγωγίσιμη στο (1,+∞) και ότι ισχύει

ζ ′′(x) = t′(x) =
∑+∞

n=2
(logn)2

nx για κάθε x > 1.

Μετα από αυτά, είναι προφανές ότι η ζ ′ είναι αρνητική και η ζ ′′ είναι θετική στο (1,+∞), οπότε
η ζ είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως κυρτή στο (1,+∞).
Τις παραγώγους τάξης ≥ 3 μπορείτε να τις χειριστείτε εσείς.
Το τρίτο ερώτημα. Για να υπολογίσουμε τα όρια της ζ στο 1+ και στο +∞, εφαρμόζουμε το ολο-
κληρωτικό κριτήριο και έχουμε∫ +∞

1
1
ux du ≤

∑+∞
n=1

1
nx ≤ 1 +

∫ +∞
1

1
ux du για x > 1

ή, ισοδύναμα,
1

x−1 ≤ ζ(x) ≤ 1 + 1
x−1 για x > 1.

Με το κριτήριο παρεμβολής βλέπουμε ότι limx→1+ ζ(x) = +∞.
Όμως, το κριτήριο παρεμβολής δεν εφαρμόζεται όταν x→ +∞. Παρατηρούμε, όμως, πάλι με το
ολοκληρωτικό κριτήριο, ότι∫ +∞

2
1
ux du ≤

∑+∞
n=2

1
nx ≤ 1

2x +
∫ +∞
2

1
ux du για x > 1

ή, ισοδύναμα,
1

(x−1)2x−1 ≤ ζ(x)− 1 ≤ 1
2x + 1

(x−1)2x−1 για x > 1.

Τώρα το κριτήριο παρεμβολής δίνει ότι limx→+∞(ζ(x)− 1) = 0 και άρα limx→+∞ ζ(x) = 1.
Για το όριο στο+∞ μπορούμε να εφαρμόσουμε, επίσης, το αποτέλεσμα της άσκησης 10.1.21[α].
Λόγω της ομοιόμορφης σύγκλισης στο [2,+∞) (μπορούμε να πάρουμε οποιονδήποτε a > 1 αντί
του 2), επιτρέπεται η εναλλαγή των συμβόλων του ορίου και της σειράς και έχουμε

limx→+∞ ζ(x) = limx→+∞
∑+∞

n=1
1
nx =

∑+∞
n=1 limx→+∞

1
nx = 1 +

∑+∞
n=2 0 = 1.

Άσκηση 10.2.1. Στην άσκηση 5.6.10 αποδείξτε ότι xn → +∞.

Λύση: Από την άσκηση 5.6.10 έχουμε ότι ισχύει

1 + xn
1! + · · ·+ xn

n

n! = kexn για κάθε n (14.277)

και ότι η (xn) είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικών αριθμών.
Υποθέτουμε ότι η (xn) δεν τείνει στο +∞ και, επομένως, ότι είναι άνω φραγμένη. Άρα η (xn)
συγκλίνει και έστω xn → a ∈ R. Τότε ισχύει 0 ≤ xn ≤ a για κάθε n.
Αν ορίσουμε sn(x) = 1+ x

1!+ · · ·+ xn

n! , τότε έχουμε ότι η ακολουθία συναρτήσεων (sn) συγκλίνει
στην ex ομοιόμορφα στο [0, a], αφού η δυναμοσειρά

∑+∞
n=0

xn

n! συγκλίνει στην e
x στο (−∞,+∞).

Συνεπάγεται ότι
sn(xn) → ea. (14.278)

Πράγματι, έχουμε ότι

|sn(xn)− ea| ≤ |sn(xn)− exn |+ |exn − ea| ≤ ∥sn − exp ∥[0,a] + |exn − ea| → 0.

Από τις (14.277) και (14.278) συνεπάγεται kea = ea, το οποίο είναι άτοπο, αφού 0 < k < 1.

Άσκηση 10.2.4. Βρείτε τα διαστήματα σύγκλισης των δυναμοσειρών
∑+∞

n=1
1

n2nx
n,

∑+∞
n=1 n!x

n,∑+∞
n=1 anx

n με an =

{
1/n, αν n άρτιος
2n/n, αν n περιττός

Εξετάστε τη σύγκλιση των δυναμοσειρών και στα

άκρα των αντίστοιχων διαστημάτων σύγκλισης.
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Λύση: Η πρώτη σειρά. Έχουμε n

√∣∣ 1
n2n

∣∣ = 1
2 n
√
n
→ 1

2 , οπότε lim
n

√
| 1
n2n | =

1
2 και η ακτίνα σύ-

γκλισης είναι ίση με 2.
Για x = 2 η δυναμοσειρά γίνεται

∑+∞
n=1

1
n2n 2

n =
∑+∞

n=1
1
n και αποκλίνει. Για x = −2 η δυναμο-

σειρά γίνεται
∑+∞

n=1
1

n2n (−2)n =
∑+∞

n=1(−1)n 1
n και συγκλίνει βάσει του κριτηρίου εναλλασσό-

μενων προσήμων. Άρα το διάστημα σύγκλισης είναι το [−2, 2).
Η δεύτερη σειρά. Έχουμε n

√
|n!| = n

√
n! → +∞. Άρα lim n

√
n! = +∞ και, επομένως, η ακτίνα

σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι 0. Άρα το διάστημα σύγκλισης είναι το μονοσύνολο {0}.
Η τρίτη σειρά. Αν ο n διατρέχει τους άρτιους φυσικούς, τότε n

√
|an| = 1

n
√
n
→ 1. Αν ο n διατρέχει

τους περιττούς φυσικούς, τότε n
√

|an| = 2
n
√
n
→ 2. Άρα lim n

√
|an| = max{1, 2} = 2, οπότε η

ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι ίση με 1
2 .

Για x = 1
2 η δυναμοσειρά γίνεται

21

1

(
1
2

)1
+ 1

2

(
1
2

)2
+ 23

3

(
1
2

)3
+ 1

4

(
1
2

)4
+ 25

5

(
1
2

)5
+ 1

6

(
1
2

)6
+ · · ·

≥ 21

1

(
1
2

)1
+ 23

3

(
1
2

)3
+ 25

5

(
1
2

)5
+ · · ·

= 1 + 1
3 + 1

5 + · · · ≥ 1
2 + 1

4 + 1
6 + · · ·

= 1
2

∑+∞
n=1

1
n = +∞.

(14.279)

Άρα για x = 1
2 η δυναμοσειρά αποκλίνει στο +∞.

Για x = −1
2 η δυναμοσειρά γίνεται

−21

1

(
1
2

)1
+ 1

2

(
1
2

)2 − 23

3

(
1
2

)3
+ 1

4

(
1
2

)4 − 25

5

(
1
2

)5
+ 1

6

(
1
2

)6 − · · · .

Παρατηρούμε ότι

1
2

(
1
2

)2
+ 1

4

(
1
2

)4
+ 1

6

(
1
2

)6
+ · · · ≤

(
1
2

)2
+

(
1
2

)4
+

(
1
2

)6
+ · · · = 1

3 .

Επομένως,

−21

1

(
1
2

)1
+ 1

2

(
1
2

)2 − 23

3

(
1
2

)3
+ 1

4

(
1
2

)4 − 25

5

(
1
2

)5
+ 1

6

(
1
2

)6 − · · ·

≤ −
(
21

1

(
1
2

)1
+ 23

3

(
1
2

)3
+ 25

5

(
1
2

)5
+ · · ·

)
+ 1

3

= −
(
1 + 1

3 + 1
5 + · · ·

)
+ 1

3

≤ −
(
1
2 + 1

4 + 1
6 + · · ·

)
+ 1

3 = 1
3 − 1

2

∑+∞
n=1

1
n = −∞.

(14.280)

Άρα για x = −1
2 η δυναμοσειρά αποκλίνει στο −∞.

Το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι το (−1
2 ,

1
2).

Σχόλιο. Εν γένει δεν επιτρέπεται να παραλείπουμε όρους μιας σειράς - ειδικά αν το πλήθος τους
είναι άπειρο - ή να ομαδοποιούμε και να αντικαθιστούμε όρους μιας σειράς με άλλους. Αυτό το
κάναμε στην (14.279) και στην (14.280). Μπορείτε να αιτιολογήσετε με αυστηρό τρόπο τους χει-
ρισμούς που έγιναν;

Άσκηση 10.2.5. Τί συμπεραίνετε για την ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n αν η ακολουθία
(an) είναι φραγμένη; Τί συμπεραίνεται αν η ( 1

an
) είναι φραγμένη;

Αν η
∑+∞

n=0 an αποκλίνει και η ακολουθία (an) είναι φραγμένη, αποδείξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης
της

∑+∞
n=0 an(x− ξ)n είναι ίση με 1.

Αν η
∑+∞

n=0 an συγκλίνει υπό συνθήκη, αποδείξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x−ξ)n είναι
ίση με 1.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι ισχύει |an| ≤ M για κάθε n. Τότε ισχύει n
√
|an| ≤ n

√
M για

κάθε n. Αν ξ είναι οποιοδήποτε υποακολουθιακό όριο της
(

n
√

|an|
)
, τότε γράφοντας nk στη θέση

του n στην τελευταία ανισοτική σχέση και παίρνοντας όριο, βρίσκουμε ότι ισχύει ξ ≤ 1. Άρα κάθε
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υποακολουθιακό όριο της
(

n
√

|an|
)
είναι ≤ 1 και, επομένως, lim n

√
|an| ≤ 1. Συμπεραίνουμε ότι

η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι ≥ 1.
Έστω ότι ισχύει | 1

an
| ≤M για κάθε n. Τότε ισχύει n

√
|an| ≥ n

√
1
M για κάθε n. Αν ξ είναι οποιοδή-

ποτε υποακολουθιακό όριο της
(

n
√

|an|
)
, τότε, όπως πριν, βρίσκουμε ότι ισχύει ξ ≥ 1. Άρα κάθε

υποακολουθιακό όριο της
(

n
√

|an|
)
είναι ≥ 1 και, επομένως, lim n

√
|an| ≥ 1. Συμπεραίνουμε ότι

η ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι ≤ 1.
Το δεύτερο ερώτημα. Από το πρώτο ερώτημα γνωρίζουμε ότι η ακτίνα σύγκλισης R είναι ≥ 1. Αν
R > 1, τότε ο ξ + 1 ανήκει στο διάστημα σύγκλισης. Αυτό είναι άτοπο λόγω υπόθεσης και άρα
R = 1.
Το τρίτο ερώτημα. Επειδή η

∑+∞
n=0 an συγκλίνει, έχουμε ότι an → 0 και άρα η (an) είναι φραγ-

μένη. Πάλι από το πρώτο ερώτημα γνωρίζουμε ότι η ακτίνα σύγκλισης R είναι ≥ 1. Αν R > 1,
τότε ο ξ + 1 ανήκει στο εσωτερικό του διαστήματος σύγκλισης, οπότε η δυναμοσειρά συγκλίνει
απολύτως για x = ξ + 1. Αυτό είναι άτοπο λόγω υπόθεσης και άρα R = 1.

Άσκηση 10.2.6. Έστω ότι η (an) είναι φθίνουσα, ότι a0 > 0 και ότι ισχύει an ≥ 0 για κάθε n.
Αποδείξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης της

∑+∞
n=0 anx

n είναι ≥ 1.
Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ (−1, 1) ισχύει

∣∣a0 − (1 − x)
∑+∞

n=0 anx
n
∣∣ < a0. Αποδείξτε ότι ισχύει∑+∞

n=0 anx
n ̸= 0 για κάθε x ∈ (−1, 1).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Επειδή η (an) είναι φθίνουσα και φραγμένη και επειδή η
∑+∞

n=0 x
n συ-

γκλίνει για κάθε x ∈ (−1, 1), από το κριτήριο του Abel (για αριθμητικές σειρές) συνεπάγεται ότι
η
∑+∞

n=0 anx
n συγκλίνει για κάθε x ∈ (−1, 1). Άρα η ακτίνα σύγκλισής της είναι ≥ 1.

Το δεύτερο ερώτημα. Επειδή η (an) είναι φθίνουσα και έχει κάτω φράγμα τον 0, συγκλίνει σε
αριθμό ≥ 0. Έστω an → a ≥ 0. Τότε για |x| < 1 έχουμε∣∣a0 − (1− x)

∑+∞
n=0 anx

n
∣∣ = ∣∣a0 −∑+∞

n=0 anx
n +

∑+∞
n=0 anx

n+1
∣∣

=
∣∣−∑+∞

n=1 anx
n +

∑+∞
n=1 an−1x

n
∣∣

=
∣∣∑+∞

n=1(an−1 − an)x
n
∣∣ ≤ ∑+∞

n=1 |an−1 − an||x|n

≤
∑+∞

n=1 |an−1 − an| =
∑+∞

n=1(an−1 − an) = a0 − a ≤ a0.

Άρα ισχύει
∣∣a0 − (1− x)

∑+∞
n=0 anx

n
∣∣ ≤ a0.

Αν ισχύει
∣∣a0 − (1 − x)

∑+∞
n=0 anx

n
∣∣ = a0, τότε σε όλη την προηγούμενη διαδοχή ισοτήτων και

ανισοτήτων θα πρέπει κάθε ανισότητα να ισχύει ως ισότητα. Ειδικώτερα, πρέπει να είναι a = 0,
δηλαδή an → 0. Επίσης, πρέπει να ισχύει |an−1 − an||x|n = |an−1 − an| για κάθε n ≥ 1 και,
επειδή |x| < 1, πρέπει να ισχύει |an−1 − an| = 0 ή, ισοδύναμα, an−1 = an για κάθε n ≥ 1.
Συνεπάγεται ότι η (an) είναι σταθερή ακολουθία. Επειδή an → 0, έχουμε ότι ισχύει an = 0 για
κάθε n και άρα a0 = 0 που είναι άτοπο.
Άρα ισχύει

∣∣a0 − (1− x)
∑+∞

n=0 anx
n
∣∣ < a0, οπότε το

∑+∞
n=0 anx

n ̸= 0 είναι άμεσο.

Άσκηση 10.2.7. [α] Έστω R > 0 η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n και s(x) η συνάρτηση
που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (ξ −R, ξ +R). Αποδείξτε ότι

s(m)(x) = m!
∑+∞

n=m

(
n
m

)
an(x− ξ)n−m για κάθε x ∈ (ξ −R, ξ +R), m ∈ Z, m ≥ 0

και s(m)(ξ) = m!am για κάθεm ∈ Z μεm ≥ 0.

Λύση: Γιαm = 1 η σχέση που θέλουμε να αποδείξουμε ισχύει διότι είναι η γνωστή από τη θεωρία:

d
dxs(x) =

∑+∞
n=0 an

d
dx(x− ξ)n =

∑+∞
n=1 nan(x− ξ)n−1 = 1!

∑+∞
n=1

(
n
1

)
an(x− ξ)n−1.

Έστω ότι ισχύει για κάποιονm ότι

s(m)(x) = m!
∑+∞

n=m

(
n
m

)
an(x− ξ)n−m.
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Τότε

s(m+1)(x) = d
dxs

(m)(x) = m!
∑+∞

n=m

(
n
m

)
an

d
dx(x− ξ)n−m

= m!
∑+∞

n=m

(
n
m

)
(n−m)an(x− ξ)n−m−1

= (m+ 1)!
∑+∞

n=m+1

(
n

m+1

)
an(x− ξ)n−m−1.

Άρα η s(m)(x) = m!
∑+∞

n=m

(
n
m

)
an(x− ξ)n−m ισχύει για κάθεm.

Αν x = x0, παίρνουμε τον αρχικό όρο: s(m)(ξ) = m!am.

Άσκηση 10.2.8. Έστω R > 0 και έστω ότι ισχύει s(x) =
∑+∞

n=0 anx
n για x ∈ (−R,R).

Αποδείξτε ότι η s(x) είναι άρτια στο διάστημα (−R,R) αν και μόνο αν ισχύει an = 0 για κάθε
περιττό n ∈ N.
Αποδείξτε ότι η s(x) είναι περιττή στο διάστημα (−R,R) αν και μόνο αν ισχύει an = 0 για κάθε
άρτιο n ∈ Z, n ≥ 0.

Υπόδειξη: Και στα δύο ερωτήματα η μία κατεύθυνση είναι απλή. Για την άλλη κατεύθυνση εφαρ-
μόστε το αποτέλεσμα της άσκησης 10.2.7[α].

Άσκηση 10.2.9.Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an
′(x−ξ)n είναιR′, της

∑+∞
n=0 an

′′(x−ξ)n
είναι R′′ και της

∑+∞
n=0(an

′ + an
′′)(x− ξ)n είναι R.

Αποδείξτε ότι, αν R′ ̸= R′′, τότε R = min{R′, R′′} και, αν R′ = R′′, τότε R ≥ R′ = R′′.
Βρείτε παράδειγμα ώστε να είναι R′ = R′′ και η ακτίνα σύγκλισης του αθροίσματος να είναι
R > R′ = R′′.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω R1 = min{R′, R′′}.
Σε κάθε περίπτωση, το διάστημα (ξ − R1, ξ + R1) περιέχεται στα διαστήματα (ξ − R′, ξ + R′)
και (ξ−R′′, ξ+R′′). Άρα για κάθε x ∈ (ξ−R1, ξ+R1) και οι δύο σειρές

∑+∞
n=0 an

′(x− ξ)n και∑+∞
n=0 an

′′(x− ξ)n συγκλίνουν και, επομένως, και η σειρά
∑+∞

n=0(an
′ + an

′′)(x− ξ)n συγκλίνει.
Άρα το (ξ −R1, ξ +R1) περιέχεται στο (ξ −R, ξ +R), οπότε R1 ≤ R.
Μέχρι τώρα έχουμε καλύψει την απάντηση στο δεύτερο υποερώτημα. Έστω, λοιπόν, ότιR′ ̸= R′′

και ας πάρουμε την περίπτωση R′ < R′′. (Η περίπτωση R′ > R′′ είναι συμμετρική). Θα αποδεί-
ξουμε ότι R = R′.
Έχουμε ήδη αποδείξει ότι R ≥ R′, αφού R1 = R′. Ας υποθέσουμε ότι R > R′ και ας πάρουμε
κάποιον x στο (ξ−R, ξ+R) και στο (ξ−R′′, ξ+R′′) αλλά όχι στο [ξ−R′, ξ+R′]. Τότε οι σειρές∑+∞

n=0(an
′+an

′′)(x−ξ)n και
∑+∞

n=0 an
′′(x−ξ)n συγκλίνουν αλλά όχι η

∑+∞
n=0 an

′(x−ξ)n. Αυτό
είναι άτοπο, διότι η τελευταία σειρά είναι η διαφορά των δύο πρώτων.
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε μια οποιαδήποτε δυναμοσειρά με πεπερασμένη ακτίνα σύγκλισης
και την αντίθετή της. Για παράδειγμα, τις

∑+∞
n=0 x

n και
∑+∞

n=0(−1)xn. Έχουν την ίδια ακτίνα σύ-
γκλισης 1, αλλά το άθροισμά τους είναι η μηδενική δυναμοσειρά με ακτίνα σύγκλισης +∞.

Άσκηση 10.2.10.ΈστωR > 0 και έστω ότι ισχύει s(x) =
∑+∞

n=0 an(x−ξ)n για x ∈ (ξ−R, ξ+R).
Υποθέστε ότι ο ξ είναι ρίζα της s(x), δηλαδή s(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, a0 = 0. Αποδείξτε ότι είτε
ισχύει s(x) = 0 για κάθε x ∈ (ξ−R, ξ+R) είτε υπάρχει r με 0 < r ≤ R ώστε να ισχύει s(x) ̸= 0
για κάθε x ∈ (ξ− r, ξ+ r) με x ̸= ξ. Στην δεύτερη περίπτωση, πώς προσδιορίζεται η πολλαπλότητα
της ρίζας ξ της s(x) από τους συντελεστές της δυναμοσειράς;

Υπόδειξη: Έστω ότι η s δεν είναι η μηδενική συνάρτηση στο (ξ − R, ξ + R). Τότε υπάρχει
k ∈ N ώστε ak ̸= 0 και έστω k ο ελάχιστος φυσικός με αυτή την ιδιότητα. Τότε s(x) =
(x − ξ)k

∑+∞
n=0 ak+n(x − ξ)n για x ∈ (ξ − R, ξ + R). Η δυναμοσειρά

∑+∞
n=0 ak+n(x − ξ)n

ορίζει συνάρτηση t(x) συνεχή στο (ξ −R, ξ +R) και t(ξ) = ak ̸= 0.

Άσκηση 10.2.12. Προσδιορίστε τα διαστήματα σύγκλισης των δυναμοσειρών
∑+∞

n=1
1·3···(2n−1)
1·4···(3n−2)x

n,∑+∞
n=1

1·3···(2n−1)
2·4···(2n) xn,

∑+∞
n=1

(1·3···(2n−1)
2·4···(2n)

)2
xn,

∑+∞
n=1

(1·3···(2n−1)
2·4···(2n)

)3
xn.

Υπόδειξη: Για τα άκρα των διαστημάτων σύγκλισης δείτε το λήμμα 10.1. Για τις τρεις τελευταίες
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δυναμοσειρές δείτε και την άσκηση 8.3.9.

Άσκηση 10.2.14. Αποδείξτε ότι ισχύει
∫ x
0

1
1+t2

dt =
∑+∞

k=1(−1)k−1 x
2k−1

2k−1 για κάθε x ∈ (−1, 1),
γράφοντας το 1

1+t2
ως γεωμετρική σειρά. Κατόπιν, αποδείξτε ότι η σχέση αυτή ισχύει και για x = ±1.

Λύση: Στην σχέση
1

1−x =
∑+∞

k=0 x
k,

η οποία ισχύει για κάθε x ∈ (−1, 1), αντικαθιστούμε το x με το −x2 και παίρνουμε

1
1+x2 =

∑+∞
k=0(−1)kx2k για x ∈ (−1, 1).

Ολοκληρώνουμε τη δυναμοσειρά αυτή από το 0 μέχρι το x και έχουμε∫ x
0

1
1+t2

dt =
∑+∞

k=0(−1)k x2k+1

2k+1 για x ∈ (−1, 1).

Τώρα, από το κριτήριο εναλλασσόμενων προσήμων, βλέπουμε ότι η
∑+∞

k=0(−1)k x2k+1

2k+1 συγκλίνει
και για x = ±1. Επομένως, η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά είναι συνεχής στο διά-
στημα [−1, 1] και, επειδή, και η συνάρτηση που ορίζεται από το αόριστο ολοκλήρωμα

∫ x
0

1
1+t2

dt
είναι συνεχής, συνεπάγεται∫ −1

0
1

1+t2
dt = limx→−1+

∫ x
0

1
1+t2

dt = limx→−1+
∑+∞

k=0(−1)k x2k+1

2k+1 =
∑+∞

k=0(−1)k (−1)2k+1

2k+1

και ∫ 1
0

1
1+t2

dt = limx→1−
∫ x
0

1
1+t2

dt = limx→1−
∑+∞

k=0(−1)k x2k+1

2k+1 =
∑+∞

k=0(−1)k 12k+1

2k+1 .

Άρα η σχέση
∫ x
0

1
1+t2

dt =
∑+∞

k=0(−1)k x2k+1

2k+1 ισχύει για κάθε x ∈ [−1, 1].

Άσκηση 10.2.15. Αποδείξτε ότι ισχύει
∫ x
0

1√
1−t2 dt =

∑+∞
k=1

1·3·5···(2k−1)
2k−1(k−1)!(2k−1)2 x

2k−1 για κάθε
x ∈ (−1, 1).
Αποδείξτε ότι ισχύει arcsinx =

∑+∞
k=1

1·3·5···(2k−1)
2k−1(k−1)!(2k−1)2 x

2k−1 για κάθε x ∈ [−1, 1].

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε τον γενικό διωνυμικό τύπο του Newton με a = −1
2 και −t

2 στη θέση
του x. Προσέξτε ότι η δεύτερη σχέση ισχύει και για x = ±1.

Άσκηση 10.2.17. Έστω k ∈ N. Αποδείξτε ότι οι
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n και
∑+∞

n=0 n
kan(x− ξ)n έχουν

την ίδια ακτίνα σύγκλισης.

Λύση: Αρκεί να αποδείξουμε ότι lim n
√
nk|an| = lim n

√
|an|.

Επειδή n
√
nk|an| =

(
n
√
n
)k n

√
|an| και n

√
n → 1, το ζητούμενο είναι άμεση συνέπεια του αποτε-

λέσματος του τελευταίου μέρους της άσκησης 2.7.8.

Άσκηση 10.2.19. Έστω ότι ισχύει
∑+∞

n=0 anx
n = s(x) για κάθε x ∈ (−1, 1). Αν ισχύει bn =

a0 + a1 + · · · + an για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0, αποδείξτε ότι ισχύει
∑+∞

n=0 bnx
n = s(x)

1−x για κάθε
x ∈ (−1, 1).
Αποδείξτε τον γενικό διωνυμικό τύπο του Newton (1 + x)α =

∑+∞
n=0

(
α
n

)
xn όταν ο α είναι αρνητι-

κός ακέραιος, χρησιμοποιώντας το προηγούμενο.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Ουσιαστικά εφαρμόζουμε τον τύπο άθροισης του Abel της υποενότητας
8.3.2. Έχουμε:∑n

n=0 akx
k = a0 +

∑n
k=1(bk − bk−1)x

k = a0 +
∑n

k=1 bkx
k −

∑n
k=1 bk−1x

k

= b0 +
∑n

k=1 bkx
k −

∑n−1
k=0 bkx

k+1 =
∑n

k=0 bkx
k −

∑n−1
k=0 bkx

k+1

=
∑n

k=0 bkx
k −

∑n
k=0 bkx

k+1 + bnx
n+1

= (1− x)
∑n

k=0 bkx
k + bnx

n+1.

(14.281)
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Τώρα, θέτουμεm = [n2 ] και για |x| < 1 έχουμε:

|bnxn| ≤
∑m

k=0 |ak||x|n +
∑n

k=m+1 |ak||x|n = |x|n−m
∑m

k=0 |ak||x|m +
∑n

k=m+1 |ak||x|n

≤ |x|n−m
∑m

k=0 |ak||x|k +
∑n

k=m+1 |ak||x|k → 0 + 0 = 0.

Το πρώτο μέρος του τελευταίου αθροίσματος τείνει στον 0, διότι n −m ≥ n − n
2 = n

2 → +∞
και διότι το

∑m
k=0 |ak||x|k είναι φραγμένο, αφού η σειρά

∑+∞
n=0 anx

n συγκλίνει απολύτως. Το
δεύτερο μέρος τείνει στον 0, διότιm→ +∞ και, πάλι, η σειρά

∑+∞
n=0 anx

n συγκλίνει απολύτως.
Άρα bnxn → 0, οπότε από την (14.281) συνεπάγεται ότι η σειρά

∑+∞
n=0 bnx

n συγκλίνει και∑+∞
n=0 anx

n = (1− x)
∑+∞

n=0 bnx
n.

Το δεύτερο ερώτημα. Με α = −m καιm ∈ N έχουμε να αποδείξουμε ότι

(1 + x)−m =
∑+∞

n=0

(−m
n

)
xn

και μπορείτε να το κάνετε με επαγωγή ως προςm.

Άσκηση 10.2.20. Έστω αριθμοί p, q, όχι και οι δύο ίσοι με 0, και δυναμοσειρά
∑+∞

n=0 anx
n. Υπο-

θέτουμε ότι ισχύει an+2 = pan+1 + qan για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε ότι για κάθε x στο
διάστημα σύγκλισής της η δυναμοσειρά έχει άθροισμα a0+(a1−pa0)x

1−px−qx2 (μετά από απλοποίηση, αν αυτή
είναι εφικτή) και υπολογίστε την ακτίνα σύγκλισης της δυναμοσειράς συναρτήσει των p, q.

Λύση: Έστω s(x) =
∑+∞

n=0 anx
n το άθροισμα της δυναμοσειράς στο διάστημα σύγκλισής της I .

Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση an+2 = pan+1 + qan με xn+2 και προσθέτουμε:∑+∞
n=0 an+2x

n+2 = px
∑+∞

n=0 an+1x
n+1 + qx2

∑+∞
n=0 anx

n.

Συνεπάγεται
s(x)− a0 − a1x = px(s(x)− a0) + qx2s(x)

και άρα ισχύει

(1− px− qx2)s(x) = a0 + (a1 − pa0)x για κάθε x ∈ I. (14.282)

Τώρα διακρίνουμε περιπτώσεις.
Έστω q = 0, οπότε p ̸= 0, και τότε υπάρχει ο παράγων 1−px στην αριστερή μεριά της (14.282). Αν
η ρίζα 1

p του παράγοντα αυτού δεν ανήκει στο I , τότε ισχύει s(x) =
a0+(a1−pa0)x

1−px για κάθε x ∈ I .
Αν η ρίζα 1

p του παράγοντα αυτού ανήκει στο I , τότε, λόγω της (14.282), πρέπει ο 1
p να είναι ρίζα και

της δεξιάς μεριάς, οπότε ισχύει a1 = 0. Επομένως, η (14.282) γράφεται (1−px)s(x) = a0(1−px).
Αυτό ισχύει για κάθε x ∈ I και άρα ισχύει s(x) = a0 για κάθε x ∈ I εκτός του x = 1

p . Επειδή,
όμως και οι δύο μεριές αυτής της ισότητας είναι συνεχείς στο I , συνεπάγεται ότι ισχύει s(x) = a0
για κάθε x ∈ I (συμπεριλαμβανομένου και του x = 1

p ).
Έστω q ̸= 0. Αν ο παράγων 1− px− qx2 δεν έχει πραγματικές ρίζες ή καμία από τις πραγματικές
ρίζες του δεν ανήκει στο I , τότε ισχύει s(x) = a0+(a1−pa0)x

1−px−qx2 για κάθε x ∈ I . Αν τουλάχιστον μία
πραγματική ρίζα ξ του παράγοντα 1−px−qx2 ανήκει στο I , τότε έχουμε−q(x−ξ)(x−η)s(x) =
a0 + (a1 − pa0)x για κάθε x ∈ I (όπου η είναι η δεύτερη ρίζα του 1− px− qx2). Τότε ο ξ είναι
ρίζα και της δεξιάς μεριάς της ισότητας, οπότε συνεπάγεται ότι a0+(a1− pa0)x = −pa0(x− ξ).
Άρα ισχύει−q(x− η)s(x) = −pa0 για κάθε x ∈ I εκτός του x = ξ. Επειδή και οι δύο μεριές της
τελευταίας ισότητας είναι συνεχείς στο I , ισχύει −q(x − η)s(x) = −pa0 για κάθε x ∈ I . Τώρα,
αν ο η δεν ανήκει στο I , ισχύει s(x) = pa0

q(x−η) για κάθε x ∈ I . Αν ο η ανήκει στο I , τότε με x = η

συνεπάγεται pa0 = 0, οπότε ισχύει q(x − η)s(x) = 0 για κάθε x ∈ I . Άρα ισχύει s(x) = 0 για
κάθε x ∈ I εκτός του x = η και, επειδή οι δύο μεριές της ισότητας αυτής είναι συνεχείς στο I ,
ισχύει s(x) = 0 για κάθε x ∈ I . (Προσέξτε ότι καμία από τις ρίζες ξ, η του 1− px− qx2 δεν είναι
ίση με 0.)
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Άρα, σε κάθε περίπτωση, ισχύει s(x) = a0+(a1−pa0)x
1−px−qx2 στο I μετά από κάθε εφικτή απλοποίηση

του a0+(a1−pa0)x
1−px−qx2 .

Τώρα, σχετικά με τον υπολογισμό της ακτίνας σύγκλισης της δυναμοσειράς θα περιοριστούμε στη
διατύπωση του αποτελέσματος και σε μια υπόδειξη, αφήνοντας τη λύση στον αναγνώστη.
Αφού γίνει η οποιαδήποτε δυνατή απλοποίηση του λόγου a0+(a1−pa0)x

1−px−qx2 , βρίσκουμε την ρίζα ή τις
ρίζες του παρονομαστή. Αν υπάρχει μόνο μία πραγματική ρίζα ξ, τότε η ακτίνα σύγκλισης της δυ-
ναμοσειράς είναι ίση με |ξ|. Αν υπάρχουν δύο πραγματικές ρίζες ξ1, ξ2, τότε η ακτίνα σύγκλισης
είναι ίση με min{|ξ1|, |ξ2|}. Αν υπάρχουν δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες κ± iλ (με λ ̸= 0), τότε η
ακτίνα σύγκλισης είναι ίση με

√
κ2 + λ2. Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση η ακτίνα σύγκλισης είναι

ίση με την απόσταση του 0 από την κοντινότερη προς αυτόν ρίζα (πραγματική ή μιγαδική) του
παρονομαστή. Για την απόδειξη θα βοηθήσουν, ίσως, τα αποτελέσματα της άσκησης 2.1.10.

Άσκηση 10.2.21.Αν οι
∑+∞

m=0 am και
∑+∞

n=0 bn συγκλίνουν και αν και το γινόμενο Cauchy
∑+∞

k=0 ck
των δύο σειρών συγκλίνει, αποδείξτε ότι

∑+∞
k=0 ck =

∑+∞
m=0 am

∑+∞
n=0 bn.

Υπόδειξη:Οι δυναμοσειρές
∑+∞

m=0 amx
m και

∑+∞
n=0 bnx

n έχουν ως διαστήματα σύγκλισης τουλά-
χιστον το (−1, 1]. Το γινόμενο Cauchy τους είναι η δυναμοσειρά

∑+∞
k=0 ckx

k και έχει κι αυτή ως
διάστημα σύγκλισης τουλάχιστον το (−1, 1]. Λόγω απόλυτης σύγκλισης στο διάστημα (−1, 1),
από το θεώρημα 8.4 συνεπάγεται ότι ισχύει

∑+∞
k=0 ckx

k =
∑+∞

m=0 amx
m

∑+∞
n=0 bnx

n για κάθε
x ∈ (−1, 1). Το συμπέρασμα προκύπτει από το θεώρημα 10.8.

Άσκηση 10.2.22. Έστω ότι η
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n έχει ακτίνα σύγκλισης R ώστε 0 < R ≤ +∞ και
έστω η ∈ (ξ−R, ξ+R), δηλαδή |η−ξ| < R. Αφού αποδείξετε ότι για κάθεm ∈ Z,m ≥ 0 η σειρά∑+∞

n=m

(
n
m

)
an(η−ξ)n−m συγκλίνει απολύτως, θεωρήστε τους bm =

∑+∞
n=m

(
n
m

)
an(η−ξ)n−m και

αποδείξτε ότι
(i) η ακτίνα σύγκλισης της

∑+∞
m=0 bm(x− η)m είναι ≥ R− |η − ξ| και

(ii) για κάθε x με |x− η| < R− |η − ξ| ισχύει
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n =
∑+∞

m=0 bm(x− η)m.

Υπόδειξη:Θεωρήστε τη διπλή σειρά
∑+∞

m,n=0 cm,nan(η−ξ)n−m, όπου cm,n =
(
n
m

)
αν 0 ≤ m ≤ n

και cm,n = 0 αν 0 ≤ n < m, και εφαρμόστε τα θεωρήματα 8.2 και 8.3.

Άσκηση 10.2.23. Έστω ότι η
∑+∞

n=0 an(x − ξ)n έχει ακτίνα σύγκλισης R ώστε 0 < R ≤ +∞
και έστω a0 ̸= 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει

∑+∞
m=0 bm(x − ξ)m με ακτίνα σύγκλισης R∗ ώστε 0 <

R∗ ≤ +∞ και ώστε να ισχύει
∑+∞

m=0 bm(x− ξ)m
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n = 1 για κάθε x με |x− ξ| <
min{R,R∗}.

Λύση: Θεωρούμε το γινόμενο Cauchy των σειρών
∑+∞

n=0 an(x− ξ)n και
∑+∞

m=0 bm(x− ξ)m. Το
γινόμενο Cauchy είναι η δυναμοσειρά

∑+∞
k=0 ck(x− ξ)k, όπου ck =

∑k
m=0 ak−mbm. Γνωρίζουμε

ότι, αν οι δύο σειρές συγκλίνουν απολύτως, τότε και το γινόμενο Cauchy τους συγκλίνει απολύτως
και το άθροισμά του είναι ίσο με το γινόμενο των αθροισμάτων των δύο σειρών. Υποθέτοντας,
λοιπόν, ότι υπάρχει η

∑+∞
m=0 bm(x− ξ)m και ότι έχει θετική ακτίνα σύγκλισης R∗, τότε για κάθε

x με |x− ξ| < min{R,R∗} θα ισχύει∑+∞
k=0 ck(x− ξ)k =

∑+∞
m=0 bm(x− ξ)m

∑+∞
n=0 an(x− ξ)n = 1

και άρα θα ισχύει
c0 = 1, ck = 0 για k ≥ 1.

Αυτές οι σχέσεις γράφονται ως ένα σύστημα με άπειρες εξισώσεις και άπειρους αγνώστους bm :

a0b0 = 1

a0b1 + a1b0 = 0

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0
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Από την πρώτη ισότητα προσδιορίζουμε τον b0 = 1
a0
. Κατόπιν, από τη δεύτερη προσδιορίζουμε

τον b1 = −a1
a0
b0. Μετά, από την τρίτη ισότητα προσδιορίζουμε τον b2 = −a2

a0
b0 − a1

a0
b1 και ούτω

καθ’ εξής. Έτσι προσδιορίζονται όλοι οι bm επαγωγικά με τον τύπο

b0 =
1
a0

και bm = −am
a0
b0 − · · · − a1

a0
bm−1 για m ≥ 1. (14.283)

Αφού προσδιορίσαμε τους bm πρέπει να αποδείξουμε ότι η δυναμοσειρά
∑+∞

m=0 bm(x− ξ)m έχει
θετική ακτίνα σύγκλισης.
Έχουμε ότι lim n

√
|an| = 1

R < +∞, οπότε, αν θεωρήσουμε οποιονδήποτε αριθμό u > 1
R , συνε-

πάγεται ότι ισχύει τελικά n
√

|an| ≤ u. Δηλαδή, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει |an| ≤ un για κάθε
n ≥ n0. Ορίζουμε τον αριθμό

M = max
{
1, |a0|, |a1|u , . . . ,

|an0−1|
un0−1

}
και τότε εύκολα βλέπουμε ότι ισχύει

|an| ≤Mun για κάθε n ≥ 0.

Τώρα, από την (14.283) συνεπάγεται ότι ισχύει

|b0| = 1
|a0| ≤

M
|a0| και |bm| ≤ M

|a0|(u
m|b0|+ · · ·+ u|bm−1|) για m ≥ 1. (14.284)

Από αυτές τις σχέσεις θα αποδείξουμε ότι υπάρχουν αριθμοί N > 0 και u∗ > 0 ώστε να ισχύει

|bm| ≤ N(u∗)m για κάθε m ≥ 0. (14.285)

Πάμε με επαγωγή. Πρώτα πρέπει να ισχύει |b0| ≤ N και γι αυτό αρκεί - λόγω της (14.284) - να
ισχύει

M
|a0| ≤ N.

Κατόπιν, για κάθε m ≥ 1, από τις |bj | ≤ N(u∗)j για j = 0, . . . m − 1 πρέπει να συνεπάγεται η
|bm| ≤ N(u∗)m. Αυτό, λόγω της (14.284), είναι σωστό αρκεί να ισχύει

M
|a0|(u

mN + · · ·+ uN(u∗)m−1) ≤ N(u∗)m για m ≥ 1

ή, ισοδύναμα, (
u
u∗

)m
+ · · ·+ u

u∗ ≤ |a0|
M για m ≥ 1

ή, ισοδύναμα,
u
u∗

1−(u/u∗)m

1−(u/u∗) ≤ |a0|
M για m ≥ 1.

Τώρα, θεωρώντας ότι u
u∗ < 1, βλέπουμε ότι αρκεί να ισχύει

u/u∗

1−(u/u∗) ≤
|a0|
M

ή, ισοδύναμα,
u
u∗ ≤ |a0|

M+|a0| .

Επομένως, καταλήγουμε στο ότι αν πάρουμε οποιονδήποτε N ≥ M
|a0| και οποιονδήποτε u

∗ ≥
uM+|a0|
|a0| , τότε ισχύει η (14.285). Από την (14.285) συνεπάγεται ότι ισχύει m

√
|bm| ≤ m

√
Nu∗ για

κάθεm και, επομένως, lim m
√

|bm| ≤ u∗. Παίρνοντας, ειδικώτερα, τον u∗ = uM+|a0|
|a0| , βρίσκουμε

ότι η δυναμοσειρά
∑+∞

m=0 bm(x − ξ)m έχει θετική ακτίνα σύγκλισης R∗ η οποία είναι ≥ 1
u∗ =

1
u
|a0|

M+|a0| . Δηλαδή, βρήκαμε ότι ισχύει R
∗ ≥ 1

u
|a0|

M+|a0| για κάθε u >
1
R και άρα ισχύει

R∗ ≥ R |a0|
M+|a0| > 0.
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Άσκηση 10.2.24. Αποδείξτε ότι, αν η
∑+∞

n=0 anx
n συγκλίνει ομοιόμορφα στο R, τότε υπάρχει n0 ∈

N ώστε an = 0 για κάθε n ≥ n0 (δηλαδή, η δυναμοσειρά “εκφυλίζεται” σε πολυώνυμο).

Υπόδειξη: Δείτε την άσκηση 9.2.23.

Άσκηση 10.2.25. [α] Θεωρήστε τη δυναμοσειρά
∑+∞

n=1
xn+1

n(n+1) . Βρείτε το διάστημα σύγκλισής της
και έναν συνοπτικό τύπο για τη συνάρτηση που ορίζεται από αυτήν, αφού πρώτα βρείτε έναν συνο-
πτικό τύπο για την δεύτερη παράγωγό της στο διάστημα σύγκλισης.

Λύση: Ο συντελεστής του xn είναι ίσος με 1
(n−1)n για n ≥ 2 και ίσος με 0 για n = 0 και n = 1.

Υπολογίζουμε
n

√∣∣ 1
(n−1)n

∣∣ = 1
n√n−1 n

√
n
→ 1,

οπότε lim n

√
| 1
(n−1)n | = 1 και η ακτίνα σύγκλισης είναι ίση με 1.

Για x = ±1 η δυναμοσειρά γίνεται
∑+∞

n=1
(±1)n+1

n(n+1) και συγκλίνει (απολύτως).
Άρα το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι το [−1, 1].
Αν s(x) είναι η συνάρτηση που ορίζεται από την δυναμοσειρά, τότε

s′(x) =
∑+∞

n=1
d
dx

xn+1

n(n+1) =
∑+∞

n=1
xn

n για x ∈ (−1, 1)

και
s′′(x) =

∑+∞
n=1

d
dx

xn

n =
∑+∞

n=1 x
n−1 = 1

1−x για x ∈ (−1, 1).

Συνεπάγεται ότι υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει s′(x) = − log(1− x) + c για x ∈ (−1, 1) και,
επειδή s′(0) = 0, είναι 0 = s′(0) = − log(1− 0) + c, οπότε c = 0. Άρα

s′(x) = − log(1− x) για x ∈ (−1, 1).

Επομένως, υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει s(x) = (1− x) log(1− x) + x+ c για x ∈ (−1, 1).
Επειδή s(0) = 0, είναι 0 = s(0) = (1− 0) log(1− 0) + 0 + c, οπότε c = 0. Άρα

s(x) = (1− x) log(1− x) + x για x ∈ (−1, 1).

Επειδή το διάστημα σύγκλισης της δυναμοσειράς είναι το [−1, 1], συνεπάγεται ότι η s(x) είναι
συνεχής και στα σημεία ±1.
Άρα

s(−1) = lim
x→−1+

s(x) = lim
x→−1+

(
(1− x) log(1− x) + x

)
= 2 log 2− 1

και
s(1) = lim

x→1−
s(x) = lim

x→1−

(
(1− x) log(1− x) + x

)
= 1.

Άρα ∑+∞
n=1

xn+1

n(n+1) =

{
(1− x) log(1− x) + x, αν x ∈ [−1, 1)

1, αν x = 1

Άσκηση 10.2.26. Έστω ότι ισχύει s(x) =
∑+∞

n=0 x
2n για κάθε x ∈ (−1, 1). Αποδείξτε ότι υπάρχει

M ώστε να ισχύει |s′(x)| ≤ M
1−|x| για κάθε x ∈ (−1, 1).

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε το κριτήριο συμπύκνωσης του Cauchy.

Άσκηση 10.2.27. Αποδείξτε το θεώρημα του Tauber: Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 anx
n

είναι 1 και s(x) είναι η συνάρτηση που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (−1, 1). Αν
nan → 0 και limx→1− s(x) = p, τότε

∑+∞
n=0 an = p.

Λύση: Θεωρούμε τυχόντα n ∈ N και τον xn = 1− 1
n και έχουμε∑n

k=0 ak − s(xn) =
∑n

k=1 ak(1− xn
k)−

∑+∞
k=n+1 akxn

k.
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Επειδή 1− xn
k = (1− xn)(1 + xn + · · ·+ xn

k−1) ≤ k(1− xn), συνεπάγεται∣∣∑n
k=0 ak − s(xn)

∣∣ ≤ (1− xn)
∑n

k=1 k|ak|+
∑+∞

k=n+1 |ak|xnk

= 1
n

∑n
k=1 k|ak|+ xn

n+1
∑+∞

k=n+1 |ak|xnk−n−1

≤ 1
n

∑n
k=1 k|ak|+

∑+∞
k=n+1 |ak|xnk−n−1.

(14.286)

Τώρα, έστω ϵ > 0. Επειδή nan → 0, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει n|an| < ϵ για κάθε n ≥ n0. Άρα
ισχύει ∑+∞

k=n+1 |ak|xnk−n−1 < ϵ
∑+∞

k=n+1
1
kxn

k−n−1 < ϵ
n

∑+∞
k=0 xn

k = ϵ
n

1
1−xn

= ϵ

για κάθε n ≥ n0. Επομένως, ο δεύτερος όρος του τελευταίου αθροίσματος της (14.286) συγκλίνει
στον 0 όταν n→ +∞.
Τέλος, ο πρώτος όρος 1

n

∑n
k=1 k|ak| συγκλίνει κι αυτός στον 0 λόγω του θεωρήματος του Cesaro

στην άσκηση 2.3.41.
Άρα από την (14.286) έχουμε ότι

∑n
k=0 ak − s(xn) → 0 και, επειδή s(xn) → p, συνεπάγεται ότι∑n

k=0 ak → p.

Άσκηση 10.2.28. Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 anx
n είναι 1 και s(x) είναι η συνάρτηση

που ορίζεται από τη δυναμοσειρά στο διάστημα (−1, 1). Αν ισχύει an ≥ 0 για κάθε n ∈ N, αποδείξτε
ότι η

∑+∞
n=0 an συγκλίνει αν και μόνο αν το limx→1− s(x) υπάρχει και είναι αριθμός.

Λύση: Έστω ότι η
∑+∞

n=0 an συγκλίνει. Τότε το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 anx
n περιέχει και

τον 1. Επομένως, η s(x) ορίζεται στο (−1, 1] (πιθανόν και στο [−1, 1]) και είναι συνεχής στον 1.
Άρα, ανεξάρτητα από το αν ισχύει an ≥ 0 για κάθε n ∈ N ή όχι, συνεπάγεται ότι

limx→1− s(x) = s(1) =
∑+∞

n=0 an.

Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει an ≥ 0 για κάθε n ∈ N και έστω ότι το limx→1− s(x) = s υπάρχει
και είναι αριθμός.
Είναι εύκολο να δούμε ότι η s είναι αύξουσα στο [0, 1). Πράγματι, αν 0 ≤ x1 < x2 < 1, τότε,
επειδή an ≥ 0 για κάθε n ∈ N, έχουμε

s(x1) =
∑+∞

n=0 anx1
n ≤

∑+∞
n=0 anx2

n = s(x2).

Ή, με άλλον τρόπο,

s′(x) =
∑+∞

n=1 nanx
n−1 ≥ 0 για κάθε x ∈ [0, 1).

Επομένως, ισχύει ∑+∞
n=0 anx

n = s(x) ≤ s για κάθε x ∈ [0, 1).

Άρα για κάθε n ισχύει ∑n
k=0 akx

k ≤ s για κάθε x ∈ [0, 1).

Άρα για κάθε n ισχύει ∑n
k=0 ak = limx→1−

∑n
k=0 akx

k ≤ s.

Άρα η σειρά μη-αρνητικών όρων
∑+∞

n=1 an έχει φραγμένα μερικά αθροίσματα με άνω φράγμα τον
s− a0 και, επομένως, συγκλίνει.

Άσκηση 10.2.29. Έστω ότι η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x− x0)
n είναι R. Ανm ∈ N, βρείτε

τις ακτίνες σύγκλισης των
∑+∞

n=0 a
m
n (x− x0)

n,
∑+∞

n=0 an(x− x0)
mn και

∑+∞
n=0 amn(x− x0)

n.

Λύση: Η πρώτη σειρά. n
√

|amn | =
(

n
√

|an|
)m. Συμπεραίνουμε ότι

lim n
√

|amn | =
(
lim n

√
|an|

)m
=

(
1
R

)m
= 1

Rm .
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Επομένως, η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 a
m
n (x− x0)

n είναι ίση με Rm.
Η δεύτερη σειρά. Αν γράψουμε την

∑+∞
n=0 an(x− x0)

mn στη μορφή
∑+∞

k=0 ck(x− x0)
k, τότε ο ck

είναι ίσος με 0, αν ο k δεν είναι πολλαπλάσιος του m, και είναι ίσος με an, αν ο k = mn είναι
πολλαπλάσιος του m. Άρα η υποακολουθία της ( k

√
|ck|) με δείκτες που δεν είναι πολλαπλάσιοι

τουm είναι σταθερή 0, οπότε έχει όριο 0, ενώ για την υποακολουθία της ( k
√

|ck|) με δείκτες που
είναι πολλαπλάσιοι τουm έχουμε mn

√
|cmn| = mn

√
|an| =

(
n
√

|an|
)1/m. Άρα,

lim k
√

|ck| =
(
lim n

√
|an|

)1/m
=

(
1
R

)1/m
.

Επομένως, η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 an(x− x0)
mn είναι ίση με R1/m.

Η τρίτη σειρά. Έχουμε
lim n

√
|anm| =

(
lim nm

√
|anm|

)m
.

Η
(

nm
√

|anm|
)
είναι υποακολουθία της

(
n
√

|an|
)
, οπότε συνεπάγεται

lim nm
√

|anm| ≤ lim n
√

|an| = 1
R .

Άρα
lim n

√
|anm| ≤

(
1
R

)m
= 1

Rm .

Άρα η ακτίνα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 amn(x− x0)
n είναι ≥ Rm.

Στην περίπτωση αυτή δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε την ακριβή τιμή της ακτίνας σύγκλισης
της

∑+∞
n=0 amn(x− x0)

n.
Πάρτε ως

∑+∞
n=0 an(x − x0)

n την
∑+∞

n=0 x
2n+1 και πάρτε m = 2. Δηλαδή, an = 0, αν ο n είναι

άρτιος, και an = 1, αν ο n είναι περιττός. Τότε υπολογίζεται εύκολα ότι η
∑+∞

n=0 an(x − x0)
n

έχει ακτίνα σύγκλισης R = 1 ενώ η
∑+∞

n=0 a2n(x− x0)
n είναι η σειρά

∑+∞
n=0 0x

n και έχει ακτίνα
σύγκλισης +∞.

Άσκηση 10.3.1. Χρησιμοποιήστε γνωστές σειρές Taylor για να βρείτε συνοπτικούς τύπους των δυνα-
μοσειρών

∑+∞
n=1

(
1−(−2)n

)
xn,

∑+∞
n=1

1
2n−1x

2n−1,
∑+∞

n=1
1
2nx

2n,
∑+∞

n=1
n−1
n! x

n,
∑+∞

n=0
(−1)n
n! x2n,∑+∞

n=1
1

(2n−1)!x
2n−1,

∑+∞
n=0

(log a)n
n! xn,

∑+∞
n=1

(2n)!
2n(n!)2

xn,
∑+∞

n=1(−1)n 1·4·7···(3n−2)
3·6·9···(3n) xn.

Λύση: Βρείτε εσείς τα διαστήματα σύγκλισης:∑+∞
n=1

(
1− (−2)n

)
xn =

∑+∞
n=1 x

n −
∑+∞

n=1(−2x)n = x
1−x + 2x

1+2x = 3x
1+x−2x2 .∑+∞

n=1
1
2nx

2n = 1
2

∑+∞
n=1

1
nx

2n = 1
2 log

1
1−x2 = log 1√

1−x2
.∑+∞

n=1
1

2n−1x
2n−1 =

∑+∞
n=1

1
nx

n −
∑+∞

n=1
1
2nx

2n = log 1
1−x − 1

2 log
1

1−x2 = log
√

1+x
1−x .∑+∞

n=1
n−1
n! x

n = x
∑+∞

n=1
1

(n−1)!x
n−1 −

∑+∞
n=1

1
n!x

n = xex − (ex − 1) = (x− 1)ex + 1.∑+∞
n=0

(−1)n
n! x2n = e−x

2
.∑+∞

n=1
1

(2n−1)!x
2n−1 = 1

2

∑+∞
n=0

1
n!x

n − 1
2

∑+∞
n=0

1
n!(−x)

n = 1
2(e

x − e−x) = sinhx.∑+∞
n=0

(log a)n
n! xn = ex log a = ax.∑+∞

n=1
(2n)!

2n(n!)2
xn =

∑+∞
n=1

(−1/2
n

)
(−2x)n = (1− 2x)−1/2 − 1 = 1√

1−2x − 1.∑+∞
n=1(−1)n 1·4·7···(3n−2)

3·6·9···(3n) xn =
∑+∞

n=1

(−1/3
n

)
xn = (1 + x)−1/3 − 1 = 1

3√1+x
− 1.

Άσκηση 10.3.5. Βρείτε τις σειρές Taylor στον 0 των sin(x3), (sinx)3, sinx sin(3x), (sinx)6 +
(cosx)6, log(1 + x+ x2), 1

1−5x+6x2 .

Υπόδειξη: Για την sin(x3) αντικαταστήστε τον x με τον x3 στη σειρά Taylor στον 0 της sinx.
Για την (sinx)3 γράψτε (sinx)3 = 1

2 sinx− 1
4 sin(3x).

Για την sinx sin(3x) γράψτε sinx sin(3x) = 1
2 cos(2x)−

1
2 cos(4x).
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Για την (sinx)6 + (cosx)6 γράψτε (sinx)6 + (cosx)6 = 5
8 + 3

8 cos(4x).
Για την log(1 + x+ x2) γράψτε 1 + x+ x2 = 1−x3

1−x .
Για την 1

1−5x+6x2 χωρίστε σε απλούς λόγους.

Άσκηση 10.3.6. Υπολογίστε τα αθροίσματα
∑+∞

n=1
(−1)n−1

(2n)2−1 ,
∑+∞

n=1
(−1)n−1

(2n+1)2−1 .

Υπόδειξη: Χωρίστε τα 1
(2n)2−1 και

1
(2n+1)2−1 σε απλούς λόγους.

Άσκηση 10.3.7. Η άσκηση 5.6.16 λέει ότι η h(x) =

{
e−1/x, αν x > 0

0, αν x ≤ 0
είναι άπειρες φορές πα-

ραγωγίσιμη στο R και ότι h(n)(0) = 0 για κάθε n. Αναπαριστά σε κάποιο διάστημα με μέσο τον 0
και που δεν αποτελείται μόνο από τον 0 η σειρά Taylor

∑+∞
n=0

h(n)(0)
n! xn στον 0 την h; Ποιό είναι το

διάστημα σύγκλισης αυτής της δυναμοσειράς;

Λύση: Η δυναμοσειρά
∑+∞

n=0
h(n)(0)

n! xn είναι η μηδενική δυναμοσειρά και άρα έχει διάστημα σύ-
γκλισης το (−∞,+∞) και συγκλίνει στη μηδενική συνάρτηση στο διάστημα αυτό.
Αν η σειρά Taylor της h στον 0 αναπαριστούσε την h σε κάποιο διάστημα με μέσο τον 0 και που
δεν αποτελείται μόνο από τον 0, τότε θα συνέκλινε στην h σε κάποιο διάστημα (−R,R) μεR > 0
και, επομένως, θα ίσχυε h(x) = 0 για −R < x < R. Αυτό είναι, φυσικά, άτοπο.

Άσκηση 10.3.8. Αποδείξτε ότι η f(x) =
∑+∞

k=1 e
−k cos(k2x) είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη

στο R και ότι η σειρά Taylor
∑+∞

n=0
f (n)(0)

n! xn συγκλίνει μόνο όταν x = 0.

Λύση: Για κάθε k ισχύει |e−k cos(k2x)| ≤ e−k για κάθε x και
∑+∞

k=1 e
−k < +∞. Από το κριτήριο

του Weierstrass συνεπάγεται ότι η σειρά συγκλίνει σε συνάρτηση - η οποία έχει ήδη ονομασθεί
f(x) στη διατύπωση της άσκησης - ομοιόμορφα στο R.
Η σειρά των παραγώγων συναρτήσεων είναι η∑+∞

k=1
d
dx(e

−k cos(k2x)) = −
∑+∞

k=1 k
2e−k sin(k2x).

Πάλι με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι, επειδή
∑+∞

k=1 k
2e−k < +∞, η σειρά αυτή συγκλίνει ομοιό-

μορφα σε κάποια συνάρτηση στο R και, επομένως, η συνάρτηση αυτή είναι η παράγωγος της f .
Άρα

f ′(x) = −
∑+∞

k=1 k
2e−k sin(k2x) για κάθε x.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, βλέπουμε εύκολα ότι η f είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R και
ότι

f (2m)(x) = (−1)m
∑+∞

k=1 k
4me−k cos(k2x) για κάθε x,

f (2m−1)(x) = (−1)m
∑+∞

k=1 k
4m−2e−k sin(k2x) για κάθε x.

Όλα αυτά εξαρτώνται, φυσικά, από το ότι ισχύει
∑+∞

k=1 k
pe−k < +∞ για κάθε p.

Άρα, ειδικώτερα,

f (2m)(0) = (−1)m
∑+∞

k=1 k
4me−k, f (2m−1)(0) = 0,

οπότε η δυναμοσειρά
∑+∞

n=0
f (n)(0)

n! xn γράφεται∑+∞
m=0

f (2m)(0)
(2m)! x

2m =
∑+∞

m=0
1

(2m)!

(∑+∞
k=1 k

4me−k
)
(−x2)m.

Θέτουμε t = −x2 και βρίσκουμε την δυναμοσειρά∑+∞
m=0

1
(2m)!

(∑+∞
k=1 k

4me−k
)
tm. (14.287)

Αν η αρχική δυναμοσειρά συγκλίνει για κάποιον x ̸= 0, τότε και η τελευταία δυναμοσειρά συ-
γκλίνει για κάποιον t ̸= 0 και, επειδή το διάστημα σύγκλισης πρέπει να είναι συμμετρικό ως προς
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τον 0, θα συγκλίνει για κάποιον t > 0.
Τώρα μελετάμε τη σειρά

∑+∞
k=1 k

4me−k. Εύκολα βλέπουμε ότι η συνάρτηση x4me−x έχει μέγιστη
τιμή για x = 4m και απομονώνουμε τον αντίστοιχο όρο της

∑+∞
k=1 k

4me−k. Έτσι, επειδή όλοι οι
υπόλοιποι όροι της σειράς είναι μη-αρνητικοί, έχουμε∑+∞

k=1 k
4me−k ≥ (4m)4me−4m.

Σε σχέση με τη δυναμοσειρά (14.287) συνεπάγεται ότι για κάθε t ≥ 0 ισχύει∑+∞
m=0

1
(2m)!

(∑+∞
k=1 k

4me−k
)
tm ≥

∑+∞
m=0

(4m)4me−4m

(2m)! tm. (14.288)

Άρα, αν η σειρά στην αριστερή μεριά συγκλίνει για κάποιον t > 0, τότε συγκλίνει και η σειρά στη
δεξιά μεριά για τον ίδιο t > 0. Εφαρμόζοντας το κριτήριο λόγου με τυχόντα t > 0 στη σειρά της
δεξιάς μεριάς βρίσκουμε ότι

(4m+4)4m+4e−4m−4tm+1/(2m+2)!
(4m)4me−4mtm/(2m)!

=
(
4
e

)4(
1 + 1

m

)4m (m+1)4

(2m+1)(2m+2) → +∞,

οπότε η σειρά στη δεξιά μεριά της (14.288) αποκλίνει στο +∞ για κάθε t > 0.

Άσκηση 10.3.9. Έστω ότι η f : I → R είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα
I . Η f χαρακτηρίζεται πραγματική-αναλυτική στο I αν για κάθε ξ ∈ I υπάρχει r > 0 ώστε
(ξ − r, ξ + r) ⊆ I και ώστε να ισχύει f(x) =

∑+∞
n=0

f (n)(ξ)
n! (x− ξ)n για κάθε x ∈ (ξ − r, ξ + r).

Δηλαδή, η f είναι πραγματική-αναλυτική στο I αν για κάθε ξ ∈ I η f αναπαρίσταται σε κάποιο
ανοικτό διάστημα που περιέχει τον ξ από τη σειρά Taylor της στον ξ.
Έστω ότι η f : I → R είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I . Αποδείξτε ότι
η f είναι πραγματική-αναλυτική στο I αν και μόνο αν για κάθε ξ ∈ I υπάρχει ανοικτό διάστημα
J ⊆ I ώστε ξ ∈ J και αριθμοίM ≥ 0, ρ > 0 ώστε να ισχύει |f (n)(x)| ≤ M n!

ρn για κάθε x ∈ J
και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
Αποδείξτε το θεώρημα του Bernstein: Έστω ότι η f : I → R είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη
στο ανοικτό διάστημα I και έστω ότι ισχύει f (n)(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
Τότε η f είναι πραγματική-αναλυτική στο I .
Έστω ότι η f : I → R είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I και έστω ότι ισχύει
(−1)nf (n)(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Αποδείξτε ότι η f είναι πραγματική-
αναλυτική στο I .

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα
I και έστω ότι για κάθε ξ ∈ I υπάρχει ανοικτό διάστημα J ⊆ I ώστε ξ ∈ J και αριθμοίM ≥ 0,
ρ > 0 ώστε να ισχύει |f (n)(x)| ≤M n!

ρn για κάθε x ∈ J και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
Θεωρούμε τυχόντα ξ ∈ I και θα αποδείξουμε ότι η f αναπαρίσταται σε κάποιο ανοικτό διάστημα
που περιέχει τον ξ από τη σειρά Taylor της στον ξ. Παίρνουμε το αντίστοιχο ανοικτό διάστημα
J ⊆ I το οποίο περιέχει τον ξ και τους αντίστοιχους M ≥ 0, ρ > 0. Παίρνουμε και ρ′ > 0
έτσι ώστε να είναι (ξ − ρ′, ξ + ρ′) ⊆ J και κατόπιν θεωρούμε οποιονδήποτε R > 0 με R <
min{ρ, ρ′} > 0.
Τότε για κάθε x ∈ (ξ − R, ξ + R) το υπόλοιπο Lagrange τάξης n της f στον ξ είναι ίσο με
Rn,ξ(x, ζ) = f (n+1)(ζ)

(n+1)! (x − ξ)n+1, όπου o ζ είναι ανάμεσα στους ξ, x και άρα ανήκει στο J .
Επομένως, έχουμε ότι

|Rn,ξ(x, ζ)| =
∣∣f (n+1)(ζ)

(n+1)! (x− ξ)n+1
∣∣ ≤M Rn+1

ρn+1 =M
(
R
ρ

)n+1 → 0 όταν n→ +∞.

Άρα, σύμφωνα με το θεώρημα 10.11, η f αναπαρίσταται στο (ξ −R, ξ +R) από τη σειρά Taylor
της στον ξ.
Αντιστρόφως, έστω ότι για κάθε ξ ∈ I η f αναπαρίσταται σε κάποιο ανοικτό διάστημα που περιέ-
χει τον ξ από τη σειρά Taylor της στον ξ ∈ I . Θεωρούμε τυχόντα ξ ∈ I και τη σειρά Taylor της f
στον ξ. Τότε υπάρχει R > 0 ώστε να ισχύει

f(x) =
∑+∞

n=0
f (n)(ξ)

n! (x− ξ)n για κάθε x ∈ (ξ −R, ξ +R).
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Η σειρά Taylor συγκλίνει απολύτως στο (ξ − R, ξ + R) και η σειρά των απολύτων τιμών, ως
δυναμοσειρά, ορίζει συνάρτηση συνεχή, έστω g, στο (ξ −R, ξ +R). Δηλαδή, έχουμε

g(x) =
∑+∞

n=0
|f (n)(ξ)|

n! |x− ξ|n για κάθε x ∈ (ξ −R, ξ +R).

Θεωρούμε ρ′ > 0 με ρ′ < R και τότε η g είναι φραγμένη στο κλειστό διάστημα [ξ − ρ′, ξ + ρ′].
Δηλαδή, υπάρχει M ′ ≥ 0 ώστε να ισχύει g(x) ≤ M ′ για κάθε x ∈ [ξ − ρ′, ξ + ρ′]. Άρα ισχύει
|f (n)(ξ)|

n! |x− ξ|n ≤ g(x) ≤M ′ και, επομένως, με x = ξ + ρ′ έχουμε ότι ισχύει

|f (n)(ξ)| ≤M ′ n!
(ρ′)n για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

Κατόπιν, παίρνουμε ρ′′ > 0 με ρ′′ < ρ′ και τότε για κάθε k ∈ Z, k ≥ 0 και κάθε x ∈ (ξ−ρ′′, ξ+ρ′′)
έχουμε

f (k)(x) =
∑+∞

n=k
f (n)(ξ)

n! n(n− 1) · · · (n− k + 1)(x− ξ)n−k

και άρα

|f (k)(x)| ≤
∑+∞

n=k
|f (n)(ξ)|

n! n(n− 1) · · · (n− k + 1)|x− ξ|n−k

≤M ′
∑+∞

n=k
1

(ρ′)nn(n− 1) · · · (n− k + 1)(ρ′′)n−k

≤M ′ 1
(ρ′)k

∑+∞
n=k n(n− 1) · · · (n− k + 1)

(ρ′′
ρ′

)n−k
.

Παραγωγίζοντας k φορές τη σχέση
∑+∞

n=0 t
n = 1

1−t , βρίσκουμε ότι ισχύει∑+∞
n=k n(n− 1) · · · (n− k + 1)tn−k = k!

(1−t)k+1 για |t| < 1

και άρα έχουμε
|f (k)(x)| ≤M ′ 1

(ρ′)k
k!

(1−(ρ′′/ρ′))k+1 = M ′

ρ′−ρ′′
k!

(ρ′−ρ′′)k .

Άρα με J = (ξ − ρ′′, ξ + ρ′′), M = M ′

ρ′−ρ′′ και ρ = ρ′ − ρ′′ ισχύει |f (k)(x)| ≤ M k!
ρk

για κάθε
x ∈ J και κάθε k ∈ Z, k ≥ 0.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I και
έστω ότι ισχύει f (n)(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
Θεωρούμε τυχόντα ξ ∈ I .
Παίρνουμε r > 0 ώστε να είναι [ξ − r, ξ + r] ⊆ I και θέτουμε x0 = ξ + r. Κατόπιν παίρνουμε
r′ > 0 με r′ < r και εφαρμόζουμε το θεώρημα 5.1 με υπόλοιπο Lagrange:

f(x0) =
∑n

k=0
f (k)(x)

k! (x0 − x)k + f (n+1)(ζ)
(n+1)! (x0 − x)n+1,

όπου ο ζ είναι ανάμεσα στους x, x0 και ο x ανήκει στο (ξ − r′, ξ + r′).
Επειδή f (n+1)(ζ)

(n+1)! (x0 − x)n+1 ≥ 0, συνεπάγεται

∑n
k=0

f (k)(x)
k! (x0 − x)k ≤ f(x0).

Αυτό ισχύει για κάθε n και, επειδή η σειρά
∑+∞

k=0
f (k)(x)

k! (x0 − x)k έχει μη-αρνητικούς όρους,
συνεπάγεται ∑+∞

n=0
f (n)(x)

n! (x0 − x)n ≤ f(x0).

Επομένως, ισχύει f (n)(x)
n! (x0 − x)n ≤ f(x0) για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0 και κάθε x ∈ (ξ − r′, ξ + r′).

Για κάθε x ∈ (ξ − r′, ξ + r′) έχουμε |x0 − x| ≥ r − r′ και άρα ισχύει

|f (n)(x)| ≤M n!
ρn για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0,
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με J = (ξ − r′, ξ + r′) καιM = f(x0), ρ = r − r′.
Τώρα, από το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος έχουμε ότι η f είναι πραγματική-αναλυτική
στο I .
Το τρίτο ερώτημα. Έστω f : I → R άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα I και
έστω ότι ισχύει (−1)nf (n)(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
θεωρούμε το διάστημα I∗ = {x | − x ∈ I}, δηλαδή το συμμετρικό του I ως προς τον 0, και
εφαρμόζουμε το αποτέλεσμα του δεύτερου ερωτήματος στη συνάρτηση g : I∗ → R με τύπο
g(x) = f(−x) για κάθε x ∈ I∗.
Ισχύει g(n)(x) = (−1)nf (n)(−x) ≥ 0 για κάθε x ∈ I και κάθε n ∈ Z, n ≥ 0. Σύμφωνα
με το αποτέλεσμα του δεύτερου ερωτήματος, η g είναι πραγματική-αναλυτική στο I∗ και τώρα
αποδεικνύεται εύκολα ότι η f είναι πραγματική-αναλυτική στο I . Κάντε το εσείς.

Άσκηση 10.3.10. [α] Έστω µ και ν ̸= 0 και k ∈ N. Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις x−µ
((x−µ)2+ν2)k

και
1

((x−µ)2+ν2)k
αναπαρίστανται σε κάποιο ανοικτό διάστημα που περιέχει τον 0 από τις σειρές Taylor

τους στον 0 και βρείτε τις ακτίνες σύγκλισης αυτών των σειρών Taylor.
[β] Αποδείξτε ότι κάθε ρητή συνάρτηση αναπαρίσταται από τη σειρά Taylor της σε κάθε σημείο στο
πεδίο ορισμού της και βρείτε την αντίστοιχη ακτίνα σύγκλισης.

Λύση: [α] Η πολυωνυμική συνάρτηση (x − µ)2 + ν2 έχει δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες: τις z =
µ+ iν, w = µ− iν. Οπότε γράφουμε (x− µ)2 + ν2 = (x− z)(x−w) και χωρίζουμε σε απλούς
λόγους:

1
(x−µ)2+ν2

= 1
z−w

1
x−z − 1

z−w
1

x−w = − 1
2iνz

1
1−(x/z) +

1
2iνw

1
1−(x/w) .

Τώρα θα χρησιμοποιήσουμε γεωμετρικές σειρές με μιγαδικούς αριθμούς τελείως τυπικά, δηλαδή
χωρίς να μας ενδιαφέρει η σύγκλιση ή απόκλιση των σειρών αυτών, με στόχο να δούμε που θα
καταλήξουμε.
Έχουμε, λοιπόν,

1
(x−µ)2+ν2

= − 1
2iνz

∑+∞
n=0

(
x
z

)n
+ 1

2iνw

∑+∞
n=0

(
x
w

)n
= 1

2iν

∑+∞
n=0

(
1

wn+1 − 1
zn+1

)
xn.

Τώρα γράφουμε µ = r cos θ, ν = r sin θ με r =
√
µ2 + ν2 > 0 και θ ∈ [0, 2π) και έχουμε ότι

θ ̸= 0 και θ ̸= π (επειδή ν ̸= 0). Συνεπάγεται ότι z = r(cos θ+ i sin θ) και w = r(cos θ− i sin θ)
και άρα

1
wn+1 − 1

zn+1 = 2i sin((n+1)θ)
rn+1 .

Επομένως,
1

(x−µ)2+ν2
= 1

2iν

∑+∞
n=0

2i sin((n+1)θ)
rn+1 xn =

∑+∞
n=0

sin((n+1)θ)
rn+2 sin θ x

n.

Σ’ αυτήν την ισότητα φθάσαμε χωρίς να έχουμε αιτιολογήσει τα διάφορα βήματα και, επομένως,
ενδέχεται να μην είναι σωστή. Ακριβώς τώρα θα αποδείξουμε αυστηρά αυτήν την ισότητα.
Η τελευταία δυναμοσειρά συγκλίνει απολύτως για κάθε x ∈ (−r, r) και είναι εύκολο να δούμε
ότι αποκλίνει όταν x = ±r. Πράγματι, για x = ±r η σειρά γίνεται

∑+∞
n=0

sin((n+1)θ)
r2 sin θ (±1)n και,

αν συγκλίνει, συνεπάγεται ότι sin((n + 1)θ) → 0. Τότε, όμως, ισχύει και sin(nθ) → 0. Από
την sin((n + 1)θ) → 0 συνεπάγεται sin(nθ) cos θ + cos(nθ) sin θ → 0. Επειδή sin(nθ) → 0,
από την τελευταία σχέση έχουμε ότι cos(nθ) sin θ → 0 και, επειδή sin θ ̸= 0, παίρνουμε ότι
cos(nθ) → 0. Τέλος, με τις sin(nθ) → 0 και cos(nθ) → 0 καταλήγουμε σε άτοπο, αφού
(sin(nθ))2 + (cos(nθ))2 = 1.
Άρα η ακτίνα σύγκλισης της

∑+∞
n=0

sin((n+1)θ)
rn+2 sin θ x

n είναι ίση με r και το διάστημα σύγκλισής της
είναι το (−r, r).
Τώρα, αν πολλαπλασιάσουμε την παράσταση

(x− µ)2 + ν2 = x2 − 2µx+ µ2 + ν2 = x2 − 2x cos θ + r2
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με την δυναμοσειρά
∑+∞

n=0
sin((n+1)θ)
rn+2 sin θ x

n και κάνουμε τις πράξεις θα βρούμε ότι το γινόμενο είναι
ίσο με 1 για κάθε x ∈ (−r, r). Άρα ισχύει

1
(x−µ)2+ν2

=
∑+∞

n=0
sin((n+1)θ)
rn+2 sin θ x

n για κάθε x ∈ (−r, r). (14.289)

Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση αυτή με τον x−µ = x−r cos θ και έχουμε ότι για κάθε x ∈ (−r, r)
ισχύει

x−µ
(x−µ)2+ν2

=
∑+∞

n=0
sin((n+1)θ)
rn+2 sin θ x

n+1 −
∑+∞

n=0
sin((n+1)θ) cos θ

rn+1 sin θ xn

=
∑+∞

n=1
sin(nθ)

rn+1 sin θx
n − cos θ

r −
∑+∞

n=1
sin((n+1)θ) cos θ

rn+1 sin θ xn

= − cos θ
r +

∑+∞
n=1

( sin(nθ)
rn+1 sin θ −

sin((n+1)θ) cos θ
rn+1 sin θ

)
xn

= − cos θ
r −

∑+∞
n=1

cos((n+1)θ)
rn+1 xn

= −
∑+∞

n=0
cos((n+1)θ)

rn+1 xn.

Ακριβώς όπως αποδείξαμε ότι το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=0
sin((n+1)θ)
rn+2 sin θ x

n είναι το (−r, r),
αποδεικνύεται ότι και η −

∑+∞
n=0

cos((n+1)θ)
rn+1 xn έχει διάστημα σύγκλισης το (−r, r). Έχουμε, λοι-

πόν, ότι αυτή η δυναμοσειρά στο διάστημα σύγκλισής της αναπαριστά την x−µ
(x−µ)2+ν2

. Δηλαδή,
ισχύει

x−µ
(x−µ)2+ν2

= −
∑+∞

n=0
cos((n+1)θ)

rn+1 xn για κάθε x ∈ (−r, r). (14.290)

Τώρα μπορούμε να συνεχίσουμε με επαγωγή.
Έστω ότι ισχύει

1
((x−µ)2+ν2)k

=
∑+∞

n=0 anx
n, x−µ

((x−µ)2+ν2)k
=

∑+∞
n=0 bnx

n για κάθε x ∈ (−r, r) (14.291)

και ότι το διάστημα σύγκλισης και των δύο δυναμοσειρών είναι το (−r, r).
Παραγωγίζοντας την πρώτη από τις σχέσεις (14.291), βρίσκουμε ότι ισχύει

x−µ
((x−µ)2+ν2)k+1 = −1

2

∑+∞
n=0(n+ 1)an+1x

n για κάθε x ∈ (−r, r).

Η δυναμοσειρά στην δεξιά μεριά αυτής της σχέσης προέρχεται από την
∑

n=0 anx
n με παραγώ-

γιση, οπότε οι δύο δυναμοσειρές έχουν το ίδιο διάστημα σύγκλισης (−r, r).
Κατόπιν, πάλι από τις σχέσεις (14.291) έχουμε

2kν2

((x−µ)2+ν2)k+1 = 2k−1
((x−µ)2+ν2)k

+ d
dx

x−µ
((x−µ)2+ν2)k

= (2k − 1)
∑+∞

n=0 anx
n +

∑+∞
n=0(n+ 1)bn+1x

n

=
∑+∞

n=0((2k − 1)an + (n+ 1)bn+1)x
n για κάθε x ∈ (−r, r)

και άρα ισχύει
1

((x−µ)2+ν2)k+1 =
∑+∞

n=0 cnx
n για κάθε x ∈ (−r, r), (14.292)

όπου cn = (2k−1)an+(n+1)bn+1

2kν2
για κάθε n ≥ 0.

Τώρα, το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 cnx
n είναι τουλάχιστον το (−r, r).

Έστω ότι το διάστημα σύγκλισης της
∑+∞

n=0 cnx
n είναι το I , οπότε (−r, r) ⊆ I . Τότε πολλαπλα-

σιάζουμε την
∑+∞

n=0 cnx
n με τον (x− µ)2 + ν2 και βρίσκουμε μια δυναμοσειρά∑+∞

n=0 a
∗
nx

n = ((x− µ)2 + ν2)
∑+∞

n=0 cnx
n για κάθε x ∈ I. (14.293)

Επειδή (−r, r) ⊆ I , από την (14.292), από την (14.293) και από την πρώτη από τις σχέσεις
(14.291) συνεπάγεται ότι ισχύει∑+∞

n=0 a
∗
nx

n =
∑+∞

n=0 anx
n για κάθε x ∈ (−r, r).
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Επομένως, οι δύο δυναμοσειρές ταυτίζονται, οπότε έχουν το ίδιο διάστημα σύγκλισης και άρα
I = (−r, r).
Το τελικό συμπέρασμα είναι ότι για κάθε k ∈ N οι συναρτήσεις x−µ

((x−µ)2+ν2)k
και 1

((x−µ)2+ν2)k

αναπαρίστανται στο ίδιο διάστημα (−r, r) από τις σειρές Taylor τους στον 0 και ότι αυτές οι
σειρές Taylor έχουν το ίδιο διάστημα σύγκλισης (−r, r), όπου r =

√
µ2 + ν2.

[β] Έστω α ̸= 0. Τότε, χρησιμοποιώντας τη γεωμετρική σειρά, έχουμε

1
x−α = − 1

α
1

1−(x/α) = −
∑+∞

n=0
1

αn+1x
n για κάθε x ∈ (−|α|, |α|).

Παραγωγίζοντας, βρίσκουμε τις ανάλογες σειρές Taylor των συναρτήσεων 1
(x−α)k για κάθε k ≥ 1.

Όλες έχουν διάστημα σύγκλισης το (−|α|, |α|).
Τα υπόλοιπα μπορείτε να τα συμπληρώσετε εσείς με την εξής υπόδειξη. Χρησιμοποιήστε την ανά-
λυση μιας ρητής συνάρτησης σε απλούς λόγους όπως περιγράφεται στο τρίτο βήμα του υπολο-
γισμού του αορίστου ολοκληρώματος μιας ρητής συνάρτησης στην υποενότητα 7.3.3. Θεωρήστε
πρώτα την περίπτωση που το σημείο (στο πεδίο ορισμού της ρητής συνάρτησης) που μας ενδια-
φέρει είναι ο 0 και χρησιμοποιήστε τα προηγούμενα αποτελέσματα αυτής της άσκησης. Κατόπιν
θεωρήστε τη γενική περίπτωση που το σημείο (στο πεδίο ορισμού της ρητής συνάρτησης) που μας
ενδιαφέρει δεν είναι ο 0, κάνοντας μια απλή “μεταφορά”.

Άσκηση 10.4.5. Έστω οποιοιδήποτε a, b όχι και οι δύο ίσοι με 0. Αποδείξτε ότι υπάρχουν αριθμοί
p > 0 και q ώστε να ισχύει a cosx+ b sinx = p cos(x− q) για κάθε x.

Υπόδειξη: a cosx+ b sinx =
√
a2 + b2

(
a√

a2+b2
cosx+ b√

a2+b2
sinx

)
.

14.11 Κεφάλαιο 11.

Άσκηση 11.1.1. [α] Για κάθε x, y ∈ R ορίζουμε δύο συναρτήσεις d με τους τύπους d(x, y) =

(x− y)2 και d(x, y) = |x−y|
1+|x−y| . Ποιές από αυτές τις d είναι μετρικές στο R;

Λύση: Η πρώτη συνάρτηση. Αρκεί να ελέγξουμε τις τέσσερις ιδιότητες μιας μετρικής.
Προφανώς, ισχύει d(x, y) ≥ 0 για κάθε x, y ∈ R.
Προφανώς, ισχύει d(x, y) = 0 αν και μόνο αν x = y.
Προφανώς, ισχύει d(x, y) = d(y, x) για κάθε x, y ∈ R.
Οπότε απομένει να ελέγξουμε ότι για κάθε x, y, z ∈ R ισχύει η τριγωνική ανισότητα:

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (14.294)

Η (14.294) γράφεται ισοδύναμα (x − y)2 ≤ (x − z)2 + (z − y)2 κι αυτή ισοδυναμεί με την
(z−x)(z−y) ≥ 0. Όμως, εύκολα βρίσκουμε τιμές των x, y, z για τις οποίες δεν ισχύει η τελευταία
σχέση.
Άρα η d δεν είναι μετρική στο R.
Ηδεύτερη συνάρτηση. Και αυτή η συνάρτηση d ικανοποιεί τις τρεις πρώτες ιδιότητες μιας μετρικής.
Η τριγωνική ανισότητα (14.294) γράφεται

|x−y|
1+|x−y| ≤

|x−z|
1+|x−z| +

|z−y|
1+|z−y| . (14.295)

Προσπαθώντας να αποδείξουμε την (14.295), παρατηρούμε ότι ισχύει |x− y| ≤ |x− z|+ |z− y|
και σκεφτόμαστε μήπως ισχύει

|x−y|
1+|x−y| ≤

|x−z|+|z−y|
1+|x−z|+|z−y| . (14.296)

Μπορούμε να θέσουμε u = |x− y| και v = |x− z|+ |z − y|, οπότε έχουμε να αποδείξουμε ότι

0 ≤ u ≤ v ⇒ u
1+u ≤ v

1+v .
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Αυτό το τελευταίο, όμως, ισχύει και αποδεικνύεται αμέσως με λίγες πράξεις.
Τώρα, η (14.295) προκύπτει αμέσως από την (14.296):

|x−y|
1+|x−y| ≤

|x−z|+|z−y|
1+|x−z|+|z−y| ≤

|x−z|
1+|x−z|+|z−y| +

|z−y|
1+|x−z|+|z−y| ≤

|x−z|
1+|x−z| +

|z−y|
1+|z−y| .

Άρα η d είναι μετρική στο R.

Άσκηση 11.1.4. Θεωρούμε το σύνολο C([a, b]) όλων των συνεχών συναρτήσεων f : [a, b] → R.
Δηλαδή, C([a.b]) = {f | η f : [a, b] → R είναι συνεχής }.
Για κάθε f ∈ C([a, b]) ορίζουμε την p-νόρμα της f στον C([a, b]) με τον τύπο

∥f∥p =

{( ∫ b
a |f(x)|p dx

)1/p
, αν 1 ≤ p < +∞

max{|f(x)| |x ∈ [a, b]}, αν p = +∞

Παρατηρήστε ότι ∥f∥∞ = ∥f∥[a,b].
Επίσης, για κάθε f, g ∈ C([a, b]) ορίζουμε ⟨f, g⟩ =

∫ b
a f(x)g(x) dx.

Αν 1 < p, q < +∞ και 1
p + 1

q = 1, αποδείξτε ότι ισχύει |⟨f, g⟩| ≤ ∥f∥p∥g∥q για κάθε f, g ∈
C([a, b]). Αποδείξτε ότι το ίδιο ισχύει για τα ζεύγη p = 1, q = +∞ και p = +∞, q = 1.
Αποδείξτε ότι η p-νόρμα ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα.
Ορίζουμε την dp : C([a, b])×C([a, b]) → R με τύπο dp(f, g) = ∥f−g∥p για κάθε f, g ∈ C([a, b]).
Αποδείξτε ότι η dp είναι μετρική στονC([a, b]). Η dp ονομάζεται p-μετρική και η απόσταση dp(f, g)
ονομάζεται p-απόσταση των f, g.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Χρησιμοποιούμε την ανισότητα του Hölder στην άσκηση 6.4.18:

|⟨f, g⟩| =
∣∣ ∫ b

a f(x)g(x) dx
∣∣ ≤ ∫ b

a |f(x)||g(x)| dx

≤
( ∫ b

a |f(x)|p dx
)1/p( ∫ b

a |g(x)|q dx
)1/q

= ∥f∥p∥g∥q.

Η περίπτωση p = 1, q = +∞ είναι απλή:

|⟨f, g⟩| =
∣∣ ∫ b

a f(x)g(x) dx
∣∣ ≤ ∫ b

a |f(x)||g(x)| dx ≤
∫ b
a |f(x)| dx∥g∥[a,b] = ∥f∥1∥g∥∞.

Το δεύτερο ερώτημα. Αν 1 < p < +∞, η τριγωνική ανισότητα προκύπτει από την ανισότητα του
Minkowski στην άσκηση 6.4.18:

∥f + g∥p =
( ∫ b

a |f(x) + g(x)|p dx
)1/p ≤ ( ∫ b

a (|f(x)|+ |g(x)|)p dx
)1/p

≤
( ∫ b

a |f(x)|p dx
)1/p

+
( ∫ b

a |g(x)|p dx
)1/p

= ∥f∥p + ∥g∥p.

Αν p = 1, η απόδειξη είναι πολύ απλούστερη:

∥f + g∥1 =
∫ b
a |f(x) + g(x)| dx ≤

∫ b
a (|f(x)|+ |g(x)|) dx

=
∫ b
a |f(x)| dx+

∫ b
a |g(x)| dx = ∥f∥1 + ∥g∥1.

Και, αν p = +∞, τότε το αποτέλεσμα βρίσκεται στην πρόταση 9.2[β].
Το τρίτο ερώτημα. Το ότι η dp είναι μετρική στον C([a, b]) κάντε το εσείς. Για την τριγωνική
ανισότητα χρησιμοποιήστε την τριγωνική ανισότητα της p-νόρμας όπως φαίνεται αμέσως μετά
από την πρόταση 9.2 ή στην απόδειξη της πρότασης 11.1 ή στο παράδειγμα 11.1.4.

Άσκηση 11.1.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενό W ⊆ X . Θεωρούμε τον περιορισμό
της συνάρτησης d : X × X → R στο W ×W . Δηλαδή, για κάθε x, y ∈ W η τιμή d(x, y) του
περιορισμού d :W ×W → R είναι ίδια με την τιμή d(x, y) της d : X ×X → R.
Αποδείξτε ότι η d :W ×W → R είναι μετρική στοW .
Η μετρική d : W ×W → R ονομάζεται μετρική υπόχωρου στο W και ο μετρικός χώρος (W,d)
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ονομάζεται μετρικός υπόχωρος του (X, d).

Λύση: Αποδεικνύουμε τις τέσσερις ιδιότητες μιας μετρικής.
(i) Για κάθε x, y ∈W ισχύει x, y ∈ X και άρα ισχύει d(x, y) ≥ 0.
(ii) Για κάθε x, y ∈W ισχύει x, y ∈ X και άρα ισχύει: d(x, y) = 0 αν και μόνο αν x = y.
(iii) Για κάθε x, y ∈W ισχύει x, y ∈ X και άρα ισχύει d(x, y) = d(y, x).
(iv) Για κάθε x, y, z ∈W ισχύει x, y, z ∈ X και άρα ισχύει d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Άσκηση 11.2.1. Αποδείξτε ότι κάθε μη-κενό ανοικτό υποσύνολο του R περιέχει και ρητούς και
άρρητους αριθμούς. Βρείτε ένα απλό κλειστό υποσύνολο του R το οποίο να περιέχει μόνο ρητούς
αριθμούς και ένα άλλο το οποίο να περιέχει μόνο άρρητους αριθμούς.

Λύση: Έστω A ̸= ∅ ένα ανοικτό υποσύνολο του R. Θεωρούμε οποιονδήποτε a ∈ A και κάποιον
r > 0 ώστε (a − r, a + r) ⊆ A. Λόγω της πυκνότητας του Q και του R \ Q στο R, υπάρχουν
y ∈ Q και z ∈ R \Q ώστε a− r < y < a+ r και a− r < z < a+ r. Συνεπάγεται ότι y, z ∈ A.
Αν ο y είναι ρητός, τότε το {y} είναι κλειστό και δεν περιέχει άρρητο. Ομοίως, αν ο z είναι άρρητος,
τότε το {z} είναι κλειστό και δεν περιέχει ρητό.

Άσκηση 11.2.2. Ποιά από τα παρακάτω είναι ανοικτά ή κλειστά υποσύνολα του R; Το N, το Q και
το R \ {1/n |n ∈ N}.
Βρείτε το εσωτερικό, την κλειστότητα και το σύνορο καθενός από αυτά τα σύνολα.

Λύση: Το σύνολο N. Αν πάρουμε οποιονδήποτε n ∈ N, παρατηρούμε ότι καμία περιοχή του n,
δηλαδή κανένα διάστημα (n−r, n+r) δεν περιέχεται στοN και, επομένως, οn δεν είναι εσωτερικό
σημείο του N. Άρα N◦ = ∅.
Αν πάρουμε οποιονδήποτε x /∈ N, τότε ο x δεν είναι οριακό σημείο του N. Πράγματι, αν x < 1,
τότε, παίρνοντας r = 1− x (δηλαδή την απόσταση του x από τον 1), η περιοχή (x− r, x+ r) =
(2x − 1, 1) δεν περιέχει κανένα σημείο του N. Επίσης, αν ο x ανήκει σε οποιοδήποτε διάστημα
(n, n+1) με n ∈ N, τότε, παίρνοντας r = min{x−n, n+1−x} (δηλαδή την μικρότερη από τις
αποστάσεις του x από τους n, n+1), η περιοχή (x− r, x+ r) δεν περιέχει κανένα σημείο του N.
Άρα τα μόνα οριακά σημεία του N είναι τα σημεία του N. Άρα N = N.
Κάθε x /∈ N δεν είναι συνοριακό σημείο τουN, διότι, όπως είδαμε προηγουμένως, υπάρχει περιοχή
του x χωρίς κανένα σημείο του N. Αντιθέτως, κάθε n ∈ N είναι συνοριακό σημείο του N, διότι
κάθε (n − r, n + r) προφανώς περιέχει τουλάχιστον ένα σημείο από το συμπλήρωμα του N και
ένα τουλάχιστον σημείο του N, το ίδιο το n, οπότε ∂N = N.
Το N δεν είναι ανοικτό διότι δεν αποτελείται μόνο από τα εσωτερικά σημεία του. Μάλιστα, είναι
“ακραία” μη-ανοικτό αφού κανένα σημείο του δεν είναι εσωτερικό σημείο του. Επίσης, μπορούμε
να πούμε ότι το N δεν είναι ανοικτό διότι περιέχει κάποια από (και, μάλιστα, όλα) τα συνοριακά
σημεία του (δηλαδή, ∂N ∩ N ̸= ∅). Μπορούμε, ακόμη, να πούμε ότι το N δεν είναι ανοικτό διότι
N◦ ̸= N.
Τέλος, τοN είναι κλειστό διότι περιέχει όλα τα οριακά σημεία του.Μπορούμε, επίσης, να πούμε ότι
το N είναι κλειστό διότι N = N ή διότι περιέχει όλα τα συνοριακά σημεία του (δηλαδή, ∂N ⊆ N).
Το σύνολο Q. Αν πάρουμε οποιονδήποτε x ∈ Q, παρατηρούμε ότι καμία περιοχή του x, δηλαδή,
κανένα διάστημα (x − r, x + r) δεν περιέχεται στο Q. Πράγματι, γνωρίζουμε ότι κάθε ανοικτό
διάστημα περιέχει τουλάχιστον έναν άρρητο αριθμό. Επομένως, ο x δεν είναι εσωτερικό σημείο
του Q. Άρα Q◦ = ∅.
Κάθε x ∈ R είναι οριακό σημείο του Q, διότι κάθε περιοχή (x − r, x + r) περιέχει τουλάχιστον
έναν ρητό αριθμό. Άρα Q = R.
Κάθε x ∈ R είναι συνοριακό σημείο του Q, διότι κάθε (x − r, x + r) περιέχει τουλάχιστον έναν
ρητό και έναν άρρητο. Άρα ∂Q = R.
Το Q δεν είναι ανοικτό διότι δεν αποτελείται μόνο από τα εσωτερικά σημεία του. Μάλιστα, όπως
και το N, είναι “ακραία” μη-ανοικτό αφού κανένα σημείο του δεν είναι εσωτερικό σημείο του.
Ακόμη, μπορούμε να πούμε ότι το Q δεν είναι ανοικτό διότι περιέχει κάποια από τα συνοριακά
σημεία του (δηλαδή, ∂Q ∩ Q ̸= ∅). Επίσης, μπορούμε να πούμε ότι το Q δεν είναι ανοικτό διότι
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Q◦ ̸= Q.
Τέλος, τοQ δεν είναι κλειστό διότι δεν περιέχει όλα τα οριακά σημεία του. Μπορούμε, επίσης, να
πούμε ότι το Q δεν είναι κλειστό διότι Q ̸= Q ή διότι δεν περιέχει όλα τα συνοριακά σημεία του
(δηλαδή, ∂Q ̸⊆ Q).
Το σύνολο A = R \ { 1

n |n ∈ N}. Μπορούμε να γράψουμε

A = R \
{

1
n |n ∈ N

}
= (−∞, 0] ∪

∪+∞
n=1

(
1

n+1 ,
1
n

)
∪ (1,+∞).

Κάθε x < 0 είναι εσωτερικό σημείο του A διότι, παίρνοντας r = −x (δηλαδή, την απόσταση του
x από τον 0), η περιοχή (x − r, x + r) = (2x, 0) περιέχεται στο A. Ομοίως, κάθε x > 1 είναι
εσωτερικό σημείο του A διότι, παίρνοντας r = x − 1 (δηλαδή, την απόσταση του x από τον 1),
η περιοχή (x − r, x + r) = (1, 2x − 1) περιέχεται στο A. Επίσης, αν πάρουμε οποιονδήποτε x
σε οποιοδήποτε από τα διαστήματα ( 1

n+1 ,
1
n), τότε ο x είναι εσωτερικό σημείο του A, διότι, παίρ-

νοντας r = min{x − 1
n+1 ,

1
n − x} (δηλαδή, την μικρότερη από τις αποστάσεις του x από τους

1
n+1 ,

1
n ), η περιοχή (x− r, x+ r) περιέχεται στο διάστημα (

1
n+1 ,

1
n) και, επομένως, περιέχεται και

στο A. Όμως, ο 0 δεν είναι εσωτερικό σημείο του A διότι καμία περιοχή (−r, r) δεν περιέχεται
στο σύνολο, αφού για αρκετά μεγάλους n ισχύει 1

n ∈ (−r, r).
Άρα A◦ = R \

(
{0} ∪ { 1

n |n ∈ N}
)
.

Κάθε σημείο του ίδιου τουA είναι οριακό σημείο του. Αν, τώρα, θεωρήσουμε οποιονδήποτε 1
m με

m ∈ N, τότε είναι προφανές ότι κάθε περιοχή ( 1
m − r, 1

m + r) περιέχει τουλάχιστον ένα σημείο
του A. Άρα κάθε x ∈ R είναι οριακό σημείο του A και, επομένως, A = R.
Κάθε x < 0, κάθε x > 1 και κάθε x σε οποιοδήποτε διάστημα ( 1

n+1 ,
1
n) με n ∈ N δεν είναι

συνοριακό σημείο του A, διότι, όπως είδαμε προηγουμένως, υπάρχει περιοχή του x η οποία πε-
ριέχεται στο A και, επομένως, δεν περιέχει κανένα σημείο του Ac. Αντιθέτως, κάθε 1

m μεm ∈ N
είναι συνοριακό σημείο τουA, διότι κάθε περιοχή ( 1

m −r, 1
m +r) περιέχει προφανώς τουλάχιστον

ένα σημείο του συνόλου και τουλάχιστον ένα σημείο του συμπληρώματός του, τον ίδιο τον 1
m .

Τέλος, ο 0 είναι συνοριακό σημείο του A διότι κάθε (−r, r) περιέχει τουλάχιστον ένα σημείο του
συνόλου, τον ίδιο τον 0, και τουλάχιστον ένα σημείο του συμπληρώματός του, δηλαδή, κάποιον
1
n για αρκετά μεγάλο n ∈ N. Άρα ∂A = {0} ∪ { 1

n |n ∈ N}.
Το A δεν είναι ανοικτό διότι δεν αποτελείται μόνο από τα εσωτερικά σημεία του. Μάλιστα, ο
0 είναι το μοναδικό σημείο του A που δεν είναι εσωτερικό σημείο του. Επίσης, μπορούμε να
πούμε ότι το A δεν είναι ανοικτό διότι περιέχει κάποια από τα συνοριακά σημεία του (δηλαδή,
∂A ∩ A ̸= ∅). Μάλιστα, ο 0 είναι το μοναδικό συνοριακό σημείο του A που περιέχεται στο A.
Μπορούμε, ακόμη,να πούμε ότι το A δεν είναι ανοικτό διότι A◦ ̸= A.
Το A δεν είναι κλειστό διότι δεν περιέχει όλα τα οριακά σημεία του ή διότι A ̸= A. Επίσης, το A
δεν είναι κλειστό διότι δεν περιέχει όλα τα συνοριακά σημεία του (δηλαδή, ∂A ̸⊆ A).

Άσκηση 11.2.3.Ποιά από τα {(x1, 0) | a ≤ x1 ≤ b}, {(x1, 0) | a < x1 < b}, {(x1, x2) |x1x2 ≤ 1}
είναι ανοικτά ή κλειστά υποσύνολα του R2;
Βρείτε το εσωτερικό, την κλειστότητα και το σύνορο καθενός από αυτά τα σύνολα.

Λύση: Το A = {(x1, 0) | a ≤ x1 ≤ b}. Το A είναι το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα (a, 0), (b, 0).
Είναι εύκολο να δούμε σε ένα σχήμα ότι κάθε σημείο εκτός του A έχει μια κατάλληλη περιοχή
του, έναν μικρό δίσκο με κέντρο το σημείο, η οποία δεν τέμνει το A. Αυτό σημαίνει ένα πράγμα
με δύο διαφορετικές διατυπώσεις. Η πρώτη διατύπωση είναι: κάθε σημείο εκτός του A δεν είναι
οριακό σημείο του A και άρα το A περιέχει όλα τα οριακά σημεία του και άρα το A είναι κλειστό.
Και η δεύτερη διατύπωση είναι: κάθε σημείο του Ac είναι εσωτερικό σημείο του Ac και άρα το
Ac είναι ανοικτό και άρα το A είναι κλειστό.
Επειδή το A είναι κλειστό, έχουμε ότι A = A.
Από την άλλη μεριά, το A δεν είναι ανοικτό. Διότι αν πάρουμε ένα οποιοδήποτε σημείο του A,
αυτό δεν είναι εσωτερικό σημείο τουA. Για να είναι το σημείο εσωτερικό τουA πρέπει να υπάρχει
μια κατάλληλη περιοχή του σημείου ολόκληρη μέσα στο A. Όμως, το A δεν είναι “παχύ” ώστε
να περιέχει ολόκληρον δίσκο. Βλέπουμε, λοιπόν, ότι τοA όχι μόνο δεν είναι ανοικτό αλλά ότι δεν
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έχει κανένα εσωτερικό σημείο. Δηλαδή, A◦ = ∅.
Όπως είδαμε στην αρχή, κάθε σημείο εκτός τουA έχει μια κατάλληλη περιοχή του η οποία δεν τέ-
μνει τοA. Δηλαδή, κάθε σημείο εκτός τουA δεν είναι συνοριακό σημείο του. Επίσης, αν πάρουμε
οποιοδήποτε σημείο του A, τότε κάθε περιοχή του τέμνει και το A (στο ίδιο το σημείο, τουλάχι-
στον) αλλά και το Ac, αφού, όπως είπαμε κανένας δίσκος δεν περιέχεται στο A. Άρα ∂A = A.
Το A = {(x1, 0) | a < x1 < b}. Το A είναι το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα (a, 0), (b, 0), αλλά
χωρίς τα άκρα του.
ΤοA δεν είναι ανοικτό για τον ίδιο λόγο που το προηγούμενο σύνολοA δεν είναι ανοικτό: κανένα
σημείο του A δεν είναι εσωτερικό σημείο του. Δηλαδή, A◦ = ∅.
Το A δεν είναι ούτε κλειστό: υπάρχει οριακό σημείο του A που δεν ανήκει στο A. Ένα τέτοιο
σημείο είναι το άκρο (b, 0). Πράγματι, κάθε περιοχή του σημείου αυτού, δηλαδή κάθε δίσκος με
κέντρο αυτό το σημείο, τέμνει το A. Η τομή αποτελείται από ένα ευθύγραμμο τμήμα αριστερά
του (b, 0). Ένα ακόμη οριακό σημείο του A που δεν ανήκει στο A είναι το άλλο άκρο, το (a, 0).
Τέλος, κανένα σημείο εκτός των σημείων τουA και εκτός των άκρων (a, 0), (b, 0) δεν είναι οριακό
σημείο του A. Πράγματι, όπως έχουμε ήδη πει, κάθε τέτοιο σημείο έχει μια κατάλληλη περιοχή
του η οποία δεν τέμνει το A. Άρα A = {(x1, 0) | a ≤ x1 ≤ b}.
Τέλος, βάσει όσων έχουμε πει, ∂A = {(x1, 0) | a ≤ x1 ≤ b}.
ΤοA = {(x1, x2) |x1x2 ≤ 1}. Το σύνολοA αποτελείται από τις δύο υπερβολές με κοινή εξίσωση
x1x2 = 1. Η μία βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο και η άλλη στο τρίτο τεταρτημόριο. Επίσης,
τοA περιέχει και τα σημεία του επιπέδου που βρίσκονται ανάμεσα στις δύο υπερβολές (εκτός των
άλλων περιλαμβάνονται και τα σημεία του δεύτερου και του τέταρτου τεταρτημορίου). Με ένα
απλό σχήμα μπορεί κάποιος να δει τα ακόλουθα.
Τα εσωτερικά σημεία του A είναι τα (x1, x2) με x1x2 < 1. Τα συνοριακά σημεία του A είναι τα
σημεία των δύο υπερβολών, δηλαδή τα (x1, x2) με x1x2 = 1. Τα εξωτερικά σημεία του A είναι
τα (x1, x2) με x1x2 > 1. Δηλαδή, A◦ = {(x1, x2) |x1x2 < 1}, A = {(x1, x2) |x1x2 ≤ 1} = A
και ∂A = {(x1, x2) |x1x2 = 1}.
Το A δεν είναι ανοικτό, αφού A◦ ̸= A. Το A είναι κλειστό διότι A = A.

Άσκηση 11.2.6. Αν το A είναι μη-κενό, άνω φραγμένο υποσύνολο του R, αποδείξτε ότι supA ∈ A.

Λύση: Η ύπαρξη του u = supA στο R εξασφαλίζεται από την ιδιότητα supremum. Αν πάρουμε
τυχόντα r > 0, υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του A στο διάστημα (u − r, u]. Σε αντίθετη
περίπτωση, ο u − r θα ήταν άνω φράγμα του A. Άρα κάθε περιοχή (u − r, u + r) περιέχει ένα
τουλάχιστον στοιχείο του A και, επομένως, ο u είναι οριακό σημείο του A.

Άσκηση 11.2.8. [α] Θεωρήστε το κλειστό διάστημα I0 = [0, 1]. Πάρτε το υποσύνολό του I1 =
[0, 13 ] ∪ [23 , 1]. Δηλαδή, κρατήστε τα δύο ακριανά κλειστά διαστήματα μήκους, το καθένα, το 1

3 του
μήκους του αρχικού I0. Κάντε το ίδιο σε καθένα από τα δύο υποδιαστήματα του I1. Δηλαδή, πάρτε
I2 = [0, 19 ] ∪ [29 ,

1
3 ] ∪ [23 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1]. Συνεχίστε επαγωγικά, δημιουργώντας τα I3, I4, . . . . Αν, δη-

λαδή, έχετε φτιάξει το In ως ένωση κλειστών διαστημάτων, τότε καθένα από αυτά τα διαστήματα
θα γεννήσει δύο νέα κλειστά διαστήματα: τα δύο ακριανά του με μήκος, το καθένα, το 1

3 του μήκους
του. Ορίζουμε C =

∩+∞
n=1 In. To C ονομάζεται σύνολο του Cantor.

Από πόσα κλειστά διαστήματα αποτελείται κάθε In και ποιό είναι το συνολικό μήκος αυτών των
διαστημάτων;
Αποδείξτε ότι το C είναι κλειστό.
Αποδείξτε ότι το C δεν περιέχει κανένα ανοικτό διάστημα και, επομένως, ότι C◦ = ∅.
Αποδείξτε ότι το C είναι υπεραριθμήσιμο.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Είναι σαφές ότι το In αποτελείται από 2n κλειστά διαστήματα κα-
θένα από τα οποία έχει μήκος 1

3n . Άρα το συνολικό μήκος των διαστημάτων του In είναι ίσο
με 2n 1

3n = (23)
n.

Το δεύτερο ερώτημα. Κάθε In είναι η ένωση πεπερασμένου πλήθους κλειστών διαστημάτων, δη-
λαδή κλειστών συνόλων. Άρα κάθε In είναι κλειστό. Τώρα, το C είναι κλειστό ως τομή κλειστών
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συνόλων.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω ότι υπάρχει διάστημα (a, b) ⊆ C. Συνεπάγεται (a, b) ⊆ In για κάθε n.
Συγκρίνοντας μήκη, έχουμε ότι ισχύει b−a ≤ (23)

n για κάθε n. Αυτό είναι άτοπο διότι (23)
n → 0.

Το τέταρτο ερώτημα. Έστω ότι το C είναι αριθμήσιμο, οπότε το C γράφεται C = {xn |n ∈ N}.
Ο x1 ανήκει στο C και άρα ανήκει στο I1. Το I1 αποτελείται από δύο ξένα κλειστά διαστήματα
και άρα ο x1 ανήκει σε ακριβώς ένα από αυτά. Συμβολίζουμε I∗1 εκείνο από τα δύο αυτά κλειστά
διαστήματα που δεν περιέχει τον x1. Τώρα, ο x2 ανήκει στο C και άρα ανήκει στο I2. Το I2 απο-
τελείται από τέσσερα ξένα κλειστά διαστήματα δύο από τα οποία αποτελούν το I∗1 και άρα ο x2
ανήκει σε το πολύ ένα από αυτά. Συμβολίζουμε I∗2 ένα από τα δύο αυτά κλειστά διαστήματα που
περιέχεται στο I∗1 και δεν περιέχει τον x1. Συνεχίζουμε επ’ άπειρον. Έτσι δημιουργούμε μια ακο-
λουθία κλειστών διαστημάτων (I∗n) με τις εξής ιδιότητες: (i) xn /∈ I∗n για κάθε n, (ii) I∗n+1 ⊆ I∗n
για κάθε n και (iii) I∗n ⊆ In για κάθε n.
Από το θεώρημα των εγκιβωτισμένων διαστημάτων και την (ii) συνεπάγεται ότι υπάρχει x ο
οποίος ανήκει σε κάθε I∗n. Από την (iii) συνεπάγεται ότι ο x ανήκει σε κάθε In και άρα ο x ανήκει
στο C. Επειδή ο x ανήκει σε κάθε I∗n, συνεπάγεται, λόγω της (i), ότι x ̸= xn για κάθε n και,
επομένως, x /∈ C. Καταλήγουμε σε άτοπο (αφού x ∈ C) και άρα το C δεν είναι αριθμήσιμο.

Άσκηση 11.2.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Αποδείξτε ότι
∪

r>0Nx(r) = X και
∩

r>0Nx(r) =
{x} για κάθε x ∈ X .

Λύση: Το Nx(r) είναι, για κάθε r > 0, υποσύνολο του X . Άρα, η ένωση
∪

r>0Nx(r) είναι κι
αυτή υποσύνολο του X . Αντιστρόφως, έστω τυχόν y ∈ X . Τότε υπάρχει κάποιος r > 0 ώστε
να ισχύει y ∈ Nx(r) ή, ισοδύναμα, d(y, x) < r. Πράγματι, αρκεί να επιλέξουμε οποιοδήποτε
r μεγαλύτερο από τον αριθμό d(y, x). Άρα το y ανήκει στην ένωση

∪
r>0Nx(r) και, επομένως,

X ⊆
∪

r>0Nx(r).
Το x ανήκει στο Nx(r) για κάθε r > 0, οπότε {x} ⊆

∩
r>0Nx(r). Τώρα, έστω τυχόν y ∈∩

r>0Nx(r). Αυτό σημαίνει ότι y ∈ Nx(r) ή, ισοδύναμα, d(y, x) < r για κάθε r > 0. Συνεπάγε-
ται ότι d(y, x) = 0, δηλαδή y = x. Άρα

∩
r>0Nx(r) ⊆ {x}.

Άσκηση 11.2.11. Έστω μετρικός χώρος (X, d), x ∈ X και r > 0. Αποδείξτε ότι Nx(r) ⊆ Nx(r).
Στο Rd αποδείξτε ότι Nx(r) = Nx(r).
Ισχύει πάντοτε ότιNx(r) = Nx(r); Θεωρήστε, για παράδειγμα, μη-κενό σύνολοX με την διακριτή
μετρική dδ και συγκρίνατε τα Nx(1) και Nx(1).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω y /∈ Nx(r). Δηλαδή, d(y, x) > r.
Θεωρούμε τον s = d(y, x) − r > 0 και την περιοχή Ny(s). Τότε για κάθε z ∈ Ny(s) ισχύει
d(z, y) < s και άρα d(z, x) ≥ d(y, x)−d(y, z) > d(y, x)−s = r και άρα z /∈ Nx(r). Επομένως,
Ny(s) ∩Nx(r) = ∅, οπότε το y δεν είναι οριακό σημείο της Nx(r). Άρα y /∈ Nx(r).
Συμπεραίνουμε ότι Nx(r) ⊆ Nx(r).
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω y ∈ Nx(r). Δηλαδή, ∥y− x∥2 ≤ r.
Έστω τυχών s > 0. Παίρνουμε t έτσι ώστε να είναι 0 < t < 1 και (1 − t)∥y − x∥2 < s και
θεωρούμε το z = (1− t)x+ ty.
Τότε έχουμε ∥z − x∥2 = t∥y − x∥2 ≤ tr < r και άρα z ∈ Nx(r). Επίσης, ∥z − y∥2 =
(1− t)∥y− x∥2 < s και άρα z ∈ Ny(s).
Άρα για κάθε s > 0 ισχύειNy(s)∩Nx(r) ̸= ∅, οπότε το y είναι οριακό σημείο τηςNx(r) και άρα
y ∈ Nx(r).
Επομένως, Nx(r) ⊆ Nx(r).
Μαζί με τον γενικό εγκλεισμό Nx(r) ⊆ Nx(r) που έχουμε από το πρώτο ερώτημα, παίρνουμε το
ζητούμενο.
Το τρίτο ερώτημα. Με την διακριτή μετρική έχουμε

Nx(1) = {y ∈ X | dδ(y, x) < 1} = {y ∈ X | dδ(y, x) = 0} = {x}.
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Επειδή κάθε μονοσύνολο είναι κλειστό, συνεπάγεται ότι Nx(1) = {x}.
Επίσης, Nx(1) = {y ∈ X | dδ(y, x) ≤ 1} = X .
Άρα, αν το X έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία, τότε Nx(1) ⊊ Nx(1).

Άσκηση 11.2.12. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ανοικτό και B κλειστό υποσύνολο του X .
Αποδείξτε ότι το A \B είναι ανοικτό και το B \A είναι κλειστό.

Λύση: Γράφουμε A \B = A ∩Bc και B \A = B ∩Ac.
Από την πρώτη σχέση και από το ότι το Bc είναι ανοικτό συνεπάγεται ότι το A \B είναι ανοικτό.
Από την δεύτερη σχέση και από το ότι τοAc είναι κλειστό συνεπάγεται ότι τοB \A είναι κλειστό.

Άσκηση 11.2.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αποδείξτε ότι ∂A = A ∩ X \A και
∂A = A \A◦.

Λύση: Το x ανήκει στο A ∩X \A αν και μόνο αν το x είναι οριακό σημείο του A και του X \A
αν και μόνο αν κάθε περιοχή του x τέμνει το A και τοX \A αν και μόνο αν το x είναι συνοριακό
σημείο του A αν και μόνο αν το x ανήκει στο ∂A.
Το x ανήκει στο A \A◦ αν και μόνο αν το x είναι οριακό σημείο αλλά όχι εσωτερικό σημείο του
A αν και μόνο αν το x δεν είναι εξωτερικό σημείο ούτε εσωτερικό σημείο του A αν και μόνο αν
το x είναι συνοριακό σημείο του A αν και μόνο αν το x ανήκει στο ∂A.

Άσκηση 11.2.14. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B,A1, . . . , An ⊆ X .
[α] Αν A ⊆ B, αποδείξτε ότι A◦ ⊆ B◦ και A ⊆ B.
[β] Αποδείξτε ότι (A◦)◦ = A◦ και (A) = A.
[γ] Αποδείξτε ότι (A1 ∩ · · · ∩An)

◦ = A1
◦ ∩ · · · ∩An

◦ και A1 ∪ · · · ∪An = A1 ∪ · · · ∪An.

Λύση: [α] (i) Πρώτος τρόπος. Το A◦ είναι ανοικτό και περιέχεται στο A. Επειδή A ⊆ B, το A◦

είναι ανοικτό σύνολο και περιέχεται στο B. Επειδή το B◦ είναι το μεγαλύτερο ανοικτό σύνολο το
οποίο περιέχεται στο B, συνεπάγεται ότι A◦ ⊆ B◦.
Δεύτερος τρόπος. Έστω x ∈ A◦. Τότε το x είναι εσωτερικό σημείο του A, οπότε υπάρχει r > 0
ώστε Nx(r) ⊆ A. Επειδή A ⊆ B, συνεπάγεται Nx(r) ⊆ B, οπότε το x είναι εσωτερικό σημείο
του B και άρα x ∈ B◦.
Άρα A◦ ⊆ B◦.
(ii) Πρώτος τρόπος. Το B είναι κλειστό και περιέχει το B. Επειδή A ⊆ B, το B είναι κλειστό και
περιέχει τοA. Επειδή τοA είναι το μικρότερο κλειστό σύνολο το οποίο περιέχει τοA, συνεπάγεται
ότι A ⊆ B.
Δεύτερος τρόπος. Έστω x ∈ A. Τότε το x είναι οριακό σημείο του A, οπότε για κάθε r > 0 η
περιοχή Nx(r) τέμνει το A. Επειδή A ⊆ B, συνεπάγεται ότι για κάθε r > 0 η περιοχή Nx(r)
τέμνει και το B και άρα το x είναι οριακό σημείο του B, οπότε x ∈ B.
Άρα A ⊆ B.
[β] Το A◦ είναι ανοικτό, οπότε ταυτίζεται με το εσωτερικό του.
Επίσης, το A είναι κλειστό και, επομένως, ταυτίζεται με την κλειστότητά του.
[γ] Έχουμε ότι A1 ∩ · · · ∩ An ⊆ Ak για κάθε k = 1, . . . , n, οπότε, από το αποτέλεσμα του [α]
συνεπάγεται ότι (A1 ∩ · · · ∩ An)

◦ ⊆ Ak
◦ για κάθε k = 1, . . . , n. Άρα (A1 ∩ · · · ∩ An)

◦ ⊆
A1
◦ ∩ · · · ∩An

◦.
Καθένα από τα A1

◦, . . . , An
◦ είναι ανοικτό, οπότε και το A1

◦ ∩ · · · ∩An
◦ είναι ανοικτό. Επίσης,

για κάθε k = 1, . . . , n ισχύειAk
◦ ⊆ Ak και, επομένως,A1

◦∩· · ·∩An
◦ ⊆ A1∩· · ·∩An. Επειδή

το (A1 ∩ · · · ∩An)
◦ είναι το μεγαλύτερο ανοικτό υποσύνολο του A1 ∩ · · · ∩An, συνεπάγεται ότι

A1
◦ ∩ · · · ∩An

◦ ⊆ (A1 ∩ · · · ∩An)
◦.

Άρα (A1 ∩ · · · ∩An)
◦ = A1

◦ ∩ · · · ∩An
◦.

ΙσχύειAk ⊆ A1∪· · ·∪An για κάθε k = 1, . . . , n, οπότε, από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται
ότι Ak ⊆ A1 ∪ · · · ∪An για κάθε k = 1, . . . , n. Άρα A1 ∪ · · · ∪An ⊆ A1 ∪ · · · ∪An.
Καθένα από τα A1, . . . , An είναι κλειστό, οπότε και το A1 ∪ · · · ∪An είναι κλειστό. Επίσης, για
κάθε k = 1, . . . , n ισχύει Ak ⊆ Ak και, επομένως, A1 ∪ · · · ∪ An ⊆ A1 ∪ · · · ∪ An. Επειδή
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το A1 ∪ · · · ∪An είναι το μικρότερο κλειστό υπερσύνολο του A1 ∪ · · · ∪ An, συνεπάγεται ότι
A1 ∪ · · · ∪An ⊆ A1 ∪ · · · ∪An.
Άρα A1 ∪ · · · ∪An = A1 ∪ · · · ∪An.

Άσκηση 11.2.17. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B ⊆ X .
Αν A◦ = B◦ = ∅ και το A είναι κλειστό, αποδείξτε ότι (A ∪B)◦ = ∅.
Βρείτε υποσύνολα A και B του R ώστε A◦ = B◦ = ∅ και (A ∪B)◦ = R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω x ∈ (A ∪B)◦. Τότε υπάρχει r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ A ∪B.
Δεν είναι δυνατόν να ισχύει Nx(r) ⊆ A, αφού A◦ = ∅. Άρα υπάρχει y ∈ Nx(r) ώστε y ∈ B \A.
Επειδή τοA είναι κλειστό και y /∈ A, υπάρχει s′ > 0 ώστεNy(s

′)∩A = ∅. Επειδή τοNx(r) είναι
ανοικτό και y ∈ Nx(r), υπάρχει s′′ > 0 ώστε Ny(s

′′) ⊆ Nx(r).
Τώρα, θεωρούμε τον s = min{s′, s′′} > 0. Τότε έχουμεNy(s) ⊆ Ny(s

′) και άραNy(s)∩A = ∅.
Επίσης, Ny(s) ⊆ Ny(s

′′) και άρα Ny(s) ⊆ Nx(r) και άρα Ny(s) ⊆ A ∪B.
Από τις σχέσεις Ny(s) ∩A = ∅ και Ny(s) ⊆ A ∪B συνεπάγεται Ny(s) ⊆ B. Αυτό είναι άτοπο,
διότι B◦ = ∅.
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρήστε τα A = Q και B = R \Q.

Άσκηση 11.2.19.Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενόA ⊆ X και x ∈ X . Ορίζουμε την απόσταση
του x από το A με τον τύπο d(x,A) = inf{d(x, y) | y ∈ A}.
Αποδείξτε ότι d(x,A) = 0 αν και μόνο αν x ∈ A.

Λύση: Έστω d(x,A) = 0. Τότε για κάθε r > 0 υπάρχει y ∈ A ώστε d(y, x) < r και άρα
y ∈ Nx(r). Άρα κάθε περιοχή του x τέμνει το A, οπότε x ∈ A.
Αντιστρόφως, έστω x ∈ A. Τότε για κάθε r > 0 υπάρχει y ∈ A ώστε y ∈ Nx(r) και άρα
d(y, x) < r. Επομένως, d(x,A) ≤ 0 και, επειδή ο 0 είναι κάτω φράγμα του {d(x, y) | y ∈ A},
συνεπάγεται ότι d(x,A) = 0.

Άσκηση 11.2.20. Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενόA ⊆ X και r > 0. Ορίζουμε την r-περιοχή
του A να είναι το σύνολο

NA(r) = {x ∈ X | υπάρχει y ∈ A ώστε d(y, x) < r} = {x ∈ X |Nx(r) ∩A ̸= ∅}.

Αποδείξτε ότι NA(r) =
∪

x∈ANx(r).
Για παράδειγμα, στο R ποιά είναι τα NA(r) για κάθε r > 0 και για καθένα A από τα: {1}, [0, 1],
(0, 1), {0, 1}, N, Q;
Αποδείξτε ότι το NA(r) είναι ανοικτό και A ⊆ NA(r).
Αν το A είναι κλειστό, αποδείξτε ότι A =

∩+∞
n=1NA(

1
n). Συμπεράνατε ότι κάθε μη-κενό κλειστό

σύνολο είναι τομή αριθμήσιμης συλλογής ανοικτών συνόλων.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έχουμε

NA(r) = {x ∈ X | υπάρχει y ∈ A ώστε d(y, x) < r}
= {x ∈ X | υπάρχει y ∈ A ώστε x ∈ Ny(r)} =

∪
y∈ANy(r).

Το δεύτερο ερώτημα. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι

N{1}(r) = (1− r, 1 + r), N[0,1](r) = N(0,1)(r) = (−r, 1 + r).

Επίσης,

N{0,1}(r) =

{
(−r, r) ∪ (1− r, 1 + r), αν r ≤ 1

2

(−r, 1 + r), αν r > 1
2

Ομοίως,

NN(r) =

{∪
n∈N(n− r, n+ r), αν r ≤ 1

2

(1− r,+∞), αν r > 1
2
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Τέλος,
NQ(r) = R,

αφού για κάθε x ∈ R υπάρχει τουλάχιστον ένας ρητός στο (x− r, x+ r).
Το τρίτο ερώτημα. Από το αποτέλεσμα του πρώτου ερωτήματος συνεπάγεται ότι το NA(r) είναι
ένωση ανοικτών συνόλων και, επομένως, είναι ανοικτό.
Από το ίδιο αποτέλεσμα βλέπουμε ότι για κάθε y ∈ A, επειδή y ∈ Ny(r), ισχύει y ∈ NA(r). Άρα
A ⊆ NA(r).
Το τέταρτο ερώτημα. Έστω A κλειστό.
Η σχέση A ⊆

∩+∞
n=1NA(

1
n) είναι προφανής, αφού, σύμφωνα με το αποτέλεσμα του τρίτου ερω-

τήματος, ισχύει A ⊆ NA(
1
n) για κάθε n.

Τώρα, έστω τυχόν x ∈
∩+∞

n=1NA(
1
n).

Αν x ∈ X \ A, υπάρχει r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ X \ A, αφού το X \ A είναι ανοικτό. Παίρνουμε
έναν n αρκετά μεγάλο ώστε 1

n ≤ r. Τότε,Nx(
1
n) ⊆ Nx(r), οπότεNx(

1
n)∩A = ∅ και, επομένως,

x /∈ NA(
1
n). Καταλήγουμε σε αντίφαση, οπότε x ∈ A.

Άρα
∩+∞

n=1NA(
1
n) ⊆ A.

Άσκηση 11.2.22.Θεωρήστε τον μετρικό χώροB
(
[0, 1]

)
με την ομοιόμορφη μετρική και το στοιχείο

f ∈ B
(
[0, 1]

)
με τύπο f(x) =

{
0, αν 0 ≤ x ≤ 1/3

1, αν 1/3 < x ≤ 1
Αποδείξτε ότι όλα τα στοιχεία της περιοχής

του f με ακτίνα r ≤ 1
2 είναι συναρτήσεις στο [0, 1] οι οποίες δεν είναι συνεχείς στον 1

3 . Αποδείξτε,
όμως, ότι η περιοχή του f με ακτίνα r > 1

2 περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο το οποίο είναι συνάρ-
τηση συνεχής στο [0, 1].

Λύση: Έστω r ≤ 1
2 και ας υποθέσουμε ότι υπάρχει g ∈ B

(
[0, 1]

)
η οποία ανήκει στην Nf (r) και

η οποία είναι συνεχής στον 1
3 . Δηλαδή,

sup{|g(x)− f(x)| |x ∈ [0, 1]} < r ≤ 1
2 και limx→ 1

3
g(x) = g(13).

Θέτουμεm = sup{|g(x)− f(x)| |x ∈ [0, 1]}, οπότεm < 1
2 .

Τότε ισχύει |g(x)| ≤ m για κάθε x ∈ [0, 13 ] και |g(x)− 1| ≤ m για κάθε x ∈ (13 , 1].
Ειδικώτερα, ισχύει

g(x) ≤ m για κάθε x ∈
[
0, 13

]
και 1−m ≤ g(x) για κάθε x ∈

(
1
3 , 1

]
.

Άρα,
g(13) = limx→ 1

3
− g(x) ≤ m και g(13) = limx→ 1

3
+ g(x) ≥ 1−m.

Συνεπάγεται ότι 1−m ≤ m, το οποίο είναι άτοπο, διότιm < 1
2 .

Τώρα, έστω 1
2 < r. Πρέπει να βρούμε κάποια g ∈ B

(
[0, 1]

)
η οποία ανήκει στηνNf (r) ή, ισοδύ-

ναμα, για την οποία ισχύει sup{|g(x)− f(x)| |x ∈ [0, 1]} < r και η οποία είναι συνεχής στον 1
3 .

Αρκεί να βρούμε κάποια g ∈ B
(
[0, 1]

)
για την οποία ισχύει sup{|g(x) − f(x)| |x ∈ [0, 1]} = 1

2
και η οποία είναι συνεχής στον 1

3 . Παρατηρούμε ότι η σταθερή συνάρτηση με τύπο g(x) = 1
2

ικανοποιεί αυτές τις συνθήκες.

Άσκηση 11.2.23. Ένα μη-κενό υποσύνολο A του Rd χαρακτηρίζεται κυρτό, αν για κάθε x, y ∈ A
και κάθε t ∈ (0, 1) ισχύει tx+ (1− t)y ∈ A.
Αν A είναι κυρτό υποσύνολο του Rd, αποδείξτε ότι τα A◦ (στην περίπτωση που είναι μη-κενό) και
A είναι κυρτά υποσύνολα του Rd.

Λύση: Έστω ότι το A είναι κυρτό και A◦ ̸= ∅. Θεωρούμε τυχόντα x, y ∈ A◦ και t ∈ (0, 1) και θα
αποδείξουμε ότι z = tx+ (1− t)y ∈ A◦.
Έχουμε ότι υπάρχουν r′, r′′ > 0 ώστε Nx(r

′) ⊆ A και Ny(r
′′) ⊆ A. Παίρνουμε τον r =

min{r′, r′′} > 0 και τότε Nx(r) ⊆ A και Ny(r) ⊆ A. Θα αποδείξουμε ότι Nz(r) ⊆ A και
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άρα z ∈ A◦.
Πράγματι, έστω z′ ∈ Nz(r), οπότε ∥z′−z∥2 < r. Ορίζουμε x′ = x+(z′−z) και y′ = y+(z′−z).
Τότε είναι ∥x′ − x∥2 = ∥z′ − z∥2 < r και ∥y′ − y∥2 = ∥z′ − z∥2 < r και, επομένως, x′ ∈ Nx(r)
και y′ ∈ Ny(r) και άρα x′, y′ ∈ A. Τώρα, είναι z′ = tx′ + (1− t)y′ και, επειδή το A είναι κυρτό,
συνεπάγεται z′ ∈ A. Άρα Nz(r) ⊆ A.
Επειδή τοA είναι μη-κενό καιA ⊆ A, συνεπάγεται ότι και τοA είναι μη-κενό. Θεωρούμε τυχόντα
x, y ∈ A και t ∈ (0, 1) και θα αποδείξουμε ότι z = tx+ (1− t)y ∈ A.
Έστω τυχών r > 0. Τότε υπάρχουν x′, y′ ∈ A με ∥x′ − x∥2 < r και ∥y′ − y∥2 < r. Ορίζουμε
z′ = tx′+(1− t)y′ και τότε είναι ∥z′− z∥2 ≤ t∥x′− x∥2 +(1− t)∥y′− y∥2 < tr+(1− t)r = r
και, επειδή το A είναι κυρτό, z′ ∈ A.
Άρα για κάθε r > 0 υπάρχει z′ ∈ A με ∥z′ − z∥2 < r, οπότε z ∈ A.

Άσκηση 11.2.24. [α] Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το A χαρακτηρίζεται πυκνό, αν
A = X .
Αποδείξτε ότι το A είναι πυκνό και μόνον αν κάθε περιοχή Nx(r) καθενός x ∈ X περιέχει τουλά-
χιστον ένα στοιχείο του A.
Είναι το Qd πυκνό στο Rd;
Βρείτε τα πυκνά υποσύνολα του μη-κενού X με τη διακριτή μετρική dδ.
[β] Ένας μετρικός χώρος (X, d) χαρακτηρίζεται διαχωρίσιμος αν υπάρχει αριθμήσιμο, πυκνό υπο-
σύνολο του X .
Είναι ο Rd διαχωρίσιμος;
Αν το μη-κενόX είναι εφοδιασμένο με τη διακριτή μετρική dδ, αποδείξτε ότι τοX είναι διαχωρίσιμο
αν και μόνον αν είναι αριθμήσιμο.
[γ] Έστω διαχωρίσιμος μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X και x ∈ X . Το x χαρακτηρίζεται σημείο
συμπύκνωσης του A, αν για κάθε r > 0 η περιοχή Nx(r) περιέχει υπεραριθμήσιμου πλήθους στοι-
χεία του A.
Αν το A είναι αριθμήσιμο, αποδείξτε ότι το A δεν έχει κανένα σημείο συμπύκνωσης.
Αν το A είναι υπεραριθμήσιμο και P είναι το σύνολο όλων των σημείων συμπύκνωσης του A, απο-
δείξτε ότι το P είναι μη-κενό, ότι P ′ = P και ότι το A \ P είναι αριθμήσιμο.
[δ] Έστω μετρικός χώρος (X, d) και P ⊆ X . Το P χαρακτηρίζεται τέλειο, αν P ′ = P .
Βρείτε μερικά απλά παραδείγματα τέλειων υποσυνόλων του R.
Αν ο (X, d) είναι διαχωρίσιμος και το A ⊆ X είναι κλειστό, αποδείξτε ότι υπάρχει κάποιο τέλειο
σύνολο P και κάποιο αριθμήσιμο σύνολο Z ώστε A = P ∪ Z και P ∩ Z = ∅.

Λύση: [α] Το πρώτο ερώτημα. Βάσει του ορισμού, το A είναι πυκνό αν και μόνο αν κάθε x ∈ X
είναι οριακό σημείο του A αν και μόνο αν κάθε περιοχή Nx(r) καθενός x ∈ X περιέχει τουλάχι-
στον ένα στοιχείο του A.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω τυχόν x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd και τυχών r > 0. Τότε για κάθε
k = 1, . . . , d υπάρχει yk ∈ Q ώστε |yk − xk| < r√

d
. Συνεπάγεται ότι y = (y1, . . . , yd) ∈ Qd και

∥y− x∥2 =
(
(y1 − x1)

2 + · · ·+ (yd − xd)
2
)1/2

<
(
(r/

√
d)2 + · · ·+ (r/

√
d)2

)1/2
= r.

Άρα κάθε x ∈ Rd είναι οριακό σημείο του Qd, οπότε το Qd είναι πυκνό στο Rd.
Το τρίτο ερώτημα. Έχουμε δει ότι με την διακριτή μετρική ισχύει A = A για κάθε A ⊆ X . Άρα το
A είναι πυκνό αν και μόνο αν A = X , οπότε το μόνο πυκνό υποσύνολο τουX είναι το ίδιο τοX .
[β] Το πρώτο ερώτημα. Το Qd είναι αριθμήσιμο και πυκνό στο Rd. Άρα ο Rd είναι διαχωρίσιμος.
Το δεύτερο ερώτημα. Είδαμε στο [α] ότι το μόνο πυκνό υποσύνολο του X είναι το X . Άρα το X
είναι διαχωρίσιμο αν και μόνο αν είναι αριθμήσιμο.
[γ] Το πρώτο ερώτημα. Αν κάποιο x είναι σημείο συμπύκνωσης του A, τότε κάθε περιοχή του x
περιέχει υπεραριθμήσιμου πλήθους στοιχεία του A. Αυτό είναι αδύνατο αφού το A είναι αριθμή-
σιμο.
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Το δεύτερο ερώτημα. ΈστωM ένα αριθμήσιμο πυκνό υποσύνολο του X .
Έστω ότι το P είναι κενό. Τότε κάθε x ∈ X δεν είναι σημείο συμπύκνωσης του A. Άρα για κάθε
x ∈ X υπάρχει rx > 0 ώστε η περιοχή Nx(rx) να περιέχει αριθμήσιμου πλήθους στοιχεία του
A. Από το αποτέλεσμα του [α] συνεπάγεται ότι η Nx(

rx
4 ) περιέχει τουλάχιστον ένα y ∈ M . Επι-

λέγουμε ένα τέτοιο y και έναν οποιονδήποτε ρητό r με rx
4 < r < 3rx

4 και έχουμε ότι x ∈ Ny(r)
και Ny(r) ⊆ Nx(rx). Τότε η Ny(r) περιέχει αριθμήσιμου πλήθους στοιχεία του A. Συγκεντρώ-
νουμε όλα τα y που έχουμε επιλέξει και σχηματίζουμε το σύνολο N ⊆ M . Επίσης, συγκεντρώ-
νουμε όλους τους ρητούς r που έχουμε επιλέξει και σχηματίζουμε το σύνολο T ⊆ Q. Επειδή
κάθε x ∈ X ανήκει σε κάποια περιοχή Ny(r) για κάποιο y ∈ N και κάποιον r ∈ T , έχουμε ότι
X ⊆

∪
{Ny(r) | y ∈ N, r ∈ T} και άρα

A = X ∩A ⊆
∪
{Ny(r) ∩A | y ∈ N, r ∈ T}.

Συμπεραίνουμε ότι το A είναι αριθμήσιμο, αφού περιέχεται σε μια αριθμήσιμη ένωση αριθμήσι-
μων συνόλων. Αυτό είναι άτοπο διότι το A είναι υπεραριθμήσιμο.
Άρα το P είναι μη-κενό.
Τώρα, έστω x ∈ P ′. Τότε το x είναι σημείο συσσώρευσης του P και, ειδικώτερα, οριακό ση-
μείο του P . Τότε για κάθε r > 0 υπάρχει y ∈ Nx(r) ώστε y ∈ P . Παίρνουμε s > 0 ώστε
Ny(s) ⊆ Nx(r) και έχουμε ότι η Ny(s) και άρα και η Nx(r) περιέχει υπεραριθμήσιμου πλήθους
στοιχεία του A. Άρα το x είναι σημείο συμπύκνωσης του A, οπότε x ∈ P . Άρα P ′ ⊆ P .
Κατόπιν, έστω x ∈ P . Υποθέτουμε ότι x /∈ P ′, δηλαδή ότι το x είναι μεμονωμένο στοιχείο του P ,
οπότε υπάρχει r > 0 ώστε η Nx(r) να μην περιέχει άλλο στοιχείο του P εκτός του x. Θεωρούμε
τα σύνολα

Sn = {y ∈ X | r
2n+1 ≤ d(y, x) ≤ r

2n } για n ∈ N.

Τότε ∪+∞
n=1 Sn ⊆ Nx(r) \ {x} και Nx(

r
2) \ {x} ⊆

∪+∞
n=1 Sn.

Από την πρώτη σχέση συνεπάγεται ότι κάθε Sn δεν περιέχει κανένα στοιχείο του P .
Επίσης, από τη δεύτερη σχέση συνεπάγεται ότι το

∪+∞
n=1 Sn περιέχει υπεραριθμήσιμου πλήθους

στοιχεία του A και, επομένως, υπάρχει n ώστε το Sn ∩ A να είναι υπεραριθμήσιμο. Όμως, στην
προηγούμενη παράγραφο αποδείξαμε ότι κάθε υπεραριθμήσιμο σύνολο έχει τουλάχιστον ένα ση-
μείο συμπύκνωσης. Συνεπάγεται ότι το Sn ∩A έχει τουλάχιστον ένα σημείο συμπύκνωσης, έστω
z. Τότε το z είναι σημείο συμπύκνωσης του A, δηλαδή z ∈ P . Επίσης, το z είναι σημείο συμπύ-
κνωσης και άρα οριακό σημείο του Sn. Επειδή το Sn είναι κλειστό, ισχύει z ∈ Sn.
Καταλήγουμε σε άτοπο και άρα x ∈ P ′. Άρα P ⊆ P ′.
Από τις P ′ ⊆ P και P ⊆ P ′ συνεπάγεται ότι P ′ = P .
Η απόδειξη του ότι το A \ P είναι αριθμήσιμο είναι παρόμοια. Κάντε την εσείς με την εξής υπό-
δειξη. Υποθέστε ότι το A \ P είναι υπεραριθμήσιμο, θεωρήστε τα σύνολα

Tn = {y ∈ X | d(y, x) ≥ 1
n για κάθε x ∈ P} για n ∈ N,

αποδείξτε, χρησιμοποιώντας ότι το P είναι κλειστό (γιατί;), ότιX \ P =
∪+∞

n=1 Tn, αποδείξτε ότι
κάποιο A ∩ Tn είναι υπεραριθμήσιμο και, τέλος, αποδείξτε ότι το αντίστοιχο Tn περιέχει κάποιο
στοιχείο του P και καταλήξτε σε άτοπο.
[δ] Το πρώτο ερώτημα. Κάθε κλειστό διάστημα [a, b] είναι τέλειο υποσύνολο του R. Επίσης, το
σύνολο του Cantor στην άσκηση 11.2.8 είναι τέλειο υποσύνολο του R.
Το δεύτερο ερώτημα. Αν το A είναι αριθμήσιμο, τότε παίρνουμε P = ∅ και Z = A και έχουμε το
ζητούμενο.
Αν το A είναι υπεραριθμήσιμο, θεωρούμε το σύνολο P των σημείων συμπύκνωσης του A και
θέτουμε Z = A\P . Κάθε x ∈ P είναι οριακό σημείο τουA και, επειδή τοA είναι κλειστό, ισχύει
x ∈ A. Άρα P ⊆ A. Τα υπόλοιπα είναι άμεση συνέπεια των αποτελεσμάτων του [γ].

Άσκηση 11.2.25. [α]Έστω μη-κενό σύνολοX και μετρικές d1 και d2 στοX . Λέμε ότι οι δύο μετρικές
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είναι ισοδύναμες αν κάθεA ⊆ X το οποίο είναι ανοικτό στον (X, d1) είναι ανοικτό και στον (X, d2)
και, αντιστρόφως, κάθεA ⊆ X το οποίο είναι ανοικτό στον (X, d2) είναι ανοικτό και στον (X, d1).
Αποδείξτε ότι οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες αν και μόνον αν κάθε A ⊆ X το οποίο είναι κλειστό
στον (X, d1) είναι κλειστό και στον (X, d2) και, αντιστρόφως, κάθε A ⊆ X το οποίο είναι κλειστό
στον (X, d2) είναι κλειστό και στον (X, d1).
Συμβολίζουμε Nd1

x (r) και Nd2
x (r) τις περιοχές του x ∈ X στους μετρικούς χώρους (X, d1) και

(X, d2), αντιστοίχως. Αποδείξτε ότι τα παρακάτω (i), (ii) είναι ισοδύναμα.
(i) Οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες.
(ii) Για κάθε x ∈ X και κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε Nd1

x (δ) ⊆ Nd2
x (ϵ) και, αντιστρόφως, για

κάθε x ∈ X και κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε Nd2
x (δ) ⊆ Nd1

x (ϵ).
[β] Έστω μετρικός χώρος (X, d). Ορίζουμε d′ : X ×X → R με τον τύπο d′(x, y) = d(x,y)

d(x,y)+1 για
κάθε x, y ∈ X .
Αποδείξτε ότι η d′ είναι φραγμένη μετρική στο X ισοδύναμη με την d.
[γ] Δείτε την άσκηση 11.1.3. Αποδείξτε ότι για κάθε p1, p2 ∈ [1,+∞] η p1-μετρική και p2-μετρική
στον Rd είναι ισοδύναμες.

Λύση: [α] Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες. Αν το A είναι κλειστό στον
(X, d1), τότε τοX \A είναι ανοικτό στον (X, d1), οπότε τοX \A είναι ανοικτό στον (X, d2) και
άρα το A είναι κλειστό στον (X, d2). Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι, αν το A ⊆ X είναι
κλειστό στον (X, d2), τότε είναι κλειστό και στον (X, d1).
Αποδείξτε εσείς με τον ίδιο τρόπο και το αντίστροφο: αν κάθεA ⊆ X το οποίο είναι κλειστό στον
(X, d1) είναι κλειστό και στον (X, d2) και, αντιστρόφως, κάθε A ⊆ X το οποίο είναι κλειστό
στον (X, d2) είναι κλειστό και στον (X, d1), τότε οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι οι d1 και d2 είναι ισοδύναμες.
Θεωρούμε τυχόν x ∈ X και τυχόντα ϵ > 0. Τότε η περιοχή Nd2

x (ϵ) είναι ανοικτό σύνολο στον
(X, d2) και άρα είναι ανοικτό σύνολο και στον (X, d1). Επειδή x ∈ Nd2

x (ϵ), υπάρχει δ > 0 ώστε
Nd1

x (δ) ⊆ Nd2
x (ϵ). Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι υπάρχει δ > 0 ώστε Nd2

x (δ) ⊆ Nd1
x (ϵ).

Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει το (ii). Έστω ανοικτό A στον (X, d1). Παίρνουμε τυχόν x ∈ A.
Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε Nd1

x (ϵ) ⊆ A και άρα υπάρχει δ > 0 ώστε Nd2
x (δ) ⊆ Nd1

x (ϵ), οπότε
Nd2

x (δ) ⊆ A. Άρα το A είναι ανοικτό στον (X, d2). Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι, αν το A
είναι ανοικτό στον (X, d2), τότε είναι ανοικτό και στον (X, d1).
[β] Πρώτον, η d′ είναι φραγμένη διότι ισχύει d′(x, y) ≤ 1 για κάθε x, y ∈ X .
Κατόπιν, η d′ είναι μετρική στοX διότι οι ιδιότητες (i), (ii), (iii) αποδεικνύονται πολύ απλά βάσει
των ιδιοτήτων της μετρικής d και η τριγωνική ανισότητα αποδεικνύεται βάσει της τριγωνικής
ανισότητας της d όπως στην άσκηση 11.1.1.
Η ισοδυναμία των d και d′ βασίζεται στο αποτέλεσμα του [α].
Έστω ϵ > 0. Παίρνουμε δ = ϵ και έχουμε ότι, αν y ∈ Nd

x (δ), τότε

d′(x, y) = d(x,y)
d(x,y)+1 ≤ d(x, y) < δ = ϵ

και άρα y ∈ Nd′
x (ϵ). Άρα Nd

x (δ) ⊆ Nd′
x (ϵ).

Επίσης, παίρνουμε δ = min{ ϵ
2 ,

1
2} και έχουμε ότι, αν y ∈ Nd′

x (δ), τότε d′(x, y) < δ και άρα

d(x, y) = d′(x,y)
1−d′(x,y) ≤ 2d′(x, y) < 2δ ≤ ϵ

και άρα y ∈ Nd
x (ϵ). Άρα Nd′

x (δ) ⊆ Nd
x (ϵ).

Άρα οι d και d′ είναι ισοδύναμες.
[γ] Κάντε το εσείς ακολουθώντας την εξής υπόδειξη. Αποδείξτε ότι αν 1 ≤ p1 < p2 ≤ +∞, τότε
ισχύει

∥x∥p2 ≤ ∥x∥p1 ≤ d(1/p1)−(1/p2)∥x∥p2 για κάθε x ∈ Rd.

Βασιστείτε, επίσης, στο αποτέλεσμα του [α], όπως στην απόδειξη του [β].
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Άσκηση 11.2.26. Δείτε την άσκηση 11.1.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενόW ⊆ X .
[α] Αν x ∈ W και NX

x (r) είναι η r-περιοχή του x στον μετρικό χώρο (X, d) και NW
x (r) είναι η

r-περιοχή του x στον μετρικό υπόχωρο (W,d), αποδείξτε ότι NW
x (r) = NX

x (r) ∩W .
[β] Θεωρήστε το A = (0, 1] ως υποσύνολο του υπόχωρου W = (0, 1] του Ευκλείδειου χώρου R.
Αποδείξτε ότι A0 = (0, 1], A = (0, 1] και ∂A = ∅.
[γ] Έστω A ⊆W . Αποδείξτε ότι το A είναι ανοικτό υποσύνολο του (W,d) αν και μόνο αν υπάρχει
ανοικτό υποσύνολο B του (X, d) ώστε A = B ∩W .
[δ] Έστω A ⊆ W . Αν A◦,X είναι το εσωτερικό του A ως υποσύνολο του (X, d) και A◦,W είναι το
εσωτερικό του A ως υποσύνολο του (W,d), αποδείξτε ότι A◦,X ⊆ A◦,W .

[ε] Έστω A ⊆ W . Αν AX είναι η κλειστότητα του A ως υποσύνολο του (X, d) και AW είναι η
κλειστότητα του A ως υποσύνολο του (W,d), αποδείξτε ότι AW

= A
X ∩W .

Λύση: [α] Είναι

NW
x (r) = {y ∈W | d(y, x) < r} = {y ∈ X | d(y, x) < r} ∩W = NX

x (r) ∩W.

[β] Γνωρίζουμε ότι σε κάθε μετρικό χώρο (X, d) το σύνολο X είναι ανοικτό και κλειστό. Στην
περίπτωσή μας ο μετρικός χώρος είναι το σύνολοA =W = (0, 1] εφοδιασμένο με την Ευκλείδεια
μετρική του R. Άρα το A είναι ανοικτό και κλειστό, οπότε A0 = A = (0, 1] και A = A = (0, 1].
Γνωρίζουμε ότι τα συνοριακά σημεία τουA είναι τα οριακά σημεία τουA που δεν είναι εσωτερικά
σημεία του. Είδαμε, όμως, ότι κάθε οριακό σημείο του A ανήκει στο A και ότι κάθε σημείο του A
είναι εσωτερικό σημείο του. Άρα ∂A = ∅.
[γ] Έστω A ⊆ W και έστω ότι υπάρχει ανοικτό υποσύνολο B του (X, d) ώστε A = B ∩ W .
Παίρνουμε τυχόν x ∈ A και τότε x ∈ B. Επειδή το B είναι ανοικτό στον (X, d), υπάρχει r > 0
ώστε NX

x (r) ⊆ B. Συνεπάγεται NW
x (r) = NX

x (r) ∩W ⊆ B ∩W = A. Άρα κάθε x ∈ A είναι
εσωτερικό σημείο του A στον (W,d) και, επομένως, το A είναι ανοικτό στον (W,d).
Αντιστρόφως, έστωA ⊆W και έστω ότι τοA είναι ανοικτό υποσύνολο του (W,d). Τότε για κάθε
x ∈ A υπάρχει rx > 0 ώστεNW

x (rx) ⊆ A. Συνεπάγεται ότιA =
∪

x∈AN
W
x (rx) και θεωρούμε το

B =
∪

x∈AN
X
x (rx). Το B είναι ανοικτό στον (X, d) ως ένωση ανοικτών συνόλων στον (X, d).

Τέλος, έχουμε ότι

B ∩W =
∪

x∈A(N
X
x (rx) ∩W ) =

∪
x∈AN

W
x (rx) = A.

[δ] Έστω A ⊆ W και έστω x ∈ A◦,X . Τότε υπάρχει r > 0 ώστε NX
x (r) ⊆ A. Συνεπάγεται ότι

NW
x (r) = NX

x (r) ∩W ⊆ A ∩W = A και, επομένως, x ∈ A◦,W . Άρα A◦,X ⊆ A◦,X .
[ε] Έστω A ⊆W .
Έστω x ∈ A

W . Τότε, πρώτον, x ∈ W . Κατόπιν, για κάθε r > 0 η περιοχή NW
x (r) τέμνει το

A. Επειδή NW
x (r) ⊆ NX

x (r), συνεπάγεται ότι η NX
x (r) τέμνει το A. Άρα x ∈ A

X . Επομένως,
x ∈ A

X ∩W και άρα AW ⊆ A
X ∩W .

Αντιστρόφως, έστω x ∈ A
X ∩ W . Τότε x ∈ W . Επίσης, για κάθε r > 0 η NX

x (r) τέμνει το
A. Επομένως, η NW

x (r) = NX
x (r) ∩ W τέμνει το A (αφού η τομή της NX

x (r) με το A είναι
υποσύνολο του A και άρα τουW ). Άρα x ∈ A

W και, επομένως, AX ∩W ⊆ A
W .

Από τις AW ⊆ A
X ∩W και AX ∩W ⊆ A

W συνεπάγεται η AW
= A

X ∩W .

Άσκηση 11.3.3. Αποδείξτε ότι κάθε συνάρτηση f ορισμένη σε οποιοδήποτε υποσύνολο A μετρικού
χώρου (X, dδ), όπου dδ είναι η διακριτή μετρική, είναι συνεχής στο A.

Υπόδειξη: Αποδείξτε τη συνέχεια είτε με τον ορισμό, χρησιμοποιώντας έναν δ ≤ 1, είτε με το
θεώρημα 11.2, χρησιμοποιώντας το ότι κάθε υποσύνολο του X είναι ανοικτό στον (X, dδ).

Άσκηση 11.3.4. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), B ⊆ A ⊆ X ώστε A ⊆ B, y0 ∈ Y και
f : A → Y συνεχής στο A. Αν f(x) = y0 για κάθε x ∈ B, αποδείξτε ότι f(x) = y0 για κάθε
x ∈ A.
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Υπόδειξη: Πάρτε τυχόν x ∈ A. Το x είναι οριακό σημείο του B και αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0
υπάρχει x′ ∈ B ώστε ρ(f(x), f(x′)) < ϵ, οπότε ρ(f(x), y0) < ϵ.

Άσκηση 11.3.5. Αποδείξτε ότι το {x ∈ R | 2 < x3 − x < 4} είναι ανοικτό υποσύνολο του R. Είναι
το {x ∈ [0, 1] | 14 < x2 < 4} ανοικτό υποσύνολο του R;
Αποδείξτε ότι το {x ∈ R2 \ {0} | e−∥x∥2 + sin ∥x∥2 > 0} είναι ανοικτό υποσύνολο του R2.

Λύση: Θεωρούμε την συνάρτηση f : R → R με τύπο f(x) = x3 − x− 2 και τότε:

{x ∈ R | 2 < x3 − x} = {x | f(x) > 0} = {x | f(x) ∈ (0,+∞)} = f−1
(
(0,+∞)

)
.

Η f είναι πολυωνυμική και άρα είναι συνεχής. Το πεδίο ορισμού της είναι το R και αυτό είναι
ανοικτό υποσύνολο του R. Επειδή το (0,+∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του πεδίου τιμών R, συ-
νεπάγεται ότι το f−1

(
(0,+∞)

)
είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

Θεωρώντας τη συνάρτηση f : R → R με τύπο f(x) = x3 − x− 4, μπορούμε να αποδείξουμε με
τον ίδιο τρόπο ότι το {x ∈ R |x3 − x < 4} είναι ανοικτό υποσύνολο του R.
Άρα το

{x ∈ R | 2 < x3 − x < 4} = {x ∈ R | 2 < x3 − x} ∩ {x ∈ R |x3 − x < 4}

είναι ανοικτό υποσύνολο του R.
Έχουμε ότι {x ∈ [0, 1] | 14 < x2 < 4} = (12 , 1] και το σύνολο αυτό δεν είναι ανοικτό υποσύνολο
του R.
Θεωρούμε την συνάρτηση f : R2 → R με τύπο

f(x) = f(x1, x2) = e−∥x∥2 + sin ∥x∥2 = e−x1
2−x2

2
+ sin

√
x12 + x22

και τότε:

{x ∈ R2 \ {0} | e−∥x∥2 + sin ∥x∥2 > 0} = {x ∈ R2 \ {0} | f(x) > 0}
= {x ∈ R2 \ {0} | f(x) ∈ (0,+∞)} = f−1

(
(0,+∞)

)
∩ (R2 \ {0}).

Η f είναι συνεχής. Το πεδίο ορισμού της είναι το R2, το οποίο είναι ανοικτό υποσύνολο του R2.
Το (0,+∞) είναι κλειστό υποσύνολο του πεδίου τιμώνR και άρα το f−1

(
(0,+∞)

)
είναι ανοικτό

υποσύνολο τουR2. Επίσης, τοR2\{0} είναι ανοικτό υποσύνολο τουR2 (διότι το {0} είναι κλειστό
υποσύνολο του R2). Άρα το f−1

(
(0,+∞)

)
∩ (R2 \ {0}) είναι ανοικτό υποσύνολο του R2.

Άσκηση 11.3.6.Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ) και f : X → Y . Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:
(i) Η f είναι συνεχής στο X .
(ii) f−1(B◦) ⊆

(
f−1(B)

)◦ για κάθε B ⊆ Y .

Λύση: Έστω ότι η f : X → Y είναι συνεχής στο X και έστω B ⊆ Y .
Παίρνουμε τυχόν x ∈ f−1(B◦). Τότε f(x) ∈ B◦, οπότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε Nf(x)(ϵ) ⊆ B.
Επομένως, υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x′ ∈ X με d(x′, x) < δ να ισχύει ρ(f(x′), f(x)) < ϵ και
άρα f(x′) ∈ Nf(x)(ϵ) και άρα f(x′) ∈ B και άρα x′ ∈ f−1(B). Έχουμε, λοιπόν, ότι Nx(δ) ⊆
f−1(B) και άρα x ∈

(
f−1(B)

)◦.
Άρα f−1(B◦) ⊆

(
f−1(B)

)◦.
Αντιστρόφως, έστω f−1(B◦) ⊆

(
f−1(B)

)◦ για κάθε B ⊆ Y .
Θεωρούμε τυχόν x ∈ X και τυχόντα ϵ > 0. Τότε η περιοχή Nf(x)(ϵ) είναι ανοικτό σύνολο στον
(Y, ρ), οπότε ταυτίζεται με το εσωτερικό της. Παίρνουμε B = Nf(x)(ϵ) και έχουμε B◦ = B και
άρα f−1(B) ⊆

(
f−1(B)

)◦. Λόγω του αντίστροφου εγκλεισμού, έχουμε, φυσικά, ότι f−1(B) =(
f−1(B)

)◦, οπότε το f−1(B) είναι ανοικτό σύνολο στον (X, d). Επειδή f(x) ∈ Nf(x)(ϵ) = B,
συνεπάγεται x ∈ f−1(B) και, επειδή το f−1(B) είναι ανοικτό σύνολο στον (X, d), υπάρχει δ > 0
ώστε Nx(δ) ⊆ f−1(B). Αυτό σημαίνει ότι για κάθε x′ ∈ X με d(x′, x) < δ ισχύει x′ ∈ f−1(B)
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και άρα f(x′) ∈ B και άρα ρ(f(x′), f(x)) < ϵ. Επομένως, η f είναι συνεχής στο x.
Άρα η f είναι συνεχής στο X .

Άσκηση 11.3.8. [α] Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενόA ⊆ X και η συνάρτηση d(· , A) : X →
R που ορίσθηκε στην άσκηση 11.2.19. Αποδείξτε ότι ισχύει |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y) για κάθε
x, y ∈ X και ότι η d(· , A) : X → R είναι συνεχής.
[β] Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενά κλειστά υποσύνολα A και B του X με A ∩ B = ∅.
Ορίζουμε τη συνάρτηση f : X → R με τύπο f(x) = d(x,A)

d(x,A)+d(x,B) για κάθε x ∈ X .
Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής.
Αποδείξτε ότι ισχύει f(x) = 1 αν και μόνο αν x ∈ B καθώς και ότι ισχύει f(x) = 0 αν και μόνο
αν x ∈ A.

Λύση: [α] Για κάθε a ∈ A ισχύει

d(x,A) ≤ d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)

και άρα d(x,A)−d(x, y) ≤ d(y, a). Αυτό σημαίνει ότι ο d(x,A)−d(x, y) είναι κάτω φράγμα του
{d(y, a) | a ∈ A}. Άρα d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y,A) και, επομένως, d(x,A)− d(y,A) ≤ d(x, y).
Αλλάζοντας τις θέσεις των x, y, παίρνουμε d(y,A)− d(x,A) ≤ d(x, y).
Συμπεραίνουμε ότι |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y).
Τώρα, μπορείτε εσείς να δείτε εύκολα ότι η d(x,A) είναι συνεχής στο X .
[β] Επειδή ταA,B είναι κλειστά, από το αποτέλεσμα της άσκησης 11.2.19 συνεπάγεται ότι ισχύει
d(x,A) = 0 αν και μόνο αν x ∈ A και ότι ισχύει d(x,B) = 0 αν και μόνο αν x ∈ B. Άρα, αφού
A ∩B = ∅, η f(x) = d(x,A)

d(x,A)+d(x,B) είναι ορισμένη για κάθε x ∈ X και είναι συνεχής στο X . Τα
υπόλοιπα είναι εύκολα.

Άσκηση 11.4.2. Έστω ότι xn → x και yn → y στον (X, d). Αποδείξτε ότι d(xn, yn) → d(x, y)
στο R.

Λύση: Από την τριγωνική ανισότητα έχουμε d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(y, yn). Άρα,

d(xn, yn)− d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(yn, y).

Ομοίως, d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, yn) + d(yn, y) και, επομένως,

d(x, y)− d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(yn, y).

Από τις δύο αυτές ανισότητες συνεπάγεται ότι

|d(xn, yn)− d(x, y)| ≤ d(xn, x) + d(yn, y).

Τέλος, επειδή d(xn, x) → 0 και d(yn, y) → 0, συμπεραίνουμε ότι |d(xn, yn) − d(x, y)| → 0,
οπότε d(xn, yn) → d(x, y).

Άσκηση 11.4.6. Χρησιμοποιώντας ακολουθίες, αποδείξτε ότι κάθε κλειστή μπάλα και κάθε κλειστός
ημιχώρος είναι κλειστά υποσύνολα του Rd.

Λύση: Θεωρούμε τυχούσα κλειστή μπάλα Nx(r) στο Rd.
Έστω οποιαδήποτε ακολουθία (yn) στηνNx(r) ώστε yn → y. Αν yn = (yn,1, . . . , yn,d) για κάθε
n και y = (y1, . . . , yd), τότε συνεπάγεται ότι yn,k → yk για κάθε k = 1, . . . , d.
Το ότι ισχύει yn ∈ Nx(r) για κάθε n σημαίνει ότι ισχύει

(yn,1 − x1)
2 + · · ·+ (yn,d − xd)

2 ≤ r2 για κάθε n,

όπου x = (x1, . . . , xd). Συνεπάγεται

(y1 − x1)
2 + · · ·+ (yd − xd)

2 ≤ r2
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και άρα y ∈ Nx(r).
Άρα η Nx(r) είναι κλειστή στο Rd.
Θεωρούμε τυχόντα κλειστό ημίχωρο A = {x ∈ Rd | ⟨x, a⟩ ≤ a}.
Έστω ακολουθία (yn) στο A ώστε yn → y. Αν yn = (yn,1, . . . , yn,d) για κάθε n και y =
(y1, . . . , yd), τότε συνεπάγεται ότι yn,k → yk για κάθε k = 1, . . . , d.
Το ότι ισχύει yn ∈ A για κάθε n σημαίνει ότι ισχύει

a1yn,1 + · · ·+ adyn,d ≤ a για κάθε n,

όπου a = (a1, . . . , ad). Συνεπάγεται

a1y1 + · · ·+ adyd ≤ a

και άρα y ∈ A.
Άρα το A είναι κλειστό στο Rd.

Άσκηση 11.4.8. Θεωρήστε τον χώρο (BC([a, b]), dA) των φραγμένων και συνεχών συναρτήσεων
στο διάστημα [a, b] με την ομοιόμορφη μετρική και την συνάρτηση I : BC([a, b]) → R με τύπο
I(f) =

∫ b
a f(x) dx για κάθε f ∈ BC([a, b]). Αποδείξτε ότι η I είναι συνεχής.

Λύση: Θεωρούμε οποιαδήποτε ακολουθία (fn) στο σύνολο BC([a, b]) έτσι ώστε η (fn) να συ-
γκλίνει στο στοιχείο f του BC([a, b]). Αυτό σημαίνει ότι η ακολουθία συναρτήσεων (fn) συ-
γκλίνει στη συνάρτηση f ομοιόμορφα στο [a, b]. Συνεπάγεται

∫ b
a fn(x) dx→

∫ b
a f(x) dx και άρα

I(fn) → I(f). Δηλαδή, η ακολουθία (I(fn)) στο R συγκλίνει στο στοιχείο I(f) του R.
Άρα η συνάρτηση I : BC([a, b]) → R είναι συνεχής.

Άσκηση 11.4.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και ακολουθία (xn) στοX . Αποδείξτε ότι το σύνολο
των υποακολουθιακών ορίων της (xn) στο X είναι κλειστό.

Υπόδειξη: Κατ’αρχάς, αποδείξτε ότι το x ∈ X είναι υποακολουθιακό όριο της (xn) αν και μόνο
αν κάθε περιοχή Nx(r) περιέχει άπειρους όρους της (xn). Χρησιμοποιήστε αυτό που αποδείξατε
για τα παρακάτω. Συμβολίστε A το σύνολο των υποακολουθιακών ορίων της (xn). Θεωρήστε
ακολουθία (yn) στο A (δηλαδή, κάθε yn είναι υποακολουθιακό όριο της (xn)) και έστω yn → y.
Αποδείξτε ότι το y είναι υποακολουθιακό όριο της (xn).

Άσκηση 11.5.1. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Το A χαρακτηρίζεται πουθενά πυκνό αν
το A δεν έχει κανένα εσωτερικό σημείο.
Αποδείξτε ότι, αν ο X είναι πλήρης και αν για κάθε n το Fn είναι κλειστό και πουθενά πυκνό υπο-
σύνολο του X , τότε η ένωση

∪+∞
n=1 Fn δεν έχει κανένα εσωτερικό σημείο.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τα σύνολα Un = X \ Fn και χρησιμοποιήστε το θεώρημα του Baire.

Άσκηση 11.5.2. Αποδείξτε την αρχή ομοιόμορφου φράγματος. Έστω πλήρης μετρικός χώρος (X, d)
και συλλογή F συνεχών συναρτήσεων f : X → R έτσι ώστε για κάθε x ∈ X να υπάρχει αριθμός
Mx ώστε να ισχύει |f(x)| ≤ Mx για κάθε f ∈ F . Τότε υπάρχει μη-κενό ανοικτό σύνολο U ⊆ X
και αριθμόςM ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε f ∈ F και κάθε x ∈ U .

Υπόδειξη: Θεωρήστε το σύνολο Un = {x ∈ X | |f(x)| > n για τουλάχιστον μία f ∈ F} για
κάθε n ∈ N. Αποδείξτε ότι κάθε Un είναι ανοικτό στον (X, d) και ότι

∩+∞
n=1 Un = ∅. Κατόπιν,

χρησιμοποιήστε το θεώρημα του Baire.

Άσκηση 11.5.3. Δείτε τις ασκήσεις 11.1.4 και 11.1.5.
Αν 1 ≤ p ≤ +∞, αποδείξτε ότι ο μετρικός χώρος (lp, dp) είναι πλήρης.
Αν 1 ≤ p < +∞, αποδείξτε ότι ο μετρικός χώρος

(
C([a, b]), dp

)
δεν είναι πλήρης.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ακολουθία Cauchy (xn) στον μετρικό χώρο (lp, dp) και έστω
xn = (xn,k) για κάθε n. Τότε για κάθε k ∈ N έχουμε

|xn,k − xm,k| ≤ ∥xn − xm∥p = dp(xn, xm) για κάθε n,m
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και άρα |xn,k − xm,k| → 0 όταν n,m→ +∞.
Άρα για κάθε k ∈ N η ακολουθία (xn,k) είναι ακολουθία Cauchy στοR. Επειδή τοR είναι πλήρης
μετρικός χώρος, υπάρχει xk ∈ R ώστε να ισχύει xn,k → xk όταν n→ +∞.
Έτσι σχηματίζεται η ακολουθία x = (xk).
Τώρα, υπάρχει n0 ώστε να ισχύει ∥xn − xm∥p < 1 για κάθε n,m ≥ n0. Ειδικώτερα, γιαm = n0,
έχουμε ότι ισχύει ∑+∞

k=1 |xn,k − xn0,k|p < 1 για κάθε n ≥ n0.

Άρα για κάθε K ∈ N ισχύει
∑K

k=1 |xn,k − xn0,k|p < 1 για κάθε n ≥ n0. Παίρνοντας το όριο
καθώς n→ +∞, βρίσκουμε ότι για κάθεK ισχύει

∑K
k=1 |xk − xn0,k|p ≤ 1. Παίρνοντας το όριο

καθώςK → +∞, βρίσκουμε ότι ισχύει
∑+∞

k=1 |xk − xn0,k|p ≤ 1.
Από το ότι

∑+∞
k=1 |xk − xn0,k|p < +∞, το ότι

∑+∞
k=1 |xn0,k|p < +∞ και από την ανισότητα του

Minkowski στην άσκηση 8.3.23 συνεπάγεται ότι
∑+∞

k=1 |xk|p < +∞, δηλαδή x ∈ lp.
Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0. Τότε υπάρχει n0 (όχι ο ίδιος με τον προηγούμενο n0) ώστε να ισχύει
∥xn − xm∥p < ϵ

2 για κάθε n,m ≥ n0. Δηλαδή, ισχύει∑+∞
k=1 |xn,k − xm,k|p <

(
ϵ
2

)p για κάθε n,m ≥ n0.

Άρα για κάθεK ∈ N ισχύει
∑K

k=1 |xn,k−xm,k|p < ( ϵ2)
p για κάθε n,m ≥ n0. Παίρνοντας το όριο

καθώςm → +∞ βρίσκουμε ότι για κάθε K ισχύει
∑K

k=1 |xn,k − xk|p ≤ ( ϵ2)
p για κάθε n ≥ n0.

Άρα ισχύει

∥xn − x∥pp =
∑+∞

k=1 |xn,k − xk|p ≤
(
ϵ
2

)p
< ϵp για κάθε n ≥ n0.

Επομένως, xn → x στον μετρικό χώρο (lp, dp).
Στα προηγούμενα υποθέσαμε σιωπηρά ότι 1 ≤ p < +∞. Κάντε εσείς την περίπτωση p = +∞.
Το δεύτερο ερώτημα. Θεωρούμε ξ = a+b

2 και την ακολουθία (fn), όπου η fn είναι συνεχής στο
[a, b] και ισχύει fn(x) = 0 στο διάστημα [a, ξ − b−a

2n ] και fn(x) = 1 στο [ξ + b−a
2n , b] και όπου η

fn είναι αφφινική στο [ξ − b−a
2n , ξ +

b−a
2n ].

Έστω ότι fn → f στον μετρικό χώρο
(
C([a, b]), dp

)
και, επομένως, η f είναι συνεχής στό [a, b].

Παίρνουμε τυχόντα a′ με a ≤ a′ < ξ. Τότε ισχύει τελικά a′ ≤ ξ − b−a
2n < ξ, οπότε υπάρχει n0

ώστε να ισχύει fn(x) = 0 για κάθε x στο [a, a′] και, επομένως, ισχύει∫ a′

a |fn(x)− f(x)|p dx =
∫ a′

a |f(x)|p dx για κάθε n ≥ n0. (14.297)

Τώρα, το dp(fn, f) → 0 σημαίνει ότι
∫ b
a |fn(x)− f(x)|p dx→ 0 και άρα∫ a′

a |fn(x)− f(x)|p dx→ 0.

Επομένως, από την (14.297) συνεπάγεται ότι
∫ a′

a |f(x)|p dx = 0. Επειδή η f είναι συνεχής στο
[a, a′] συνεπάγεται ότι ισχύει f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, a′]. Τέλος, επειδή αυτό ισχύει για κάθε a′

με a ≤ a′ < ξ, συμπεραίνουμε ότι ισχύει f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, ξ).
Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται (κάντε το εσείς) ότι ισχύει f(x) = 1 για κάθε x ∈ (ξ, b].
Άρα δεν είναι δυνατό να είναι η f συνεχής στο [a, b] και καταλήγουμε σε άτοπο.

Άσκηση 11.5.4. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Αν για κάθε ακολουθία F1, F2. . . . μη-κενών κλει-
στών υποσυνόλων του X , για την οποία ισχύει Fn+1 ⊆ Fn για κάθε n και diam Fn → 0, η τομή∩+∞

n=1 Fn είναι μη-κενή, αποδείξτε ότι ο μετρικός χώρος είναι πλήρης.

Υπόδειξη: Θεωρήστε οποιαδήποτε ακολουθία Cauchy (xn) στον μετρικό χώρο (X, d) και τα σύ-
νολα Fn = {xk | k ≥ n}. Αποδείξτε ότι ισχύει Fn+1 ⊆ Fn για κάθε n και ότι diam Fn → 0.
Βάσει της υπόθεσης, υπάρχει x ∈

∩+∞
n=1 Fn. Αποδείξτε ότι xn → x.

Άσκηση 11.5.5. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και πλήρες A ⊆ X . Αν 0 ≤ M < 1 και για την
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f : A → A ισχύει d(f(x), f(y)) ≤ Md(x, y) για κάθε x, y ∈ A, αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής
στο A και ότι υπάρχει μοναδικό ξ ∈ A ώστε f(ξ) = ξ.

Υπόδειξη: Πάρτε οποιοδήποτε x ∈ X και θεωρήστε την ακολουθία (xn) που ορίζεται ώστε να
ικανοποιεί την x1 = x και τον αναδρομικό τύπο xn+1 = f(xn) για κάθε n. Αποδείξτε ότι
ισχύει d(xn+1, xn+2) ≤ Md(xn, xn+1) για κάθε n. Κατόπιν, αποδείξτε ότι η (xn) είναι ακολου-
θία Cauchy. Δείτε και την άσκηση 2.6.4[β]. Θέσατε ξ = limn→+∞ xn και αποδείξτε ότι f(ξ) = ξ.
Για τη μοναδικότητα του ξ, δείτε ότι, αν f(ξ′) = ξ′ και f(ξ′′) = ξ′′, τότε d(ξ′, ξ′′) ≤Md(ξ′, ξ′′).

Άσκηση 11.6.1. Αποδείξτε ότι το A = {(x1, x2) |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1} είναι συμπαγές
υποσύνολο του R2 και ότι το B = {(x1, x2, x3) |x12 + x2

2 ≤ x3 ≤ 1} είναι συμπαγές υποσύνολο
του R3.

Λύση: Το A είναι ένα κλειστό τρίγωνο στο επίπεδο με κορυφές τα σημεία (0, 0), (1, 0), (0, 1) και
είναι τομή τριών κλειστών ημιεπιπέδων:

A = {(x1, x2) |x1 ≥ 0} ∩ {(x1, x2) |x2 ≥ 0} ∩ {(x1, x2) |x1 + x2 ≤ 1}.

Αν θέσουμε x = (x1, x2), τότε τα τρία κλειστά ημιεπίπεδα περιγράφονται με τις αντίστοιχες ανι-
σότητες

⟨x, e1⟩ ≥ 0, ⟨x, e2⟩ ≥ 0, ⟨x, k⟩ ≤ 1,

όπου e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), k = (1, 1).
Γνωρίζουμε ότι κάθε κλειστό ημιεπίπεδο στον Ευκλείδειο χώρο R2 είναι κλειστό σύνολο. Άρα το
A, ως τομή κλειστών συνόλων, είναι κλειστό.
Από την άλλη μεριά, το A είναι φραγμένο σύνολο. Πράγματι, για κάθε (x1, x2) ∈ A έχουμε
0 ≤ x1 ≤ 1 και 0 ≤ x2 ≤ 1, οπότε το A είναι υποσύνολο του ορθογωνίου παραλληλογράμμου
[0, 1]× [0, 1].
Άρα το A είναι κλειστό και φραγμένο, οπότε είναι συμπαγές.
Για το B έχουμε το εξής:

B = {(x1, x2, x3) |x12 + x2
2 ≤ x3} ∩ {(x1, x2, x3) |x3 ≤ 1}.

Θεωρούμε την συνάρτηση f : R3 → R με τύπο f(x) = f(x1, x2, x3) = x1
2 + x2

2 − x3 και τότε:

{(x1, x2, x3) |x12 + x2
2 ≤ x3} = {x | f(x) ≤ 0} = {x | f(x) ∈ (−∞, 0]} = f−1

(
(−∞, 0]

)
.

Η f είναι πολυωνυμική και άρα είναι συνεχής. Το πεδίο ορισμού της είναι το R3 και αυτό είναι
κλειστό υποσύνολο του Ευκλείδειου χώρου R3. Επειδή το (−∞, 0] είναι κλειστό υποσύνολο του
Ευκλείδειου χώρου R, συνεπάγεται ότι το f−1

(
(−∞, 0]

)
είναι κλειστό υποσύνολο του Ευκλεί-

δειου χώρου R3.
Κατόπιν θεωρούμε την συνάρτηση g : R3 → R με τύπο g(x) = g(x1, x2, x3) = x3 και τότε:

{(x1, x2, x3) |x3 ≤ 1} = {x | g(x) ≤ 1} = {x | g(x) ∈ (−∞, 1]} = g−1
(
(−∞, 1]

)
.

Ακριβώς όπως στην προηγούμενη περίπτωση, βλέπουμε ότι το g−1
(
(−∞, 1]

)
είναι κλειστό υπο-

σύνολο του Ευκλείδειου χώρου R3.
Άρα το B είναι τομή κλειστών, οπότε είναι κλειστό.
Τέλος, βλέπουμε εύκολα ότι το B είναι φραγμένο. Για κάθε (x1, x2, x3) ∈ B ισχύει |x1| ≤
1, |x2| ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1. Άρα το B είναι υποσύνολο του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου
[−1, 1]× [−1, 1]× [0, 1], οπότε είναι φραγμένο.
Άρα το B είναι κλειστό και φραγμένο, οπότε είναι συμπαγές.

Άσκηση 11.6.6. [α] Θεωρήστε το υποσύνολο A = {(x1, x2) |x12 + x2
2 ≤ 1} του R2. Έχει η συ-

νάρτηση f(x1, x2) = ex1+x2 μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο A;

Λύση: Το A ταυτίζεται με την κλειστή περιοχή N0(1) στο R2 και άρα είναι συμπαγές. Η f είναι
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συνεχής πραγματική συνάρτηση στο A και, επομένως, έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο A.

Άσκηση 11.6.7. Έστω f : Rd → R με f(x) → 0 καθώς ∥x∥2 → +∞. Αυτό σημαίνει, εξ ορισμού,
ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει R > 0 ώστε να ισχύει |f(x)| < ϵ για κάθε x ∈ Rd με ∥x∥2 > R.
Αν υπάρχει x0 ∈ Rd ώστε f(x0) ≥ 0, αποδείξτε ότι η f έχει μέγιστη τιμή.
Αν υπάρχει x0 ∈ Rd ώστε f(x0) ≤ 0, αποδείξτε ότι η f έχει ελάχιστη τιμή.
Αποδείξτε ότι η f : R2 → R με τύπο f(x1, x2) = x1e

−(x1
2+x2

2) έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή και
υπολογίστε τις τιμές αυτές.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Το σύνολο τιμών {f(x) | x ∈ Rd} είναι μη-κενό υποσύνολο του R,
οπότε έχει supremum. Θεωρούμε το u = sup{f(x) | x ∈ Rd} το οποίο είναι αριθμός ή +∞.
Επειδή ο 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της f , ισχύει u ≥ 0.
Αν u = 0, τότε ο 0 είναι η μέγιστη τιμή της f (στο σημείο x0).
Τώρα, έστω u > 0. Τότε υπάρχει x1 ώστε 0 < f(x1) ≤ u. Κατόπιν, υπάρχειR > 0 ώστε να ισχύει
|f(x)| < f(x1) για κάθε x ∈ Rd με ∥x∥2 > R.
Είναι σαφές ότι ισχύει ∥x1∥2 ≤ R, δηλαδή x1 ∈ N0(R). Η κλειστή περιοχήN0(R) είναι συμπαγές
σύνολο και η f είναι συνεχής σ’ αυτό. Άρα η f έχει μέγιστη τιμή στην N0(R). ΈστωM = f(ξ)
η μέγιστη τιμή της f στην N0(R), όπου ξ ∈ N0(R).
Επειδή x1 ∈ N0(R), συνεπάγεται f(x1) ≤ f(ξ) =M .
Τώρα, έχουμε f(x) < f(x1) ≤ f(ξ) = M για ∥x∥2 > R και f(x) ≤ f(ξ) = M για ∥x∥2 ≤ R.
Άρα οM = f(ξ) είναι η μέγιστη τιμή της f στο Rd.
Το δεύτερο ερώτημα. Η απόδειξη είναι ίδια με την προηγούμενη.
Το τρίτο ερώτημα. Βάσει των αποτελεσμάτων των [β] και [γ], αρκεί να αποδείξουμε ότι f(x) → 0
καθώς ∥x∥2 → +∞. Αυτό γίνεται ως εξής:

|f(x)| = |f(x1, x2)| = |x1|e−(x1
2+x2

2) ≤ ∥x∥2e−∥x∥2
2

και, επειδή ∥x∥2e−∥x∥2
2 → 0 όταν ∥x∥2 → +∞, έχουμε το ζητούμενο.

Για να βρούμε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f , βρίσουμε τα κρίσιμα σημεία της. Αν το
x = (x1, x2) είναι κρίσιμο σημείο της f , τότε

∂f
∂x1

(x) = 0 και ∂f
∂x2

(x) = 0,

οπότε
e−(x1

2+x2
2) − 2x1

2e−(x1
2+x2

2) = 0 και − 2x1x2e
−(x1

2+x2
2) = 0

και άρα x = (±2−1/2, 0). Επομένως, η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της f είναι, αντιστοίχως, η
f(2−1/2, 0) = (2e)−1/2 και η f(−2−1/2, 0) = −(2e)−1/2.

Άσκηση 11.6.9. Έστω μετρικός χώρος (X, d), ακολουθία (xn) στο X , x ∈ X ώστε να ισχύει
xn ̸= x για κάθε n και xn → x. Αποδείξτε ότι το {xn |n ∈ N} δεν είναι συμπαγές ενώ το {x} ∪
{xn |n ∈ N} είναι συμπαγές.

Λύση: Το {xn |n ∈ N} δεν είναι συμπαγές διότι δεν είναι κλειστό. Πράγματι, το x είναι οριακό
σημείο του συνόλου (αφού είναι όριο της ακολουθίας (xn) η οποία περιέχεται στο σύνολο) αλλά
το x δεν είναι στοιχείο του συνόλου.
Τώρα θεωρούμε τυχούσα ανοικτή κάλυψη του {x}∪{xn |n ∈ N}, δηλαδή, οποιαδήποτε συλλογή
ανοικτών υποσυνόλων του (X, d) η ένωση των οποίων περιέχει το {x} ∪ {xn |n ∈ N}.
Τότε υπάρχει κάποιο U0 της συλλογής αυτής ώστε x ∈ U0. Επειδή το U0 είναι ανοικτό, υπάρχει
r > 0 ώστε Nx(r) ⊆ U0. Επειδή xn → x, υπάρχει n0 ώστε xn ∈ Nx(r) για κάθε n ≥ n0.
Για κάθε k = 1, . . . , n0 − 1 υπάρχει αντίστοιχο Uk της συλλογής ώστε xk ∈ Uk.
Θεωρούμε, τώρα, τα σύνολα U0, U1, . . . , Un0−1 της συλλογής και παρατηρούμε ότι η ένωσή τους
περιέχει το {x} ∪ {xn |n ∈ N}.
Άρα, το σύνολο {x} ∪ {xn |n ∈ N} είναι συμπαγές υποσύνολο του (X, d).

Άσκηση 11.6.10. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM1, . . . ,Mn ⊆ X .
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Αν ταM1, . . . ,Mn είναι συμπαγή, αποδείξτε ότι τοM1 ∪ · · · ∪Mn είναι συμπαγές.
Βρείτε συμπαγή υποσύνολαM1,M2, . . . τουRώστε το

∪+∞
n=1Mn να μην είναι συμπαγές υποσύνολο

του R.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω τυχούσα ανοικτή κάλυψη Σ του M = M1 ∪ · · · ∪ Mn. Τότε
η Σ είναι κάλυψη καθενός από τα M1, . . . ,Mn. Άρα για κάθε k = 1, . . . , n υπάρχει κάποια
αντίστοιχη πεπερασμένη κάλυψη Σ′k τουMk η οποία είναι μικρότερη ή ίση της Σ. Τότε η Σ′ =
Σ′1 ∪ · · · ∪ Σ′n είναι πεπερασμένη κάλυψη τουM μικρότερη ή ίση της Σ.
Το δεύτερο ερώτημα. ΘεωρήστεMn = [−n, n] για κάθε n ήMn = [ 1n , 1] για κάθε n.

Άσκηση 11.6.16. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενό M ⊆ X . Αποδείξτε ότι diam M =
diam M .

Υπόδειξη: Αποδείξτε, γενικά, ότι, ανM ⊆ N ⊆ X , τότε diamM ≤ diamN . Βασιστείτε στο ότι
{d(x, y) |x, y ∈M} ⊆ {d(x, y) |x, y ∈ N}. Συμπεράνατε ότι diamM ≤ diamM .
Αιτιολογήστε το ότι υπάρχουν ακολουθίες (xn) και (yn) στο M ώστε d(xn, yn) → diamM .
Αιτιολογήστε το ότι για κάθε n υπάρχουν x′n, y′n ∈ M ώστε d(x′n, xn) < 1

n και d(y′n, yn) < 1
n .

Χρησιμοποιώντας την τριγωνική ανισότητα αποδείξτε ότι d(x′n, y′n) → diamM . Επειδή ισχύει
d(x′n, y

′
n) ≤ diamM για κάθε n, συμπεράνατε ότι diamM ≤ diamM .

Άσκηση 11.6.17. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B ⊆ X . Αν το A είναι συμπαγές και το B
κλειστό, αποδείξτε ότι το A ∩B είναι συμπαγές.

Λύση: Το A είναι κλειστό, οπότε και το A ∩B είναι κλειστό. Από το ότι το A ∩B είναι κλειστό,
το ότι το A είναι συμπαγές και το ότι A ∩B ⊆ A συνεπάγεται ότι το A ∩B είναι συμπαγές.

Άσκηση 11.6.18. Έστω μετρικός χώρος (X, d), μη-κενό συμπαγέςM ⊆ X και x0 ∈ X . Αποδείξτε
ότι υπάρχει κάποιο x′ ∈M ώστε d(x0, x′) = inf{d(x0, x) |x ∈M}.

Λύση: Το σύνολο
A = {d(x0, x) |x ∈M}

είναι μη-κενό και κάτω φραγμένο υποσύνολο του R με κάτω φράγμα τον 0. Άρα υπάρχει το
infimum του A και είναι αριθμός ≥ 0. Θέτουμε l = infA.
Γνωρίζουμε ότι για κάθε n ∈ N υπάρχει στοιχείο του A ανάμεσα στα l και l+ 1

n . Δηλαδή υπάρχει
xn ∈M ώστε

l ≤ d(x0, xn) < l + 1
n .

Έτσι δημιουργείται ακολουθία (xn) στοM και, επειδή τοM είναι συμπαγές, υπάρχει υποακολου-
θία της (xn) που συγκλίνει σε στοιχείο τουM . Δηλαδή, υπάρχει (xnk

) ώστε

xnk
→ x′ όταν k → +∞

για κάποιο x′ ∈M .
Από τις σχέσεις

l ≤ d(x0, xnk
) < l + 1

nk

συνεπάγεται ότι
d(x0, xnk

) → l όταν k → +∞. (14.298)

Όμως, από την τριγωνική ανισότητα έχουμε

−d(xnk
, x′) ≤ d(x0, xnk

)− d(x0, x
′) ≤ d(xnk

, x′)

και, επειδή d(xnk
, x′) → 0, συνεπάγεται

d(x0, xnk
) → d(x0, x

′) όταν k → +∞. (14.299)

Από τις (14.298) και (14.299) προκύπτει το d(x0, x′) = l.
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Άσκηση 11.6.20. Έστω φραγμένο υποσύνολοM του Rd. Αποδείξτε ότι τοM είναι συμπαγές.

Λύση: ΤοM είναι κλειστό, οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι φραγμένο σύνολο.
Επειδή τοM είναι φραγμένο, υπάρχει κάποια κλειστή μπάλα N0(r) κέντρου 0 = (0, . . . , 0) και
ακτίνας r η οποία περιέχει τοM . Η μπάλα αυτή είναι κλειστό σύνολο και τοM είναι το μικρότερο
κλειστό υπερσύνολο τουM , οπότεM ⊆ N0(r). Άρα, πράγματι, τοM είναι φραγμένο.

Άσκηση 11.6.22. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), M ⊆ X , N ⊆ Y και f : M → N η
οποία είναι ένα-προς-ένα και επί. Αν η f είναι συνεχής στοM και τοM είναι συμπαγές, αποδείξτε
ότι η αντίστροφη f−1 : N →M είναι συνεχής στο N .

Λύση: Χάριν απλότητας, γράφουμε g = f−1 : N →M .
Θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα 11.2. Έστω τυχόν κλειστό F ⊆ X . Το F ∩M είναι κλειστό
υποσύνολο τουM και, επειδή τοM είναι συμπαγές, το F ∩M είναι συμπαγές. Επειδή η f είναι
συνεχής στοM , συνεπάγεται ότι το f(F ∩M) είναι συμπαγές. Με άλλα λόγια, το g−1(F ∩M)
είναι συμπαγές και άρα κλειστό. Άρα το

g−1(F ∩M) = g−1(F ) ∩ g−1(M) = g−1(F ) ∩N = g−1(F )

είναι κλειστό.
Αποδείξαμε ότι για κάθε κλειστό F ⊆ X το g−1(F ) ⊆ N είναι κλειστό. Άρα η f−1 = g είναι
συνεχής στο N .

Άσκηση 11.6.23. Έστω A ⊆ R και f : A → R. Το Gf = {(x, f(x)) |x ∈ A} ⊆ R2 ονομάζεται
γράφημα της f .
Έστω ότι η f είναι φραγμένη. Αποδείξτε ότι, αν το Gf είναι κλειστό, τότε η f είναι συνεχής.
Έστω ότι το A είναι κλειστό. Αποδείξτε ότι, αν η f είναι συνεχής, τότε το Gf είναι κλειστό.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι η f είναι φραγμένη και ότι το Gf είναι κλειστό.
Έστω ακολουθία (xn) στο A και xn → x με x ∈ A.
Υποθέτουμε ότι f(xn) ̸→ f(x). Τότε υπάρχει ϵ > 0 ώστε να ισχύει |f(xn)− f(x)| ≥ ϵ για άπει-
ρους n. Επειδή η f είναι φραγμένη, η ακολουθία (f(xn)) είναι φραγμένη και άρα υπάρχει υποα-
κολουθία (xnk

) της (xn) ώστε να ισχύει |f(xnk
) − f(x)| ≥ ϵ για κάθε k και ώστε f(xnk

) → y
για κάποιον y.
Τότε |y − f(x)| ≥ ϵ και άρα f(x) ̸= y. Επίσης, (xnk

, f(xnk
)) → (x, y) και, επειδή ισχύει

(xnk
, f(xnk

)) ∈ Gf για κάθε k και το Gf είναι κλειστό, συνεπάγεται ότι (x, y) ∈ Gf . Άρα
y = f(x) και καταλήγουμε σε άτοπο.
Άρα για κάθε (xn) στο A ώστε xn → x με x ∈ A συνεπάγεται ότι f(xn) → f(x) και άρα η f
είναι συνεχής.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι το A είναι κλειστό και ότι η f είναι συνεχής.
Έστω τυχούσα ακολουθία

(
(xn, yn)

)
στοGf ώστε (xn, yn) → (x, y) στοR2. Τότε ισχύει xn → x

και yn → y. Επειδή το A είναι κλειστό και η (xn) είναι στο A, συνεπάγεται ότι x ∈ A. Επί-
σης, ισχύει yn = f(xn) για κάθε n και, επειδή η f είναι συνεχής και xn → x, έχουμε ότι
yn = f(xn) → f(x). Άρα y = f(x) και, επομένως, (x, y) ∈ Gf .
Άρα το Gf είναι κλειστό.

Άσκηση 11.6.26. Έστω μετρικοί χώροι (X, d) και (Y, ρ), A ⊆ X και f : A → Y και έστω ότι ο
(Y, ρ) είναι πλήρης. Αποδείξτε ότι τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:
(i) Υπάρχει ομοιόμορφα συνεχής επέκταση της f στο A, δηλαδή συνάρτηση F : A → Y ομοιό-
μορφα συνεχής στο A ώστε να ισχύει F (x) = f(x) για κάθε x ∈ A.
(ii) Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Λύση: Έστω ότι υπάρχει συνάρτηση F : A → R ομοιόμορφα συνεχής στο A ώστε να ισχύει
F (x) = f(x) για κάθε x ∈ A.
Βάσει του αποτελέσματος της άσκησης 11.6.24, η F είναι ομοιόμορφα συνεχής στο υποσύνολο
A. Αλλά η f ταυτίζεται με την F στο A, οπότε η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.
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Αντιστρόφως, έστω ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.
Έστω τυχόν x ∈ A. Τότε υπάρχει (xn) στο A ώστε xn → x. Θεωρούμε μια οποιαδήποτε τέτοια
(xn) και την αντίστοιχη (f(xn)). Επειδή η (xn) συγκλίνει, είναι ακολουθία Cauchy, και, επειδή
η f είναι ομοιόμορφα συνεχής, η (f(xn)) είναι κι αυτή ακολουθία Cauchy (γιατί;). Ο (Y, ρ) είναι
πλήρης και άρα η (f(xn)) συγκλίνει. Έστω y ∈ Y το όριο της (f(xn)).
Θεωρούμε μια οποιαδήποτε άλλη ακολουθία (xn

′) στο A ώστε xn′ → x. Τότε η μικτή ακολου-
θία (x1, x1

′, x2, x2
′, x3, x3

′, . . . ) συγκλίνει στο x, οπότε, σύμφωνα με αυτό που αποδείξαμε, η
(f(x1), f(x1

′), f(x2), f(x2
′), f(x3), f(x3

′), . . . ) συγκλίνει. Το όριο αυτής της ακολουθίας είναι
το ίδιο με της υποακολουθίας (f(xn)), δηλαδή ίσο με y. Άρα και το όριο της άλλης υποακολουθίας
(f(xn

′)) είναι y.
Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι υπάρχει y ∈ Y έτσι ώστε για κάθε (xn) στο A με xn → x να ισχύει
f(xn) → y. Μπορούμε, τώρα, να ορίσουμε F (x) = y.
Αν εξ αρχής x ∈ A, τότε μια από τις (xn) στο A με xn → x είναι η σταθερή ακολουθία με
xn = x για κάθε n και τότε η (f(xn)) είναι η σταθερή ακολουθία με f(xn) = f(x) για κάθε n,
οπότε f(xn) → f(x). Άρα στην περίπτωση x ∈ A, οπότε η τιμή f(x) είναι ήδη ορισμένη, έχουμε
F (x) = f(x).
Έχουμε, λοιπόν, ορίσει συνάρτησηF : A→ Y για την οποία ισχύειF (x) = f(x) για κάθε x ∈ A,
οπότε η F είναι επέκταση της f από το A στο A.
Τώρα, έστω ϵ > 0. Επειδή η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A, υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

ρ(f(x′), f(x′′)) < ϵ
2 για κάθε x′, x′′ ∈ A με d(x′, x′′) < δ.

Έστω x′, x′′ ∈ A με d(x′, x′′) < δ. Παίρνουμε (xn′), (xn′′) στο A με xn′ → x′ και xn′′ → x′′.
Τότε ισχύει τελικά

d(xn
′, xn

′′) ≤ d(xn
′, x′) + d(x′, x′′) + d(x′′, xn

′′) < δ

και άρα ισχύει τελικά ρ(f(xn′), f(xn′′)) < ϵ
2 . Επειδή f(xn

′) → F (x′) και f(xn′′) → F (x′′), από
το αποτέλεσμα της άσκησης 11.4.2 συνεπάγεται ρ(F (x′), F (x′′)) ≤ ϵ

2 < ϵ.
Άρα για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει ρ(F (x′), F (x′′)) < ϵ για κάθε x′, x′′ ∈ A με
d(x′, x′′) < δ. Άρα η F είναι ομοιόμορφα συνεχής στο A.

Άσκηση 11.6.27. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και M ⊆ X . Αν το M είναι συμπαγές, αποδείξτε
ότι υπάρχει αριθμήσιμο A ⊆M ώστεM = A.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τις περιοχές Nx(
1
n) για κάθε x ∈ M και κάθε n ∈ N. Η συλλογή Σn =

{Nx(
1
n) |x ∈ M} αποτελεί ανοικτή κάλυψη του M . Θεωρήστε πεπερασμένη ανοικτή κάλυψη

Σn
′ τουM η οποία είναι μικρότερη ή ίση της Σn. Κατόπιν, θεωρήστε το σύνολο An των κέντρων

των περιοχών που ανήκουν στην Σn
′ και το A =

∪+∞
n=1An.

Άσκηση 11.6.28. Έστω μετρικός χώρος (X, d) καιM ⊆ X .
ΤοM χαρακτηρίζεται ολικά φραγμένο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους σημεία
τουM ώστε κάθε άλλο σημείο τουM να έχει απόσταση μικρότερη από ϵ από τουλάχιστον ένα από
αυτά ή, ισοδύναμα, αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους ανοικτές περιοχές με κέντρα
στοM και ακτίνας ϵ οι οποίες να καλύπτουν τοM .
Αποδείξτε ότι τοM είναι συμπαγές αν και μόνο αν είναι πλήρες και ολικά φραγμένο.

Λύση: Έστω ότι τοM είναι συμπαγές.
Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία Cauchy (xn) στο M . Τότε υπάρχει υποακολουθία (xnk

) η οποία
συγκλίνει σε κάποιο x ∈M . Προσαρμόζοντας την απόδειξη του κριτηρίου του Cauchy στην ενό-
τητα 2.6, αντικαθιστώντας τις απόλυτες τιμές των διαφορών |x − y| με τις αποστάσεις d(x, y),
εύκολα αποδεικνύεται ότι xn → x. Άρα τοM είναι πλήρες.
Τέλος, έστω ϵ > 0. Τότε οι περιοχές Nx(ϵ) με x ∈ M αποτελούν ανοικτή κάλυψη τουM . Άρα
υπάρχουν x1, . . . , xn ∈M ώστε οιNx1(ϵ), . . . , Nxn(ϵ) να αποτελούν κάλυψη τουM . Τότε κάθε
σημείο τουM έχει απόσταση μικρότερη από ϵ από τουλάχιστον ένα από τα x1, . . . , xn. Άρα το
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M είναι ολικά φραγμένο.
Αντιστρόφως, έστω ότι τοM είναι πλήρες και ολικά φραγμένο.
Θεωρούμε τυχούσα ακολουθία (xn) στο M . Επειδή το M είναι ολικά φραγμένο, υπάρχουν πε-
περασμένου πλήθους ανοικτές περιοχές με κέντρα στοM και ακτίνας 1

2 οι οποίες καλύπτουν το
M . Τότε σε κάποια από αυτές τις περιοχές περιέχονται άπειροι όροι της (xn) και οι αποστάσεις
ανάμεσα σε οποιουσδήποτε δύο από αυτούς τους όρους είναι όλες < 1. Επιλέγουμε έναν από
αυτούς τους όρους, έστω xn1 . Κατόπιν, υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους ανοικτές περιοχές με
κέντρα στοM και ακτίνας 1

4 οι οποίες καλύπτουν τοM . Τότε σε κάποια από αυτές τις περιοχές
περιέχονται άπειροι από τους προηγούμενους άπειρους όρους της (xn) και οι αποστάσεις ανάμεσα
σε οποιουσδήποτε δύο από αυτούς τους όρους είναι όλες < 1

2 . Επιλέγουμε έναν από αυτούς τους
όρους, έστω xn2 , με n2 > n1. Κατόπιν, υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους ανοικτές περιοχές με
κέντρα στοM και ακτίνας 1

6 οι οποίες καλύπτουν τοM . Τότε σε κάποια από αυτές τις περιοχές
περιέχονται άπειροι από τους προηγούμενους άπειρους όρους της (xn) και οι αποστάσεις ανάμεσα
σε οποιουσδήποτε δύο από αυτούς τους όρους είναι όλες < 1

3 . Επιλέγουμε έναν από αυτούς τους
όρους, έστω xn3 , με n3 > n2. Συνεχίζουμε έτσι επ’ άπειρον.
Είναι φανερό ότι έτσι σχηματίζεται μια υποακολουθία (xnk

) με την εξής ιδιότητα: οι αποστάσεις
ανάμεσα σε οποιουσδήποτε δύο όρους της είναι < 1, οι αποστάσεις ανάμεσα σε οποιουσδήποτε
δύο όρους της από τον xn2 και πέρα είναι < 1

2 , οι αποστάσεις ανάμεσα σε οποιουσδήποτε δύο
όρους της από τον xn3 και πέρα είναι < 1

3 και ούτω καθ’ εξής. Γενικότερα, οι αποστάσεις ανά-
μεσα σε οποιουσδήποτε δύο όρους της από τον xnk

και πέρα είναι< 1
k . Αυτό σημαίνει ότι η (xnk

)
είναι ακολουθία Cauchy και, επειδή τοM είναι πλήρες, η (xnk

) συγκλίνει σε στοιχείο τουM .
Άρα κάθε ακολουθία στοM έχει υποακολουθία η οποία συγκλίνει σε στοιχείο τουM και, επομέ-
νως, τοM είναι συμπαγές.

Άσκηση 11.6.29. Δείτε τις ασκήσεις 11.1.6 και 11.2.26. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενό
M ⊆ X . Αποδείξτε ότι το M είναι συμπαγές υποσύνολο του (X, d) αν και μόνο αν το M είναι
συμπαγές υποσύνολο του (M,d).

Λύση: Έστω ότι τοM είναι συμπαγές υποσύνολο του (X, d).
Θεωρούμε οποιαδήποτε ανοικτή κάλυψη ΣM τουM η οποία αποτελείται από υποσύνολα τουM
που είναι ανοικτά στον (M,d). Τότε για κάθε A ∈ ΣM υπάρχει κάποιο υποσύνολο B του X που
είναι ανοικτό στον (X, d) έτσι ώστε να είναι A = B ∩M . Τώρα θεωρούμε τη συλλογή ΣX η
οποία αποτελείται από όλα τα B που προκύπτουν από τα διάφορα A ∈ ΣM . Επειδή A ⊆ B για
κάθε A ∈ ΣM , συνεπάγεται

M ⊆
∪
{A |A ∈ ΣM} ⊆

∪
{B |B ∈ ΣX}.

Άρα η ΣX είναι ανοικτή κάλυψη του M η οποία αποτελείται από υποσύνολα του X που είναι
ανοικτά στον (X, d). Επειδή τοM είναι συμπαγές υποσύνολο του (X, d), υπάρχει πεπερασμένη
κάλυψη ΣX

′ τουM μικρότερη ή ίση της ΣX . Κάθε B ∈ ΣX
′ προέρχεται από κάποιο A ∈ ΣM

και αυτά τα A σχηματίζουν μια πεπερασμένη συλλογή ΣM
′. Τώρα, έχουμε

M ⊆
∪
{B |B ∈ ΣX

′} =
∪
{B |B ∈ ΣX

′} ∩M =
∪
{B ∩M |B ∈ ΣX

′} =
∪
{A |A ∈ ΣM

′}.

Άρα η συλλογή ΣM
′ είναι πεπερασμένη ανοικτή κάλυψη τουM μικρότερη ή ίση της ΣM .

Άρα τοM είναι συμπαγές στον (M,d).
Το αντίστροφο μπορεί να αποδειχθεί με παρόμοιο τρόπο από εσάς.

Άσκηση 11.6.30. [α] Έστω συναρτήσεις x, y : [a, b] → R και f : K → R όπου οι x, y είναι
ολοκληρώσιμες στο [a, b], η f είναι συνεχής στο συμπαγέςK ⊆ R2 και ισχύει (x(t), y(t)) ∈ K για
κάθε t ∈ [a, b].
Αποδείξτε ότι η f ◦ (x, y) : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
δ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ = {a = t0, . . . , tn = b} του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε
δύο επιλογές Ξ′ = {ξ1′, . . . , ξn′} και Ξ′′ = {ξ1′′, . . . , ξn′′} ενδιάμεσων σημείων για την∆ ισχύει∣∣∑n

k=1 f(x(ξk
′), y(ξk

′′))(tk − tk−1)−
∫ b
a f(x(t), y(t)) dt

∣∣ < ϵ.

856



[β] Δείτε την άσκηση 6.5.6 και αποδείξτε ότι, αν μια καμπύλη Γ έχει παραμετρικές εξισώσεις x =
x(t) και y = y(t) στο διάστημα [a, b] με παραγώγους ολοκληρώσιμες στο [a, b], τότε l(Γ) =∫ b
a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt.

Λύση: [α] Ακολουθούμε σχετικά πιστά τη λύση της άσκησης 6.4.27[α].
Έστω τυχών ϵ > 0.
Η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στοK, οπότε υπάρχει δ′ > 0 ώστε να ισχύει

|f(z′)− f(z′′)| < ϵ
4(b−a) για κάθε z′, z′′ ∈ K με ∥z′ − z′′∥2 < δ′. (14.300)

Επίσης, η f είναι φραγμένη στοK, οπότε υπάρχειM > 0 ώστε να ισχύει

|f(z)| ≤M για κάθε z ∈ K. (14.301)

Έστω δ = min{δ′, ϵ
8
√
2M

}.
Τότε υπάρχει διαμέριση∆ = {a = t0, . . . , tn = b} του [a, b] ώστε

Σ(x; a, b; ∆)− Σ(x; a, b;∆) < δ2, Σ(y; a, b; ∆)− Σ(y; a, b;∆) < δ2. (14.302)

Έστω uk ′, lk ′ οι γνωστές ποσότητες για τη συνάρτηση x στο [tk−1, tk] και uk ′′, lk ′′ οι αντίστοιχες
ποσότητες για την y καθώς και uk, lk οι αντίστοιχες ποσότητες για την f ◦ (x, y).
Χωρίζουμε τους k = 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες. ΤοA έχει ως στοιχεία του τους k με την ιδιότητα(
(uk
′ − lk

′)2 + (uk
′′ − lk

′′)2
)1/2

< δ και το B έχει ως στοιχεία του τους υπόλοιπους k, δηλαδή
αυτούς με την ιδιότητα

(
(uk
′ − lk

′)2 + (uk
′′ − lk

′′)2
)1/2 ≥ δ.

Αν k ∈ A, τότε για κάθε t′, t′′ ∈ [tk−1, tk] ισχύει lk ′ − uk
′ ≤ x(t′) − x(t′′) ≤ uk

′ − lk
′ και,

επομένως, |x(t′) − x(t′′)| ≤ uk
′ − lk

′ και, ομοίως, |y(t′) − y(t′′)| ≤ uk
′′ − lk

′′ και άρα ισχύει(
(x(t′)− x(t′′))2 + (y(t′)− y(t′′))2

)1/2
< δ ≤ δ′, οπότε από την (14.300) συνεπάγεται

|f(x(t′), y(t′))− f(x(t′′), y(t′′))| < ϵ
4(b−a) .

Άρα (δείτε την παρατήρηση 3 πριν από το λήμμα 6.2)

uk − lk ≤ ϵ
4(b−a) αν k ∈ A. (14.303)

Αν k ∈ B, τότε από την (14.301) συνεπάγεται ότι ισχύει |f(x(t′), y(t′)) − f(x(t′′), y(t′′))| ≤
|f(x(t′), y(t′))|+ |f(x(t′′), y(t′′))| ≤ 2M για κάθε t′, t′′ ∈ [tk−1, tk], οπότε, όπως πριν, συνεπά-
γεται

uk − lk ≤ 2M αν k ∈ B. (14.304)

Αν k ∈ B, τότε είτε uk ′ − lk
′ ≥ δ√

2
είτε uk ′′ − lk

′′ ≥ δ√
2
, οπότε από την (14.302) συνεπάγεται

είτε
δ2 >

∑
k∈B(uk

′ − lk
′)(tk − tk−1) ≥ δ√

2

∑
k∈B(tk − tk−1)

είτε
δ2 >

∑
k∈B(uk

′′ − lk
′′)(tk − tk−1) ≥ δ√

2

∑
k∈B(tk − tk−1)

οπότε σε κάθε περίπτωση ισχύει∑
k∈B(tk − tk−1) <

√
2δ αν k ∈ B. (14.305)

Από τις (14.303), (14.304), (14.305) συνεπάγεται

Σ((f ◦ (x, y)); a, b;∆)− Σ((f ◦ (x, y)); a, b;∆) =
∑n

k=1(uk − lk)(tk − tk−1)

=
∑

k∈A(uk − lk)(tk − tk−1) +
∑

k∈B(uk − lk)(tk − tk−1)

≤ ϵ
4(b−a)

∑
k∈A(tk − tk−1) + 2M

∑
k∈B(tk − tk−1)

≤ ϵ
4(b−a)(b− a) + 2

√
2Mδ ≤ ϵ

4 + ϵ
4 < ϵ.
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Άρα η f ◦ (x, y) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].
Τώρα, για το δεύτερο μέρος θα επαναλάβουμε τα προηγούμενα, αλλά με κάποιες αλλαγές. Πρώτα,
όμως, να πούμε ότι, επειδή η f ◦ (x, y) είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
δ′′ > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ = {a = t0, . . . , tn = b} του [a, b] με w(∆) < δ′′ και κάθε
επιλογή Ξ = {ξ1, . . . , ξn} ενδιάμεσων σημείων για την ∆ ισχύει∣∣∑n

k=1 f(x(ξk), y(ξk))(tk − tk−1)−
∫ b
a f ◦ (x, y)

∣∣ < ϵ
2 . (14.306)

Θεωρούμε πάλι τις (14.300) και (14.301) και επιλέγουμε δ1 = min{δ′, ϵ
8M }.

Επειδή η y είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b], υπάρχει δ2 > 0 ώστε για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b]
με w(∆) < δ2 και για κάθε επιλογή Ξ ενδιάμεσων σημείων για την ∆ ισχύει∣∣Σ(y; a, b;∆; Ξ)−

∫ b
a y

∣∣ < δ12

4 .

Άρα για κάθε δύο επιλογές Ξ′,Ξ′′ ενδιάμεσων σημείων για την ∆ ισχύει∣∣Σ(y; a, b;∆; Ξ′)−
∫ b
a y

∣∣ < δ12

4 ,
∣∣Σ(y; a, b;∆; Ξ′′)−

∫ b
a y

∣∣ < δ12

4

οπότε από την τριγωνική ανισότητα έχουμε∣∣Σ(y; a, b;∆; Ξ′)− Σ(y; a, b; ∆; Ξ′′)
∣∣ < δ12

2 .

Χρησιμοποιούμε τα [β], [γ] του λήμματος 6.6 και βρίσκουμε εύκολα ότι

Σ(y; a, b;∆)− Σ(y; a, b;∆) ≤ δ12

2 < δ1
2. (14.307)

Η τελευταία σχέση ισχύει, όπως είδαμε, για κάθε∆ με w(∆) < δ2.
Παίρνουμε δ3 = min{δ1, δ2} = min{δ′, ϵ

8M , δ2}.
Έστω οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = t0, . . . , tn = b} του [a, b] με w(∆) < δ3 και οποιεσδή-
ποτε δύο επιλογές Ξ′ = {ξ1′, . . . , ξn′} και Ξ′′ = {ξ1′′, . . . , ξn′′} ενδιάμεσων σημείων για την∆.
Τότε είναι w(∆) < δ2 οπότε ισχύει η (14.307) και εργαζόμαστε με αυτήν όπως εργαστήκαμε με
την (14.302). Χωρίζουμε πάλι τους k = 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες A και B (περίπου, αλλά όχι
ακριβώς, όπως πριν). Το A έχει ως στοιχεία του τους k με την ιδιότητα uk ′′ − lk

′′ < δ1 και το B
έχει ως στοιχεία του τους υπόλοιπους k, δηλαδή αυτούς με την ιδιότητα uk ′′ − lk

′′ ≥ δ1.
Αν k ∈ A, τότε είναι |y(ξk ′′)− y(ξk

′)| ≤ uk
′′ − lk

′′ < δ1 ≤ δ′ και άρα ισχύει ∥(x(ξk ′), y(ξk ′′)−
(x(ξk

′), y(ξk
′))∥2 < δ′, οπότε από την (14.300) συνεπάγεται

|f(x(ξk ′), y(ξk ′′)− f(x(ξk
′), y(ξk

′))| < ϵ
4(b−a) αν k ∈ A. (14.308)

Από την (14.301) συνεπάγεται ότι ισχύει

|f(x(ξk ′), y(ξk ′′)− f(x(ξk
′), y(ξk

′))| ≤ 2M αν k ∈ B. (14.309)

Επίσης, αν k ∈ B, τότε uk ′′ − lk
′′ ≥ δ1, οπότε από την (14.307) συνεπάγεται

δ1
2 >

∑
k∈B(uk

′′ − lk
′′)(tk − tk−1) ≥ δ1

∑
k∈B(tk − tk−1)

και άρα ∑
k∈B(tk − tk−1) < δ1 αν k ∈ B. (14.310)

Από τις (14.308), (14.309), (14.310) συνεπάγεται∣∣∑n
k=1 f(x(ξk

′), y(ξk
′′))(tk − tk−1)−

∑n
k=1 f(x(ξk

′), y(ξk
′))(tk − tk−1)

∣∣
=

∣∣∑n
k=1

(
f(x(ξk

′), y(ξk
′′))− f(x(ξk

′), y(ξk
′))

)
(tk − tk−1)

∣∣
≤

∑
k∈A

∣∣f(x(ξk ′), y(ξk ′′))− f(x(ξk
′), y(ξk

′))
∣∣(tk − tk−1)

+
∑

k∈B
∣∣f(x(ξk ′), y(ξk ′′))− f(x(ξk

′), y(ξk
′))

∣∣(tk − tk−1)

≤ ϵ
4(b−a)

∑
k∈A(tk − tk−1) + 2M

∑
k∈B(tk − tk−1)

≤ ϵ
4(b−a)(b− a) + 2Mδ1 ≤ ϵ

4 + ϵ
4 = ϵ

2 .

(14.311)
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Τέλος, έστω δ = min{δ′′, δ3} και οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {a = t0, . . . , tn = b} του [a, b]
με w(∆) < δ και οποιεσδήποτε δύο επιλογές Ξ′ = {ξ1′, . . . , ξn′} και Ξ′′ = {ξ1′′, . . . , ξn′′} εν-
διάμεσων σημείων για την∆. Τότε από την (14.311) και από την (14.306) για την Ξ′, συνεπάγεται∣∣∑n

k=1 f(x(ξk
′), y(ξk

′′))(tk − tk−1)−
∫ b
a f ◦ (x, y)

∣∣
=

∣∣∑n
k=1 f(x(ξk

′), y(ξk
′′))(tk − tk−1)−

∑n
k=1 f(x(ξk

′), y(ξk
′))(tk − tk−1)

∣∣
+

∣∣∑n
k=1 f(x(ξk

′), y(ξk
′))(tk − tk−1)−

∫ b
a f ◦ (x, y)

∣∣
< ϵ

2 + ϵ
2 = ϵ.

Για να βοηθηθούμε στην διατύπωση της λύσης του [β], ας συμβολίσουμε

Σ(f ◦ (x, y); a, b;∆; Ξ′,Ξ′′) =
∑n

k=1 f(x(ξk
′), y(ξk

′′))(tk − tk−1). (14.312)

Τότε αυτό που μόλις αποδείξαμε διατυπώνεται ως εξής: για κάθε ϵ > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για
κάθε διαμέριση ∆ του [a, b] με w(∆) < δ και κάθε δύο επιλογές Ξ′,Ξ′′ ενδιάμεσων σημείων για
την ∆ ισχύει ∣∣Σ(f ◦ (x, y); a, b;∆; Ξ′,Ξ′′)−

∫ b
a f ◦ (x, y)

∣∣ < ϵ.

Από αυτό προκύπτει άμεσα ότι για κάθε ακολουθία διαμερίσεων (∆n) του [a, b] με w(∆n) → 0
και κάθε δύο αντίστοιχες ακολουθίες επιλογών (Ξn

′), (Ξn
′′) ενδιάμεσων σημείων ισχύει

Σ(f ◦ (x, y); a, b;∆n; Ξn
′,Ξn

′′) →
∫ b
a f ◦ (x, y). (14.313)

[β] Η λύση είναι παραλλαγή της λύσης του δεύτερου ερωτήματος της άσκησης 6.5.6.
Κατ’αρχάς θα αποδείξουμε την εξής ανισότητα:√

(x(b)− x(a))2 + (y(b)− y(a))2 ≤
∫ b
a

√
(x′)2 + (y′)2. (14.314)

Θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {t0 = a, . . . , tn = b} του [a, b] και σχηματί-
ζουμε την πολυγωνική γραμμή Γ∆ στο xy-επίπεδο με διαδοχικές κορυφές τα σημεία (xk, yk) =
(x(tk), y(tk)) για k = 0, . . . , n. Τότε είναι√

(x(b)− x(a))2 + (y(b)− y(a))2 ≤ l(Γ∆)

=
∑n

k=1

√
(x(tk)− x(tk−1))2 + (y(tk)− y(tk−1))2.

Τώρα, για κάθε k υπάρχουν ξk ′, ξk ′′ ∈ (tk−1, tk) ώστε x(tk)− x(tk−1) = x′(ξk
′)(tk − tk−1) και

y(tk)− y(tk−1) = y′(ξk
′′)(tk − tk−1) και άρα η τελευταία σχέση γράφεται√

(x(b)− x(a))2 + (y(b)− y(a))2 ≤ l(Γ∆) =
∑n

k=1

√
(x′(ξk ′))2 + (y′(ξk ′′))2(tk − tk−1).

Βλέπουμε, λοιπόν, ότι για κάθε διαμέριση∆ του [a, b] υπάρχουν δύο επιλογές Ξ′,Ξ′′ ενδιάμεσων
σημείων για την ∆ ώστε να ισχύει η σχέση√

(x(b)− x(a))2 + (y(b)− y(a))2 ≤ l(Γ∆) = Σ
(√

(x′)2 + (y′)2; a, b; ∆; Ξ′,Ξ′′
)
.

Τώρα παίρνουμε μια οποιαδήποτε ακολουθία (∆n) διαμερίσεων του [a, b] με w(∆n) → 0 και τις
αντίστοιχες ακολουθίες επιλογών (Ξn

′) και (Ξn
′′) ενδιάμεσων σημείων και έχουμε ότι για κάθε n

ισχύει√
(x(b)− x(a))2 + (y(b)− y(a))2 ≤ l(Γ∆n) = Σ

(√
(x′)2 + (y′)2; a, b;∆n; Ξn

′,Ξn
′′).

Τώρα, εφαρμόζουμε το τελευταίο αποτέλεσμα του [α] στη συνάρτηση f(x, y) =
√
x2 + y2 και

στις ολοκληρώσιμες συναρτήσεις x′, y′ (αντί των x, y) και έχουμε

l(Γ∆n) = Σ
(√

(x′)2 + (y′)2; a, b;∆n; Ξn
′,Ξn

′′) → ∫ b
a

√
(x′)2 + (y′)2. (14.315)
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Από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει η (14.314).
Κατόπιν, θεωρούμε μια οποιαδήποτε διαμέριση ∆ = {x0 = a, . . . , xn = b} του [a, b] και εφαρ-
μόζουμε την (14.305) σε κάθε υποδιάστημα [xk−1, xk] και αθροίζουμε για k = 1, . . . , n. Έτσι
έχουμε

l(Γ∆) =
∑n

k=1

√
(x(tk)− x(tk−1))2 + (y(tk)− y(tk−1))2

≤
∑n

k=1

∫ xk

xk−1

√
(x′)2 + (y′)2 =

∫ b
a

√
(x′)2 + (y′)2.

Επειδή αυτό ισχύει για κάθε διαμέριση ∆ του [a, b], συνεπάγεται

l(Γ) ≤
∫ b
a

√
(x′)2 + (y′)2. (14.316)

Όμως, ξανακοιτώντας την (14.315), σκεφτόμαστε ότι ισχύει l(Γ∆n) ≤ l(Γ) για κάθε n και άρα∫ b
a

√
(x′)2 + (y′)2 ≤ l(Γ).

Από αυτήν την ανισότητα και την (14.316) συνεπάγεται ότι l(Γ) =
∫ b
a

√
(x′)2 + (y′)2.

Άσκηση 11.6.31. Έστω μετρικός χώρος (X, d).
[α] Θεωρούμε το σύνολο Zb = {A |A μη-κενό και φραγμένο υποσύνολο του X}. Για κάθε A,B ∈
Zb ορίζουμε το d̃(A,B) = inf

{
µ > 0 |A ⊆

∪
b∈B Nb(µ) και B ⊆

∪
a∈ANa(µ)

}
.

Αποδείξτε ότι το σύνολο του οποίου το infimum ορίζει το d̃(A,B) είναι μη-κενό με κάτω φράγμα
τον 0 και, επομένως, 0 ≤ d̃(A,B) < +∞.
Αποδείξτε ότι η d̃ είναι ψευδομετρική στοZb. Δηλαδή, ότι ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες μιας μετρικής
εκτός της (ii), η οποία αντικαθίσταται από την: για κάθε A ∈ Zb ισχύει d̃(A,A) = 0.
Αποδείξτε ότι για κάθε A,B ∈ Zb ισχύει d̃(A,B) = 0 αν και μόνο αν A = B.

Λύση: [α] Αν θεωρήσουμε οποιοδήποτε x0 ∈ X , τότε, επειδή τα A,B ∈ Zb είναι φραγμένα,
υπάρχει R > 0 ώστε A,B ⊆ Nx0(R). Τότε, για κάθε a ∈ A και κάθε b ∈ B ισχύει

d(a, b) ≤ d(a, x0) + d(x0, b) < R+R = 2R.

Συνεπάγεται ότι A ⊆ Nb(2R) και B ⊆ Na(2R) και, επομένως, ο 2R ανήκει στο σύνολο το
infimum του οποίου ορίζει το d̃(A,B) και άρα το σύνολο αυτό είναι μη-κενό. Επομένως, το
infimum, δηλαδή το d̃(A,B), είναι αριθμός ή −∞. Τώρα, κάθε µ στο σύνολο το infimum του
οποίου ορίζει το d̃(A,B) είναι > 0 και άρα d̃(A,B) ≥ 0.
Οι ιδιότητες (i) και (iii) μιας μετρικής είναι προφανείς: ισχύει d̃(A,B) ≥ 0 και d̃(A,B) =
d̃(B,A) για κάθε A,B ∈ Zb.
Τώρα, για κάθε µ > 0 ισχύει A ⊆

∪
a∈AAa(µ), διότι κάθε a ∈ A ανήκει στην Na(µ). Άρα το

σύνολο το infimum του οποίου ορίζει το d̃(A,B) περιέχει κάθε µ > 0, οπότε d̃(A,A) = 0.
Τέλος, έστω A,B,C ∈ Zb. Έστω τυχών µ στο σύνολο το infimum του οποίου ορίζει το d̃(A,B)
και τυχών ν στο σύνολο το infimum του οποίου ορίζει το d̃(B,C). Τότε έχουμε

A ⊆
∪

b∈B Nb(µ), B ⊆
∪

a∈ANa(µ), B ⊆
∪

c∈C Nc(ν), C ⊆
∪

b∈B Nb(ν).

Έστω τυχόν a ∈ A. Τότε υπάρχει b ∈ B ώστε a ∈ Nb(µ). Και τότε υπάρχει c ∈ C ώστε b ∈ Nc(ν).
Άρα

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) < µ+ ν

και, επομένως, a ∈ Nc(µ+ ν). Ομοίως, για κάθε c ∈ C υπάρχει a ∈ A ώστε c ∈ Na(µ+ ν).
Άρα ο µ+ ν ανήκει στο σύνολο το infimum του οποίου ορίζει το d̃(A,C). Συνεπάγεται ότι

d̃(A,C) ≤ µ+ ν.
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Επειδή αυτό ισχύει για κάθε µ > d̃(A,B) και για κάθε ν > d̃(B,C), συνεπάγεται

d̃(A,C) ≤ d̃(A,B) + d̃(B,C).

Τέλος, έστω d̃(A,B) = 0. Τότε για κάθε µ > 0 ισχύει A ⊆
∪

b∈B Nb(µ) και B ⊆
∪

a∈ANa(µ).
Επομένως, αν a ∈ A, υπάρχει b ∈ B ώστε d(a, b) < µ. Συνεπάγεται ότι για κάθε µ > 0 η Na(µ)
τέμνει το B και άρα a ∈ B. Συνεπώς, A ⊆ B. Επειδή το B είναι κλειστό, έχουμε ότι A ⊆ B.
Ομοίως, έχουμε B ⊆ A και άρα A = B.
Το αντίστροφο μπορείτε να το αποδείξετε εσείς με παρόμοιο τρόπο.

Άσκηση 11.6.32. Για κάθε ανοικτό διάστημα I ⊆ R συμβολίζουμε |I| το μήκος του I .
[α] Λέμε ότι ένα A ⊆ R έχει μηδενικό μέτρο αν για κάθε ϵ > 0 υπάρχει ακολουθία (In) ανοικτών
διαστημάτων στο R ώστε A ⊆

∪+∞
n=1 In και

∑+∞
n=1 |In| < ϵ.

Αποδείξτε ότι το κενό σύνολο καθώς και κάθε μονοσύνολο στο R έχει μηδενικό μέτρο.
Αν A ⊆ B ⊆ R και το B έχει μηδενικό μέτρο, αποδείξτε ότι το A έχει μηδενικό μέτρο.
Αν κάθε Am ⊆ R με m ∈ N έχει μηδενικό μέτρο, αποδείξτε ότι το A =

∪+∞
m=1Am έχει μηδενικό

μέτρο.
Αποδείξτε ότι το Q έχει μηδενικό μέτρο.
Έστω συμπαγές A ⊆ R. Αποδείξτε ότι το A έχει μηδενικό μέτρο αν και μόνο αν για κάθε ϵ > 0
υπάρχουν ανοικτά διαστήματα I1, . . . , In ώστε A ⊆

∪n
k=1 Ik και

∑n
k=1 |Ik| < ϵ.

Αποδείξτε ότι κάθε διάστημα A με μη-μηδενικό μήκος δεν έχει μηδενικό μέτρο.
[β] Δείτε την άσκηση 4.1.16. Έστω φραγμένη f : [a, b] → R.
Για κάθε ϵ > 0 ορίζουμε το σύνολο A(ϵ) = {x ∈ [a, b] |ω(f ;x) ≥ ϵ}. Προφανώς, αν 0 < ϵ1 < ϵ2,
τότε ισχύει A(ϵ2) ⊆ A(ϵ1).
Αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 το A(ϵ) είναι συμπαγές.
Έστω A = {x ∈ [a, b] | ο x είναι σημείο ασυνέχειας της f}. Αποδείξτε ότι A =

∪+∞
n=1A(

1
n).

Αν η f είναι ολοκληρώσιμη, αποδείξτε ότι για κάθε ϵ > 0 τοA(ϵ) έχει μηδενικό μέτρο και, επομένως,
ότι το A έχει μηδενικό μέτρο.
Αντιστρόφως, αν το A έχει μηδενικό μέτρο, αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη.

Λύση: [α] Πρώτο ερώτημα. Για το κενό σύνολο θεωρούμε κενά διαστήματα In για κάθε n. Τότε
η ένωση

∪+∞
n=1 In είναι κενή και περιέχει το ∅. Επίσης, για κάθε ϵ > 0, ισχύει

∑+∞
n=1 |In| =∑+∞

n=1 0 = 0 < ϵ. Άρα το ∅ έχει μηδενικό μέτρο.
Για τυχόντα a και για κάθε ϵ > 0 θεωρούμε το I1 = (a − ϵ

4 , a +
ϵ
4) και κενά διαστήματα In για

κάθε n ≥ 2. Τότε
∪+∞

n=1 In = I1 ⊇ {a} και
∑+∞

n=1 |In| = |I1| = ϵ
2 < ϵ. Άρα το {a} έχει μηδενικό

μέτρο.
Το δεύτερο ερώτημα. Έστω ότι το B έχει μηδενικό μέτρο και A ⊆ B. Τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει
ακολουθία (In) ανοικτών διαστημάτων ώστε B ⊆

∪+∞
n=1 In και

∑+∞
n=1 |In| < ϵ. Άρα υπάρχει

ακολουθία (In) ανοικτών διαστημάτων ώστε A ⊆
∪+∞

n=1 In και
∑+∞

n=1 |In| < ϵ. Επομένως, το A
έχει μηδενικό μέτρο.
Το τρίτο ερώτημα. Έστω ϵ > 0. Επειδή το Am έχει μηδενικό μέτρο, υπάρχει ακολουθία (Im,n)
ανοικτών διαστημάτων ώστε Am ⊆

∪+∞
n=1 Im,n και

∑+∞
n=1 |Im,n| < ϵ

2m . Τώρα, θεωρούμε τη
συλλογή όλων των διαστημάτων Im,n με (m,n) ∈ N×N. Αυτή η συλλογή είναι αριθμήσιμη και
άρα αποτελεί μια ακολουθία ανοικτών διαστημάτων και έχουμε ότι

A =
∪+∞

m=1Am ⊆
∪+∞

m=1

(∪+∞
n=1 Im,n

)
=

∪
(m,n)∈N×N Im,n∑

(m,n)∈N×N |Im,n| =
∑+∞

m=1

(∑+∞
n=1 |Im,n|

)
<

∑+∞
m=1

ϵ
2m = ϵ.

Άρα το A έχει μηδενικό μέτρο.
Το τέταρτο ερώτημα. ΤοQ είναι αριθμήσιμο και μπορούμε να το γράψουμε ωςQ = {xm |m ∈ N}.
Επειδή κάθε {xm} έχει μηδενικό μέτρο και Q =

∪+∞
m=1{xm}, από το αποτέλεσμα του τρίτου
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ερωτήματος έχουμε ότι το Q έχει μηδενικό μέτρο.
Το πέμπτο ερώτημα. Έστω συμπαγές A ⊆ R.
Έστω ότι για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν ανοικτά διαστήματα I1, . . . , In ώστε A ⊆

∪n
k=1 Ik και∑n

k=1 |Ik| < ϵ. Παίρνουμε τυχόντα ϵ > 0 και τα αντίστοιχα I1, . . . , In της υπόθεσης. Θεωρούμε
κενά διαστήματα Ik για k > n και τότε έχουμε A ⊆

∪n
k=1 Ik =

∪+∞
k=1 Ik και

∑+∞
k=1 |Ik| =∑n

k=1 |Ik| < ϵ. Άρα το A έχει μηδενικό μέτρο.
Αντιστρόφως, έστω ότι το A έχει μηδενικό μέτρο. Έστω ϵ > 0. Τότε υπάρχει ακολουθία (In)
ανοικτών διαστημάτων ώστε A ⊆

∪+∞
n=1 In και

∑+∞
n=1 |In| < ϵ. Επειδή το A είναι συμπαγές,

υπάρχει n ώστε A ⊆
∪n

k=1 Ik. Επιπλέον,
∑n

k=1 |Ik| ≤
∑+∞

n=1 |In| < ϵ.
Το έκτο ερώτημα. Έστω διάστημα [a, b] με b − a > 0 και έστω ότι το [a, b] έχει μηδενικό μέτρο.
Επειδή το [a, b] είναι συμπαγές, από το αποτέλεσμα του πέμπτου ερωτήματος συνεπάγεται ότι για
ϵ = b−a υπάρχουν ανοικτά διαστήματα I1, . . . , In ώστε [a, b] ⊆

∪n
k=1 Ik και

∑n
k=1 |Ik| < b−a.

Αλλάζουμε την αρίθμηση κάποιων από τα I1, . . . , In ως εξής. Ονομάζουμε I1 = (a1, b1) το
διάστημα που περιέχει τον a. Αν b < b1, τότε σταματάμε. Αν b1 ≤ b, τότε ονομάζουμε I2 =
(a2, b2) το διάστημα που περιέχει τον b1. Αν b < b2, τότε σταματάμε. Αν b2 ≤ b, τότε ονομάζουμε
I3 = (a3, b3) το διάστημα που περιέχει τον b2. Συνεχίζουμε μέχρι που να βρεθεί διάστημα Im =
(am, bm) ώστε b < bm. Είναι, τότε, σαφές ότι για τα I1, . . . , Im έχουμε ότι [a, b] ⊆

∪m
k=1 Ik και∑n

k=1 |Ik| ≥
∑m

k=1 |Ik| = (b1 − a1) + (b2 − a2) + · · ·+ (bm−1 − am−1) + (bm − am)

= −a1 + (b1 − a2) + · · ·+ (bm−1 − am) + bm ≥ bm − a1 > b− a

και καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα το [a, b] δεν έχει μηδενικό μέτρο.
Τώρα, έστω οποιοδήποτε διάστημα I με θετικό μήκος. Μπορούμε να βρούμε διάστημα [a, b] ⊆ I
με b− a > 0 και, επειδή το [a, b] δεν έχει μηδενικό μήκος, από το αποτέλεσμα του δεύτερου ερω-
τήματος συνεπάγεται ότι και το I δεν έχει μηδενικό μήκος.
[β] Το πρώτο ερώτημα. ΤοA(ϵ) περιέχεται στο [a, b], οπότε είναι φραγμένο. Άρα αρκεί να αποδεί-
ξουμε ότι το A(ϵ) είναι κλειστό.
Έστω οριακό σημείο ξ του A(ϵ). Αν ξ /∈ [a, b], τότε ο ξ είναι εξωτερικό σημείο του [a, b] και άρα
και του A(ϵ). Επομένως, ξ ∈ [a, b].
Θεωρούμε τυχόντα δ > 0 και τότε υπάρχει x ∈ A(ϵ) ώστε |x− ξ| < δ. Επειδή x ∈ A(ϵ), για κάθε
ϵ1 > 0 με ϵ1 < ϵ υπάρχουν x′, x′′ ∈ [a, b] ώστε |x′−x| < δ−|x−ξ| και |x′′−x| < δ−|x−ξ| και
ώστε |f(x′)− f(x′′)| > ϵ1. Τότε έχουμε |x′ − ξ| < δ και |x′′ − ξ| < δ και |f(x′)− f(x′′)| > ϵ1.
Επειδή ο δ είναι τυχών, συνεπάγεται ότι ω(f ; ξ) ≥ ϵ1. Τέλος, επειδή αυτό ισχύει για κάθε ϵ1 > 0
με ϵ1 < ϵ, συνεπάγεται ότι ω(f ; ξ) ≥ ϵ και άρα ξ ∈ A(ϵ).
Άρα το A(ϵ) είναι κλειστό.
Το δεύτερο ερώτημα. Γνωρίζουμε ότι ο x ∈ [a, b] είναι σημείο συνέχειας της f αν και μόνο αν
ω(f ;x) = 0. Επομένως, A = {x ∈ [a, b] |ω(f ;x) > 0}.
Αν x ∈ A, τότε ω(f ;x) > 0, οπότε υπάρχει n ∈ N ώστε 1

n ≤ ω(f ;x) και, επομένως, x ∈ A( 1n).
Άρα A ⊆

∪+∞
n=1A(

1
n).

Αντιστρόφως, αν x ∈
∪+∞

n=1A(
1
n), τότε υπάρχει n ώστε ω(f ;x) ≥ 1

n και άρα ω(f ;x) > 0. Επο-
μένως, x ∈ A και άρα

∪+∞
n=1A(

1
n) ⊆ A.

Το τρίτο ερώτημα. Έστω ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b] και έστω ϵ > 0.
Θεωρούμε τυχόντα δ > 0 και έχουμε ότι υπάρχει διαμέριση ∆ = {a = x0, . . . , xn = b} του
[a, b] ώστε να ισχύει∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1) = Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b;∆) < δϵ
2 , (14.317)

όπου uk = sup{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} και lk = inf{f(x) |xk−1 ≤ x ≤ xk} για k = 1, . . . , n.
Τώρα, χωρίζουμε τους δείκτες k = 1, . . . , n σε δύο κατηγορίες. Ορίζουμε M το σύνολο των k
για τους οποίους ισχύει uk − lk ≥ ϵ και N το σύνολο των k για τους οποίους ισχύει uk − lk < ϵ.
Αν k ∈ N , τότε είναι εύκολο να αποδείξουμε (πώς;) ότι για κάθε x ∈ (xk−1, xk) ισχύει ω(f ;x) ≤
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uk − lk < ϵ. Άρα το A(ϵ) περιέχεται στην ένωση
∪

k∈M [xk−1, xk] και άρα

A(ϵ) ⊆
∪

k∈M (xk−1
′, xk

′), (14.318)

όπου κάθε (xk−1′, xk ′) είναι ένα ανοικτό διάστημα το οποίο περιέχει το αντίστοιχο κλειστό διά-
στημα [xk−1, xk] και έχει διπλάσιο μήκος.
Τώρα, από την (14.317) συνεπάγεται ότι

ϵ
∑

k∈M (xk − xk−1) ≤
∑

k∈M (uk − lk)(xk − xk−1) ≤
∑n

k=1(uk − lk)(xk − xk−1) <
δϵ
2

και άρα ∑
k∈M (xk

′ − xk−1
′) = 2

∑
k∈M (xk − xk−1) < 2 δϵ

2ϵ = δ.

Άρα για κάθε δ > 0 το A(ϵ) περιέχεται στην ένωση ανοικτών διαστημάτων - λόγω της (14.318) -
με συνολικό μήκος < δ και, επομένως, το A(ϵ) έχει μηδενικό μήκος.
Τώρα, επειδή για κάθε n τοA( 1n) έχει μηδενικό μήκος, από τα αποτελέσματα του [α] συνεπάγεται
ότι το A =

∪+∞
n=1A(

1
n) έχει μηδενικό μέτρο.

Το τέταρτο ερώτημα. Έστω ότι το A έχει μηδενικό μέτρο και έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή η f είναι φραγμένη, υπάρχειM > 0 ώστε να ισχύει |f(x)| ≤M για κάθε x ∈ [a, b].
Θεωρούμε τον ϵ′ = ϵ

4(b−a) > 0.
ΕπειδήA(ϵ′) ⊆ A, τοA(ϵ′) έχει μηδενικό μέτρο και επειδή είναι και συμπαγές, υπάρχουν ανοικτά
διαστήματα I1, . . . , Im ώστε A(ϵ′) ⊆

∪m
k=1 Ik και

∑m
k=1 |Ik| <

ϵ
4M .

Καταγράφοντας τα άκρα των I1, . . . , Im και διατάσσοντάς τα, βλέπουμε ότι υπάρχουν ξένα ανά
δύο διαστήματα (y1, z1), . . . , (yp, zp) ώστε A(ϵ′) ⊆

∪p
j=1(yj , zj) και

∑p
j=1(zj − yj) <

ϵ
4M .

Μπορούμε, επίσης, να υποθέσουμε ότι (i) καθένα από τα (yj , zj) βρίσκεται δεξιά όσων από τα
(yj , zj) έχουν μικρότερο δείκτη από τον δείκτη του, (ii) τα διαστήματα (yj , zj) δεν έχουν κοινά
άκρα (ενώνοντας δύο οποιαδήποτε διαδοχικά από αυτά) και (iii) αν y1 ≤ a, τότε αντικαθιστούμε
το (y1, z1) με το [a, z1) και, αν b ≤ zp, τότε αντικαθιστούμε το (yp, zp) με το (yp, b].
Τώρα, αν αφαιρέσουμε από το [a, b] τα προηγούμενα διαστήματα, δημιουργούνται κάποια συ-
μπληρωματικά κλειστά διαστήματα, τα οποία ονομάζουμε [ξ1, η1], . . . , [ξq, ηq].
Για κάθε x ∈

∪q
i=1[ξi, ηi] ισχύει ω(f ;x) < ϵ′. Άρα για κάθε x ∈

∪q
i=1[ξi, ηi] υπάρχει κάποια ανοι-

κτή περιοχή του x ώστε να ισχύει f(x′)− f(x′′) < ϵ′ για κάθε x′, x′′ στην περιοχή αυτή. Αυτές οι
περιοχές των διαφόρων x ∈

∪q
i=1[ξi, ηi] αποτελούν ανοικτή κάλυψη του συμπαγούς

∪q
i=1[ξi, ηi]

και άρα υπάρχουν πεπερασμένου πλήθους τέτοιες περιοχές οι οποίες καλύπτουν το
∪q

i=1[ξi, ηi].
Τώρα, καταγράφοντας τα άκρα αυτών των περιοχών και διατάσσοντάς τα, βλέπουμε ότι μπορούμε
να χωρίσουμε κάθε [ξi, ηi] σε μικρότερα κλειστά διαστήματα ώστε να ισχύει f(x′)− f(x′′) < ϵ′

για κάθε x′, x′′ σε καθένα από αυτά.
Από όλα τα προηγούμενα συμπεραίνουμε ότι υπάρχει μια διαμέριση∆ = {a = x0, . . . , xn = b}
του [a, b] έτσι ώστε οι k = 1, . . . , n να χωρίζονται σε δύο κατηγορίες. Η πρώτη κατηγορία M
αποτελείται από τους k για τους οποίους ισχύει f(x′)−f(x′′) < ϵ′ για κάθε x′, x′′ στο [xk−1, xk].
Αυτό συνεπάγεται ότι ισχύει uk − lk ≤ ϵ′ για κάθε k ∈ M . Η δεύτερη κατηγορία N αποτελείται
από τους υπόλοιπους k και γι’ αυτήν την κατηγορία ισχύει

∑
k∈N (xk − xk−1) <

ϵ
4M . Φυσικά,

ισχύει uk − lk ≤ 2M για κάθε k ∈ N .
Τώρα, έχουμε ότι

Σ(f ; a, b;∆)− Σ(f ; a, b; ∆) =
∑

k∈M (uk − lk)(xk − xk−1) +
∑

k∈N (uk − lk)(xk − xk−1)

≤ ϵ′
∑

k∈M (xk − xk−1) + 2M
∑

k∈N (xk − xk−1)

≤ ϵ
4(b−a)(b− a) + 2M ϵ

4M < ϵ.

Άρα η f είναι ολοκληρώσιμη στο [a, b].

Άσκηση 11.7.1. Βρείτε ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα του R2 είναι συνεκτικά και βρείτε τις
συνεκτικές συνιστώσες τους. {x ∈ R2 | ∥x− (0, 1)∥2 ̸= 2}, {(x, y) |x, y ∈ Q}.
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Λύση: Το A = {x ∈ R2 | ∥x − (0, 1)∥2 ̸= 2} είναι η ένωση του ανοικτού δίσκου B = Nx0(2),
όπου x0 = (0, 1), και τουC = {x ∈ R2 | ∥x−x0∥2 > 2}. ΤαB,C είναι κατά καμπύλες συνεκτικά
και άρα συνεκτικά. Για κάθε οριακό σημείο x του B ισχύει ∥x − x0∥2 ≤ 2 και για κάθε οριακό
σημείο x του C ισχύει ∥x− x0∥2 ≥ 2. Επομένως, κανένα από ταB, C δεν περιέχει οριακό σημείο
του άλλου και άρα τα B, C αποτελούν διάσπαση του A.
Τώρα, έστω K οποιοδήποτε συνεκτικό υποσύνολο του A. Συνεπάγεται ότι K ⊆ B ή K ⊆ C,
οπότε δεν υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο τουA γνησίως μεγαλύτερο τουB ή τουC. Άρα τοA δεν
είναι συνεκτικό και τα B, C είναι οι συνεκτικές συνιστώσες του.
Έστω τυχόν a ∈ A = {(x, y) |x, y ∈ Q}. Το μονοσύνολο {a} είναι συνεκτικό υποσύνολο του A.
Τώρα, έστω τυχόν C ⊆ A με a ∈ C και ας υποθέσουμε ότι το C δεν ταυτίζεται με το {a}, δηλαδή
ότι υπάρχει b ∈ C με a ̸= b. Έστω a = (x, y) και b = (u, v) και τότε είναι x ̸= u ή y ̸= v.
Αν x ̸= u, επιλέγουμε έναν άρρητο p ανάμεσα στους x, u και βλέπουμε εύκολα ότι τα σύνολα
{(r, s) ∈ A | r < p} και {(r, s) ∈ A | p < r} αποτελούν διάσπαση του A. Πράγματι, το πρώτο
σύνολο περιέχεται στο ανοικτό ημιεπίπεδο {(r, s) | r < p} και το δεύτερο σύνολο περιέχεται στο
ανοικτό ημιεπίπεδο {(r, s) | p < r} και, επομένως, κανένα από τα δύο σύνολα δεν περιέχει οριακό
σημείο του άλλου. Επίσης, και τα δύο σύνολα είναι μη-κενά αφού το ένα περιέχει το a και το άλλο
περιέχει το b. Τέλος, το A ισούται με την ένωση των δύο συνόλων, αφού κάθε σημείο που δεν
ανήκει σ’ αυτήν την ένωση είναι της μορφής (p, s) και ο p είναι άρρητος.
Επειδή, λοιπόν, υπάρχει διάσπαση του C, το C δεν είναι συνεκτικό. Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε
ότι το C δεν είναι συνεκτικό αν y ̸= v.
Άρα δεν υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο του A γνησίως μεγαλύτερο του {a}, οπότε το {a} είναι
συνεκτική συνιστώσα του A. Δηλαδή, κάθε μονοσύνολο μέσα στο A είναι συνεκτική συνιστώσα
του.

Άσκηση 11.7.2. Αποδείξτε ότι είναι συνεκτικά τα σύνολα {(x, sin 1
x) | 0 < x ≤ 1}, {(x, sin 1

x) | 0 <
x ≤ 1} ∪ [(0,−1), (0, 1)] στο R2.

Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση f : (0, 1] → R2 με τύπο f(x) = (x, sin 1
x). Η f είναι συνεχής

στο (0, 1] και το (0, 1] είναι συνεκτικό, οπότε το A = f((0, 1]) = {(x, sin 1
x) | 0 < x ≤ 1} είναι

συνεκτικό.
Κάθε σημείο του ευθυγράμμου τμήματος [(0,−1), (0, 1)] είναι οριακό σημείο του A.
Πράγματι, έστω y ∈ [−1, 1]. Τότε υπάρχει ξ ≥ 0 ώστε sin ξ = y και θεωρούμε την ακολουθία
(xn) με xn = 1

ξ+2nπ για κάθε n. Τότε ισχύει 0 < xn ≤ 1 για κάθε n, η ακολουθία (xn, sin 1
xn

)

βρίσκεται στο A και (xn, sin 1
xn

) = (xn, y) → (0, y). Άρα το (0, y), δηλαδή το τυχόν στοιχείο
του [(0,−1), (0, 1)], είναι οριακό σημείο του A.
Επομένως, για το B = {(x, sin 1

x) | 0 < x ≤ 1} ∪ [(0,−1), (0, 1)] ισχύει A ⊆ B ⊆ A. Άρα το B
είναι συνεκτικό.

Άσκηση 11.7.3. Έστω d ≥ 2, ανοικτό και συνεκτικό σύνολο U ⊆ Rd και a1, . . . , an ∈ U . Απο-
δείξτε ότι το U \ {a1, . . . , an} είναι ανοικτό και συνεκτικό. Τί από αυτά ισχύει αν d = 1;

Υπόδειξη: Για το “ανοικτό” δείτε την άσκηση 11.2.12. Για το “συνεκτικό” χρησιμοποιήστε ότι το
U είναι κατά καμπύλες συνεκτικό και αποδείξτε ότι και το U \{a1, . . . , an} είναι κατά καμπύλες
συνεκτικό.

Άσκηση 11.7.4. Έστω υπερεπίπεδο L στον Rd και οι δύο ανοικτοί ημιχώροι του Rd που ορίζονται
από το L. Αν μια καμπύλη γ στον Rd συνδέει ένα σημείο στον ένα ανοικτό ημιχώρο και ένα σημείο
στον άλλο ανοικτό ημιχώρο, αποδείξτε ότι η τροχιά της γ τέμνει το L.

Λύση: Έστω B και C οι δύο ανοικτοί ημιχώροι που ορίζονται από το L. Οι B και C αποτελούν
διάσπαση του B ∪ C. Η τροχιά της γ είναι συνεκτικό σύνολο και, αν περιέχεται στο B ∪ C, τότε
περιέχεται είτε στο B είτε στο C.

Άσκηση 11.7.5. Δείτε την άσκηση 11.2.8 και αποδείξτε ότι κάθε συνεκτική συνιστώσα του συνόλου
C του Cantor είναι μονοσύνολο.

864



Λύση: Αν μια συνεκτική συνιστώσα του C δεν είναι μονοσύνολο, τότε (ως συνεκτικό υποσύνολο
του R) είναι διάστημα θετικού μήκους. Αυτό είναι αδύνατο, αφού το C δεν περιέχει κανένα διά-
στημα θετικού μήκους.

Άσκηση 11.7.6. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και έστω ότι κάθε An ⊆ X είναι συνεκτικό σύνολο
και An ∩An+1 ̸= ∅ για κάθε n. Αποδείξτε ότι η ένωση

∪+∞
n=1An είναι συνεκτική.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τα σύνολαBn = A1 ∪ · · · ∪An και αποδείξτε με επαγωγή ότι κάθεBn είναι
συνεκτικό και παρατηρήστε ότι

∪+∞
n=1An =

∪+∞
n=1Bn.

Άσκηση 11.7.7. Βρείτε απλό παράδειγμα δύο συνεκτικών συνόλων στο R2 των οποίων η τομή δεν
είναι συνεκτική.

Υπόδειξη: Δείτε τα A = {(x,
√
1− x2) |x ∈ [−1, 1]} και B = {(x,−

√
1− x2) |x ∈ [−1, 1]}.

Άσκηση 11.7.8. Βρείτε απλό παράδειγμα συνεκτικού συνόλου A στον R2 ώστε το ∂A να μην είναι
συνεκτικό.
Βρείτε απλό παράδειγμα συνεκτικού συνόλου A στον R2 ώστε το A◦ να μην είναι συνεκτικό.

Υπόδειξη: Δείτε ταA = {x | 1 ≤ ∥x∥2 ≤ 2} καιA = {x | ∥x∥2 ≤ 1 ή ∥x−a∥2 ≤ 1} με a = (2, 0).

Άσκηση 11.7.9. Έστω υποσύνολο B ⊆ Rd. Αν το B είναι ανοικτό και, ταυτόχρονα, κλειστό, απο-
δείξτε ότι είτε B = ∅ είτε B = Rd.

Υπόδειξη: Αν B ̸= ∅ και B ̸= Rd και το B είναι ανοικτό και κλειστό, τότε τα B και Rd \ B
αποτελούν διάσπαση του Rd.

Άσκηση 11.7.11. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X .
Αν το A είναι ανοικτό, αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό αν και μόνο αν δεν υπάρχουν B,C ανοι-
κτά ώστε B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, B,C ̸= ∅.

Λύση: Έστω ότι το A είναι ανοικτό.
Υποθέτουμε ότι υπάρχουν B,C ανοικτά ώστε B ∪ C = A, B ∩ C = ∅, B,C ̸= ∅. Τότε κάθε
σημείο του B είναι εσωτερικό σημείο του B και άρα είναι εξωτερικό σημείο του C και άρα δεν
είναι οριακό σημείο τουC. Ομοίως, κάθε σημείο τουC δεν είναι οριακό σημείο τουB. Επομένως,
τα B,C αποτελούν διάσπαση του A.
Αντιστρόφως, έστω ότι ταB,C αποτελούν διάσπαση τουA. Δηλαδή, ισχύειB∪C = A,B∩C =
∅, B,C ̸= ∅ και κανένα από τα B,C δεν περιέχει οριακό σημείο του άλλου. Τώρα, έστω b ∈ B.
Το b δεν είναι οριακό σημείο του C, οπότε υπάρχει περιοχή Nb(r

′) του b η οποία δεν τέμνει το
C. Επειδή το A είναι ανοικτό και b ∈ A, υπάρχει περιοχή Nb(r

′′) η οποία περιέχεται στο A. Αν
πάρουμε r = min{r′, r′′}, τότε η Nb(r) περιέχεται στο A και δεν τέμνει το C και, επομένως,
περιέχεται στο B. Άρα κάθε b ∈ B είναι εσωτερικό σημείο του B, οπότε το B είναι ανοικτό.
Ομοίως, και το C είναι ανοικτό.

Άσκηση 11.7.12. Έστω ανοικτό σύνολο U ⊆ Rd. Αποδείξτε ότι το πλήθος των συνεκτικών συνι-
στωσών του U είναι αριθμήσιμο (δηλαδή είτε πεπερασμένο είτε άπειρο αριθμήσιμο).

Λύση: Ένα από τα αποτελέσματα της άσκησης 11.2.24[α,β] λέει ότι ο Rd είναι διαχωρίσιμος, δη-
λαδή ότι υπάρχει αριθμήσιμο A ⊆ Rd ώστε A = Rd. Επειδή το U είναι ανοικτό, κάθε συνεκτική
συνιστώσα C του U είναι ανοικτή. Θεωρούμε οποιοδήποτε x ∈ C και τότε υπάρχει ανοικτή πε-
ριοχήNx(r) η οποία περιέχεται στην συνιστώσαC. Επειδή τοA είναι πυκνό, υπάρχει a ∈ A στην
Nx(r) και άρα a ∈ C.
Έχουμε, λοιπόν, ότι για κάθε συνιστώσα C του U υπάρχει a ∈ A με a ∈ C. Σε διαφορετικές
συνιστώσες C του U αντιστοιχούν διαφορετικά a ∈ C, αφού διαφορετικές συνιστώσες είναι ξέ-
νες. Επομένως, υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στο σύνολο των συνεκτικών
συνιστωσών του U και στο σύνολο των αντίστοιχων a ∈ A, δηλαδή σε ένα υποσύνολο A′ του A.
Το A′ είναι αριθμήσιμο και άρα το σύνολο των συνεκτικών συνιστωσών του U είναι αριθμήσιμο.

Άσκηση 11.7.13. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και A ⊆ X . Αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό
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αν και μόνο αν οι μόνες συναρτήσεις f : A → {0, 1} που είναι συνεχείς στο A είναι οι σταθερές
συναρτήσεις.

Υπόδειξη: Έστω B,C μια διάσπαση του A. Θεωρήστε την f : A → {0, 1} έτσι ώστε να ισχύει
f(x) = 0 για x ∈ B και f(x) = 1 για x ∈ C και αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο A αλλά
μη-σταθερή. Για το αντίστροφο, έστω μη-σταθερή f : A → {0, 1} η οποία είναι συνεχής στο A.
Αποδείξτε ότι τα f−1({0}) και f−1({1}) αποτελούν διάσπαση του A.

Άσκηση 11.7.15. Έστω μετρικός χώρος (X, d). Ο (X, d) χαρακτηρίζεται τοπικά συνεκτικός αν για
κάθε x ∈ X και κάθε r > 0 υπάρχει ανοικτό και συνεκτικό U ώστε x ∈ U ⊆ Nx(r).
Αποδείξτε ότι ο (X, d) είναι τοπικά συνεκτικός αν και μόνο αν για κάθε ανοικτό A ⊆ X όλες οι
συνεκτικές συνιστώσες του A είναι ανοικτές.

Λύση: Έστω ότι για κάθε ανοικτό A ⊆ X όλες οι συνεκτικές συνιστώσες του A είναι ανοικτές.
Για κάθε x ∈ X και κάθε r > 0 η περιοχή Nx(r) είναι ανοικτό σύνολο και άρα, αν U είναι η
συνεκτική συνιστώσα τηςNx(r) η οποία περιέχει το x, τότε το U είναι ανοικτό και συνεκτικό και
ισχύει x ∈ U ⊆ Nx(r).
Αντιστρόφως, έστω ότι ο (X, d) είναι τοπικά συνεκτικός. Θεωρούμε ανοικτό A ⊆ X και έστω C
οποιαδήποτε συνεκτική συνιστώσα του A. Παίρνουμε τυχόν x ∈ C και, επειδή x ∈ A, υπάρχει
Nx(r) ⊆ A. Τότε υπάρχει ανοικτό και συνεκτικόU ώστε x ∈ U ⊆ Nx(r). Τώρα, τοU είναι συνε-
κτικό υποσύνολο του A και, επειδή τέμνει την συνεκτική συνιστώσα C του A (αφού x ∈ U ∩C),
ισχύει U ⊆ C. Άρα το x είναι εσωτερικό σημείο του C. Επομένως, το C είναι ανοικτό.

Άσκηση 11.7.17. Δείτε τις ασκήσεις 11.1.6 και 11.2.26. Έστω μετρικός χώρος (X, d) και μη-κενό
A ⊆ X . Αποδείξτε ότι το A είναι συνεκτικό υποσύνολο του (X, d) αν και μόνο αν το A είναι συνε-
κτικό υποσύνολο του (A, d).

Λύση: Έστω ότι το A είναι συνεκτικό υποσύνολο του (A, d).
Υποθέτουμε ότι το A δεν είναι συνεκτικό υποσύνολο του (X, d), οπότε υπάρχουν B,C που απο-
τελούν διάσπαση του A στον (X, d). Δηλαδή, A = B ∪C, B ∩C = ∅, B,C ̸= ∅ και κανένα από
τα B,C δεν περιέχει οριακό σημείο στον (X, d) του άλλου.
Ας πάρουμε b ∈ B. Τότε υπάρχει περιοχή NX

b (r) του b στον (X, d) με NX
b (r) ∩ C = ∅. Τότε

NX
b (r) ∩A = NA

b (r) και άρα

NA
b (r) ∩ C = NX

b (r) ∩A ∩ C = NX
b (r) ∩ C = ∅.

Άρα υπάρχει περιοχή NA
b (r) του b στον (A, d) με NA

b (r) ∩ C = ∅, οπότε το b δεν είναι οριακό
σημείο στον (A, d) του C. Ομοίως, κάθε c ∈ C δεν είναι οριακό σημείο στον (A, d) του B.
Άρα τα B,C αποτελούν διάσπαση του A στον (A, d) και καταλήγουμε σε άτοπο.
Το αντίστροφο μπορείτε να το αποδείξετε εσείς με παρόμοιο τρόπο.

14.12 Κεφάλαιο 12.

Άσκηση 12.1.1. Ποιά από τα
∫ 3
1

1
x dx,

∫ 3
1

2
x−2 dx,

∫ +∞
1

1√
x
dx,

∫ +∞
−∞

1
x dx είναι γενικευμένα ολο-

κληρώματα;

Λύση: Το
∫ 3
1

1
x dx δεν είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα διότι η

1
x είναι ολοκληρώσιμη στο [1, 3].

Το
∫ 3
1

2
x−2 dx είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα διότι η

2
x−2 δεν είναι φραγμένη στο [1, 3] και, μάλι-

στα, δεν ορίζεται στον 2, ενώ η συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη στο [1, c] για κάθε c ∈ [1, 2) και
στο [c, 3] για κάθε c ∈ (2, 3]. Το ολοκλήρωμα χωρίζεται σε δύο απλούστερα γενικευμένα ολοκλη-
ρώματα, τα

∫ 2
1

2
x−2 dx =

∫→2
1

2
x−2 dx και

∫ 3
2

2
x−2 dx =

∫ 3
2←

2
x−2 dx.

Το
∫ +∞
1

1√
x
dx =

∫→+∞
1

1√
x
dx είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα διότι το [1,+∞) δεν είναι φραγ-

μένο και διότι η 1√
x
είναι ολοκληρώσιμη στο [1, c] για κάθε c ≥ 1.

Το
∫ +∞
−∞

1
x dx είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα διότι η 1

x δεν είναι φραγμένη στο (−∞,+∞) και,
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μάλιστα, δεν ορίζεται στον 0 αλλά και διότι το (−∞,+∞) δεν είναι φραγμένο, ενώ η 1
x είναι

ολοκληρώσιμη στο [c′, c′′] για κάθε c′, c′′ με −∞ < c′ ≤ c′′ < 0 και στο [c′, c′′] κάθε c′, c′′ με
0 < c′ ≤ c′′ < +∞. Το ολοκλήρωμα χωρίζεται σε τέσσερα απλούστερα γενικευμένα ολοκλη-
ρώματα, το

∫ −1
−∞

1
x dx =

∫ −1
−∞←

1
x dx, το

∫ 0
−1

1
x dx =

∫→0
−1

1
x dx, το

∫ 1
0

1
x dx =

∫ 1
0←

1
x dx και το∫ +∞

1
1
x dx =

∫→+∞
1

1
x dx.

Άσκηση 12.1.2. Είναι σαφές ότι το
∫ 5
1

logx
x−1 dx είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα. Πώς πρέπει να χει-

ριστούμε την ολοκληρωτέα συνάρτηση ώστε αυτό να μπορεί να θεωρηθεί (απλό) ολοκλήρωμα;

Λύση: Η logx
x−1 δεν ορίζεται στον 1. Αν ορίσουμε τη συνάρτηση

f(x) =

{
logx
x−1 , αν 1 < x ≤ 5

1, αν x = 1

βλέπουμε ότι η f είναι συνεχής, και άρα ολοκληρώσιμη στο διάστημα [1, 5], και ταυτίζεται με την
logx
x−1 στο (1, 5].
Από την πρόταση 12.2 συνεπάγεται ότι το γενικευμένο ολοκλήρωμα

∫ 5
1

logx
x−1 dx =

∫ 5
1←

logx
x−1 dx

ισούται με το (απλό) ολοκλήρωμα
∫ 5
1 f(x) dx.

Άσκηση 12.1.3. Μπορεί να θεωρηθεί το
∫ 1
0

1
sin(1/x) dx γενικευμένο ολοκλήρωμα;

Λύση: Στο διάστημα [0, 1] η 1
sin(1/x) δεν ορίζεται στον 0 αλλά και στα άπειρα σημεία

1
nπ για n ∈ N.

Άρα το
∫ 1
0

1
sin(1/x) dx δεν είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα.

Άσκηση 12.1.4. Βρείτε τα
∫ +∞
1

1
x2(x2+1)

dx,
∫ +∞
1

1
x(x+1) dx.

Λύση: Το πρώτο ολοκλήρωμα. Γράφουμε 1
x2(x2+1)

= 1
x2 − 1

x2+1
και τότε έχουμε∫ +∞

1
1

x2(x2+1)
dx =

∫ +∞
1

1
x2 dx−

∫ +∞
1

1
x2+1

dx.

Επειδή ∫ +∞
1

1
x2 dx = limc→+∞

∫ c
1

1
x2 dx = limc→+∞

(
1− 1

c

)
= 1∫ +∞

1
1

x2+1
dx = limc→+∞

∫ c
1

1
x2+1

dx = limc→+∞(arctan c− arctan 1) = π
2 − π

4 = π
4 ,

είναι
∫ +∞
1

1
x2(x2+1)

dx = 1− π
4 .

Το δεύτερο ολοκλήρωμα. Τώρα είναι 1
x(x+1) = 1

x − 1
x+1 , αλλά δεν μπορούμε να κάνουμε ό,τι

κάναμε με το πρώτο ολοκλήρωμα διότι∫ +∞
1

1
x dx = limc→+∞

∫ c
1

1
x dx = limc→+∞ log c = +∞∫ +∞

1
1

x+1 dx = limc→+∞
∫ c
1

1
x+1 dx = limc→+∞(log(c+ 1)− log 2) = +∞,

οπότε η διαφορά
∫ +∞
1

1
x dx−

∫ +∞
1

1
x+1 dx αποτελεί απροσδιόριστη μορφή.

Θα κάνουμε κάτι άλλο. Είναι∫ c
1

1
x dx = log c,

∫ c
1

1
x+1 dx = log(c+ 1)− log 2

και άρα∫ +∞
1

1
x(x+1) dx = limc→+∞

∫ c
1

1
x(x+1) dx = limc→+∞

( ∫ c
1

1
x dx−

∫ c
1

1
x+1 dx

)
= limc→+∞(log c− log(c+ 1) + log 2) = limc→+∞

(
log c

c+1 + log 2
)
= log 2.

Άσκηση 12.1.6. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0 xne−x dx = n! για κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.
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Υπόδειξη: Δείτε το αποτέλεσμα της άσκησης 7.2.1(v).

Άσκηση 12.1.7. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

1
x2+2x cos θ+1

dx = θ
sin θ για κάθε θ ∈ (0, π).

Υπόδειξη: Γράψτε x2 + 2x cos θ + 1 = (x+ cos θ)2 + (sin θ)2.

Άσκηση 12.1.9. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

xn−1

(1+x)n+m dx = (n−1)!(m−1)!
(n+m−1)! για κάθε n,m ∈ N.

Υπόδειξη: Εφαρμόστε διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά μέρη για να απαλείψετε το xn−1.

Άσκηση 12.1.11. Μελετήστε ως προς τη σύγκλιση το
∫ +∞
0 (−1)[x] dx.

Λύση: Για n ∈ N έχουμε ότι∫ n
0 (−1)[x] dx =

∑n
k=1

∫ k
k−1(−1)[x] dx =

∑n
k=1

∫ k
k−1(−1)k−1 dx

=
∑n

k=1(−1)k−1 =

{
1, αν ο n είναι περιττός
0, αν ο k είναι άρτιος

Άρα το limc→+∞
∫ c
0 (−1)[x] dx δεν υπάρχει.

Άσκηση 12.1.12. Έστω f ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό και φραγμένο υποδιάστημα του (0,+∞)
και 0 < A ≤ B < +∞.
[α] Ορίζουμε την g(x) = 1

x

∫ x
1 f(t) dt για 0 < x < +∞ και έστω ότι το L = limx→+∞ g(x)

υπάρχει και είναι αριθμός. Αποδείξτε ότι:
(i)

∫ B
A

f(x)
x dx = g(B)− g(A) +

∫ B
A

g(x)
x dx.

(ii) limT→+∞
∫ BT
AT

f(x)
x dx = L log B

A .

(iii)
∫ +∞
1

f(Ax)−f(Bx)
x dx = −L log B

A +
∫ B
A

f(x)
x dx.

Λύση: (i) Έχουμε∫ B
A

g(x)
x dx =

∫ B
A

1
x2 xg(x) dx = −

∫ B
A

d
dx

(
1
x

)
xg(x) dx

= −g(B) + g(A) +
∫ B
A

1
x

d
dx(xg(x)) dx = −g(B) + g(A) +

∫ B
A

f(x)
x dx.

(ii) Έστω ϵ > 0. Γράφουμε για απλότητα κ = log B
A > 0 και έχουμε ότι υπάρχειN ′ > 0 ώστε να

ισχύει |g(x)− L| < ϵ
2κ για κάθε x > N ′.

Παίρνουμε N = N ′

A > 0 και τότε για κάθε T > N έχουμε ότι ισχύει |g(x) − L| < ϵ
2κ για κάθε

x ≥ AT , οπότε∣∣ ∫ BT
AT

g(x)
x dx− L log B

A

∣∣ = ∣∣ ∫ BT
AT

g(x)−L
x dx

∣∣ ≤ ∫ BT
AT

|g(x)−L|
x dx ≤ ϵ

2κ

∫ BT
AT

1
x dx = ϵ

2κ κ < ϵ.

Άρα limT→+∞
∫ BT
AT

g(x)
x dx = L log B

A , οπότε από το αποτέλεσμα του (i) συνεπάγεται

limT→+∞
∫ BT
AT

f(x)
x dx = limT→+∞

(
g(BT )− g(AT ) +

∫ BT
AT

g(x)
x dx

)
= L log B

A .

(iii) Τέλος, έχουμε∫ T
1

f(Ax)−f(Bx)
x dx =

∫ T
1

f(Ax)
x dx−

∫ T
1

f(Bx)
x dx =

∫ AT
A

f(x)
x dx−

∫ BT
B

f(x)
x dx

= −
∫ BT
AT

f(x)
x dx+

∫ B
A

f(x)
x dx.

Το συμπέρασμα είναι συνέπεια του αποτελέσματος του (ii).

Άσκηση 12.2.1. Αποδείξτε ότι
∫ +∞
1 (sin 1

x)
2 dx ≤ 1 και

∫ +∞
0

(sinx)2
x2 dx ≤ 2.

Υπόδειξη: Για το πρώτο ολοκλήρωμα χρησιμοποιήστε την ανισότητα | sin 1
x | ≤

1
x στο [1,+∞).

Για το δεύτερο ολοκλήρωμα χρησιμοποιήστε την ανισότητα | sinx| ≤ x στο [0, 1] και την ανισό-
τητα | sinx| ≤ 1 στο [1,+∞)
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Άσκηση 12.2.2. Αποδείξτε ότι το
∫ 1
0

1
xp(1−x)q dx συγκλίνει αν και μόνο αν p, q < 1.

Υπόδειξη: Στο (0, 12 ] ισχύει
1
2 ≤ 1− x ≤ 1 και στο [12 , 1) ισχύει

1
2 ≤ x ≤ 1.

Άσκηση 12.2.4. Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
0 e−(x+x−1) dx,

∫ +∞
1

logx
x
√
x2−1 dx συγκλίνουν.

Υπόδειξη: Για το πρώτο ολοκλήρωμα δείτε ότι limx→0+ e
−(x+x−1) = 0, οπότε η e−(x+x−1) μπορεί

να θεωρηθεί συνεχής με τιμή 0 στον 0. Επίσης, ισχύει 0 ≤ e−(x+x−1) ≤ e−x στο (0,+∞).
Για το δεύτερο ολοκλήρωμα δείτε ότι limx→1+

logx
x
√
x2−1 = 0 και ότι ισχύει 0 ≤ logx

x
√
x2−1 ≤ logx

x3/2

στο [2,+∞).

Άσκηση 12.2.7. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
1

1
1+x4(sinx)2 dx συγκλίνει.

Υπόδειξη: Παρατηρήστε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει∫ nπ+(π/2)
nπ−(π/2)

1
1+x4(sinx)2 dx =

∫ π/2
−π/2

1
1+(x+nπ)4(sinx)2 dx ≤

∫ π/2
−π/2

1
1+n4π4(sinx)2 dx

≤
∫ π/2
−π/2

1
1+4π2n4x2 dx = 2

∫ π/2
0

1
1+4π2n4x2 dx

= 1
πn2

∫ π2n2

0
1

1+t2
dt ≤ 1

πn2

∫ +∞
0

1
1+t2

dt = 1
2n2 .

Άσκηση 12.2.8. Εδώ εξετάζουμε μια διαφορά ανάμεσα σε γεν. ολοκληρώματα και σε σειρές.
Βρείτε f : [1,+∞) → [0,+∞) ώστε το

∫ +∞
1 f(x) dx να συγκλίνει και το limx→+∞ f(x) να μην

υπάρχει.
Έστω f : [1,+∞) → R. Αν υπάρχει το limx→+∞ f(x) και συγκλίνει το

∫ +∞
1 f(x) dx, αποδείξτε

ότι limx→+∞ f(x) = 0.

Υπόδειξη: Το πρώτο ερώτημα. Δείτε το δεύτερο γεν. ολοκλήρωμα της άσκησης 12.2.7. Κατασκευά-
στε και μια δική σας συνάρτηση.
Το δεύτερο ερώτημα. Υποθέστε ότι limx→+∞ f(x) > 0 και άρα ότι υπάρχει a > 0 και N > 1
ώστε να ισχύει f(x) > a για κάθε x > N .

Άσκηση 12.2.9.Έστω f, g : [a,+∞) → [0,+∞) συνεχείς στο [a,+∞) και p, q > 1 με 1
p+

1
q = 1.

[α] Αν
∫ +∞
a (f(x))p dx < +∞ και

∫ +∞
a (g(x))q dx < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Hölder

για γεν. ολοκληρώματα:∫ +∞
a f(x)g(x) dx ≤

( ∫ +∞
a (f(x))p dx

)1/p( ∫ +∞
a (g(x))q dx

)1/q
.

Ειδική περίπτωση είναι η ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky για γεν. ολοκληρώματα:∫ +∞
a f(x)g(x) dx ≤

( ∫ +∞
a (f(x))2 dx

)1/2( ∫ +∞
a (g(x))2 dx

)1/2
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Hölder ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και
οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει s(f(x))p = t(g(x))q για κάθε x ∈ [a,+∞).
[β] Αν

∫ +∞
a (f(x))pdx < +∞,

∫ +∞
a (g(x))pdx < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski

για γεν. ολοκληρώματα:( ∫ +∞
a (f(x) + g(x))p dx

)1/p ≤ ( ∫ +∞
a (f(x))p dx

)1/p
+

( ∫ +∞
a (g(x))p dx

)1/p
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Minkowski ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι
και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει sf(x) = tg(x) για κάθε x ∈ [a,+∞).

Υπόδειξη: Εφαρμόστε το αποτέλεσμα της άσκησης 6.4.18. Για το τελευταίο ερώτημα πρέπει να
προσαρμόσετε το αντίστοιχο μέρος της λύσης της άσκησης 6.4.18.

Άσκηση 12.3.1. Έστω f : [0,+∞) → R με τύπο f(x) = (−1)n−1

n αν x ∈ [n − 1, n) για κάποιον
n ∈ N. Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0 f(x) dx συγκλίνει υπό συνθήκη.
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Λύση: Για κάθε c ≥ 1 ισχύει∫ c
0 |f(x)| dx =

∫ [c]
0 |f(x)| dx+

∫ c
[c] |f(x)| dx =

∑[c]
k=1

1
k +

∫ c
[c]

1
[c]+1 dx =

∑[c]
k=1

1
k + c−[c]

[c]+1 .

Αν c → +∞, τότε [c] → +∞ και, επειδή
∑+∞

k=1
1
k = +∞, ο πρώτος όρος του τελευταίου

αθροίσματος αποκλίνει στο +∞. Τέλος, επειδή c−[c]
[c]+1 → 0 (αφού 0 ≤ c − [c] < 1), έχουμε

ότι
∫ +∞
0 |f(x)| dx = +∞.

Ομοίως, ∫ c
0 f(x) dx =

∑[c]
k=1

(−1)k−1

k +
∫ c
[c]

(−1)[c]
[c]+1 dx =

∑[c]
k=1

(−1)k−1

k + (−1)[c](c−[c])
[c]+1 .

Τώρα, επειδή η σειρά
∑+∞

k=1
(−1)k−1

k συγκλίνει, ο πρώτος όρος του τελευταίου αθροίσματος συ-
γκλίνει όταν c→ +∞ και, επίσης, (−1)[c](c−[c])

[c]+1 → 0. Άρα το
∫ +∞
0 f(x) dx συγκλίνει.

Άσκηση 12.3.2. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
0

cosx
1+x2 dx συγκλίνει απολύτως.

Υπόδειξη: Ισχύει | cosx
1+x2 | ≤ 1

1+x2 για κάθε x.

Άσκηση 12.3.3. Αποδείξτε ότι, αν p > 1, το
∫ +∞
π

sinx
xp dx συγκλίνει απολύτως ενώ, αν 0 < p ≤ 1,

το ίδιο γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει υπό συνθήκη.

Λύση: Αν p > 0, τότε

∫ +∞
π | sinxxp | dx ≤

∫ +∞
π

1
xp dx

{
< +∞, αν p > 1

= +∞, αν 0 < p ≤ 1
.

Αν p > 0, τότε ∫ c
π

sinx
xp dx = −

∫ c
π

cos′ x
xp dx = − cos c

cp − 1
πp − p

∫ c
π

cosx
xp+1 dx.

Τώρα, έχουμε ότι limc→+∞
cos c
cp = 0. Επίσης, το γεν. ολοκλήρωμα

∫ +∞
π

cosx
xp+1 dx συγκλίνει, αφού

συγκλίνει απολύτως: ∫ +∞
π | cosx

xp+1 | dx ≤
∫ +∞
π

1
xp+1 dx < +∞.

Άρα το
∫ +∞
π

sinx
xp dx συγκλίνει.

Το ότι το
∫ +∞
π

sinx
xp dx συγκλίνει αν p > 0 αποδεικνύεται και με άλλον τρόπο: η συνάρτηση 1

xp

είναι φθίνουσα στο [π,+∞) και έχει όριο ίσο με 0 στο+∞ και, επίσης, η συνάρτηση
∫ x
π sin t dt =

cosπ − cosx είναι φραγμένη στο [π,+∞).

Άσκηση 12.3.4. Αποδείξτε ότι τα
∫ +∞
1

x sinx
1+x+x2dx,

∫ +∞
1

x cos(x2)
1+logx dx συγκλίνουν υπό συνθήκη.

Υπόδειξη: Για το πρώτο ολοκλήρωμα δείτε ότι η x
1+x+x2 είναι φθίνουσα στο [1,+∞) και τείνει

στον 0 στο +∞ και ότι η
∫ x
1 sin t dt είναι φραγμένη στο [1,+∞).

Για το δεύτερο ολοκλήρωμα δείτε ότι η
∫ x
1 t cos(t

2) dt είναι φραγμένη στο [1,+∞).

Άσκηση 12.3.5.Έστω ρητή συνάρτησηR(x) = P (x)
Q(x) , όπου τα πολυώνυμαP (x) καιQ(x) δεν έχουν

κοινούς διαιρέτες.
Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
−∞ R(x) dx συγκλίνει αν και μόνο αν το Q(x) δεν έχει καμία πραγματική ρίζα

και degQ(x) ≥ degP (x) + 2.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Έστω ότι το Q(x) δεν έχει καμία πραγματική ρίζα και degQ(x) ≥
degP (x) + 2.
Τότε η R(x) είναι συνεχής στο R και τα limx→±∞(x2 + 1)R(x) υπάρχουν και είναι αριθμοί.
Άρα η συνάρτηση (x2 + 1)R(x) είναι φραγμένη στο R, οπότε υπάρχει M ≥ 0 ώστε να ισχύει
|R(x)| ≤ M

x2+1
για κάθε x και άρα∫ +∞

−∞ |R(x)| dx ≤
∫ +∞
−∞

M
x2+1

dx < +∞.
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Επομένως, το
∫ +∞
−∞ R(x) dx συγκλίνει (απολύτως).

Αντιστρόφως, έστω ότι το
∫ +∞
−∞ R(x) dx συγκλίνει.

Αν το Q(x) έχει κάποια πραγματική ρίζα x0 με πολλαπλότητα k ≥ 1, τότε το P (x) δεν έχει την
ίδια ρίζα, οπότε P (x0) ̸= 0, και, επίσης, έχουμε Q(x) = (x − x0)

kQ1(x), όπου Q1(x) είναι
πολυώνυμο με Q1(x0) ̸= 0. Αν P (x0)

Q1(x0)
> 0, τότε συνεπάγεται ότι

limx→x0+(x− x0)
kR(x) = P (x0)

Q1(x0)
> 0,

οπότε υπάρχουν m > 0 και δ > 0 ώστε να ισχύει R(x) ≥ m
(x−x0)k

για κάθε x ∈ (x0, x0 + δ].
Επομένως, ∫ x0+δ

x0
R(x) dx ≥

∫ x0+δ
x0

m
(x−x0)k

dx = +∞.

Άρα το Q(x) δεν έχει καμία πραγματική ρίζα. Το ίδιο συμπέρασμα βρίσκουμε αν P (x0)
Q1(x0)

< 0.
Αν degQ(x) ≤ degP (x) + 1, τότε το limx→+∞ xR(x) υπάρχει και είναι ̸= 0. Αν αυτό το όριο
είναι > 0, τότε υπάρχουν m > 0 και N > 0 ώστε να ισχύει R(x) ≥ m

x για κάθε x ≥ N .
Συνεπάγεται ∫ +∞

N R(x) dx ≥
∫ +∞
N

m
x dx = +∞.

Άρα degQ(x) ≥ degP (x) + 2. Το ίδιο αποτέλεσμα προκύπτει αν limx→+∞ xR(x) < 0.

Άσκηση 12.3.6. Δείτε την άσκηση 7.3.16.
Έστω ότι η ϕ : [a,+∞) → R έχει μονότονη παράγωγο και συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [a,+∞)
και ότι limx→+∞ ϕ

′(x) = +∞. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
a sin(ϕ(x)) dx συγκλίνει.

Λύση: Επειδή limx→+∞ ϕ
′(x) = +∞, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει N > a ώστε να ισχύει ϕ′(x) > 8

ϵ
για κάθε x > N . Τότε, σύμφωνα με το αποτέλεσμα της άσκησης 7.3.16, για κάθε x′, x′′ με N <
x′ < x′′ ισχύει ∣∣ ∫ x′′

x′ sin(ϕ(x)) dx
∣∣ ≤ 4

8/ϵ < ϵ.

Από το κριτήριο του Cauchy συνεπάγεται ότι το
∫ +∞
a sin(ϕ(x)) dx συγκλίνει.

Ακόμη πιο απλά, μπορούμε να πάρουμε κάποιον b > a ώστε να ισχύει ϕ′(x) > 0 για κάθε x στο
[b,+∞) και να γράψουμε∫ +∞

a sin(ϕ(x)) dx =
∫ b
a sin(ϕ(x)) dx+

∫ +∞
b

ϕ′(x) sin(ϕ(x))
ϕ′(x) dx.

Τώρα, το
∫ +∞
b

ϕ′(x) sin(ϕ(x))
ϕ′(x) dx συγκλίνει διότι η 1

ϕ′(x) είναι φθίνουσα στο [b,+∞) και τείνει στον
0 στο +∞ και η

∫ x
b ϕ
′(x) sin(ϕ(x)) dx = cos(ϕ(b))− cos(ϕ(x)) είναι φραγμένη στο [b,+∞).

Άσκηση 12.3.8. [β] Έστω f, fn : [a,+∞) → R για κάθε n και g : [a,+∞) → [0,+∞). Υποθέ-
τουμε ότι ισχύει |fn(x)| ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,+∞), ότι για κάθε c > a η (fn) συγκλίνει στην f
ομοιόμορφα στο [a, c] και ότι το

∫ +∞
a g(x) dx συγκλίνει. Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει

και ότι
∫ +∞
a fn(x) dx→

∫ +∞
a f(x) dx.

Λύση: Έστω x ≥ a. Θεωρούμε c ώστε x ∈ [a, c] (πχ τον c = x) και τότε, επειδή η (fn) συγκλίνει
στην f ομοιόμορφα στο [a, c], έχουμε ότι fn(x) → f(x). Τώρα, από την σχέση |fn(x)| ≤ g(x)
συνεπάγεται |f(x)| ≤ g(x). Έχουμε, λοιπόν, ότι ισχύει |f(x)| ≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,+∞) και
άρα ∫ +∞

a |f(x)| dx ≤
∫ +∞
a g(x) dx < +∞.

Επομένως, το
∫ +∞
a f(x) dx συγκλίνει (απολύτως).

Επειδή
∫ +∞
a g(x) dx < +∞, για κάθε ϵ > 0 υπάρχει N ≥ a ώστε∫ +∞

N g(x) dx < ϵ
4 . (14.319)
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Επειδή η (fn) συγκλίνει στην f ομοιόμορφα στο [a,N ], έχουμε ότι
∫ N
a fn(x) dx →

∫ N
a f(x) dx

και άρα υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣ ∫ N
a fn(x) dx−

∫ N
a f(x) dx

∣∣ < ϵ
2 για κάθε n ≥ n0. (14.320)

Από τις (14.319) και (14.320) συνεπάγεται∣∣ ∫ +∞
a fn(x) dx−

∫ +∞
a f(x) dx

∣∣ ≤ ∣∣ ∫ N
a fn(x) dx−

∫ N
a f(x) dx

∣∣
+

∣∣ ∫ +∞
N fn(x) dx

∣∣+ ∣∣ ∫ +∞
N f(x) dx

∣∣
< ϵ

2 +
∫ +∞
N |fn(x)| dx+

∫ +∞
N |f(x)| dx

≤ ϵ
2 +

∫ +∞
N g(x) dx+

∫ +∞
N g(x) dx

< ϵ
2 + ϵ

4 + ϵ
4 = ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα
∫ +∞
a fn(x) dx→

∫ +∞
a f(x) dx.

Άσκηση 12.3.9. Έστω ότι η f : [0, 1] → R είναι συνεχής στο [0, 1], ότι f(0) = 0 και ότι η f είναι
παραγωγίσιμη στον 0. Αποδείξτε ότι το

∫ 1
0 f(x)x

− 3
2 dx συγκλίνει απολύτως.

Υπόδειξη: Μελετήστε το όριο limx→0+
f(x)
x και αποδείξτε ότι ισχύει |f(x)| ≤ Mx στο (0, 1] για

κάποιονM ≥ 0. Συγκρίνατε με το γεν. ολοκλήρωμα
∫ 1
0 x
− 1

2 dx.

Άσκηση 12.3.10. Για ποιές τιμές του p το
∫ +∞
0

sin(
√
x)

x+p2x2 dx συγκλίνει είτε απολύτως είτε υπό συν-
θήκη;

Λύση: Το ολοκλήρωμα είναι γενικευμένο διότι, αφ’ ενός το διάστημα [0,+∞) δεν είναι φραγμένο,
αφ’ ετέρου το όριο της συνάρτησης είναι +∞ στον 0:

limx→0+
sin(
√
x)

x+p2x2 = limx→0+
sin(
√
x)√

x

√
x
x

1
1+p2x

= +∞.

Επιλέγουμε έναν οποιονδήποτε θετικό αριθμό, πχ τον 1, και ελέγχουμε πρώτα το
∫ 1
0
| sin(
√
x)|

x+p2x2 dx.
Έχουμε ∫ 1

0
| sin(
√
x)|

x+p2x2 dx ≤
∫ 1
0

√
x
x dx =

∫ 1
0

1√
x
dx < +∞.

Για το
∫ +∞
1

| sin(
√
x)|

x+p2x2 dx διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Αν p = 0, τότε, με αλλαγή μεταβλητής x = t2, παίρνουμε∫ N

1
| sin(
√
x)|

x dx = 2
∫ √N
1

| sin t|
t dt→ +∞

όταν N → +∞, διότι γνωρίζουμε ότι
∫ +∞
1

| sin t|
t dt = +∞.

Άρα ∫ +∞
1

| sin(
√
x)|

x dx = +∞

και, επομένως, το ολοκλήρωμα δεν συγκλίνει απολύτως αν p = 0.
Αν p ̸= 0, τότε ∫ +∞

1
| sin(
√
x)|

x+p2x2 dx ≤
∫ +∞
1

1
p2x2 dx = 1

p2

∫ +∞
1

1
x2 dx < +∞,

οπότε το ολοκλήρωμα συγκλίνει απολύτως όταν p ̸= 0.
Άρα το αρχικό ολοκλήρωμα συγκλίνει απολύτως αν p ̸= 0 και δεν συγκλίνει απολύτως αν p = 0.
Η μόνη τιμή του p για την οποία το ολοκλήρωμα μπορεί να συγκλίνει υπό συνθήκη είναι η p = 0.
Κάνοντας την ίδια αλλαγή μεταβλητής έχουμε∫ N

1
sin(
√
x)

x dx = 2
∫ √N
1

sin t
t dt
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το οποίο συγκλίνει σε πραγματικό αριθμό όταν N → +∞, διότι το
∫ +∞
1

sin t
t dt συγκλίνει.

Άρα το
∫ +∞
1

sin(
√
x)

x dx συγκλίνει και, επομένως, το αρχικό ολοκλήρωμα συγκλίνει υπό συνθήκη.

Άσκηση 12.3.11. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
1

x−[x]−(1/2)
xp dx συγκλίνει για κάθε p > 0.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε το τελευταίο αποτέλεσμα της άσκησης 6.4.10 και το ότι, αν p > 0,
τότε η 1

xp είναι φθίνουσα στο [1,+∞) με όριο ίσο με 0 στο +∞.

Άσκηση 12.3.13. Έστω f, g : [a,+∞) → R συνεχείς στο [a,+∞) και p, q > 1 με 1
p + 1

q = 1.

[α] Αν
∫ +∞
a |f(x)|p dx < +∞ και

∫ +∞
a |g(x)|q dx < +∞, αποδείξτε ότι το

∫ +∞
a f(x)g(x) dx

συγκλίνει απολύτως και ότι ισχύει η ανισότητα του Hölder για γενικευμένα ολοκληρώματα:∣∣ ∫ +∞
a f(x)g(x) dx

∣∣ ≤ ( ∫ +∞
a |f(x)|p dx

)1/p( ∫ +∞
a |g(x)|q dx

)1/q
.

Ειδική περίπτωση είναι η ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky:∣∣ ∫ +∞
a f(x)g(x) dx

∣∣ ≤ ( ∫ +∞
a |f(x)|2 dx

)1/2( ∫ +∞
a |g(x)|2 dx

)1/2
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Hölder ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι και
οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει s|f(x)|p = t|g(x)|q για κάθε x ∈ [a,+∞) και είτε f(x)g(x) ≥ 0
για κάθε x ∈ [a,+∞) είτε f(x)g(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [a,+∞).
[β] Αν

∫ +∞
a |f(x)|pdx < +∞,

∫ +∞
a |g(x)|pdx < +∞, αποδείξτε την ανισότητα του Minkowski

για γενικευμένα ολοκληρώματα:( ∫ +∞
a |f(x) + g(x)|p dx

)1/p ≤ ( ∫ +∞
a |f(x)|p dx

)1/p
+

( ∫ +∞
a |g(x)|p dx

)1/p
.

Αποδείξτε ότι η ανισότητα του Minkowski ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν υπάρχουν s, t ≥ 0 όχι
και οι δύο ίσοι με 0 ώστε να ισχύει s|f(x)| = t|g(x)| για κάθε x ∈ [a,+∞) και είτε f(x)g(x) ≥ 0
για κάθε x ∈ [a,+∞) είτε f(x)g(x) ≤ 0 για κάθε x ∈ [a,+∞).

Υπόδειξη: Άσκηση 12.2.9.

Άσκηση 12.3.14. Έστω f : [a,+∞) → R και w : [a,+∞) → (0,+∞) ώστε
∫ +∞
a w(x) dx = 1

και ώστε να έχει τιμή το
∫ +∞
a f(x)w(x) dx. Συμβολίζουμε Ew(f ; a,+∞) =

∫ +∞
a f(x)w(x) dx.

Αποδείξτε την εξής γενικευμένη ανισότητα του Jensen. Έστω f : [a,+∞) → (c, d) συνεχής στο
[a,+∞) και g : (c, d) → R κυρτή στο (c, d). Έστω, επίσης, w : [a,+∞) → (0,+∞) συνεχής
στο [a,+∞) ώστε

∫ +∞
a w(x) dx = 1. Αν το Ew(f ; a,+∞) =

∫ +∞
a f(x)w(x) dx είναι αριθμός,

αποδείξτε ότι g
(
Ew(f ; a,+∞)

)
≤ Ew(g ◦ f ; a,+∞) ή, ισοδύναμα,

g
( ∫ +∞

a f(x)w(x) dx
)
≤

∫ +∞
a g(f(x))w(x) dx.

Αν η g είναι κοίλη στο (c, d), τότε ισχύει η αντίστροφη της ανισότητας αυτής.
Αν η g είναι, επιπλέον, γνησίως κυρτή (κοίλη) στο (c, d), αποδείξτε ότι η ανισότητα Jensen ισχύει
ως ισότητα αν και μόνο αν η f είναι σταθερή στο [a,+∞).

Λύση: Προσαρμόστε τη λύση της άσκησης 6.4.19.

Άσκηση 12.4.1. Θεωρήστε το
∫ +∞
0 e−y

2 cos(2xy) dy με παράμετρο x.
Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στοR. Δηλαδή,∫ +∞
0 e−y

2 cos(2xy) dy ομ
= g(x) στο R.

Αποδείξτε ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο R και ότι ισχύει g′(x) + 2xg(x) = 0 για κάθε x.
Κατόπιν, αποδείξτε ότι ισχύει g(x) =

√
π
2 e
−x2 για κάθε x.

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Ισχύει |e−y2 cos(2xy)| ≤ e−y
2 για κάθε x ∈ R. Επειδή η συνάρτηση

e−y
2 δεν εξαρτάται από τον x και

∫ +∞
0 e−y

2
dy < +∞, συνεπάγεται από το θεώρημα 12.7 ότι το

γεν. ολοκλήρωμα
∫ +∞
0 e−y

2 cos(2xy) dy συγκλίνει σε μια συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα στο R.
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Το δεύτερο ερώτημα. Τώρα έχουμε∣∣ ∂
∂x(e

−y2 cos(2xy))
∣∣ = 2ye−y

2 | sin(2xy)| ≤ 2ye−y
2 για κάθε y ∈ [0,+∞) και κάθε x

και ∫ +∞
0 2ye−y

2
dy = −

∫ +∞
0

d
dye
−y2 dy = 1− limy→+∞ e

−y2 = 1.

Άρα το γεν. ολοκλήρωμα
∫ +∞
0

∂
∂x(e

−y2 cos(2xy)) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση h(x) ομοιό-
μορφα στο R.
Τώρα, από το θεώρημα 12.6 συνεπάγεται ότι

g′(x) = h(x) =
∫ +∞
0

∂
∂x(e

−y2 cos(2xy)) dy = −2
∫ +∞
0 ye−y

2 sin(2xy) dy για κάθε x

και άρα

g′(x) =
∫ +∞
0

d
dye
−y2 sin(2xy) dy = limy→+∞ e

−y2 sin(2xy)−
∫ +∞
0 e−y

2 d
dy sin(2xy) dy

= −2x
∫ +∞
0 e−y

2 cos(2xy) dy = −2xg(x) για κάθε x.

Επομένως, η συνάρτηση g(x) ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση g′(x) + 2xg(x) = 0 για κάθε x.
Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση με τον παράγοντα ex2 , βρίσκουμε ότι ισχύει d

dx(e
x2
g(x)) = 0

για κάθε x, οπότε υπάρχει σταθερά c ώστε να ισχύει ex2
g(x) = c για κάθε x. Με x = 0 έχουμε

ότι
c = g(0) =

∫ +∞
0 e−y

2
dy =

√
π
2 .

Άρα ισχύει g(x) =
√
π
2 e
−x2 για κάθε x.

Άσκηση 12.4.3. Με βάση το
∫ +∞
0

sinx
x dx = π

2 , αποδείξτε ότι
∫ +∞
0

sinx cosx
x dx = π

4 .

Υπόδειξη: Ισχύει sin(2x) = 2 sinx cosx για κάθε x. Κάντε αλλαγή μεταβλητής.

Άσκηση 12.4.4. Θεωρήστε το
∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy με παράμετρο x ≥ 0.

Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) κατά σημείο στο [0,+∞).
Δηλαδή,

∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy

κ.σ.
= g(x) στο [0,+∞).

Αποδείξτε ότι, για κάθε a > 0, το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει στην g(x) ομοιόμορφα στο [0, a].
Δηλαδή,

∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy

ομ
= g(x) στο [0, a] για κάθε a > 0.

Αποδείξτε ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞).

Λύση: Το πρώτο ερώτημα. Για κάθε x ≥ 0 ισχύει∫ +∞
0

∣∣ 1
y2+1

sin(xy)
y

∣∣ dy ≤ x
∫ +∞
0

1
y2+1

dy < +∞.

Άρα το
∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy συγκλίνει (απολύτως) για κάθε x ≥ 0 και ορίζει συνάρτηση στο

[0,+∞) με τύπο

g(x) =
∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy για κάθε x ∈ [0,+∞).

Το δεύτερο ερώτημα. Έστω τυχών a > 0. Για κάθε x ∈ [0, a] ισχύει | 1
y2+1

sin(xy)
y | ≤ x

y2+1
≤ a

y2+1

για κάθε y ∈ [0,+∞). Επειδή
∫ +∞
0

a
y2+1

dy < +∞, συνεπάγεται ότι το
∫ +∞
0

1
y2+1

sin(xy)
y dy

συγκλίνει στην g(x) ομοιόμορφα στο [0, a].
Το τρίτο ερώτημα. Για κάθε x ∈ [0,+∞) ισχύει∣∣ ∂

∂x

(
1

y2+1
sin(xy)

y

)∣∣ = 1
y2+1

| cos(xy)| ≤ 1
y2+1

για κάθε y ∈ (0,+∞).
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Επειδή
∫ +∞
0

1
y2+1

dy < +∞, συνεπάγεται ότι το
∫ +∞
0

∂
∂x(

1
y2+1

sin(xy)
y ) dy συγκλίνει σε κάποια

συνάρτηση h(x) ομοιόμορφα στο [0,+∞), ότι η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο [0,+∞) και ότι
ισχύει g′(x) = h(x) για κάθε x ∈ [0,+∞). Δηλαδή, ισχύει

g′(x) =
∫ +∞
0

∂
∂x

(
1

y2+1
sin(xy)

y

)
dy =

∫ +∞
0

1
y2+1

cos(xy) dy για κάθε x ∈ [0,+∞).

Άσκηση 12.4.5. Έστω f : [0,+∞) → R φραγμένη στο [0,+∞) με limx→+∞ f(x) = l. Αποδείξτε
ότι limx→+∞

∫ +∞
0 e−yf(xy) dy = l.

Λύση: Επειδή η f είναι φραγμένη, υπάρχειM > 0 ώστε να ισχύει |f(x)− l| ≤M για κάθε x ≥ 0.
Έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή limx→+∞ f(x) = l, υπάρχει N > 0 ώστε να ισχύει

|f(x)− l| < ϵ
2 για κάθε x > N. (14.321)

Ακόμη, είναι ∫ +∞
0 e−y dy = 1. (14.322)

Τώρα, από τις (14.321) και (14.322) συνεπάγεται ότι για x > 2MN
ϵ ισχύει∣∣ ∫ +∞

0 e−yf(xy) dy − l
∣∣ ≤ ∫ +∞

0 e−y|f(xy)− l| dy = 1
x

∫ +∞
0 e−y/x|f(y)− l| dy

= 1
x

∫ N
0 e−y/x|f(y)− l| dy + 1

x

∫ +∞
N e−y/x|f(y)− l| dy

≤ M
x

∫ N
0 e−y/x dy + ϵ

2x

∫ +∞
N e−y/x dy

≤M(1− e−N/x) + ϵ
2x

∫ +∞
0 e−y/x dy

= MN
x + ϵ

2 <
ϵ
2 + ϵ

2 = ϵ.

Άρα limx→+∞
∫ +∞
0 e−yf(xy) dy = l.

Άσκηση 12.4.7. Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
2

cos y
y+sinx dy με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

ομοιόμορφα στο R.

Λύση: Γράφουμε∫ y
2

cos t
t+sinx dt =

∫ y
2

sin′ t
t+sinx dt =

sin y
y+sinx − sin 2

2+sinx +
∫ y
2

sin t
(t+sinx)2 dt. (14.323)

Τώρα, ισχύει | sin t
(t+sinx)2 | ≤ 1

(t−1)2 για κάθε t ∈ [2,+∞) και κάθε x. Η συνάρτηση 1
(t−1)2 δεν

εξαρτάται από τον x και ∫ +∞
2

1
(t−1)2 dt < +∞.

Άρα το
∫ +∞
2

sin y
(y+sinx)2 dy ως συνάρτηση του x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) ομοιόμορφα

στο R.
Επίσης, η sin y

y+sinx − sin 2
2+sinx ως συνάρτηση του x συγκλίνει (όταν y → +∞) στην − sin 2

2+sinx ομοιό-
μορφα στο R. Πράγματι, ισχύει∣∣( sin y

y+sinx − sin 2
2+sinx

)
+ sin 2

2+sinx

∣∣ ≤ 1
y+sinx ≤ 1

y−1 για κάθε x

και 1
y−1 → 0 όταν y → +∞.

Επομένως, από την (14.323) συνεπάγεται ότι το
∫ +∞
2

cos y
y+sinx dy ως συνάρτηση του x συγκλίνει

στη συνάρτηση − sin 2
2+sinx + g(x) ομοιόμορφα στο R.

Άσκηση 12.4.8. [α] Έστω η f : [0, 1]× [0, 1] → R με τύπο f(x, y) =

{
1
y2
, αν 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

− 1
x2 , αν 0 ≤ y < x ≤ 1

Αποδείξτε ότι
∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y) dy

)
dx ̸=

∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y) dx

)
dy.
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[β] Έστω f : [a, b] × [c, d] → R συνεχής στο [a, b] × [c, d]. Γνωρίζουμε ότι η
∫ d
c f(x, y) dy είναι,

ως συνάρτηση του x, συνεχής στο [a, b]. Άρα ορίζεται το
∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx. “Συμμετρικά”, η∫ b

a f(x, y) dx είναι, ως συνάρτηση του y, συνεχής στο [c, d]. Άρα ορίζεται το
∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

Αποδείξτε ότι ∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx =

∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

[γ] Έστω f : [a, b] × [c,+∞) → R συνεχής στο [a, b] × [c,+∞) και έστω ότι το
∫ +∞
c f(x, y) dy

συγκλίνει ομοιόμορφα στο [a, b]. Γνωρίζουμε ότι η
∫ +∞
c f(x, y) dy είναι, ως συνάρτηση του x, συ-

νεχής στο [a, b]. Άρα ορίζεται το
∫ b
a

( ∫ +∞
c f(x, y) dy

)
dx. “Συμμετρικά”, η

∫ b
a f(x, y) dx είναι, ως

συνάρτηση του y, συνεχής στο [c,+∞). Αποδείξτε ότι το
∫ +∞
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy συγκλίνει και ότι∫ b

a

( ∫ +∞
c f(x, y) dy

)
dx =

∫ +∞
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

[δ] Αν 0 < a < b, αποδείξτε ότι
∫ b
a

( ∫ +∞
0 e−xy dy

)
dx =

∫ +∞
0

( ∫ b
a e
−xy dx

)
dy.

Υπολογίστε το
∫ +∞
0

e−ay−e−by

y dy.

Λύση: [α] Είναι∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1
0

( ∫ x
0 f(x, y) dy +

∫ 1
x f(x, y) dy

)
dx

=
∫ 1
0

(
− 1

x2x+
∫ 1
x

1
y2
dy

)
dx =

∫ 1
0

(
− 1

x + 1
x − 1

)
dx = −1.

και ∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y) dx

)
dy =

∫ 1
0

( ∫ y
0 f(x, y) dx+

∫ 1
y f(x, y) dx

)
dy

=
∫ 1
0

(
1
y2
y −

∫ 1
y

1
x2 dx

)
dy =

∫ 1
0

(
1
y − 1

y + 1
)
dx = 1.

[β] Έστω ϵ > 0. Η f είναι συνεχής και, επομένως, ομοιόμορφα συνεχής στο [a, b]× [c, d], οπότε
υπάρχει δ > 0 ώστε να ισχύει

|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)
∣∣ < ϵ

4(b−a+1)(d−c+1) (14.324)

για κάθε (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ [a, b]× [c, d] με |(x′, y′)− (x′′, y′′)| < δ.
Θεωρούμε διαμέριση {a = x0, . . . , xn = b} του [a, b] και διαμέριση {c = y0, . . . , ym = d} του
[c, d] ώστε κάθε υποδιάστημα και των δύο διαμερίσεων να έχει μήκος < δ√

2
. Τότε, αν πάρουμε

δύο σημεία (x′, y′), (x′′, y′′) στο ίδιο ορθογώνιο [xk−1, xk]× [yl−1, yl] αυτά έχουν απόσταση < δ
το ένα από το άλλο, οπότε ισχύει η (14.324).
Τώρα, για κάθε x ∈ [a, b] έχουμε∣∣ ∫ d

c f(x, y) dy −
∑m

l=1f(x, yl)(yl − yl−1)
∣∣

=
∣∣∑m

l=1

∫ yl
yl−1

f(x, y) dy −
∑m

l=1 f(x, yl)(yl − yl−1)
∣∣

=
∣∣∑m

l=1

( ∫ yl
yl−1

f(x, y) dy − f(x, yl)(yl − yl−1)
)∣∣

=
∣∣∑m

l=1

∫ yl
yl−1

(f(x, y)− f(x, yl)) dy
∣∣

≤
∑m

l=1

∫ yl
yl−1

|f(x, y)− f(x, yl)| dy

≤
∑m

l=1
ϵ

4(b−a+1)(d−c+1)(yl − yl−1) =
ϵ(d−c)

4(b−a+1)(d−c+1) <
ϵ

4(b−a+1) .

Από αυτήν την ανισότητα συνεπάγεται∣∣ ∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx−

∑m
l=1

∫ b
a f(x, yl) dx(yl − yl−1)

∣∣
=

∣∣ ∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx−

∫ b
a

(∑m
l=1 f(x, yl)(yl − yl−1)

)
dx

∣∣
≤

∫ b
a

∣∣ ∫ d
c f(x, y) dy −

∑m
l=1

∫ b
a f(x, yl)(yl − yl−1)

∣∣ dx
≤ ϵ(b−a)

4(b−a+1) <
ϵ
4 .

(14.325)
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Κατόπιν, για κάθε l = 1, . . . ,m έχουμε∣∣ ∫ b
a f(x, yl) dx−

∑n
k=1f(xk, yl)(xk − xk−1)

∣∣
=

∣∣∑n
k=1

∫ xk

xk−1 f(x, yl) dx−
∑n

k=1 f(xk, yl)(xk − xk−1)
∣∣

=
∣∣∑n

k=1

∫ xk

xk−1(f(x, yl)− f(xk, yl)) dx
∣∣

≤
∑n

k=1

∫ xk

xk−1 |f(x, yl)− f(xk, yl)| dx
≤

∑n
k=1

ϵ
4(b−a+1)(d−c+1)(xk − xk−1)

= ϵ(b−a)
4(b−a+1)(d−c+1) <

ϵ
4(d−c+1) .

Πολλαπλασιάζουμε την τελευταία ανισότητα με yl − yl−1 και προσθέτουμε για l = 1, . . . ,m και
βρίσκουμε ότι∣∣∑m

l=1

∫ b
a f(x, yl) dx(yl − yl−1)−

∑m
l=1

(∑n
k=1 f(xk, yl)(xk − xk−1)

)
(yl − yl−1)

∣∣
≤

∑m
l=1

∣∣ ∫ b
a f(x, yl) dx−

∑n
k=1 f(xk, yl)(xk − xk−1)

∣∣(yl − yl−1)

<
∑m

l=1
ϵ

4(d−c+1)(yl − yl−1) =
ϵ(d−c)

4(d−c+1) <
ϵ
4 .

(14.326)

Από τις (14.325) και (14.326) συνεπάγεται∣∣ ∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx−

∑m
l=1

(∑n
k=1 f(xk, yl)(xk − xk−1)

)
(yl − yl−1)

∣∣ < ϵ
2 . (14.327)

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι∣∣ ∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy −

∑n
k=1

(∑m
l=1 f(xk, yl)(yl − yl−1)

)
(xk − xk−1)

∣∣ < ϵ
2 . (14.328)

Επειδή τα δύο διπλά αθροίσματα που εμφανίζονται στις (14.327) και (14.328) είναι ίσα, έχουμε∣∣ ∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx−

∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy

∣∣ < ϵ.

Αυτό ισχύει για κάθε ϵ > 0, οπότε
∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx =

∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

[γ] Λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης του
∫ +∞
c f(x, y) dy στο [a, b], συνεπάγεται∫ b

a

( ∫ +∞
c f(x, y) dy

)
dx =

∫ b
a

(
limd→+∞

∫ d
c f(x, y) dy

)
dx = limd→+∞

∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y) dy

)
dx.

Τώρα, από το αποτέλεσμα του [β] έχουμε∫ b
a

( ∫ +∞
c f(x, y) dy

)
dx = limd→+∞

∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy =

∫ +∞
c

( ∫ b
a f(x, y) dx

)
dy.

[δ] Επειδή ισχύει |e−xy| = e−xy ≤ e−ay για κάθε y ∈ [0,+∞) και κάθε x ∈ [a, b] και επειδή∫ +∞
0 e−ay dy < +∞, συνεπάγεται ότι το

∫ +∞
0 e−xy dy συγκλίνει ομοιόμορφα στο [a, b]. Άρα από

το αποτέλεσμα του [γ] έχουμε ότι∫ b
a

( ∫ +∞
0 e−xy dy

)
dx =

∫ +∞
0

( ∫ b
a e
−xy dx

)
dy.

Επειδή
∫ b
a e
−xy dx = e−ay−e−by

y και
∫ +∞
0 e−xy dy = 1

x συμπεραίνουμε ότι∫ +∞
0

e−ay−e−by

y dy =
∫ b
a

1
x dx = log b

a .

Άσκηση 12.4.9. [α] Αποδείξτε ότι το
∫ π

2
0 cos(x sin y) dy με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συ-

νάρτηση g(x) ομοιόμορφα στοR, ότι η g(x) είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στοR και ότι είναι λύση
της διαφορικής εξίσωσης xz′′ + z′ + xz = 0 στο R.
[β] Αποδείξτε ότι το

∫ +∞
0 e−xy 1

y+1 dy με παράμετρο x συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση g(x) κατά
σημείο στο (0,+∞) και ομοιόμορφα στο [a,+∞) για κάθε a > 0. Τέλος, αποδείξτε ότι η g(x)

877



είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και ότι είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης −xz′ + xz = 1 στο
(0,+∞).

Λύση: [α] Από το θεώρημα 12.4 έχουμε ότι

g′(x) = −
∫ π

2
0 sin y sin(x sin y) dy, g′′(x) = −

∫ π
2
0 (sin y)2 cos(x sin y) dy.

Τώρα, είναι

g′(x) =
∫ π

2
0 cos′ y sin(x sin y) dy = −x

∫ π
2
0 (cos y)2 cos(x sin y) dy

και

xg′′(x) + xg(x) = x
∫ π

2
0 (1− (sin y)2) cos(x sin y) dy = x

∫ π
2
0 (cos y)2 cos(x sin y) dy.

Άρα ισχύει xg′′(x) + g′(x) + xg(x) = 0 για κάθε x.
[β] Για κάθε x > 0 έχουμε∫ +∞

0 |e−xy 1
y+1 | dy =

∫ +∞
0 e−xy 1

y+1 dy ≤
∫ +∞
0 e−xy dy < +∞

οπότε το
∫ +∞
0 e−xy 1

y+1 dy συγκλίνει και ορίζει συνάρτηση με τύπο

g(x) =
∫ +∞
0 e−xy 1

y+1 dy για x ∈ (0,+∞).

Αν x ∈ [a,+∞), τότε ισχύει |e−xy 1
y+1 | = e−xy 1

y+1 ≤ e−ay για κάθε y ∈ [0,+∞) και, επειδή∫ +∞
0 e−ay dy < +∞, το

∫ +∞
0 e−xy 1

y+1 dy συγκλίνει στην g(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Επίσης, για x ∈ [a,+∞) έχουμε ότι | ∂

∂x(e
−xy 1

y+1)| = e−xy y
y+1 ≤ e−ay για κάθε y ∈ [0,+∞)

και, όπως πριν,
∫ +∞
0 e−ay dy < +∞. Άρα το

∫ +∞
0

∂
∂x(e

−xy 1
y+1) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρ-

τηση h(x) ομοιόμορφα στο [a,+∞).
Επομένως, η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο [a,+∞) και ισχύει

g′(x) = h(x) =
∫ +∞
0

∂
∂x(e

−xy 1
y+1) dy = −

∫ +∞
0 e−xy y

y+1 dy για x ∈ [a,+∞).

Θεωρούμε, τώρα, τυχοντα x0 > 0 και παίρνουμε a0 ώστε 0 < a0 < x0. Η g(x) είναι παραγω-
γίσιμη στο [a0,+∞) και άρα είναι παραγωγίσμη στον x0 με g′(x0) = h(x0). Άρα η g(x) είναι
παραγωγίσιμη στο (0,+∞) και ισχύει

g′(x) = −
∫ +∞
0 e−xy y

y+1 dy για x ∈ (0,+∞).

Τέλος, έχουμε ότι

−xg′(x) + xg(x) =
∫ +∞
0 xe−xy

( y
y+1 + 1

y+1

)
dy =

∫ +∞
0 xe−xy dy = 1 για x ∈ (0,+∞).

Άσκηση 12.4.11. Θεωρήστε το 2
π

∫ +∞
0

arctan(xt) arctan(yt)
t2

dt με δύο παραμέτρους x, y > 0.
Αποδείξτε ότι το γεν. ολοκλήρωμα συγκλίνει σε κάποια g(x, y) κατά σημείο στο (0,+∞)×(0,+∞).
Αποδείξτε ότι η g(x, y) είναι παραγωγίσιμη και ως προς τις δύο μεταβλητές και ότι η μικτή παρά-
γωγος της g είναι ∂2g

∂x∂y (x, y) =
2
π

∫ +∞
0

1
(1+x2t2)(1+y2t2)

dt = 1
x+y για κάθε x, y > 0.

Αποδείξτε ότι ισχύει g(x, y) = (x+ y) log(x+ y)− x logx− y log y για κάθε x, y > 0.

Υπόδειξη: Για την κατά σημείο σύγκλιση θεωρήστε τον z = max{x, y} > 0, χωρίστε το (0,+∞)
σε (0, 1z ] και [

1
z ,+∞) και χρησιμοποιήστε τις ανισότητες arctan(xt) ≤ arctan(zt) ≤ zt και

arctan(yt) ≤ arctan(zt) ≤ zt για 0 < t ≤ 1
z και arctan(xt) ≤ π

2 και arctan(yt) ≤ π
2 για

1
z ≤ t < +∞.

878



Αποδείξτε ομοιόμορφες συγκλίσεις για (x, y) ∈ [0, a] × [0, a] για τυχόντα a > 0, χρησιμοποιώ-
ντας τα προηγούμενα με z = a.

Άσκηση 12.4.12. Έστω διάστημα I , f, g : I × [c,+∞) → R και F (x, y) =
∫ y
c f(x, t) dt για κάθε

x ∈ I και y ∈ [c,+∞) και έστω ότι οι f , ∂g
∂y είναι συνεχείς στο I × [c,+∞).

[α] Αν για κάθε x ∈ I η g(x, y) είναι, ως συνάρτηση του y, φθίνουσα στο [c,+∞), αν ισχύει
limy→+∞ g(x, y) = 0 ομοιόμορφα στο I και αν η F είναι φραγμένη στο I × [c,+∞), αποδείξτε
ότι το

∫ +∞
c f(x, y)g(x, y) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιόμορφα στο I .

[β] Αν για κάθε x ∈ I η g(x, y) είναι, ως συνάρτηση του y, φθίνουσα στο [c,+∞), αν η g(x, y)
είναι κάτω φραγμένη στο I × [c,+∞) και αν το

∫ +∞
c f(x, y) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση

ομοιόμορφα στο I , αποδείξτε ότι το
∫ +∞
c f(x, y)g(x, y) dy συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση ομοιό-

μορφα στο I .

Υπόδειξη: Προσαρμόστε την απόδειξη του θεωρήματος 12.2.

Άσκηση 12.5.1. Αποδείξτε ότι
∫ 1
0 (log

1
y )

x−1 dy = Γ(x) για κάθε x > 0.

Υπόδειξη: Κάντε μια απλή αλλαγή μεταβλητής.

Άσκηση 12.5.2. Στην απόδειξη της πρότασης 12.15 υπάρχει η ανισότητα Γ′′(x)Γ(x) ≥ (Γ′(x))2

η οποία είναι ισοδύναμη με την κυρτότητα της logΓ(x). Αποδείξτε την ανισότητα αυτή με δεύτερο
τρόπο χρησιμοποιώντας την ανισότητα των Schwarz, Buniakowsky της άσκησης 12.3.13.

Υπόδειξη: Γράψτε yx−1(log y)e−y = y
x−1
2 e−

y
2 y

x−1
2 (log y)e−

y
2 .

Άσκηση 12.5.3. Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα του Gauss,
∫ +∞
0 e−x

2
dx =

√
π
2 , και κάνοντας

κατάλληλη αλλαγή μεταβλητής αποδείξτε ότι Γ
(
1
2

)
=

√
π. Αποδείξτε ότι Γ

(
n+ 1

2

)
= (2n)!

4nn!

√
π για

κάθε n ∈ Z, n ≥ 0.

Υπόδειξη: Για το δεύτερο ερώτημα χρησιμοποιήστε την Γ(x+ 1) = xΓ(x) για x > 0.

Άσκηση 12.5.4. Σε όλα τα επόμενα υποθέτουμε ότι x > 1.
Αποδείξτε ότι, αν a > 0, τότε η

∑+∞
n=1 e

−nyyx−1 συγκλίνει, ως σειρά συναρτήσεων του y, ομοιό-
μορφα στη συνάρτηση yx−1

ey−1 στο [a,+∞).

Αποδείξτε ότι
∫ b
a

yx−1

ey−1 dy =
∑+∞

n=1

∫ b
a e
−nyyx−1 dy ≤

∑+∞
n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy, αν 0 < a < b <

+∞. Να συμπεράνετε ότι
∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy ≤
∑+∞

n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ισχύει
∑n

k=1

∫ +∞
0 e−kyyx−1 dy ≤

∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy. Να συμπεράνετε ότι∑+∞
n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy ≤

∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy.

Από τα προηγούμενα συνεπάγεται ότι
∑+∞

n=1

∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy =

∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy για κάθε x > 1.

Για κάθε n ∈ N αποδείξτε ότι
∫ +∞
0 e−nyyx−1 dy = Γ(x)

nx .

Συνέχεια των ασκήσεων 12.4.2, 12.3.7. Αποδείξτε ότι ζ(x)Γ(x) =
∫ +∞
0

yx−1

ey−1 dy για κάθε x > 1.

Υπόδειξη: Το πρώτο ερώτημα. Αν n ≥ x−1
a , η yx−1e−ny είναι φθίνουσα συνάρτηση του y στο

[a,+∞). Άρα, αν n ≥ x−1
a , ισχύει∣∣∑n

k=1 e
−kyyx−1 − yx−1

ey−1
∣∣ = ∑+∞

k=n+1 e
−kyyx−1 = yx−1e−ny

ey−1 ≤ ax−1e−na

ea−1

για κάθε y ∈ [a,+∞).
Εναλλακτικά, μπορούμε να εφαρμόσουμε το κριτήριο του Weierstrass. Εύκολα βλέπουμε ότι η
συνάρτηση (του y) e−nyyx−1 είναι αύξουσα στο [0, x−1n ] και φθίνουσα στο [x−1n ,+∞). Άρα η
e−nyyx−1 έχει μέγιστη τιμή στον x−1

n και άρα ισχύει

|e−nyyx−1| ≤ e−n
x−1
n

(
x−1
n

)x−1
= e1−x(x− 1)x−1 1

nx−1 για κάθε n.
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Όμως, η σειρά
∑+∞

n=1
1

nx−1 αποκλίνει όταν 0 < x ≤ 1 και δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το
κριτήριο τουWeierstrass για ομοιόμορφη σύγκλιση στο (0,+∞). Τώρα, παρατηρούμε ότι, αν n ≥
x−1
a , τότε η e−nyyx−1 έχει μέγιστη τιμή στο [a,+∞) στο σημείο a ίση με e−naax−1. Παίρνουμε
n0 = [x−1a ]+1 και τότε έχουμε

∑+∞
n=n0

e−naax−1 < +∞. Άρα η
∑+∞

n=n0
e−nyyx−1 και, επομένως,

και η
∑+∞

n=1 e
−nyyx−1 συγκλίνει ομοιόμορφα στο [a,+∞).

Το τρίτο ερώτημα.
∑n

k=1 e
−kyyx−1 ≤ yx−1

ey−1 .

Άσκηση 12.5.5. Αποδείξτε ότι
∫ n
0 y

x−1(1− y
n)

n dy → Γ(x) για κάθε x > 0.

Λύση: Έστω x > 0.
Ισχύει

yx−1
(
1− y

n

)n ≤ yx−1e−
y
n
n = yx−1e−y για κάθε y > 0 και κάθε n. (14.329)

Τώρα, έστω τυχών ϵ > 0.
Επειδή

∫ +∞
0 yx−1e−y dy < +∞, υπάρχει a > 0 ώστε να ισχύει∫ +∞

a yx−1e−y dy < ϵ
4 . (14.330)

Έχουμε ότι yx−1
(
1 − y

n

)n → yx−1e−y ομοιόμορφα στο [0, a]. Πράγματι, για n ≥ 2a έχουμε ότι
y
n ≤ 1

2 για κάθε y ∈ [0, a] και άρα∣∣yx−1(1− y
n

)n − yx−1e−y
∣∣ = yx−1

∣∣en log(1−(y/n)) − e−y
∣∣ = yx−1e−y

(
1− ey+n log(1−(y/n)))

≤ yx−1e−y
(
1− e−y

2/n
)
≤ yx−1e−y y2

n ≤ ax+1

n για y ∈ [0, a].

Από την ομοιόμορφη σύγκλιση στο [0, a] συνεπάγεται ότι
∫ a
0 y

x−1(1− y
n)

n dy →
∫ a
0 y

x−1e−y dy.
Άρα υπάρχει n0 ώστε να ισχύει∣∣ ∫ a

0 y
x−1(1− y

n)
n dy −

∫ a
0 y

x−1e−y dy
∣∣ < ϵ

2 για κάθε n ≥ n0.

Από την τελευταία σχέση και από τις (14.329) και (14.330) συνεπάγεται∣∣ ∫ +∞
0 yx−1(1− y

n)
n dy −

∫ +∞
0 yx−1e−y dy

∣∣
≤

∣∣ ∫ a
0 y

x−1(1− y
n)

n dy −
∫ a
0 y

x−1e−y dy
∣∣+ ∫ a

0 y
x−1(1− y

n)
n dy +

∫ a
0 y

x−1e−y dy

≤
∣∣ ∫ a

0 y
x−1(1− y

n)
n dy −

∫ a
0 y

x−1e−y dy
∣∣+ ∫ a

0 y
x−1e−y dy +

∫ a
0 y

x−1e−y dy

< ϵ
2 + ϵ

4 + ϵ
4 = ϵ για κάθε n ≥ n0.

Άρα
∫ n
0 y

x−1(1− y
n)

n dy →
∫ +∞
0 yx−1e−y dy = Γ(x).

Άσκηση 12.5.6. Έστω f : (0,+∞) → R με τις εξής ιδιότητες: (i) ισχύει f(x) > 0 για κάθε
x ∈ (0,+∞), (ii) f(1) = 1, (iii) ισχύει f(x+1) = xf(x) για κάθε x ∈ (0,+∞) και (iv) η log f
είναι κυρτή στο (0,+∞).
Αποδείξτε ότι nxn!

x(x+1)···(x+n) → f(x) για κάθε x ∈ (0,+∞).
Συμπεράνατε ότι μια συνάρτηση f με τις παραπάνω ιδιότητες είναι μοναδική και, επειδή η Γ έχει τις
ιδιότητες αυτές, ισχύει f = Γ και έχουμε αυτομάτως μια δεύτερη απόδειξη του τύπου του Gauss της
άσκησης 12.5.5.

Λύση: Έστω 0 < x ≤ 1. Από τις (ii), (iii) είναι f(n) = (n − 1)! για κάθε n ∈ N. Αν n ∈ N,
n ≥ 2, τότε −1 + n < n < x+ n ≤ 1 + n, οπότε από την (iv) είναι

(log f)(−1+n)−(log f)(n)
−1 ≤ (log f)(x+n)−(log f)(n)

x ≤ (log f)(1+n)−(log f)(n)
1 .

Μετά από πράξεις, (n− 1)x(n− 1)! ≤ f(x+ n) ≤ nx(n− 1)!, και από την (iii)

(n−1)x(n−1)!
x(x+1)···(x+n−1) ≤ f(x) ≤ nx(n−1)!

x(x+1)···(x+n−1) .
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Άρα nxn!
x(x+1)···(x+n) → f(x) για κάθε x ∈ (0, 1]. Από την (iii) εύκολα προκύπτει το ίδιο όριο για

x ∈ (1, 2], μετά για x ∈ (2, 3] κ.τ.λ.

Άσκηση 12.5.7. Αποδείξτε ότι ισχύει Γ′(x)
Γ(x) = −γ − 1

x +
∑+∞

n=1
x

n(n+x) για κάθε x > 0, όπου
γ = limn→+∞(1 + 1

2 + · · ·+ 1
n − logn) είναι η σταθερά του Euler στις ασκήσεις 2.4.6, 6.4.11 και

7.3.20.

Λύση: Πρώτος τρόπος. Έστω 0 < x ≤ 1 και n ∈ N, n ≥ 2. Επειδή n < x+n ≤ 1+n και η logΓ
είναι κυρτή στο (0 +∞), είναι

(logΓ)(n)−(logΓ)(x+n)
−x ≤ (logΓ)′(x+ n) ≤ (logΓ)(1+n)−(logΓ)(x+n)

1−x .

Μετά από πράξεις,
1
x log

Γ(x+n)
(n−1)! ≤ Γ′(x+n)

Γ(x+n) ≤ 1
1−x log

n!
Γ(x+n) ,

οπότε

1
x log

Γ(x)x(x+1)···(x+n−1)
(n−1)! ≤ Γ′(x)

Γ(x) + 1
x + 1

x+1 + · · ·+ 1
x+n−1 ≤ 1

1−x log
n!

Γ(x)x(x+1)···(x+n−1)

Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Gauss της άσκησης 12.5.5, βρίσκουμε

logn− ( 1x + 1
x+1 + · · ·+ 1

x+n) →
Γ′(x)
Γ(x)

οπότε

(logn− 1− 1
2 − · · · − 1

n)−
1
x + (1− 1

x+1) + (12 − 1
x+2) + · · ·+ ( 1n − 1

x+n) →
Γ′(x)
Γ(x)

οπότε
x

x+1 + x
2(x+2) + · · ·+ x

n(x+n) →
Γ′(x)
Γ(x) + γ + 1

x .

Άρα
∑+∞

n=1
x

n(n+x) =
Γ′(x)
Γ(x) + γ + 1

x . Αυτό επεκτείνεται εύκολα για x ∈ (1, 2], x ∈ (2, 3] κ.τ.λ.
Δεύτερος τρόπος. Παραγωγίστε τον τελευταίο τύπο της άσκησης 12.5.5 σύμφωνα με όσα γνωρί-
ζουμε για σειρές συναρτήσεων.
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