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Σ. Φίλιππας

ΜΔΕ – Ασθενείς λύσεις

Φυλλάδιο 2

1) ΄Εστω f ∈ C1(R) με f ′ ∈ L∞(R και u ∈ W 1,p(U), 1 ≤ p < ∞ όπου U φραγμένο υποσύνολο του
Rn
με ομαλό σύνορο.

(i) Δείξτε οτι υπάρχει ακολουθία um ∈ C∞(Ū) τ.ω. οι ακολουθίες um, Dum, f(um), f ′(um)Dum να
συγκλίνουν στις u, Du, f(u), f ′(u)Du αντίστοιχα στον Lp(U).

(ii) Δείξτε οτι f ◦ u ∈ W 1,p(U) και D(f ◦ u) = f ′(u)Du.

2) ΄Εστω u ∈ W 1,p(U), 1 ≤ p <∞ όπου U φραγμένο υποσύνολο του Rn
με ομαλό σύνορο και

u+ = max{u, 0}, u− = min{u, 0}.

Δείξτε οτι u+, u−, |u| ∈ W 1,p(U) και

Du+ =

{
Du, u > 0
0, u ≤ 0 ,

Du− =

{
0, u ≥ 0
Du, u < 0 ,

D|u| =


Du, u > 0
0, u = 0
−Du, u < 0

Υπόδειξη: Δείξτε πρώτα το αποτέλεσμα για το u+. Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση

fε(u) =

{
(u2 + ε2)1/2 − ε, u > 0
0, u ≤ 0 ,

και το αποτέλεσμα της άσκησης 1 δείξτε οτι για φ ∈ C∞c (U) ισχύει∫
U

fε(u)Dφdx = −
∫
u>0

φ
uDu

(u2 + ε2)1/2
dx.
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3) ΄Εστω U ⊂ Rn
συνεκτικό, u ∈ W 1,p(U), p ≥ 1, και

Du = 0, σ.π. U,

ασθενώς. Δείξτε οτι η u είναι σταθερά σχεδόν παντού στο U . Υπόδ. Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε

ομαλοποιητές.

4) ΄Εστω ψ ∈ C∞(R) με 0 ≤ ψ ≤ 1 και

ψ(r) =

{
1, r ≤ 0
0, r ≥ 1.

Αν f ∈ W k,p(Rn) ορίζουμε fk(x) = ψ(|x|−k)f(x). Δείξτε οτι η ακολουθία fk συγκλίνει στην f στον
W k,p(Rn) για κάθε 1 ≤ p <∞ και k = 1, 2, . . ..

Συμπεράνετε ότι W k,p
0 (Rn) = W k,p(Rn).

5) Αν u ∈ W k,p
0 (U) όπου U ⊂ {(x′, xn) : 0 < xn < A}, δείξτε ότι∫

U

|u|pdx ≤ C

∫
U

|∇u|pdx,

Για κάποια θετική σταθερά C = C(A), που εξαρτάται μόνο απο το A.

6) ΄Εστω R+ = {x ∈ R : x > 0} και u ∈ W 2,p(R+). Ορίζουμε την επέκταση Eu = u(|x|), x ∈ R.
Δείξτε οτι Eu ∈ W 1,p(R) αλλά εν γένει Eu /∈ W 2,p(R).

7). Για n > 1 δείξτε οτι η συνάρτηση u(x) = ln ln
(

1 + 1
|x|2

)
ανήκει στον W 1,n(B(0, 1)) όπου

B(0, 1) = {x ∈ Rn : |x| < 1}.
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