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Φυλλάδιο 3

1) Δίδονται οι ακολουθίες (n = 1, 2, . . . .)

u1n(x) = x2 sin(nx), x ∈ U1 = (0, 2π) ,

u2n(x) =

{
n

1
2 , x ∈ [0, 1

n
],

0, διαφορετικά,
x ∈ U2 = [−1, 1] ,

u3n(~x) = η(~x− n~e1), ~x ∈ U3 = Rn ,

όπου η(~x) η συνάρτηση ομαλοποιητής απο Evans, Appendix C.4 και ~e1 = (1, 0, . . . , 0).

Δείξτε οτι ολες οι παραπάνω ακολουθίες συγκλίνουν ασθενώς στο 0 στον L2(Ui) αλλά όχι ισχυρά.
Υπολογίστε τα

lim inf ‖uin‖L2(Ui), i = 1, 2, 3 .

2) Αν fj ⇀ f στον L2(U) και gj → g στον L2(U) δείξτε οτι∫
U

fjgjdx→
∫
U

fgdx.

Δείξτε οτι το αποτέλεσμα δεν ισχύει απαραίτητα αν και η gj συγκλίνει ασθενώς στην g.

3) Εστω U ⊂ Rn
φραγμένο χωρίο με ομαλό σύνορο και ακολουθία uj η οποία συγκλίνει ασθενώς

στον H1(U), δηλ. uj ⇀ u ∈ H1(U). Με όσο πιό απλό τρόπο μπορείτε,

(i) δείξτε οτι uj ⇀ u στον L2(U).

(ii) δείξτε οτι ∇uj ⇀ ∇u στον L2(U ;Rn), δηλ. οτι

∂uj
∂xi

⇀
∂u

∂xi
∈ L2(U), i = 1, 2, . . . , n.

(iii) δείξτε οτι ∫
U

|∇u|2dx ≤ lim inf

∫
U

|∇uj|2dx .
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4) ΄Εστω U ⊂ Rn
φραγμένο και συνεκτικό. Δείξτε οτι στον H2

0 (U) η ποσότητα (
∫
U
|∆u|2dx)1/2 ορίζει

ισοδύναμη νόρμα.

5) ΄Εστω U ⊂ Rn
φραγμένο και συνεκτικό. Η συνάρτηση u ∈ H2

0 (U) είναι ασθενής λύση για την
δι-αρμονική εξίσωση {

∆2u = f x ∈ U,
u = ∂u

∂~n
= 0, x ∈ ∂U, (1)

εφόσον ∫
U

∆u∆vdx =

∫
U

fvdx, ∀v ∈ H2
0 (U).

Με χρήση του Θεωρήματος Lax Milgram δείξτε οτι αν f ∈ L2(U) το (1) έχει μοναδική ασθενή λύση.

5) ΄Εστω U ⊂ R2
φραγμένο, συνεκτικό χωρίο και f, g ∈ L2(U). Θεωρούμε το ελλειπτικό σύστημα

−∆u− v = f, στο U,

−∆v + u = g, στο U (2)

u = v = 0, στο ∂U.

Ο κατάλληλος χώρος για την μελέτη του παραπάνω προβλήματος είναι ο H = H1
0 (U)×H1

0 (U).

(i) Δείξτε οτι ο H με το κατάλληλο εσωτερικό γινόμενο είναι χώρος Hilbert.

(ii) Βρείτε τη διγραμμική μορφή B[(u, v), (φ, ψ)] ώστε η ασθενής διατύπωση του παραπάνω προβλήμα-
τος να είναι η

B[(u, v), (φ, ψ)] =

∫
U

fφdx+

∫
U

gψdx, ∀ (φ, ψ) ∈ H.

(iii) Δείξτε οτι το (2) έχει μοναδική ασθενή λύση στον H.

(iv) Θεωρούμε το τροποποιημένο ελλειπτικό σύστημα

−∆u+ v = f, στο Dρ,

−∆v + u = g, στο Dρ (3)

u = v = 0, στο ∂Dρ,

όπου Dρ = {x ∈ R2 : |x| < ρ} ο δίσκος με ακτίνα ρ. Βρείτε την ασθενή διατύπωση του προβλήματος
αυτού και δείξτε οτι έχει μοναδική ασθενή λύση, υπό την προυπόθεση οτι το ρ είναι μικρό. Βρείτε μία
εκτίμηση του ρ.
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