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1). (α) Δείξτε ότι

u[y2uxx + x2uyy] = div(y2uux, x2uuy)− [(yux)
2 + (xuy)

2].

(β) ΄Εστω χωρίο U ⊂ R2
με ομαλό σύνορο που ανήκει στο πρώτο τεταρτημόριο. Δείξτε το μονοσήμαντο

των λύσεων για την εξίσωση

(y2ux)x + (x2uy)y = F (x, y), (x.y) ∈ U

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂U.

2). Η συνάρτηση v = v(x, y), v ∈ C2(U) ∩ C(Ū), όπου U ⊂ R2
φραγμένο χωρίο ικανοποιεί

vxx + vyy = −2, (x, y) ∈ U

v(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂U.

Δείξτε οτι η ποσότητα |∇v|2 λαμβάνει τη μέγιστη τιμή της στο σύνορο ∂U .

3). ΄Εστω φραγμένο χωρίο U ⊂ R2
με ομαλό σύνορο, x = (x, y) και

−uxx − uyy = λu, x ∈ U

u(x, y) = 0, x ∈ ∂U.

Δείξτε οτι αν το παραπάνω πρόβλημα έχει μη τετριμμένη λύση u ̸≡ 0, τότε λ > 0.

4). Στον δίσκο ακτίνας a, λύστε την εξίσωση

∆w = 0 x ∈ Da

∂w

∂r
− γw = f(θ), r = a,

όπου f(θ) τυχαία ομαλή συνάρτηση. Γράψτε τη λύση χρησιμοποιώντας τους συντελεστές Fourier της
f(θ).
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5). Λύστε το παρακάτω πρόβλημα Dirichlet στο εξωτερικό του δίσκου ακτίνας a,

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, x2 + y2 > a,

u(x, y) = g(θ), x2 + y2 = a,

u(x, y) φραγμένο, καθώς x2 + y2 → ∞.

6). ΄Εστω φραγμένο χωρίο U ⊂ R2
με ομαλό σύνορο και u ∈ C2(Ū) που ικανοποιεί (x = (x, y)),

−∆u = f, x ∈ U,

u = g, x ∈ ∂U.

Σκοπός της άσκησης είναι να δείξουμε ότι υπάρχει θετική σταθερά CU που εξαρτάται μόνο από το U
τ.ω.

max
x∈Ū

|u| ≤ CU(max
x∈∂U

|g|+max
x∈Ū

|f |). (1)

(i) ΄Εστω L = maxx∈Ū |f |. Χρησιμοποιώντας κατάλληλα τη βοηθητική συνάρτηση v(x) = u(x)+ L
4
|x|2

δείξτε οτι υπάρχει θετική σταθερά MU τ.ω.

max
x∈Ū

u ≤ max
x∈∂U

|g|+MU max
x∈Ū

|f |.

(ii) Δείξτε την (1).
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