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(1) (i) Δείξτε ότι η εξίσωση 3x + 4x = 5x έχει μοναδική λύση.

(ii) Γενικότερα, δείξτε ότι εαν 0 < a < b < c, τότε η εξίσωση ax+ bx = cx έχει μοναδική λύση.

(2) ΄Εστω f : (0,+∞) → R παραγωγίσιμη ώστε |f ′(x)| ≤ 1
x
για κάθε x > 0. Δείξτε ότι

limx→+∞
(
f(x+

√
x)− f(x)

)
= 0.

(3) ΄Εστω p πολυώνυμο βαθμού n. Δείξτε ότι η εξίσωση ex = p(x) έχει το πολύ n+ 1 λύσεις.

(4) (i) Δείξτε ότι για κάθε a > 1 και 0 < x < y ισχύει ότι

axa−1(y − x) < ya − xa < aya−1(y − x).

(ii) Δείξτε ότι για κάθε x, y > 0 ισχύει ότι

(x+ y)x+y ≤ 2x+y xx yy.

(5) Εξετάστε ως προς την σύγκλιση τις παρακάτω σειρές:

(i)
∑∞

n=1

(
1− cos( 1

n
)
)
.

(ii)
∑∞

n=1

(
e

1
n − 1

)
.

(ii)
∑∞

n=1

(
e

1
n − 1− 1

n

)
.

(6) ΄Εστω f : R→ R άπειρες φορές παραγωγίσιμη ώστε f
(
1
n

)
= 0 για κάθε n ∈ N.

(i) Δείξτε ότι f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0.

(ii) Δείξτε ότι f (n)(0) = 0 για κάθε n ∈ N.

(iii)∗ Εαν επιπλέον γνωρίσουμε ότι |f (n)(x)| ≤ 1 για κάθε n ∈ N και x ∈ R δείξτε ότι f ≡ 0.

(7)∗ ΄Εστω f : R→ R δύο φορές παραγωγίσιμη και f(0) = 1, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 1. Δείξτε ότι

lim
x→+∞

(
f
( a√

x

))x
= e

a2

2 .


