
ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ Ι

1ο Φυλλάδιο Ασκήσεων-Χειμερινό Εξάμηνο 2025
Υποδείξεις.

(1) Εάν 3
√

2 +
√
2 = m

n
, τότε

√
2 = m3

n3 − 2 είναι ρητός, άτοπο.

(2) (i) Εάν a < b, δείξτε ότι υπάρχει n ∈ N ώστε a < [2na]+1
2n

< b.

(ii) ΄Εστω 0 ≤ a < b. Υπάρχουν m,n ∈ N ώστε
√
a < m

n
<

√
b. Τότε a < m2

n2 < b.

Διαϕορετικά, εάν a < b, δείξτε ότι υπάρχει n ∈ N ώστε a < ([n
√
a]+1)2

n2 < b.

(3) (i) xn = n για n άρτιο και xn = −n για n περιττό, άρα δεν είναι τελικά μονότονη ούτε
ϕραγμένη.

(ii) Η (xn) παίρνει τις τιμές 0 και 1 για άπειρα n άρα δεν είναι τελικά μονότονη, |xn| ≤ 1 άρα
είναι ϕραγμένη.

(iii) xn = 0 για n άρτιο και xn = 1 για n περιττό, άρα δεν είναι τελικά μονότονη και είναι
ϕραγμένη.

(4) (i) Με επαγωγή (θα χρειαστεί να δείξετε ότι n2 − 2n− 1 ≥ 0 για κάθε n ≥ 4).

(ii) Δείξτε ότι xn+1 ≤ xn για κάθε n ≥ 4. Από αυτό (ή από το (i)) προκύπτει ότι η xn είναι
ϕραγμένη.

(5) (i) Δείξτε ότι xn ≥ n√
n+n

=
√
n√
2
, n ∈ N.

(ii) Δείξτε ότι xn ≤ n
n+1

≤ 1, n ∈ N.

(6) Παρατηρήστε ότι

yn+1 = x2n+2 = (a1 − a2) + · · ·+ (a2n−1 − a2n) + (a2n+1 − a2n+2) = yn + (a2n+1 − a2n+2) ≥ yn

και ότι
yn = x2n = a1 + (−a2 + a3) + · · ·+ (−a2n−2 + a2n−1)− a2n ≤ a1.

(7)∗ Υπόδειξη αργότερα. Αν κάποιος/κάποια την λύσει με ενημερώνει για να τον/την συγχαρώ.


