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Υποδείξεις.

(1) Για x ̸= 0 η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιμη, οπότε αρκεί να εξετάσουμε το σημείο x = 0.
Το όριο limh→0

f(h)−f(0)
h

= limh→0 h
a−1 sin

(
1
h

)
υπάρχει (και ισούται με 0) αν και μόνο αν a > 1.

Οπότε η f είναι παραγωγίσιμη αν και μόνο αν a > 1 με παράγωγο

f ′(x) =

{
axa−1 sin

(
1
x

)
+ xa−2 cos

(
1
x

)
x ̸= 0,

0 x = 0.

΄Οπως πριν δείχνουμε ότι η f ′ είναι παραγωγίσιμη στο 0 αν και μόνο αν a > 3.

(2) Δείχνουμε την ανισότητα επαγωγικά. Για n = 1 το είδαμε στο μάθημα. ΄Εστω ότι η
ανισότητα ισχύει για n, θα δείξουμε ότι ισχύει για n+1. Θέτουμε f(x) = ex−1−x−· · ·− xn+1

(n+1)!
.

΄Εχουμε f ′(x) = ex − 1 − x − · · · − xn

n!
και η επαγωγική υπόθεση δίνει f ′(x) ≥ 0 για x ≥ 0,

δηλαδή η f είναι άυξουσα στο [0,+∞). Οπότε f(x) ≥ f(0) = 0.

(3) ΄Εστω ότι οι ακμές έχουν μήκος x, x, y. Αϕού ο όγκος είναι 1 παίρνουμε x2y = 1, άρα η
επιϕάνεια είναι 2

(
x2+ 2

x

)
. Θεωρούμε την συνάρτηση f : (0,+∞) → R με τύπο f(x) = 2

(
x2+ 2

x

)
.

Η συνάρτηση είναι ϕθίνουσα στο (0, 1) και αύξουσα στο (1,+∞). ’ρα λαμβάνει ελάχιστη τιμή
για x = 1 και αυτή είναι 6.

(4) Θέτουμε f(x) = x − sin x. Τότε f ′(x) = 1 − cos x ≥ 0 για κάθε x ∈ R, οπότε η f είναι
αύξουσα στο R. ’ρα f(x) ≥ f(0) = 0 για x ≥ 0.

Θέτουμε g(x) = 2
π
x − sin x. Τότε g′(x) = 2

π
− cos x και υπάρχει μοναδικό x0 ∈ (0, π

2
) ώστε

g′(x0) = 0. Τότε η g είναι ϕθίνουσα στο [0, x0] και αύξουσα στο [x0,
π
2
]. ’ρα για x ∈ [0, π

2
]

έχουμε g(x) ≤ max{g(0), g(π
2
)} = 0.

(5) Θέτουμε f(x) = a1 sin x+a2 sin(2x)+ · · ·+an sin(nx). Η υπόθεση μας δίνει την ανισότητα∣∣∣f(h)−f(0)
h

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ sinh
h

∣∣∣. Παίρνοντας όρια καθώς h → 0 συμπεραίνουμε ότι |f ′(0)| ≤ 1, το οποίο

δίνει το ζητούμενο άμεσα.

(6) (i) ΄Εχουμε g′(x) = f ′(x)x−f(x)
x2 . Εάν h(x) = f ′(x)x − f(x), τότε h′(x) = f ′′(x)x > 0 για

x > 0. Η h είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞), άρα h(x) > h(0) = 0. ΄Επεται ότι g′(x) > 0
για x > 0 και άρα η g είναι γνησίως αύξουσα (0,+∞).

(ii) Για x > 1 το (i) δίνει g(x2) > g(x), οπότε f(x2) > xf(x). Επίσης αϕού f ′′(x) > 0 η f ′ είναι
γνησίως αύξουσα στο [0,+∞), άρα f ′(x) > f ′(0) = 0, άρα f(x) > f(0) = 0. Συμπεραίνουμε
ότι f(x2)

f(x)
> x οπότε το ζητούμενο προκύπτει από το κριτήριο σύγκρισης.

(7)∗ Υπόδειξη αργότερα. Αν κάποιος/κάποια την λύσει με ενημερώνει για να τον/την συγχαρώ.


