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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγικά

Η αλγεβρική δοµή τού C
Το σύνολοC των µιγαδικών αριθµών (ή µιγαδικό επίπεδο) είναι το σύνολοR2 εφοδιασµένο µε µια πράξη

πρόσθεσης (+) και µια πράξη πολλαπλασιασµού (·) οι οποίες ορίζονται ως εξής. Για κάθε z1 = (x1, y1) ∈ C,

z2 = (x2, y2) ∈ C, ϑέτουµε

• z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2)
• z1 · z2 = z1z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1)

Κατά παράδοση, ϑέτουµε i = (0, 1) και ονοµάζουµε το i ϕανταστική µονάδα. Από τον ορισµό τού πολλαπλα-

σιασµού, έχουµε i2 = (−1, 0). Με τις πράξεις αυτές, το C είναι σώµα. Το ουδέτερο ως προς την πρόσθεση είναι

το (0, 0) και το αντίθετο τού (x, y) είναι το (−x,−y). Το ουδέτερο ως προς τον πολλαπλασιασµό είναι το (1, 0) και

το αντίστροφο τού (x, y) , (0, 0) είναι το
(

x
x2 + y2

,− y
x2 + y2

)
.

Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι το C δεν είναι διατεταγµένο σώµα. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση

I : R→ C, I(x) = (x, 0).

Τότε η I είναι 1-1 και διατηρεί τη δοµή σώµατος, δηλαδή I(x + y) = I(x) + I(y) και I(xy) = I(x)I(y), για κάθε

x, y ∈ R. Εποµένως, ταυτίζοντας το R µε την εικόνα του µέσω τής I, δηλαδή µε το σύνολο {(x, 0) : x ∈ R},
µπορούµε να ϑεωρούµε το R σαν υποσύνολο τού C και να γράφουµε, καταχρηστικά, R ⊂ C. Μέσω αυτής τής

ταύτισης, και χρησιµοποιώντας την ισότητα

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1)(y, 0) = (x, 0) + i(y, 0) = I(x) + iI(y),

µπορούµε να γράφουµε, επίσης καταχρηστικά, (x, y) = x + iy. Με τον συµβολισµό αυτόν έχουµε i2 = −1, και

εποµένως το i είναι µια «λύση» τής εξίσωσης x2
+ 1 = 0.

Υπενθυµίζουµε τώρα κάποιες ϐασικές έννοιες οι οποίες πρέπει να είναι ήδη γνωστές από κάποιο άλλο

µάθηµα. Για κάθε z = x + iy ∈ C ϑέτουµε

• Re z = x, Im z = y (πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος τού z).
• |z| =

√
x2 + y2 (απόλυτη τιµή ή µέτρο τού z).

• z = x − iy (συζυγής τού z).

Από την αναπαράσταση κάθε σηµείου στο επίπεδο σε πολικές συντεταγµένες παίρνουµε ότι για κάθε z ∈ C,

z , 0, υπάρχει ένας µοναδικός αριθµός θ ∈ (−π, π] τέτοιος ώστε z = |z|(cos θ+i sin θ). Ο αριθµός αυτός ονοµάζεται

όρισµα τού z και συµβολίζεται µε arg z. Οι ϐασικές ιδιότητες τής απόλυτης τιµής και τού συζυγούς είναι οι

ακόλουθες.

• Re z = 1
2 (z + z), Im z = 1

2i (z − z).
• z + w = z + w, zw = zw.

• |zw| = |z| · |w|.
• |z/w| = |z|/|w|, για w , 0.

• |z| = |z|.
• |z + w| ≤ |z| + |w| (τριγωνική ανισότητα).
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Η τοπολογική δοµή τού C
Θεωρούµε τη συνάρτηση ρ : C×C→ R+ µε ρ(z,w) = |z−w|. Τότε η ρ ορίζει µια µετρική στοC. Παρατηρήστε

ότι ο χώρος (C, ρ) ταυτίζεται µε τον Ευκλείδειο χώρο (R2, d), όπου d είναι η συνηθισµένη απόσταση

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Για z ∈ C και r > 0 ϑέτουµε

D(z, r) = {w ∈ C : |z − w| < r} (ο ανοιχτός δίσκος µε κέντρο z και ακτίνα r),

D(z, r) = {w ∈ C : |z − w| ≤ r} (ο κλειστός δίσκος µε κέντρο z και ακτίνα r).

Επίσης, για A ⊂ C ϑα χρησιµοποιούµε τους κλασικούς συµβολισµούς

A = {z ∈ C : υπάρχει ακολουθία zn ∈ A τέτοια ώστε zn → z} (η κλειστότητα τού A),

A◦ = {z ∈ A : υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(z, ε) ⊂ A} (το εσωτερικό τού A),

∂A = A r A◦ (το σύνορο τού A),

diam(A) = sup{|z − w| : z,w ∈ A} (η διάµετρος τού A).

Αν A, B ⊂ C ϑέτουµε

dist(A, B) = inf{|z − w| : z ∈ A, w ∈ B} (η απόσταση των A και B).

Εφόσον (C, ρ) = (R2, d), η ακολουθιακή σύγκλιση στο C χαρακτηρίζεται ως εξής. Μια ακολουθία zn ∈ C
συγκλίνει σε κάποιο z ∈ C αν και µόνο αν Re zn → Re z και Im zn → Im z. Χρησιµοποιώντας τον χαρακτηρισµό

αυτόν, αποδεικνύονται τα εξής.

• Αν zn → z, τότε zn → z και |zn| → |z|.
• Αν zn → z και wn → w, τότε zn + wn → z + w και znwn → zw.

• Αν zn, z , 0 και zn → z, τότε z−1
n → z−1.

΄Εστω A ⊂ C και f : A→ C µια συνάρτηση. Τότε υπάρχουν µοναδικές συναρτήσεις u, v : A→ R τέτοιες ώστε

f (x + iy) = u(x, y) + iv(x, y).

Η u ονοµάζεται πραγµατικό µέρος τής f και συµβολίζεται µε Re f , και η v ονοµάζεται ϕανταστικό µέρος τής

f και συµβολίζεται µε Im f . Η f είναι συνεχής στο σηµείο x+ iy αν και µόνο αν οι Re f και Im f είναι συνεχείς

στο σηµείο (x, y). Μια συνάρτηση f : [a, b] → C λέγεται Riemann ολοκληρώσιµη αν οι Re f και Im f είναι

Riemann ολοκληρώσιµες. Στην περίπτωση αυτή ϑέτουµε

∫ b

a
f (t) dt =

∫ b

a
Re f (t) dt + i

∫ b

a
Im f (t) dt.

Εντελώς ανάλογα, η f : I → C, όπου I ⊂ R κάποιο διάστηµα, λέγεται διαφορίσιµη αν οι Re f και Im f είναι

διαφορίσιµες. Τότε ϑέτουµε

f ′(t) = (Re f )′(t) + i(Im f )′(t).

Ορισµός 1.1. Μια συνεχής απεικόνιση γ : [a, b] → C ονοµάζεται καµπύλη µε αρχή το σηµείο γ(a) και τέλος
το σηµείο γ(b). Αν γ(a) = γ(b), τότε η γ λέγεται κλειστή καµπύλη. Αν η γ είναι µια καµπύλη, τότε η εικόνα

γ([a, b]) ϑα συµβολίζεται µε γ∗. Αν γ∗ ⊂ U, τότε ϑα λέµε ότι η γ είναι µια καµπύλη στο U. Μια κατά τµήµατα

συνεχώς διαφορίσιµη καµπύλη ονοµάζεται µονοπάτι. Το µήκος ενός µονοπατιού γ : [a, b] → C ορίζεται να είναι

η ποσότητα
∫ b

a
|γ′(t)| dt.
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Το εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο

΄Εστω ∞ ένα αντικείµενο µε ∞ < C. Θέτουµε Ĉ = C ∪ {∞} και ορίζουµε την απεικόνιση

ρ̂ : Ĉ × Ĉ→ R+,
µε

ρ̂(z,w) =
|z − w|√

(1 + |z|2)(1 + |w|2)
, z,w ∈ C

ρ̂(z,∞) = ρ̂(∞, z) =
1√

1 + |z|2
, z ∈ C

ρ̂(∞,∞) = 0.

Αποδεικνύεται ότι για z,w ∈ Ĉ
ρ(z,w) = d((π1(z), π2(z), π3(z)), (π1(w), π2(w), π3(w))),

ρ̂(z,∞) = d((π1(z), π2(z), π3(z)), (0, 0, 1)),

όπου d είναι η συνηθισµένη Ευκλείδεια απόσταση στον R3 και για z = x + iy, π1(z), π2(z), π3(z) είναι οι συντε-

ταγµένες τής στερεογραφικής προβολής του σηµείου (x, y, 0) στην επιφάνεια τής σφαίρας µε κέντρο το σηµείο

(0, 0, 1
2 ) και ακτίνα 1

2 . Υπενθυµίζουµε ότι η στερεογραφική προβολή τού (x, y, 0) είναι η τοµή τής επιφάνειας τής

σφαίρας µε την ευθεία που συνδέει το (x, y, 0) µε τον «ϐόρειο πόλο» (0, 0, 1).

C
z

Στερεογραφική προβολή

Εύκολα µπορεί κανείς να δείξει ότι

π1(z) =
x

1 + |z|2
, π2(z) =

y
1 + |z|2

, π3(z) =
|z|2

1 + |z|2
.

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις αποδεικνύεται ότι

• Η ρ̂ ορίζει µια µετρική στο Ĉ. Ο χώρος (Ĉ, ρ̂) ονοµάζεται εκτεταµένο µιγαδικό επίπεδο ή σφαίρα

τού Riemann.

• Αν zn, z ∈ C τότε

zn
ρ
−→ z⇔ zn

ρ̂
−→ z.

• Αν zn ∈ C τότε

zn
ρ̂
−→ ∞ ⇔ |zn| → +∞.

• Ο (Ĉ, ρ̂) είναι συµπαγής µετρικός χώρος.

Παρατηρήστε ότι η ρ̂ και η ρ ορίζουν την ίδια τοπολογία στο C. Αν zn
ρ̂
−→ ∞, ϑα γράφουµε απλά zn → ∞.
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Συνεκτικότητα

Ορισµός 1.2. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) λέγεται συνεκτικός αν τα µοναδικά υποσύνολα τού X τα οποία είναι

ανοιχτά και κλειστά είναι το ∅ και το X. Αν A ⊂ X, τότε το A λέγεται συνεκτικό υποσύνολο τού X αν ο µετρικός

χώρος (A, ρ) είναι συνεκτικός.

Μια ισοδύναµη διατύπωση είναι η εξής. Ο X δεν είναι συνεκτικός αν υπάρχουν µη κενά, ανοιχτά και ξένα

A, B ⊂ X τέτοια ώστε X = A ∪ B. Παραδείγµατα µη συνεκτικών χώρων είναι το Z και το Q (ϑεωρούµενα σαν

υπόχωροι τού R µε τη συνηθισµένη µετρική).

Πρόταση 1.3. ΄Εστω (X, ρ), (Y, d) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής. Αν το A ⊂ X είναι συνεκτικό τότε το

f (A) είναι συνεκτικό.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το f (A) δεν είναι συνεκτικό. Τότε υπάρχουν U,V ⊂ Y ανοιχτά µε U ∩ f (A) , ∅, V ∩ f (A) , ∅
και U ∩ V ∩ f (A) = ∅ τέτοια ώστε

f (A) = ( f (A) ∩U) ∪ ( f (A) ∩ V).

Εποµένως

A = (A ∩ f −1(U)) ∪ (A ∩ f −1(V)),

όπου A ∩ f −1(U) και A ∩ f −1(V) µη κενά, ξένα και ανοιχτά στο A. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το A είναι

συνεκτικό. �

Πρόταση 1.4. ΄Ενα υποσύνολο A ⊂ R είναι συνεκτικό αν και µόνο αν είναι διάστηµα.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το αντίστροφο στην ειδική περίπτωση A = R. Η απόδειξη όταν το A είναι κάποιο

άλλο διάστηµα είναι ανάλογη. Προσπαθήστε να δείξετε το ευθύ σαν άσκηση. Ας υποθέσουµε ότι το R δεν είναι

συνεκτικό. Τότε υπάρχει G ⊂ R, G , R το οποίο είναι µη κενό, ανοιχτό και κλειστό. Εφόσον το G είναι ανοιχτό,

G =
⋃

n∈N In,

όπου τα In είναι µη κενά, ξένα ανά δυο ανοιχτά διαστήµατα. ΄Εστω I1 = (a1, b1). Τότε b1 ∈ RrG διότι τα In είναι

ξένα. Αλλά το R r G είναι επίσης ανοιχτό, άρα υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε (b1 − ε, b1 + ε) ⊂ R rG. Αυτό όµως

είναι άτοπο διότι I1 ∩ (b1 − ε, b1 + ε) , ∅. �

Πρόταση 1.5. ΄Ενα ανοιχτό υποσύνολο G ⊂ C είναι συνεκτικό αν και µόνο αν για κάθε z,w ∈ G υπάρχει µια

καµπύλη γ στο G η οποία συνδέει τα σηµεία z και w.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το G δεν είναι συνεκτικό. Τότε υπάρχουν µη κενά, ξένα και ανοιχτά U,V ⊂ C τέτοια ώστε

G = U ∪ V. Επιλέγουµε z ∈ U, w ∈ V. Από υπόθεση, υπάρχει µια καµπύλη γ∗ ⊂ G η οποία συνδέει τα z και w.

Εποµένως

γ∗ = (γ∗ ∩U) ∪ (γ∗ ∩ V),

όπου γ∗ ∩U, γ∗ ∩ V είναι µη κενά, ξένα, και ανοιχτά στο γ∗. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το γ∗ είναι συνεκτικό

σαν συνεχής εικόνα συνεκτικού συνόλου. Για το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι το G είναι συνεκτικό, επιλέγουµε

τυχόν z0 ∈ G, και ϑέτουµε

A = {z ∈ G : υπάρχει καµπύλη στο G η οποία συνδέει τα σηµεία z0 και z}.

Το A είναι προφανώς µη κενό. Θα δείξουµε ότι είναι ανοιχτό και κλειστό στο G, άρα G = A λόγω συνεκτικότητας.

΄Εστω z ∈ A. Εφόσον z ∈ G, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(z, ε) ⊂ G. Αφού z ∈ A, υπάρχει µια καµπύλη γ στο G
η οποία συνδέει τα z0 και z. Τώρα, για κάθε w ∈ D(z, ε), το σύνολο γ∗ ∪ [z,w], όπου [z,w] είναι το ευθύγραµµο

τµήµα που συνδέει τα σηµεία z και w, είναι η εικόνα µιας καµπύλης στο G που συνδέει τα z0 και w. Εποµένως

w ∈ A, άρα D(z, ε) ⊂ A. Συνεπώς το A είναι ανοιχτό. ΄Εστω τώρα z ∈ A ∩G. Εφόσον z ∈ G, υπάρχει ε > 0 τέτοιο

ώστε D(z, ε) ⊂ G. Αλλά z ∈ A σηµαίνει ότι υπάρχει w ∈ D(z, ε) ∩ A. Από υπόθεση, υπάρχει καµπύλη γ στο G η

οποία συνδέει τα z0 και w. Και έτσι το σύνολο γ∗ ∪ [w, z] είναι η εικόνα µιας καµπύλης στο G η οποία συνδέει

τα z0 και z. ΄Αρα z ∈ A, εποµένως το A είναι κλειστό. Το z0 είναι τυχόν και έτσι το συµπέρασµα έπεται. �
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Πρόταση 1.6. ΄Εστω X µετρικός χώρος, x0 ∈ X, και {Ai : i ∈ I} µια οικογένεια συνεκτικών υποσυνόλων τού X
τέτοια ώστε x0 ∈ Ai για κάθε i ∈ I. Τότε η ένωση

A =
⋃

i∈I
Ai

είναι συνεκτικό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω G ένα µη κενό υποσύνολο τού A το οποίο είναι ανοιχτό και κλειστό στο A. Τότε το G ∩ Ai είναι

ανοιχτό και κλειστό στο Ai για κάθε i ∈ I. Εποµένως, είτε G ∩ Ai = ∅ είτε G ∩ Ai = Ai. Εφόσον τώρα G , ∅,
υπάρχει i0 ∈ I τέτοιο ώστε G ∩ Ai0 , ∅. ΄Αρα G ∩ Ai0 = Ai0 . Ιδιαίτερα, x0 ∈ G και έτσι x0 ∈ G ∩ Ai για κάθε i ∈ I.
Συνεπώς G ∩ Ai = Ai για κάθε i, άρα G = A. �

Ορισµός 1.7. ΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου X λέγεται συνεκτική συνιστώσα τού X αν είναι ένα

µεγιστικό συνεκτικό υποσύνολο τού X. ∆ηλαδή το A είναι συνεκτικό και κανένα συνεκτικό υποσύνολο τού X δεν

περιέχει γνήσια το A.

Πρόταση 1.8. ΄Εστω X µετρικός χώρος. Τότε

(1) Κάθε x0 ∈ X περιέχεται σε µια συνεκτική συνιστώσα τού X.

(2) ∆ιακεριµένες συνεκτικές συνιστώσες τού X είναι ανά δυο ξένες.

Απόδειξη.

(1) Θέτουµε

A = {A ⊂ X : x0 ∈ A, A συνεκτικό}.
Η οικογένεια A είναι µη κενή, διότι {x0} ∈ A. Επίσης, από την προηγούµενη πρόταση, το σύνολο

C =
⋃

A∈A
A

είναι συνεκτικό. Από τον ορισµό του, το C είναι µεγιστικό, άρα είναι µια συνεκτική συνιστώσα τού X.

(2) Αν C1, C2 ήταν δυο διακεκριµένες συνεκτικές συνιστώσες µε C1 ∩ C2 , ∅, τότε, από την προηγούµενη

πρόταση, το σύνολο C1 ∪ C2 ϑα ήταν συνεκτικό και ϑα περιείχε γνήσια τα C1 και C2, άτοπο.

�

Πρόταση 1.9. ΄Εστω G ⊂ C ανοιχτό. Τότε οι συνεκτικές συνιστώσες τού G είναι ανοιχτά σύνολα και αριθµήσιµες

το πλήθος.

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊂ G µια συνεκτική συνιστώσα τού G και z ∈ A. Αφού το G είναι ανοιχτό, υπάρχει ε > 0 τέτοιο

ώστε D(z, ε) ⊂ G. Αλλά το σύνολο D(z, ε) ∪ A είναι συνεκτικό. Εποµένως, από τη µεγιστικότητα του A, πρέπει

να έχουµε D(z, ε) ∪ A = A, άρα D(z, ε) ⊂ A, συνεπώς το A είναι ανοιχτό. Το ότι οι συνεκτικές συνιστώσες τού

G είναι αριθµήσιµες το πλήθος έπεται από το ότι σ’ ένα διαχωρίσιµο µετρικό χώρο, κάθε οικογένεια µη κενών,

ξένων ανά δυο ανοιχτών συνόλων είναι αριθµήσιµη. �
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2

Στοιχειώδης Θεωρία

Στο κεφάλαιο αυτό ορίζουµε τις αναλυτικές συναρτήσεις, το ολοκλήρωµα µιας µιγαδικής συνάρτησης πάνω

σ’ ένα µονοπάτι, και αναπτύσσουµε τα εργαλεία που χρειάζονται για την απόδειξη µιας στοιχειώδους έκδοσης

τού ϑεωρήµατος τού Cauchy. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τις ϐασικές ιδιότητες των δυναµοσειρών και την

σχέση τους µε τις αναλυτικές συναρτήσεις.

Αναλυτικές συναρτήσεις

Τα ϐασικά αντικείµενα που ϑα µελετήσουµε στη µιγαδική ανάλυση είναι οι αναλυτικές συναρτήσεις.

Ορισµός 2.1. ΄Εστω U ένα ανοιχτό υποσύνολο τούC. Μια συνάρτηση f : U → C λέγεται αναλυτική ή ολόµορφη
στο U αν για κάθε z ∈ U το όριο

lim
h→0

f (z + h) − f (z)
h

υπάρχει. Η τιµή του συµβολίζεται µε f ′(z) και ονοµάζεται παράγωγος τής f στο z. Η έκφραση «η f είναι αναλυτική

στο σηµείο z0» σηµαίνει ότι υπάρχει ένα ανοιχτό σύνολο U τέτοιο ώστε z0 ∈ U και η f είναι αναλυτική στο U.

Γενικότερα, αν S είναι ένα υποσύνολο τού C, τότε λέµε ότι η f είναι αναλυτική στο S αν υπάρχει ένα ανοιχτό

U ⊂ C τέτοιο ώστε S ⊂ U και η f είναι αναλυτική στο U.

Σκεφτείτε τις οµοιότητες και τις διαφορές ανάµεσα στις παραπάνω έννοιες και στην οικεία από την Πραγµα-

τική Ανάλυση έννοια τής διαφορισιµότητας. Η απόδειξη των ακόλουθων αποτελεσµάτων είναι εντελώς ανάλογη

µε την απόδειξη των αντίστοιχων αποτελεσµάτων από τον Απειροστικό Λογισµό.

Θεώρηµα 2.2. ΄Εστω S ⊂ C.

(1) Αν η f : S → C είναι αναλυτική, τότε η f είναι συνεχής.

(2) Αν οι f , g : S → C είναι αναλυτικές, τότε οι f + g, f g είναι αναλυτικές και ( f + g)′ = f ′ + g′,
( f g)′ = f ′g + f g′.

(3) Αν η f : S → C είναι αναλυτική και δεν µηδενίζεται σε κάποια περιοχή τού S , τότε η 1/ f είναι αναλυτική

και (1/ f )′ = − f ′/ f 2.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε µόνο το (1) για να ϕανεί η απόλυτη αναλογία µε τον Απειροστικό Λογισµό. ΄Εστω z0

στην περιοχή τού S στην οποία η f είναι αναλυτική. Τότε

lim
z→z0

( f (z) − f (z0)) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

· lim
z→z0

(z − z0) = f ′(z0) · 0 = 0.

�

Θεώρηµα 2.3 (Ο Κανόνας τής Αλυσίδας). ΄Εστω U,V ⊂ C ανοιχτά και f : U → C, g : V → C αναλυτικές.

Υποθέτουµε ότι f (U) ⊂ V. Τότε η g ◦ f είναι αναλυτική στο U και (g ◦ f )′(z) = f ′(z)g′( f (z)) για όλα τα z ∈ U.

Παρατήρηση. Αν το U ⊂ C είναι ανοιχτό, η f : U → C αναλυτική, το I ⊂ R είναι κάποιο διάστηµα, και η

γ : I → U παραγωγίσιµη, τότε η f ◦ γ είναι παραγωγίσιµη και ( f ◦ γ)′(t) = γ′(t) f ′(γ(t)) για όλα τα t ∈ I.

Θεώρηµα 2.4 (Το Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης). ΄Εστω U,V ⊂ C ανοιχτά, f : U → C συνεχής, και

g : V → C αναλυτική τέτοια ώστε η g′ δεν µηδενίζεται πουθενά. Υποθέτουµε ότι f (U) ⊂ V και ότι g( f (z)) = z για

όλα τα z ∈ U. Τότε η f είναι αναλυτική στο U και

f ′(z) =
1

g′( f (z))
, z ∈ U.
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Σ’ αυτό το σηµείο, τα µοναδικά παραδείγµατα αναλυτικών συναρτήσεων που µπορούµε να σκεφτούµε είναι

οι ϱητές συναρτήσεις, δηλαδή πηλίκα µιγαδικών πολυωνύµων. Για να ορίσουµε περισσότερες, ϑα χρειαστούµε

το ακόλουθο αποτέλεσµα, το οποίο χαρακτηρίζει τις αναλυτικές συναρτήσεις µέσω τού πραγµατικού και τού

ϕανταστικού τους µέρους.

Θεώρηµα 2.5 (Οι συνθήκες CauchyRiemann). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C. Θέτουµε u = Re f και

v = Im f . Αν η f είναι αναλυτική, τότε οι µερικές παράγωγοι ux, uy, vx, vy υπάρχουν και ισχύει

f ′(x0 + iy0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) = vy(x0, y0) − iuy(x0, y0),

για κάθε x0 + iy0 ∈ U. Κατά συνέπεια
{

ux = vy

uy = −vx

}
(συνθήκες CauchyRiemann).

Αντίστροφα, αν οι µερικές παράγωγοι ux, uy, vx, vy υπάρχουν, είναι συνεχείς και ικανοποιούν τις συνθήκες Cauchy

Riemann, τότε η f είναι αναλυτική.

Απόδειξη. ΄Εστω z0 = x0 + iy0 ∈ U. Τότε

f ′(z0) = lim
h→0

f (z0 + h) − f (z0)
h

= lim
h∈R
h→0

f (z0 + h) − f (z0)
h

= lim
h→0

u(x0 + h, y0) + iv(x0 + h, y0) − u(x0, y0) − iv(x0, y0)
h

= lim
h→0

u(x0 + h, y0) − u(x0, y0)
h

+ i lim
h→0

v(x0 + h, y0) − v(x0, y0)
h

= ux(x0, y0) + ivx(x0, y0).

Ανάλογα,

f ′(z0) = lim
h→0

f (z0 + h) − f (z0)
h

= lim
h∈R
h→0

f (z0 + ih) − f (z0)
ih

= lim
h→0

u(x0, y0 + h) + iv(x0, y0 + h) − u(x0, y0) − iv(x0, y0)
ih

= lim
h→0

v(x0, y0 + h) − v(x0, y0)
h

− i lim
h→0

u(x0, y0 + h) − u(x0, y0)
h

= vy(x0, y0) − iuy(x0, y0).

Για το αντίστροφο, έστω z0 = x0 + iy0 ∈ U. Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(z0, ε) ⊂ U. Για κάθε h = s + it στο

D(0, ε), ϑεωρούµε την ποσότητα

f (z0 + h) − f (z0)
h

=
(u(x0 + s, y0 + t) − u(x0, y0)) + i(v(x0 + s, y0 + t) − v(x0, y0))

s + it
.

Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής έχουµε ότι υπάρχουν s1, t1 µε |s1| < |s| και |t1| < |t| τέτοια ώστε

u(x0 + s, y0 + t) − u(x0, y0)

= [ux(x0 + s1, y0 + t) − ux(x0, y0)]s + [uy(x0, y0 + t1) − uy(x0, y0)]t + ux(x0, y0)s + uy(x0, y0)t

= φ(s, t) + ux(x0, y0)s + uy(x0, y0)t,

όπου

lim
s+it→0

φ(s, t)
s + it

= 0,

διότι ux, uy συνεχείς. Οµοίως

v(x0 + s, y0 + t) − v(x0, y0) = ψ(s, t) + vx(x0, y0)s + vy(x0, y0)t,

όπου

lim
s+it→0

ψ(s, t)
s + it

= 0.
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Εποµένως, χρησιµοποιώντας τις συνθήκες CauchyRiemann, έχουµε

f (z0 + h) − f (z0)
h

= ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) +
φ(s, t) + iψ(s, t)

s + it
.

Παίρνοντας το όριο καθώς s + it → 0, ϐλέπουµε ότι η f είναι αναλυτική. �

Πρόταση 2.6. ΄Εστω G ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό, και έστω f : G → C αναλυτική, τέτοια ώστε f ′(z) = 0 για

κάθε z ∈ G. Τότε η f είναι σταθερή.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε z0 ∈ G και ϑέτουµε

A = {z ∈ G : f (z) = f (z0)}.

Το A είναι προφανώς µη κενό. Θα δείξουµε ότι είναι ανοιχτό και κλειστό στο G, εποµένως A = G. ΄Εστω

z = x + iy ∈ A. Αφού z ∈ G, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε D(z,ε) ⊂ G. Επιλέγουµε τυχόν w ∈ D(z, ε). Τότε

w = z + h για κάποιο h = s + it ∈ D(0, ε). Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής, υπάρχουν s1, s2, t1, t2 µε |s1|, |s2| < |s|
και |t1|, |t2| < |t| τέτοια ώστε

f (w) − f (z) = ux(x + s1, y + t)s + uy(x, y + t1)t + i[vx(x + s2, y + t)s + vy(x, y + t2)t] = 0,

διότι υποθέσαµε ότι f ′(z) = 0 για κάθε z ∈ G. Εποµένως f (w) = f (z) = f (z0). ΄Αρα w ∈ A και, αφού το w ήταν

τυχόν, D(z, ε) ⊂ A. Συνεπώς το A είναι ανοιχτό. Τέλος, το A είναι κλειστό στο G διότι η f είναι συνεχής. �

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.5, µπορούµε να κατασκευάσουµε µη τετριµµένες αναλυτικές συναρτήσεις.

• (Η µιγαδική εκθετική συνάρτηση.) Για κάθε z = x + iy ∈ C ϑέτουµε

exp(z) = ez
= ex(cos y + i sin y).

Η exp είναι αναλυτική (από το Θεώρηµα 2.5), exp(C) = C r {0}, είναι περιοδική µε περίοδο 2πi και

ικανοποιεί τις σχέσεις exp(z + w) = exp(z) exp(w) για κάθε z,w ∈ C, και (exp)′ = exp.

• (Οι µιγαδικές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.) Ορίζουµε τις συναρτήσεις sin, cos : C→ C µε

sin z =
1
2i

(eiz − e−iz), cos z =
1
2

(eiz
+ e−iz).

Οι συναρτήσεις αυτές είναι αναλυτικές διότι η exp είναι αναλυτική, και ικανοποιούν τις σχέσεις

sin′ z = cos z, cos′ z = − sin z, sin2 z + cos2 z = 1.

• (Ο κύριος κλάδος τού µιγαδικού λογαρίθµου.) Θέτουµε A = C r {x ∈ R : x ≤ 0} και ορίζουµε τη

συνάρτηση log : A→ C µε

log z = log |z| + i arg z.

Η log είναι συνεχής και exp(log z) = z. Εφόσον η exp είναι αναλυτική, από το Θεώρηµα Αντίστροφης

Απεικόνισης έχουµε ότι και η log είναι αναλυτική. Από το ίδιο ϑεώρηµα παίρνουµε ότι

log′ z =
1
z
, z ∈ A.

• (Η µιγαδική δύναµη.) Αν A είναι όπως παραπάνω, τότε για a ∈ C, z ∈ A, ϑέτουµε za
= exp(a log z). Η

za είναι αναλυτική στο A σαν σύνθεση αναλυτικών συναρτήσεων. Εύκολα ϐλέπουµε ότι

(za)′ = aza−1, z ∈ A.

Ολοκλήρωση σε µονοπάτια

Ορισµός 2.7. ΄Εστω γ : [a, b] → C ένα µονοπάτι και f : γ∗ → C µια συνεχής συνάρτηση. Τότε ορίζουµε το

ολοκλήρωµα τής f πάνω στο γ ως εξής.
∫

γ

f (z) dz =
∫ b

a
f (γ(t))γ′(t) dt.

Απο τώρα και στο εξής, όταν γράφουµε
∫
γ

f (z) dz, ϑα υποθέτουµε ότι το γ είναι ένα µονοπάτι και ότι η f
είναι συνεχής στο γ∗. Η ακόλουθη ανισότητα ϑα χρησιµοποιείται συχνά.
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Πρόταση 2.8. ΄Εστω f και γ όπως στον ορισµό. Τότε∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ M f (γ)ℓ(γ),

όπου

M f (γ) = max{| f (z)| : z ∈ γ∗}, ℓ(γ) =
∫ b

a
|γ′(t)| dt (το µήκος του γ).

Απόδειξη. ΄Ασκηση. �

Στην απόδειξη τού ϑεωρήµατος τού Cauchy για ένα τρίγωνο, ϑα χρειαστεί να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα∫
γ

zn dz, όπου το γ παριστάνει το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει δυο σηµεία z1 και z2. Η απάντηση είναι η

αναµενόµενη.

Ορισµός 2.9. ΄Εστω z1, z2 ∈ C και έστω ότι ∫

[z1,z2]
f (z) dz

συµβολίζει το ολοκλήρωµα της f πάνω στο µονοπάτι

γ : [0, 1]→ C, γ(t) = (1 − t)z1 + tz2.

Αν Γ είναι ένα πολύγωνο µε διαδοχικές κορυφές z1, z2, . . . , zn, τότε ϑέτουµε

∫

Γ

f (z) dz =
n−1∑

k=1

∫

[zk ,zk+1]
f (z) dz

Πρόταση 2.10. Για κάθε n = 0, 1, 2, . . . έχουµε
∫

[z1,z2]
zn dz =

1
n + 1

(zn+1
2 − zn+1

1 ).

Απόδειξη. ΄Ασκηση. �

Θεώρηµα 2.11 (Το Θεώρηµα τού Cauchy για τρίγωνα). ΄Εστω Γ ένα τρίγωνο τέτοιο ώστε το Γ και το εσωτερικό

του περιέχονται σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U ⊂ C. Αν η f είναι αναλυτική στο U, τότε
∫

Γ

f (z) dz = 0.

Απόδειξη. Χωρίζουµε το εσωτερικό τού Γ όπως ϕαίνεται στο σχήµα (τα a, b και c είναι τα µέσα των πλευρών τού

τριγώνου).

a b

c

V01

V

V

V02

03

04C
΄Εστω Γ0 j το σύνορο του V0 j, j = 1, 2, 3, 4. Τότε, υποθέτοντας ότι έχουµε διατάξει τις κορυφές όλων των τριγώνων

µε ϕορά αντίθετη από τη ϕορά των δεικτών τού ϱολογιού, παίρνουµε

∫

Γ

f (z) dz =
4∑

j=1

∫

Γ0 j

f (z) dz.

΄Εστω τώρα k τέτοιο ώστε ∣∣∣∣∣∣

∫

Γ0k

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ = max



∣∣∣∣∣∣

∫

Γ0 j

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ : j = 1, 2, 3, 4

 .
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Θέτουµε Γ1 = Γ0k και V1 = V0k. Τότε ∣∣∣∣∣
∫

Γ

f (z) dz
∣∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∣∣

∫

Γ1

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ .

Οµοίως, χωρίζουµε το εσωτερικό τού Γ1 στα σύνολα V11,V12,V13,V14 και παίρνουµε∣∣∣∣∣∣

∫

Γ1

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∣∣

∫

Γ2

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ ,

όπου Γ2 είναι κάποιο από τα «υποτρίγωνα» τού Γ1. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε µια ϕθίνουσα

ακολουθία συνόλων V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ · · · (Vn είναι το εσωτερικό τού τριγώνου Γn), τέτοια ώστε

(1)

∣∣∣∣∣
∫

Γ

f (z) dz
∣∣∣∣∣ ≤ 4n

∣∣∣∣∣∣

∫

Γn

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ .

΄Εστω Vn το κλειστό τριγωνικό σύνολο Vn ∪ Γn. Τότε η {Vn} είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών συνόλων.

Επιπλέον, αφού το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα µέσα δυο πλευρών ενός τριγώνου έχει το µισό µήκος

από το µήκος τής απέναντι πλευράς, έχουµε

µήκος(Γn) =
1
2
· µήκος(Γn−1).

Εποµένως

diam(Vn) ≤ µήκος(Γn) =
1
2n
· µήκος(Γ)→ 0.

Από το Θεώρηµα Cantor, η τοµή
⋂∞

n=1 Vn περιέχει ακριβώς ένα σηµείο, έστω z0. Αφού η f είναι αναλυτική στο

z0, για δοσµένο ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε
∣∣∣∣∣

f (z) − f (z0)
z − z0

− f ′(z0)
∣∣∣∣∣ < ε για 0 < |z − z0| < δ.

Συνεπώς, αν ορίσουµε

g(z) = f (z) − f (z0) − (z − z0) f ′(z0),

έχουµε

|g(z)| ≤ ε|z − z0| για 0 ≤ |z − z0| < δ.
Τώρα, για n αρκετά µεγάλο, έχουµε

Vn ⊂ {z : |z − z0| < δ},
και έτσι

(2)

∫

Γn

f (z) dz =
∫

Γn

[ f (z0) + (z − z0) f ′(z0)] dz +
∫

Γn

g(z) dz,

όπου |g(z)| ≤ ε|z − z0| για z ∈ Γn. Το πρώτο ολοκλήρωµα στο δεξιά µέλος τής (2) είναι ίσο µε µηδέν από την

Πρόταση 2.10. Από την Πρόταση 2.8, το δεύτερο ολοκλήρωµα είναι, σε απόλυτη τιµή, µικρότερο από ή ίσο µε

ε ·max{|z − z0| : z ∈ Γn} · µήκος(Γn) ≤ ε · [µήκος(Γn)]2
=

ε

4n
· [µήκος(Γ)]2.

Η (1) και (2) µάς δίνουν ∣∣∣∣∣
∫

Γ

f (z) dz
∣∣∣∣∣ ≤ ε · [µήκος(Γ)]2.

Αφού το ε είναι αυθαίρετο, έχουµε το Ϲητούµενο. �

Χωρίς πολλή επιλέον προσπάθεια, µπορούµε να δείξουµε ότι αν U είναι ένα ανοιχτό και κυρτό υποσύνολο

τού C και η f είναι αναλυτική στο U, τότε το ολοκλήρωµα τής f πάνω σε οποιοδήποτε κλειστό µονοπάτι στο

U είναι µηδέν. Πρώτα δείχνουµε ότι για κάθε ανοιχτό σύνολο U η πρόταση «
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό

µονοπάτι γ στο U» είναι ισοδύναµη µε την πρόταση «η f έχει παράγουσα στο U».

Ορισµός 2.12. ΄Εστω U ένα ανοιχτό υποσύνολο τού C και f : U → C. Μια (αναλυτική) συνάρτηση F : U → C
λέγεται παράγουσα τής f αν F′ = f στο U.

Πρόταση 2.13. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C συνεχής. Τότε η f έχει παράγουσα στο U αν και µόνο αν∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο U.
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Απόδειξη. Αν F′ = f στο U, τότε για οποιοδήποτε κλειστό µονοπάτι γ : [a, b]→ U, το Θεµελιώδες Θεώρηµα τού

Απειροστικού Λογισµού µάς δίνει

∫

γ

f (z) dz =
∫ b

a
f (γ(t))γ′(t) dt = [F(γ(t))]b

a = 0.

Αντίστροφα, έστω ότι
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο U. Αρχικά υποθέτουµε ότι το U είναι

συνεκτικό. Σταθεροποιούµε ένα σηµείο z0 ∈ U και ορίζουµε

F(z) =
∫

γz

f (w) dw, z ∈ U,

όπου γz οποιοδήποτε µονοπάτι συνδέει το z0 µε το z. Η συνεκτικότητα τού U και η υπόθεση µάς εξασφαλίζουν

ότι η F είναι καλά ορισµένη (το ολοκλήρωµα εξαρτάται µόνο από τα σηµεία z0, z και όχι από το µονοπάτι που

τα συνδέει). Τώρα για h αρκετά κοντά στο 0 έχουµε
∣∣∣∣∣
F(z + h) − F(z)

h
− f (z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1
h

∫

[z,z+h]
[ f (w) − f (z)] dw

∣∣∣∣∣∣ ≤
1
|h| max{| f (w) − f (z)| : w ∈ [z, z + h]}|h| → 0,

καθώς h → 0, διότι η f είναι συνεχής. Αν τώρα το U δεν είναι συνεκτικό, εφαρµόζουµε αυτό που αποδείξαµε

σε κάθε συνεκτική συνιστώσα τού U. �

Αν το U είναι κυρτό, τότε αρκεί να πάρουµε τρίγωνα στην υπόθεση για το αντίστροφο τής προηγούµενης

πρότασης.

Πρόταση 2.14. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και κυρτό, και f : U → C συνεχής. Αν
∫
Γ

f (z) dz = 0 για κάθε τρίγωνο Γ

στο U, τότε η f έχει παράγουσα στο U, και άρα
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο U.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε z0 ∈ U και ορίζουµε

F(z) =
∫

[z0,z]
f (w) dw, z ∈ U.

Η παραπάνω έκφραση έχει νόηµα διότι [z0, z] ⊂ U λόγω κυρτότητας. Υποθέτοντας ότι
∫
Γ

f (z) dz = 0 για κάθε

τρίγωνο Γ στο U, έχουµε

F(z + h) − F(z)
h

=
1
h

∫

[z,z+h]
f (w) dw,

και το επιχείρηµα τής προηγούµενης πρότασης µάς δίνει F′ = f στο U. �

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής τής ενότητας.

Θεώρηµα 2.15. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C συνεχής στο U και αναλυτική στο U r {z0}, όπου z0 κάποιο

σταθεροποιηµένο σηµείο τού U. Αν Γ είναι ένα τρίγωνο τέτοιο ώστε το Γ και το εσωτερικό του περιέχονται στο U,

τότε ∫

Γ

f (z) dz = 0.

΄Ετσι, αν το U είναι κυρτό, έπεται από την Πρόταση 2.14 ότι
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο U.

Αυτό είναι το Θεώρηµα τού Cauchy για κυρτά σύνολα.

Απόδειξη. ΄Εστω V το εσωτερικό τού Γ. Αν z0 < V ∪ Γ, τότε
∫
Γ

f (z) dz = 0 από το Θεώρηµα 2.11. Αν z0 είναι µια

κορυφή τού Γ, τότε αντικαθιστούµε το z0 µε ένα «γειτονικό» σηµείο z′0 ∈ V όπως στο σχήµα. ΄Ετσι
∫
Γ′

f (z) dz = 0
πάλι από το Θεώρηµα 2.11. Αλλά ∫

Γ′
f (z) dz→

∫

Γ

f (z) dz

καθώς z′0 → z0, διότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο V ∪ Γ. Τέλος, αν z0 ∈ V ή z0 ∈ Γ αλλά το z0 δεν

είναι κορυφή τού Γ, τότε χωρίζουµε το Γ σε τρία «υποτρίγωνα» έτσι ώστε το καθένα να έχει το z0 κορυφή, και το

συµπέρασµα έπεται από την προηγούµενη περίπτωση. �
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Θα δείξουµε αργότερα ότι αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο U και αναλυτική στο U r {z0}, τότε είναι κατ’

ανάγκη αναλυτική στο U.

∆υναµοσειρές

Το ϐασικό αποτέλεσµα που ϑα δείξουµε στην ενότητα αυτήν είναι ότι µια συνάρτηση είναι αναλυτική σ’ ένα

σηµείο z0 αν και µόνο αν µπορεί να αναπαρασταθεί σαν συγκλίνουσα δυναµοσειρά σε µια περιοχή τού z0.

Ορισµός 2.16. Μια δυναµοσειρά είναι ένα (τυπικό) άθροισµα τής µορφής

∞∑

n=0

an(z − z0)n,

όπου an µια ακολουθία µιγαδικών αριθµών και z0 κάποιο σταθεροποιηµένο σηµείο. Το z το ϑεωρούµε µεταβλητή.

• Η δυναµοσειρά λέγεται συγκλίνουσα στο σηµείο z, αν και µόνο αν η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων

S n(z) =
∑n

k=0 ak(z − z0)k συγκλίνει σε κάποιον µιγαδικό αριθµό καθώς n→ +∞.

• Η δυναµοσειρά λέγεται απολύτως συγκλίνουσα στο z, αν και µόνο αν

∞∑

n=0

|an(z − z0)n| < +∞.

• Η δυναµοσειρά λέγεται οµοιόµορφα συγκλίνουσα σ’ ένα σύνολο A, αν και µόνο αν υπάρχει µια συνάρ-

τηση f : A→ C τέτοια ώστε S n → f οµοιόµορφα στο A.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα µάς λέει ότι το σύνολο των σηµείων στα οποία µια δυναµοσειρά συγκλίνει είναι

ένας δίσκος µαζί, ενδεχοµένως, µε ένα κοµµάτι τού συνόρου του.

Πρόταση 2.17. ΄Εστω z0 ∈ C. Υποθέτουµε ότι η δυναµοσειρά
∑∞

n=0 an(z − z0)n συγκλίνει για κάποιο z , z0.

Θέτουµε r = |z − z0|. Τότε η σειρά συγκλίνει απόλυτα στον ανοιχτό δίσκο D(z0, r), και οµοιόµορφα σε κάθε

συµπαγές υποσύνολο τού D(z0, r).

Απόδειξη. Εφόσον η σειρά συγκλίνει, έχουµε ότι |an(z − z0)n| ≤ M για κάποιο M > 0. Αν w ∈ D(z0, r), τότε

∞∑

n=0

|an(w − z0)n| =
∞∑

n=0

|an(z − z0)n|
∣∣∣∣∣
w − z0

z − z0

∣∣∣∣∣
n

≤ M
∞∑

n=0

(
|w − z0|

r

)n

< +∞,

διότι |w − z0| < r. ΄Εστω τώρα K ⊂ D(z0, r) συµπαγές. Τότε υπάρχει r1, µε 0 < r1 < r, τέτοιο ώστε K ⊂ D(z0, r1).
Εποµένως, για κάθε w ∈ K έχουµε

|an(w − z0)n| = |an(z − z0)n|
∣∣∣∣∣
w − z0

z − z0

∣∣∣∣∣
n

≤ M
( r1

r

)n
.

Αφού
∑∞

n=0(r1/r)n < +∞, το συµπέρασµα έπεται από το κριτήριο τού Weierstrass. �

Θα συσχετίσουµε τώρα τη σύγκλιση µιας δυναµοσειράς µε τη συµπεριφορά των συντελεστών της.

Πρόταση 2.18. ΄Εστω
∑∞

n=0 an(z − z0)n µια δυναµοσειρά. Θέτουµε

r = (lim sup |an|1/n)−1.

Ο αριθµός αυτός ονοµάζεται ακτίνα σύγκλισης τής σειράς (κάνουµε τις συνηθισµένες συµβάσεις 1/0 = ∞ και

1/ +∞ = 0). Αν 0 < r < +∞, τότε η σειρά συγκλίνει απόλυτα στον ανοιχτό δίσκο D(z0, r) και οµοιόµορφα στα
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συµπαγή υποσύνολα τού D(z0, r). Η σειρά αποκλίνει για |z − z0| > r. Αν r = 0, τότε η σειρά συγκλίνει µόνο για

z = z0. Αν r = +∞, τότε η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα σε όλα τα συµπαγή υποσύνολα τού C.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε µόνο την περίπτωση 0 < r < +∞. Αν |z − z0| < r, τότε

lim sup |an(z − z0)n|1/n = |z − z0|
r

< 1.

Από το κριτήριο ϱίζας, η σειρά συγκλίνει απόλυτα στον D(z0, r). Η οµοιόµορφη σύγκλιση στα συµπαγή υποσύ-

νολα τού D(z0, r) έπεται από την Πρόταση 2.17. Αν τώρα η σειρά συνέκλινε σε κάποιο σηµείο z µε |z − z0| > r,
τότε ϑα είχαµε, από την Πρόταση 2.17, ότι ϑα συνέκλινε απόλυτα σε όλα τα σηµεία z′ µε r < |z′ − z0| < |z − z0|.
Αλλά

lim sup |an(z′ − z0)n|1/n = |z
′ − z0|

r
> 1,

το οποίο είναι άτοπο από το κριτήριο ϱίζας. �

Για να µπορέσουµε να συσχετίσουµε αναλυτικές συναρτήσεις και δυναµοσειρές, πρέπει να δείξουµε ένα

πολύ σηµαντικό ενδιάµεσο αποτέλεσµα. Αν η f είναι αναλυτική σ’ έναν κλειστό δίσκο, τότε η τιµή τής f σε

οποιοδήποτε εσωτερικό σηµείο τού δίσκου καθορίζεται πλήρως από τις τιµές τής f πάνω στο σύνορο τού δίσκου.

Επιπλέον, ϑα δώσουµε έναν τύπο ο οποίος περιγράφει ακριβώς αυτήν την εξάρτηση. Παρατηρήστε πάλι τη

διαφορά µε την κατάσταση που ξέρετε στην Πραγµατική Ανάλυση. Μια διαφορίσιµη πραγµατική συνάρτηση

δεν έχει κατ’ ανάγκη αυτήν την ιδιότητα.

Ορισµός 2.19. Αν Γ είναι ο κύκλος {z : |z − z0| = r} τότε ϑέτουµε
∫

Γ

f (z) dz =
∫ 2π

0
f (z0 + reit)ireit dt.

∆ηλαδή ∫

Γ

f (z) dz =
∫

γ

f (z) dz, όπου γ(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π].

Θεώρηµα 2.20 (Ο Ολοκληρωτικός Τύπος τού Cauchy για κύκλους). ΄Εστω V ένα ανοιχτό υποσύνολο τούC το οποίο περιέχει τον κύκλο Γ = {z : |z− z0| = r} και το εσωτερικό τού Γ, δηλαδή τον ανοιχτό δίσκο U = D(z0, r).
΄Εστω f : V → C µια αναλυτική συνάρτηση. Τότε για κάθε z ∈ U

f (z) =
1

2πi

∫

Γ

f (w)
w − z

dw.

Απόδειξη. Θέτουµε

g(w) =



f (w) − f (z)
w − z

, αν w ∈ U, w , z

f ′(z), αν w = z
.

Τότε η g είναι συνεχής στο U και αναλυτική στο Ur{z}, εποµένως, από το Θεώρηµα 2.15, έχουµε ότι
∫
Γ

g(w) dw =
0 (παρατηρήστε ότι υπάρχει έναν ανοιχτός δίσκος D τέτοιος ώστε Γ ∪ U ⊂ D ⊂ V. •Ετσι, αφού ο D είναι κυρτό

σύνολο, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 2.15). ΄Αρα

1
2πi

∫

Γ

f (w)
w − z

dw =
f (z)
2πi

∫

Γ

dw
w − z

.

Τώρα ∫

Γ

dw
w − z

=

∫

Γ

dw
(w − z0) − (z − z0)

=

∫

Γ

∞∑

n=0

(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw.

Εφόσον ∣∣∣∣∣
(z − z0)n

(w − z0)n+1

∣∣∣∣∣ =
|z − z0|n

rn+1
και |z − z0| < r,

έχουµε ότι η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα (κριτήριο Weierstrass), άρα µπορούµε να εναλλάξουµε το ολοκλή-

ϱωµα µε το άπειρο άθροισµα. Αλλά
∫

Γ

1
(w − z0)n+1

dw =
∫ 2π

0
r−(n+1)e−i(n+1)tireit dt =


0 αν n = 1, 2, . . .

2πi αν n = 0.
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Συνεπώς ∫

Γ

dw
w − z

= 2πi.

�

Στην παραπάνω απόδειξη υπολογίσαµε ένα χρήσιµο ολοκλήρωµα. Αποµονώνουµε αυτόν τον υπολογισµό.

Λήµµα 2.21. Αν Γ είναι ένας κύκλος, τότε

∫

Γ

dw
w − z

=


2πi αν το z είναι στο εσωτερικό τού Γ

0 αν το z είναι στο εξωτερικό τού Γ.

Απόδειξη. Αν το z είναι µέσα στον κύκλο, τότε χρησιµοποιούµε το επιχείρηµα τής προηγούµενης απόδειξης.

Αν το z ϐρίσκεται έξω από τον κύκλο, τότε η συνάρτηση f (w) = (w − z)−1 είναι αναλυτική σ’ έναν ανοιχτό δίσκο

ο οποίος περιέχει τον Γ αλλά όχι το z. Το συµπέρασµα τώρα έπεται από το Θεώρηµα 2.15. �

Μια άλλη ιδιότητα των µιγαδικών συναρτήσεων η οποία δεν έχει κάποιο ανάλογο στην Πραγµατική Ανάλυση

είναι ότι αν η f είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U, τότε η f είναι απείρως παραγωγίσιµη, και µάλιστα η

n-τάξης παράγωγός της µπορεί να ϐρεθεί αν παραγωγίσουµε n ϕορές τον Ολοκληρωτικό Τύπο τού Cauchy.

Θεώρηµα 2.22 (Ο Ολοκληρωτικός Τύπος τού Cauchy για παραγώγους). ΄Εστω V ⊂ C ανοιχτό και f : V →C αναλυτική. Τότε η f έχει παραγώγους όλων των τάξεων στο V. Ειδικότερα, για κάθε z ∈ V, αν U είναι ένας

ανοιχτός δίσκος µε περιφέρεια Γ τέτοιος ώστε z ∈ U και U ∪ Γ ⊂ V, τότε

f (n)(z) =
n!
2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z)n+1

dw.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο n. Κατ’ αρχάς αποδεικνύουµε τον τύπο για n = 1. Από το

Θεώρηµα 2.20, έχουµε για h αρκετά κοντά στο 0

f (z + h) − f (z)
h

− 1
2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z)2

dw =
1

2πih

∫

Γ

[
f (w)

w − z − h
− f (w)

w − z
− h f (w)

(w − z)2

]
dw

=
h

2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z)2(w − z − h)

dw→ 0, καθώς h→ 0

διότι η f είναι ϕραγµένη στον Γ και η ποσότητα |(w−z)2(w−z−h)| είναι κάτω ϕραγµένη από µια ϑετική σταθερά.

Τώρα υποθέτουµε ότι έχουµε αποδείξει τον τύπο για n = k. Τότε

f (k)(z + h) − f (k)(z)
h

− (k + 1)!
2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z)k+2

dw =
k!

2πih

∫

Γ

[
f (w)

(w − z − h)k+1
− f (w)

(w − z)k+1
− h(k + 1) f (w)

(w − z)k+2

]
dw

=
hk!
2πi

∫

Γ

f (w)G(w, z, h) dw,

όπου η G(w, z, h) είναι ίση µε

k−1∑
j=0

(
k+1

j

)
(w − z) j+1(−h)k− j−1 − (k + 1)

k∑
j=0

(
k+1

j

)
(w − z) j(−h)k− j

(w − z − h)k+1(w − z)k+2
.

Η παραπάνω ποσότητα είναι ϕραγµένη, εποµένως

hk!
2πi

∫

Γ

f (w)G(w, z, h) dw→ 0, καθώς h→ 0.

΄Αρα ο τύπος ισχύει για n = k + 1. �

Πόρισµα 2.23. Αν µια συνάρτηση f έχει παράγουσα σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U, τότε η f είναι αναλυτική στο U.

Απόδειξη. ΄Αµεση από το Θεώρηµα 2.22. �

Πόρισµα 2.24. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C συνεχής. Αν z0 ∈ U και η f είναι αναλυτική στο U r {z0},
τότε η f είναι αναλυτική στο U.
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Απόδειξη. ΄Εστω D = D(z0, r) ⊂ U. Αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι αναλυτική στο D. Από το Θεώρηµα 2.15,∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο D, εποµένως, από την Πρόταση 2.13, η f έχει παράγουσα στο

D. ΄Αρα, από το Πόρισµα 2.23, η f είναι αναλυτική στο D. �

Είδαµε ότι αν η f είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό και κυρτό σύνολο U, τότε το ολοκλήρωµα τής f πάνω

σε οποιοδήποτε κλειστό µονοπάτι στο U είναι 0. Θα δείξουµε ότι το αντίστροφο ισχύει χωρίς την υπόθεση τής

κυρτότητας.

Θεώρηµα 2.25 (Το Θεώρηµα Morera). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C συνεχής. Αν
∫
Γ

f (z) dz = 0 για

κάθε τρίγωνο Γ στο U, τότε η f είναι αναλυτική στο U.

Απόδειξη. ΄Εστω D ένας ανοιχτός δίσκος που περιέχεται στο U. Από την Πρόταση 2.14, η f έχει παράγουσα στο

D. Από το Πόρισµα 2.23, η f είναι αναλυτική στο D. Αφού ο D ήταν τυχόντας, η f είναι αναλυτική σ’ ολόκληρο

το U. �

Το επιχείρηµα στην απόδειξη τού Θεωρήµατος 2.22 δείχνει ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε αναλυτικές

συναρτήσεις µέσω ολοκληρωµάτων.

Πρόταση 2.26. ΄Εστω γ ένα µονοπάτι και f : γ∗ → C συνεχής. Για κάθε z ∈ C r γ∗ ορίζουµε

g(z) =
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw.

Τότε η g έχει παραγώγους όλων των τάξεων, και

g(n)(z) =
n!
2πi

∫

γ

f (w)
(w − z)n+1

dw.

Επιπλέον, g(n)(z)→ 0 καθώς z→ ∞, για κάθε n.

Απόδειξη. Η απόδειξη τού Θεωρήµατος 2.22 µπορεί να επαναληφθεί κατά λέξη. Ο µόνος λόγος που χρησιµο-

ποιήσαµε το γεγονός ότι η f ήταν αναλυτική (και ότι το Γ ήταν κύκλος), ήταν για να εκφράσουµε την f (z) µέσω

τής f (w), w ∈ Γ, χρησιµοποιώντας τον Ολοκληρωτικό Τύπο τού Cauchy. Στην παρούσα κατάσταση, αυτό είναι

ήδη τµήµα τής υπόθεσης. Τέλος, το γ∗ είναι ένα συµπαγές και εποµένως ϕραγµένο σύνολο, άρα περιέχεται σε

κάποιον κλειστό δίσκο D(0, r). Αν | f | ≤ M στο γ∗, τότε για |z| > r έχουµε

|g(n)(z)| ≤ n!
2π

M
(|z| − r)n+1

· µήκος(γ)→ 0,

καθώς z→ ∞. �

Ο Ολοκληρωτικός Τύπος τού Cauchy µάς επιτρέπει να αποδείξουµε ότι µια αναλυτική συνάρτηση µπορεί

να αναπαρασταθεί τοπικά σαν συγκλίνουσα δυναµοσειρά.

Πρόταση 2.27 (Ανάπτυγµα Taylor). ΄Εστω f αναλυτική στο D(z0, r). Τότε

f (z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n, z ∈ D(z0, r).

Η σειρά συγκλίνει απόλυτα στο D(z0, r) και οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού D(z0, r).

Απόδειξη. ΄Εστω r1 µε 0 < r1 < r. Θέτουµε Γ = {w : |w − z0| = r1}. Από το Θεώρηµα 2.20, έχουµε

f (z) =
1

2πi

∫

Γ

f (w)
w − z

dw =
1

2πi

∫

Γ

f (w)
w − z0


1

1 − z−z0
w−z0

 dw =
1

2πi

∫

Γ

∞∑

n=0

f (w)
(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw,

για κάθε z ∈ D(z0, r1). Παρατηρούµε ότι για κάθε w ∈ Γ, έχουµε

| f (w)(z − z0)n|
|w − z0|n+1

≤ max{| f (w)| : w ∈ Γ}
r1

(
|z − z0|

r1

)n

.

Εποµένως, από το κριτήριο τού Weierstrass, η σειρά

∞∑

n=0

f (w)
(z − z0)n

(w − z0)n+1
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συγκλίνει οµοιόµορφα για w ∈ Γ, άρα µπορούµε να εναλλάξουµε το άθροισµα και το ολοκλήρωµα. Συνεπώς

f (z) =
∞∑

n=0

(z − z0)n 1
2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z0)n+1

dw =
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n,

από το Θεώρηµα 2.22. Αφού το r1 είναι αυθαίρετο, έχουµε σύγκλιση για κάθε z ∈ D(z0, r). Η απόλυτη και η

οµοιόµορφη σύγκλιση έπονται από την Πρόταση 2.17. �

Τυπικά παραδείγµατα αναπτυγµάτων Taylor είναι τα ακόλουθα.

ez
= 1 + z +

z2

2!
+ · · · + zn

n!
+ · · · , z ∈ C

cos z = 1 − z2

2!
+

z4

4!
− · · · + (−1)n z2n

(2n)!
+ · · · , z ∈ C

sin z = z − z3

3!
+

z5

5!
− · · · + (−1)n z2n+1

(2n + 1)!
+ · · · , z ∈ C

log z = (z − 1) − (z − 1)2

2
+ · · · + (−1)n+1 (z − 1)n

n
+ · · · , z ∈ D(1, 1).

Παρατηρήστε την αναλογία µε τα αντίστοιχα αναπτύγµατα από τον Απειροστικό Λογισµό. Για να αποδείξου-

µε το αντίστροφο τής παραπάνω πρότασης, δηλαδή ότι κάθε συγκλίνουσα δυναµοσειρά ορίζει µια αναλυτική

συνάρτηση, χρειαζόµαστε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Πρόταση 2.28. ΄Εστω f1, f2, . . . µια ακολουθία αναλυτικών συναρτήσεων σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U ⊂ C. Υπο-

ϑέτουµε ότι fn → f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U. Τότε η f είναι αναλυτική στο U. Επιπλέον, για

κάθε m, έχουµε f (m)
n → f (m) οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U.

Απόδειξη. ΄Εστω z0 ∈ U. Επιλέγουµε r > 0 τέτοιο ώστε D(z0, r) ⊂ U, και ϑέτουµε

Γ = {w : |w − z0| = r}.
Από το Θεώρηµα 2.20 έχουµε

fn(z) =
1

2πi

∫

Γ

fn(w)
w − z

dw,

για κάθε z ∈ D(z0, r). Αφού η ποσότητα |w − z|, w ∈ Γ είναι κάτω ϕραγµένη από µια ϑετική σταθερά, έχουµε ότι

fn(w)
w − z

→ f (w)
w − z

οµοιόµορφα στο Γ. Εποµένως

f (z) =
1

2πi

∫

Γ

f (w)
w − z

dw.

Το ολοκλήρωµα υπάρχει διότι η f είναι συνεχής στο Γ ως οµοιόµορφο όριο συνεχών συναρτήσεων. Τώρα, από

την Πρόταση 2.26, η f είναι αναλυτική στον D(z0, r), και αφού το z0 είναι τυχόν, η f είναι αναλυτική σ’ ολόκληρο

το U. Τέλος, από το Θεώρηµα 2.22, έχουµε

f (m)
n (z) − f (m)(z) =

m!
2πi

∫

Γ

fn(w) − f (w)
(w − z)m+1

dw, z ∈ D(z0, r).

Αν τώρα z ∈ D(z0, r1), όπου r1 < r, τότε, από την Πρόταση 2.8, έχουµε

| f (m)
n (z) − f (m)(z)| ≤ m!

2π
max
w∈Γ
| fn(w) − f (w)| 2πr

(r − r1)m+1
→ 0, καθώς n→ +∞.

Εποµένως f (m)
n → f (m) οµοιόµορφα σε κάθε κλειστό υποδίσκο τού D(z0, r), άρα σε κάθε κλειστό υποδίσκο τού

U (διότι το z0 είναι τυχόν), άρα σε κάθε συµπαγές υποσύνολο τού U (διότι κάθε συµπαγές υποσύνολο τού U
µπορεί να καλυφθεί από πεπερασµένο πλήθος κλειστών υποδίσκων τού U). �

Μπορούµε τώρα να δείξουµε το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής τής ενότητας.

Θεώρηµα 2.29. Η f είναι αναλυτική στο z0 αν και µόνο αν η f µπορεί να αναπαρασταθεί σαν µια δυναµοσειρά∑∞
n=0 an(z − z0)n σε µια περιοχή τού z0.
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Απόδειξη. Το ευθύ προκύπτει από την Πρόταση 2.27. Για το αντίστροφο, έχουµε ότι για κάθε n, η
∑n

k=0 ak(z−z0)k

είναι αναλυτική στο C και συγκλίνει στην f (z) οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα κάποιου δίσκου D(z0, r).
Εποµένως, η f είναι αναλυτική από την Πρόταση 2.28. �

Τέλος, δείχνουµε ότι οι συντελεστές τού αναπτύγµατος σε δυναµοσειρά µιας αναλυτικής συνάρτησης f είναι

µοναδικοί, και ότι οι παράγωγοι τής f µπορούν να ϐρεθούν αν παραγωγίσουµε τους όρους τής δυναµοσειράς.

Πρόταση 2.30. Αν f (z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)n για z ∈ D(z0, r), τότε

(1) f (m)(z) =
∑∞

n=m ann(n − 1)(n − 2) · · · (n − m + 1)(z − z0)n−m, m = 1, 2, . . . .
(2) an = f (n)(z0)/n!, για κάθε n. ∆ηλαδή, η δυναµοσειρά συµπίπτει µε το ανάπτυγµα Taylor.

Απόδειξη.

(1) Από την Πρόταση 2.17,
∑n

k=0 ak(z− z0)k → f (z) οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού D(z0, r). Από

την Πρόταση 2.28, έχουµε

n∑

k=m

akk(k − 1) · · · (k − m + 1)(z − z0)k−m → f (m)(z).

(2) Θέτουµε z = z0 στο (1) και παίρνουµε f (m)(z0) = amm!.

�

Εφαρµογές

Στην ενότητα αυτή ϑα δείξουµε την ισχύ των αποτελεσµάτων που διαθέτουµε µέσα από µια σειρά (αναπάν-

τεχων) εφαρµογών.

Πρόταση 2.31 (Εκτιµήσεις Cauchy). ΄Εστω f αναλυτική στο D(z0,R). Θέτουµε

M f (z0, r) = max{| f (z)| : |z − z0| = r}, 0 < r < R.

Τότε

| f (n)(z0)| ≤ n!
rn

M f (z0, r).

Εποµένως, αν f (z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)n, z ∈ D(z0,R), τότε

|an| ≤
M f (z0, r)

rn
.

Απόδειξη. ΄Αµεση από το Θεώρηµα 2.22 και την Πρόταση 2.8. �

Ορισµός 2.32. Μια συνάρτηση f : C→ C ονοµάζεται ακέραιη αν είναι αναλυτική σ’ ολόκληρο το C.

Το επόµενο αποτέλεσµα έρχεται σε πλήρη αντίθεση µε ό,τι γνωρίζουµε από την Πραγµατική Ανάλυση.

Θεώρηµα 2.33 (Το Θεώρηµα Liouville). Αν η f είναι ακέραιη και ϕραγµένη, τότε η f είναι σταθερή.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 2.27, η f αναπτύσσεται σε δυναµοσειρά µε κέντρο το 0 και άπειρη ακτίνα σύγκλι-

σης.

f (z) =
∞∑

n=0

anzn, z ∈ C.
Από την Πρόταση 2.31, έχουµε για n ≥ 1

|an| ≤
M f (z0, r)

rn
→ 0, καθώς r → +∞,

διότι η f είναι ϕραγµένη. Συνεπώς an = 0 για όλα τα n ≥ 1. ΄Αρα f (z) = a0 για κάθε z ∈ C. �

Είµαστε τώρα σε ϑέση να δείξουµε ένα διάσηµο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 2.34 (Το Θεµελιώδες Θεώρηµα τής ΄Αλγεβρας). ΄Εστω P ένα πολυώνυµο ϐαθµού τουλάχιστον 1.

Τότε P(z) = 0 για κάποιο z.

22



Απόδειξη. Αν P(z) , 0 για όλα τα z, τότε η 1/P είναι ακέραιη. Εφόσον P(z) → ∞ καθώς z → ∞, η 1/P είναι

ϕραγµένη, εποµένως σταθερή από το Θεώρηµα 2.33. Αυτό είναι άτοπο διότι υποθέσαµε ότι ο ϐαθµός τού P
είναι τουλάχιστον 1. �

Ορισµός 2.35. ΄Ενας µιγαδικός αριθµός z0 λέγεται ϱίζα µιας συνάρτησης f αν f (z0) = 0. ΄Εστω τώρα ότι η f
είναι αναλυτική στο z0, και έστω

∑∞
n=0 an(z − z0)n το ανάπτυγµα τής f σε δυναµοσειρά σε µια περιοχή τού z0. Λέµε

ότι το z0 είναι ϱίζα τάξης m τής f , αν και µόνο αν an = 0 για n < m και am , 0. Μια ϱίζα τάξης 1 λέγεται µερικές

ϕορές απλή ϱίζα.

Παρατηρήστε ότι αν το z0 είναι ϱίζα τάξης m της f , τότε το ανάπτυγµα τής f σε δυναµοσειρά έχει τη µορφή

f (z) = am(z − z0)m
+ am+1(z − z0)m+1

+ · · · = (z − z0)m[am + am+1(z − z0) + · · · ] = (z − z0)mg(z),

όπου g(z0) = am , 0. Από το Θεώρηµα 2.29, η g είναι αναλυτική. Εποµένως σε µια περιοχή τής ϱίζας, η

f µπορεί να «παραγοντοποιηθεί». Σαν εφαρµογή αυτής τής παρατήρησης, εύκολα µπορεί να δείξει κανείς

(άσκηση !) το ανάλογο τού κανόνα L’ Hôpital για αναλυτικές συναρτήσεις. ΄Εστω f , g : D(z0, r) → C αναλυτικές

και όχι ταυτοτικά µηδέν. Αν

lim
z→z0

f (z) = lim
z→z0

g(z) = 0,

τότε το

lim
z→z0

f (z)
g(z)

υπάρχει (ενδεχοµένως είναι ∞) και ισχύει

lim
z→z0

f (z)
g(z)
= lim

z→z0

f ′(z)
g′(z)

.

Είδαµε ότι αν η f είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U που περιέχει ένα κύκλο Γ και το εσωτερικό του,

τότε οι τιµές τής f στον Γ καθορίζουν τις τιµές τής f στο εσωτερικό τού Γ. Θα δείξουµε τώρα ότι αν S είναι ένα

υποσύνολο τού U το οποίο έχει σηµείο συσσώρευσης στο U, τότε οι τιµές τής f στο S καθορίζουν τις τιµές τής

f στο U.

Πρόταση 2.36. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό, και f : U → C αναλυτική. Υποθέτουµε ότι το σύνολο των

ϱιζών τής f έχει ένα σηµείο συσσώρευσης z0 στο U. Τότε η f είναι ταυτοτικά ίση µε 0 στο U.

Απόδειξη. Αναπτύσσουµε την f σε δυναµοσειρά γύρω από το z0.

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n, |z − z0| < r.

Ισχυριζόµαστε ότι an = 0 για όλα τα n. ∆ιαφορετικά, έστω m ο ελάχιστος ακέραιος τέτοιος ώστε am , 0. Τότε

f (z) = (z − z0)mg(z), όπου g αναλυτική στο z0, και g(z0) , 0. Λόγω συνέχειας, η g είναι µη µηδενική σε κάποια

περιοχή τού z0, το οποίο αντιφάσκει µε το ότι το z0 είναι σηµείο συσσώρευσης τού συνόλου των ϱιζών τής f .
Τώρα, ϑέτουµε

A = {z ∈ U : Το z είναι σηµείο συσσώρευσης τού συνόλου των ϱιζών τής f }.
Από υπόθεση, z0 ∈ A, άρα το A είναι µη κενό. Θα δείξουµε ότι το A είναι ανοιχτό και κλειστό στο U, άρα A = U
διότι το U είναι συνεκτικό. Αν z ∈ A, τότε το επιχείρηµα στην προηγούµενη παράγραφο δείχνει ότι η f είναι

ταυτοτικά ίση µε µηδέν σ’ έναν δίσκο D(z, ε), άρα D(z, ε) ⊂ A. Εποµένως το A είναι ανοιχτό στο C, συνεπώς και

στο U. ΄Εστω τώρα µια ακολουθία wn ∈ A τέτοια ώστε wn → w, όπου w ∈ U. Αν wn = w για κάποιο n, τότε w ∈ A
και τελειώσαµε. Αν wn , w για κάθε n, τότε από τη συνέχεια τής f , έχουµε f (wn) = 0, άρα w ∈ A. Εποµένως το

A είναι κλειστό. �

Θεώρηµα 2.37 (Το Θεώρηµα τής Ταυτότητας). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό και f , g : U → C
αναλυτικές. Θέτουµε

A = {z ∈ U : f (z) = g(z)}.
Αν το A έχει σηµείο συσσώρευσης στο U, τότε f = g ταυτοτικά στο U.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την Πρόταση 2.36 στην αναλυτική συνάρτηση f − g. �
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΄Αµεση συνέπεια τού Θεωρήµατος 2.37 είναι ότι η exp είναι η µοναδική αναλυτική συνάρτηση η οποία

συµφωνεί µε τη συνηθισµένη εκθετική συνάρτηση στο R. Το ίδιο ισχύει για τις log, sin και cos. Παρατηρήστε

ότι στο προηγούµενο ϑεώρηµα, η υπόθεση ότι το σηµείο συσσώρευσης ανήκει στο U είναι απαραίτητη. Για

παράδειγµα, αν U = C r {0}, τότε η συνάρτηση f : U → C µε f (z) = sin(1/z), έχει ϱίζες στα σηµεία 1/(kπ),
k ∈ Z, τα οποία συσσωρεύονται στο 0 < U, αλλά προφανώς η f δεν είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι, χοντρικά, η απόλυτη τιµή µιας συνάρτησης αναλυτικής σ’ ένα σύνολο S δεν

µπορεί να πάρει maximum σ’ ένα εσωτερικό σηµείο τού S .

Θεώρηµα 2.38 (Η Αρχή τού Μεγίστου). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό, και f αναλυτική στο U, όχι

σταθερή. Τότε

(1) Αν z0 ∈ U και D(z0, r) ⊂ U, τότε υπάρχει ένα σηµείο z1 ∈ D(z0, r) τέτοιο ώστε | f (z1)| > | f (z0)|.
(2) Αν λ = sup

z∈U
| f (z)|, τότε | f (z)| < λ γαι κάθε z ∈ U.

(3) Αν το U είναι ϕραγµένο και ∂U είναι το σύνορο τού U, ϑέτουµε

M = lim sup
z→∂U

| f (z)|.

Ο συµβολισµός σηµαίνει ότι το M είναι το supremum των ορίων όλων των συγκλινουσών ακολουθιών

τής µορφής | f (zn)|, όπου zn ∈ U και zn → z, z ∈ ∂U. Τότε | f (z)| < M για κάθε z ∈ U.

(4) Αν το U είναι ϕραγµένο και η f ορίζεται και είναι συνεχής στο U, ϑέτουµε

M0 = max
z∈∂U
| f (z)|.

Τότε | f (z)| < M0 για όλα τα z ∈ U, και εποµένως,

M0 = max
z∈U
| f (z)| = | f (z0)|,

για κάποιο z0 ∈ ∂U, δηλαδή η | f | παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο σύνορο τού U.

Απόδειξη.

(1) Υποθέτουµε ότι το συµπέρασµα δεν ισχύει. Τότε

| f (z0 + seiθ)| ≤ | f (z0)|,
για κάθε θ ∈ [0, 2π] και κάθε s µε 0 ≤ s < r. Από τον Ολοκληρωτικό Τύπο τού Cauchy, έχουµε

| f (z0)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0
| f (z0 + seiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
| f (z0)| dθ = | f (z0)|.

Εποµένως ∫ 2π

0
(| f (z0)| − | f (z0 + seiθ)|) dθ = 0,

για κάθε 0 ≤ s < r. Στο παραπάνω ολοκλήρωµα, η συνάρτηση την οποία ολοκληρώνουµε είναι µη

αρνητική και συνεχής, άρα πρέπει να είναι ταυτοτικά ίση µε 0. Με άλλα λόγια, η | f (z)| είναι σταθερή

στο D(z0, r). Τότε όµως και η f είναι σταθερή (άσκηση !) σ’ αυτήν την περιοχή, άρα και σ’ ολόκληρο το

U από το Θεώρηµα 2.37, άτοπο.

(2) Αν | f (z0)| = λ για κάποιο z0 ∈ U, τότε από το (1) ϑα είχαµε | f (z1)| > λ για κάποιο άλλο z1 ∈ U. Αυτό

όµως αντιφάσκει µε τον ορισµό τού λ.

(3) ΄Εστω zn ∈ U τέτοια ώστε | f (zn)| → λ. Τότε υπάρχει υπακολουθία zkn τέτοια ώστε zkn → z0 για κάποιο

z0 ∈ U. Αν z0 ∈ U τότε, από τη συνέχεια τής f , | f (z0)| = λ, το οποίο είναι άτοπο από το (2). Εποµένως

z0 ∈ ∂U. Από τον ορισµό τού M έχουµε λ ≤ M, άρα από το (2), | f (z)| < M για όλα τα z ∈ U.

(4) Αν zn ∈ U, zn → z, z ∈ ∂U, τότε | f (zn)| → | f (z)| από τη συνέχεια τής f . Προφανώς | f (z)| ≤ M0, άρα

M ≤ M0, από τον ορισµό τού M. Το συµπέρασµα έπεται από το (3).

�

Η απόλυτη τιµή µιας αναλυτικής είναι δυνατό να παίρνει ελάχιστη τιµή σ’ ένα εσωτερικό σηµείο ενός

συνόλου. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε την f (z) = z στο D(0, 1). Αν όµως υποθέσουµε ότι η συνάρτηση δεν

µηδενίζεται πουθενά, τότε έχουµε µια «Αρχή Ελαχίστου».
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Θεώρηµα 2.39 (Η Αρχή τού Ελαχίστου). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό, και f αναλυτική στο U, όχι

σταθερή, πουθενά 0. Τότε

(1) Αν z0 ∈ U και D(z0, r) ⊂ U, τότε υπάρχει ένα σηµείο z1 ∈ D(z0, r) τέτοιο ώστε | f (z1)| < | f (z0)|.
(2) Αν λ = inf

z∈U
| f (z)|, τότε | f (z)| > λ και κάθε z ∈ U.

(3) Αν το U είναι ϕραγµένο και ϑέσουµε

m = lim inf
z→∂U

| f (z)|,

τότε | f (z)| > m για κάθε z ∈ U.

(4) Αν το U είναι ϕραγµένο και η f ορίζεται και είναι συνεχής στο U, ϑέτουµε

m0 = min
z∈∂U
| f (z)|.

Τότε | f (z)| > m0 για όλα τα z ∈ U, και εποµένως,

m0 = min
z∈U
| f (z)| = | f (z0)|,

για κάποιο z0 ∈ ∂U, δηλαδή η | f | παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο σύνορο τού U.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 2.38 στην 1/ f . �

Τέλος, δείχνουµε ότι το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος µιας αναλυτικής συνάρτησης ικανοποιούν τις

αρχές τού µεγίστου και τού ελαχίστου.

Θεώρηµα 2.40. ΄Εστω f αναλυτική και όχι σταθερή σ’ ένα ανοιχτό και συνεκτικό σύνολο U ⊂ C. Θέτουµε

u = Re f και v = Im f . Τότε οι u και v ικανοποιούν τις αρχές τού µεγίστου και τού ελαχίστου, δηλαδή τα (1)-(4)

των Θεωρηµάτων 2.38 και 2.39 ισχύουν µε την u ή την v στην ϑέση τής | f |.

Απόδειξη. Η συνάρτηση e f είναι αναλυτική στο U, όχι σταθερή και πουθενά 0. Εφόσον |e f | = eu, η u ικανοποιεί

τις αρχές τού µεγίστου και τού ελαχίστου. Εφόσον |e−i f | = ev, το ίδιο ισχύει και για την v. �
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3

Το Γενικό Θεώρηµα τού Cauchy

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε δυο ϐασικά ερωτήµατα.

• Για ένα δεδοµένο ανοιχτό σύνολο U, ποια είναι τα κλειστά µονοπάτια γ στο U µε την ιδιότητα∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε αναλυτική συνάρτηση f στο U;

• Πώς µπορούµε να χαρακτηρίσουµε εκείνα τα ανοιχτά σύνολα U µε την ιδιότητα
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε

κλειστό µονοπάτι γ στο U και κάθε αναλυτική συνάρτηση f στο U;

Λογάριθµοι και ορίσµατα

Ορισµός 3.1. ΄Εστω S ⊂ C και f : S → C r {0} συνεχής.

(1) Μια συνάρτηση g : S → C λέγεται συνεχής λογάριθµος τής f αν είναι συνεχής και eg(z)
= f (z) για κάθε

z ∈ S .

(2) Μια συνάρτηση θ : S → R λέγεται συνεχές όρισµα τής f αν είναι συνεχής και f (z) = | f (z)|eiθ(z) για κάθε

z ∈ S .

Πρόταση 3.2. ΄Εστω f όπως στον Ορισµό 3.1.

(1) Αν g είναι ένας συνεχής λογάριθµος τής f , τότε Im g είναι ένα συνεχές όρισµα τής f .

(2) Αν θ είναι ένα συνεχές όρισµα τής f , τότε log | f (z)| + iθ(z), z ∈ S είναι ένας συνεχής λογάριθµος τής f .

(3) Αν το S είναι συνεκτικό και g1, g2 είναι συνεχείς λογάριθµοι τής f , τότε g1 − g2 = 2πin για κάποιον

ακέραιο n. Οµοίως, αν θ1, θ2 είναι συνεχή ορίσµατα τής f , τότε θ1 − θ2 = 2πm για κάποιον ακέραιο m.

(4) Αν το S είναι συνεκτικό, g ένας συνεχής λογάριθµος τής f , και θ ένα συνεχές όρισµα τής f , τότε

g(w) − g(z) = log | f (w)| − log | f (z)| + i[θ(w) − θ(z)],

για κάθε z,w ∈ S .

Απόδειξη.

(1) f (z) = eg(z)
= eRe g(z)eiIm g(z)

= | f (z)|eiImg(z).

(2) elog | f (z)|+iθ(z)
= | f (z)|eiθ(z)

= f (z).

(3) eg1 = f = eg2 , εποµένως η συνάρτηση
g2 − g1

2πi
είναι συνεχής και παίρνει ακέραιες τιµές. Αφού το S

είναι συνεκτικό, πρέπει να είναι σταθερή. Οµοίως, eiθ1 =
f
| f | = eiθ2 , άρα η

θ2 − θ1

2π
είναι σταθερή.

(4) Από το (2), η συνάρτηση log | f | + iθ είναι συνεχής λογάριθµος τής f . Από το (3), g = log | f | + iθ + 2πin
για κάποιο n, και το συµπέρασµα έπεται.

�

Μια συνάρτηση f όπως στον Ορισµό 3.1, δεν έχει κατ’ ανάγκη συνεχή λογάριθµο. Αν όµως το S είναι ένα

κλειστό υποδιάστηµα των πραγµατικών αριθµών, τότε η f έχει συνεχή λογάριθµο.

Πρόταση 3.3. ΄Εστω f : [a, b]→ C r {0} συνεχής. Τότε η f έχει συνεχή λογάριθµο.

Απόδειξη. Αν D είναι ένας ανοιχτός δίσκος που δεν περιέχει το 0, τότε υπάρχει µια αναλυτική συνάρτηση h στον

D τέτοια ώστε eh(z)
= z για κάθε z ∈ D (άσκηση !). Αφού το [a, b] είναι συµπαγές, η | f | παίρνει minimum, έστω

m, στο [a, b]. Από υπόθεση, m > 0. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, µπορούµε να ϐρούµε µια διαµέριση

a = t0 < t1 < · · · < tn = b
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τέτοια ώστε | f (t) − f (ti)| < m για ti ≤ t ≤ ti+1, i = 0, 1, . . . , n − 1. ΄Ετσι f (t) ∈ D( f (ti),m) για ti ≤ t ≤ ti+1 και

0 < D( f (ti),m) από τον ορισµό του m. Αν επιλέξουµε την h όπως παραπάνω, τότε eh( f (t))
= f (t), ti ≤ t ≤ ti+1,

εποµένως η f περιορισµένη στο [ti, ti+1] έχει συνεχή λογάριθµο, έστω gi. Τώρα, αν eg0(t)
= f (t) για t0 ≤ t ≤ t1,

και eg1(t)
= f (t) για t1 ≤ t ≤ t2, τότε g0(t1) = g1(t1) + 2πin για κάποιον ακέραιο n. Αντικαθιστούµε την g1 µε

την g1 + 2πin, η οποία είναι επίσης ένας συνεχής λογάριθµος τής f στο [t1, t2]. ΄Ετσι παίρνουµε έναν συνεχή

λογάριθµο τής f στο [t0, t2]. Επαναλαµβάνοντας αυτή τη διαδικασία, παίρνουµε ένα συνεχή λογάριθµο τής f
στο [a, b]. �

Ορισµός 3.4. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C αναλυτική, πουθενά µηδέν. Μια συνάρτηση g : U → C
λέγεται αναλυτικός λογάριθµος τής f αν η g είναι αναλυτική και eg

= f .

Πρόταση 3.5. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C αναλυτική, πουθενά µηδέν. Τότε η f έχει αναλυτικό

λογάριθµο αν και µόνο αν η «λογαριθµική παράγωγος» f ′/ f έχει παράγουσα στο U. Ισοδύναµα, αν και µόνο αν
∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz = 0,

για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο U.

Απόδειξη. Αν eg
= f στο U, τότε g′eg

= f ′, εποµένως f ′/ f = g′. Αντίστροφα, αν η g είναι αναλυτική στο U και

g′ = f ′/ f , τότε ( f e−g)′ = f ′e−g − f g′e−g
= 0 στο U. Εποµένως η f e−g είναι ίση µε µια σταθερά kA πάνω σε κάθε

συνεκτική συνιστώσα A τού U. Αν επιλέξουµε CA έτσι ώστε eCA = kA, τότε eg+CA = f στο A. Αφού τώρα το A είναι

µια αυθαίρετη συνεκτική συνιστώσα τού U, αυτή η διαδικασία µάς δίνει έναν αναλυτικό λογάριθµο τής f στο

U. �

Πρόταση 3.6. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και κυρτό, και f : U → C αναλυτική, πουθενά 0. Τότε η f έχει αναλυτικό

λογάριθµο στο U. Γενικότερα, αν U είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο τούC τέτοιο ώστε
∫
γ

h(z) dz = 0 για κάθε κλειστό

µονοπάτι γ στο U και κάθε αναλυτική συνάρτηση h στο U, τότε κάθε f : U → C αναλυτική και πουθενά 0, έχει

αναλυτικό λογάριθµο στο U.

Απόδειξη. Κατ’ αρχάς υποθέτουµε ότι το U είναι κυρτό. Εφόσον η
f ′

f είναι αναλυτική στο U, το Θεώρηµα 2.15

µας δίνει ∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz = 0,

για κάθε κλειστό µονοπάτι γ στο U. Από την Πρόταση 3.5, η f έχει αναλυτικό λογάριθµο. Στη γενική περίπτωση,∫
γ

f ′(z)
f (z) dz = 0 από υπόθεση, και το συµπέρασµα έπεται όπως πριν. �

Πρόταση 3.7. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, f : U → C αναλυτική, και g : U → C αναλυτικός λογάριθµος τής f . Τότε

για κάθε µονοπάτι γ : [a, b]→ U έχουµε
∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz = g(γ(b)) − g(γ(a)).

Απόδειξη. Το επιχείρηµα στην απόδειξη τής Πρότασης 3.5 µάς δίνει g′ = f ′

f στο U. Συνεπώς

∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz =
∫ b

a
g′(γ(t))γ′(t) dt = g(γ(b)) − g(γ(a)).

�

Ο δείκτης ενός σηµείου σε σχέση µε µια κλειστή καµπύλη

Μια µορφή τού γενικού ϑεωρήµατος τού Cauchy λέει ότι αν η f είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U και

επιπλέον το U είναι απλά συνεκτικό, δηλαδή «δεν έχει τρύπες», τότε το ολοκλήρωµα τής f πάνω σε οποιοδήποτε

κλειστό µονοπάτι στο U είναι µηδέν. ΄Ενας τρόπος να εκφράσουµε το ότι το U «δεν έχει τρύπες» είναι να πούµε

ότι αν γ : [a, b]→ U είναι ένα κλειστό µονοπάτι στο U και z0 < U, τότε η συνολική µεταβολή τού ορίσµατος τού

γ(t) − z0 καθώς το t κινείται από το a στο b είναι µηδέν.
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Πρόταση 3.8. ΄Εστω γ : [a, b]→ C µια κλειστή καµπύλη τέτοια ώστε 0 < γ∗, και έστω θ ένα συνεχές όρισµα τής

γ (υπάρχει από την Πρόταση 3.3). Τότε η ποσότητα 1
2π [θ(b) − θ(a)] είναι ακέραιος αριθµός. Επιπλέον, ο αριθµός

αυτός είναι ανεξάρτητος από την επιλογή τού συνεχούς ορίσµατος θ.

Απόδειξη. Για κάθε t ∈ [a, b],

eiθ(t)
=

γ(t)
|γ(t)| .

Εποµένως

ei(θ(b)−θ(a))
=

γ(b)
|γ(b)|

|γ(a)|
γ(a)

= 1,

εφόσον η γ είναι κλειστή. Συνεπώς ο αριθµός 1
2π [θ(b)−θ(a)] είναι ακέραιος. Αν τώρα φ είναι κάποιο άλλο συνεχές

όρισµα, τότε από την Πρόταση 3.2, έχουµε ότι θ(t) − φ(t) = 2πm για κάποιον ακέραιο m. ΄Αρα θ(b) = φ(b) + 2πm
και θ(a) = φ(a) + 2πm, και το συµπέρασµα έπεται. �

Ορισµός 3.9. ΄Εστω γ : [a, b] → C µια κλειστή καµπύλη, και z0 < γ
∗. Συµβολίζουµε µε γ + w την καµπύλη

γ(t) + w, a ≤ t ≤ b. ΄Εστω θ ένα συνεχές όρισµα τής γ − z0. Τότε ο δείκτης τού z0 σε σχέση µε την γ, ορίζεται να

είναι ο αριθµός
θ(b) − θ(a)

2π
,

και συµβολίζεται µε n(γ, z0).

Από την Πρόταση 3.8, ο n(γ, z0) είναι καλά ορισµένος. ∆ιαισθητικά, ο n(γ, z0) είναι ο καθαρός αριθµός των

αντιωρολογιακών περιστροφών τής γ γύρω από το σηµείο z0. Προφανώς, n(γ, z0) = n(γ + w, z0 + w) για κάθε

w ∈ C . Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ένα τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 3.10. ΄Εστω γ : [a, b]→ C συνεχής και V ⊂ C ανοιχτό τέτοιο ώστε γ∗ ⊂ V. Τότε υπάρχει µια διαµέριση

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

και ανοιχτοί δίσκοι D1,D2, . . . ,Dn ⊂ V, τέτοιοι ώστε γ(t) ∈ D j για t j−1 ≤ t ≤ t j, j = 1, . . . , n.

Απόδειξη. ΄Εστω ε = dist (γ∗,C r V) > 0. Από την οµοιόµορφη συνέχεια τής γ, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν

|t − t′| < δ τότε |γ(t) − γ(t′)| < ε. ΄Εστω a = t0 < t1 < · · · < tn = b µια διαµέριση τού [a, b] µε |t j − t j−1| < δ για κάθε

j. Θέτουµε D j = D(γ(t j), ε). �

΄Εχουµε τώρα την ακόλουθη ολοκληρωτική έκφραση τού δείκτη.

Πρόταση 3.11. ΄Εστω γ : [a, b]→ C ένα κλειστό µονοπάτι, και z0 < γ
∗. Τότε

n(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

1
z − z0

dz.

Γενικότερα, αν η f είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο V µε γ∗ ⊂ V, και z0 < ( f ◦ γ)∗, τότε

n( f ◦ γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f (z) − z0

dz.

Απόδειξη. Χωρίς απώλεια τής γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι η f − z0 δεν είναι ποτέ µηδέν στο V,

διαφορετικά περιορίζουµε το πεδίο ορισµού τής f σε µια κατάλληλη περιοχή τού γ∗. Κατασκευάζουµε µια

διαµέριση a = t0 < t1 < · · · < tn = b και ανοιχτούς δίσκους D1, . . . ,Dn όπως στο Λήµµα 3.10. Από την Πρόταση

3.6, η f − z0 έχει αναλυτικό λογάριθµο g j στο D j. Από την Πρόταση 3.7,
∫ γ(t j)

γ(t j−1)

f ′(z)
f (z) − z0

dz = g j(γ(t j)) − g j(γ(t j−1)),

όπου ολοκληρώνουµε κατά µήκος τού γ. ΄Εστω θ(t) ένα συνεχές όρισµα τής f (γ(t))− z0, a ≤ t ≤ b. Παρατηρήστε

ότι η g j(γ(t)) είναι ένας συνεχής λογάριθµος τής f (γ(t)) − z0, t j−1 ≤ t ≤ t j. Εποµένως, από την Πρόταση 3.2,

έχουµε

1
2πi

∫

γ

f ′(z)
f (z) − z0

dz =
1

2πi

n∑

j=1

∫ γ(t j)

γ(t j−1)

f ′(z)
f (z) − z0

dz =
1

2πi

n∑

j=1

[g j(γ(t j)) − g j(γ(t j−1))]

29



=
1

2πi

n∑

j=1

[log | f (γ(t j)) − z0| − log | f (γ(t j−1)) − z0| + iθ(t j) − iθ(t j−1)]

=
1

2π
[θ(b) − θ(a)] = n( f ◦ γ, z0).

�

Τέλος, εξετάζουµε τη συµπεριφορά τού n(γ, z0) καθώς το z0 µεταβάλλεται.

Πρόταση 3.12. ΄Εστω γ ένα κλειστό µονοπάτι. Τότε ο δείκτης n(γ, z0), ϑεωρούµενος σαν συνάρτηση τού z0, είναι

σταθερός σε κάθε συνεκτική συνιστώσα τού C r γ∗ και 0 στην µη ϕραγµένη συνεκτική συνιστώσα.

Απόδειξη. Από τις Προτάσεις 3.11 και 2.26, ο δείκτης n(γ, ·) είναι αναλυτική συνάρτηση, και άρα συνεχής στοC r γ∗. Εποµένως σε οποιαδήποτε συνεκτική συνιστώσα τού C r γ∗, η n(γ, ·) είναι συνεχής και παίρνει τιµές

στους ακέραιους άρα είναι σταθερή. Από την Πρόταση 2.26, έχουµε n(γ, z0) → 0, καθώς z0 → ∞, εποµένως η

n(γ, ·) πρέπει να είναι ταυτοτικά ίση µε 0 στην µη ϕραγµένη συνιστώσα. �

Το Γενικό Θεώρηµα τού Cauchy

Στην ανάπτυξη τής ϑεωρίας, ϑα χρειαστεί να ολοκληρώσουµε πάνω σε αντικείµενα κάπως πιο γενικά από

κλειστά µονοπάτια.

Ορισµός 3.13. ΄Ενα τυπικό άθροισµα τής µορφής γ = a1γ1 + · · ·+ amγm, όπου τα ai είναι ακέραιοι αριθµοί και τα

γi κλειστά µονοπάτια, λέγεται κύκλος. Θα συµβολίζουµε το
⋃m

i=1 γ
∗
i µε γ∗. Αν f : γ∗ → C συνεχής, ορίζουµε

∫

γ

f (z) dz =
∫

∑m
i=1 aiγi

f (z) dz =
m∑

i=1

ai

∫

γi

f (z) dz.

΄Ενας κύκλος λέγεται ισοδύναµος µε το 0 αν
∫

γ

f (z) dz = 0,

για όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f : γ∗ → C. ∆ύο κύκλοι γ1 και γ2 λέγονται ισοδύναµοι αν ο γ1 − γ2 είναι

ισοδύναµος µε το 0. Για παράδειγµα, οι κύκλοι 2γ1 − 5γ2 και γ1 − 3γ2 + γ1 − 2γ2 είναι ισοδύναµοι. Τέλος ορίζουµε

n


m∑

i=1

aiγ1, z

 =
m∑

i=1

ain(γi, z).

∆ιαισθητικά, ένας κύκλος είναι µια αλυσίδα από κλειστά µονοπάτια γi, έτσι ώστε το γi διαγράφεται ai ϕορές.

Λήµµα 3.14 (Το Θεµελιώδες Λήµµα). ΄Εστω γ ένα κλειστό πολυγωνικό µονοπάτι, οι πλευρές τού οποίου είναι

παράλληλες στους άξονες των συντεταγµένων. Σχηµατίζουµε το δίκτυο που αποτελείται από τις ευθείες που είναι

παράλληλες στους άξονες και διέρχονται από τις κορυφές τού γ. ΄Ετσι παίρνουµε µια οικογένεια από (ανοιχτές)

ορθογώνιες περιοχές Ri, i = 1, . . . ,m, µια οικογένεια από µη ϕραγµένες περιοχές R′i οι οποίες έχουν 3 πλευρές, και

µια οικογένεια από µη ϕραγµένες περιοχές R′′i οι οποίες έχουν 2 πλευρές. Επιλέγουµε σηµεία zi ∈ Ri, i = 1, . . . ,m.

΄Εστω γ0 ο κύκλος
∑m

i=1 n(γ, zi)∂Ri, όπου ∂Ri συµβολίζει το σύνορο τού Ri προσανατολισµένο αντιωρολογιακά.

Τότε ο γ και ο γ0 είναι ισοδύναµοι.

C
γ

RiR′i

R′′i
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Απόδειξη. Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι

(3) n(γ0, zk) =
m∑

i=1

n(γ, zi) n(∂Ri, zk) = n(γ, zk),

k = 1, . . . ,m. Επίσης, αν z′k ∈ R′k,

(4) n(γ0, z
′
k) =

m∑

i=1

n(γ, zi) n(∂Ri, z
′
k) = 0 = n(γ, z′k),

διότι το z′k ανήκει στη µη ϕραγµένη συνιστώσα τού C r γ∗. Ας υποθέσουµε τώρα ότι η σi j είναι µια πλευρά

ανάµεσα στα Ri και R j.

C
zi Ri

z j R j

σi j

΄Εστω ότι στον κύκλο γ − γ0, η σi j διαγράφεται c ϕορές (το c είναι ακέραιος αριθµός, πιθανώς αρνητικός).

Θεωρούµε τον κύκλο σ = γ − γ0 − c∂Ri. Από τον ορισµό τού c έχουµε ότι ο σ είναι ισοδύναµος µ’ έναν κύκλο

τ ο οποίος δεν περιέχει την σi j. Εποµένως από την Πρόταση 3.11, τον ορισµό των ισοδύναµων κύκλων και την

(3) έχουµε

(5) n(τ, zi) = n(σ, zi) = n(γ, zi) − n(γ0, zi) − cn(∂Ri, zi) = −c,

και

(6) n(τ, z j) = n(σ, z j) = n(γ, z j) − n(γ0, z j) − cn(∂Ri, z j) = 0.

Αφού τώρα τα zi και z j είναι στην ίδια συνεκτική συνιστώσα τού C r τ∗, έχουµε ότι n(τ, zi) = n(τ, z j). Από τις (5)

και (6) παίρνουµε c = 0 και έτσι ο γ − γ0 είναι ισοδύναµος µ’ έναν κύκλο που δεν περιέχει την σi j. Ακριβώς

το ίδιο επιχείρηµα, µε κάποιο z′j ∈ R′j στη ϑέση τού z j και την (4) στη ϑέση τής (3), δείχνει ότι αν σ′i j είναι µια

πλευρά ανάµεσα στο Ri και σε κάποια µη ϕραγµένη περιοχή R′j, τότε η σ′i j δεν συνεισφέρει τίποτα στον γ − γ0.

Αλλά όλες οι πλευρές τού γ − γ0 είναι τής µορφής σi j ή σ′i j. Εποµένως ο γ − γ0 είναι ισοδύναµος µε το 0. �

Είµαστε τώρα σε ϑέση να απαντήσουµε στο πρώτο ερώτηµα που ϑέσαµε στην αρχή τού κεφαλαίου.

Θεώρηµα 3.15. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f : U → C αναλυτική. ΄Εστω γ ένα κλειστό µονοπάτι (ή γενικότερα

ένας κύκλος) στο U τέτοιος ώστε n(γ, z) = 0 για κάθε z < U. Τότε
∫
γ

f (z) dz = 0.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 3.10, κατασκευάζουµε µια διαµέριση a = t0 < t1 < · · · < tn = b τού

πεδίου ορισµού τού γ και ανοιχτούς δίσκους D1, . . . ,Dn ⊂ U, έτσι ώστε γ(t) ∈ D j, t j−1 ≤ t ≤ t j, j = 1, . . . , n. Αν

γ j είναι ένα πολυγωνικό µονοπάτι στον D j από το γ(t j−1) στο γ(t j), µε πλευρές παράλληλες στους άξονες, τότε το

ολοκλήρωµα τής f από το γ(t j−1) στο γ(t j) κατά µήκος τού γ είναι το ίδιο µε το ολοκλήρωµα τής f κατά µήκος

τού γ j, από το Θεώρηµα 2.15. Μπορούµε εποµένως να υποθέσουµε, χωρίς απώλεια τής γενικότητας, ότι το γ

είναι ένα πολυγωνικό µονοπάτι µε πλευρές παράλληλες στους άξονες, και έτσι από το Λήµµα 3.14, το γ είναι

ισοδύναµο µ’ έναν κύκλο της µορφής
∑m

i=1 n(γ, zi)∂Ri. Τώρα, αν Ri * U τότε επιλέγουµε z0 ∈ Ri r U. Προφανώς

τα zi και z0 ϐρίσκονται στην ίδια συνεκτική συνιστώσα τού C r γ∗, και άρα, από την Πρόταση 3.12, έχουµε ότι

n(γ, zi) = n(γ, z0). Αλλά από υπόθεση, n(γ, z0) = 0, και έτσι το γ είναι ισοδύναµο µε τον κύκλο

σ =
∑

Ri⊂U

n(γ, zi)∂Ri.
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Εποµένως ∫

γ

f (z) dz =
∫

σ

f (z) dz =
∑

Ri⊂U

n(γ, zi)
∫

∂Ri

f (z) dz.

Αλλά αν Ri ⊂ U τότε το ∂Ri περιέχεται σ’ ένα κυρτό υποσύνολο του U, άρα
∫

∂Ri

f (z) dz = 0

από το Θεώρηµα 2.15.

�

Το προηγούµενο αποτέλεσµα έχει αντίστροφο. Αν γ είναι ένα κλειστό µονοπάτι ή κύκλος στο U τέτοιος

ώστε
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε αναλυτική συνάρτηση f : U → C, τότε n(γ, z) = 0 για κάθε z < U. Πράγµατι, αν για

κάποιο z0 < U έχουµε n(γ, z0) , 0, τότε η f (z) = [2πi(z − z0)]−1 είναι αναλυτική στο U, αλλά από την Πρόταση

3.11, έχουµε
∫
γ

f (z) dz = n(γ, z0) , 0. Εποµένως απαντήσαµε πλήρως στο πρώτο ερώτηµα που ϑέσαµε στην

αρχή τού κεφαλαίου.

Θεώρηµα 3.16 (Το Πρώτο Θεώρηµα τού Cauchy). ΄Εστω U ένα ανοιχτό υποσύνολο τού C, και γ ένα κλειστό

µονοπάτι ή κύκλος στο U. Τότε
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε αναλυτική συνάρτηση f : U → C αν και µόνο αν n(γ, z) = 0
για κάθε z < U.

Πόρισµα 3.17. ΄Εστω γ1 και γ2 κλειστά µονοπάτια ή κύκλοι σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U. Τότε
∫
γ1

f (z) dz =
∫
γ2

f (z) dz
για κάθε αναλυτική συνάρτηση f : U → C αν και µόνο αν n(γ1, z) = n(γ2, z) για κάθε z < U.

Συνεχίζουµε τώρα µε το δεύτερο ερώτηµα. Θα χρειαστούµε πάλι ένα τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 3.18. ΄Εστω A, B ξένα, µη κενά υποσύνολα τού Ĉ τέτοια ώστε το A είναι συµπαγές υποσύνολο τού C και

dist ρ̂(A, B) = δ > 0, όπου ρ̂ είναι η µετρική στο Ĉ. Κατασκευάζουµε ένα δίκτυο από κλειστά τετράγωνα στο C µε

πλευρές µήκους δ

2
√

2
, παράλληλες στους άξονες. ΄Εστω Q1, . . . ,Qm τα τετράγωνα στο δίκτυο που τέµνουν το A,

και έστω σ ο κύκλος
∑m

i=1 ∂Qi. Αφαιρούµε όλες τις πλευρές που είναι κοινές σε οποιαδήποτε δυο τετράγωνα και

παίρνουµε έναν ισοδύναµο κύκλο γ.C
AB

γ

Τότε

(1) γ∗ ∩ (A ∪ B) = ∅.
(2) Αν το z είναι εσωτερικό σηµείο οποιουδήποτε Qi, τότε n(γ, z) = 1.

Απόδειξη.
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(1) Αν z ∈ B ∩ γ∗, τότε z ∈ ∂Qi για κάποιο i. Αφού το Qi τέµνει το A και η διαγώνιος τού Qi έχει µήκος δ
2 ,

έχουµε |z − w| ≤ δ
2 για κάποιο w ∈ A. Αλλά z ∈ B, εποµένως

distρ̂(A, B) ≤ ρ̂(z,w) ≤ |z − w| ≤ δ

2
,

το οποίο είναι άτοπο. Ας υποθέσουµε τώρα ότι z ∈ A ∩ γ∗. Τότε το z ανήκει σε κάποιο ∂Qi. Αν το z
δεν είναι κορυφή, τότε ανήκει σε κάποια πλευρά τού Qi. ∆ηλαδή το A τέµνει όχι µόνο το Qi αλλά και

κάποιο γειτονικό τετράγωνο τού δικτύου. Εποµένως το z ϐρίσκεται πάνω στην κοινή πλευρά σi j δυο

τετραγώνων Qi και Q j που τέµνουν το A.

C
z

σi j

Αλλά τότε η σi j δεν µπορεί να εµφανίζεται στην έκφραση τού γ, δηλαδή z < γ∗, άτοπο. Αν το z είναι

κορυφή, τότε το z ϐρίσκεται πάνω σε 4 τετράγωνα που τέµνουν το A.

C
z

Πάλι οι 4 πλευρές που περιέχουν το z δεν µπορεί να εµφανίζονται στην έκφραση τού γ, δηλαδή z < γ∗,
άτοπο.

(2) n(γ, z) = n(σ, z) =
∑m

j=1 n(∂Q j, z) = n(∂Qi, z) = 1, διότι αν το z δεν είναι εσωτερικό σηµείο κάποιου Q j

τότε n(∂Q j, z) = 0.

�

Θεώρηµα 3.19 (Το ∆εύτερο Θεώρηµα τού Cauchy). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-

µα.

(1) Το Ĉ r U είναι συνεκτικό.

(2) n(γ, z) = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι ή κύκλο γ στο U και κάθε σηµείο z ∈ C r U.

(3)
∫
γ

f (z) dz = 0 για κάθε κλειστό µονοπάτι ή κύκλο γ στο U και κάθε αναλυτική συνάρτηση f : U → C.

(4) Αν η f : U → C είναι αναλυτική, τότε η f έχει παράγουσα στο U.

(5) Αν η f : U → C είναι αναλυτική και πουθενά µηδέν, τότε η f έχει αναλυτικό λογάριθµο στο U.

Απόδειξη.

(1)⇒ (2) Παρατηρήστε ότι αν ορίσουµε n(γ,∞) = 0, τότε η n(γ, ·) γίνεται συνεχής συνάρτηση στο Ĉ r γ∗, από

την Πρόταση 3.12. ΄Εχουµε ότι z ∈ ĈrU το οποίο είναι ένα συνεκτικό υποσύνολο τού Ĉrγ∗. Επίσης,

∞ ∈ Ĉ r U διότι U ⊂ C. ∆ηλαδή, τα z και ∞ ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα τού Ĉ r γ∗,
εποµένως n(γ, z) = n(γ,∞) = 0.

(2)⇒ (1) Υποθέτουµε ότι Ĉ r U = A ∪ B, όπου τα A και B είναι µη κενά, ξένα και κλειστά στο Ĉ rU. ΄Εστω ότι

∞ ∈ B. Τότε το A είναι ένα συµπαγές υποσύνολο τούC. Εφόσον το A είναι συµπαγές και το B κλειστό,

έχουµε distρ̂(A, B) > 0. Κατασκευάζουµε έναν κύκλο γ όπως στο Λήµµα 3.18. Αφού γ∗ ∩ (A ∪ B) = ∅,
έχουµε γ∗ ⊂ U, δηλαδή ο γ είναι ένας κύκλος στο U. Στο Λήµµα 3.18 µπορούµε να επιλέξουµε

το δίκτυο έτσι ώστε το εσωτερικό κάποιου από τα τετράγωνα να περιέχει ένα δεδοµένο z ∈ A. Τότε

n(γ, z) = 1, άτοπο.

(2)⇔ (3) ΄Αµεσο από το Θεώρηµα 3.16.

(3)⇔ (4) ΄Επεται από την Πρόταση 2.13.
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(4)⇒ (5) Αν η f : U → C είναι αναλυτική και πουθενά µηδέν, τότε η
f ′

f είναι αναλυτική στο U, εποµένως έχει

παράγουσα στο U. Από την Πρόταση 3.5, η f έχει αναλυτικό λογάριθµο.

(5)⇒ (2) Αν z0 < U, τότε η f (z) = z−z0 είναι αναλυτική και δεν µηδενίζεται στο U, άρα έχει αναλυτικό λογάριθµο.

Εποµένως

n(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

1
z − z0

dz =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz = 0,

από την Πρόταση 3.11 και την Πρόταση 3.5.

�

΄Ενα ανοιχτό υποσύνολο τού C που ικανοποιεί οποιαδήποτε από τις συνθήκες τού προηγούµενου ϑεωρή-

µατος λέγεται απλά συνεκτικό. ∆ιαισθητικά, οι συνθήκες (1) και (2) λένε ότι το U δεν έχει «τρύπες». Αν το U
είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του C και γ είναι ένας κύκλος στο U τέτοιος ώστε n(γ, z) = 0 για κάθε z < U, τότε

λέµε ότι ο γ είναι 0-οµολογικός στο U. ∆υο κύκλοι γ1 και γ2 λέγονται οµολογικοί στο U, αν ο γ1 − γ2 είναι

0-οµολογικός. Μια αναλυτική συνάρτηση έχει το ίδιο ολοκλήρωµα πάνω σε οµολογικούς κύκλους, και το ολο-

κλήρωµά της είναι 0 πάνω σε κάθε 0-οµολογικό κύκλο. Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε µια γενικότερη

µορφή τού ολοκληρωτικού τύπου τού Cauchy.

Θεώρηµα 3.20 (Η γενική µορφή τού Ολοκληρωτικού Τύπου τού Cauchy). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και

f : U → C
αναλυτική. ΄Εστω γ ένα κλειστό µονοπάτι ή κύκλος στο U τέτοιος ώστε n(γ, z) = 0 για κάθε z < U. Τότε

f (z)n(γ, z) =
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw,

για κάθε z ∈ U, z < γ∗. Εποµένως, από τις Προτάσεις 2.26 και 3.12,

f (m)(z)n(γ, z) =
m!
2πi

∫

γ

f (w)
(w − z)m+1

dw.

Απόδειξη. ΄Εστω

g(w) =



f (w) − f (z)
w − z

αν w ∈ U, w , z

f ′(z) αν w = z.

Τότε, από το Πόρισµα 2.24, η g είναι αναλυτική στο U. Εποµένως, από το Θεώρηµα 3.15, έχουµε∫

γ

g(w) dw = 0.

΄Ετσι,
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw = f (z)
1

2πi

∫

γ

dw
w − z

= f (z)n(γ, z).

�
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4

Εφαρµογές τής Θεωρίας τού Cauchy

Ανωµαλίες

΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και ας υποθέσουµε ότι η f είναι αναλυτική στο U r {z0}. Τότε λέµε ότι το z0 είναι

µια µεµονωµένη ανωµαλία τής f . Θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά τής f κοντά στο z0. ΄Ενα από τα ϐασικά

αποτελέσµατα τής τοπικής ϑεωρίας τού Cauchy είναι ότι αν η f είναι αναλυτική στο z0, τότε η f µπορεί να

αναπαρασταθεί σαν δυναµοσειρά σε µια περιοχή τού z0. Θα δείξουµε ότι αν το z0 είναι µια µεµονωµένη

ανωµαλία τής f , τότε γύρω από το z0, η f µπορεί να αναπαρασταθεί σαν µια «δυναµοσειρά» η οποία περιέχει

και ϑετικές και αρνητικές δυνάµεις.

Ορισµός 4.1. Μια σειρά Laurent είναι ένα τυπικό άθροισµα τής µορφής

∞∑

n=−∞
an(z − z0)n :=

∞∑

n=0

an(z − z0)n
+

∞∑

n=1

a−n

(z − z0)n
.

Σε αναλογία µε την Πρόταση 2.17, αν µια σειρά Laurent συγκλίνει σε κάποια z1, z2, µε |z1 − z0| = r1,

|z2 − z0| = r2, 0 < r1 < r2 < ∞, τότε η σειρά συγκλίνει απόλυτα στον ανοιχτό δακτύλιο {z : r1 < |z − z0| < r2} και

οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού δακτυλίου. Θα χρειαστούµε την ακόλουθη «διορθωµένη» µορφή τού

ολοκληρωτικού τύπου τού Cauchy.

Πρόταση 4.2. ΄Εστω ότι η f είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U το οποίο περιέχει τον δακτύλιο

{z ∈ C : r1 ≤ |z − z0| ≤ r2},

όπου 0 < r1 < r2 < ∞. Θέτουµε Γi = {z : |z − z0| = ri}, i = 1, 2. Τότε για καθε z µε r1 < |z − z0| < r2 έχουµε

f (z) =
1

2πi

∫

Γ2

f (w)
w − z

dw − 1
2πi

∫

Γ1

f (w)
w − z

dw.

Απόδειξη. ΄Εστω γ = Γ2 − Γ1. Ο γ είναι 0-οµολογικός στο U, εποµένως από το Θεώρηµα 3.20,

f (z)n(γ, z) =
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw =
1

2πi

∫

Γ2

f (w)
w − z

dw − 1
2πi

∫

Γ1

f (w)
w − z

dw.

Αλλά αν r1 < |z − z0| < r2, τότε

n(γ, z) = n(Γ2, z) − n(Γ1, z) = 1 − 0 = 1.

�

Θεώρηµα 4.3 (Σειρές Laurent). ΄Εστω ότι η f είναι αναλυτική στον δακτύλιο U = {z : s1 < |z − z0| < s2}, όπου

0 ≤ s1 < s2 ≤ ∞. Τότε

f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n, z ∈ U,

όπου

an =
1

2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z0)n+1

dw,

και Γ είναι οποιοσδήποτε κύκλος µε κέντρο το z0 και ακτίνα r, s1 < r < s2. Η σειρά συγκλίνει απόλυτα στο U και

οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι τα an είναι καλά ορισµένα διότι δυο κύκλοι

Γ = {z : |z − z0| = r}, Γ′ = {z : |z − z0| = r′},

µε s1 < r < r′ < s2 είναι οµολογικοί στο U. Επιλέγουµε r1, r2 τέτοια ώστε s1 < r1 < r2 < s2, και έστω

Γi = {z : |z − z0| = ri}, i = 1, 2. Αν |z − z0| < r2, επαναλαµβάνουµε το επιχείρηµα στην απόδειξη τής Πρότασης

2.27 και παίρνουµε

(7)
1

2πi

∫

Γ2

f (w)
w − z

dw =
∞∑

n=0

an(z − z0)n, |z − z0| < r2,

όπου

an =
1

2πi

∫

Γ2

f (w)
(w − z0)n+1

dw.

Η σειρά συγκλίνει απόλυτα, και οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού D(z0, r2). ΄Εστω τώρα ότι |z− z0| > r1.

Τότε

− 1
2πi

∫

Γ1

f (w)
w − z

dw =
1

2πi

∫

Γ1

f (w)
z − z0 − (w − z0)

dw =
1

2πi

∫

Γ1

f (w)
∞∑

k=0

(w − z0)k

(z − z0)k+1
dw.

Αν w ∈ Γ1, τότε ∣∣∣∣∣
w − z0

z − z0

∣∣∣∣∣ =
r1

|z − z0|
< 1,

εποµένως η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα και έτσι µπορούµε να εναλλάξουµε ολοκλήρωµα και άθροισµα για να

πάρουµε

− 1
2πi

∫

Γ1

f (w)
w − z

dw =
∞∑

k=0

bk(z − z0)−(k+1),

όπου

bk =
1

2πi

∫

Γ1

f (w)(w − z0)k dw.

Θέτουµε n = −(k + 1) και παίρνουµε

(8) − 1
2πi

∫

Γ1

f (w)
w − z

dw =
−1∑

n=−∞
an(z − z0)n, |z − z0| > r1,

όπου

an =
1

2πi

∫

Γ1

f (w)
(w − z0)n+1

dw.

Αυτή είναι µια δυναµοσειρά ως προς (z − z0)−1, εποµένως συγκλίνει απόλυτα για |z − z0| > r1, και οµοιόµορφα

στα συµπαγή υποσύνολα τού {z : |z − z0| > r1}. Οι (7), (8) και η Πρόταση 4.2 µάς λένε ότι

f (z) =
1

2πi

∫

Γ2

f (w)
w − z

dw − 1
2πi

∫

Γ1

f (w)
w − z

dw =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n,

για κάθε z µε r1 < |z− z0| < r2. Εφόσον τα r1 και r2 ήταν τυχόντα, η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε z ∈ U. �

Πρόταση 4.4. Θέτουµε U = {z : s1 < |z − z0| < s2}, 0 ≤ s1 < s2 ≤ ∞. ΄Εστω ότι

f (z) =
∞∑

n=−∞
bn(z − z0)n,

για κάθε z ∈ U. Τότε η f είναι αναλυτική και

bn =
1

2πi

∫

Γ

f (w)
(w − z0)n+1

dw,

όπου Γ = {z : |z − z0| = r} οποιοσδήποτε κύκλος στο U. ∆ηλαδή το ανάπτυγµα σε σειρά Laurent είναι µοναδικό.

36



Απόδειξη. Εφόσον η f είναι το άθροισµα µιας δυναµοσειράς ως προς z − z0 και µιας δυναµοσειράς ως προς

(z− z0)−1, η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U, από την παρατήρηση µετά τον ορισµό

τής σειράς Laurent (ή από το επιχείρηµα στην απόδειξη τού Θεωρήµατος 4.3 το οποίο είναι και η απόδειξη τής

παρατήρησης !). ∆ηλαδή η ακολουθία
n∑

k=−n

bk(z − z0)k

συγκλίνει στην f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U, άρα η f είναι αναλυτική από την Πρόταση 2.28.

Πολλαπλασιάζουµε τώρα και τα δυο µέλη τής έκφρασης τής f µε

1
2πi(z − z0)k+1

,

εναλλάσουµε άθροισµα και ολοκλήρωµα, και παίρνουµε

1
2πi

∫

Γ

f (z)
(z − z0)k+1

dz =
∞∑

n=−∞
bn

1
2πi

∫

Γ

(z − z0)n−k−1 dz = bk,

διότι αν n , k τότε η (z − z0)n−k−1 έχει παράγουσα στο U και εποµένως το ολοκλήρωµα πάνω στο Γ είναι µηδέν,

ενώ για n = k έχουµε
1

2πi

∫

Γ

dz
z − z0

= n(Γ, z0) = 1.

�

Είµαστε τώρα σε ϑέση να µελετήσουµε τη συµπεριφορά τής f κοντά σε µια µεµονωµένη ανωµαλία.

Ορισµός 4.5. ΄Εστω ότι η f έχει µια µεµονωµένη ανωµαλία στο z0, δηλαδή είναι αναλυτική σ’ ένα σύνολο τής

µορφής U r {z0}. Τότε από το Θεώρηµα 4.3

f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n, 0 < |z − z0| < r,

για κάποιο r > 0. Το άθροισµα των αρνητικών δυνάµεων τής σειράς Laurent, δηλαδή

−1∑

n=−∞
an(z − z0)n

ονοµάζεται κύριο µέρος τής σειράς Laurent. Αν η σειρά Laurent δεν έχει αρνητικές δυνάµεις, δηλαδή αν

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n,

τότε λέµε ότι η f έχει επουσιώδη ανωµαλία στο z0. Σ’ αυτήν την περίπτωση, αν επεκτείνουµε το πεδίο ορισµού τής

f ϑέτοντας f (z0) = a0, τότε η f είναι αναλυτική στο z0 από το Θεώρηµα 2.29. ∆ηλαδή, η f είναι αναλυτική σε µια

περιοχή τού z0 και τα αναπτύγµατα Laurent και Taylor συµπίπτουν. Αν η σειρά Laurent έχει έναν ϑετικό αλλά

πεπερασµένο αριθµό m αρνητικών δυνάµεων, δηλαδή αν

f (z) =
a−m

(z − z0)m
+

a−m+1

(z − z0)m−1
+ · · · + a−1

z − z0
+

∞∑

n=0

an(z − z0)n, a−m , 0,

τότε λέµε ότι η f έχει πόλο τάξης m στο z0, και απλό πόλο αν m = 1. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η (z − z0)m f (z) έχει

επουσιώδη ανωµαλία στο z0, και

lim
z→z0

(z − z0)m f (z) = a−m , 0.

Επίσης, limz→z0 f (z) = ∞, εποµένως αν ορίσουµε f (z0) = ∞, τότε η f είναι µια συνεχής απεικόνιση τού U στο

εκτεταµένο επίπεδο. Αν η σειρά Laurent έχει άπειρο αριθµό αρνητικών δυνάµεων, τότε λέµε ότι η f έχει ουσιώδη
ανωµαλία στο z0. Μια αναλυτική συνάρτηση τής οποίας όλες οι µεµονωµένες ανωµαλίες είναι πόλοι, ονοµάζεται

µερόµορφη.

Θα ϐρούµε τώρα ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι µια µεµονωµένη ανωµαλία επουσιώδης, πόλος

ή ουσιώδης. Το ακόλουθο λήµµα ϑα είναι χρήσιµο.
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Λήµµα 4.6. ΄Εστω ότι η f έχει µια µεµονωµένη ανωµαλία στο z0. Θέτουµε

M f (z0, r) = max{| f (z)| : |z − z0| = r}.
Αν υπάρχουν c > 0 και α ≥ 0 έτσι ώστε M f (z0, r) ≤ cr−α για κάθε r > 0 αρκετά µικρό, τότε η f έχει είτε επουσιώδη

ανωµαλία στο z0 είτε πόλο τάξης ≤ α.

Απόδειξη. ΄Εστω a j οι συντελεστές στο ανάπτυγµα Laurent τής f . Για j ≥ 0 έχουµε

|a− j| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2πi

∫

|z−z0|=r

f (z)(z − z0) j−1 dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π
M f (z0, r)r j−12πr ≤ cr j−α → 0,

καθώς r → 0, αν j > α. Εποµένως a− j = 0 αν j > α. �

Η συµπεριφορά µιας συνάρτησης κοντά σε µια ουσιώδη ανωµαλία είναι αρκετά παθολογική.

Θεώρηµα 4.7 (Το Θεώρηµα CasoratiWeierstrass). ΄Εστω ότι η f έχει µια ουσιώδη ανωµαλία στο σηµείο z0.

Τότε για κάθε b > 0 αρκετά µικρό, το σύνολο f ({z : 0 < |z − z0| < b}) είναι πυκνό στο C.

Απόδειξη. Για b > 0 αρκετά µικρό, ϑέτουµε V = {z : 0 < |z − z0| < b}. Επιλέγουµε τυχόν w ∈ C. Αν f (z) = w
για κάποιο z ∈ U, τότε δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. Αν f (z) , w για κάθε z ∈ V, τότε ϑεωρούµε την

g : V → C µε

g(z) =
1

f (z) − w
.

Η g είναι αναλυτική. Αρκεί να δείξουµε ότι δεν είναι ϕραγµένη. Ας υποθέσουµε ότι η g είναι ϕραγµένη. Τότε

Mg(z0, r) ≤ c, 0 < r < b, όπου c κάποια ϑετική σταθερά. Από το Λήµµα 4.6, η g έχει επουσιώδη ανωµαλία στο

z0. Αλλά

f (z) = w +
1

g(z)
στο V, άρα η (z − z0)m f (z) έχει επουσιώδη ανωµαλία στο z0 για κατάλληλο m. Συνεπώς η f είτε έχει επουσιώδη

ανωµαλία, είτε έχει πόλο στο z0, άτοπο. �

Θεώρηµα 4.8. ΄Εστω ότι η f έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο z0. Τότε

(1) Το z0 είναι επουσιώδης ανωµαλία αν και µόνο αν το limz→z0 f (z) υπάρχει και είναι πεπερασµένο.

(2) Το z0 είναι πόλος τάξης m αν και µόνο αν το limz→z0 (z − z0)m f (z) είναι µη µηδενικό και πεπερασµένο.

(3) Το z0 είναι ουσιώδης ανωµαλία αν και µόνο αν το limz→z0 f (z) δεν υπάρχει.

Απόδειξη. ΄Ασκηση. �

Η συµπεριφορά µιας συνάρτησης f στο ∞ µπορεί να µελετηθεί εξετάζοντας την g(z) = f ( 1
z ) στο 0.

Ορισµός 4.9. Λέµε ότι η f έχει επουσιώδη ανωµαλία, πόλο ή ουσιώδη ανωµαλία στο ∞ αν και µόνο αν η f είναι

αναλυτική σ’ ένα σύνολο τής µορφής {z : |z| > r} και η συνάρτηση

g(z) = f

(
1
z

)

έχει επουσιώδη ανωµαλία, πόλο ή ουσιώδη ανωµαλία στο 0.

Ολοκληρωτικά υπόλοιπα

Θα αναπτύξουµε µια τεχνική η οποία επιτρέπει τον γρήγορο υπολογισµό ολοκληρωµάτων τής µορφής∫
γ

f (z) dz, όπου γ είναι ένα κλειστό µονοπάτι στο U και η f είναι αναλυτική στο U, εκτός από ένα σύνολο

µεµονωµένων ανωµαλιών.

Ορισµός 4.10. Αν η f έχει µια µεµονωµένη ανωµαλία στο z0, τότε ο συντελεστής a−1 στο ανάπτυγµα Laurent τής

f γύρω από το z0 λέγεται ολοκληρωτικό υπόλοιπο τής f στο z0 και συµβολίζεται µε Res ( f , z0).

Στόχος µας είναι να ανάγουµε τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων στον υπολογισµό ολοκληρωτικών υπολοί-

πων.
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Λήµµα 4.11. ΄Εστω f αναλυτική στο U r {z0}, όπου U ⊂ C ανοιχτό. ΄Εστω R ένα ανοιχτό ορθογώνιο τέτοιο ώστε

R ⊂ U. Αν z0 ∈ R, τότε
1

2πi

∫

∂R
f (z) dz = Res ( f , z0).

Απόδειξη. Αναπτύσσουµε την f σε σειρά Laurent γύρω από το z0.

f (z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n.

΄Εστω Γ ⊂ R ένας κύκλος µε κέντρο το z0. Το ∂R είναι οµολογικό µε το Γ, εποµένως

1
2πi

∫

∂R
f (z)dz =

1
2πi

∫

Γ

f (z)dz =
∞∑

n=−∞

1
2πi

an

∫

Γ

(z − z0)ndz = a−1.

�

Θα χρειαστούµε και το ακόλουθο τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 4.12. ΄Εστω γ ένα κλειστό µονοπάτι στο C, και S ⊂ C τέτοιο ώστε S ∩ γ∗ = ∅. Υποθέτουµε ότι n(γ,w) = 0
για κάθε σηµείο συσσώρευσης τού S . Τότε n(γ, z) = 0 για όλα εκτός από το πολύ πεπερασµένο πλήθος z ∈ S .

Απόδειξη. Θέτουµε A = {z : n(γ, z) = 0}. Τότε το A είναι η ένωση όλων των συνεκτικών συνιστωσών του C r γ∗
στις οποίες ο δείκτης n(γ, ·) είναι µηδέν. Ιδιαίτερα, το A είναι ένα ανοιχτό σύνολο το οποίο περιέχει το {z : |z| > r}
για r > 0 αρκετά µεγάλο. Εποµένως το CrA είναι συµπαγές. Αν τώρα άπειρα σηµεία τού S ανήκουν στοCrA,

τότε το S έχει σηµείο συσσώρευσης στο C r A, άτοπο. �

Θεώρηµα 4.13 (Το Θεώρηµα των Ολοκληρωτικών Υπολοίπων). ΄Εστω f αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο

U ⊂ C, εκτός από ένα σύνολο µεµονωµένων ανωµαλιών στα σηµεία w1,w2, . . . . ΄Εστω γ ένα 0-οµολογικό κλειστό

µονοπάτι ή κύκλος στο U, τέτοιο ώστε w j < γ
∗ για κάθε j. Τότε

1
2πi

∫

γ

f (z) dz =
∑

j

n(γ,w j)Res ( f ,w j).

Απόδειξη. Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι n(γ,w j) = 0 για όλα εκτός από το πολύ πεπερασµένο πλήθος j, κι’ έτσι

το άθροισµα είναι στην πραγµατικότητα πεπερασµένο. Πράγµατι, ας ϑέσουµε S = {w1,w2, . . . }. Αν w είναι ένα

σηµείο συσσώρευσης τού S , τότε w < U διότι όλες οι ανωµαλίες είναι µεµονωµένες. Εποµένως n(γ,w) = 0.

Επιπλέον, S ∩ γ∗ = ∅ διότι S ∩ γ∗ = ∅ από υπόθεση, και τα σηµεία συσσώρευσης τού S δεν ανήκουν στο γ∗

γιατί γ∗ ⊂ U. Ο ισχυρισµός έπεται τώρα από το Λήµµα 4.12. Τώρα έστω w1, . . . ,wt οι ανωµαλίες για τις οποίες

n(γ,w j) , 0 (αναδιατάσσουµε τα w j αν χρειάζεται). Το σύνολο U r S είναι ανοιχτό, διότι το S δεν έχει σηµεία

συσσώρευσης στο U. Επίσης, γ∗ ⊂ U r S . Εποµένως, όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.15, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι το γ είναι ένα πολυγωνικό µονοπάτι µε πλευρές παράλληλες στους άξονες. Μπορούµε επίσης

να υποθέσουµε ότι κανένα από τα w1, . . . ,wt δεν ϐρίσκεται πάνω στο δίκτυο των ευθειών που διέρχονται από τις

κορυφές τού γ και είναι παράλληλες στους άξονες. Από το Λήµµα 3.14, το γ είναι ισοδύναµο µε ένα κύκλο τής

µορφής
m∑

i=1

n(γ, zi)∂Ri,

όπου zi ∈ Ri, και για κάθε j = 1, . . . , t, έχουµε w j ∈ Ri για κάποιο i. Χωρίς ϐλάβη τής γενικότητας, µπορούµε

να υποθέσουµε ότι το δίκτυο των ευθειών είναι τόσο πυκνό ώστε δυο διαφορετικά w j στο σύνολο {w1, . . . ,wt}
να µην ανήκουν στο ίδιο Ri. Τώρα, έστω V = U r {wt+1,wt+2, . . . }. Αν κάποιο Ri δεν περιέχεται στο V, τότε

n(γ, zi) = 0. Για να δούµε γιατί αυτό ισχύει, επιλέγουµε z0 ∈ Ri r V. Τότε τα zi και z0 ϐρίσκονται στην ίδια

συνεκτική συνιστώσα τού C r γ∗ και κατά συνέπεια n(γ, zi) = n(γ, z0). Αν z0 < U, τότε n(γ, z0) = 0 διότι το γ είναι

0-οµολογικό. Αν το z0 είναι κάποιο από τα w j, j ≥ t + 1, τότε n(γ, z0) = 0, από την επιλογή τού t. ∆ηλαδή το γ

είναι ισοδύναµο µε τον κύκλο

σ =
∑

Rk⊂V

n(γ, zk)∂Rk.
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Εποµένως ∫

γ

f (z) dz =
∫

σ

f (z) dz =
∑

Rk⊂V

n(γ, zk)
∫

∂Rk

f (z) dz.

Αν τώρα κάποιο w j, j = 1, . . . , t, ανήκει σε κάποιο Rk µε Rk ⊂ V, τότε n(γ, zk) = n(γ,w j) και
∫

∂Rk

f (z) dz = 2πiRes ( f ,w j),

από το Λήµµα 4.11. Αν κανένα w j, j = 1, . . . , t, δεν ανήκει σε κάποιο Rk µε Rk ⊂ V τότε
∫

∂Rk

f (z) dz = 0.

Αλλά κάθε w j, j = 1, . . . , t, ανήκει σε κάποιο Rk µε Rk ⊂ V. Εποµένως

1
2πi

∫

γ

f (z) dz =
t∑

j=1

n(γ,w j)Res ( f ,w j).

�

Το πλεονέκτηµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων είναι ότι συχνά είναι εύκολο να υπολογιστούν.

Πρόταση 4.14. Αν η f έχει πόλο τάξης m στο z0, τότε

Res ( f , z0) =
1

(m − 1)!
lim
z→z0

(
dm−1

dzm−1
[(z − z0)m f (z)]

)
.

Απόδειξη. ΄Ασκηση. �

Θα εφαρµόσουµε τώρα το Θεώρηµα των Ολοκληρωτικών Υπολοίπων για να αποδείξουµε µια ϐασική γεω-

µετρική ιδιότητα των αναλυτικών συναρτήσεων. Αν γ είναι ένα κλειστό µονοπάτι, τότε ο αριθµός των στροφών

τής f (z) γύρω από την αρχή των αξόνων καθώς το z κινείται πάνω στο γ, είναι ίσος µε τον αριθµό των ϱιζών τής

f µέσα στο γ∗, λαµβάνοντας υπόψη τον δείκτη τους και την τάξη τους. Θα αποδείξουµε πρώτα ένα Λήµµα.

Λήµµα 4.15. ΄Εστω ότι η f είναι αναλυτική στο z0. Υποθέτουµε ότι το z0 είναι ϱίζα τάξης k τής f . Τότε η
f ′

f έχει

απλό πόλο στο z0 µε Res
(

f ′

f , z0

)
= k.

Απόδειξη. ΄Εστω f (z) = (z − z0)kg(z), όπου η g είναι αναλυτική στο z0 και g(z0) , 0. Τότε

f ′(z)
f (z)

=
k

z − z0
+

g′(z)
g(z)

.

Εποµένως

Res

(
f ′

f
, z0

)
= k + Res

(
g′

g
, z0

)
= k,

διότι η
g′

g είναι αναλυτική στο z0. �

Θεώρηµα 4.16 (Η Αρχή τού Ορίσµατος). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, f : U → C αναλυτική και γ ένα 0-οµολογικό

κλειστό µονοπάτι στο U τέτοιο ώστε η f δεν µηδενίζεται στο γ∗. Αν η f δεν είναι ταυτοτικά ίση µε 0 σε καµία

συνεκτική συνιστώσα του U, και οι ϱίζες τής f είναι τα διακεκριµένα σηµεία z1, z2, . . . µε τάξεις k1, k2, . . . , τότε

n( f ◦ γ, 0) =
∑

j

k jn(γ, z j).

(Το άθροισµα είναι πεπερασµένο από το Λήµµα 4.12.)

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.11, το Θεώρηµα των Ολοκληρωτικών Υπολοίπων και το Λήµµα 4.15 έχουµε

n( f ◦ γ, 0) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz =
∑

j

Res

(
f ′

f
, z j

)
n(γ, z j) =

∑

j

k jn(γ, z j).

�
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Θεώρηµα 4.17 (Η Γενικευµένη Αρχή τού Ορίσµατος). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, f , g : U → C αναλυτικές, και

γ ένα 0-οµολογικό κλειστό µονοπάτι στο U τέτοιο ώστε η f και g δεν µηδενίζονται στο γ∗. Υποθέτουµε ότι οι f και g
δεν είναι ταυτοτικά µηδέν σε καµία συνεκτική συνιστώσα τού U. ΄Εστω z1, z2, . . . οι ϱίζες τής f µε τάξεις k1, k2, . . . ,

και w1,w2, . . . οι ϱίζες τής g µε τάξεις m1,m2, . . . . Θέτουµε h = f
g . Τότε

n(h ◦ γ, 0) =
∑

j

k jn(γ, z j) −
∑

j

m jn(γ,w j).

Απόδειξη. ΄Ασκηση. �

Θεώρηµα 4.18 (Το Θεώρηµα τού Rouche). ΄Εστω ότι οι f και g ικανοποιούν τις υποθέσεις τού Θεωρήµατος

4.16 και επιπλέον | f (z) − g(z)| < | f (z)| για κάθε z ∈ γ∗. Τότε n( f ◦ γ, 0) = n(g ◦ γ, 0). Εποµένως, από την Αρχή τού

Ορίσµατος, η f και η g έχουν τον ίδιο αριθµό ϱιζών µέσα στο γ∗, λαµβανοµένων υπόψη των τάξεων τους και των

δεικτών τους.

Απόδειξη. Σε µια περιοχή του γ∗ έχουµε g = f f1, όπου

f1 = 1 +
g − f

f
.

Η f1 δεν είναι ποτέ µηδέν στο γ∗ από υπόθεση. Επίσης έχουµε | f1(z) − 1| < δ, για κάθε z ∈ γ∗, όπου 0 < δ < 1.

Τώρα

n(g ◦ γ, 0) =
1

2πi

∫

γ

g′(z)
g(z)

dz =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f (z)

dz +
1

2πi

∫

γ

f ′1(z)

f1(z)
dz = n( f ◦ γ, 0) + n( f1 ◦ γ, 0).

Αλλά το f1 ◦ γ είναι ένα κλειστό µονοπάτι στο απλά συνεκτικό ανοιχτό σύνολο D(1, δ) και 0 < D, εποµένως

n( f1 ◦ γ, 0) = 0. �

Το Θεώρηµα Ανοιχτής Απεικόνισης

Σκοπός µας σ’ αυτήν την ενότητα είναι να δείξουµε ότι µια µη σταθερή αναλυτική συνάρτηση απεικονίζει

ανοιχτά σύνολα σε ανοιχτά σύνολα. Κατ’ αρχάς χρειαζόµαστε κάποιες πληροφορίες σχετικά µε τον αριθµό των

λύσεων τής εξίσωσης f (z) = w, όπου το w είναι σταθεροποιηµένο και το z κινείται σε µια περιοχή µιας ϱίζας τής

f .

Πρόταση 4.19. ΄Εστω ότι η f είναι αναλυτική και όχι σταθερή στο D(z0, r). Υποθέτουµε ότι το z0 είναι ϱίζα τάξης

k τής f . Επιλέγουµε r1 αρκετά µικρό ώστε ούτε η f ούτε η f ′ να µηδενίζονται για 0 < |z− z0| ≤ r1 (αν αυτό δεν ήταν

δυνατό τότε το σύνολο των ϱιζών είτε τής f είτε τής f ′ ϑα είχε σηµείο συσσώρευσης, εποµένως η f ϑα ήταν σταθερή,

άτοπο). Θέτουµε m = min{| f (z)| : |z− z0| = r1}. Αν 0 < |w| < m, τότε υπάρχουν ακριβώς k σηµεία z ∈ D(z0, r1) τέτοια

ώστε f (z) = w.

Απόδειξη. ΄Εστω γ(t) = z0 + r1eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Τότε | f (z)| ≥ m > |w| στο γ∗, εποµένως από το Θεώρηµα Rouche

n( f ◦ γ, 0) = n(( f − w) ◦ γ, 0).

Τώρα από υπόθεση, η f έχει µια µόνο ϱίζα τάξης k µέσα στο γ∗. ΄Αρα, από την Αρχή τού Ορίσµατος, n( f ◦γ, 0) = k.

Από την άλλη µεριά, πάλι η Αρχή του Ορίσµατος µάς λέει ότι

n(( f − w) ◦ γ, 0) =
∑

j

k jn(γ, z j),

όπου τα z j είναι οι ϱίζες τής f − w µέσα στο γ∗ (άρα n(γ, z j) = 1) µε τάξεις k j. Αν υπήρχαν λιγότερα από k τέτοια

σηµεία, τότε κάποιο z j ϑα είχε τάξη µεγαλύτερη από 1. Αλλά τότε f ′(z j) = 0, άρα κατ’ ανάγκη z j = z0, το οποίο

είναι άτοπο διότι f (z0) = 0 , w. �

Πρόταση 4.20. ΄Εστω f αναλυτική και όχι σταθερή στο D(z0, r). Υποθέτουµε ότι το z0 είναι ϱίζα τάξης k τής f .

Τότε υπάρχει ένα ανοιχτό σύνολο U ⊂ D(z0, r) µε z0 ∈ U τέτοιο ώστε για κάθε z ∈ U r {z0}
(1) f (z) , 0.

(2) Υπάρχουν ακριβώς k σηµεία z′ ∈ U r {z0} τέτοια ώστε f (z) = f (z′). Με άλλα λόγια η f παίρνει κάθε τιµή

της στο U r {z0} ακριβώς k ϕορές. Ισοδύναµα, η f είναι «k-1» στο U r {z0}.
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Απόδειξη. ΄Εστω D(z0, r1) και m όπως στην Πρόταση 4.19. Θέτουµε U = D(z0, r1)∩ f −1(D(0,m)). Αν z ∈ U r {z0},
τότε f (z) , 0, από την επιλογή τού r1. Επιπλέον, 0 < | f (z)| < m, άρα από την Πρόταση 4.19, υπάρχουν ακριβώς

k σηµεία z′ ∈ D(z0, r1) µε f (z) = f (z′). Εφόσον 0 < | f (z′)| < m, όλα τα z′ ανήκουν στο U r {z0}. �

Είµαστε τώρα σε ϑέση να προσδιορίσουµε πότε µια αναλυτική συνάρτηση είναι τοπικά 1-1.

Πρόταση 4.21. ΄Εστω f αναλυτική στο z0. Αν f ′(z0) , 0, τότε υπάρχει µια περιοχή τού z0 στην οποία η f είναι

1-1. Αν f ′(z0) = 0, τότε η f δεν µπορεί να είναι 1-1 σε καµία περιοχή τού z0.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την Πρόταση 4.20 στην f (z) − f (z0), παρατηρώντας ότι το z0 είναι ϱίζα τάξης 1 αν

f ′(z0) , 0, και τάξης k > 1 αν f ′(z0) = 0. �

Θεώρηµα 4.22 (Το Θεώρηµα Ανοιχτής Απεικόνισης). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, και g : U → C αναλυτική, όχι

σταθερή σε καµία συνεκτική συνιστώσα τού U. Αν το V είναι ανοιχτό υποσύνολο τού U, τότε το g(V) είναι ανοιχτό.

Απόδειξη. ΄Εστω g(z0) ∈ g(V), z0 ∈ V. Θέτουµε f (z) = g(z) − g(z0) και επιλέγουµε r ώστε D(z0, r) ⊂ V. Από

υπόθεση και Αρχή Ταυτότητας, η f δεν είναι σταθερή στο D(z0, r). Ορίζουµε τα D(z0, r1) και m όπως στην

Πρόταση 4.19. Τότε D(0,m) ⊂ f (V), εποµένως D(g(z0),m) ⊂ g(V). ΄Αρα το g(V) είναι ανοιχτό. �

Πόρισµα 4.23. ΄Εστω g αναλυτική και 1-1 στο ανοιχτό σύνολο U ⊂ C. Τότε η αντίστροφη g−1 είναι αναλυτική

στο ανοιχτό σύνολο g(U).

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα Ανοιχτής Απεικόνισης, η g είναι ανοιχτή, εποµένως η g−1 είναι συνεχής. Το

συµπέρασµα έπεται από το Θεώρηµα 2.4. �

Αναλυτικές απεικονίσεις ενός δίσκου σ’ έναν άλλο

Σ’ αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε τη συµπεριφορά µιας αναλυτικής συνάρτησης η οποία απεικονίζει

έναν δίσκο σε κάποιον άλλο. Κατάλληλοι γραµµικοί κλασµατικοί µετασχηµατισµοί, δηλαδή απεικονίσεις τής

µορφής

az + b
cz + d

, ad − bc , 0,

αποτελούν τα ϐασικά παραδείγµατα. Τα αποτελέσµατα που ϑα δείξουµε, ουσιαστικά, ϑα µας επιτρέψουν να

συγκρίνουµε µια δεδοµένη αναλυτική συνάρτηση µ’ έναν τέτοιο µετασχηµατισµό.

Λήµµα 4.24. Αν |a| < 1, ϑέτουµε

ϕa(z) =
z − a
1 − az

.

Τότε η ϕa είναι µια 1-1 και επί αναλυτική απεικόνιση τού D = D(0, 1) στον εαυτό του. Επιπλέον, η ϕa απεικονίζει

1-1 και επί το {z : |z| = 1} στον εαυτό του.

Απόδειξη. Η ϕa είναι προφανώς 1-1. Αφού |a| < 1, η ϕa είναι αναλυτική στο D. Αν τώρα |z| = 1, τότε |z − a| =
|z||1 − az|, εποµένως |ϕa(z)| = 1. Η αντίστροφη τής ϕa είναι

ϕ−a(w) =
w + a

1 + aw
.

Εποµένως |ϕ−a(w)| = 1 όταν |w| = 1. ΄Αρα η ϕa απεικονίζει το {z : |z| = 1} 1-1 και επί στον εαυτό του. Από την

Αρχή τού Μεγίστου, η ϕa απεικονίζει το D στον εαυτό του, και οµοίως για την ϕ−a. Αλλά ϕ−a(D) ⊂ D σηµαίνει

ότι D ⊂ ϕa(D), άρα η ϕa είναι επί. �

Λήµµα 4.25. Σταθεροποιούµε z0 ∈ C, R > 0, και ϑέτουµε

f (z) =
R(z − z0)
R2 − z0z

, |z0| < R.

Τότε f η είναι µια 1-1 και επί αναλυτική συνάρτηση τού D(0,R) στο D(0, 1). Επίσης, η f απεικονίζει το {z : |z| = R}
1-1 και επί στο {z : |z| = 1}.
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Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Λήµµα 4.24 για τη συνάρτηση

g(z) =
z − (z0/R)

1 − (z0z/R)

και παρατηρούµε ότι

f (z) = g
( z
R

)
.

�

Τα επόµενα τρία αποτελέσµατα είναι γνωστά µε το όνοµα Λήµµα τού Schwarz.

Θεώρηµα 4.26. ΄Εστω f µια αναλυτική απεικόνιση τού D = D(0, 1) στον εαυτό του, µε f (0) = 0. Τότε | f (z)| ≤ |z|
για κάθε z ∈ D και | f ′(0)| ≤ 1. Επιπλέον, αν | f (z0)| = |z0| για κάποιο z0 ∈ D, µε z0 , 0, ή αν | f ′(0)| = 1, τότε η f
είναι της µορφής f (z) = az για κάποιο a ∈ C µε |a| = 1.

Απόδειξη. Θέτουµε

g(z) =



f (z)
z
, z , 0

f ′(0), z = 0
.

Από το Πόρισµα 2.24, η f είναι αναλυτική στο D. Αν |z| = r < 1, τότε |g(z)| ≤ 1/r, εποµένως, από την Αρχή τού

Μεγίστου, |g(z)| ≤ 1/r, όταν |z| ≤ r. Για r → 1 παίρνουµε |g(z)| ≤ 1, δηλαδή | f (z)| ≤ |z|, z ∈ D. Αν |g(z0)| = 1 για

κάποιο z0 ∈ D, τότε |g(z0)| = sup{|g(z)| : z ∈ D}. Εποµένως, από την Αρχή τού Μεγίστου, η g είναι σταθερή στο

D. Τότε όµως f (z) = az, για κάποιο a µε |a| = 1. �

Θεώρηµα 4.27. ΄Εστω f µια αναλυτική απεικόνιση τού D(0,R) στο D(0, M) µε f (z0) = w0, για κάποια |z0| < R,

|w0| < M. Τότε ∣∣∣∣∣
M( f (z) − w0)
M2 − w0 f (z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
R(z − z0)
R2 − z0z

∣∣∣∣∣ ,

για κάθε z ∈ D(0,R).

Απόδειξη. Θέτουµε

T (z) =
R(z − z0)
R2 − z0z

, S (w) =
M(w − w0)
M2 − w0w

.

Τότε η S ◦ f ◦ T−1 ικανοποιεί τις υποθέσεις τού Θεωρήµατος 4.26. Εποµένως |S ◦ f ◦ T−1(z1)| ≤ |z1|, για |z1| < 1.

΄Αρα, |S ( f (z))| ≤ |T (z)|, για |z| < R. �

Παρατηρήσεις.

(1) Αν στο προηγούµενο ϑεώρηµα έχουµε ισότητα σε κάποιο σηµείο (διαφορετικό από το z0), τότε από το

Θεώρηµα 4.26, έχουµε S ◦ f ◦ T−1(z) = az, µε |a| = 1, δηλαδή

f (z) = S −1(aT (z)).

Ιδιαίτερα, η f είναι ένας γραµµικός κλασµατικός µετασχηµατισµός.

(2) Εφόσον

T ′(z0) =
R

R2 − |z0|2
,

έχουµε ότι

(S ◦ f ◦ T−1)′(0) =
M
R

f ′(z0)

(
R2 − |z0|2

M2 − | f (z0)|2

)
.

Από το Θεώρηµα 4.26, η παραπάνω ποσότητα είναι, σε απόλυτη τιµή, το πολύ 1. Αν η απόλυτη τιµή

είναι ίση µε 1, τότε η f είναι ένας γραµµικός κλασµατικός µετασχηµατισµός, όπως στην προηγούµενη

παρατήρηση.
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Θεώρηµα 4.28. ΄Εστω f µια αναλυτική απεικόνιση τού D(0,R) στον D(0, M), µε f (z0) = 0 για κάποιο z0 ∈ D(0,R).
Τότε

| f (z)| ≤ M
∣∣∣∣∣
R(z − z0)
R2 − z0z

∣∣∣∣∣ ,

για όλα τα z ∈ D(0,R). Αν έχουµε ισότητα για κάποιο z , z0, ή αν

| f ′(z0)(R2 − |z0|2)|
MR

= 1,

τότε η f είναι τής µορφής

f (z) = aM
R(z − z0)
R2 − z0z

,

µε |a| = 1.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισχυρισµός έπεται από το Θεώρηµα 4.27 για w0 = 0. Από την υπόθεση τού δεύτερου ισχυ-

ϱισµού συνεπάγεται, από τις παρατηρήσεις παραπάνω, ότι f (z) = S −1(aT (z)). Αλλά S (w) = w/M, ισοδύναµα,

S −1(z) = Mz, και το συµπέρασµα έπεται. �

Θα χαρακτηρίσουµε τώρα τις 1-1 και επί απεικονίσεις τού ανοιχτού µοναδιαίου δίσκου στον εαυτό του.

Θεώρηµα 4.29. ΄Εστω f : D(0, 1) → D(0, 1) αναλυτική, 1-1 και επί, µε αντίστροφη g. Θέτουµε a = g(0). Τότε

υπάρχει c ∈ C µε |c| = 1 τέτοιο ώστε f (z) = cϕa(z) για κάθε z ∈ D(0, 1).

Απόδειξη. ΄Εχουµε f ◦ ϕ−a(0) = 0 και ϕa ◦ g(0) = 0, άρα από το Λήµµα τού Schwarz, |( f ◦ ϕ−a)′(0)| ≤ 1
και |(ϕa ◦ g)′(0)| ≤ 1, δηλαδή | f ′(a)|(1 − |a|2) ≤ 1 και |g′(0)|(1 − |a|2)−1 ≤ 1. Αλλά f ′(a)g′(0) = 1, εποµένως

| f ′(a)|(1 − |a|2) = 1, συνεπώς από το Λήµµα τού Schwarz, υπάρχει c µε |c| = 1 τέτοιο ώστε f ◦ ϕ−a(z) = cz. �

Το Θεώρηµα PhragmenLindelof

Η Αρχή Μεγίστου, γενικά, δεν ισχύει σε µη ϕραγµένα χωρία. Για παράδειγµα, η εκθετική συνάρτηση είναι

ϕραγµένη πάνω στον ϕανταστικό άξονα, αλλά όχι στο δεξί ηµιεπίπεδο (το σύνορο τού οποίου είναι ο ϕανταστικός

άξονας). Παρ’ όλα αυτά ισχύει η εξής παραλλαγή. Αν το U ⊂ C είναι ανοιχτό και συνεκτικό (όχι κατ’ ανάγκη

ϕραγµένο), f : U → C αναλυτική, και ϑέσουµε ∂∞U να είναι το σύνορο τού U στο Ĉ, τότε, µε το συµβολισµό

τού Θεωρήµατος 2.38, έχουµε ότι αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε lim sup
z→∂∞U

| f (z)| ≤ M, τότε | f (z)| ≤ M για κάθε

z ∈ U. Αυτό αποδεικνύεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο που αποδεικνύεται το (3) τού Θεωρήµατος 2.38. Το

επόµενο αποτέλεσµα δείχνει ότι µπορούµε, ϕαινοµενικά, να εξασθενήσουµε τη συνθήκη ότι η f πρέπει να είναι

ϕραγµένη στο σύνορο.

Θεώρηµα 4.30 (PhragmenLindelof ). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, συνεκτικό και απλά συνεκτικό, και f : U → C
µια αναλυτική συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι ∂∞U = A ∪ B για κάποια A και B, και ότι υπάρχει µια w : U → C
ϕραγµένη, αναλυτική και πουθενά µηδέν έτσι ώστε :

• lim sup
z→A

| f (z)| ≤ M.

• Για κάθε a > 0 έχουµε lim sup
z→B

| f (z)| · |w(z)|a ≤ M.

Τότε | f (z)| ≤ M για κάθε z ∈ U.

Απόδειξη. ΄Εστω c > 0 τέτοιο ώστε |w(z)| ≤ c για κάθε z ∈ U. Αφού το U είναι απλά συνεκτικό και η w
δεν µηδενίζεται, έχει αναλυτικό λογάριθµο, έστω h. Θέτουµε g(z) = eah(z). Τότε |g(z)| = |w(z)|a. Θέτουµε

F(z) = f (z)g(z)c−a. Τότε

lim sup
z→A

|F(z)| ≤ M, lim sup
z→B

|F(z)| ≤ Mc−a.

΄Ετσι, από Αρχή Μεγίστου, |F(z)| ≤ max{M, Mc−a}. ΄Αρα | f (z)| ≤ |w(z)|−a max{M, Mc−a}. Παίρνοντας όρια καθώς

a→ 0, έχουµε το Ϲητούµενο. �

Παράδειγµα. ΄Εστω U = {z : Re z > 0} το δεξί ανοιχτό ηµιεπίπεδο και f : U → C µια αναλυτική συνάρτηση.

Υποθέτουµε ότι :

• Υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε lim sup
z→∂U

| f (z)| ≤ M.
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• Υπάρχουν P > 0, 0 < b < 1 τέτοια ώστε | f (z)| ≤ Pe|z|
b

για κάθε z ∈ U.

Τότε | f (z)| ≤ M για κάθε z ∈ U.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε c µε b < c < 1, και ϑέτουµε w(z) = e−zc
. Τότε για κάθε z = reiθ ∈ U έχουµε

|w(z)| = e−rc cos(cθ) ≤ 1,

άρα η w είναι ϕραγµένη. Επίσης για κάθε a > 0 έχουµε

| f (z)| · |w(z)|a ≤ Perb−arc cos(cθ) ≤ Perb−arc cos(cπ/2) → 0 = Pe|z|
b−a|z|c cos(cπ/2) → 0,

καθώς z→ ∞. ΄Ετσι, αν ϑέσουµε A = ∂U, B = {∞}, έχουµε ότι ∂∞U = A ∪ B και

lim sup
z→A

| f (z)| ≤ M, lim sup
z→B

| f (z)| · |w(z)|a = 0.

Το συµπέρασµα έπεται από το ϑεώρηµα PhragmenLindelof. �

Μια επέκταση τού Θεωρήµατος τού Cauchy και τού Ολοκληρωτικού Τύπου τού Cauchy

Θα αποδείξουµε µια έκδοση τού Θεωρήµατος και τού ολοκληρωτικού τύπου τού Cauchy για συναρτήσεις

οι οποίες είναι αναλυτικές σ’ ένα χωρίο το σύνορο τού οποίου είναι ένα κλειστό µονοπάτι, και συνεχείς στην

κλειστότητα τού χωρίου.

Θεώρηµα 4.31. ΄Εστω U ένα ανοιχτό, συνεκτικό, απλά συνεκτικό και ϕραγµένο υπσύνολο τού C. Υποθέτουµε

ότι

(1) Υπάρχει ένα κλειστό µονοπάτι γ τής µορφής γ(t) = z0 + γ1(t), a ≤ t ≤ b, τέτοιο ώστε γ∗ = ∂U.

(2) Αν 0 ≤ δ < 1, τότε z0 + δγ1(t) ∈ U για όλα τα t ∈ [a, b].

Τότε για κάθε f : U → C αναλυτική στο U και συνεχή στο U, έχουµε
∫
γ

f (z) dz = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω γδ(t) = z0 + δγ1(t), 0 < δ < 1. Τότε
∫
γδ

f (z) dz = 0, από το Θεώρηµα 3.19.

C
z0

γ

γδ

Τώρα,
∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∫

γ

f (z) dz −
∫

γδ

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
f (z0 + γ1(t))γ′1(t) dt −

∫ b

a
f (z0 + δγ1(t))δγ′1(t) dt

∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
[ f (z0 + γ1(t)) − f (z0 + δγ1(t))]γ′1(t) dt

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣

∫ b

a
f (z0 + δγ1(t))γ′1(t)(1 − δ) dt

∣∣∣∣∣∣ .

Ο πρώτος όρος τείνει στο 0 καθώς δ → 1 εφόσον η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο U, και ο δεύτερος όρος

τείνει στο 0 καθώς δ→ 1, διότι η f είναι ϕραγµένη στο U. �

Θεώρηµα 4.32. Με τις υποθέσεις τού προηγούµενου ϑεωρήµατος, για κάθε z ∈ U έχουµε

f (z)n(γ, z) =
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw.

Απόδειξη. Επαναλαµβάνουµε κατά λέξη το επιχείρηµα τής απόδειξης τού Θεωρήµατος 3.20, χρησιµοποιώντας

το Θεώρηµα 4.31 στη ϑέση τού Θεωρήµατος 3.15. �
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Ο Ολοκληρωτικός Τύπος τού Poisson και το Πρόβληµα Dirichlet

Ο σκοπός µας στην ενότητα αυτή είναι να λύσουµε το πρόβληµα Dirichlet για τον δίσκο, δηλαδή να

κατασκευάσουµε µια λύση της εξίσωσης Laplace δεδοµένων κάποιων συνοριακών τιµών. Το ϐασικό εργαλείο

είναι ο ολοκληρωτικός τύπος τού Poisson, ο οποίος µπορεί να ϑεωρηθεί το ανάλογο τού ολοκληρωτικού τύπου

τού Cauchy για πραγµατικές συναρτήσεις. Ξεκινάµε µ’ ένα υπολογιστικό λήµµα.

Λήµµα 4.33. Αν z = reiθ, 0 ≤ r < R, τότε

Re

[
Reit
+ z

Reit − z

]
=

R2 − r2

R2 − 2rR cos(θ − t) + r2
=

R2 − r2

|Reit − z|2 .

Απόδειξη. Θέτουµε w = z/R. Τότε

1 + we−it

1 − we−it
=

(1 + we−it)(1 − weit)
|1 − we−it |2

=
1 − r2

R2 + 2iIm (we−t)
∣∣∣1 − z

R e−it
∣∣∣2

.

Στην παραπάνω ισότητα παίρνουµε πραγµατικά µέρη, χρησιµοποιούµε τον Νόµο των Συνηµιτόνων, και τελειώ-

σαµε. �

Εισάγουµε τον ακόλουθο συµβολισµό.

Pr(x) =
R2 − r2

R2 − 2rR cos x + r2
, 0 ≤ r < R, x ∈ R,

Qz(t) =
Reit
+ z

Reit − z
, |z| < R, t ∈ R.

Η συνάρτηση Pr ονοµάζεται πυρήνας Poisson. Θα αποδείξουµε τώρα τον Ολοκληρωτικό Τύπο τού Poisson,

σύµφωνα µε τον οποίο, η τιµή µιας αναλυτικής συνάρτησης σ’ ένα σηµείο στο εσωτερικό ενός δίσκου είναι η

«µέση τιµή µε ϐάρη» των τιµών της στο σύνορο τού δίσκου, όπου τα ϐάρη δίνονται από τον πυρήνα Poisson.

Θεώρηµα 4.34 (Ο Ολοκληρωτικός Τύπος τού Poisson). ΄Εστω f αναλυτική στον D(z0,R) και συνεχής στον

D(z0,R). Τότε για z = z0 + reiθ, 0 ≤ r < R, έχουµε

f (z) =
1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t) f (z0 + Reit) dt.

Αν u = Re f , τότε

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)u(z0 + Reit) dt.

Απόδειξη. ΄Εστω γ(t) = z0 + Reit, 0 ≤ t ≤ 2π. Από το Θεώρηµα 4.32 έχουµε

(9) f (z) =
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw.

Θέτουµε z1 = z0 +
R2

z − z0
. Εφόσον το z1 ϐρίσκεται εκτός τού γ∗, το Θεώρηµα 4.32 δίνει

(10)
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z1

dw = 0.

Αφαιρώντας την (10) από την (9) παίρνουµε

f (z) =
1

2π

∫ 2π

0
f (z0 + Reit)


1

Reit − reiθ
− 1

Reit − R2

r eiθ

 Reit dt.

Αλλά
Reit

Reit − reiθ
− Reit

Reit − R2

r eiθ
=

R
R − rei(θ−t)

+
rei(t−θ)

R − rei(t−θ) = Pr(θ − t).

�
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Πόρισµα 4.35.

1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t) dt = 1.

Απόδειξη. Παίρνουµε f = 1 στο Θεώρηµα 4.34. �

Είµαστε τώρα έτοιµοι για το ϐασικό αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 4.36 (Το Πρόβληµα Dirichlet). ΄Εστω u0 µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση στον κύκλο

{z : |z − z0| = R}.
Ορίζουµε

u(z0 + reiθ) =



1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)u0(z0 + Reit) dt, 0 ≤ r < R

u0(z0 + Reiθ), r = R
.

Τότε

(1) Στον δίσκο D(z0,R), η u είναι το πραγµατικό µέρος µιας αναλυτικής συνάρτησης και εποµένως ικανοποιεί

την εξίσωση τού Laplace:

uxx + uyy = 0.

(2) Η u είναι συνεχής στο D(z0,R).

Απόδειξη. Για z = reiθ, 0 ≤ r < R, ϑέτουµε

f (z0 + z) =
1

2π

∫ 2π

0
Qz(t)u0(z0 + Reit) dt.

Τώρα,

Qz(t) = −1 +
2Reit

Reit − z
,

εποµένως η f (z0 + z) είναι ίση µε µια σταθερά συν

1
2πi

∫

|w|=R

2u0(z0 + w)
w − z

dw.

Από την Πρόταση 2.26, η f είναι αναλυτική, και εποµένως συνεχής στο D(z0,R). Από το Λήµµα 4.33, Re f = u
στον D(z0,R) και η απόδειξη τού (1) είναι πλήρης. Τώρα, έστω g(t) = u0(z0 + Reit). Από τον Ολοκληρωτικό Τύπο

τού Poisson και το Πόρισµα 4.35 έχουµε για 0 < δ < π

|u(z0 + reiθ) − u(z0 + Reiθ)| =
∣∣∣∣∣∣

1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)[g(t) − g(θ)] dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫ π

−π
Pr(x)|g(x + θ) − g(θ)| dx

=
1

2π

∫ δ

−δ
Pr(x)|g(x + θ) − g(θ)| dx +

1
2π

∫

δ≤|x|≤π

Pr(x)|g(x + θ) − g(θ)| dx.

Για δεδοµένο ε > 0, επιλέγουµε δ τόσο µικρό ώστε αν |x| < δ τότε |g(x+ θ)− g(θ)| < ε, για όλα τα θ. Η παραπάνω

έκφραση είναι τότε µικρότερη από

ε +
Pr(δ)

2π

∫ π

−π
|g(x + θ) − g(θ)| dx ≤ ε + 2kPr(δ),

όπου k είναι η µέγιστη τιµή τής συνάρτησης |g|. Εφόσον Pr(δ)→ 0 καθώς r → R, έπεται ότι

u(z0 + reiθ)→ u(z0 + Reiθ)

οµοιόµορφα ως προς θ. Επίσης,

u(z0 + r′eiθ)→ u(z0 + reiθ),

καθώς r′ → r < R, οµοιόµορφα ως προς θ, από το (1). Αλλά u(z0 + reiθ′ ) → u(z0 + reiθ) καθώς θ′ → θ για κάθε

δεδοµένο r, 0 ≤ r ≤ R. Εποµένως η u(z0 + reiθ) είναι από κοινού συνεχής ως προς (r, θ), 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R.

Συµπεραίνουµε ότι η u είναι συνεχής στο D(z0,R). �
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Αναλυτική συνέχιση και το Θεώρηµα Μονοδροµίας

Στην ενότητα αυτή εξετάζουµε το πρόβληµα της επέκτασης του πεδίου ορισµού µιας αναλυτικής συνάρτη-

σης.

Ορισµός 4.37. ΄Εστω f (z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)n, µε ακτίνα σύγκλισης r, 0 < r < ∞. ΄Εστω z∗ ένα σηµείο τέτοιο ώστε

|z∗ − z0| = r και έστω r(t) η ακτίνα σύγκλισης τού αναπτύγµατος τής f γύρω από το σηµείο z1 = (1 − t)z0 + tz∗,
0 < t < 1. Τότε r(t) ≥ (1 − t)r. Αν r(t) = (1 − t)r για κάποιο t ∈ (0, 1), ούτως ώστε δεν υπάρχει συνάρτηση g
αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό συνολο το οποίο να περιέχει το D(z0, r) ∪ {z∗} και τέτοια ώστε g = f στο D(z0, r), τότε το

z∗ λέγεται ιδιάζον σηµείο τής f .

C
z0 z1

z∗
tr (1 − t)r

Είναι χρήσιµο να έχουµε µια σχέση ανάµεσα στο ανάπτυγµα τής f γύρω από το z1 και το ανάπτυγµα τής f
γύρω από το z0.

Λήµµα 4.38. ΄Εστω f όπως στον Ορισµό 4.37. Αν z1 ∈ D(z0, r), τότε το ανάπτυγµα Taylor τής f γύρω από το

σηµείο z1 είναι
∞∑

k=0

bk(z − z1)k,

όπου

bk =

∞∑

n=k

(
n
k

)
an(z1 − z0)n−k,

και an είναι οι συντελεστές του αναπτύγµατος τής f γύρω από το z0.

Απόδειξη. Για z µε |z − z1| + |z1 − z0| < r έχουµε

∞∑

n=0

an(z − z0)n
=

∞∑

n=0

an(z − z1 + z1 − z0)n
=

∞∑

n=0

an

n∑

k=0

(
n
k

)
(z − z1)k(z1 − z0)n−k

=

∞∑

k=0


∞∑

n=k

an

(
n
k

)
(z1 − z0)n−k

 (z − z1)k.

Μπορούµε να αλλάξουµε τη σειρά τής άθροισης διότι

∞∑

n=0

|an|
n∑

k=0

(
n
k

)
|z − z1|k|z1 − z0|n−k

=

∞∑

n=0

|an|(|z − z1| + |z1 − z0|)n < +∞.

�

Θα δείξουµε ότι πάντα υπάρχει τουλάχιστο ένα ιδιάζον σηµείο πάνω στον κύκλο σύγκλισης. Κατ’ αρχάς

εξετάζουµε µια ειδική περίπτωση.

Θεώρηµα 4.39. Στον Ορισµό 4.37, αν τα an είναι πραγµατικά και µη αρνητικά, τότε το σηµείο z0 + r είναι ένα

ιδιάζον σηµείο.

Απόδειξη. Αν r(t) > (1− t)r, τότε το ανάπτυγµα Taylor τής f γύρω από το σηµείο z1 = (1− t)z0 + t(z0 + r) = z0 + tr
συγκλίνει σε κάποιο σηµείο z = z1 + h, όπου h κάποιος ϑετικός πραγµατικός αριθµός µεγαλύτερος από (1− t)r.
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Εποµένως, από το Λήµµα 4.38, η ποσότητα

∞∑

k=0


∞∑

n=k

an

(
n
k

)
(z1 − z0)n−k

 (z − z1)k

είναι πεπερασµένη για κάθε τέτοιο z. Αλλά αυτή είναι µια διπλή σειρά µη αρνητικών αριθµών και εποµένως

µπορούµε πάντοτε να εναλλάξουµε τη σειρά τής άθροισης. Εποµένως και η ποσότητα

∞∑

n=0

an(z − z0)n

είναι πεπερασµένη. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι υποθέσαµε ότι η ακτίνα σύγκλισης τού αναπτύγµατος τής f
γύρω από το σηµείο z0 είναι r. �

Θεώρηµα 4.40. Στον Ορισµό 4.37, έστω Γ = {z : |z − z0| = r} ο κύκλος τής σύγκλισης. Τότε πάνω στον Γ υπάρχει

τουλάχιστο ένα ιδιάζον σηµείο τής f .

Απόδειξη. Αν το σηµείο z ∈ Γ δεν είναι ιδιάζον τότε υπάρχει µια συνάρτηση fz αναλυτική σ’ ένα δίσκο D(z, εz)
τέτοια ώστε fz = f στο D(z0, r) ∩ D(z, εz). Υποθέτουµε ότι ο Γ δεν περιέχει ιδιάζοντα σηµεία. Από συµπάγεια, ο

Γ µπορεί να καλυφθεί από πεπερασµένο πλήθος τέτοιων δίσκων D(zi, εi), i = 1, . . . , n. Θεωρούµε τη συνάρτηση

g(z) =


f (z), z ∈ D(z0, r)

fzi (z), z ∈ D(zi, εi), i = 1, . . . , n.

Η g είναι καλά ορισµένη. Πράγµατι, αν D(zi, εi) ∩ D(z j, ε j) , ∅, τότε D(zi, εi) ∩ D(z j, ε j) ∩ D(z0, r) , ∅.

C

D(z0, r)

D(zi, εi)

D(z j, ε j)

Τώρα fzi − fz j = f − f = 0 στο D(zi, εi) ∩ D(z j, ε j) ∩ D(z0, r), εποµένως από Αρχή Ταυτότητας, fzi − fz j = 0 στο

D(zi, εi) ∩ D(z j, ε j). ΄Ετσι η g είναι αναλυτική στο δίσκο D(z0, s) για κάποιο s > r. Αλλά το ανάπτυγµα Taylor

τής g γύρω από το z0 συµπίπτει µε αυτό της f διότι g = f στον D(z0, r). ∆ηλαδή το ανάπτυγµα τής f συγκλίνει

σ’ ένα δίσκο ακτίνας µεγαλύτερης από r, άτοπο. �

Θα κατασκευάσουµε παραδείγµατα δυναµοσειρών για τα οποία ο κύκλος σύγκλισης είναι ϕυσικό σύνορο,

δηλαδή κάθε σηµείο του είναι ιδιάζον. Θα χρειαστούµε το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Λήµµα 4.41. ΄Εστω f1(w) = 1
2 (wp

+ wp+1), όπου p είναι ένας ϑετικός ακέραιος. Θέτουµε U = D(0, 1) ∪ D(1, ε),
ε > 0. Τότε f1(D(0, r)) ⊂ U, για κάποιο r > 1.

Απόδειξη. Προφανώς f1(D(0, 1)) ⊂ D(0, 1). Αν τώρα |w| ≤ 1 και | f1(w)| = 1, τότε

|1 + w| = 2
|w|p ≥ 2,

εποµένως w = 1. Συνεπώς f1(D(0, 1)) ⊂ U, και άρα ο κύκλος Γ = {z : |z| = 1} µπορεί να καλυφθεί από

πεπερασµένο πλήθος δίσκων D1,D2, . . . ,Dn ούτως ώστε f1(Di) ⊂ U, i = 1, . . . , n. Εφόσον ο Γ έχει ϑετική

απόσταση από το σύνολο C r⋃n
i=1 Di, συµπεραίνουµε ότι f (D(0, r)) ⊂ U για κάποιο r > 1. �

Θεώρηµα 4.42. ΄Εστω f (z) =
∑∞

k=1 akznk . Υποθέτουµε ότι ak , 0 και ότι υπάρχει s > 0 τέτοιο ώστε nk+1
nk
≥ s για όλα

τα k. Αν η ακτίνα σύγκλισης τής σειράς είναι 1, τότε κάθε σηµείο πάνω στον κύκλο σύγκλισης είναι ιδιάζον.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε αρχικά ότι το 1 δεν είναι ιδιάζον. Τότε η f µπορεί να επεκταθεί σε µια συνάρτηση

αναλυτική στο U = D(0, 1) ∪ D(1, ε), για κάποιο ε > 0. Εφόσον f = g στο D(0, 1), οι f και g έχουν το ίδιο

ανάπτυγµα Taylor γύρω από το 0. Αν ϑέσουµε h(w) = g( f1(w)), όπου f1(w) = 1
2 (wp

+ wp+1), τότε από το Λήµµα

4.41, η h είναι αναλυτική στο D(0, r) για κάποιο r > 1. Τώρα αν |w| < 1 έχουµε | f1(w)| < 1, εποµένως

h(w) = f ( f1(w)) =
∞∑

k=1

ak2−nk (wp
+ wp+1)nk =

∞∑

k=1

ak2−nk

nk∑

n=0

(
nk

n

)
w(p+1)nwp(nk−n)

=

∞∑

k=1

ak2−nk

nk∑

n=0

(
nk

n

)
wpnk+n.

Για δεδοµένο k, οι δυνάµεις τού w που αναπαρίστανται είναι

pnk, pnk + 1, . . . , (p + 1)nk.

Επιλέγουµε p τέτοιο ώστε

p + 1
p

< s,

εποµένως

(p + 1)nk < psnk ≤ pnk+1.

∆ηλαδή οι δυνάµεις τού w δεν επαναλµβάνονται και έτσι η παραπάνω έκφραση είναι το ανάπτυγµα Taylor τής h
γύρω απο το 0. Η σειρά συγκλίνει απόλυτα για w ∈ D(0, r), διότι η h είναι αναλυτική στο D(0, r). Ας επιλέξουµε

w ∈ D(0, r) µε |w| > 1. Τότε
∞∑

k=1

|ak|2−nk

nk∑

n=0

(
nk

n

)
|w|pnk+n < ∞,

δηλαδή
∞∑

k=1

|ak|2−nk (|w|p + |w|p+1)nk < ∞.

Αλλά

1
2

(|w|p + |w|p+1) = |w|p
(
1 + |w|

2

)
> 1,

δηλαδή το ανάπτυγµα Taylor τής f συγκλίνει σε κάποιο σηµείο έξω από το δίσκο D(0, 1), άτοπο. Τέλος, αν το

z∗ = eiθ δεν είναι ιδιάζον σηµείο, ϑέτουµε

q(z) = f (eiθz) =
∞∑

k=1

akeiθnk znk ,

µε ακτίνα σύγκλισης 1 όπως πριν, διότι |eiθnk | = 1. Τώρα η f επεκτείνεται σε µια συνάρτηση αναλυτική στο

D(0, 1)∪D(z∗, ε) για κάποιο ε > 0. Εποµένως η q επεκτείνεται σε µια συνάρτηση αναλυτική στο D(0, 1)∪D(1, ε),
άτοπο. �

Τυπικά παραδείγµατα τέτοιων σειρών είναι οι
∑∞

k=1 z2k
και

∑∞
k=1 zk!

Παρατηρήσεις.

(1) Η σειρά
∑∞

n=0 zn αποκλίνει σε κάθε σηµείο τού κύκλου σύγκλισης. Παρ’ όλα αυτά, το z = 1 είναι το

µοναδικό ιδιάζον σηµείο αφού η (z − 1)−1 είναι αναλυτική παντού εκτός από το σηµείο αυτό. Απ’ την

άλλη, η σειρά
∑∞

n=0
1
n! z2n

έχει ακτίνα σύγκλισης 1 και συγκλίνει σε κάθε σηµείο τού κύκλου σύγκλισης.

Παρ’ όλα αυτά, κάθε σηµείο τού κύκλου σύγκλισης είναι ιδιάζον από το προηγούµενο ϑεώρηµα.

(2) Το συµπέρασµα τού ϑεωρήµατος αυτού ισχύει για κάθε (πεπερασµένη) ακτίνα σύγκλισης διότι αν η∑∞
k=1 akznk έχει ακτίνα σύγκλισης r, τότε η

∑∞
k=1 ak(rz)nk έχει ακτίνα σύγκλισης 1.

Θα εξετάσουµε τώρα «αλυσίδες» αναλυτικών συναρτήσεων που ορίζονται σε ανοιχτούς δίσκους.
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Ορισµός 4.43. ΄Εστω U ένα ανοιχτό υποσύνολο τού C. ΄Ενα συναρτησιακό στοιχείο στο U είναι ένα Ϲευγάρι

( f ,D), όπου D είναι ένας δισκος στο U και f µια αναλυτική συνάρτηση στον D. Αν z ∈ D, τότε λέµε ότι το ( f ,D)
είναι ένα συναρτησιακό στοιχείο στο z. Αν ( f1,D1) και ( f2,D2) είναι δυο συναρτησιακά στοιχεία στο U τότε λέµε

ότι το ( f2,D2) είναι άµεση αναλυτική συνέχιση τού ( f1,D1) (και αντίστροφα), αν D1 ∩ D2 , 0 και f1 = f2 στο

D1 ∩ D2. Αν υπάρχει µια αλυσίδα ( f1,D1), ( f2,D2),...,( fn,Dn) τέτοια ώστε το ( fi+1,Di+1) είναι άµεση αναλυτική

συνέχιση τού ( fi,Di) για i = 1, 2, . . . , n − 1, τότε λέµε ότι το ( fn,Dn) είναι αναλυτική συνέχιση τού ( f1,D1) (και

αντίστροφα). Υποθέτουµε τώρα ότι γ είναι µια καµπύλη στο U, ορισµένη στο διάστηµα [a, b]. Αν υπάρχει µια

διαµέριση a = t0 < t1 < · · · < tn = b, και µια αλυσίδα ( f1,D1), ( f2,D2), . . . , ( fn,Dn) συναρτησιακών στοιχείων

στο U τέτοια ώστε ( fi+1,Di+1) είναι µια άµεση αναλυτική συνέχιση τού ( fi,Di), για i = 1, . . . , n − 1, και γ(t) ∈ Di,

για t ∈ [ti−1, ti], i = 1, . . . , n, τότε λέµε ότι το ( fn,Dn) είναι µια αναλυτική συνέχιση τού ( f1,D1), κατά µήκος τής

καµπύλης γ.

C

( f1,D1)

( f2,D2)

( f3,D3)

( fn,Dn)

γ

Θεώρηµα 4.44. Η αναλυτική συνέχιση ενός δεδοµένου συναρτησιακού στοιχείου κατά µήκος µιας δεδοµένης

καµπύλης είναι µοναδική, µε την έννοια ότι αν ( fn,Dn) και (gm, Em) είναι δυο αναλυτικές συνεχίσεις του ( f1,D1)
κατά µήκος της ίδιας καµπύλης γ, τότε fn = gm στο Dn ∩ Em.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η αλυσίδα για την πρώτη συνέχιση είναι

( f1,D1), . . . , ( fn,Dn),

και έστω ότι η αλυσίδα για τη δεύτερη συνέχιση είναι

(g1, E1), . . . , (gm, Em),

όπου g1 = f1, E1 = D1. Υπάρχουν διαµερίσεις

a = t0 < t1 < · · · < tn = b, a = s0 < s1 < · · · < sm = b,

τέτοιες ώστε γ(t) ∈ Di για ti−1 ≤ t ≤ ti, i = 1, . . . , n και γ(t) ∈ E j για s j−1 ≤ t ≤ s j, j = 1, . . . ,m. Ισχυριζόµαστε

ότι αν [ti−1, ti] ∩ [s j−1, s j] , ∅ τότε το ( fi,Di) είναι άµεση αναλυτική συνέχιση τού (g j, E j). Αυτό αληθεύει όταν

i = j = 1. ΄Εστω ότι δεν αληθεύει για κάποια i, j. ΄Εστω (i, j) εκείνο το Ϲευγάρι για το οποίο δεν αληθεύει και

για το οποίο ο αριθµός i + j είναι ελάχιστος. Ας πούµε ότι s j−1 ≤ ti−1. Τότε έχουµε s j−1 ≤ ti−1 ≤ s j. Εποµένως,

γ(ti−1) ∈ Di−1 ∩ Di ∩ E j. Τώρα το ( fi,Di) είναι άµεση συνέχιση τού ( fi−1,Di−1), και επιπλέον το ( fi−1,Di−1) είναι

άµεση συνέχιση τού (g j, E j), από την επιλογή των i, j. Αφού Di−1 ∩Di ∩ E j , ∅, το ( fi,Di) πρέπει να είναι άµεση

συνέχιση τού (g j, E j), άτοπο. Εποµένως ο ισχυρισµός αληθεύει για όλα τα i, j. Ιδιαίτερα για i = n, j = m και το

συµπέρασµα έπεται. �

Ορισµός 4.45. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό. ∆ύο συναρτησιακά στοιχεία ( f1,D1), ( f2,D2) λέγονται

ισοδύναµα αν το ένα είναι αναλυτική συνέχιση τού άλλου. Η σχέση αυτή ορίζει προφανώς µια σχέση ισοδυναµίας

στο σύνολο όλων των συναρτησιακών στοιχείων. Μια κλάση ισοδυναµίας Φ τέτοια ώστε για κάθε z ∈ U υπάρχει

( f ,D) ∈ Φ µε z ∈ D, λέγεται γενικευµένη αναλυτική συνάρτηση στο U.

Παρατηρούµε ότι αν η g είναι αναλυτική στο U, τότε η g ορίζει µια γενικευµένη αναλυτική συνάρτηση

Φ = {(g,D) : D ανοιχτός δίσκος στο U}.

Το αντίστροφο δεν ισχύει. ∆εν είναι αλήθεια ότι κάθε γενικευµένη αναλυτική συνάρτηση προκύπτει από µια

(συνηθισµένη) αναλυτική συνάρτηση µ’ αυτόν τον τρόπο (άσκηση !). Σκοπός µας είναι να ϐρούµε συνθήκες οι

οποίες να εξασφαλίζουν ότι αυτό είναι δυνατό.
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Ορισµός 4.46. ΄Εστω γ0, γ1 δυο καµπύλες σ’ ένα σύνολο S ⊂ C (για ευκολία, ας υποθέσουµε ότι το πεδίο ορισµού

τους είναι το [0, 1]). Υποθέτουµε ότι γ0(0) = γ1(0) = z0 και γ0(1) = γ1(1) = z1. Οι γ0, γ1 λέγονται οµοτοπικές (στο

S ), αν υπάρχει µια συνεχής απεικόνιση H : [0, 1] × [0, 1]→ S (η οµοτοπία των γ0 και γ1) τέτοια ώστε

H(t, 0) = γ0(t), H(t, 1) = γ1(t),

για κάθε t ∈ [0, 1], και

H(0, s) = z0, H(1, s) = z1,

για κάθε s ∈ [0, 1].

C

z0
z1

H(t, 0)

H(t, s)

H(t, 1)

S

∆ιαισθητικά, οι καµπύλες γ0 και γ1 είναι οµοτοπικές στο S , αν µε συνεχή τρόπο µπορούµε να «παραµορφώ-

σουµε» την γ0, µε τα άκρα της σταθεροποιηµένα, και να πάρουµε την γ1, χωρίς να ϐγούµε έξω από το S . Στο

πάνω σχήµα η H(t, s) απεικονίζει την παραµόρφωση σε «χρόνο s». Στο κάτω σχήµα ϐλέπουµε δυο καµπύλες γ0

και γ1 οι οποίες είναι οµοτοπικές σε κάποιο σύνολο S (αριστερά), και δυο καµπύλες γ′0 και γ′1 σε κάποιο άλλο

σύνολο S ′ (δεξιά) οι οποίες δεν είναι οµοτοπικές. Η «τρύπα» µας εµποδίζει να παραµορφώσουµε την πρώτη και

να πάρουµε τη δεύτερη χωρίς να ξεφύγουµε από το χωρίο.

C

z0
z1

γ0

γ1

S

z′0
z′1

γ′0

γ′1

S ′

Θεώρηµα 4.47. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό, γ0,γ1 οµοτοπικές καµπύλες στο U, µε αρχικό σηµείο z0,

και έστω ( f ,D) ένα συναρτησιακό στοιχείο στο z0. Υποθέτουµε ότι το ( f ,D) έχει αναλυτική συνέχιση κατά µήκος

όλων των δυνατών καµπύλων στο U, δηλαδή, αν γ είναι µια καµπύλη που συνδέει το z0 µε το τυχόν zn ∈ U, τότε

υπάρχει µια αναλυτική συνέχιση ( fn,Dn) τού ( f ,D) κατά µήκος τής γ. Αν (g0,D0) είναι µια αναλυτική συνέχιση

τού ( f ,D) κατά µήκος τής γ0 και (g1,D1) είναι µια αναλυτική συνέχιση τού ( f ,D) κατά µήκος τής γ1, τότε g0 = g1

στο D0 ∩ D1.
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Απόδειξη. ΄Εστω H µια οµοτοπία των γ0 και γ1. Από υπόθεση, αν s ∈ [0, 1], υπάρχει µια αναλυτική συνέχιση

τού ( f ,D), ας πούµε (gs,Ds), κατά µήκος τής καµπύλης γs = H(·, s). Σταθεροποιούµε ένα s και διαλέγουµε

µια τέτοια αναλυτική συνέχιση, έστω (h1, E1), . . . , (hn, En) µε (h1, E1) = ( f ,D) και (hn,Dn) = (gs,Ds). Υπάρχει

µια διαµέριση 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 τέτοια ώστε γs(t) ∈ Ei για t ∈ [ti−1, ti], i = 1, 2, . . . , n. ΄Εστω

Ki = γs([ti−1, ti]) ⊂ Ei. Θέτουµε

ε = min{dist(Ki,C r Ei) : 1 ≤ i ≤ n} > 0.

Εφόσον η H είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν |s− s′| < δ τότε |γs(t) − γs′ (t)| < ε για κάθε

t ∈ [0, 1]. Ιδιαίτερα, αν t ∈ [ti−1, ti] τότε γs′(t) ∈ Ei. ΄Ετσι η (h1, E1), . . . , (hn, En) είναι µια αναλυτική συνέχιση

τού ( f ,D) κατά µήκος τής γs′ . Αλλά το ( f ,D) µπορεί να συνεχιστεί, κατά µήκος τής γs′ , από ένα συναρτησιακό

στοιχείο, ας πούµε (gs′ ,Ds′). Από το Θεώρηµα 4.44, έχουµε ότι gs = gs′ στο Ds ∩ Ds′ . Συνεπώς για κάθε

s ∈ [0, 1], υπάρχει ένα ανοιχτό διάστηµα Is τέτοιο ώστε gs′ = gs στο Ds′ ∩ Ds, όταν s′ ∈ Is. Αφού το [0, 1] µπορεί

να καλυφθεί από πεπερασµένο πλήθος τέτοιων διαστηµάτων, έπεται ότι g0 = g1 στο D0 ∩ D1. �

Θεώρηµα 4.48 (Το Θεώρηµα Μονοδροµίας). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό µε την ιδιότητα ότι κάθε

κλειστή καµπύλη στο U είναι οµοτοπική µε την αρχή της (ϑα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο ότι αυτό είναι ισοδύναµο

µε το ότι το U είναι απλά συνεκτικό). ΄Εστω Φ µια γενικευµένη αναλυτική συνάρτηση στο U. Υποθέτουµε κάθε

στοιχείο τής Φ έχει αναλυτική συνέχιση κατά µήκος όλων των δυνατών καµπύλων στο U. Τότε υπάρχει µια

αναλυτική συνάρτηση g : U → C τέτοια ώστε αν ( f ,D) ∈ Φ, τότε g = f στο D. ∆ηλαδή η Φ καθορίζεται πλήρως

από µία µόνο αναλυτική συνάρτηση.

Απόδειξη. ΄Εστω z ∈ U, τότε υπάρχει ένα συναρτησιακό στοιχείο ( fz,Dz) ∈ Φ τέτοιο ώστε z ∈ Dz. Θέτουµε

g(z) = fz(z). Πρέπει να δείξουµε ότι η g είναι καλά ορισµένη. ∆ηλαδή, αν ( f ∗,D∗) ∈ Φ και z ∈ D∗, πρεπει να

δείξουµε ότι fz(z) = f ∗(z). Αφού ( fz,Dz), ( f ∗,D∗) ∈ Φ, το ( f ∗,D∗) είναι αναλυτική συνέχιση του ( fz,Dz). Εφόσον

z ∈ Dz ∩D∗, υπάρχει µια καµπύλη γ στο U (στην πραγµατικότητα, µια πολυγωνική γραµµή) µε αρχή και τέλος

το z, τέτοια ώστε το ( f ∗,D∗) να είναι αναλυτική συνέχιση του ( fz,Dz) κατά µήκος τής γ. Από υπόθεση, η γ είναι

οµοτοπική µε την (εκφυλισµένη) καµπύλη γ0 = z. Αφού το ( fz,Dz) είναι συνέχιση τού ( fz,Dz) κατά µήκος τής

γ0, έχουµε από το Θεώρηµα 4.47 ότι fz = f ∗ στο Dz ∩ D∗, ιδιαίτερα fz(z) = f ∗(z). Αφού fz = g στο Dz, και το z
είναι αυθαίρετο, έπεται ότι η g είναι αναλυτική σ’ ολόκληρο το U. �
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 5

Οικογένειες αναλυτικών συναρτήσεων

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε τον γραµµικό χώρο A(U) όλων των αναλυτικών συναρτήσεων σ’ ένα ανοιχτό

σύνολο U. Εισάγουµε µια µετρική d στο A(U) µε την ιδιότητα ότι η σύγκλιση ως προς την d είναι η οµοιόµορφη

σύγκλιση πάνω στα συµπαγή υποσύνολα τού U. Προσδιορίζουµε τα συµπαγή υποσύνολα τού A(U) και απο-

δεικνύουµε διάφορα ισχυρά αποτελέσµατα σχετικά µε σύγκλιση ακολουθιών αναλυτικών συναρτήσεων. Τέλος

αποδεικνύουµε το Θεώρηµα Σύµµορφης Απεικόνισης τού Riemann, την οµοτοπική έκδοση τού Θεωρήµατος

τού Cauchy, το Θεώρηµα Παραγοντοποίησης τού Weierstrass, και µια σειρά από αποτελέσµατα προσέγγισης

και παρεµβολής.

Οι χώροι A(U) και C(U)

΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό. Συµβολίζουµε µε A(U) το σύνολο όλων των αναλυτικών συναρτήσεων στο U και µε

C(U) το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων στο U. Θέτουµε

Kn = {z ∈ C : |z| ≤ n και |z − w| ≥ 1/n για όλα τα w ∈ C r U}.

Τότε η Kn είναι µια αύξουσα ακολουθία συµπαγών υποσυνόλων τού U η ένωση της οποίας είναι το U. Επιπλέον,

αν K είναι ένα συµπαγές υποσύνολο τού U, τότε το K έχει ϑετική Ευκλείδεια απόσταση από τοCrU, εποµένως

K ⊂ Kn για αρκετά µεγάλο n. Για f , g ∈ C(U), ορίζουµε

d( f , g) =
∞∑

n=1

1
2n

‖ f − g‖Kn

1 + ‖ f − g‖Kn

,

όπου ‖h‖Kn = sup{|h(z)| : z ∈ Kn}. Μπορεί εύκολα κανείς να δείξει ότι η d ορίζει µια µετρική στο C(U), άρα και

στο A(U).

Θεώρηµα 5.1. ΄Εστω f j, f ∈ C(U), j = 1, 2, . . . . Τότε d( f j, f ) → 0 αν και µόνο αν f j → f οµοιόµορφα σε κάθε

συµπαγές υποσύνολο τού U.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι d( f j, f ) → 0. Τότε ‖ f j − f ‖Kn → 0 καθώς j → ∞ για κάθε n. Αν K είναι ένα συµπαγές

υποσύνολο τού U, τότε το K περιέχεται σε κάποιο Kn, εποµένως ‖ f j − f ‖K ≤ ‖ f j − f ‖Kn → 0. ΄Αρα f j → f
οµοιόµορφα στο K. Αντίστροφα, έστω ότι f j → f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U. ∆εδοµένου

ε > 0, επιλέγουµε N τέτοιο ώστε
∞∑

n=N+1

2−n <
ε

2
.

Στη συνέχεια επιλέγουµε j0 τέτοιο ώστε για κάθε j ≥ j0

‖ f j − f ‖Kn

1 + ‖ f j − f ‖Kn

<
ε

2
, n = 1, . . . ,N.

Τότε d( f j, f ) < ε για κάθε j ≥ j0. �

Το επιχείρηµα στην προηγούµενη απόδειξη δείχνει ότι αν η f j είναι µια ακολουθία Cauchy στον (C(U), d)
τότε η f j είναι οµοιόµορφα Cauchy στα συµπαγή υποσύνολα τού U.

Θεώρηµα 5.2. Ο χώρος (C(U), d) είναι πλήρης, και το A(U) ένα κλειστό υποσύνολό του. Εποµένως ο (A(U), d)
είναι πλήρης.
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Απόδειξη. ΄Εστω f j µια ακολουθία Cauchy στον (C(U), d). Τότε για κάθε z ∈ U η f j(z) είναι µια ακολουθία

Cauchy στο C. Εποµένως υπάρχει f : U → C τέτοια ώστε f j(z)→ f (z) για κάθε z ∈ U. Αν K είναι οποιοδήποτε

συµπαγές υποσύνολο τού U και ε > 0, τότε για κάποιο j0 έχουµε | fi(z) − f j(z)| ≤ ε για κάθε z ∈ K και κάθε

i, j ≥ j0. Σταθεροποιώντας το j και παίρνοντας όριο καθώς i → +∞ έχουµε | f j(z) − f (z)| ≤ ε για κάθε z ∈ K
και κάθε j ≥ j0. ΄Αρα f j → f οµοιόµορφα στο K. Παίρνοντας το K να είναι ένας τυχόντας κλειστός δίσκος,

ϐρίσκουµε ότι η f είναι συνεχής στο U. ΄Ετσι ο C(U) είναι πλήρης. Το ότι το A(U) είναι κλειστό υποσύνολο τού

C(U) έπεται από την Πρόταση 2.28. �

Αν fn ∈ A(U) και fn → f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U, τότε f ∈ A(U). Θα εξετάσουµε τώρα

τις ιδιότητες τής f κάτω από επιπλέον προϋποθέσεις για τις fn.

Θεώρηµα 5.3 (Το Θεώρηµα τού Hurwitz). ΄Εστω fn, f ∈ A(U), fn
d→ f . Υποθέτουµε ότι D(z0, r) ⊂ U και ότι η

f δεν µηδενίζεται στον κύκλο Γ = {z : |z − z0| = r}. Τότε υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος N τέτοιος ώστε για κάθε

n ≥ N, οι fn και f έχουν τον ίδιο αριθµό ϱιζών στο D(z0, r).

Απόδειξη. ΄Εστω ε = min{| f (z)| : z ∈ Γ}. Τότε για αρκετά µεγάλο n,

| f (z) − fn(z)| < ε ≤ | f (z)|,

για κάθε z ∈ Γ. Το συµπέρασµα έπεται τώρα από το Θεώρηµα τού Rouche. �

Θεώρηµα 5.4. ΄Εστω fn, f ∈ A(U), fn
d→ f . Αν το U είναι συνεκτικό και οι fn δεν µηδενίζονται στο U, τότε είτε η

f δεν µηδενίζεται, είτε η f είναι ταυτοτικά ίση µε 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι f (z0) = 0 και ότι η f δεν είναι ταυτοτικά ίση µε 0. Τότε, από την Πρόταση 2.36 υπάρχει

ένας κλειστός δίσκος D(z0, r) ⊂ U τέτοιος ώστε η f δεν µηδενίζεται στο {z : |z − z0| = r}. Από το Θεώρηµα τού

Hurwitz έπεται ότι για µεγάλα n η fn πρέπει να έχει ϱίζα στο D(z0, r). �

Θεώρηµα 5.5. ΄Εστω fn, f ∈ A(U), fn
d→ f . Αν το U είναι συνεκτικό και όλες οι fn είναι 1-1, τότε είτε η f είναι

1-1, είτε η f είναι σταθερή στο U.

Απόδειξη. ΄Εστω z0 ∈ U. Θέτουµε gn(z) = fn(z) − fn(z0). Τότε gn ∈ A(U r {z0}), gn → f − f (z0) οµοιόµορφα στα

συµπαγή υποσύνολα τού U r {z0}. Επιπλέον, το U r {z0} είναι συνεκτικό. Τώρα, οι gn δεν µηδενίζονται στο

U r {z0}, εποµένως από το Θεώρηµα 5.4, η f − f (z0) είτε δεν µηδενίζεται, είτε είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν στο

U r {z0}. Αφού το z0 ήταν τυχόν, το συµπέρασµα έπεται. �

Θα προσδιορίσουµε τώρα τα συµπαγή υποσύνολα του A(U).

Ορισµός 5.6. ΄Ενα σύνολο F ⊂ C(U) λέγεται οµοιόµορφα ϕραγµένο αν για κάθε συµπαγές K ⊂ U,

sup{ ‖ f ‖K : f ∈ F} < ∞,

δηλαδή, οι συναρτήσεις στο F είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες σε κάθε συµπαγές υποσύνολο τού U.

Θεώρηµα 5.7. ΄Εστω F ένα οµοιόµορφα ϕραγµένο υποσύνολο τού A(U). Τότε το F είναι ισοσυνεχές σε κάθε

σηµείο z0 ∈ U, δηλαδή για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε αν z ∈ U και |z − z0| < δ, τότε | f (z) − f (z0)| < ε

για κάθε f ∈ F.

Απόδειξη. ΄Εστω D(z0, r) ⊂ U. Αν z ∈ D(z0, r/2) και f ∈ F, τότε από τον ολοκληρωτικό τύπο τού Cauchy, µε

Γ = {z : |z − z0| = r}, έχουµε

f (z) − f (z0) =
1

2πi

∫

Γ

f (w)

[
1

w − z
− 1

w − z0

]
dw =

1
2πi

(z − z0)
∫

Γ

f (w)
(w − z)(w − z0)

dw.

Θέτουµε M = sup{‖ f ‖Γ : f ∈ F}. Τότε

| f (z) − f (z0)| ≤ 1
2π
|z − z0|2πr

M
r2/2

,

και το συµπέρασµα έπεται. �
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Θεώρηµα 5.8. ΄Εστω F ⊂ C(U) ισοσυνεχές σε κάθε σηµείο τού U. Αν fn ∈ F και fn → f κατά σηµείο (δηλαδή

fn(z)→ f (z) για κάθε z ∈ U), τότε f ∈ C(U) και fn
d→ f . Αν η fn(z) συγκλίνει µόνο για z σ’ ένα πυκνό υποσύνολο

τού U, τότε η fn(z) συγκλίνει για κάθε z ∈ U, και από τα παραπάνω, το όριο f ανήκει στο C(U), και fn
d→ f .

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από ισοσυνέχεια, για κάθε z ∈ U υπάρχει ένας δίσκος D(z) ⊂ U µε κέντρο το z τέτοιος

ώστε αν z′ ∈ D(z) τότε | fn(z′)− fn(z)| ≤ ε/3 για κάθε n. Παίρνοντας όρια καθώς n→ +∞ έχουµε | f (z′)− f (z)| ≤ ε/3.

Αυτό αποδεικνύει τη συνέχεια τής f . ΄Εστω τώρα K ⊂ U συµπαγές. Τότε K ⊂ ⋃m
j=1 D(z j) για κάποια z1, . . . , zm.

Επιλέγουµε n0 τέτοιο ώστε | f (z j) − fn(z j)| ≤ ε/3 για κάθε n ≥ n0 και για κάθε j. Αν z ∈ K τότε το z ανήκει σε

κάποιο D(z j). Αλλά

| f (z) − fn(z)| ≤ | f (z) − f (z j)| + | f (z j) − fn(z j)| + | fn(z j) − fn(z)|.
Από τη συνέχεια τής f και την ισοσυνέχεια των fn, ο πρώτος και ο τρίτος όρος στο δεξιά µέλος τής παραπάνω

ανισότητας είναι το πολύ ε/3. Ο δεύτερος όρος, από κατά σηµείο σύγκλιση, είναι µικρότερος ή ίσος από ε/3 για

n ≥ n0. Εποµένως, αν n ≥ n0 τότε | f (z) − fn(z)| ≤ ε για κάθε z ∈ K. Τέλος, ας υποθέσουµε ότι η fn(z) συγκλίνει

για κάθε z ∈ S , όπου S πυκνό υποσύνολο τού U. ΄Εστω z ∈ U. Αφού το S είναι πυκνό, µπορούµε να ϐρούµε

w ∈ S ∩ D(z). Τώρα

| fm(z) − fn(z)| ≤ | fm(z) − fm(w)| + | fm(w) − fn(w)| + | fn(w) − fn(z)| ≤ ε

3
+ | fm(w) − fn(w)| + ε

3
≤ ε,

για n,m αρκετά µεγάλα. ∆ηλαδή η fn είναι κατά σηµείο Cauchy και συνεπώς συγκλίνει κατά σηµείο σ’ ολόκληρο

το U. Το συµπέρασµα έπεται από το πρώτο µέρος τής απόδειξης. �

Θεώρηµα 5.9 (Το Θεώρηµα Montel). ΄Εστω F ένα οµοιόµορφα ϕραγµένο υποσύνολο του A(U) και fn µια

ακολουθία στο F. Τότε η fn έχει µια υπακολουθία η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U.

Απόδειξη. ΄Εστω {z1, z2, . . . } ένα αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο τού U. Αφού το F είναι οµοιόµορφα ϕραγ-

µένο, υπάρχει µια σταθερά M1 > 0 τέτοια ώστε | f (z1)| ≤ M1 για κάθε f ∈ F. Εποµένως µπορούµε να ϐρούµε

µια υπακολουθία f1,n τής fn τέτοια ώστε f1,n(z1) → w1 για κάποιο w1 ∈ C. Με την ίδια λογική, µπορούµε να

ϐρούµε µια υπακολουθία f2,n τής f1,n τέτοια ώστε f2,n(z2) → w2 για κάποιο w2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο,

ϐρίσκουµε, για κάθε k, µια υπακολουθία fk,n τής fk−1,n τέτοια ώστε fk,n(zk) → wk καθώς n → +∞. Θέτουµε

gn(z) = fn,n(z), n = 1, 2, . . . . Τότε για κάθε k, η gn, n ≥ k, είναι µια υπακολουθία τής fk,n, εποµένως gn(zk)→ wk.

Από το Θεώρηµα 5.7, το F είναι ισοσυνεχές σε κάθε σηµείο τού U. Από το Θεώρηµα 5.8, η gn συγκλίνει

οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U. �

Θεώρηµα 5.10 (Κριτήριο συµπάγειας). ΄Εστω F ⊂ A(U). Τότε το F είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι

κλειστό και οµοιόµορφα ϕραγµένο.

Απόδειξη. Αν fn είναι µια ακολουθία στο F, τότε από το Θεώρηµα Montel, υπάρχει µια υπακολουθία η οποία

συγκλίνει σε κάποια f ∈ A(U) οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U, δηλαδή ως προς τη µετρική d.

Αφού το F είναι κλειστό, έχουµε ότι f ∈ F. Εποµένως το F είναι ακολουθιακά συµπαγές, άρα συµπαγές.

Αντίστροφα, έστω ότι το F είναι συµπαγές. Τότε είναι κλειστό, άρα µένει να δείξουµε ότι είναι οµοιόµορφα

ϕραγµένο. Σταθεροποιούµε ένα K ⊂ U συµπαγές και παρατηρούµε ότι η απεικόνιση f 7→ ‖ f ‖K είναι συνεχής

σαν απεικόνιση από το (C(U), d) στο R. Πράγµατι, αν d( fn, f )→ 0 τότε fn → f οµοιόµορφα στο K, άρα
∣∣∣∣ ‖ fn‖K − ‖ f ‖K

∣∣∣∣ ≤ ‖ fn − f ‖K → 0.

Αφού το F είναι συµπαγές, η εικόνα { ‖ f ‖K : f ∈ F} είναι συµπαγές υποσύνολο τού R άρα ϕραγµένο. Συνεπώς

sup{ ‖ f ‖K : f ∈ F} < ∞. �

Επιχειρήµατα συµπάγειας εµφανίζονται µε ϕυσιολογικό τρόπο σε διάφορα προβλήµατα µεγιστοποίησης.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι ένα τυπικό παράδειγµα.

Θεώρηµα 5.11. ΄Εστω F µη κενό συµπαγές υποσύνολο τού A(U). Αν z0 ∈ U, τότε υπάρχει g ∈ F τέτοια ώστε

|g′(z0)| ≥ | f ′(z0)| για κάθε f ∈ F.

Απόδειξη. Η απεικόνιση f 7→ | f ′(z0)| είναι συνεχής από το F στο R. Εποµένως το { | f ′(z0)| : f ∈ F} είναι

συµπαγές, άρα περιέχει το supremum του. �

Στην επόµενη ενότητα ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο.
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Θεώρηµα 5.12. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό, b > 0, z0 ∈ U. Θέτουµε

F = { f ∈ A(U) : η f είναι µια 1-1 απεικόνιση του U στο D(0, 1) και | f ′(z0)| ≥ b}.
Τότε το F είναι συµπαγές.

Απόδειξη. Από το κριτήριο συµπάγειας, αρκεί να δείξουµε ότι το F είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο και κλειστό.

Το ότι είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο είναι προφανές. ΄Εστω λοιπόν fn ∈ F, µε fn
d→ f . Θα δείξουµε ότι f ∈ F.

΄Αµεσα, | f | ≤ 1 στο U και | f ′(z0)| ≥ b, άρα η f δεν είναι σταθερή. ΄Ετσι, από το Θεώρηµα Ανοιχτής Απεικόνισης,

έχουµε ότι το f (U) είναι ανοιχτό υποσύνολο του κλειστού δίσκου D(0, 1), άρα | f | < 1. Τέλος, από το Θεώρηµα

5.5, η f πρέπει να είναι 1-1. �

Κλείνουµε την ενότητα αυτή µ’ ένα αποτέλεσµα σύµφωνα µε το οποίο αν µια οµοιόµορφα ϕραγµένη ακο-

λουθία στο A(U) συγκλίνει κατά σηµείο σ’ ένα σύνολο που έχει σηµείο συσσώρευσης στο U, τότε συγκλίνει ως

προς τη µετρική τού U.

Λήµµα 5.13. ΄Εστω fn µια οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία στο A(U). Αν η fn δεν συγκλίνει ως προς την d, τότε

υπάρχουν δυο υπακολουθίες που συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η fn δεν συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάποιο συµπαγές σύνολο K. Τότε υπάρχει ε > 0 τέτοιο

ώστε για κάθε n, υπάρχει m > n µε ‖ fn − fm‖K ≥ ε. Επιλέγουµε τυχόντα ϑετικό ακέραιο n1. Στη συνέχεια

επιλέγουµε m1 > n1 τέτοιο ώστε ‖ fn1 − fm1‖K ≥ ε. Μετά παίρνουµε n2 > m1 και m2 > n2 ώστε ‖ fn2 − fm2‖K ≥ ε.
Συνεχίζοντας µ’ αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουµε υπακολουθίες fn j και fm j τέτοιες ώστε ‖ fn j − fm j‖K ≥ ε για

κάθε j. Από το Θεώρηµα Montel, υπάρχει µια υπακολουθία fr j τής fn j και µια υπακολουθία fs j τής fm j µε

‖ fr j − fs j‖K ≥ ε, τέτοιες ώστε fr j

d→ f και fs j

d→ g για κάποιες f , g ∈ A(U). Αλλά τότε ε ≤ ‖ f − g‖K , δηλαδή

f , g. �

Θεώρηµα 5.14 (Το Θεώρηµα Vitali). ΄Εστω U ανοιχτό και συνεκτικό, fn µια οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία

στο A(U). Υποθέτουµε ότι η fn(z) συγκλίνει για κάθε z ∈ S ⊂ U, όπου το S έχει ένα σηµείο συσσώρευσης στο U.

Τότε η fn συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η fn δεν συγκλίνει. Τότε από το Λήµµα 5.13 µπορούµε να ϐρούµε δυο υπακολουθίες οι

οποίες συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια, έστω f και g. Αλλά οι f και g πρέπει να είναι ίσες πάνω στο S άρα και

σ’ ολόκληρο το U, άτοπο. �

Το Θεώρηµα Σύµµορφης Απεικόνισης τού Riemann

Σ’ αυτήν την ενότητα, U ϑα είναι ένα ανοιχτό, συνεκτικό, γνήσιο υποσύνολο του C µε την ιδιότητα ότι κάθε

αναλυτική συνάρτηση στο U η οποία δεν µηδενίζεται στο U έχει αναλυτική τετραγωνική ϱίζα, δηλαδή υπάρχει

αναλυτική συνάρτηση g στο U τέτοια ώστε g2
= f . Στην επόµενη ενότητα ϑα δείξουµε ότι η συνθήκη αυτή είναι

ισοδύναµη µε το ότι το U είναι απλά συνεκτικό. Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε το Θεώρηµα τού Riemann

σύµφωνα µε το οποίο, υπάρχει µια αναλυτική, 1-1 και επί συνάρτηση απ’ το U στον δίσκο D(0, 1).

Λήµµα 5.15. Υπάρχει µια αναλυτική, 1-1 συνάρτηση από το U στο D(0, 1).

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε a < U. Από υπόθεση, υπάρχει µια συνάρτηση h ∈ A(U) τέτοια ώστε h2(z) = z − a. Η

h είναι κατ’ ανάγκη 1-1. Από το Θεώρηµα Ανοιχτής Απεικόνισης, το h(U) περιέχει έναν ανοιχτό δίσκο D(z0, r).
Παρατηρούµε ότι 0 < D(z0, r), διότι διαφορετικά ϑα είχαµε h(z) = 0 για κάποιο z ∈ U και έτσι z = a, άτοπο.

Τώρα, h(U) ∩ D(−z0, r) = ∅ γιατί, διαφορετικά, αν h(z) = w ∈ D(−z0, r), ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε z′ ∈ U τέτοιο

ώστε h(z′) = −w ∈ D(z0, r). Αλλά τότε h2(z) = h2(z′), άρα z = z′, δηλαδή w = 0, άτοπο. ΄Ετσι, |h(z) + z0| ≥ r για

κάθε z ∈ U. Ορίζουµε

f (z) =
kr

h(z) + z0
,

όπου 0 < |k| < 1. Η f είναι η Ϲητούµενη συνάρτηση. �

Λήµµα 5.16. Θέτουµε G να είναι η οικογένεια των 1-1 αναλυτικών συναρτήσεων τού U στο D(0, 1). ΄Εστω g ∈ G

και έστω z0 ένα σταθερό σηµείο στο U. Αν η g δεν είναι επί, τότε υπάρχει µια συνάρτηση f ∈ G τέτοια ώστε

| f ′(z0)| > |g′(z0)|.
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Απόδειξη. Επιλέγουµε a ∈ D(0, 1) r g(U) και ϑέτουµε

Ta(z) =
z − a

1 − az
,

Τότε η Ta είναι µια 1-1 και επί αναλυτική απεικόνιση τού D(0, 1) στον εαυτό του, µε αντίστροφη T−a. Επίσης,

Ta(z) = 0 αν και µόνο αν z = a. Τώρα, η Ta ◦ g δεν µηδενίζεται διότι a < g(U), εποµένως h2
= Ta ◦ g για κάποια

h ∈ A(U). Αφού οι g και Ta είναι 1-1, και η h είναι 1-1. Αφού h2(U) ⊂ D(0, 1), έχουµε h(U) ⊂ D(0, 1). ΄Αρα

h ∈ G. Θέτουµε f = Tb ◦ h, όπου b = h(z0), και έχουµε

g = T−a ◦ h2
= T−a ◦ (T−b ◦ f )2

= T−a ◦ S ◦ T−b ◦ f = W ◦ f ,

όπου S (w) = w2 και W = T−a ◦ S ◦ T−b. ΄Αρα

g′(z0) = W′( f (z0)) f ′(z0) = W′(Tb(h(z0))) f ′(z0) = W′(0) f ′(z0).

Αλλά η W είναι µια αναλυτική απεικόνιση τού D(0, 1) στον εαυτό του, η οποία δεν είναι 1-1, διότι η S δεν είναι

1-1. Ισχυριζόµαστε ότι |W′(0)| < 1. Πράγµατι, από τη δεύτερη παρατήρηση µετά το Θεώρηµα 4.27, έχουµε

|W′(0)| ≤ 1 − |W(0)|2 ≤ 1.

Αν |W′(0)| = 1, τότε η W είναι γραµµικός κλασµατικός µετασχηµατισµός, ιδιαίτερα, η W είναι 1-1, άτοπο.

Εποµένως |g′(z0)| < | f ′(z0)|. �

Θεώρηµα 5.17 (Το Θεώρηµα Σύµµορφης Απεικόνισης τού Riemann). Υπάρχει µια αναλυτική, 1-1 και επί

απεικόνιση τού U στο D(0, 1)

Απόδειξη. ΄Εστω h µια 1-1 αναλυτική απεικόνιση τού U στο D(0, 1). Μια τέτοια h υπάρχει από το Λήµµα 5.15.

Επιλέγουµε ένα z0 ∈ U και ϑέτουµε b = |h′(z0)|. Τότε b > 0 από την Πρόταση 4.21. Τώρα, ορίζουµε

F = { f ∈ A(U) : f (U) ⊂ D(0, 1), f 1-1, | f ′(z0)| ≥ b}.

Το F είναι µη κενό, και από το Θεώρηµα 5.12, είναι συµπαγές. Από το Θεώρηµα 5.11, υπάρχει g ∈ F τέτοια

ώστε |g′(z0)| ≥ | f ′(z0)| για κάθε f ∈ F. Αλλά g(U) = D(0, 1) διότι διαφορετικά, από το Λήµµα 5.16, ϑα υπήρχε

µια 1-1 αναλυτική συνάρτηση f : U → D(0, 1) τέτοια ώστε | f ′(z0)| > |g′(z0)|. ΄Οµως f ∈ F, άτοπο. �

Παρατηρήσεις.

(1) ΄Εστω g η απεικόνιση τού προηγούµενου ϑεωρήµατος. Τότε

(α΄) g(z0) = 0.

(ϐ΄) ΄Εστω f , h : U → D(0, 1) αναλυτικές, 1-1 και επί. Αν f (z0) = h(z0) = 0 και f ′(z0) = h′(z0), τότε

f = h. Επίσης, αν f (z0) = h(z0) = 0 και f (z0), h(z0) είναι ϑετικοί πραγµατικοί, τότε f = h.

Εποµένως η g είναι µοναδική κάτω από τους περιορισµούς g(z0) = 0 και g′(z0) > 0.

(γ΄) Αν f : U → D(0, 1) αναλυτική, 1-1 και επί, και f ′(z0) = g′(z0), τότε f = g.

(δ΄) Αν f : U → D(0, 1) αναλυτική και f (z0) = 0, τότε | f ′(z0)| ≤ |g′(z0)|, µε ισότητα αν και µόνο αν

f = kg, όπου |k| = 1.

Απόδειξη.

(α΄) Αν g(z0) = a , 0, τότε, µε Ta όπως στο Λήµµα 5.16, έχουµε ότι η Ta ◦ g είναι µια αναλυτική, 1-1

και επί απεικόνιση τού U στο D(0, 1) και

|(Ta ◦ g)′(z0)| = |T ′a(g(z0))g′(z0)| = |T ′a(a)g′(z0)| = |g
′(z0)|

1 − |a|2
> |g′(z0)|.

΄Ετσι η Ta ◦ g ανήκει στην οικογένεια F τού Θεωρήµατος 5.17 και

|(Ta ◦ g)′(z0)| > |g′(z0)|,

άτοπο.

(ϐ΄) Η q = f ◦ h−1 είναι µια αναλυτική 1-1 και επί απεικόνιση τού D(0, 1) στον εαυτό του, η οποία

στέλνει το 0 στο 0. Τώρα, αν υποθέσουµε ότι f ′(z0) = h′(z0), έχουµε

q′(0) = f ′(z0)(h−1)′(0) =
f ′(z0)
h′(z0)

= 1,
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εποµένως, από το Θεώρηµα 4.26, q(z) = az, µε |a| = 1. Αφού q′(0) = a, έχουµε ότι a = 1. ΄Αρα

f (z) = h(z) για κάθε z ∈ U. Αν f ′(z0) και h′(z0) είναι πραγµατικοί και ϑετικοί, και, ας πούµε,

f ′(z0) > h′(z0), τότε το παραπάνω επιχείρηµα δείχνει ότι q′(0) > 1, άτοπο από το Θεώρηµα 4.26.

Εποµένως f ′(z0) = h′(z0) και συµπεραίνουµε όπως πριν ότι f = h.

(γ΄) Αφού f ′(z0) = g′(z0), η απόδειξη τού (α΄) δείχνει ότι f (z0) = 0. Το συµπέρασµα έπεται τώρα από το

(ϐ΄).

(δ΄) ΄Εστω h = f ◦ g−1. Τότε η h είναι µια αναλυτική απεικόνιση τού D(0, 1) στον εαυτό του µε h(0) = 0.

Από το Θεώρηµα 4.26, έχουµε |h′(0)| ≤ 1, δηλαδή | f ′(z0)| ≤ |g′(z0)|, µε ισότητα αν και µόνο αν

h(z) = kz. Ισοδύναµα, f = kg, |k| = 1.

�

(2) Από το ϑεώρηµα Liouville, το Θεώρηµα Σύµµορφης Απεικόνισης τού Riemann δεν ισχύει για U = C
Η οµοτοπική έκδοση τού Θεωρήµατος τού Cauchy

Στην ενότητα αυτή εισάγουµε ακόµα µια συνθήκη η οποία είναι ισοδύναµη µε την έννοια τής απλής

συνεκτικότητας. ΄Ενα σύνολο είναι απλά συνεκτικό αν και µόνο αν κάθε κλειστή καµπύλη στο σύνολο µπορεί

να «συρρικνωθεί» µε συνεχή τρόπο σ’ ένα σηµείο χωρίς να ξεφύγει από το σύνολο. Αν δηλαδή κάθε κλειστή

καµπύλη είναι οµοτοπική µ’ ένα σηµείο. Εξετάζουµε κατ’ αρχάς τη σχέση ανάµεσα σε οµοτοπία και οµολογία.

Θεώρηµα 5.18. ΄Εστω γ0 και γ1 κλειστές καµπύλες σ’ ένα ανοιχτό σύνολο U ⊂ C. Αν οι γ0 και γ1 είναι

οµοτοπικές στο U, τότε οι γ0 και γ1 είναι οµολογικές, δηλαδή n(γ0, a) = n(γ1, a) για κάθε a < U. Αν οι γ0 και

γ1 είναι µονοπάτια, τότε έχουµε
∫
γ0

f (z) dz =
∫
γ1

f (z) dz, για κάθε αναλυτική συνάρτηση f : U → C. Ιδιαίτερα,

αν η γ0 είναι οµοτοπική µ’ ένα σηµείο, τότε η γ0 είναι 0-οµολογική, και αν, επιπλέον, η γ0 είναι µονοπάτι, τότε∫
γ0

f (z) dz = 0 για κάθε αναλυτική f : U → C.

Απόδειξη. ΄Εστω H µια οµοτοπία των γ0 και γ1. Θέτουµε γs(t) = H(t, s), s, t ∈ [0, 1]. Τώρα, αν a < U, έστω θs

ένα συνεχές όρισµα της γs − a. Στην παραγµατικότητα, η θs(t) µπορεί να επιλεγεί ώστε να είναι συνεχής και ως

προς τις δυο µεταβλητές (άσκηση !). ΄Εχουµε

eiθs(1)
=

γs(1) − a
|γs(1) − a| =

γs(0) − a
|γs(0) − a| = eiθs(0).

Εποµένως η ποσότητα
θs(1) − θs(0)

2π
είναι ένας ακέραιος k(s). Αφού η k είναι συνεχής πρέπει να είναι σταθερή. Εποµένως ο δείκτης n(γs, a) είναι ο

ίδιος για όλα τα s. Ιδιαίτερα, n(γ0, a) = n(γ1, a). �

Παρατηρήστε ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. Πράγµατι, αν ϑέσουµε U = Cr {a, b}, µε a , b, τότε η καµπύλη

του σχήµατος είναι 0-οµολογική στο U αλλά δεν είναι οµοτοπική στο U µε κάποιο σηµείο.

C

a b

Παρ’ όλα αυτά, το επόµενο αποτέλεσµα µάς λέει ότι αν κάθε κλειστή καµπύλη στο U είναι 0-οµολογική,

αν δηλαδή το U είναι απλά συνεκτικό, τότε κάθε κλειστή καµπύλη στο U είναι οµοτοπική µ’ ένα σηµείο.
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Θεώρηµα 5.19. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και συνεκτικό. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

(1) Αν η f είναι αναλυτική και δεν µηδενίζεται στο U, τότε η f έχει αναλυτική τετραγωνική ϱίζα στο U.

(2) Το U είναι οµοιοµορφικό µε το D(0, 1).
(3) Κάθε κλειστή καµπύλη στο U είναι οµοτοπική µ’ ένα σηµείο.

(4) Κάθε κλειστό µονοπάτι στο U είναι οµοτοπικό µ’ ένα σηµείο.

(5) Το U είναι απλά συνεκτικό.

Απόδειξη.

(1)⇒ (2) Αν U , C, το συµπέρασµα έπεται από το Θεώρηµα Σύµµορφης Απεικόνισης τού Riemann. Αν U = C,

τότε η απεικόνιση h(z) =
z

1 + |z| είναι ο Ϲητούµενος οµοιοµορφισµός.

(2)⇒ (3) Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι κάθε κλειστή καµπύλη στο D(0, 1) είναι οµοτοπική µ’ ένα σηµείο. Αν

f : U → D(0, 1) είναι ένας οµοιοµορφισµός, και γ µια κλειστή καµπύλη στο U, τότε ϑέτουµε γ0 = f ◦γ.

Αν τώρα H είναι µια οµοτοπία των γ0 και γ0(0), τότε f −1 ◦ H είναι µια οµοτοπία των γ και γ(0).
(3)⇒ (4) Προφανές.

(4)⇒ (5) ΄Επεται από το Θεώρηµα 5.18.

(5)⇒ (1) Από το Θεώρηµα 3.19, η f έχει αναλυτικό λογάριθµο g. Τότε η συνάρτηση exp( 1
2 g) είναι η Ϲητούµενη

αναλυτική τετραγωνική ϱίζα.

�

Το προηγούµενο ϑεώρηµα, µαζί µε το (οµολογικό) Γενικό Θεώρηµα τού Cauchy, µάς δίνει ένα πλήρη χαρα-

κτηρισµό των απλά συνεκτικών υποσυνόλων τού C και αποτελεί το κεντρικό αποτέλεσµα αυτού τού µαθήµατος.

Τα Θεωρήµατα Runge και MittagLeffler

΄Οπως ξέρουµε κάθε αναλυτική συνάρτηση f µπορεί να αναπτυχθεί τοπικά σε δυναµοσειρά. Εποµένως για

κάθε σηµείο z στο πεδίο ορισµού τής f , υπάρχει µια περιοχή τού z και µια ακολουθία πολυωνύµων η οποία

συγκλίνει στην f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τής περιοχής. Το αποτέλεσµα αυτό είναι τοπικό. Στην

ενότητα αυτή ϑα δείξουµε ένα πολύ ισχυρό σφαιρικό αποτέλεσµα. Υπάρχει µια ακολουθία ϱητών συναρτήσεων,

η οποία συγκλίνει στην f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα ολόκληρου τού πεδίου ορισµού τής f . Θα

χρειαστούµε το ακόλουθο τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 5.20. ΄Εστω V, A ⊂ C ανοιχτά µε V ⊂ A και ∂V ∩ A = ∅. Αν H είναι µια συνεκτική συνιστώσα τού A και

H ∩ V , ∅, τότε H ⊂ V.

Απόδειξη. ΄Εστω G µια συνεκτική συνιστώσα τού V µε H ∩G , ∅. Τότε το H ∪G είναι ένα συνεκτικό υποσύνολο

τού A, εποµένως G ⊂ H. Αλλά ∂G ⊂ ∂V (άσκηση !), άρα ∂G ∩ H = ∅. Συνεπώς

H rG = H ∩ ((C rG) ∪ ∂G) = H rG.

∆ηλαδή το H r G είναι ανοιχτό και κλειστό στο H. Αφού το H είναι συνεκτικό και G , ∅, πρέπει να έχουµε

H rG = ∅. ΄Αρα H = G ⊂ V. �

Θα δείξουµε στη συνέχεια ένα ενδιάµεσο προσεγγιστικό αποτέλεσµα. Πάνω σ’ ένα σταθεροποιηµένο συµ-

παγές σύνολο, µια αναλυτική συνάρτηση µπορεί να προσεγγιστεί οµοιόµορφα από µια ϱητή συνάρτηση µε

πόλους σ’ ένα προδιαγεγραµµένο σύνολο.

Πρόταση 5.21. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, K ⊂ U συµπαγές, και S ένα σύνολο το οποίο περιέχει ένα σηµείο από

κάθε συνεκτική συνιστώσα τού Ĉ r K. Αν f ∈ A(U) τότε η f µπορεί να προσεγγιστεί οµοιόµορφα στο K από µια

ϱητή συνάρτηση µε πόλους στο S .

Απόδειξη. ΄Εστω r > 0 τέτοιο ώστε K ⊂ D(0, r). Θέτουµε

M = dist(K, (C r U) ∪ ∂D(0, r)) > 0.
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Θεωρούµε ένα δίκτυο κλειστών τετραγώνων στοC µε πλευρές παράλληλες στους άξονες και µε διάµετρο µήκους

s, όπου s < M. ΄Εστω Q1, . . . ,Qn, εκείνα τα τετράγωνα που περιέχονται στο U ∩ D(0, r). Αν ϑέσουµε

T =
n⋃

j=1

Q j,

τότε K ⊂ T ◦, από τον ορισµό τού M. ΄Εστω τώρα ο κύκλος

σ =

n∑

j=1

∂Q j.

Αφαιρούµε όλες τις πλευρές οι οποίες είναι κοινές σε οποιαδήποτε δυο Qi και παίρνουµε ένα ισοδύναµο κύκλο

γ. Αφού n(γ, z) = n(σ, z) = 0 για κάθε z < U και n(γ, z) = 1 για κάθε z ∈ T ◦, ο ολοκληρωτικός τύπος τού Cauchy

µάς δίνει

f (z) =
1

2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw,

για κάθε z ∈ K. Η παραπάνω έκφραση µάς επιτρέπει να ισχυριστούµε ότι η f µπορεί να προσεγγιστεί οµοιό-

µορφα στο K από ϱητές συναρτήσεις µε πόλους στο γ∗. Πράγµατι, χωρίς ϐλάβη τής γενικότητας, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι το γ είναι ένα µονοπάτι µε πεδίο ορισµού [0, 1]. Τότε

1
2πi

∫

γ

f (w)
w − z

dw =
1

2πi

∫ 1

0

f (γ(t))
γ(t) − z

γ′(t) dt =
∫ 1

0
h(t, z) dt.

Η h είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [0, 1] × K, εποµένως για δεδοµένο ε > 0, υπάρχει δ > 0 έτσι ώστε για κάθε

z ∈ K και κάθε s, t ∈ [0, 1] µε |s − t| < δ να έχουµε |h(s, z) − h(t, z)| < ε. ΄Εστω τώρα 0 = t0 < · · · < tn = 1 µια

διαµέριση τού [0, 1] µε t j − t j−1 < δ για κάθε j = 1, . . . , n. Θέτουµε

R(z) =
n∑

j=1

h(t j, z)(t j − t j−1).

Τότε η R είναι µια ϱητή συνάρτηση µε πόλους στα σηµεία γ(t j) ∈ γ∗, και για κάθε z ∈ K έχουµε

| f (z) − R(z)| ≤
n∑

j=1

∫ t j

t j−1

|h(t, z) − h(t j−1, z)|dt < ε,

το οποίο αποδεικνύει τον ισχυρισµό. Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι κάθε ϱητή συνάρτηση µε πόλους στο γ∗

µπορεί να προσεγγιστεί οµοιόµορφα στο K από µια ϱητή συνάρτηση µε πόλους στο S . Στην πραγµατικότητα,

ϑα δείξουµε κάτι ισχυρότερο. Αν a < K τότε η (z− a)−1 µπορεί να προσεγγιστεί οµοιόµορφα στο K από µια ϱητή

συνάρτηση µε πόλους στο S . ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις.

(1) ∞ < S . Ας πούµε ότι µια συνάρτηση έχει την ιδιότητα P(S ) αν µπορεί να προσεγγιστεί οµοιόµορφα

στο K από µια ϱητή συνάρτηση µε πόλους στο S . Θέτουµε

V = {a ∈ C r K : η (z − a)−1 έχει την ιδιότητα P(S )}.
Θα δείξουµε ότι V = C r K. Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι

S ⊂ V ⊂ C r K.

Επίσης το V είναι ανοιχτό. Πράγµατι, αν a ∈ V και b ∈ C µε |a − b| < dist (a,K), τότε για κάθε z ∈ K
έχουµε

1
z − b

=

∞∑

n=0

(b − a)n

(z − a)n+1
.

Η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη στο K από το κριτήριο Weierstrass. Τώρα, κάθε όρος τού παραπάνω

αθροίσµατος έχει την ιδιότητα P(S ) διότι a ∈ V. Εποµένως το ίδιο ισχύει και για την (z − b)−1. ΄Αρα

b ∈ V, δηλαδή D(a, dist (a,K)) ⊂ V, συνεπώς το V είναι ανοιχτό. Στη συνέχεια, παρατηρούµε ότι

∂V ∩ (C r K) = ∅. Πράγµατι, αν b ∈ ∂V, τότε b < V και επίσης υπάρχει bn ∈ V µε bn → b. Αλλά

|b − bn| ≥ dist (bn,K), διαφορετικά το b ϑα ανήκε στο V από τα παραπάνω. Παίρνοντας όρια καθώς

n→ ∞ έχουµε dist (b,K) = 0, δηλαδή b ∈ K. ΄Εστω τώρα H µια συνεκτική συνιστώσα τού C r K. Τότε
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H ∩ V , ∅ διότι S ⊂ V. Εφόσον ∂V ∩ (C r K) = ∅, το Λήµµα 5.20 µάς δίνει H ⊂ V. Αφού η H είναι

τυχούσα συµπεραίνουµε ότι C r K ⊂ V, άρα C r K = V.

(2) ∞ ∈ S . Στην περίπτωση αυτή, επιλέγουµε a0 ∈ C µε |a0| > max{|z| : z ∈ K}, και ϑέτουµε

S ′ = (S r {∞}) ∪ {a0}.
Το S ′ περιέχει ένα σηµείο από κάθε συνεκτική συνιστώσα τού C r K, εποµένως από το (1) έχουµε ότι

για κάθε a ∈ CrK, η (z− a)−1 έχει την ιδιότητα P(S ′). Αλλά η (z− a0)−1 αναπτύσσεται σε σειρά Taylor

µε κέντρο 0 και ακτίνα σύγκλισης |a0|. Συνεπώς η (z − a0)−1 µπορεί να προσεγγιστεί οµοιόµορφα στο

K από ένα πολυώνυµο (το οποίο είναι ϐέβαια µια ϱητή συνάρτηση µε πόλο στο∞) και το συµπέρασµα

έπεται.

�

Πόρισµα 5.22. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό, και K ⊂ U συµπαγές. Υποθέτουµε ότι το Ĉ r K είναι συνεκτικό. Αν

f ∈ A(U) τότε υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων Pn τέτοια ώστε Pn → f οµοιόµορφα στο K.

Απόδειξη. Το Ĉ r K έχει µόνο µία συνεκτική συνιστώσα, εποµένως µπορούµε να επιλέξουµε S = {∞} στην

Πρόταση 5.21. Εφόσον µια ϱητή συνάρτηση µε µοναδικό πόλο το ∞ είναι πολυώνυµο, το συµπέρασµα έπεται.

�

Θεώρηµα 5.23 (Το Θεώρηµα Runge). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και S ένα σύνολο το οποίο περιέχει ένα σηµείο

από κάθε συνεκτική συνιστώσα τού Ĉ r U. Αν f ∈ A(U), τότε υπάρχει µια ακολουθία ϱητών συναρτήσεων, µε

πόλους στο S , η οποία συγκλίνει στην f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U. Αν, επιπλέον, το U είναι

απλά συνεκτικό, τότε υπάρχει µια ακολουθία πολυωνύµων η οποία συγκλίνει στην f οµοιόµορφα στα συµπαγή

υποσύνολα τού U.

Απόδειξη. Θεωρούµε την οικογένεια συµπαγών συνόλων {Kn : n ∈ N} όπως αυτή ορίστηκε στην αρχή τού

κεφαλαίου. Αφού κάθε συνεκτική συνιστώσα τού Ĉ r Kn περιέχει µια συνεκτική συνεκτική συνιστώσα τούĈ r U, κάθε συνεκτική συνιστώσα τού Ĉ r Kn περιέχει ένα σηµείο τού S . Εποµένως, από την Πρόταση 5.21,

υπάρχει µια ϱητή συνάρτηση Rn µε πόλους στο S , τέτοια ώστε | f (z) − Rn(z)| < 1/n για κάθε z ∈ Kn. Για

κάθε συµπαγές K ⊂ U, έχουµε K ⊂ Kn για αρκετά µεγάλο n. Εποµένως Rn → f οµοιόµορφα στα συµπαγή

υποσύνολα τού U. Αν τώρα το U είναι απλά συνεκτικό, επιλέγουµε S = {∞}. �

Θα χρησιµοποιήσουµε τώρα το Θεώρηµα Runge για να δείξουµε ότι σε κάθε ανοιχτό σύνολο µπορούµε να

κατασκευάσουµε µια µερόµορφη συνάρτηση τέτοια ώστε το κύριο µέρος τής σειράς Laurent γύρω από κάθε

πόλο να έχει όποια µορφή ϑέλουµε.

Θεώρηµα 5.24 (Το Θεώρηµα MittagLeffler). ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και A ⊂ U τέτοιο ώστε το A δεν έχει σηµεία

συσσώρευσης στο U. Σε κάθε a ∈ A αντιστοιχούµε ένα ϑετικό ακέραιο m(a) και µια ϱητή συνάρτηση

Pa(z) =
m(a)∑

j=1

c j,a(z − a)− j.

Τότε υπάρχει µια µερόµορφη συνάρτηση f στο U τέτοια ώστε το κύριο µέρος τής σειράς Laurent τής f σε κάθε

a ∈ A είναι ίσο µε Pa, και η οποία δεν έχει άλλους πόλους στο U.

Απόδειξη. Θεωρούµε πάλι την ακολουθία συµπαγών συνόλων {Kn : n ∈ N} όπως αυτή ορίστηκε στην αρχή τού

κεφαλαίου. Θέτουµε A1 = A ∩ K1, και An = A ∩ (Kn r Kn−1) για n = 2, 3, . . . . Αφού An ⊂ Kn και το A δεν έχει

σηµεία συσσώρευσης στο U, κάθε An είναι πεπερασµένο. Θέτουµε

Qn(z) =
∑

a∈An

Pa(z).

Κάθε Qn είναι ϱητή συνάρτηση. Οι πόλοι τής Qn ϐρίσκονται στο σύνολο Kn r Kn−1, για n ≥ 2. Ιδιαίτερα, η

Qn είναι αναλυτική σ’ ένα ανοιχτό σύνολο το οποίο περιέχει το Kn−1. Από το Θεώρηµα τού Runge έπεται ότι

υπάρχει µια ϱητή συνάρτηση Rn, οι πόλοι τής οποίας ϐρίσκονται στο Ĉ r U, τέτοια ώστε

|Rn(z) − Qn(z)| < 1
2n
,
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για z ∈ Kn−1. Ισχυριζόµαστε ότι η

f (z) = Q1(z) +
∞∑

n=2

(Qn(z) − Rn(z)), z ∈ U r A

είναι η συνάρτηση που ψάχνουµε. Πράγµατι, σταθεροποιούµε ένα N. Τότε στο KN έχουµε

f = Q1 +

N∑

n=2

(Qn − Rn) +
∞∑

n=N+1

(Qn − Rn)

=

N∑

n=1

Qn −
N∑

n=2

Rn +

∞∑

n=N+1

(Qn − Rn)

= FN +GN + HN .

Κάθε όρος τού αθροίσµατος που ορίζει την HN είναι µικρότερος από 2−n στο KN , εποµένως το άθροισµα αυτό

συγκλίνει οµοιόµορφα στο KN . ΄Αρα η HN είναι αναλυτική στο εσωτερικό τού KN . Εφόσον οι πόλοι κάθε µιας

από τις Rn είναι έξω από το U, η GN είναι επίσης αναλυτική στο εσωτερικό τού KN . Τέλος

FN =

∑

a∈A∩KN

Pa.

Συνεπώς, στο K◦N , η f είναι µερόµορφη και για κάθε a ∈ A∩ K◦N το κύριο µέρος τού αναπτύγµατος Laurent τής

f γύρω από το a είναι ακριβώς Pa. Αφού το N είναι αυθαίρετο, το συµπέρασµα έπεται. �

Το Θεώρηµα Παραγοντοποίησης τού Weierstrass

Κάθε πολυώνυµο p(z) = anzn
+ · · · + a1z + a0 µπορεί να παραγοντοποιηθεί σαν γινόµενο δυωνύµων

p(z) = an(z − z0)m0 · · · (z − zk)mk ,

όπου z0, . . . , zk οι διακεκριµένες ϱίζες τού p. Τώρα, διαισθητικά, κάθε ακέραιη συνάρτηση f µπορεί να ϑεωρηθεί

σαν πολυώνυµο µε άπειρους όρους.

f (z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

zn.

Μπορούµε να αναµένουµε κάτι ανάλογο από την f ; Μπορούµε δηλαδή, µε αντίστοιχο τρόπο, να την «παραγον-

τοποιήσουµε» σε ένα (ενδεχοµένως) άπειρο γινόµενο συναρτήσεων ; Η απάντηση είναι «ναι», πρέπει όµως πρώτα

να ορίσουµε την έννοια τού άπειρου γινοµένου.

Ορισµός 5.25. ΄Εστω zn µια ακολουθία µιγαδικών αριθµών. Θέτουµε

pn = (1 + z1)(1 + z2) · · · (1 + zn),

και υποθέτουµε ότι pn → z για κάποιο z ∈ C. Τότε γράφουµε

z =
∞∏

n=1

(1 + zn).

Τα pn ονοµάζονται µερικά γινόµενα τού απειρογινοµένου. Θα λέµε ότι το απειρογινόµενο συγκλίνει αν η pn

συγκλίνει.

Λήµµα 5.26. ΄Εστω z1, . . . , zN ∈ C. Θέτουµε

pN =

N∏

n=1

(1 + zn), p∗N =
N∏

n=1

(1 + |zn|).

Τότε

p∗N ≤ exp(|z1| + · · · + |zN |),
και

|pN − 1| ≤ p∗N − 1.
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Απόδειξη. Για κάθε n έχουµε 1+ |zn| ≤ e|zn|. Πολλαπλασιάζοντας τις ανισότητες αυτές κατά µέλη, παίρνουµε την

πρώτη σχέση. Για τη δεύτερη σχέση, προχωράµε επαγωγικά. Προφανώς ισχύει για N = 1. Υποθέτουµε ότι

|pk − 1| ≤ p∗k − 1.

Τότε

|pk+1 − 1| = |(pk − 1)(1 + zk+1) + zk+1| ≤ (p∗k − 1)(1 + |zk+1|) + |zk+1| = p∗k+1 − 1.

�

Θεώρηµα 5.27. ΄Εστω S ⊂ C και fn : S → C µια ακολουθία ϕραγµένων συναρτήσεων τέτοια ώστε η σειρά∑∞
n=1 | fn(z)| συγκλίνει οµοιόµορφα. Τότε το απειρογινόµενο

f (z) =
∞∏

n=1

(1 + fn(z))

συγκλίνει οµοιόµορφα, και f (z0) = 0 για κάποιο z0 ∈ S αν και µόνο αν fn(z0) = −1 για κάποιο n. Επιπλέον, αν

{n1, n2, . . . } είναι οποιαδήποτε αναδιάταξη τού {1, 2, . . . }, τότε

f (z) =
∞∏

k=1

(1 + fnk (z)).

Απόδειξη. Από υπόθεση, η
∑∞

n=1 fn(z) είναι ϕραγµένη. ΄Εστω pN το N-οστό µερικό γινόµενο τού πρώτου απει-

ϱογινοµένου. Τότε, από το Λήµµα 5.26, υπάρχει µια σταθερά C > 0 τέτοια ώστε |pN(z)| ≤ C για κάθε N και z.
΄Εστω ε µε 0 < ε < 1

2 . Τότε υπάρχει N0 τέτοιο ώστε

∞∑

n=N0

| fn(z)| < ε,

για κάθε z ∈ S . ΄Εστω τώρα {n1, n2, . . . } µια αναδιάταξη τού {1, 2, . . . }. Για N ≥ N0, επιλέγουµε M τέτοιο ώστε

{1, 2, . . . ,N} ⊂ {n1, n2, . . . , nM}.
΄Εστω qM το M-οστό µερικό γινόµενο τού δύτερου απειρογινοµένου. Τότε

qM − pN = pN


∏

nk>N

(1 + fnk ) − 1

 .

Τα nk που εµφανίζονται στην παραπάνω σχέση είναι όλα διακεκριµένα και µεγαλύτερα από N0, εποµένως, από

το Λήµµα 5.26, έχουµε

(11) |qM − pN | ≤ |pN |(eε − 1) ≤ 2|pN |ε ≤ 2Cε.

Αν nk = k για όλα τα k, τότε qM = pM και έτσι από την παραπάνω σχέση συνεπάγεται ότι η {pn} συγκλίνει

οµοιόµορφα σε µια συνάρτηση f . Επίσης, η ίδια σχέση µάς δίνει

|pM − pN0 | ≤ 2|pN0 |ε,
για M > N0, εποµένως |pM | ≥ (1 − 2ε)|pN0 |. ΄Αρα

| f (z)| ≥ (1 − 2ε)|pN0 |,
το οποίο σηµαίνει ότι f (z) = 0 αν και µόνο αν pN0 (z) = 0, ή ισοδύναµα, fn(z) = −1 για κάποιο n. Τέλος, από την

(11) συνεπάγεται ότι η qM συγκλίνει στο ίδιο όριο µε την pN . �

Θεώρηµα 5.28. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και fn ∈ A(U) µια ακολουθία τέτοια ώστε η

∞∑

n=1

|1 − fn(z)|

συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U. Τότε το απειρογινόµενο

f (z) =
∞∏

n=1

fn(z)
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συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα τού U, εποµένως f ∈ A(U). Επιπλέον,

m( f , z) =
∞∑

n=1

m( fn, z),

όπου m( f , z) είναι η τάξη τής ϱίζας z, αν f (z) = 0, και m( f , z) = 0 αν f (z) , 0.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισχυρισµός έπεται άµεσα από το Θεώρηµα 5.27. Για τον δεύτερο ισχυρισµό, σταθερο-

ποιούµε z0 ∈ U και παρατηρούµε ότι το πολύ πεπερασµένο πλήθος από τις fn έχουν ϱίζα στο z0. Τότε

f (z) =
∏

n: fn(z0)=0

fn(z) ·
∏

n: fn(z0),0

fn(z).

Το πρώτο γινόµενο έχει ϱίζα στο z0 µε τάξη ∑

n: fn(z0)=0

m( fn, z).

Το δεύτερο γινόµενο ορίζει µια αναλυτική συνάρτηση η οποία δεν έχει ϱίζα στο z0 από το Θεώρηµα 5.27, και το

συµπέρασµα έπεται. �

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα Παραγοντοποίησης τού Weierstrass ϑα χρειαστούµε κάποιες ϐοηθητικές

συναρτήσεις. Θέτουµε E0(z) = 1 − z και για p = 1, 2, 3, . . . ,

Ep(z) = (1 − z) exp

(
z +

z2

2
+ · · · + zp

p

)
.

Οι συναρτήσεις αυτές ονοµάζονται στοιχειώδεις παράγοντες.

Λήµµα 5.29. Για κάθε |z| ≤ 1 και p = 0, 1, 2, . . . , έχουµε

|1 − Ep(z)| ≤ |z|p+1.

Απόδειξη. Για p = 0 είναι προφανές. Για p ≥ 1 έχουµε

−E′p(z) = zp exp

(
z +

z2

2
+ · · · + zp

p

)
.

Εποµένως η −E′p έχει µια ϱίζα τάξης p στο 0, και το ανάπτυγµα Taylor τής −E′p στο 0 έχει µη αρνητικούς

πραγµατικούς συντελεστές. Συνεπώς η 1 − Ep έχει ϱίζα τάξης p + 1 στο 0, και αν ϑέσουµε

φ(z) =
1 − Ep(z)

zp+1
,

τότε φ(z) =
∑∞

n=0 anzn, µε όλα τα an µη αρνητικά. ΄Αρα, για |z| ≤ 1, έχουµε |φ(z)| ≤ φ(1) = 1 και το συµπέρασµα

έπεται. �

Θεώρηµα 5.30. ΄Εστω zn µια ακολουθία µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών τέτοια ώστε |zn| → ∞. Θέτουµε

rn = |zn|. Αν pn είναι µια ακολουθία µη αρνητικών ακεραίων τέτοια ώστε

∞∑

n=1

(
r
rn

)1+pn

< ∞,

για κάθε r > 0, τότε το απειρογινόµενο

P(z) =
∞∏

n=1

Epn

(
z
zn

)

ορίζει µια ακέραιη συνάρτηση η οποία έχει µια ϱίζα σε κάθε zn και η οποία δεν έχει άλλες ϱίζες στοC. Ακριβέστερα,

αν το α εµφανίζεται m ϕορές στην ακολουθία zn, τότε η P έχει µια ϱίζα τάξης m στο α.

Απόδειξη. Κατ’ αρχάς παρατηρούµε ότι είναι πάντα δυνατό να ϐρούµε µια ακολουθία pn όπως στη διατύπωση

τού ϑεωρήµατος. Πράγµατι, για κάθε r > 0 έχουµε rn > 2r για όλα εκτός από πεπερασµένα το πλήθος n,

εποµένως r/rn < 1/2 για αυτά τα n. ΄Αρα µπορούµε να επιλέξουµε, για παράδειγµα, pn = n−1. Σταθεροποιούµε
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τώρα ένα r. Τότε για όλα εκτός από πεπερασµένο πλήθος n, ισχύει rn ≥ r. Εποµένως αν |z| ≤ r, τότε από το

Λήµµα 5.29, έχουµε ότι ∣∣∣∣∣∣1 − Epn

(
z
zn

)∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

z
zn

∣∣∣∣∣
1+pn

≤
(

r
rn

)1+pn

.

Συνεπώς η σειρά
∞∑

n=1

∣∣∣∣∣∣1 − Epn

(
z
zn

)∣∣∣∣∣∣

συγκλίνει οµοιόµορφα στον δίσκο D(0, r). Αφού το r είναι αυθαίρετο, η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη στα συµπαγή

υποσύνολα τού C, και το συµπέρασµα έπεται από το Θεώρηµα 5.28. �

Θεώρηµα 5.31 (Το Θεώρηµα Παραγοντοποίησης τού Weierstrass). ΄Εστω f µια ακέραιη συνάρτηση µε

f (0) , 0, και έστω z1, z2, . . . οι ϱίζες τής f επαναλµβανόµενες σύµφωνα µε την πολλαπλότητά τους. Τότε υπάρχει

µια ακέραιη συνάρτηση g και µια ακολουθία pn µη αρνητικών ακεραίων τέτοια ώστε

f (z) = eg(z)
∞∏

n=1

Epn

(
z
zn

)
.

Απόδειξη. Σχηµατίζουµε το απειρογινόµενο P τού Θεωρήµατος 5.30 χρησιµοποιώντας την ακολουθία των ϱιζών

τής f . Τότε η συνάρτηση f /P έχει µόνο επουσιώδεις ανωµαλίες, εποµένως µπορεί να επεκταθεί σε µια ακέραιη

συνάρτηση. Επίσης, η f /P δεν µηδενίζεται άρα, αφού το C είναι απλά συνεκτικό, έχει αναλυτικό λογάριθµο,

δηλαδή υπάρχει µια ακέραιη συνάρτηση g τέτοια ώστε f /P = eg. �

Παρατήρηση. Αν η f έχει ϱίζα τάξης m στο 0, τότε η παραγοντοποίηση τής f παίρνει τη µορφή

f (z) = zmeg(z)
∞∏

n=1

Epn

(
z
zn

)
.

Θα επεκτείνουµε τώρα το Θεώρηµα 5.30. Σ’ ένα αυθαίρετο ανοιχτό σύνολο ϑα κατασκευάσουµε µια αναλυ-

τική συνάρτηση µε προδιαγεγραµµένο σύνολο ϱιζών κάτω, ϕυσικά, από τον περιορισµό που ϑέτει το Θεώρηµα

Ταυτότητας.

Θεώρηµα 5.32. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και A ⊂ U. Υποθέτουµε ότι το A δεν έχει σηµεία συσσώρευσης στο U. Σε

κάθε a ∈ A αντιστοιχούµε ένα ϑετικό ακέραιο m(a). Τότε υπάρχει f ∈ A(U) τής οποίας οι ϱίζες είναι τα σηµεία τού

συνόλου A και τέτοια ώστε η f έχει ϱίζα τάξης m(a) για κάθε a ∈ A.

Απόδειξη. Αν το A είναι πεπερασµένο τότε παίρνουµε για f ένα πολυώνυµο. Αν το A είναι άπειρο τότε είναι

αριθµήσιµο διαφορετικά ϑα είχε σηµείο συσσώρευσης στο U. Επιλέγουµε w0 ∈ U, r > 0 τέτοια ώστε D(w0, r) ⊂ U
και A∩D(w0, r) = ∅. Θέτουµε T (z) = (z−w0)−1, V = T (U r {w0}), S = T (A). Το V είναι ανοιχτό και περιέχει µια

περιοχή τού ∞, άρα το C r V είναι συµπαγές. Επίσης, το S είναι ϕραγµένο και δεν έχει σηµεία συσσώρευσης

στο V. ΄Εστω an µια ακολουθία τής οποίας οι όροι είναι στο S και στην οποία κάθε σηµείο T (a) ∈ S εµφανίζεται

ακριβώς m(a) ϕορές. Λόγω συµπάγειας τού C r V, για κάθε an υπάρχει ένα σηµείο bn ∈ C r V τέτοιο ώστε

|bn − an| = dist (an,C r V). Τότε |bn − an| → 0, διαφορετικά το S ϑα είχε σηµεία συσσώρευσης στο V. Εποµένως,

αν K είναι ένα συµπαγές υποσύνολο τού V, τότε υπάρχει N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ N και για κάθε z ∈ K
έχουµε ∣∣∣∣∣

an − bn

z − bn

∣∣∣∣∣ ≤
1
2
,

το οποίο, από το Λήµµα 5.29, συνεπάγεται ότι
∣∣∣∣∣∣1 − En

(
an − bn

z − bn

)∣∣∣∣∣∣ ≤
(

1
2

)n+1

.

΄Αρα, από το Θεώρηµα 5.28, η

g(z) =
∞∏

n=1

En

(
an − bn

z − bn

)
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είναι µια αναλυτική συνάρτηση στο V µε ϱίζα τάξης m(a) σε κάθε T (a) ∈ S και η οποία δεν έχει άλλες ϱίζες.

Ισχυριζόµαστε ότι η g είναι ϕραγµένη σε µια περιοχή τού απείρου. Πράγµατι, επιλέγουµε R > 0 τέτοιο ώστε για

κάθε |z| > R και για κάθε n να ισχύει ∣∣∣∣∣
an − bn

z − bn

∣∣∣∣∣ ≤
1
2
.

΄Αρα ∣∣∣∣∣∣1 − En

(
an − bn

z − bn

)∣∣∣∣∣∣ ≤
(

1
2

)n+1

.

Ιδιαίτερα,

Re En

(
an − bn

z − bn

)
> 0.

Εποµένως

g(z) = exp


∞∑

n=1

log En

(
an − bn

z − bn

) .

Αλλά ∣∣∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

log En

(
an − bn

z − bn

)∣∣∣∣∣∣∣
≤
∞∑

n=1

∣∣∣∣∣∣log En

(
an − bn

z − bn

)∣∣∣∣∣∣ ≤
3
2

∞∑

n=1

∣∣∣∣∣∣En

(
an − bn

z − bn

)
− 1

∣∣∣∣∣∣ ≤
3
2

∞∑

n=1

(
1
2

)n+1

= c.

΄Αρα e−c ≤ |g(z)| ≤ ec για |z| > R. Συνεπώς η g έχει επουσιώδη ανωµαλία στο άπειρο και επιπλέον g(∞) , 0.

Εποµένως η f := g ◦ T έχει επουσιώδη ανωµαλία στο w0 και f (w0) , 0. Συµπεραίνουµε ότι η f ορίζει µια

αναλυτική συνάρτηση στο U µε ϱίζα τάξης m(a) για κάθε a ∈ A και η οποία δεν έχει άλλες ϱίζες. �

Σαν συνέπεια τού προηγούµενου ϑεωρήµατος, ϑα αποδείξουµε ένα χαρακτηρισµό των µερόµορφων συναρ-

τήσεων.

Θεώρηµα 5.33. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και f µερόµορφη στο U. Τότε υπάρχουν g, h ∈ A(U) τέτοιες ώστε f = g/h.

Απόδειξη. ΄Εστω A το σύνολο των πόλων τής f , και για κάθε a ∈ A έστω m(a) η τάξη τού πόλου στο a. Από το

Θεώρηµα 5.32, υπάρχει h ∈ A(U) τέτοια ώστε η h έχει ϱίζα τάξης m(a) σε κάθε a ∈ A, και, επιπλέον, η h δεν έχει

άλλες ϱίζες. Θέτουµε g = f h. Τότε η g έχει επουσιώδεις ανωµαλίες στο A και εποµένως µπορεί να επεκταθεί σε

µια ολόµορφη συνάρτηση στο U. Προφανώς f = g/h στο U r A. �

Θα συνδυάσουµε τέλος το Θεώρηµα MittagLeffler µε το Θεώρηµα 5.32 για να αποδείξουµε ένα αποτέλεσµα

«παρεµβολής». Μπορούµε να κατασκευάσουµε αναλυτικές συναρτήσεις µε «προδιαγεγραµµένες τιµές» πάνω σε

αυθαίρετα σύνολα χωρίς σηµεία συσσώρευσης.

Θεώρηµα 5.34. ΄Εστω U ⊂ C ανοιχτό και A ⊂ U. Υποθέτουµε ότι το A δεν έχει σηµεία συσσώρευσης στο U.

Σε κάθε a ∈ A αντιστοιχούµε ένα µη αρνητικό ακέραιο m(a) και µιγαδικούς αριθµούς wn,a, 0 ≤ n ≤ m(a). Τότε

υπάρχει f ∈ A(U) τέτοια ώστε f (n)(a)/n! = wn,a, a ∈ A, 0 ≤ n ≤ m(a).

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 5.32, υπάρχει g ∈ A(U), τέτοια ώστε η g έχει ϱίζα τάξης m(a) + 1 σε κάθε a ∈ A,

και τέτοια ώστε η g δεν έχει άλλες ϱίζες. Ισχυριζόµαστε ότι σε κάθε a ∈ A µπορούµε να αντιστοιχίσουµε µια

συνάρτηση

Pa(z) =
m(a)+1∑

j=1

c j,a(z − a)− j,

έτσι ώστε το ανάπτυγµα Taylor τής gPa γύρω από το a να είναι

g(z)Pa(z) = w0,a + w1,a(z − a) + · · · + wm(a),a(z − a)m(a)
+ · · · .

Πράγµατι, για z κοντά στο a έχουµε

g(z) = b1(z − a)m(a)+1
+ b2(z − a)m(a)+2

+ · · · .,
όπου b1 , 0. Αν τώρα

Pa(z) = c1,a(z − a)−1
+ · · · + cm(a)+1,az−m(a)−1,

τότε

g(z)Pa(z) = (cm(a)+1,a + cm(a),a(z − a) + · · · + c1,a(z − a)m(a)) · (b1 + b2(z − a) + b3(z − a)2
+ · · · ).
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Επιλέγουµε τα cm(a)+1,a, cm(a)a, . . . , c1,a διαδοχικά έτσι ώστε

g(z)Pa(z) = w0,a + w1,a(z − a) + · · · + wm(a),a(z − a)m(a)
+ · · · .

∆ηλαδή εξισώνουµε συντελεστές και λύνουµε ως προς cm(a)+1,a, cm(a),a, . . . , c1,a. Αυτό είναι δυνατό διότι b1 , 0. Με

τον τρόπο αυτό παίρνουµε τις Pa. Τώρα, από το Θεώρηµα MittagLeffler, υπάρχει µια µερόµορφη συνάρτηση

h στο U, τής οποίας τα κύρια µέρη των αναπτυγµάτων Laurent είναι ακριβώς οι Pa. Η Ϲητούµενη συνάρτηση

είναι η f = gh. �
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