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(1) ΄Εστω f : D → D ολόμορφη συνάρτηση με δύο σταθερά σημεία. Δείξτε ότι f(z) = z για
κάθε z ∈ D.

(2) ΄Εστω f : D → D ολόμορφη συνάρτηση. Θέτουμε a = |f(0)|. Δείξτε ότι

a− |z|
1 + a|z|

≤ |f(z)| ≤ a + |z|
1− a|z|

για κάθε z ∈ D.

(3) (i) ΄Εστω f : C → C ολόμορφη, μη σταθερή συνάρτηση, με πεπερασμένη τάξη μεγέθους.
Δείξτε ότι το σύνολο τιμών της είναι το C ή το C μείον ένα σημείο.

(ii) ΄Εστω p πολυώνυμο με μιγαδικούς συντελεστές το οποίο δεν είναι ταυτοτικά 0. Δείξτε ότι
η εξίσωση ez = p(z) έχει άπειρες λύσεις.

(4) ΄Εστω an ∈ D,n ∈ N, με
∑∞

n=1(1− |an|) < ∞. Δείξτε ότι υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση
f : D → D η οποία μηδενίζεται στα an, n ∈ N, και πουθενά αλλού.

Υπόδειξη: f(z) =
∏∞

n=1
an−z
1−anz

|an|
an
.

(5) (i) ΄Εστω f : D → D ολόμορφη μη σταθερή συνάρτηση. Εάν an ∈ D,n ∈ N, είναι τα
μηδενικά της f , δείξτε ότι

∑∞
n=1(1− |an|) <∞.

(ii) ΄Εστω Ω = {z ∈ C : <(z) > 0} και f : Ω → C ολόμορφη, φραγμένη, και μη σταθερή

συνάρτηση. Εάν an > 1, n ∈ N, είναι μηδενικά της f , δείξτε ότι
∑∞

n=1
1
an

<∞.

(6) Δείξτε ότι η εξίσωση
∞∑
n=0

zn

(n!)2
= 0

έχει άπειρες λύσεις.

Με D συμβολίζουμε τον ανοιχτό μοναδιαίο δίσκο.


