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Παράδοση: Πέμπτη 2 Ιουνίου.

(1) ΄Εστω f : Ω→ C ολόμορφη και 1-1. Δείξτε ότι f ′(z) 6= 0 για κάθε z ∈ Ω.

(2) ΄Εστω Ω απλά συνεκτικό χωρίο το οποίο είναι γνήσιο υποσύνολο του C. Δείξτε ότι δεν
υπάρχει σύμμορφη απεικόνιση f : Ω→ C.

(3) Δείξτε ότι για κάθε c > 0 έχουμε
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1 εάν a > 1,
1
2
εάν a = 1,

0 εάν 0 ≤ a < 1.

(4) ΄Εστω (an)n∈N ακολουθία μιγαδικών αριθμών με φραγμένα μερικά αθροίσματα. Δείξτε ότι
η σειρά Dirichlet

∞∑
n=1

an
ns

συγκλίνει και ορίζει ολόμορφη συνάρτηση για Re(s) > 0.

Υπόδειξη: ΄Αθροιση κατά μέρη.

(5) (i) Δείξτε ότι η συνάρτηση

ζ̃(s) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

ns

είναι ολόμορφη για Re(s) > 0 και ότι για Re(s) > 0, s 6= 1, ισχύει

ζ̃(s) = (1− 21−s)ζ(s).

(ii) Δείξτε ότι η ζ συνάρτηση του Riemann δεν μηδενίζεται για s ∈ R με 0 < s < 1.

(6) Δείξτε ότι αν για κάποιο δ ∈ (0, 1
2
) έχουμε

ψ(x) = x+O(x1−δ),

τότε η ζ συνάρτηση του Riemann δεν έχει ρίζες στο χωρίο {s ∈ C : 1− δ < Re(s) < 1}

Υπόδειξη: Αρχικά δείξτε ότι εάν Re(s) > 1, τότε

ζ ′(s)

ζ(s)
= − s

s− 1
−
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s

xs+1
(ψ(x)− x) dx.

ψ(x) =
∑

n≤x Λ(n) όπου Λ είναι η συνάρτηση von Mangoldt.


