
ΕΡΓΟΔΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ

Διαγώνισμα Εξεταστικής Σεπτέμβρη 2024

Επιτρέπεται μία σελίδα με σημειώσεις. Διάρκεια 3 ώρες. Καλή επιτυχία!!

(1) (3 μονάδες) (i) Δείξτε ότι εάν R σύνολο επαναϕοράς και r ∈ N, τότε και το σύνολο R ∩ (rN)
είναι σύνολο επαναϕοράς.

(ii) Δείξτε ότι το σύνολο {4n − 4m : m,n ∈ N,m < n} είναι σύνολο επαναϕοράς, όμως το σύνολο
{4n + 4m : m,n ∈ N} δεν είναι σύνολο επαναϕοράς.

(2) (2.5 μονάδες) ΄Εστω α ∈ R και T : T2 → T2 μετασχηματισμός με τύπο

T (x, y) = (x+ α, y + x) (mod 1).

(i) Δείξτε ότι εάν α ∈ Q το σύστημα (T2,BT2 ,mT2 , T ) δεν είναι εργοδικό.

(ii) Δείξτε ότι εάν α ∈ R \Q το σύστημα (T2,BT2 ,mT2 , T ) είναι εργοδικό. Είναι weak-mixing;

(3) (2.5 μονάδες) ΄Εστω (X,X , µ, T ) καθολικά εργοδικό δυναμικό σύστημα, δηλαδή, για κάθε
k ∈ N το σύστημα (X,X , µ, T k) είναι εργοδικό.

(i) Δείξτε ότι για κάθε f ∈ L2(µ) έχουμε

1

N

N∑
n=1

f(T n2

x) →L2(µ)

∫
f dµ.

(ii) Εάν A ∈ X με µ(A) > 0, δείξτε ότι σχεδόν για κάθε x ∈ X έχουμε

d̄(n ∈ N : T n2

x ∈ A) > 0.

(4) (3 μονάδες) (i) ΄Εστω (X,X , µ, T ) weak-mixing δυναμικό σύστημα και (Y,Y , ν, S) εργοδικό
δυναμικό σύστημα. Δείξτε ότι το σύστημα γινόμενο (X × Y,X ×Y , µ× ν, T × S) είναι εργοδικό.

(ii) ΄Εστω α ∈ R \Q και T : T2 → T2 μετασχηματισμός με τύπο

T (x, y) = (x+ α, 2y) (mod 1).

Δείξτε ότι το δυναμικό σύστημα (T2,BT2 ,mT2 , T ) είναι εργοδικό.

(iii) ΄Εστω α ∈ R \Q και f ∈ L1(mT). Δείξτε ότι σχεδόν για κάθε x ∈ X έχουμε

lim
N→∞
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e2πinαf(2nx) = 0.


