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(1) ΄Εστω (X,B, µ, T ), (Y,D, ν, S) δυναμικά συστήματα. Στο χώρο πιθανότητας (X × Y,B ×
D, µ× ν) ορίζουμε το μετασχηματιμό γινόμενο T × S : X × Y → X × Y με τύπο

(T × S)(x, y) = (Tx, Sy), x ∈ X, y ∈ Y.

Δείξτε ότι η τετράδα (X × Y,B ×D, µ× ν, T × S) είναι επίσης δυναμικό σύστημα.

(2) (i) Για ποια α > 0 ο T : [0, 1) → [0, 1) με τύπο Tx = {αx} διατηρεί το μέτρο m[0,1);

(ii) Για ποια α > 0 ο T : T → T με τύπο Tx = α{x} (mod 1) διατηρεί το μέτρο mT;

(iii) Βρείτε το μοναδικό Borel μέτρο στο [0, 1) το οποίο διατηρεί ο T : [0, 1) → [0, 1) με τύπο
Tx = x/2.

(3) ΄Εστω (R,BR, µ) χώρος πιθανότητας όπου dµ = 1
π

1
x2+1

dx, δηλαδή,
∫
f dµ = 1

π

∫ f(x)
x2+1

dx

για κάθε f ∈ L1(mR). Δείξτε ότι ο μετασχηματισμός T : R → R με τύπο Tx = 1
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για

x ̸= 0 διατηρεί το μέτρο µ.

(4) Δεδομένου α ∈ R, δείξτε ότι ο μετασχηματισμός T : T3 → T3 με τύπο

T (x, y, z) = (x+ α, y + x, z + y) (mod 1),

είναι Borel-μετρήσιμος και διατηρεί το mT3 , και υπολογίστε το T n(x, y, z) για n ∈ N.

(5) Δεδομένου α ∈ R, βρείτε συνεχή μετασχηματισμό T : T2 → T2 που ικανοποιεί

T n(0, 0) = (nα, n2α) (mod 1) για κάθε n ∈ N.

Επίσης, δεδομένων α, β ∈ R, βρείτε συνεχή μετασχηματισμό T : T4 → T4 που ικανοποιεί

T n(0, 0, 0, 0) = (nα, n2α, nβ, n2β) (mod 1) για κάθε n ∈ N.

(6) (i) ΄Εστω T : T → T με τύπο Tx = x+α (mod 1) για κάποιο α ∈ R και I, J ξένα κλειστά
υποδιαστήματα του [0, 1). Δείξτε ότι το σύνολο {n ∈ N : T−nI ∩ J = ∅} είναι άπειρο.

(ii) ΄Εστω T : T → T με τύπο Tx = 2x (mod 1) και I, J μη τετριμμένα υποδιαστήματα του
[0, 1). Δείξτε ότι το σύνολο {n ∈ N : T−nI ∩ J = ∅} είναι πεπερασμένο.


