
ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ (Μεταπτυχιακό)

Τελική εξέταση-Ιούνιος 2026-Εξεταστής: Νίκος Φραντζικινάκης

Διάρκεια 4 ώρες. Καλή επιτυχία!!

(1) (2 Μονάδες) (i) ΄Εστω (X,B, µ) χώρος με πεπερασμένο μέτρο και f : X → R μετρήσιμη
συνάρτηση. Δείξτε ότι αν

∫
|f · g| dµ < ∞ για κάθε g ∈ L2(µ) τότε f ∈ L2(µ).

(ii) ΄Εστω Y κλειστός γραμμικός υπόχωρος του C[0, 1] με Y ̸= C[0, 1]. Δείξτε ότι υπάρχει
προσημασμένο μέτρο Borel µ στο [0, 1], με 0 < |µ|([0, 1]) < ∞, τέτοιο ώστε

∫
f dµ = 0 για κάθε

f ∈ Y .

(2) (2 Μονάδες) ΄Εστω T : ℓ2(N) → ℓ2(N) γραμμικός τελεστής ώστε
T (ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .) = (ξ2/2, ξ3/3, . . . , ξn+1/(n+ 1), . . .).

(i) Δείξτε ότι ο T είναι φραγμένος γραμμικός τελεστής με σύνολο τιμών πυκνό, όχι όμως κλειστό,
υποσύνολο του ℓ2(N).
(ii) Δείξτε ότι ο T είναι συμπαγής τελεστής.

(iii) Δείξτε ότι ο T δεν έχει μη μηδενικές ιδιοτιμές.

(3) (3 Μονάδες) ΄Εστω H χώρος Hilbert, έστω (en)n∈N ορθοκανονική βάση του H, και έστω
HN = span{e1, . . . , eN}.
(i) Είναι ο τελεστής ορθογώνιας προβολής PN : H → HN φραγμένος; Είναι συμπαγής; Δώστε ένα
κλειστό τύπο για τον PN .

(ii) Εάν I : H → H είναι ο ταυτοτικός τελεστής και K ⊂ H συμπαγές, δείξτε ότι

lim
N→∞

sup
x∈K

∥(I − PN )x∥ = 0.

(iii) Δείξτε ότι το συμπέρασμα του (ii) δεν ισχύει αν το σύνολο K είναι απλά φραγμένο.

(iv) Εάν T : H → H συμπαγής τελεστής και TN = PN ◦ T , δείξτε ότι limN→∞ ∥T − TN∥ = 0.

(4) (2 Μονάδες) ΄Εστω xn = (ξnk)k∈N ∈ ℓ1, n ∈ N.
(i) Δείξτε ότι xn →w∗

0 αν και μόνο αν supn∈N ∥xn∥ℓ1 < ∞ και limn→∞ ξnk = 0, k ∈ N.

(ii) Δείξτε ότι en →w∗
0 όμως en ̸→w 0.

(5) (2 Μονάδες) Με M1([0, 1]) συμβολίζουμε το (κυρτό) σύνολο όλων των μέτρων πιθανότητας
στο [0, 1].

(i) Δείξτε ότι ex(M1([0, 1])) = {δx, x ∈ [0, 1]}, όπου δx το μέτρο Dirac.

(ii) Δείξτε ότι για κάθε µ ∈ M1([0, 1]) υπάρχει δίκτυο (µλ)λ∈Λ, όπου µλ ∈ M1([0, 1]) μέτρα
πιθανότητας με φορέα πεπερασμένο σύνολο, ώστε µλ →w∗

µ.
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