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(1) Θεωρούμε την μετρική d(x, y) = |x− y| στο σύνολο των ρητών Q.

(i) Είναι ο μετρικός χώρος (Q, d) πλήρης; Είναι το [0, 1] ∩Q συμπαγές υποσύνολο του (Q, d);

(ii) ΄Εστω (Bn) (μη κενές) κλειστές μπάλες στον (Q, d) με Bn+1 ⊂ Bn για κάθε n ∈ N. Ισχύει
ότι

∩∞
n=1 Bn ̸= ∅;

(2) ΄Εστω μετρική d σε γραμμικό χώρο X. Δείξτε ότι η d επάγεται από κάποια νόρμα στον X
(δηλαδή υπάρχει νόρμα ∥·∥ στον X ώστε d(x, y) = ∥x− y∥ για κάθε x, y ∈ X) αν και μόνο αν

(i) d(λx, λy) = |λ| d(x, y) για κάθε λ ∈ R, και

(ii) d(x+ z, y + z) = d(x, y) για κάθε x, y, z ∈ X.

(3) ΄Εστω x = (xn) ακολουθία μιγαδικών και p, r ∈ R με 1 ≤ r < s ≤ ∞.

(i) Δείξτε ότι ∥x∥s ≤ ∥x∥r.

(Υπόδειξη. Ανάγετε στην περίπτωση r = 1 και δείξτε ότι |x|s + |y|s ≤ (|x|+ |y|)s.)

(ii) Δείξτε ότι ο ℓr είναι γνήσιο υποσύνολο του ℓs.

(4) (i) Δείξτε ότι ο c0 είναι γνήσιο υπερσύνολο του
∪∞

p=1 ℓp.

(ii) ΄Εστω x ∈ ℓp για κάποιο p ∈ [1,∞). Δείξτε ότι limp→∞ ∥x∥p = ∥x∥∞.

(5) ΄Εστω (X,B, µ) χώρος μέτρου και r, s ∈ R με 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞.

(i) Δείξτε ότι Lr(µ) ∩ L∞(µ) ⊂ Ls(µ).

(ii) Δείξτε ότι αν µ(X) < ∞, τότε Ls(µ) ⊂ Lr(µ).

(6) ΄Εστω (X,B, µ) χώρος μέτρου και f : X → C μετρήσιμη.

(i) Αν µ(X) < ∞, δείξτε ότι limp→∞ ∥f∥Lp(µ)
= ∥f∥L∞(µ) (μπορεί = +∞).

(ii) Αν f ∈ Lr(µ) ∩ L∞(µ) για κάποιο r ≥ 1, δείξτε ότι limp→∞ ∥f∥Lp(µ)
= ∥f∥L∞(µ).


