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(1) Δείξτε ότι ο δυικοί χώροι (c0)∗ και (c)∗ είναι ισομετρικά ισόμορϕοι με τον ℓ1.

(2) (i) ΄Εστω (X, ∥·∥) απειροδιάστατος χώρος με νόρμα. Δείξτε ότι υπάρχει μη ϕραγμένος
γραμμικός τελεστής T : X → X ο οποίος είναι 1− 1 και επί.

(ii) ΄Εστω (X, ∥·∥) απειροδιάστατος χώρος Banach. Δείξτε ότι υπάρχει πλήρης νόρμα στον
χώρο X η οποία δεν είναι ισοδύναμη με την ∥·∥.

(3) ΄Εστω X κλειστός υπόχωρος του L1[0, 1] τέτοιος ώστε X ⊂
∪

p>1 L
p[0, 1]. Δείξτε ότι

υπάρχει p0 > 1 τέτοιο ώστε X ⊂ Lp0 [0, 1].

(4) ΄Εστω (xn)n∈N ακολουθία σε χώρο με νόρμα (X, ∥·∥) ώστε

∞∑
n=1

|f(xn)| < ∞

για κάθε f ∈ X∗. Δείξτε ότι υπάρχει σταθερά C ώστε

∞∑
n=1

|f(xn)| ≤ C ∥f∥

για κάθε f ∈ X∗. (Υπόδειξη: Για m ∈ N, ε1, . . . , εm ∈ {±1}, ορίστε Tm,εif =
∑m

k=1 εkf(xk).)

(5) ΄Εστω (X, ∥·∥) χώρος Banach και T : X → X ϕραγμένος τελεστής ώστε
∑∞

n=1 ∥T n∥ < ∞
(T n = T ◦ T ◦ · · · ◦ T ). Για y ∈ X ορίζουμε τον μετασχηματισμό Sy(x) = y + Tx. Δείξτε ότι
υπάρχει μοναδικό x0 ∈ X ώστε Sy(x0) = x0.

(6) ΄Εστω K ∈ [0, 1]× [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση και M = ∥K∥∞. Ορίζουμε τον τελεστή
T : C[0, 1] → C[0, 1] με τύπο

(Tf)(t) =

∫ t

0

K(s, t)f(s) ds, t ∈ [0, 1],

όπου f ∈ C[0, 1]. (Πάρτε ως δεδομένο ότι Tf ∈ C[0, 1].)

(i) Για n = 1, 2, . . . δείξτε ότι ο τελεστής T n είναι ϕραγμένος και ∥T n∥ ≤ Mn

n!
.

(ii) Αν g ∈ C[0, 1] δείξτε ότι υπάρχει μοναδική f ∈ C[0, 1] ώστε f(t) = g(t)+
∫ t

0
K(s, t)f(s) ds

για κάθε t ∈ [0, 1].


