
JEWRIA METROU

Full�dio Ask sewn 1 (24/09/10)

Na mou epistrèyete tic ask seic 1, 2, 3, 7, 8, mèqri thn Paraskeu  1
OktwbrÐou.
D¸ro: +1 mon�da (apì sÔnolo 100 tou telikoÔ sac bajmoÔ) gia thn
�skhsh 10. MporeÐte na thn fèrete mèqri tic 10 DekembrÐou.

(1)∗ (i) DeÐxte ìti k�je kleistì uposÔnolo tou Rd eÐnai Gδ (dhlad  arijm simh tom 
anoiqt¸n) kai k�je anoiqtì uposÔnolo tou Rd eÐnai Fσ (dhlad  arijm simh ènwsh kleist¸n).
(ii) DeÐxte ìti to sÔnolo twn rht¸n eÐnai Fσ all� ìqi Gδ (gia to deÔtero mporeÐte na
k�nete qr sh tou jewr matoc Baire). EpÐshc d¸ste èna par�deigma Gδ uposunìlou tou
R to opoÐo den eÐnai Fσ.

(2)∗ 'Estw E ⊂ Rd.
(i) DeÐxte ìti m∗(E) = inf{m∗(O) : O anoiqtì E ⊂ O}.
(ii) DeÐxte ìti up�rqei Gδ uposÔnolo tou Rd to opoÐo perièqei to E kai èqei to Ðdio
exwterikì mètro me to E.

(3)∗ DeÐxte ìti k�je arijm simh ènwsh eujei¸n sto epÐpedo èqei exwterikì mètro 0.

(4) 'Estw E ⊂ R me exwterikì mètro 0. DeÐxte ìti to sÔnolo E2 = {x2 : x ∈ E} èqei
epÐshc exwterikì mètro 0.

(5) 'Estw E ⊂ R me exwterikì mètro 0.
(i) DeÐxte ìti to sumpl rwma tou E eÐnai puknì stouc pragmatikoÔc.
(ii) DeÐxte ìti gia k�je A ⊂ R èqoume m∗(E ∪ A) = m∗(A) = m∗(A \ E).

(6) 'Ean E ⊂ R, orÐzoume

J∗(E) = inf
{ N∑

j=1

|Ij| : E ⊂
N⋃

j=1

Ij, Ij kleist� diast mata, N ∈ N
}

.

(i) DeÐxte ìti J∗(E) = J∗(E).
(ii) DeÐxte ìti m∗(E) ≤ J∗(E) kai d¸ste par�deigma ìpou m∗(E) < J∗(E).
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(7)∗ 'Ean Ek ⊂ Rd, k = 1, 2 . . . , orÐzoume
lim sup

k
(Ek) = {x ∈ Rd : x ∈ Ek gia �peira k ∈ N}.

(i) DeÐxte ìti lim supk(Ek) =
⋂∞

n=1

⋃
k≥n Ek.

(ii) E�n
∑∞

k=1 m∗(Ek) < ∞, deÐxte ìti m∗(lim supk(Ek)) = 0.
(iii) D¸ste par�deigma sunìlwn Ek ⊂ R, k = 1, 2 . . . , tètoia ¸ste

∑∞
k=1 m∗(Ek) = ∞

all� lim supk(Ek) = ∅.

(8)∗ Gia k�je δ ∈ (0, 1) kataskeu�zoume èna sÔnolo Cδ, tÔpou Cantor, afair¸ntac apì
k�je di�sthma pou paramènei sto k b ma di�sthma m kouc δ3−k. Na deiqjeÐ ìti to Cδ

eÐnai tèloio sÔnolo (dhlad  kleistì kai den èqei memonwmèna shmeÐa), den perièqei kanèna
di�sthma, kai m∗(Cδ) = 1− δ > 0.

(9) 'Estw C to sÔnolo Cantor. E�n In, n ∈ N, eÐnai diast mata me |In| < 1/3n, deÐxte
ìti C *

⋃∞
n=1 In.

(10)♠ 'Estw C to sÔnolo Cantor.
(i) EÐnai to C ∩Q puknì sto C?
(ii) DeÐxte ìti C+C = [0, 2], dhlad  k�je arijmìc sto [0, 2] mporeÐ na grafeÐ wc �jroisma
dÔo arijm¸n sto C.
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