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Di�rkeia dÔo ¸rec me kleistèc ìlec tic shmei¸seic. Kal  tÔqh!!

(1) Na deiqjeÐ ìti o grammikìc upìqwroc
Y = {f : [0, 1] → R, suneq c me f(0) = 0}

tou C[0, 1], me thn nìrma ‖f‖∞ = maxx∈[0,1] |f(x)| eÐnai pl rhc.

(2) E�n x = (xn)n∈N eÐnai k�poio stoiqeÐo tou l∞ orÐzoume
‖x‖ = sup

n∈N
|xn|+ sup

n∈N
|xn + xn+1|.

(i) Na deiqjeÐ ìti h ‖·‖ eÐnai nìrma ston l∞ kai ìti eÐnai isodÔnamh me thn nìrma ‖·‖∞.
(ii) EÐnai o (l∞, ‖·‖) pl rhc? EÐnai diaqwrÐsimoc? 'Eqei b�sh Schauder?

(3) JewroÔme ton grammikì q¸ro c00 twn akolouji¸n oi opoÐec eÐnai telik� 0 me nìrma
thn ‖·‖∞, kai orÐzoume

xn = (0, . . . , 0,
1

n2
, 0 . . .), n ∈ N.

Na deiqjeÐ ìti h seÐra
∑∞

n=1 xn sugklÐnei apolÔtwc (
∑∞

n=1 ‖xn‖∞ < ∞) all� den sugklÐnei
ston c00. Ti sumpèrasma bg�zete gia ton q¸ro (c00, ‖·‖∞)?

(4) JewroÔme ton grammikì q¸ro Pn = {p : [0, 1] → R polu¸numo bajmoÔ ≤ n} me nìrma
‖antn + · · ·+ a1t + a0‖ = max

0≤k≤n
|ak|.

OrÐzoume ton grammikì telest  T : Pn → Pn wc ex c
(Tp)(t) = p′(t).

Na deiqjeÐ ìti o T eÐnai fragmènoc kai na upologÐsete thn ‖T‖.

(5) JewroÔme ton grammikì q¸ro C[0, 1] me nìrma ‖f‖2 = (
∫ 1

0
|f(t)|2 dt)

1
2 . OrÐzoume to

grammikì sunarthsoeidèc F : C[0, 1] → R wc ex c

F (f) =

∫ 1

0

t · f(t) dt.

Na deiqjeÐ ìti to F eÐnai fragmèno kai ìti ‖F‖ = 1/
√

3.

(6) 'Estw f : R → R mÐa apeÐrwc paragwgÐsimh sun�rthsh tètoia ¸ste gia k�je x ∈ R
up�rqei nx ∈ N tètoio ¸ste f (nx)(x) = 0. Na deiqjeÐ ìti up�rqei a ∈ R kai n0 ∈ N tètoio
¸ste f (n)(a) = 0 gia k�je n ≥ n0.
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