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ΕȚıĮȖȦȖȒ

Ǿ δημιουργία των μιγαδικών αριθμών οφείλεται στην προσπάθεια επίλυσης των εȟισώ� 
 
σεων �ου βαθμού. Αν στην  023  ��� įxȖxβa x  θέσουμε
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�  και εκτελέσουμε  

 
τις πράȟεις, τότε προκύπτει μια εȟίσωση της μορφής qp xx � 3 . Ȉτις αρχές του ��ου αι-
ώνα οι ǿταλοί αλγεβριστές 6. GHO )HUUR και 1. 7DUWDJOLD ανακάλυψαν μια μέθοδο επίλυσης 
τέτοιων εȟισώσεων, που με σημερινό συμβολισμό ισοδυναμεί με τον τύπο
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Ȉτην περίπτωση που η ³διακρίνουσα´ ' είναι θετική, ο τύπος αυτός δίνει αμέσως μια 
ρίȗα της εȟίσωσης. īια παράδειγμα, στην x �   �x  � �� είναι '   ��� και ο τύπος δίνει x  
=  �, που είναι η μοναδική πραγματική ρίȗα. ǻιαπιστώθηκε, όμως, τότε ένα φαινόμενο τε-
λείως διαφορετικό από την περίπτωση των εȟισώσεων �ου βαθμού� Ȋπάρχουν εȟισώσεις 
με πραγματικές ρίȗες, όπως, για παράδειγμα, η x � =  ��x  � �, που έχει μια προφανή ρίȗα 
το � (οι άλλες δύο είναι οι  32 ��  ,  32 �� �, αλλά η διακρίνουσα ' είναι αρνητική� ȅ 
τύπος στη συγκεκριμένη περίπτωση δίνει

               33 12 1212 12 ����� x .                          (��
ǵπως είναι φανερό, οι μαθηματικοί βρέθηκαν, εδώ, μπροστά σε ένα δίλημμα� ή θα έπρεπε 
να εγκαταλείψουν τη μέθοδο των )HUUR�7DUWDJOLD ως γενική μέθοδο επίλυσης εȟισώσεων 
�ου βαθμού ή να δεχτούν ότι ένας συγκεκριμένος αριθμός, όπως το �, μπορεί να εκφρα-
στεί με παραστάσεις που περιέχουν τετραγωνικές ρίȗες αρνητικών αριθμών. Ǿ δεύτερη 
άποψη φαινόταν αδιανόητη αλλά αυτό δεν εμπόδισε την εφαρμογή των αλγεβρικών πρά-
ȟεων σε τέτοιες παραστάσεις. Ȉτα μέσα του ��ου αιώνα ο 5. %RPEHOOL, κάνοντας τολ-

�ΜΙΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ ���

(��   7R κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο� ©Μαθηματικά Ǻǯ Τάȟης Ενιαίου ȁυκείου Ĭετικής 
Ȁατεύθυνσηςª των� Αδαμόπουλου ȁ., Ǻισκαδουράκη Ǻ., īαβαλά ǻ., Ȇολύȗου ī. και Ȉβέρκου Α.
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μηρές υποθέσεις, βρήκε ότι ισχύει  � � 12 1212
3

�� ��  και  � � 12 1212
3

�� �� . 
Αντικαθιστώντας αυτές τις ισότητες στην (�� προκύπτει αμέσως ότι x  =  �, δηλαδή το αδι-
ανόητο γίνεται πραγματικότητα� ȅι αριθμοί της μορφής α � βL με  1� i , που ονομά-
στηκαν αρχικά φανταστικοί και αργότερα μιγαδικοί, έγιναν από τότε αναπόσπαστο εργα-
λείο των Μαθηματικών και των εφαρμογών τους στις άλλες επιστήμες. ȅ -. +DGDPDUG, 
ο οποίος το ���� απέδειȟε με χρήση της μιγαδικής ανάλυσης το ³θεώρημα των πρώτων 
αριθμών´, έγραψε ότι�

³ȅ�ıȣȞĲȠȝȩĲİρȠȢ�įρȩȝȠȢ�αȞȐȝİıα�ıİ�įȪȠ�αȜȒθİȚİȢ�ıĲȠ�πİįȓȠ�ĲȦȞ�πραȖȝαĲȚțȫȞ�πİρȞȐ�
ȝȑıα�απȩ�ĲȠ�πİįȓȠ�ĲȦȞ�ȝȚȖαįȚțȫȞ´�

ΤȠ ΣȪȞȠȜȠ C ĲȦȞ ΜȚȖĮįȚțȫȞ ǹȡȚșȝȫȞ
īνωρίȗουμε ότι η δευτεροβάθμια εȟίσωση με αρνητική διακρίνουσα δεν έχει λύση στο 
σύνολο R των πραγματικών αριθμών. Ειδικότερα η εȟίσωση x � =  ±� δεν έχει λύση στο 
σύνολο R των πραγματικών αριθμών, αφού το τετράγωνο κάθε πραγματικού αριθμού 
είναι μη αρνητικός αριθμός. īια να ȟεπεράσουμε την ³αδυναμία´ αυτή, διευρύνουμε το 
σύνολο R σε ένα σύνολο c, το οποίο να έχει τις ίδιες πράȟεις με το R, τις ίδιες ιδιότητες 
των πράȟεων αυτών και στο οποίο να υπάρχει μία τουλάχιστον ρίȗα της εȟίσωσης x � =  ±�, 
δηλαδή ένα στοιχείο L, τέτοιο, ώστε L� =  ±�. Ȉύμφωνα με τις παραδοχές αυτές το διευρυ-
μένο σύνολο c θα έχει ως στοιχεία�
Ɣ ǵλους τους πραγματικούς αριθμούς

Ɣ ǵλα τα στοιχεία της μορφής βL, που είναι γινόμενα των στοιχείων του R με το L και

Ɣ ǵλα τα αθροίσματα της μορφής α � βL, με α και β πραγματικούς αριθμούς.

Τα στοιχεία του c λέγονται μιγαδικοί αριșμοί και το c σύνολο τȦν μιγαδικȫν αριș-
μȫν. Επομένως�

Το σύνολο ccc των μιγαδικών αριθμών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου R των 
πραγματικών αριθμών, στο οποίο�

Ɣ    Επεκτείνονται οι πράȟεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού έτσι, ώστε 
να έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο R, με το μηδέν (0� να είναι το ουδέτερο 
στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα (�� το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασι-
ασμού,

Ɣ    Ȋπάρχει ένα στοιχείο i  τέτοιο, ώστε L 2 =  ±�,

Ɣ    Ȁάθε στοιχείο z  του ccc γράφεται κατά μοναδικό τρόπο με τη μορφή z  =  α � βL�� 
όπου α, β�R.
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Ǿ έκφραση α � βL, α, β�R είναι ακριβώς ό,τι λέμε μιγαδικό αριșμό. Είναι η σύνθεση 
δύο αριθμών, του πραγματικού α και του βL, τον οποίο ονομάȗουμε ĳανταστικό αριșμό. 
ȅ α λέγεται πραγματικό μȑροȢ του z  και σημειώνεται 5H�z �, ενώ ο β λέγεται ĳανταστι-
κό μȑροȢ του z  και σημειώνεται ,P�z �. Επιπλέον, στο C κάθε πραγματικός αριθμός α 
εκφράȗεται ως α � 0L, ενώ κάθε φανταστικός αριθμός βL, εκφράȗεται ως 0 � βL. 
Ȉτη συνέχεια, όταν λέμε ο μιγαδικός z  = �α � βL, εννοούμε ότι οι α�και�β�είναι πραγματικοί 
αριθμοί και το γεγονός αυτό δε θα τονίȗεται ιδιαίτερα.

ΙıȩĲȘĲĮ ΜȚȖĮįȚțȫȞ ǹȡȚșȝȫȞ
Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός z  γράφεται με μοναδικό τρόπο στη μορφή α � βL, δύο 
μιγαδικοί αριθμοί α � βL και Ȗ � įL είναι ίσοι, αν και μόνο αν α =  Ȗ και β =  į. 

ǻηλαδή ισχύει� 

�� � iįȖiβα Ȗα  και įβ  .

Επομένως, επειδή 0   0 � 0L, έχουμε 

� � 0iβα 0 α και 0 β .

Μετά τον ορισμό της ισότητας μιγαδικών αριθμών δημιουργείται το ερώτημα αν δια-
τάσσονται οι μιγαδικοί αριθμοί. īνωρίȗουμε ότι, κατά την επέκταση από το � στο ', 
οι πράȟεις, η διάταȟη και οι ιδιότητες αυτών οι οποίες ισχύουν στο �, μεταφέρονται και 
στο '. Τα ίδια συμβαίνουν και για τις επεκτάσεις από το ' στο Q και από το Q στο R. 
Ȉτην επέκταση, όμως, από το R στο c, ενώ οι πράȟεις και οι ιδιότητες αυτών που ισχύουν 
στο R εȟακολουθούν να ισχύουν και στο c, εν τούτοις η διάταȟη και οι ιδιότητές της δε 
μεταφέρονται.

ΓİȦȝİĲȡȚțȒ ȆĮȡȐıĲĮıȘ ΜȚȖĮįȚțȫȞ
Ȁάθε μιγαδικό αριθμό α � βL μπορούμε να τον αντι-
στοιχίσουμε στο σημείο M (α,β� ενός καρτεσιανού 
επιπέδου. Αλλά και αȞĲȚıĲρȩĳȦȢ, κάθε σημείο M (α, 
β� του καρτεσιανού αυτού επιπέδου μπορούμε να το 
αντιστοιχίσουμε στο μιγαδικό α�� βL. Το σημείο Ȃ 
λέγεται εικόνα του μιγαδικού α�� βL. Αν θέσουμε ]� = �
D�� βL, τότε το σημείο M (α,β� μπορούμε να το συμβο-
λίȗουμε και με Ȃ(z �.
Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σημεία είναι 
εικόνες μιγαδικών αριθμών θα αναφέρεται ως μιγα-
δικό επίπεδο. ȅ άȟονας x ƍx  λέγεται πραγματικόȢ 
ȐȟοναȢ, αφού ανήκουν σε αυτόν τα σημεία M (α,0� που είναι εικόνες των πραγματικών 
αριθμών α� = �α�� 0L, ενώ ο άȟονας y ƍy  λέγεται ĳανταστικόȢ άȟονας, αφού ανήκουν σε 
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αυτόν τα σημεία Ȃ(0, β� που είναι εικόνες των φανταστικών βL� =  0 � βL�� 
Ένας μιγαδικός z = �D�� βL παριστάνεται επίσης και με τη διανυσματική ακτίνα,  O M , του 
σημείου M (α, β�.

���   ȆΡǹȄΕΙΣ ΣΤΟ ΣΥȃΟΛΟ C  ΤΩȃ ΜΙΓǹǻΙΚΩȃ

Ȉύμφωνα με τον ορισμό του c, η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός δύο μιγαδικών αριθ-
μών γίνονται όπως ακριβώς και οι αντίστοιχες πράȟεις με διώνυμα α � β[ στο R, όπου 
βέβαια αντί για x  έχουμε το L. Έτσι�

Ɣ  īια την πρόσșεσȘ δύο μιγαδικών αριθμών α � βL και Ȗ � įL έχουμε�

 δβγαδγβα )()()()( ��� ��� i ii .

īια παράδειγμα, iiii 28)64()53()65()43( � ��� ��� .

Ɣ  īια την αĳαίρεσȘ του μιγαδικού αριθμού Ȗ � įL από τον α � βL, επειδή ο αντίθετος του 
μιγαδικού Ȗ � įL είναι ο μιγαδικός ±Ȗ ±įL, έχουμε�

iįβȖαiįȖiβαiįȖiβα )()()()()()( ��� ���� ��� .

ǻηλαδή
 δβγαδγβα )()()()( ��� ��� i i i .

īια παράδειγμα
 iiii 102)64()53()65()43( �� ��� ��� .

 
Αν Ȃ�(α�β��και Ȃ�(Ȗ�į� είναι οι εικόνες των α � βL 
και Ȗ � įL αντιστοίχως στο μιγαδικό επίπεδο, τότε 
το άθροισμα

iįβȖαiįȖiβα )()()()( ��� ���

παριστάνεται με το σημείο Ȃ(α���Ȗ��β���į�.

Επομένως,  
21 O MO MO M � , δηλαδή�

�� � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ
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³Ǿ διανυσματικȒ ακτίνα του αșροίσματοȢ τȦν μιγαδικȫν Į +  ȕL και Ȗ +  įL είναι το 
Ȑșροισμα τȦν διανυσματικȫν ακτίνȦν τουȢ´�

Επίσης, η διαφορά

 iįβȖαiįȖiβα )()()()( ��� ���

παριστάνεται με το σημείο ),( įβȖαN �� .

Επομένως,  21 O MO MO N � , δηλαδή�

³Ǿ διανυσματικȒ ακτίνα τȘȢ διαĳορȐȢ τȦν μιγαδικȫν Į + ȕL και Ȗ + įL είναι Ș δια-
ĳορȐ τȦν διανυσματικȫν ακτίνȦν τουȢ´�

Ɣ  īια τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών α � βL και Ȗ�� įL�έχουμε�

 ��� ��� �� )) (()()()) (( iįiβiβȖiαįαȖiįȖiβiįȖαiįȖiβα

iβȖαįβįαȖβįiβȖiαįαȖiβįiβȖiαįαȖ )()(2 ��� ��� ��� .

ǻηλαδή,
 βγαδβδαγδγβα )()()) (( ��� �� i i i .

īια παράδειγμα,

iiiiiii 23 9)182 0()2 415(2 42 01815)65()43( 2 � ��� ��� ��� .

Ειδικότερα, έχουμε� 22)) (( βαiβαiβα � �� . ȅ αριθμός α ± βL�λέγεται συȗυγȒȢ του α 

� βL και συμβολίȗεται με  iβα � . ǻηλαδή, 

� � i ĮĮ ȕȕ i .

Επειδή είναι και  iβαiβα � � , οι α � βL, α ± βL λέγονται συȗυγείȢ μιγαδικοί.

Ɣ  Τέλος, για να εκφράσουμε το πȘλίκο 
iįȖ
iβα

�
� , όπου  0≠� iįȖ , στη μορφή ț � ȜL, πολ-

λαπλασιάȗουμε τους όρους του κλάσματος με το συȗυγή του παρονομαστή και έχουμε�

 i
įȖ
αįβȖ

įȖ
βįαȖ

įȖ
iαįβȖβįαȖ

iįȖiįȖ
iįȖiβα

iįȖ
iβα

222222
)()(

)) ((
)) ((

�
�

�
�
�

 
�

���
 

��
��

 
�
�

.

22-0181-02_HR.indb   89 12/12/2013   10:46:55 πμ



�0 � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ

ǻηλαδή,
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īια παράδειγμα� 
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ǻȪȞĮȝȘ ΜȚȖĮįȚțȠȪ
ȅι δυνάμεις ενός μιγαδικού αριθμού z  με εκθέτη ακέραιο ορίȗονται ακριβώς όπως και 
στους πραγματικούς, δηλαδή ορίȗουμε�

 zz  1 , z �   ]�. �]������και γενικά z Ȟ   z Ȟ±�. �]�

για κάθε θετικό ακέραιο Ȟ, με Ȟ�!�. Επίσης, αν 0≠z , ορίȗουμε

 
Ȟ

Ȟ

z
zz 1,10   �  για κάθε θετικό ακέραιο Ȟ.

īια τις δυνάμεις των μιγαδικών αριθμών ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες που ισχύουν και για 
τις δυνάμεις των πραγματικών αριθμών. ǿδιαίτερα για τις δυνάμεις του L έχουμε�

i � = ��          i 1  = i �           i 2 = ±��           i 3 = i �  L = ±i .
Ȉτη συνέχεια, παρατηρούμε ότι είναι�

iiiiiiiiiiiiiiiii � �  � �   �    3347224645224 1,11,1,1 ,

δηλαδή, μετά το L� οι τιμές του LȞ επαναλαμβάνονται. Άρα, για να υπολογίσουμε συγκε-
κριμένη δύναμη του L, γράφουμε τον εκθέτη Ȟ στη μορφή Ȟ =  �ρ � ȣ, όπου ρ το πηλίκο και 
ȣ το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του Ȟ με το �, οπότε έχουμε� 

4 4 4

1 , αν 0
, αν 1

( ) 1
1 , αν 2

αν 3,

ȣ
i ȣ

ȣ

i i i i i i i i
ȣ

i

Q U X U X U X U X X�

 ­
°  

 

°      ®�  °
°̄

īια παράδειγμα�
 1224314 �   �� iii

 iiii �   �� 334419

 1004416    �� iii

 iiii    �� 11542 1 .

ΙįȚȩĲȘĲİȢ ΣȣȗȣȖȫȞ
Επειδή οι συȗυγείς μιγαδικοί, όπως θα δούμε στις επόμενες παραγράφους, μας διευκολύ-
νουν στη μελέτη των μιγαδικών αριθμών, θα αναφερθούμε ιδιαιτέρως σε αυτούς.
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Ɣ Ȉτο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες Ȃ(α,β� και Ȃ ƍ (α, 
±β� δύο συȗυγών μιγαδικών ]� = �α�� βL και iβαz � 
είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον πραγματικό 
άȟονα.

Ɣ īια δύο συȗυγείς μιγαδικούς αριθμούς ]�= �α�� βL�και 
iβαz � μπορούμε εύκολα, με εκτέλεση των πράȟεων, να διαπιστώσουμε ότι�

] +  ] =  2Į
] ± ] =  2ȕL.

Ɣ Αν z ��= �α�� βL και z ��= �Ȗ�� įL είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί, τότε�

ȅι ιδιότητες αυτές μπορούν να αποδειχτούν με εκτέλεση των πράȟεων. īια παράδειγμα 
έχουμε�

 iįβȖαiįȖiβαzz )()()()(21 ��� ��� �

 )()()()( iįȖiβαiįβȖα  ��� ��� 

ȅι παραπάνω ιδιότητες � και � ισχύουν και για περισσότερους από δυο μιγαδικούς αριθ-
μούς. Είναι δηλαδή�

z 1  � z 2 � ... � z Ȟ   z 1  � z 2 � ... � z Ȟ 

z 1  . z 2 . ... . z Ȟ   z 1  . z 2 . ... . z Ȟ.
ǿδιαίτερα, αν είναι z ��= �]��= ����= �]Ȟ= �], τότε η τελευταία ισότητα γίνεται�

 νν )()(  z z

īια παράδειγμα, 
 333
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ΕʌȓȜȣıȘ ĲȘȢ ΕȟȓıȦıȘȢ Į]� � ȕ] � Ȗ   � ȝİ Į� ȕ� Ȗ∈R țĮȚ D≠� 
Επειδή L� =  ±� και (±L�� =  L� =  ±�, η εȟίσωση x � =  ±� έχει στο σύνολο c των μιγαδικών 
αριθμών δύο λύσεις, τις x � =  L και x � =  ±L. ȅμοίως, η εȟίσωση x � =  ±� έχει στο σύνολο των 
μιγαδικών αριθμών δύο λύσεις, τις x �

 =  �L και x �
 =  ±�L, αφού

izizizz 2)2(44 22222 =⇔=⇔⋅=⇔−=  ή iz 2−= .  

Εύκολα, όμως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι και κάθε εȟίσωση δεύτερου βαθμού με 
πραγματικούς συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο c. Ȇράγματι, έστω η εȟίσωση

α]� � β] � Ȗ   0,   με   α, β, Ȗ�R και α ≠ 0.

Εργαȗόμαστε όπως στην αντίστοιχη περίπτωση στο R και τη μετασχηματίȗουμε, με τη 
μέθοδο συμπλήρωσης τετραγώνων, στη μορφή�

 
2

2

42 α
ǻ

α
βz  ¸
¹
·

¨
©
§ � ,

όπου ǻ   β� ± �αȖ η διακρίνουσα της εȟίσωσης. Έτσι, έχουμε τις εȟής περιπτώσεις�

Ɣ ǻ > 0. Τότε η εȟίσωση έχει δύο πραγματικές λύσεις�
 

α
ǻβz

22,1
r�

 

Ɣ ǻ   0. Τότε έχει μια διπλή πραγματική λύση� 
α
βz

2
�

 

Ɣ ǻ � 0. Τότε, επειδή
 � � 2 22

2 2 2

( 1) ( )
24 4 ( 2 )

i i'' ' '
DD D D

� § ·� � �
   ¨ ¸

© ¹
, η εȟίσωση γράφεται�

 
 22

22 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
 ¸

¹

·
¨
©

§ �
α
ǻi

α
βz .

Άρα οι λύσεις της είναι�
   

  
α

ǻiβz
22,1

�r�
 ,  (��

οι οποίες είναι συȗυγείς μιγαδικοί αριθμοί.

īια παράδειγμα, η εȟίσωση z � ± �]����� �0  έχει ǻ   �� ± ��  � > 0 και οι λύσεις της είναι�

3
2

15
1  

�
 z , 

 
2

2
15

2  
�

 z . 
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ǵμως, η εȟίσωση z � ± �]����� �0 έχει ǻ   � ± �   ±� � 0 και οι λύσεις της είναι οι συȗυγείς 

μιγαδικοί αριθμοί� iiz � 
�

 1
2

42
1 , 

 
iiz � 

�
 1

2
42

2 .

ȆǹȇǹȉǾȇǾȈǾ
Ȇαρατηρούμε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις�

 
α
β�

 � 21z z και  
α
γ

 21 zz .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1.  īια τιȢ διȐĳορεȢ τιμȑȢ του șετικού ακȑραιου Ȟ να υπολογιστεί το Ȑșροισμα 

 νS ���� 

32i i i i .

ΛΥΣΗ
ȅι προσθετέοι του αθροίσματος έχουν πλήθος Ȟ και είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής 

προόδου με πρώτο όρο�L�και λόγο επίσης L. Επομένως, 
1
1

�
�

 
i

iiS
Ȟ

, οπότε, λόγω της ισό-

τητας Ȟ   �ρ�� ȣ της ευκλείδειας διαίρεσης του Ȟ με το �, έχουμε τις εȟής περιπτώσεις�

2. Να βρεșεί το σύνολο τȦν εικόνȦν τȦν μιγαδικȫν z  στιȢ περιπτȫσειȢ κατȐ τιȢ 

οποίεȢ ο αριșμόȢ �
�

1
2 i

z
z

είναι α� ĳανταστικόȢ β� πραγματικόȢ�

ΛΥΣΗ
Αν z  =  x  � \L, τότε�

x  0 υ .  Τότε  Q U 4 ,  οπότε  S  
�
�

 
1 1

1
0  

x  1 υ .  Τότε  Q U �4 1,  οπότε  S  
�
�

 
1
1

 

x  2 υ .  Τότε  Q U �4 2 ,  οπότε  S i
i

i
i

i
i

i i i 
� �
�

 
�
�

 
�

 
�

 � �
1 1

1
2
1

2
1

2 1
2

1( )  

x  3 υ .  Τότε  Q U �4 3 ,  οπότε  S  
� �
�

 
�
�

 �
1

1
1

1
1.  

i

i
i

i i
i

i i
i

i
i
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Επομένως�

α� ȅ αριθμός −
−

1
2

z
z i

είναι φανταστικός, αν και μόνο αν 
 

0
)2(
2
22

22

 
��
���

yx
yyxx ,  

 

δηλαδή, αν και μόνο αν x � ± x  � y � ± �y  =  0 και   0)2( 22 ≠�� yx ή, ισοδύναμα, 

   

 

4
5)1(

2
1 2

2

 ��¸
¹
·

¨
©
§ � yx

 
και ( , ) ( , .)≠ 0 2x y

 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία του κύκλου με κέντρο 
 

¸
¹
·

¨
©
§ 1,

2
1K  

και ακτίνα 
 5

2
, με εȟαίρεση το σημείο ǹ(0,��.

β� ȅ αριθμός 
 �
�

1
2

z
z i

 είναι πραγματικός, αν και μόνο αν 
 

0
)2(
22

22  
��
��

yx
yx , δηλαδή, αν και 

μόνο αν 
�x  � y  ± �   0     και  0)2( 22 ≠�� yx .

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία της ευθείας με εȟίσωση �x  � y  ± �   0, 
με εȟαίρεση το σημείο ǹ(0,��.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα βρείτε τις τιμές του Ȝ�R, ώστε ο z  =  (Ȝ � �L�(� ± L� να είναι�  

α� πραγματικός αριθμός   β� φανταστικός αριθμός.

��   ȃα βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x , y  για τους οποίους ισχύει�
α� (x  � y � � (x  ± y �L   � ± L

β�  iixxx � ���� 2)3(63 22

γ� � ± ��L   (�x  � �y � ± \L.

�
�

 
� �
� �

1
2

1
2

( )
( )

 

22

22

)2(
)22()2(

��
������

 
yx

yxiyyxx

x
x y

y

 

i
yx
yx

yx
yyxx
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��   Ȉτο μιγαδικό επίπεδο να σημειώσετε τις εικόνες και τις διανυσματικές ακτίνες 
των μιγαδικών αριθμών� � � L, �, L, ± �L, � � �L, � ± �L, �, 0.

��   ȃα περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
που ικανοποιούν τις σχέσεις�
α� Το πραγματικό μέρος του z  είναι ίσο με μηδέν.
β� Το φανταστικό μέρος του z  είναι ίσο με μηδέν.
γ� Το πραγματικό μέρος του z  είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος.

��   Ȉε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εκτελέσετε τις πράȟεις που σημει-
ώνονται και να γράψετε το αποτέλεσμα στη μορφή α � βL
α� (± � � �L� � (� ± �L�     β� (� ± �L� ± (� � �L� 
γ� (� � �L� � (± � ± �L� � (� � �L�    δ� (� � �L�(� � �L� 
ε� �L(� � L�     στ� (� � �L�(� ± �L� 
ȗ� L(� � L�(� ± L�.

��   ȃα γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στη μορφή α � βL �

α� 
 

i�1
1

    β� L� 

γ� L� � �L � �   δ�  2)31( i�

ε�
 

i
i

�
�

2
3     στ� 

 

21
26

i
i

�

� .

��   ȃα βρείτε τους x , y �R, για τους οποίους ισχύει�
α� (� ± �L�� ± (x  � L\�   x  ± \L

β� 
 

i
i yxi

i
� 

�
�¸

¹
·

¨
©
§
�
� 11

1
1 2

γ� (� ± �L�(�x  ± L\�   �(�x  ± L\� � �L ± �.

��  ȃα υπολογίσετε τις παραστάσεις�
α� L � � L �� � L �� � L �� � L �� � L ��

β�  
10 2 37 54 111

1111
iiii

��� .

��   Ȇοιος είναι ο z , όταν�
α� z  =  ± � � �L  β� z  =  ± � ± �L    γ� z  =  �L
δ� z  =  ��   ε� z  =  ± L  στ� z  =  0.
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���   Με ποιες συμμετρίες μπορούν να προκύψουν από την εικόνα του μιγαδικού z  
=  x  � \L οι εικόνες των μιγαδικών z , ±]�και ± z ;

���   Αν 
 

i
iz

47
95

1 �
�

  και
i
iz

47
95

2 �
�

 , να δείȟετε ότι ο z � � z � είναι πραγματικός  
 
αριθμός, ενώ ο z � ± z � φανταστικός αριθμός.

���   ȃα περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις�

α�  izz 6 �             β�  22 zz              γ�  22 zz �             δ� zz � 2

���   ȃα λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις εȟισώσεις�

α� x � ± �x  ��   0    β� x � ± �x  � �   0    γ� 11
 �

xx .

���   Αν μια ρίȗα της εȟίσωσης �x � � β[ � Ȗ   0, όπου β, Ȗ R , είναι � � �L, να βρείτε 
τις τιμές των β και Ȗ.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Αν α, β, Ȗ και į είναι πραγματικοί αριθμοί, να εȟετάσετε πότε το πηλίκο 
iįȖ
iβα

�
�  

είναι πραγματικός αριθμός.

��   Αν z i
=

−1 3
2

, να βρείτε την τιμή της παράστασης 1
2z z�

.

��   ȃα βρείτε την τιμή της παράστασης (� � L��0 ± (� ± L��0.

��   Ȇόσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση L Ȟ � L ±Ȟ;

��   ȃα λύσετε τις εȟισώσεις
α� 2zz     β� 3zz  .

��   Έστω ο μιγαδικός z  με 0≠z . ȃα δείȟετε ότι ο  
z
z

z
z
�  είναι πραγματικός και ότι 

22 d�d�
z
z

z
z .

��  ȃα αποδείȟετε ότι (α � βL��0 � (β�± αL��0   0, όπου α, β�R.

��  α� īια ένα μιγαδικό αριθμό z  να αποδείȟετε ότι�

Ɣ ȅ z  είναι πραγματικός, αν και μόνο αν z  =  z
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Ɣ ȅ z  είναι φανταστικός, αν και μόνο αν z z= − .

β�   Αν 
 

1
1

1
z

z   και 
 

2
2

1
zz   και 121 �≠� zz , να αποδείȟετε ότι ο αριθμός 

 

21

21

1 zz
zz

u
�
�

 είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός 
 

21

21

1 zz
zz

v
�
�

  είναι φαντα-

στικός.

��   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z  για τους οποίους 
ισχύει� 

α� 
 

)R e (51R e  ¸
¹
·

¨
©
§ �z z z  β� )I m (31I m z

z
z � ¸

¹
·

¨
©
§ � .

��3 ΜΕΤΡΟ ΜΙΓǹǻΙΚΟΥ ǹΡΙĬΜΟΥ

Έστω Ȃ(x , y � η εικόνα του μιγαδικού z  =  x  � \L στο μιγα-
δικό επίπεδο. ȅρίȗουμε ως μȑτρο του z  την απόσταση του 
M  από την αρχή O , δηλαδή

22|||| yxO Mz �  

īια παράδειγμα, 5)4(3|43| 22  �� � i . 

ǵταν ο μιγαδικός z  είναι της μορφής  0z x i x �  R� , τότε ||0|| 22 xxz  � , που 
είναι η γνωστή μας απόλυτη τιμή του πραγματικού αριθμού x .
Αν z  =  x  � \L, τότε  y ixz �  και ± z  =  ± x  ± \L. Επομένως,

 |||||| zzz �  

zzz � 2||
x
x

ȅι επόμενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που συνδέουν το γινόμενο και το 
πηλίκο μιγαδικών με τα μέτρα τους και είναι ίδιες με τις αντίστοιχες ιδιότητες των 
απόλυτων τιμών πραγματικών αριθμών.
Αν z �, z � είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε
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 |||||| 2121 zzzz � �

 
11

2 2

zz
z z

 

x

x

Ȇράγματι, έχουμε�
2

2
2

1
2

212121 |||||||||||| zzzzzzzz � ��� �  

22112121 )) (( zzzzzzzz ��� ���  

22112121 zzzzzzzz ��� ����  

και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει, θα ισχύει και η ισοδύναμη αρχική.
Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα. 

īενικά, αποδεικνύεται ότι

 νν ��� 2121 | | | || | || ... ...z z z z z z

και ειδικότερα
 νν  | | | |z z .

Τέλος, από τη γνωστή μας τριγωνική ανισότητα 
και από τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροίσμα-
τος z � � z � και της διαφοράς z � ± z � δύο μιγαδι-
κών προκύπτει ότι� 

| ||||||||| 212121 || zzzzzz �d�d�

Επίσης, είναι φανερό ότι το μέτρο του διανύ-

σματος O N  είναι ίσο με το μέτρο του διανύσματος 12 MM . Επομένως�

³ȉο μȑτρο τȘȢ διαĳορȐȢ δύο μιγαδικȫν είναι ίσο με τȘν απόστασȘ τȦν εικόνȦν 
τουȢ´�

ǻηλαδή�

 ||)( 2121 zzMM � 

Έτσι, για παράδειγμα, η εȟίσωση  3|)2(|  �� iz  
επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν 
από την εικόνα του μιγαδικού � � L, δηλαδή από το 
σημείο K (�,��, απόσταση � μονάδες. Επομένως, η 
εȟίσωση αυτή είναι εȟίσωση κύκλου με κέντρο το 
σημείο K (�,�� και ακτίνα ρ =  �.
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īενικά, η εȟίσωση

 0,0 ! � ρρz z

παριστάνει τον κύκλο με κέντρο το σημείο Ȁ( z 0 � και 
ακτίνα ρ.
Επίσης, η εȟίσωση  |)31(||)21(| iziz ��� ��  επαλη-
θεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που έχουν την ιδι-
ότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις εικόνες των 
μιγαδικών � � �i  και ±� � �i , δηλαδή από τα σημεία ǹ(�, 
�� και Ǻ(±�, ��. Επομένως, η εȟίσωση αυτή είναι εȟίσωση 
της μεσοκαθέτου του ευθύγραμμου τμήματος Ȁȁ.

īενικά, η εȟίσωση
 |||| 21 � �z z z z

παριστάνει τη μεσοκȐșετο του τμήματος με άκρα τα σημεία ǹ( z �� και Ǻ( z � ) .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ
1.  ǹν για τουȢ μιγαδικούȢ z 1 , z 2, …, z Ȟ ισȤύει

 
12

21

1 �
�
�

��
�
�

�
�
�

ν

ν


i
i i i

i iz
z z z

zz ,

 
να αποδειȤτεί ότι κανȑναȢ από αυτούȢ δεν είναι πραγματικόȢ αριșμόȢ�

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Αν ένας από τους z �, z �, «, z Ȟ, για παράδειγμα ο z ț, ήταν πραγματικός, τότε οι μιγαδικοί 

z ț�࣓�L και z ț +  i  θα ήταν συȗυγείς και επομένως 

αφού τα μέτρα δύο συȗυγών μιγαδικών είναι ίσα. Τότε όμως θα είχαμε

 
1

2

2

1

1 t
�
�

��
�
�

��
�
�

�
�
�

iz
iz

iz
iz

iz
iz

iz
iz

Q

Q

N

N
 ,

που είναι άτοπο.

2. ǹν για το μιγαδικό z  ισȤύει 222 ((  �� iz � να βρεșεί�
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α� ȅ γεȦμετρικόȢ τόποȢ τȘȢ εικόναȢ του z  στο μιγαδικό επίπεδο�
β� Ǿ μȑγιστȘ και Ș ελȐȤιστȘ τιμȒ του | |z .

ΛΥΣΗ

α� Ǿ ισότητα
 

| ( ) |� �  2 2 2z i  επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς z  που έχουν την 

ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το σημείο Ȁ(�,�� σταθερή απόσταση ίση με  2  
και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ȗητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με 

κέντρο Ȁ(�,�� και ακτίνα ρ =   2 , δηλαδή ο κύκλος 

(x  ± ��� � (y  ± ���   �.

β� Το | |z  είναι η απόσταση της εικόνας Ȃ(z � από την 
αρχή ȅ(0,0�, δηλαδή το μήκος (ȅȂ�. Από τη īεωμετρία, 
όμως, γνωρίȗουμε ότι αν η ευθεία ȅȀ τέμνει τον κύκλο 
στα ǹ και Ǻ, τότε  ( ) ( ) ( )O A O M O Bd d , που σημαίνει 
ότι η μέγιστη τιμή του | |z  είναι το μήκος (ȅǺ� και η 
ελάχιστη το μήκος (ȅǹ�.

Ǿ εȟίσωση, όμως, της ευθείας ȅȀ είναι η y  =  x . 
Επομένως, οι συντεταγμένες των σημείων ǹ και Ǻ θα 
είναι οι λύσεις του συστήματος

2 2( 2) ( 2) 2x y
y x

 − + − =


=  
,

που είναι τα ȗεύγη (�,�� και (�,��. Άρα, η μέγιστη τιμή του | |z  είναι ίση με 

( )O B  �  3 3 3 22 2  και η ελάχιστη ίση με  ( )O A  �  1 1 22 2 .

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
1.   ȃα βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών�

� � L,       � ± L,       � � �L,       � ± �L,       ±�L,      ± �, 
i
i

−
+

1
1

,

(� ± L��Â(� � L��,       (� ± L�Â(� � �L�      και      
3
4 3

i
i

+
−

.

��  ȃα βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών�

�00 � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ
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(� � L��, 
 2

1
1

¸
¹
·

¨
©
§
�
�

i
i ,

2

1
1

¸
¹
·

¸
¹
·
�
�

i
i , 

2

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

iȝȜ
iȝȜ , όπου Ȝ, ȝ�R με λ + ≠µ 0.

��  ȃα βρείτε τους μιγαδικούς z  =  x  � \L για τους οποίους ισχύει�

α )  22 || zz  β )  zz  � |1| γ ) ziz 2||  � .  

��  ȃα βρείτε πού ανήκουν οι μιγαδικοί z  για τους οποίους ισχύει�

α )  1||  z  β )  1||  � iz   

γ )  3|21|  �� iz  δ )  2||1� �z  

ε )  2|| tz .  

��  ȃα βρείτε πού ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών z  για τους οποίους ισχύει�
α�  |2||1| izz � �        β� |1||| �!� ziz

��   Αν x �R, να αποδείȟετε ότι η εικόνα του μιγαδικού 
 

ix
x iz
�
�

 
1

 ανήκει στον κύ-
κλο με κέντρο O  και ακτίνα ρ =  �.

��   Από τους μιγαδικούς z , για τους οποίους ισχύει  2|4|  � iz , ποιος έχει το ελάχι-
στο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτρο�

��   Αν για τους μιγαδικούς z  ισχύει | |z    �, να βρείτε που ανήκουν οι εικόνες των 
μιγαδικών w  με w    �z  � �.

��   īια δύο μιγαδικούς αριθμούς z � και z � να αποδείȟετε ότι 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2| | | | 2 | | 2 | |z z z z z z+ + − = + .

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.    ȃα δείȟετε ότι για κάθε μιγαδικό z  ισχύει�

|)I m ( .||)R e (|||2 zzz �t�

��   Έστω ο μιγαδικός z , για τον οποίο ισχύει  1�≠z . ȃα αποδείȟετε ότι�

Αν | |z  = �, τότε ο  
1
1

�
�

 
z
zw  είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρόφως.

��   Έστω ο μιγαδικός z  με  0≠z . ȃα αποδείȟετε ότι� ȅ 
zzw 1

�  είναι πραγματικός, 

αν και μόνο αν ο z  είναι πραγματικός ή | |z  =  �.
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��   Έστω ο μιγαδικός z  με z ≠ αL, όπου α�R * . ȃα αποδείȟετε ότι� ο z iw
iz

α
α

+
=

+
 είναι 

φανταστικός, αν και μόνο αν ο z  είναι φανταστικός.

��   Αν η εικόνα του μιγαδικού z  ανήκει στον κύκλο κέντρου ȅ(0,0� και ακτίνας ρ =  �, 

να δείȟετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μιγαδικού 2
2

z iw
iz

−
=

+
.

��   Αν για το μιγαδικό z  ισχύει | 2 1 | | 2 |z z− = − , να δείȟετε ότι η εικόνα του z  ανήκει 
στον κύκλο με κέντρο ȅ(0,0� και ακτίνα ρ =  �.

��   Αν για το μιγαδικό z  ισχύει | |z = �, να βρείτε την τιμή της παράστασης 
 22 |1||1| zzA ��� . ȃα ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα.

��   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Ȃ των μιγαδικών z , για τους οποίους 
ισχύει� |4||1| izz � � . Ȇοιο από τα σημεία Ȃ απέχει την ελάχιστη απόσταση 
από την αρχή ȅ(0,0�.

��   Αν Ȃ� και Ȃ� είναι οι εικόνες των μιγαδικών z � και z � αντιστοίχως και 
1

12
4
zzz � ,  

να αποδείȟετε ότι� ǵταν το Ȃ� κινείται σε κύκλο κέντρου ȅ(0,0� και ακτίνας �, 
τότε το Ȃ� κινείται σε μια έλλειψη.

���   α� Αν 1||  z , να δείȟετε ότι 
 

zz 1
 .

β�  Αν για τους μιγαδικούς z �, z �, «, z κ ισχύει  1||. . .|||| 21     țzzz , να απο-

δείȟετε ότι� 
ț

ț zzz
zzz 1. . .11|. . .|

21
21 ��� ��� .
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��� ΤΡΙΓΩȃΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡĭΗ ΜΙΓǹǻΙΚΟΥ

ΕȚıĮȖȦȖȒ
Ǿ αποδοχή των μιγαδικών αριθμών, εκτός από τις δυνατότητες που άνοιȟε στην επίλυση 
των εȟισώσεων, έδωσε μεγάλη ευελιȟία στον αλγεβρικό λογισμό. īια παράδειγμα, η παρά -
σταση x � � y � μπορεί τώρα να παραγοντοποιηθεί στη μορφή (x  � \L�(x  ± \L�. ȅι μαθηματικοί 
εκμεταλλεύτηκαν αυτό το γεγονός σε πολλά ȗητήματα, όπως είναι, για παράδειγμα, ο 
πολλαπλασιασμός και η διαίρεση των τόȟων ενός κύκλου. Το ���� ο $. GH 0RLYUH, συν-
δυάȗοντας τον υπολογισμό των κυβικών ριȗών παραστάσεων της μορφής βia �  (που 
εμφανίȗονται στον τύπο επίλυσης της x �   S[ � q � με την τριγωνομετρική ταυτότητα �ημθ 
± �ημ�θ =  ημ�θ, έδωσε τις πρώτες ιδέες για την τριγωνομετρική παράσταση των μιγαδικών 
αριθμών. Το ���� ο /. (XOHU, ȟεκινώντας από την ανάλυση της ισότητας συν�θ � ημ�θ   
� στη μορφή (συνθ � Lημθ� (συνθ ± Lημθ�   �, τόνισε τη σημασία των παραστάσεων της 
μορφής συνθ � Lημθ και έδειȟε ότι (συνx  � Lημx � (συνy  � Lημy �   συν(x  � y � � Lημ(x  � y �. 
īενικεύοντας έφτασε στη σχέση n zin zziz n ημσυν)ημσυν( r r  (που σήμερα φέρει το 
όνομα του GH 0RLYUH�, από την οποία, με χρήση του διωνυμικού αναπτύγματος, βρήκε 
τύπους για τα ημȘ] και συνnz .
Ȉε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις οι μιγαδικοί αντιμετωπίȗονταν ως καθαρά συμβολικές 
παραστάσεις, που δεν απεικόνιȗαν κάποια συγκεκριμένη πραγματικότητα. Ǿ τριγωνομε-
τρική παράσταση έδωσε όμως τη δυνατότητα να χρησιμοποιηθούν (από τον &. :HVVHO το 
���� και τον 5. $UJDQG το ��0�� για την αναλυτική έκφραση της διεύθυνσης στο επίπεδο, 
ακριβώς όπως οι θετικοί και αρνητικοί χρησιμοποιούνται για τη διάκριση της φοράς στην 
ευθεία. Αυτές οι εȟελίȟεις διεύρυναν τις εφαρμογές των μιγαδικών και άνοιȟαν το δρόμο 
για τη γεωμετρική ερμηνεία τους, την οποία καθιέρωσε ο &.). *DXVV το ����.

ǵȡȚıȝĮ ΜȚȖĮįȚțȠȪ

Έστω ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός ]�=  x  � \L και  
OM
�����

�η αντίστοιχη διανυσματική ακτίνα του.
ȅνομάȗουμε όρισμα του μιγαδικού z  καθεμιά από τις 
γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ημιευθεία ȅ[ και 
τελική πλευρά την ημιευθεία ȅȂ.
Από όλα τα ορίσματα του z  ένα ακριβώς βρίσκεται στο 
διάστημα >0,�π�. Αυτό λέγεται πρȦτεύον όρισμα του 
μιγαδικού z  και συμβολίȗεται με $UJ�z �.
Είναι φανερό ότι�

Ɣ Το A r g ( z � είναι η γωνία που σχηματίȗει η διανυσματική ακτίνα του μιγαδικού z  με τον 
άȟονα [ƍ[.
Ɣ ǻυο ορίσματα του z  διαφέρουν κατά γωνία �țπ, ț�'.
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īια το μιγαδικό z  =  0 δεν ορίȗεται όρισμα. īι¶ αυτό, στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε 
όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι z ≠0.

ΤȡȚȖȦȞȠȝİĲȡȚțȒ ΜȠȡĳȒ ΜȚȖĮįȚțȠȪ

Έστω ο μιγαδικός  0≠� y ixz , που έχει μέτρο 2 2z x yU   � . Αν θ είναι ένα όρισμα 
του z , τότε, από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών σε ορθοκανονικό σύστημα, έχουμε

ρθ  συν   ρ
yθ  Șμx και

οπότε
x  =  ρσυνθ και y  =  ρημθ.

Επομένως, ο μιγαδικός z  γράφεται

z  =  x  � \L =  ρσυνθ � ρημθ�Â L,

δηλαδή παίρνει τη μορφή

z  =  ρ(συνθ � Lημθ�

ȅ τρόπος αυτός γραφής του μιγαδικού z  λέγεται τριγȦνομετρικȒ ή πολικȒ μορĳȒ του z .

īια παράδειγμα, αν iz �� 3 , τότε το μέτρο του z  είναι 21)3( 22  �� ρ  και για 
κάθε όρισμα του θ ισχύουν�

2
3συν � θ   

2
1ημ  θ .  και

Επομένως, μια τιμή του ορίσματος είναι η 
 

6
5 πθ  .  Άρα, έχουμε ¸

¹
·

¨
©
§ � 

6
5ημ

6
5συν2 πiπz  

ή γενικότερα�

 »
¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
·

¨
©
§ � 

6
52ημ

6
52συν2 πțπiπțπz , ț�'.

Αποδεικνύεται ότι, αν για έναν μιγαδικό αριθμό z  ισχύει z  =  r (συνθ���Lημθ�, όπου r  > 0 
και θ�R, τότε η παράσταση r (συνθ���Lημθ� είναι τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού 
αριθμού z .
Επειδή ίσοι μιγαδικοί αριθμοί έχουν την ίδια εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο και αντιστρόφως, 
έχουμε το ακόλουθο κριτήριο ισότητας μιγαδικών�
³ǻυο μȘ μȘδενικοί μιγαδικοί αριșμοί είναι ίσοι� αν και μόνο αν ȑȤουν ίσα μȑτρα και Ș 
διαĳορȐ τȦν ορισμȐτȦν τουȢ είναι ακȑραιο πολλαπλȐσιο του �ʌ´�
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ǻηλαδή�

Αν z � =  ρ� (ıȣȞθ� � Lημθ�� και z � =  ρ� (συνθ� � Lημθ�� είναι τριγωνομετρικές μορφές 
των μιγαδικών z � και z �, τότε� 

z �   z � � (ρ�    ρ� και θ� ± θ�   ț�. ��π, ț�'�.

ΤȡȚȖȦȞȠȝİĲȡȚțȒ ΜȠȡĳȒ ΓȚȞȠȝȑȞȠȣ ΜȚȖĮįȚțȫȞ
Αν z �   ρ� (συνθ� � Lημθ�� και z �   ρ� (συνθ� � Lημθ�� είναι οι τριγωνομετρικές 
μορφές δύο μιγαδικών αριθμών z � και z �, τότε για το γινόμενό τους έχουμε�

z �
. z �   ρ�(συνθ� � Lημθ�� Â ρ�(συνθ� � Lημθ��

= ρ�ρ�>(συνθ� � Lημθ�� Â (συνθ� � Lημθ��@

= ρ�ρ�>(συνθ�συνθ� ± ημθ�ημθ�� � L(ημθ�συνθ� � συνθ�ημθ��@ 

= ρ�ρ�>(συν(θ� � θ�� � Lημ(θ� � θ��@.

ȅμοίως, για το πηλίκο τους 
2

1
z
z , έχουμε�

) ]ημσυν) (ημσυν(
)ημσυν) (ημσυν(

) ]ημσυν(
)ημσυν(

2222

2211

2

1

222

111

2

1

θiθθiθ
θiθθiθ

ρ
ρ

θiθρ
θiθρ

z
z

��
��

 
�
�

  

1 1 1 2 2
2 2

2 2 2

( συν ημ ) [ συν( ) ημ( ) ]
συν ημ

i iU T T T T
U T T

� � � �
 

�

) ]ημ ()συν([ 2121
2

1 θθiθθ
ρ
ρ

��� .  

Αποδείȟαμε λοιπόν ότι�

Αν z � =  ρ� (συνθ� � Lημθ�� και z � =  ρ� (συνθ� � Lημθ�� είναι δυο μιγαδικοί σε 
τριγωνομετρική μορφή, τότε

z � 
. z � = ρ�

�ρ�>συν(θ� � θ�� � Lημ(θ� � θ��@

) ]ημ ()συν([ 2121
2

1

2

1 θθiθθρ
ρ

z
z

��� .

īια παράδειγμα, αν ¸
¹
·

¨
©
§ � 

3
2ημ

3
2συν21

πiπz  και 
 

¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
11ημ

6
11συν32

πiπz , 

τότε έχουμε�
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iπiπππiππzz 6
2

5ημ
2

5συν6
6

11
3

2ημ
6

11
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2συν3221  ¸
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¨
©
§ � »

¼

º
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¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
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¨
©
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και

»
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ª
¸
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§��¸

¹
·

¨
©
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¼
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6
7ημ

6
7συν

3
2

6
11

3
2ημ

6
11

3
2συν

3
2

2

1 πiπππiππ
z
z

3
1

3
3

2
1

2
3

3
2 ii �

�
 ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§
� .

Από τις τριγωνομετρικές μορφές του γινομένου και του πηλίκου μιγαδικών προκύπτουν 
οι ιδιότητες

|||||| 2121 zzzz �  και  
||
||

2

1

2

1

z
z

z
z

 ,  

τις οποίες έχουμε συναντήσει και στην � �.�.

Ǿ γεωμετρική ερμηνεία του γινομένου και του πηλίκου δύο μιγαδικών φαίνεται 
στα παρακάτω σχήματα�

  

Ȉύμφωνα με τα παραπάνω�

Ɣ ȅ πολλαπλασιασμός του μιγαδικού z �   ρ� (συνθ� � Lημθ�� με το μιγαδικό z �   ρ� 
(συνθ� � Lημθ�� σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z � κατά γωνία θ� 
και μετά πολλαπλασιασμό της με ρ� (Ȉχ. ���. Επομένως, ο πολλαπλασιασμός ενός 
μιγαδικού z  με το μιγαδικό συνθ � Lημθ στρέφει μόνο τη διανυσματική ακτίνα του 
z  κατά γωνία θ, αφού συν + iημ 1θ θ = . Ειδικότερα, ο πολλαπλασιασμός του z  με 

L στρέφει τη διανυσματική ακτίνα του z  κατά γωνία  
2
π , αφού 

2
ημ

2
συν πiπi � .
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Ɣ Ǿ διαίρεση του μιγαδικού z �   (συνθ� � Lημθ�� με το μιγαδικό z �   ρ� (συνθ� 
� Lημθ�� σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z � κατά γωνία ±θ� και 

μετά πολλαπλασιασμό της με 
2

1
ρ

 (Ȉχ. ���.

ĬİȫȡȘȝĮ ĲȠȣ 'H 0RLYUH

Αν z  =  ρ (συνθ � Lημθ� είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή, 
σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε�

z � =  z · z  =  ρ(συνθ � Lημθ�ρ(συνθ � Lημθ� =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

z � =  z � · z  =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�ρ(συνθ � Lημθ� =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

ȅμοίως, βρίσκουμε ότι

z � =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

z � =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

īενικά, ισχύει το επόμενο θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν z  =  ρ(συνθ � Lημθ� είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή και 
Ȟ είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε

z Ȟ   ρȞ>συȞ(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�@.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Έστω P (Ȟ� η ισότητα που θέλουμε να αποδείȟουμε.

Ɣ   īια Ȟ   � η ισότητα γίνεται z � =  ρ�>συν(�Âθ� � Lημ(�Âθ�@ ή, ισοδύναμα, z  =  ρ(συνθ 
� Lημθ�, που ισχύει. Άρα η P (�� είναι αληθής.

Ɣ   Ĭα αποδείȟουμε ότι, αν P (Ȟ� αληθής, τότε P (Ȟ���  αληθής δηλαδή, αν z Ȟ   
ρȞ>συν(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�@, τότε z Ȟ���   ρȞ���>συν(Ȟ�� ��θ � Lημ(ν � ��θ@.

Ȇράγματι, έχουμε

z Ȟ��   z Ȟ · z    ρȞ>συν(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�@Âρ(συνθ � Lημθ�

  ρȞ��>συν(Ȟ�� ��θ � Lημ(Ȟ�� ��θ@.

Άρα, η P (Ȟ� αληθεύει για όλους τους θετικούς ακεραίους Ȟ. Ŷ
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īια παράδειγμα, αν iz � 3 , επειδή ¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
ημ

6
συν2 πiπz , έχουμε�

 19 9 8
19 9 8

6
ημ

6
συν2 »

¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ � 

πiπz
 

¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
19 9 8ημ

6
19 9 8συν2 19 9 8 πiπ

πiπ ημ 3 3 33 33συν(2 19 9 8 � ) πiπ ημσυν(2 19 9 8 � ) 19 9 82� .  

Το προηγούμενο θεώρημα αποδίδεται στο μαθηματικό 'H 0RLYUH και γι¶ αυτό 
φέρει το όνομά του.

Το Ĭεώρημα του 'H 0RLYUH ισχύει και όταν ο εκθέτης είναι αρνητικός ακέραιος.

Ȇράγματι, έχουμε

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

��   Να βρεșεί το σύνολο τȦν εικόνȦν τȦν μιγαδικȫν z � για τουȢ οποίουȢ 

ισȤύει
1 6
1 πA r g  ¸
¹
·

¨
©
§

�
�z

z .

ΛΥΣΗ

Αν z    x  � \L, τότε 
 

i
yx

y
yx

yx
y ix
y ix

z
z

2222

22

)1(
2

)1(
1

)1(
)1(

1
1

��
�

��
��

 
��
��

 
�
�

.

Άρα, 

B iA
z
z

� 
�
�

1
1 , όπου

 
22

22

)1(
1

yx
yxA
��
��

   και 
22)1(

2
yx

yB
��

 .

ȞȞ
Ȟ

θiθρ
θiθρ

)ημσυν(
1) ]ημσυν([
�

 � �  

) )ημ ()συν((
)0ημ0συν(1
ȞθiȞθρ

ρ

ρ

i
Ȟ ��

��
  

i  

i .  
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Επομένως, η συνθήκη 
61

1 π
z
zA r g  ¸

¹
·

¨
©
§

�
�  είναι 

ισοδύναμη με τις σχέσεις�

°
¯

°
®

­

!

 
���

°̄

°
®
­

!

 

0
3

1
1

2

0
6

εφ 22

y
yx
y

Ǻ

π
A
B

 

°̄
°
®
­

!
 ���

0
2)3( 222

y
yx .  

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι το τόȟο του κύκλου κέντρου . ( , )0 3  
και ακτίνας ρ   � που είναι πάνω από τον άȟονα [ƍ[. 

��  ǹν ȘμĮ + Șμȕ + ȘμȖ = � και συνĮ + συνȕ + συνȖ = �� να αποδειȤτεί ότι

α� συν�Į + συν�ȕ + συν�Ȗ = �συν�Į + ȕ + Ȗ�

β� Șμ�Į + Șμ�ȕ + Șμ�Ȗ = �Șμ�Į + ȕ + Ȗ��

ΛΥΣΗ
Έστω οι μιγαδικοί D =  συνα � Lημα, b  =  συνβ � Lημβ, c  =  συνȖ � LημȖ. Έχουμε

D � b  � c    (συνα � συνβ � συνȖ� � L(ημα � ημβ � ημȖ�   0 � 0L   0

και επομένως, D� � b � � c �   �D b c .

Με αντικατάσταση των D, b  και c  έχουμε διαδοχικά�

(συνα � Lημα�� � (συνβ � Lημβ�� � (συνȖ � LημȖ��  

     =  �(συνα � Lημα� (συνβ � Lημβ� (συνȖ � LημȖ�

(συν�α � Lημ�α� � (συν�β � Lημ�β� � (συν�Ȗ � Lημ�Ȗ�  

     =  �>συν(α � β � Ȗ� � Lημ(α � β � Ȗ�@

(συν�α � συν�β � συν�Ȗ� � L (ημ�α � ημ�β � ημ�Ȗ� 

     =  �συν(α � β � Ȗ� � L�ημ(α � β �Ȗ�.

Εȟισώνοντας τα πραγματικά και τα φανταστικά μέρη των δύο μελών έχουμε�
συν�α � συν�β � συν�Ȗ   �συν(α � β � Ȗ� και 

ημ�α � ημ�β � ημ�Ȗ   �ημ(α � β � Ȗ�.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��    ȃα γράψετε σε τριγωνομετρική μορφή τους μιγαδικούς�

α� i31�   β�  i31�  

γ�  i31��   δ�  i31��  

ε� � στ� ± �. 

��    ȃα κάνετε τις πράȟεις�

��   ȃα κάνετε τις πράȟεις

��   ȃα βρείτε τις δυνάμεις

��   ȃα υπολογίσετε την παράσταση 
6

1
2

�

¸̧
¹

·
¨̈
©

§ � i .

��   Αν 
2

31 iz �
 , να υπολογίσετε τον z �000.

α )  4 ( συν15 ημ15 ) 6 ( συν 3 0 ημ3 0 )i i� � �D D D D  

β )  ¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
·

¨
©
§ �

8
3ημ

8
3συν2

8
ημ

8
συν5 πiππiπ  

γ )  ¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
·

¨
©
§ �

10
3ημ

10
3συν

10
2ημ

10
2συν πiππiπ .  

α )  2 5 ( συν16 0 ημ16 0 )
5 ( συν10 0 ημ10 0 )

i
i
�
�

D D

D D

 β )  

3
ημ

3
συν

6
5ημ

6
5συν6

πiπ

πiπ

�

¸
¹
·

¨
©
§ �

 

γ )  7 ( συν13 0 ημ13 0 )
14 ( συν ( 2 0 ) ημ ( 2 0 ) )

i
i

�
� � �

D D

D D

.  

α )  3[ 2 ( συν2 0 ημ2 0 ) ]i�D D  β )  
8

4
5ημ

4
5συν3 »

¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ �

πiπ  

γ )  
16

4
ημ

4
συν ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§��¸

¹
·

¨
©
§�

πiπ .  
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��   Αν  iz � 31  και z i2 3= − , να υπολογίσετε την παράσταση  ȞȞ zz 21 � , όπου ν 
θετικός ακέραιος.

��   ȃα ερμηνεύσετε γεωμετρικά τη διαίρεση ενός μιγαδικού z  με L.

��   Αν 31� z i  και w  =  � ��L, να δείȟετε ότι 
 

12
π

w
zA r g  ¸
¹
·

¨
©
§  και να βρείτε το 

12
ημ π

και το 
12

συν π .

���   ȃα βρείτε το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαδικού  z ≠0 αν z � =  z .

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   α� ȃα βρείτε το μέτρο και ένα όρισμα του μιγαδικού w , όπου

 Ȟ

θiθ
θiθw ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��
��

 
ημσυν1
ημσυν1 ,  Ȟ��
   και  ( 2 1) ,T N S N≠ � � .

β� ȃα βρείτε την τιμή της παράστασης 
10 0

222
22 .2

¨
¨
©

§
¨
¨
©

§

� �
��

i
i

��   α� ȃα δείȟετε ότι αν (� � L�Ȟ   (� ± L�Ȟ, όπου Ȟ��*  τότε Ȟ   �ț, κ�� 

β� Αν 
ȞȞ

iiȞf ¸̧
¹

·
¸̧
¹

·
¨̈
©

§ �
�¨̈

©

§ �
 

2
1

2
1)( , να δείȟετε ότι f (Ȟ � �� � f (Ȟ�   0.

��   ȃα αποδείȟετε ότι για z �, z � �c±{ 0 }  ισχύει�

 |||||| 2121 zzzz � � , αν και μόνο αν )()( 21 zA r gzA r g  .

��   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Ȃ των μιγαδικών z , για τους οποίους 
ισχύει�

α )  
6

)( πizA r g  �  β )  
4

)1( πzA r g  � γ )  
2
π

iz
zA r g  ¸

¹
·

¨
©
§

�
.  

��   Μεταȟύ όλων των μιγαδικών z  που ικανοποιούν τη συνθήκη 2|52| d�� iz , να 
βρείτε εκείνον που έχει�

α� Το μικρότερο πρωτεύον όρισμα 

β� Το μεγαλύτερο πρωτεύον όρισμα.
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��   Αν  θθz ημσυν � i , να αποδείȟετε ότι�

��   Αν για τους μιγαδικούς z  και w  ισχύουν 1||  z  και ziw )3( � , τότε�

α� ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w .

β� ȃα βρείτε την εικόνα εκείνου του μιγαδικού από τους w , για τον οποίο ισχύει

4
)( πwA r g  .

��   Αν 22

2

1
2

1
1

ț
ți

ț
țz

�
�

�
�

 και 
3

)( πzA r g  , να βρείτε τον πραγματικό αριθμό ț και 

το μιγαδικό z .

��   ǻίνεται το τριώνυμο 2 2 2
1 2 1 2( ) 2 | | (1 | | )(1 | | )f x x z z x z z= + − + + + , όπου z � και z � 

είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί. ȃα αποδείȟετε ότι ( ) 0f x ≥ , για κάθε [�R.

��� ȆΟΛΥΩȃΥΜΙΚΕΣ ΕȄΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΟ C

ΕȚıĮȖȦȖȒ

Ǿ επίλυση των εȟισώσεων �ου και �ου βαθμού, η ³αναγκαστική´ επαφή με τους μιγαδικούς 
αριθμούς για την έκφραση των πραγματικών ριȗών και η εȟέλιȟη του αλγεβρικού λογισμού 
δημιούργησαν στις αρχές του ��ου αιώνα τις προȨποθέσεις για την ανάπτυȟη μιας γενικής 
θεωρίας των πολυωνυμικών εȟισώσεων στην Άλγεβρα. Ǻασικά στοιχεία αυτής της θεωρίας 
δεν ήταν μόνο οι μέθοδοι επίλυσης, αλλά και δομικά ȗητήματα, όπως οι σχέσεις ριȗών και 
συντελεστών μιας εȟίσωσης, καθώς και η σχέση ανάμεσα στο βαθμό και στο πλήθος των 
ριȗών. Το τελευταίο, που καθιερώθηκε αργότερα ως ĬεμελιȫδεȢ ĬεȫρȘμα τȘȢ ǱλγεβραȢ 

³țȐθİ�πȠȜȣȦȞȣȝȚțȒ�İȟȓıȦıȘ�Ȟ�βαθȝȠȪ�ȑȤİȚ�ıĲȠ�ıȪȞȠȜȠ�ĲȦȞ�ȝȚȖαįȚțȫȞ
�Ȟ�αțρȚβȫȢ�ρȓȗİȢ´�

διατυπώνεται στην αρχή διστακτικά, καθώς οι μιγαδικοί δε θεωρούνται ακόμη ισότιμοι 
προς τους υπόλοιπους αριθμούς. ȅ 5. 'HVFDUWHV, στο βιβλίο ǿǿǿ της ³/D *HRPHWULH´ (����� 
γράφει ότι� ³κάθε εȟίσωση μπορεί να έχει τόσες διαφορετικές ρίȗες όσες και οι διαστάσεις 
>δηλ. ο βαθμός@ της άγνωστης ποσότητας στην εȟίσωση´, αλλά ονομάȗει τις θετικές ρίȗες 

α )  )συν(21 Ȟθ
z

z Ȟ
Ȟ  �  β )  )ημ (21 Ȟθi

z
z Ȟ
Ȟ  � .  
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³αληθινές´, τις αρνητικές ³ψεύτικες´ και εισάγει για πρώτη φορά τον όρο ³φανταστικές´ 
για τις υπόλοιπες�

³«İȞȫ�ȝπȠρȠȪȝİ�Ȟα�θİȦρȒıȠȣȝİ�ȩĲȚ�Ș�İȟȓıȦıȘ�[� ± � x � � �� x  ± �0   0�ȑȤİȚ�ĲρİȚȢ�
ρȓȗİȢ��İȞ�ĲȠȪĲȠȚȢ�ȣπȐρȤİȚ�ȝȓα�ȝȩȞȠ�πραȖȝαĲȚțȒ�ρȓȗα��ĲȠ����İȞȫ�ȠȚ�ȐȜȜİȢ�įȪȠ�παραȝȑȞȠȣȞ�
ĳαȞĲαıĲȚțȑȢ´�

Το θεμελιώδες θεώρημα της Άλγεβρας άρχισε να αποκτά εȟαιρετική σημασία με την ανάπτυȟη 
της Ανάλυσης, καθώς η παραγοντοποίηση των πολυωνύμων έπαιȗε πρωταρχικό ρόλο στον 
υπολογισμό ολοκληρωμάτων (διάσπαση ρητών κλασμάτων σε απλά κλάσματα�. ȅ *.:. 
/HLEQL] έθεσε το ��0� αυτό το ȗήτημα ισχυριȗόμενος (λαθεμένα� ότι το πολυώνυμο x � � α� 
δεν αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων �ου ή �ου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. 
Το γεγονός αυτό οδήγησε στις πρώτες συστηματικές προσπάθειες να αποδειχτεί ότι κάθε 
πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων �ου ή �ου 
βαθμού, που αποτελεί μια άλλη ισοδύναμη μορφή του θεμελιώδους θεωρήματος. Ƕστερα 
από ορισμένες ημιτελείς προσπάθειες των G¶$OHPEHUW (�����, /. (XOHU (����� και -./. 
/DJUDQJH (�����, ο &.). *DXVV έδωσε την πρώτη αυστηρή απόδειȟη το ���� (σε ηλικία �� 
χρονών�, στη διδακτορική του διατριβή που είχε τίτλο� ³ȃέα απόδειȟη του θεωρήματος 
ότι κάθε ακέραια ρητή συνάρτηση μιας μεταβλητής μπορεί να αναλυθεί σε πραγματικούς 
παράγοντες πρώτου και δεύτερου βαθμού´.

Η ΕȟȓıȦıȘ ]Ȟ   1

īνωρίȗουμε ότι στο σύνολο των πραγματικών αριθμών η εȟίσωση z Ȟ�= �� έχει μια λύση, την 
z  =  �, αν ο Ȟ είναι περιττός και δύο λύσεις, τις z  =  � και z  =  ± �, αν ο Ȟ είναι άρτιος.

Ας λύσουμε τώρα στο σύνολο c των μιγαδικών αριθμών μερικές εȟισώσεις της μορφής z Ȟ�
 ��, όπου Ȟ θετικός ακέραιος. Έχουμε�

δηλαδή η εȟίσωση έχει στο c τρεις ρίȗες.

δηλαδή η εȟίσωση έχει στο σύνολο c τέσσερις λύσεις.

 

0)1) (1(011 233  ���� �� zzzzz  

01 �� z  ή  012  �� zz  

1 � z  ή  
2

31 iz ��
  ή  

2
31 iz ��

 ,  

 0)1) (1(011 2244  ��� �� zzzz  

012  �� z  ή  012  �z  

1 � z  ή  iz   ή  iz   ή  iz � ,  

x

x

22-0181-02_HR.indb   113 12/12/2013   10:47:20 πμ



��� � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ

īενικά ισχύει το επόμενο θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Ȉτο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εȟίσωση z Ȟ   �, όπου Ȟ θετικός ακέραιος, έχει 
Ȟ ακριβώς διαφορετικές λύσεις, οι οποίες δίνονται από τον τύπο�

2 2
N

NSNSN NSNSN N QQ Q .

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

Έστω r (συνθ � Lημθ� μια λύση, σε τριγωνομετρική μορφή, της εȟίσωσης z Ȟ� ��.

Τότε,

>r (συνθ � Lημθ�@Ȟ =  �,

οπότε    r Ȟ(συν(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�� =  συν0 � Lημ0

Άρα, r Ȟ   � και Ȟθ ± 0 =  �țπ, για κάποιο ț��', οπότε r  =  � και 
Ȟ
țπθ 2

 . 

Επομένως, οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ� ��, θα είναι της μορφής

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz ț

2ημ2συν � ,   ț�'.           (��

Αλλά και αȞĲȚıĲρȩĳȦȢ, κάθε μιγαδικός της μορφής 
Ȟ
țπi

Ȟ
țπz ț

2ημ2συν � , ț�' είναι 
λύση της εȟίσωσης z Ȟ� ��, αφού 

1)2(ημ)2(συν2ημ2συν  � ¸
¹
·

¨
©
§ � țπițπ

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz

Ȟ

ț .

Άρα, οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ� �� είναι όλοι οι αριθμοί της μορφής

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz ț

2ημ2συν � , ț��'.           (��

īια ț =  0 έχουμε την προφανή λύση z 0  =  �.

Αν θέσουμε Ȧ
Ȟ
πi

Ȟ
πz  ¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

2ημ2συν1 , τότε για τις ρίȗες της z Ȟ� ��, θα ισχύει�

ț
ț

ț Ȧ
Ȟ
πi

Ȟ
π

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz  ¸

¹
·

¨
©
§ � � 

2ημ2συν2ημ2συν , ț��'.
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Είναι λοιπόν�

z 0    =  �   z Ȟ     =  ȦȞ     =  �

z 1   =  Ȧ   z Ȟ+ 1  =  ȦȞ+ 1  =  ȦȞ�Â Ȧ     =  Ȧ

z �      =  Ȧ 2    z Ȟ+ 2   =  Ȧν��  =  ȦȞ Â Ȧ 2     =  Ȧ 2   κ.τ.λ.
.    .
.    .
.    .
z Ȟ– 1 =  ȦȞ– 1                  z 2 Ȟ– 1   Ȧ 2 Ȟ– 1 =  ȦȞ Â ȦȞ– 1 =  ȦȞ– 1

Ȇαρατηρούμε, λοιπόν, ότι οι λύσεις της z Ȟ =  � που δίνονται από την (�� δεν είναι όλες διαφορε-
τικές μεταȟύ τους. Ĭα εȟετάσουμε για ποιες τιμές του ț έχουμε διαφορετικές λύσεις. Επειδή για 
κάθε ț�' υπάρχουν ακέραιοι ρ και ȣ τέτοιοι, ώστε να ισχύει ț =  ρȞ � ȣ με 0 ≤ <υ ν, έχουμε�

Ȧț =  ȦρȞ�ȣ =  (ȦȞ�ρ�Â Ȧȣ =  � Â Ȧȣ =  Ȧȣ.

ǻηλαδή, για κάθε ț�' η λύση z ț ταυτίȗεται με μια από τις 

�, Ȧ, Ȧ 2 , Ȧ 3 , ..., ȦȞ– 1.

Ĭα δείȟουμε τώρα ότι οι λύσεις � =  Ȧ0 , Ȧ1, Ȧ2 , Ȧ3 , ..., ȦȞ– 1 είναι διαφορετικές μεταȟύ τους. 
Έστω ότι δε συμβαίνει αυτό. Τότε θα υπάρχουν φυσικοί Ȝ1, Ȝ 2  με  ȞȜȜ ��d 210 , τέτοιοι, 
ώστε ȦȜ1 =  ȦȜ 2 , οπότε θα έχουμε διαδοχικά�

Ȟ
πȜ

iȞ
πȜ

Ȟ
πȜ

iȞ
πȜ 2211 2

ημ
2

συν
2

ημ
2

συν � �  

πȝȞ
πȜ

Ȟ
πȜ 222 11 � � ,   

ȞȝȜȜ  � 21 ,

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι ο ακέραιος Ȟ διαιρεί τη διαφορά Ȝ1 ± Ȝ 2 . Αυτό 
όμως είναι άτοπο, αφού 0 � Ȝ1 ± Ȝ 2  � Ȟ. Επομένως, οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ�  � είναι οι Ȟ�
διαφορετικοί αριθμοί 

1, Ȧ, Ȧ2, Ȧ3, ..., ȦȞ– 1 , όπου ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

ν
π

ν
πω 2Șμ2συν i .

ȅι λύσεις αυτές λέγονται και νιοστȑȢ ρίȗεȢ τȘȢ μονȐδαȢ.  Ŷ

Ȉȋȅȁǿȅ
ȅι εικόνες ǹ 0 , ǹ1, ǹ 2 , ..., ǹȞ� – 1 των λύσεων �, 
Ȧ, Ȧ 2 , Ȧ 3 , ..., ȦȞ� – 1 της εȟίσωσης z Ȟ   � είναι 
κορυφές κανονικού πολυγώνου με Ȟ πλευρές, 
εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο ȅ(0, 0� 
και ακτίνα r  =  �. Ȇιο συγκεκριμένα�

Ѩ Ǿ κορυφή ǹ 0  παριστάνει τη λύση �.

   για κάποιο ȝ�'

   για κάποιο ȝ�'.
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Ѩ   Ǿ επόμενη κορυφή ǹ� παριστάνει τη λύση ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

Ȟ
πi

Ȟ
πȦ 2ημ2συν .

Ѩ   Ǿ κορυφή ǹ� παριστάνει την Ȧ� και προκύπτει από την Ȧ με στροφή του διανύσματος    1O A  

κατά γωνία  
Ȟ
π2 , δηλαδή κατά γωνία ίση με την κεντρική γωνία του κανονικού Ȟ�γωνου.

Ѩ   + κορυφή ǹ� παριστάνει την Ȧ� και προκύπτει από την Ȧ με στροφή του διανύσματος 
 

1O A  κατά γωνία 
Ȟ
π22 �  κτλ.

Η ΕȟȓıȦıȘ ]Ȟ =  D� D � �
Έστω D =  ȡ�συνș + i Șμș� μια τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού D. Τότε από τον τύπο 
του GH 0RLYUH έχουμε� 

ν
ν

ν
θ

ν
θρ ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§ � συν i Șμa .

Αν θέσουμε 
 

¸
¹
·

¨
©
§ � Ȟ

θi
Ȟ
θρz Ȟ ημσυν0  , τότε η εȟίσωση z Ȟ =  D γράφεται ȞȞ zz 0 ή, ισοδύναμα,

 
1

0

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
Ȟ

z
z

Επομένως, το   
0z
z μπορεί να πάρει τις Ȟ διαφορετικές τιμές

�, Ȧ, Ȧ�, Ȧ�, ..., ȦȞ�±�, όπου ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

Ȟ
πi

Ȟ
πȦ 2ημ2συν ,

οπότε οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ =  D είναι οι αριθμοί

»
¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ � � 

Ȟ
țπi

Ȟ
țπ

Ȟ
θi

Ȟ
θρȦzz Ȟț

ț
2ημ2συνημσυν0

Αποδείȟαμε λοιπόν ότι�
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Ȉτο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εȟίσωση z ν =  D, όπου Ȟ θετικός ακέραιος και 
D =  ρ(συνθ � Lημθ�, || ρ a , έχει Ȟ διαφορετικές λύσεις οι οποίες δίνονται από τον 
τύπο�

.

ȅι εικόνες των λύσεων της εȟίσωσης z Ȟ =  D στο μιγαδικό επίπεδο είναι κορυφές κανονι-
κού πολυγώνου με Ȟ πλευρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο ȅ(0,0� και ακτίνα Ȟ ρ ,

όπου || ρ a .

Έστω για παράδειγμα η εȟίσωση

    )3(165 iz � .                                           (��

Επειδή , οι λύσεις z ț της εȟίσωσης (�� δίδονται από τον τύπο

Ȇιο συγκεκριμένα οι λύσεις είναι�

ȅι λύσεις αυτές είναι κορυφές κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας ρ   �.

ȆȠȜȣȦȞȣȝȚțȑȢ ΕȟȚıȫıİȚȢ ȝİ ȆȡĮȖȝĮĲȚțȠȪȢ ΣȣȞĲİȜİıĲȑȢ
ǵπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, κάθε πολυωνυμική εȟίσωση P (z �   0, νιοστού βαθμού, 
δηλαδή κάθε εȟίσωση της μορφής

αȞz
Ȟ � αȞ±�z

Ȟ±� � ... � α�z  � α 0    0,            αȞ ≠0,

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
ημ

3 0
συν20

πiπz ,

 ¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
13ημ

3 0
13συν21

πiπz ,  

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
2 5ημ

3 0
2 5συν22

πiπz ,  

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
3 7ημ

3 0
3 7συν23

πiπz ,  

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
4 9ημ

3 0
4 9συν24

πiπz .  
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έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών Ȟ ακριβώς ρίȗες.

Αν z �, z �, «, z Ȟ είναι οι ρίȗες του πολυωνύμου P (z � (οι οποίες δεν είναι κατανάγκη διαφορε -
τικές�, τότε αποδεικνύεται ότι το πολυώνυμο αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων ως εȟής�

P �z � = ĮȞ�z  ± z 1 � �z  ± z 2�Â ��� Â�z  ± z Ȟ�

Επομένως, η επίλυση πολυωνυμικών εȟισώσεων στο  c γίνεται με τις ίδιες μεθόδους που 
χρησιμοποιούνται και στο σύνολο R των πραγματικών αριθμών. 

Ȉτη συνέχεια θα περιοριστούμε σε πολυωνυμικές εȟισώσεις με πραγματικούς μόνο συ-
ντελεστές.
Έχουμε ήδη λύσει τη δευτεροβάθμια εȟίσωση, η οποία, όπως είδαμε, έχει δύο ρίȗες, οι 
οποίες, αν δεν είναι πραγματικές, είναι μιγαδικές συȗυγείς. Ας λύσουμε τώρα μία ανωτέρου 
βαθμού, για παράδειγμα την z � ± �z � � �z  ± �   0, που είναι πολυωνυμική τρίτου βαθμού. 
Με σχήμα +RUQHU έχουμε�

  0320)1) (32(0353 2223  ��� ���� ��� zzzzzzzz ή  ]�± � =  0.

ǵμως,

izzz 210322 � � ��  ή  iz 21� .   

Άρα, οι ρίȗες της εȟίσωσης είναι  i21� ,   i21� και �. Ȁαι στην περίπτωση αυτή παρατη-
ρούμε ότι οι μιγαδικές ρίȗες της εȟίσωσης είναι συȗυγείς. Το συμπέρασμα αυτό γενικεύεται 
για οποιαδήποτε πολυωνυμική εȟίσωση με πραγματικούς συντελεστές.

ĬǼȍȇǾȂǹ �

Αν ο μιγαδικός αριθμός z 0  =  α � βL είναι ρίȗα μιας πολυωνυμικής εȟίσωσης με πραγ-
ματικούȢ συντελεστȑȢ, τότε και ο συȗυγής του iβαz � 0  είναι ρίȗα της εȟίσωσης 
αυτής.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Μια πολυωνυμική εȟίσωση, όπως γνωρίȗουμε, έχει τη μορφή�

αȞz
Ȟ � αȞ±�z

Ȟ�±� � ... � α�z  � α 0    0, όπου Ȟααα , . . . ,, 10 �R με αȞ ≠0.

Αφού ο αριθμός z 0  είναι ρίȗα της εȟίσωσης, έχουμε κατά σειρά�
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0001
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010  ���� �
� αzαzαzα Ȟ
Ȟ

Ȟ
Ȟ 

 

0001
1

010  ���� �
� αzαzαzα Ȟ
Ȟ

Ȟ
Ȟ 

 , αφού α 0 , α�, ..., αȞ�R .

Άρα, ο z 0  είναι και αυτός ρίȗα της εȟίσωσης.   Ŷ

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

��   ǹν ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§

 
ν
π

ν
2 π

ω
2

i Șμσυν � να αποδειȤτεί ότι�

α� � + Ȧ + Ȧ2 + Ȧ3 + ��� + ȦȞ±� = �  β� �ÂȦÂȦ2ÂȦ3Â���ÂȦȞ±� = �±��Ȟ±�.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

α�  Έχουμε 
 

0
1

11
1

1. . .1 132  
�
�

 
�
�

 ����� �

ȦȦ
ȦȦȦȦȦ
Ȟ

Ȟ

β�   

2. Να λυșεί Ș εȟίσȦσȘ x2 ± �συνș Â x + � = �� ǹν x1 � x2 είναι οι ρίȗεȢ τȘȢ εȟίσȦσȘȢ αυτȒȢ� 
να κατασκευαστεί εȟίσȦσȘ �ου βαșμού που να ȑȤει ρίȗεȢ τιȢ x1 2

QQ QQ, x .

ΛΥΣΗ

Έχουμε  0ημ4)1συν(44συν4 222 d� � � θθθǻ . Επομένως,

 
θiθiθθx ημσυν

2
ημ2συν2

2,1 r 
�r

 .

Ǿ ȗητούμενη εȟίσωση θα είναι η

)1(. . .321132 . . .1 ������  ����� ȞȞ ȦȦȦȦȦ  

2
)1( �

 
ȞȞ

Ȧ  

2
)1(

2ημ2συν

�

¸
¹
·

¨
©
§ � 

ȞȞ

Ȟ
πi

Ȟ
π  

Ȟ
ȞπȞi

Ȟ
ȞπȞ

2
)1(2ημ

2
)1(2συν �
�

�
  

πȞiπȞ )1(ημ)1(συν ���  

1)ημσυν( �� Ȟπiπ  

1)1( �� Ȟ  
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 0)( 212
2  ���� �

ννννx x x x xx .

Έχουμε

 )ημ ()συν()ημσυν(1 ȞθiȞθθiθx ȞȞ � � 

και

 2 ( συν ημ ) [ συν( ) ημ( ) ] συν( ) ημ( )Q Q Q

 )ημ ()συν( ȞθiȞθ � .

iiix

Επομένως�

 )συν(2)ημ ()συν()ημ ()συν(21 ȞθȞθiȞθȞθiȞθxx ȞȞ  ��� �

και

Άρα, η ȗητούμενη εȟίσωση είναι η�

x � ± �συν(Ȟθ�x  � �   0.

�� Να αναλυșεί σε γινόμενο πολυȦνύμȦν το πολυȫνυμο

P �x� = �x3 + �x2 + �x + ��

 αν γνȦρίȗουμε ότι ȑȤει ρίȗα το μιγαδικό αριșμό 21 � i .

ΛΥΣΗ
Αφού το P (x � έχει ρίȗα τον αριθμό  ix 210 � , θα έχει ρίȗα και το συȗυγή του, ix 210 � .  
Επομένως, το πολυώνυμο P ( x � διαιρείται με το γινόμενο  )) (()( 00 xxxxxQ �� , για το 
οποίο έχουμε

Αν κάνουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου P (x � με το πολυώνυμο Q (x �, βρίσκουμε πηλίκο 
�x  � �. Επομένως είναι

P (x �   (x � ± �x  � ��(�x  � ��.

 ]2)1] [ (2)1[ () ]21() ] [21([)( ixixixixxQ ���� ���� 

 22 )2()1( ix �� 
 2212 ��� xx
 322 �� xx .
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Ȉȋȅȁǿȅ
īενικά, όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, κάθε πολυώνυμο με πραγματικούς συντε-
λεστές μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων παραγόντων 
με πραγματικούς συντελεστές, όπου οι δευτεροβάθμιοι παράγοντες (αν υπάρχουν� έχουν 
αρνητική διακρίνουσα.

 

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις και να παραστήσετε τις λύσεις στο μιγαδικό επίπεδο�

α� z �   �     β� z �   �    γ� z �   �.

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� z � =  ± L     β�  ¸
¹
·

¨
©
§ � 

3
4ημ

3
4συν164 SS iz

γ� ¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
5ημ

6
5συν2 4 35 SS iz .

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� 
2

)1(23 iz �
    β� 

2
314 iz �

     γ� z � =  ± ��.

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� z � � �z � � �z    �    β� z � � �z � � �   0.

��    Αν ο μιγαδικός � � L είναι ρίȗα της εȟίσωσης

�x � ± �0x � � �x  � �0   0,

να βρείτε και τις άλλες ρίȗες της.

��    Αν Z�είναι μια κυβική ρίȗα της μονάδος, με w ≠�, να βρείτε την τιμή της παρά -
στασης (� ± w  � w ��(� � w  ± w �� 

��    ȃα λύσετε την εȟίσωση

� � x  � x � � x � � x � � x �   0.
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��    ȃα λύσετε την εȟίσωση z � � �z � � �z  � �   0 και να δείȟετε ότι οι εικόνες των ριȗών 
είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� z �   � ± L     β� (z  ± ��� ± (� ± L�(z  � ���   0.

��   ȃα λύσετε την εȟίσωση z � � �z � � �z � � �z � � z � � (z  � ���   0.

��   ȃα λύσετε την εȟίσωση z � � �   0 και στη συνέχεια να βρείτε τα τριώνυ -
μα με πραγματικούς συντελεστές που είναι παράγοντες του πολυωνύμου  
z � ± z � � z � ± z � � z � ± z  � �.

��   Ȉτο σύνολο των μιγαδικών αριθμών να βρείτε τις κοινές λύσεις των εȟισώσεων 
(z � � ��� � z � � z    0 και z �� � �z �� � �   0.

��   ȃα βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς z , για τους οποίους ισχύει z z7 3 1 .

��   Αν η εȟίσωση (� � L]�Ȟ   S(� ± L]�Ȟ, Ȟ�� *  έχει πραγματική ρίȗα, να αποδείȟετε 
ότι 1||  p .

��   ǻίνεται η εȟίσωση x � ± �x  � �   0 με ρίȗες τις x � και x �.

α� ȃα υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων x � � x �, x �x � και x x1
2

2
2� .

β� Αν η εȟίσωση x � � S[ � q    0 έχει ως ρίȗες τις  x 1
2 και x �

�, να βρείτε τις τιμές των 
S και q .

��   α� ȃα λύσετε την εȟίσωση

συν�θ· z � ± �συνθ· z  � (� ± �συν�θ�   0,    
 

22
STS

��� .

β�  ȃα αποδείȟετε ότι καθώς το θ μεταβάλλεται στο διάστημα ¸
¹
·

¨
©
§ �

2
,

2
SS

, οι εικόνες 
των λύσεων της εȟίσωσης κινούνται σε μια υπερβολή.

��    ȃα λύσετε την εȟίσωση

x � ± x � � x � ± �   0.
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ΓΕȃΙΚΕΣ ǹΣΚΗΣΕΙΣ

��   ǻίνεται η συνάρτηση  I� με 
 

zz
zzzf

�
��

 
)1) (1()(  με z �c και 0)R e ( ≠z .

α� ȃα αποδείȟετε ότι )(1 zf
z

f  ¸
¹
·

¨
©
§� .

β�  Έστω α, β δυο (σταθεροί� πραγματικοί αριθμοί διαφορετικοί από το 0. ȃα βρείτε 
το είδος της καμπύλης στην οποία ανήκουν τα σημεία Ȃ(x , y �, με x ≠0, για τα 
οποία οι μιγαδικοί αριθμοί z  =  α[�� β\L�ικανοποιούν τη σχέση 5H( f ( z ��   0.

��   Ĭεωρούμε τους μιγαδικούς z , w  και w �, για τους οποίους ισχύουν� w    z  ± ]L και
 

iw D
D
� 

1
1 , όπου α�R * . ȃα δείȟετε ότι αν το α μεταβάλλεται στο R * και ισχύει

 1ww  , τότε η εικόνα P  του z  στο μιγαδικό επίπεδο κινείται σε μια υπερβολή.

��   Ĭεωρούμε τους μιγαδικούς z    Ȝ � � � (�Ȝ ± ��L,�Ȝ�R.

α�  ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικ όνων του μιγαδικού z

β�   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w  για τον οποίο 
ισχύει w    z  � (� � L� 

γ� ȃα βρείτε το μιγαδικό z  που έχει την πλησιέστερη εικόνα στην αρχή ȅ(0, 0�.

��   ȃα γραμμοσκιάσετε το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου που ορίȗουν οι εικόνες των 
μιγαδικών z , για τους οποίους ισχύει�

α�   |||12| izz ���    β�  )R e (1|1| zz � � .

��   ȃα αποδείȟετε ότι αν οι μιγαδικοί z �, z �, «, z ț έχουν τις εικόνες τους στο ίδιο ημιεπίπε -
δο μιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή ȅ(0, 0�, τότε ισχύει  0. . .21 ≠��� Nzzz .

��   ȃα αποδείȟετε ότι οι εικόνες των λύσεων της εȟίσωσης (� ± z �Ȟ =  z Ȟ είναι σημεία 

της ευθείας  
2
1

 x .
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7.    Αν το τριώνυμο α[� � β[ � Ȗ με πραγματικούς συντελεστές και α ≠ 0  δεν έχει 
πραγματικές ρίȗες, να αποδείȟετε ότι�

α�   īια οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς ț και Ȝ ισχύει

(αț� � βț � Ȗ�(αȜ� � βȜ � Ȗ� > 0.

β�   īια οποιουσδήποτε συȗυγείς μιγαδικούς z � και z � διαφορετικούς από τις ρίȗες 
του τριωνύμου ισχύει επίσης

 2 2
1 1 2 2( ) ( ) 0z z z zD E J D E J� � � � ! .

��   īνωρίȗοντας ότι για τις νιοστές ρίȗες της μονάδας �, z �, z �, «, z Ȟ±� ισχύει � � z � � 
z � � « � z Ȟ±�   0, να αποδείȟετε τις ταυτότητες�

α )  0)12 (ημ. . .6ημ4ημ2ημ  
�

����
Ȟ

πȞ
Ȟ
π

Ȟ
π

Ȟ
π ,  

β )  1)12 (συν. . .6συν4συν2συν � 
�

����
Ȟ

πȞ
Ȟ
π

Ȟ
π

Ȟ
π .  

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚǹΤǹȃΟΗΣΗΣ

��   ȃα βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση�

  L� Αν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ισχύει X� � Ȟ� =  0, τότε �

Α. X =  0    Ǻ. Ȟ =  0

ī. X =  Ȟ =  0   ǻ. Τίποτα από τα προηγούμενα.

LL� ȅ αριθμός z    (� � �L��0 � (� ± �L��0 είναι�

Α. ĭανταστικός   Ǻ. Μηδέν

ī. Ȇραγματικός   ǻ. Τίποτα από τα προηγούμενα.

��   Ȇοιες από τις επόμενες ισότητες αληθεύουν για κάθε μιγαδικό z  �

22 zz

z z

 2zzz  � 2zzz  �

ǻ .

Α . Ǻ .

Ε.

ī.

zzz  � 2 2 �

��   Ȉύμφωνα με τη συνθήκη που ικανοποιούν οι μιγαδικοί z  και αναφέρεται στην 
πρώτη στήλη, να τους αντιστοιχίσετε στην ευθεία της δεύτερη στήλης που ανήκει 
η εικόνα τους�
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                   ȈυνșȒκȘ                                                        Ǽυșεία

��   ȃα αντιστοιχίσετε κάθε μιγαδικό z  της πρώτης στήλης στο όρισμά του της δεύ -
τερης στήλης�

    ȂιγαδικόȢ � k  ! � �          ǵρισμα

��   ȃα βάλετε σε κύκλο τις σωστές απαντήσεις. 
ȅ αριθμός των πραγματικών ριȗών μιας πολυωνυμικής εȟίσωσης �ου βαθμού με 
πραγματικούς συντελεστές μπορεί να είναι�

Α. �           Ǻ. �            ī. �            ǻ. �            Ε. � 

��   ȃα γράψετε τους μιγαδικούς που έχουν ως 
εικόνες τα σημεία Α, Ǻ, ī και ǻ του διπλανού 
σχήματος�

Α� 

Ǻ�

ī�

ǻ�

A . iziz � �

B . 11 � � zz

ī . izz � �

ǻ . izz � �1

1

α . x = 1

β . y y ƍ

γ . y = x

δ . y = ‒ x

ε . x ƍ x

Α . k + k α . 4 5� D

Ǻ . k ‒ k β . 2 2 5 D

ī . k ‒ k γ . 4 5 D

ǻ . ‒

‒

k + k δ . 18 0

ε . 6 0 D

ȗ . 13 5 D

D

i

i

i

i

22-0181-02_HR.indb   125 12/12/2013   10:47:31 πμ



��� � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ

��   Αν z  είναι ο μιγαδικός που έχει ως ει -
κόνα το Α, να αντιστοιχίσετε κάθε μι-
γαδικό της πρώτης στήλης στην εικόνα 
του που αναφέρεται στη δεύτερη στήλη 
και σημειώνεται στο παρακάτω σχήμα�

 Μιγαδικός  Εικόνα 

Ǻ

ī

ǻ

Ε

ǽ

Ǿ

Ĭ

z

z
2
1

1

z
z

z�

�
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