
PANEPISTHMIO KRHTHSTMHMA MAJHMATIKWNEARINO EXAMHNO 2009�10G11-EISAGWGH STIS DIAFORISIMES POLLAPLOTHTESTELIKH EXETASH
Ι.Δ. ΠΛΑΤ�ΗΣOdhgieTa jèmata e�nai me aÔxousa seir� duskol�a; sun�statai na asqolhje�te me aut� sthn seir�pou parousi�zontai. Gr�yte:(1) 'Ola ta jèmata tou Mèrou 0.(2) Tr�a apì ta tèssera jèmata tou Mèrou I. (Upoqrewtik� ta 1.1. kai 1.2.)(3) DÔo apì ta tr�a jèmata tou Mèrou II. (Upoqrewtik� to 2.1.)(4) To jèma tou Mèrou III mpore�te na to af sete teleuta�o.

⋆ Dieukrinistikè (kai mìno) erwt sei ep� twn jem�twn, ja dèqomai sto grafe�o mouthn Pèmpth 10/06/2010 kai mèqri ti 12:00.
⋆ Parad¸ste to graptì sa sto grafe�o mou mèqri thn Paraskeu  11/06/2010 kai ¸ra12:00 akrib¸.
⋆ Parakal¸ jerm¸ ìpw to graptì sa e�nai taktikì kai euan�gnwsto. Oi apant seisa na e�nai to dunatìn sÔntome men, akribe� de.
z H sunergas�a metaxÔ sa den enjarrÔnetai kajìlou!Bajmologia (Endeiktikh)(1) Γ−: Mèro 0.(2) Γ: Mèro 0 kai èna jèma apì to Mèro I(3) Γ+: Mèro 0 kai dÔo jèmata apì to Mèro I.(4) B−: Mèro 0 kai Mèro I.(5) B − B+: Mèro 0, Mèro I kai èna jèma tou Mèrou II.(6) B+ − A: Mèro 0, Mèro I, Mèro II.(7) A+: 'Ola ta Mèrh.
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2 I.D. PLAT�HSMero 00.1. 'Estw h eidik  grammik  om�da
SL(2, R) =

{
A =

[
a b
c d

]
∈ GL(2, R) : ad − bc = 1

}
.De�xte ìti h SL(2, R) e�nai 3�di�stath pollaplìthta emfuteÔont� thn ston R

4.0.2. 'Estw F : R
3 −→ R

2 me
F (x, y, z) = (x3 + y3 + z3, 3x2 + 3y2 + 3z2 + 1).a) Upolog�ste thn F∗ se k�je shme�o tou R

3 gr�fonta epakrib¸ ta
F∗

(
∂

∂x

)
, F∗

(
∂

∂y

)
, F∗

(
∂

∂z

)
.b) Prosdior�ste ta sÔnola st�jmh th F pou e�nai omalè upopollaplìthte tou R

3.0.3. 'Estw Mn le�a pollaplìthta. De�xte ta akìlouja.(1) An X, Y ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M) tìte
[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X.(2) An (U, φ = (x1, . . . , xn)) q�rth th M me

X =

n∑

i=1

ai ∂

∂xi
, Y =

n∑

i=1

bi ∂

∂xi
,tìte sto U e�nai

[X, Y ] =

n∑

i,j=1

(
ai ∂bj

∂xi
− bi ∂aj

∂xi

)
∂

∂xj
.0.4.(1) Poie apì ti parak�tw morfè tou R

3 e�nai kleistè kai poiè akribe�?
ω1 = yzdx + xzdy + xydz, ω2 = xy2dx ∧ dy + zx2dz ∧ dx.(2) 'Estw B3 h kleist  monadia�a Eukle�deia mp�lla, eidwmènh san (prosanatolismènh)pollaplìthta me sÔnoro thn S2. Upolog�ste to

∫

S2

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy.0.5. De�xte ìti o tupikì �tla tou pragmatikoÔ probolikoÔ q¸rou RP n e�nai prosanatoli-smèno ìtan o n e�nai perittì.



POLLAPLOTHTES�TELIKH EXETASH 3Mero I1.1. 'Estw h monadia�a sfa�ra Sn = {x ∈ R
n+1 : ‖x‖ = (

∑n
i=0(x

i)2)
1/2

= 1}.a) KalÔyte thn sfa�ra Sn me dÔo q�rte:
φN : UN = Sn \ {N = (1, 0, . . . , 0)} → R

n, x 7→ (x1, . . . , xn)

1 − x0
,

φS : US = Sn \ {S = (−1, 0, . . . , 0)} → R
n, x 7→ (x1, . . . , xn)

1 + x0kai de�xte ìti h sullog  A1 = (UN , φN), (US, φS) or�zei ènan C∞ �tlanta sthn Sn.b) Gr�yte analutik� ton �tlanta A2 pou prokÔptei gia thn Sn apì thn sun�rthsh
f : R

n+1 −→ R, x 7→ ‖x‖kai de�xte ìti oi A1, A1 e�nai C∞ sumbato�.1.2. 'Estw M1, M2 le�e pollaplìthte. De�xte ta akìlouja.(1) An F : M1 −→ M2 e�nai le�a, tìte kai h F∗ : T (M1) −→ T (M2) e�nai le�a.(2) H efaptìmenh dèsmh T (M1 ×M2) e�nai amfidiaforik  me to ginìmeno T (M1)×T (M2).(3) Oi fusiologikè probolè πi : M1 × M2 −→ Mi, i = 1, 2 or�zoun 1�1 omomorfismoÔalgebr¸n
π∗ : H∗(Mi) −→ H∗(M1 × M2), i = 1, 2.1.3. Qrhsimopoie�ste thn apeikìnish F : S2 −→ R

6 ìpou
(x, y, z) 7→ (x2, y2, z2,

√
2yz,

√
2zx,

√
2xy),gia na apode�xete ìti h S2 e�nai upopollaplìthta tou R

6. Qrhsimopoi¸nta thn sqèsh th S2me ton probolikì q¸ro RP 2, de�xte ìti o RP 2 emfuteÔetai entì tou R
6.1.4. 'Estw F : M −→ M ′ m�a le�a apeikìnish le�wn pollaplot twn kai X, X ′, F−susqetizìmenadianusmatik� ped�a twn M, M ′ ant�stoiqa.(1) De�xte ìti an c e�nai oloklhrwtik  kampÔlh tou X, tìte h c′ = F ◦c e�nai oloklhrwtik kampÔlh tou X ′.(2) 'Estw M = M̃/ ∼ m�a pollaplìthta phl�ko kai π : M̃ −→ M h kanonik  probol (bÔjish). Apode�xte ìti an c̃ oloklhrwtik  kampÔlh enì X̃ ∈ X(M̃) tìte h c = π ◦ c̃e�nai oloklhrwtik  kampÔlh tou X = π∗X̃.(3) 'Estw M̃ = R

2 kai M = R
2/ ∼ ìpou:

(x1, y1) ∼ (x2, y2) an up�rqoun a, b ∈ Z : x2 = x1 + a, y2 = y1 + b.Efarmìste to prohgoÔmeno apotèlesma gia na bre�te ti oloklhrwtikè kampÔle tou
π∗X, ìpou

X =
∂

∂x1
+

∂

∂x2
.



4 I.D. PLAT�HSMero II2.1. M�a n−di�stath le�a pollaplìthta M lègetai ìti èqei tetrimmènh efaptìmenh dèsmhe�n up�rqei amfidiafìrish
θ : T (M) −→ M × R

ntètoia ¸ste π1 ◦θ = π (π1 : M ×R
n → M , π : T (M) → M oi probolè) kai, gia k�je p ∈ Mo periorismì th θ ston Tp(M) e�nai grammik  apeikìnish.a) De�xte ìti Mn èqei tetrimmènh efaptìmenh dèsmh an up�rqoun n dianusmatik� ped�a

X1, . . . , Xn sthn M ¸ste gia k�je p ∈ M to sÔnolo twn dianusm�twn {X1(p), . . . , Xn(p)}apotele� b�sh tou Tp(M).b) Efarmìste to a) gia na de�xete ìti h S1 èqei tetrimmènh efaptìmenh dèsmh. Qrei�zetai nabebai¸sete mìno (giati?) ìti h S1 èqei èna poujen� mhdenikì dianusmatikì ped�o X. Jewre�stethn apeikìnish
X : S1 −→ T (S1) →֒ T (R2)|S1, v 7→ (Av)vìpou

Av =

[
0 −1
1 0

]
vkai de�xte ìti d�dei to zhtoÔmeno ped�o. ErmhneÔste gewmetrik� (me sq ma) to ped�o X.g) 'Estw o n−tìro T

n = S1×· · ·×S1. De�xte (kai me thn bo jeia th 1.2.2 ) ìti h T (Tn)e�nai amfidiaforik  me thn T
n × R

n.2.2. `Estw F : Mm −→ Nn le�a apeikìnish kai P p omal  upopollaplìthta th N . Lème ìtih F e�nai egk�rsia sto P an gia k�je p ∈ F−1(P ) isqÔei
F∗,p(Tp(M)) + TF (p)(P ) = TF (p)(N).De�xte ìti an F−1(P ) 6= ∅, tìte to F−1(P ) e�nai omal  upopollaplìthta th M di�stash

n − p.(Upìdeixh: Mpore�te na perioriste�te sthn per�ptwsh ìpou M = R
m kai N = R

m. An
p ∈ F−1(P ) p�rte ènan prosarmosmèno q�rth th N gia to gÔrw apì to F (p). Katìpinjewre�ste thn kanonik  bÔjish

π : R
n −→ R

n−pkai de�xte me ton kanìna th aluss�da ìti to 0 e�nai omal  tim  th H = π ◦ F .)2.3.(1) Apode�xte ìti h xènh ènwsh R
n ⊔ R

n dÔo antigr�fwn tou R
n e�nai sustalt , apodei-knÔonta ìti èqei ton �dio omotopikì tÔpo me tuqìn shme�o.(2) M�a le�a pollaplìthta M lègetai ìti èqei èna aplì k�lumma Uα, α ∈ I arijm simo,an e�nai topik� peperasmèno, kai k�je mh ken  peperasmènh tom 

U = Uα0
∩ · · · ∩ Uαne�nai sustalt  me H∗(U) = H∗(Rn).Apode�xte ìti

Hk(Sn) =
{

R, k = 0, n
0 alloÔ,gia k�je n ≥ 1.



POLLAPLOTHTES�TELIKH EXETASH 5Mero III3.1. O astrikì isomorfismì tou Hodge ∗ : Ωk(Rm) −→ Ωn−k(Rn) or�zetai mèsw thapeikìnish twn stoiqe�wn twn b�sewn
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik 7→ sign(σ)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn−kìpou i1 < · · · < ik, j1 < · · · < jn−k kai σ h met�taxh (1, 2, . . . n) 7→ (i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k).a) Upolog�ste thn ∗ω ìpou

ω = a12dx1 ∧ dx2 + a13dx1 ∧ dx3 + a23dx2 ∧ dx3 ∈ Ω(R3).Poia e�nai h ∗ω an ω ∈ Ω(R4)?b) Epekte�nete me ton astrikì isomorfismì touHodge sthn per�ptwsh twn le�wn n�pollaplot twn
M : Doje�sh mia ω ∈ Ωk(M) or�ste thn ∗ω ∈ Ωn−k(M).

⋆: Ta upìloipa aforoÔn mìno thn per�ptwsh dim(M) = 2:g) AfoÔ gr�yete thn dr�sh tou ∗ topik� sta stoiqe�a th tuqoÔsa b�sh, apode�xte ìtio ∗ èqei ti ex  idiìthte: gia ω, φ e�nai k−morfè kai f 0�morf  (sun�rthsh) isqÔoun ta(1) ∗(ω + φ) = ∗ω + ∗φ, ∗(fω) = f(∗ω),(2) ∗ ∗ ω = (−1)3kω,(3) ω ∧ ∗φ = φ ∧ ∗ω,(4) ω ∧ ∗ω = 0 an kai mìno an ω = 0.d) De�xte ep�sh ìti an ω ∈ Ω1(M) èqei m�a topik  èkfrash th morf 
ω = Pdx + Qdy,tìte ∗(dω) = d(∗ω) = 0 an kai mìno an

Qx = Py kai Qy = −Px.e) Gia k�je k−morf  ω or�zoume to sun-diaforikì th δω (pou e�nai (k − 1)�morf ) apìthn
δω = (−1)2k+3 ∗ d ∗ ω.An ω, φ e�nai k−morfè tìte de�xte ìti(1) δ(ω + φ) = δω + δφ,(2) δδω = 0,(3) ∗δω = (−1)kd ∗ ω, dω = (−1)k+1δ ∗ ω.st) D¸ste ton orismì th sun-kleist  kai sun-akriboÔ morf . De�xte ìti m�a sun-akrib  morf  e�nai sun-kleist  kai katìpin jewre�ste tou dianusmatikoÔ q¸rou

H̄k(M) = Z̄k(M)/B̄k(M), k = 0, 1, 2,ìpou Z̄k(M), B̄k(M) e�nai oi q¸roi twn sun-kleist¸n kai sun-akrib¸n morf¸n t�xh k ant�-stoiqa. Apode�xte ìti h epagìmenh sunomolog�a e�nai isìmorfh me thn sunomolog�a deRhamth M .


