
Kef�laio 11Stoiqe�wn Bibl�o e': H genik jewr�a twn analogi¸n
11.1 Oi analog�e èxw apì ta majhmatik�M�a apì ti kÔrie anakalÔyei tou Pujagìra  tan h sqèsh metaxÔ twn mou-sik¸n armonik¸n kai twn lìgwn twn tmhm�twn tou monoqìrdou; h aploÔsterh tan 2:1 gia thn okt�ba. 'Eqoun grafe� poll� gia autì to jèma.1 Parak�twja mil soume gia thn epirro  tou sthn arqitektonik  kai ti tèqne.Mèro th gewmetrik  orolog�a èqei proèljei apì thn oikodomik  tèqnh,ìpou  tan apara�thta ta akrib  sqèdia. GÔrw sto 540 p.Q. qt�sthke o naìtou Apìllwna sthn Kìrinjo. E�nai o palaiìtero gnwstì naì me kajar analog�a m ko : pl�to = pl�to : Ôyo.O naì tou Diì sthn Olump�a, qtismèno gÔrw sto 450 p.Q. kubern�tai apìthn analog�a 1 : 2. O naì tou Parjen¸na, qtismèno apì ton Ikt�no kai tonKallikr�th sta 447-432 p.Q. br�jei apì ton lìgo 9 : 4, dhlad  autìn twnmikrìterwn tetr�gwnwn arijm¸n. Pr�gmati e�nai metaxÔ �llwn,

81 : 36 = m ko : pl�to = pl�to : Ôyo = 36 : 16.Per�pou thn �dia epoq , o PolÔkeito kai o Feide�a, ègrayan m�a diatrib  giati analog�e tou anjr¸pinou s¸mato, me t�tlo Kan¸n, h opo�a dustuq¸q�jhke. O Pl�twn sto Sofist  lègei:1Κοιτάξτε λ. χ. την ιστοσελίδα
http://www.musicheaven.gr/html/modules.php?name=News&file=article&sid=2190115



116 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IESTo tèleio par�deigma (gia thn shmas�a twn analogi¸n) ègkeitai sto ìti apìautè, fti�qnetai èna ant�grafo sÔmmorfo me ti analog�e tou prwtotÔpouse ìle ti trei diast�sei.O Aristotèlh e�qe ti analog�e se meg�lh ekt�mhsh. Akìma kai th di-kaiosÔnh thn or�zei san analog�a sta Hjik� Nikom�qeia.2 Sto �dio bibl�oo Aristotèlh anafèrei ti pio teqnikè diadikas�e th enallag  kai thsÔnjesh tou lìgou pou ja exhghjoÔn parak�tw stou OrismoÔ 12 kai 14.Kat� ton Eratosjènh ton Kurhna�o,3 oi analog�e e�nai o enopoihtikìdesmì twn majhmatik¸n episthm¸n. H epidèxia qr sh twn analogi¸n up rxeèna kÔrio ergale�o twn majhmatik¸n èw thn epoq  tou Galila�ou kai touNeÔtwna pou ti qrhsimopo�hsan me anupèrblhto trìpo.'Isw fa�netai par�xeno, all� oi analog�e up�rqoun kai sthn Kain  Dia-j kh. To Kat� Iw�nnh Euaggèlio xekin� w ex : En arq  hn o Lìgo kaio Lìgo hn pro ton Jeìn kai Jeì hn o Lìgo. OÔto hn arq  pro tonJeìn...11.2 Genik� sqìlia per� tou Bibl�ou e'Sto Bibl�o e' den up�rqoun diakritè par�grafoi. 'Eqei mìno èna antike�meno:thn jewr�a twn analogi¸n gia genikìtera megèjh. 'Ena sqìlio ma lègei ìtita jewr mata tou Bibl�o e' e�nai tou EÔdoxou tou Kn�diou kai mporoÔme naupojèsoume ìti to �dio isqÔei kai gia tou orismoÔ. Tr�a e�nai ta shme�a pouja upogramm�soume:1. To Bibl�o e' èqei ton pio afhrhmèno qarakt ra apì ìla ta �lla bibl�atwn Stoiqe�wn. Oi prot�sei tou efarmìzontai se di�forwn eid¸n me-gèjh ìpw euje�e, epif�neie, stere� gwn�e, k.l.p. Lìgw tou uyhloÔepipèdou twn afhrhmènwn ide¸n, to Bibl�o e' e�nai to pio kontinì stiplatwnikè idèe.2Βέβαια, οι απόψεις του για την κοινωνική δικαιοσύνη και την κατανομή των φόρων είναι
αρκετά διαφορετικές από τις σύγχρονες: Η δικαιοσύνη είναι μία κατανομή χρημάτων από το
δημόσιο ταμείο, που ακολουθεί τον ίδιο λόγο με αυτόν που έχουν οι αντίστοιχες συνεισφορές
(του καθενός πολίτη προς το δημόσιο ταμείο) μεταξύ τους.3(∼ 250 − 200 π.Χ.) Υπήρξε βιβλιοθηκάριος της Βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας. Φίλος
του Αρχιμήδη, διατηρούσε αλληλογραφία με αυτόν. Είναι γνωστός για το κόσκινό του,
μία διαδικασία που δίδει τους πρώτους αριθμούς μέχρι ένα δοθέντα φυσικό n, και για την
μέτρηση -με σφάλμα λίγων χιλιομέτρων- του Ισημερινού της Γης με την χρήση σφαιρικής
τριγωνομετρίας.



11.3. ANALOG�IES: S�UGQRONH EKDOQ�H 1172. To Bibl�o e' e�nai anex�rthto apì ta prohgoÔmena bibl�a twn Stoiqe�wn.Ja mporoÔse na e�nai e�te monograf�a, e�te eisagwg  k�poiwn �Stoiqe�wn�grammènwn apì th sqol  tou Eudìxou. H jèsh tou entì tou èrgou touEukle�dh, ano�gei thn pÔlh th gewmetr�a th omoiìthta sto Bibl�ost'.3. Opwsd pote, h afhrhmènh je¸rhsh twn analogi¸n, den ja mporoÔsena apotelèsei thn pr¸th diapragm�teus  tou apì tou 'Ellhne ma-jhmatikoÔ. Mpore� mìno na eikasje�, ìti o Lèwn kai o Ippokr�thja parèjetan diafìrwn eid¸n jewr mata ep�nw sti analog�e sta dik�tou Stoiqe�a.Up�rqoun dÔo diaforetik� jèmata pou ja ma apasqol soun sthn perai-tèrw suz thsh tou Bibl�ou e'. To pr¸to èqei na k�nei me thn afhrhmènh fÔshkai ta lept� shme�a tou orismoÔ twn megej¸n pou �e�nai ston �dio lìgo�. TodeÔtero e�nai eukolìtero; afor� sthn exoike�wsh ma me ton diaisjhtikì qara-kt ra twn diafìrwn prot�sewn pou diatup¸nontai me afhrhmèno trìpo. Autìja to epitÔqoume me thn qr sh th �lgebra. Ja asqolhjoÔme pr¸ta me todeÔtero jèma.11.3 Oi analog�e se sÔgqronh ekdoq Sto ex  ìla ta gr�mmata ja anaparistoÔn m kh tmhm�twn kai ja ta metaqei-rizìmaste san (jetikoÔ) pragmatikoÔ arijmoÔ.Arijmhtik�, mporoÔme na or�soume ìti o lìgo a : b tou a pro to b e�naito kl�sma a

b
kai ètsi

a : b = c : d ⇔
a

b
=

c

d
⇔ ad = bc.Gewmetrik�, kai akolouj¸nta ton Eukle�dh, af noume ton lìgo qwr� orismìkai apl¸ ton anaparistoÔme w thn kl�sh th diagwn�ou se èna orjog¸niope pleurè a kai b. Lègoume tìte ìti ta a, b kai c, d e�nai ston �dio lìgo e�ne�nai gÔrw apì thn �dia diag¸nio (Sq ma 11.1.)Blèpoume ìti to per�fhmo Sq ma th Prìtash a' 43 emfan�zetai xan�.Lìgw aut  th Prìtash èqoume ad = cb. Lìgw kai th Prìtash e' 16èqoume ep�sh ad = cb. 'Ara, pa�rnoume autì pou sto sqole�o ma maja�nounw �qiast��

a : b = c : d ⇔ ad = bc.



118 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IES
Sq ma 11.1: O gewmetrikì orismì th isìthta lìgwn.A doÔme l�go thnPrìtash e' 16.4

a : b = c : d ⇔ a : c = b : d.Arijmhtik  apìdeixh.
a : b = c : d ⇔ ad = bc,

a : c = b : d ⇔ ad = cb.Lìgw th metajetikìthta tou pollaplasiasmoÔ twn arijm¸n, èqoume bc = cbkai prokÔptei to zhtoÔmeno. 2Sth sÔgqronh gewmetr�a, h met�jetikìthta ston pollaplasiasmì twn a-rijm¸n e�nai isodÔnamh me thn metajetikìthta ston pollaplasiasmì twn sun-tetagmènwn, pr�gma pou jesmojete� to isqurìtero gewmetrikì ax¸ma.5 'Etsi,den e�nai par�xeno pou h e' 16 èqei shmantikè efarmogè.To parak�tw sq ma ma de�qnei ìti h e' 16 den e�nai profan ; l.q. totm ma b mpore� na topojethje� me dÔo trìpou.'Ena �llo shmantikì mèso gia ton qeirismì twn analogi¸n e�nai h sunepa-gwg  ex isìthta:4Θα μπορούσαμε να διατυπώσουμε την Πρόταση αυτή και ως εξής: Η αναλογία παραμένει
αναλλοίωτη από την εναλλαγή των μέσων της.5Θεώρημα του Πάππου.



11.3. ANALOG�IES: S�UGQRONH EKDOQ�H 119
Sq ma 11.2: Prìtash e' 16.Prìtash e' 22.
a : b = r : skai
b : c = s : t

}

⇒ a : c = r : t.Arijmhtik�, autì e�nai aploÔstato. Pollaplasi�zoume kat� mèlh kai apale�-foume. Gewmetrik� ìmw, e�nai polÔ pio endiafèron. 'Estw dÔo ìmoia tr�gwname pleurè a, b, c kai r, s, t. (Sq ma 11.3.)

Sq ma 11.3: Ex isìthto!.Ta tr�a zeÔgh twn ant�stoiqwn gwni¸n e�nai �sa. Epeid  to �jroisma twngwni¸n e�nai anallo�wto, arke� h isìthta dÔo zeug¸n. All� omoiìthta shma�neiep�sh ìti oi lìgoi twn ant�stoiqwn pleur¸n e�nai �soi.6 H sunepagwg  exisìthta ma lègei ìti arkoÔn na e�nai �soi oi dÔo lìgoi.6Πρόταση στ΄ 4 και 5.



120 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IES11.4 Oi orismo� tou Bibl�ou e'Orismo�1. 'Ena mègejo e�nai mèro enì megèjou, to mikrìtero tou megalÔte-rou, an metr� to megalÔtero.2. To megalÔtero e�nai pollapl�sio tou mikrìterou, an metr�tai apìto mikrìtero.O Eukle�dh den kajor�zei ti e�nai to mègejo, kai or�zei to �mèro � kaito �pollapl�sio apì th �mètrhsh� h opo�a ep�sh den or�zetai. Sti Prot�seie' 1-6 anaptÔssei ti idiìthte th �mètrhsh �   tou pollaplasiasmoÔ enìmegèjou a me èna fusikì arijmì n ètsi ¸ste na p�rei ton na.3. 'Ena lìgo e�nai enì e�dou sqèsh metaxÔ dÔo omogen¸n megej¸npou afor� to phl�ko tou.P�li, o lìgo fa�netai na e�nai tìso jemeli¸dh gia ton Eukle�dh, ìpwkai ta sÔnola gia èna sÔgqrono majhmatikì. To ti shma�nei �omogen  megèjh�prokÔptei apì sugkekrimèna parade�gmata kai g�netai pio sugkekrimèno stonepìmeno orismì. Oi gwn�e e�nai omogen  megèjh; to �dio kai oi euje�e, taembad� k.l.p. To �phl�ko� èqei na k�nei me m�a grammik  di�taxh twn omogen¸nmegej¸n, kai p�sw apì ton Orismì 3 krÔbetai èna ax�wma ìti h di�taxh e�naiArqim deia. Autì shma�nei ìti ta apeirost� megèjh ìpw oi keratoeide� gw-n�e exairoÔntai. 7 Se sÔgqronh gl¸ssa, o parak�tw Orismì 4 metafr�zetaiw ex : O lìgo a : b up�rqei e�n up�rqoun arijmo� n, m tètoioi ¸ste na > bkai mb > a.4. (DÔo) Megèjh lègetai ìti èqoun lìgo to èna pro to �llo, e�ne�nai dunatì ìtan pollaplasiastoÔn8 na uperboÔn to èna to �llo.5. Megèjh lègetai ìti e�nai ston �dio lìgo, to pr¸to pro todeÔtero kai to tr�to pro to tètarto, ìtan opoiad pote isopolapl�sia kaian lhfjoÔn tou pr¸tou kai tou tr�tou e�nai ant�stoiqa �sa me galÔtera,  mikrìtera apì opoiad pote isopolapl�sia kai an lhfjoÔn tou tr�tou kai toutètartou, kaj' oiond pote trìpo kai an g�nei o pollaplasiasmì autì.6. Megèjh pou èqoun ton �dio lìgo, kaloÔntai an�loga.O Orismì 5 e�nai kentrikì gia to Bibl�o e'. A doÔme ti lègei algebrik�:7Με άλλα λόγια, λόγοι όπως 0

0
εξαιρούνται.8Το καθένα με κάποιο φυσικό αριθμό.



11.5. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU E� 121'Estw a, b, c, d tèssera megèjh kai m, n fusiko� arijmo�. Tìte e�nai a : b =
c : d an gia k�je m, n

na > mb ⇔ nc > md,

na = mb ⇔ nc = md,

na < mb ⇔ nc < md.A p�me èna b ma parak�tw kai a to sundèsoume autì me th sÔgqronh jewr�atwn pragmatik¸n arijm¸n. A e�nai a, b, c, d ∈ R me
a : b = ab−1 = x,

c : d = cd−1 = y.Tìte, gia thn pr¸th apì ti trei sqèsei tou orismoÔ èqoume,
na > mb ⇔ nc > md,

a >
m

n
b ⇔ c >

m

n
d,

x = ab−1 >
m

n
⇔ y = cd−1 >

m

n
gia k�je rhtì r =

m

n
.Sth gl¸ssa twn sunìlwn autì ma lègei ìti oi jetiko� arijmo� x, y or�zontaina e�nai �soi e�n to sÔnolo ìlwn twn rht¸n r < x e�nai �so me to sÔnoloìlwn twn rht¸n r < y. 'Etsi, isìthta jetik¸n arijm¸n or�zetai w isìthtasunìlwn. ToÔto omoi�zei me thn kataskeu  tou Dedekind twn pragmatik¸n,me m�a ousi¸dh diafor�: O Eukle�dh xekin� p�ntote apì dojènta megèjh,en¸ o Dedekind agnoe� thn ek twn protèrwn Ôparxh (k�poiwn) pragmatik¸narijm¸n kai me shme�o ekk�nhsh tou rhtoÔ dhmiourge�9 tou pragmatikoÔ.11.5 Oi Prot�sei tou Bibl�ou e'Oi pr¸te èxi prot�sei tou Bibl�ou e' jewroÔn pollapl�sia megej¸n. E�-nai prokatarktikè gia ta kÔria jewr mata per� lìgwn kai analogi¸n. SesÔgqronh gl¸ssa, gia megèjh a, b, c, d kai fusikou arijmoÔ m, n, r, s:1. n(a + b) = na + nb,9Η φιλοσοφία την οποία ασπαζόταν ο Dedekind δεν είχε καμμία σχέση με την πλατωνική.

Κατά τον Πλάτωνα, όλα είναι ήδη δημιουργημένα, και εμείς απλώς τα ανακαλύπτουμε.



122 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IES2. (n + m)a = na + ma,3. n(ma) = (nm)a,4. a : b = c : d ⇒ (ra) : (sb) = (rc) : (sd),5. r(a − b) = ra − rb, (an a > b),6. (r − s)a = ra − sa, (an r > s).Ta parap�nw apoteloÔn k�poia apì ta sÔgqrona axi¸mata twn dianusmatik¸nq¸rwn. Ta megèjh pa�zoun to rìlo twn dianusm�twn kai oi fusiko� twnpragmatik¸n. H ennoiologik  diafor� metaxÔ arijm¸n kai dianusm�twn exhge�merik¸ giat� o Eukle�dh den efarmìzei aut  thn afhrhmènh jewr�a sto Bibl�ost' ìpou xekin� apì thn arq  ti analog�e gia tou arijmoÔ. H duskol�a e�naih �dia me to na perigrafe� to R w o dianusmatikì q¸ro ìpou ta stoiqe�a toue�nai tautìgqrona arijmo� kai dianÔsmata. Sti Prot�sei st' 7-11 oi lìgoiqeir�zontai san majhmatik� antike�mena, all� o Eukle�dh potè den jewre� ènalìgo w èna rhtì arijmì.Prot�sei e' 7/9.
a = b ⇔ a : c = b : c.

c = d ⇔ a : c = a : d.Prot�sei e' 8/10.
a > b ⇔ a : c > b : c.Prìtash e' 11.H isìthta twn lìgwn e�nai metabatik .Oi Prot�sei e' 12�25 e�nai per� tou qeirismoÔ twn analogi¸n; e�dame merik�parade�gmata sthn prohgoÔmenh par�grafo. Oi apode�xei merikè forè e�naiidia�tera teqnikè. Gia na p�roume m�a geÔsh ja doÔme ti Prot�sei e' 17 kai19, xekin¸nta apì thn



11.5. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU E� 123Prìtash e' 19.E�n èna ìlo e�nai w pro èna ìlo ìpw èna afairejèn tm ma e�nai w proèna afairejèn tm ma, to upìloipo ja e�nai pro to upìloipo ìpw to ìlo proto ìlo.Me thn gewmetrik  je¸rhsh to katalaba�noume amèsw:10
Sq ma 11.4: Gewmetrik  ermhne�a th Prìtash e' 19.O Eukle�dh qrhsimopoie� thn gl¸ssa twn tmhm�twn: èstw AB to ìlomègejo kai tm ma AE afaire�tai me upìloipo EB . . . tìte

AB : CD = BE : DF ⇒ EB : FD = AB : CD.Gia thn apìdeixh qrhsimopoie� ti e' 11, 16 (enallag ) kai 17 all� ìqi tonOrismì 5 analutik�. Autì to k�nei sthnPrìtash e' 17.E�n megèjh e�nai an�loga suntijèmena, tìte e�nai kai an�loga qwrizìme-na.11P�li o Eukle�dh qrhsimopoie� thn gl¸ssa twn tmhm�twn kai to sq maMe ton sumbolismì tou sq mato èqoume AE+EB = AB kai CF +FD =
CD. O isqurismì e�nai

AE : BE = CD : DF ⇒ AE : EB = CF : FD.10Παραλλαγή αυτής της Πρότασης είναι η ε΄ 26.11Μεταφράζουμε το συγκείμενα και το διαιρεθέντα του Ευκλείδη σε συντιθέμενα και χωρι-
ζόμενα αντίστοιχα. Αυτή η μετάφραση είναι ακριβώς στο πνεύμα του Heath που χρησιμοποιεί
τις λατινικές λέξεις composendo και separendo αντίστοιχα.



124 KEF�ALAIO 11. BIBL�IO E�: ANALOG�IESApìdeixh.Ja akolouj soume thn apìdeixh tou Eukle�dh sth sÔgqronh gl¸ssa.Prèpei na elègxoume ton Orismì 5 gia ta AE, EB, CF, DF dhlad 
nAE > mEB ⇒ nCF > mFD, kai ìmoia gia ta <, = . (11.1)W èna e�do gèfura metaxÔ twn parap�nw megej¸n, o Eukle�dh eis�geita nEB, nFD.

Sq ma 11.5: Apìdeixh th Prìtash e' 17: oi gèfure.Sto B ma 1 th apìdeixh qrhsimopoie� ti e' 1,2 gia na de�xei ti sqèsei
nAE + nEB = nAB

mEB + nEB = (m + n)EB

nCF + nFD = nCD

mFD + nFD = (m + n)FD.Sto B ma 2, dia mèsou th upìjesh
AB : BE = CD : DF,twn parap�nw pollaplas�wn kai tou OrismoÔ 5 pa�rnei

nAB > (n + m)EB ⇒ nCD > (n + m)FD (11.2)kai ìmoia gia ta = kai <.B ma 3. Gr�foume th sqèsh 11.1 w A ⇒ B kai èstw ep�sh
C : nAB > (n + m)EB.



11.5. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU E� 125Ta nEB afairoÔntai apì ta d'yo mèlh kai prokÔptei h
A : nAE > mEB.B ma 4. P�li apì thn C èpetai qrhsimopoi¸nta thn 11.2 ìti

nCD > (n + m)FD.Ta nCD afairoÔnta apì ta dÔo mèlh kai prokÔptei h
B : nCF > mFD.B ma 5. Apì to B ma 3 e�nai C ⇒ A kai apì to B ma 4 e�nai C ⇒ B. 'Aralègei o Eukle�dh, A ⇒ B. 2To emfanè logikì l�jo sto B ma 5 th apìdeixh den e�nai sobarì kaidiorj¸netai w ex : Sto B ma 3, xekin�me apì thn A kai de�qnoume thn

A ⇒ C. Apì to B ma 4 e�nai C ⇒ B, �ra A ⇒ B.Pèran toÔtou, h apìdeixh e�nai austhr . Up�rqei o Orismì pou prèpeina elegqje�, kai sumper�smata �ek tou sq mato � den epitrèpontai. Ep�sh,èqei m�a diaisjhtik ,   dhmiourgik  sunist¸sa. S�goura o orismì prèpei naelegqje�. All� p¸? Se autì to shme�o h idèa na qrhsimopoihjoÔn ta dÔotm mata gèfure HK = nEB kai MN = nFD odhge� sth lÔsh. K�poioendeqomènw na mpore� na k�nei k�poiou e�dou an�lush aut  th idèa, ìmwgenik�, den up�rqei sugkekrimènh diadikas�a pou na bohj�. H logik  kai hdhmiourgik  sunist¸sa diaplèkontai ed¸ se m�a kal  majhmatik  apìdeixh.
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