
Kef�laio 3Stoiqe�wn Bibl�o a': Basik Gewmetr�a
3.1 Perieqìmena tou Bibl�ou a'Orismo� 1�23 Basikè ènnoie or�zontai kai perigr�fontai.Axi¸mata 1�5,Koinè ènnoie 1�5 Ta axi¸mata kai oi koinè ènnoie e�naita axi¸mata th epipedometr�a.Prot�sei 1�26 A: Jemel�wsh th epipedometr�a qwr� thnqr sh twn parall lwn.Prot�sei 27�32 B: H jewr�a twn parall lwn eujei¸n.Gwn�e trig¸nou.Prot�sei 33�45 G: H jewr�a twn parallhlogr�mwn kai twnembad¸n tou.Prot�sei 46�48 D: To Pujagìreio Je¸rhma.15



16 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IA3.2 Orismo� kai axi¸mataO Eukle�dh dhmioÔrghse to montèlo enì majhmatikoÔ keimènou: Xekin� meepakrib¸ tupopoihmènou orismoÔ kai axi¸mata, katìpin suneq�zei me jew-r mata kai apode�xei. Apì thn arq  kajist� kajarì to per� t�no mil�,   d�deik�poiou e�dou perigraf  twn antikeimènwn th gewmetr�a. To k�nei autì methn pr¸th om�da orism¸n 1�9.Orismo�1. Shme�o e�nai autì pou den èqei mèro. 12. Gramm  e�nai m ko qwr� pl�to. 23. Ta �kra gramm  e�nai shme�a.
. . .8. Ep�pedh gwn�a e�nai h kl�sh dÔo temnìmenwn gramm¸n tou epipèdou pouden ke�ntai ep� th �dia euje�a. 39. 'Otan oi perièqouse th gwn�a grammè e�nai euje�e, h gwn�a kale�taieujÔgrammh.'Eqei suqn� parathrhje� ìti o Eukle�dh den qrhsimopoie� tou parap�nworismoÔ sti apode�xei twn prot�sewn pou akoloujoÔn. Oi orismo� auto�e�nai exhg sei pou prèpei na xekajar�zoun ston anagn¸sth thn shmas�a k�-je ìrou, all� den pa�zoun k�poio rìlo sta epagìmena sumper�smata. StonOrismì 8, oi grammè mpore� na e�nai kampulìgramme. Sto Bibl�o g' o Eu-kle�dh qrhsimopoie� gwn�e metaxÔ kÔklwn kai eujei¸n, all�, ende�xei giamegalÔterh dhmofil�a gwni¸n kampÔlwn gramm¸n up�rqoun perissìtero stoupro�Eukle�deiou qrìnou.Oi perissìteroi apì tou akìloujou orismoÔ e�nai suntomeÔsei kat�ton sÔgqrono trìpo, fer' eipe�n:Orismo�1Κατά τον Αριστοτέλη μέρος μεν ουν εστίν και του είδους δηλαδή, υπάρχει μέρος ακόμα

και στη μορφή. (Μετά τα Φυσικά, 1035 b 32). Κατά τον Πρόκλο, ο πρώτος ορισμός του
σημείου δόθηκε από τους Πυθαγορείους ως μονάς προσλαβούσα θέσιν. Κατά τον Πλάτωνα
σημείο είναι αρχή γραμμής.2Κατά τον Πρόκλο, γραμμή είναι μέγεθος εφ΄ εν διαστατόν, δηλαδή μονοδιάστατο μέγεθος.3΄Ενας αρχαιότερος ορισμός της γωνίας οφείλεται στον Απολλώνιο τον Περγαίο, σύμφωνα
με τον οποίο, γωνία είναι συναγωγή επιφανείας η στερεού προς ενί σημείω υπό κεκλασμένη
γραμμή ή επιφανεία.



3.2. ORISMO�I KAI AXI�WMATA 1719. . . . tr�pleura sq mata e�nai aut� pou perièqontai se trei euje�e . . . 420. Apì ta tr�pleura sq mata, isìpleuro tr�gwno e�nai autì pou èqei titrei pleurè tou �se, isoskelè tr�gwno e�nai autì pou èqei mìno ti dÔopleurè tou �se, kai skalhnì 5 tr�gwno e�nai autì pou èqei ti pleurè tou�nise.Kat� ton sÔgqrono formalismì, èna isìpleuro tr�gwno e�nai kai isoske-lè, all� ìqi gia ton Eukle�dh. Parìmoia, ston Orismì 22, èna orjog¸nio(pou kale�tai eke� eterìmhke) den e�nai tetr�gwno. Profan¸ apì m�a logik �poyh, e�nai protimìtero na sumperil�boume ta tetr�gwna sta orjog¸nia.Met� tou orismoÔ, o Eukle�dh proqwr� sta per�fhma ait mat� tou (a-xi¸mata). Ta sÔgqrona axi¸mata th gewmetr�a omoi�zoun arket� me taait mata aut�.Axi¸mata1. A èqei axiwje� ìti mpore� na aqje� euje�a gramm  apì k�je shme�o prok�je shme�o.2. Kai apì peperasmènh euje�a mpore� na paraqje� �peirh euje�a kat�suneq  trìpo.3. Kai mpore� na grafe� kÔklo pantì kèntrou kai k�je diast mato. 64. Kai ìle oi orjè gwn�e e�nai �se metaxÔ tou.75. [ To pèmpto a�thma ja suzhthje� qwrist� parak�tw.℄Ta ait mata 1 kai 2 ja mporoÔsan na diatupwjoÔn kat� ton sÔgqronotrìpo w ex : Dedomènwn dÔo diaforetik¸n shme�wn, up�rqei monadik  euje�apou pern� apì aut�. H èmfash tou Eukle�dh e�nai perissìtero sthn kataskeu kai ìqi sthn Ôparxh, h diafor� dhlad  e�nai ston trìpo kai ìqi sthn ous�a.AkoloujoÔn oi kat� ton Eukle�dh Koinè 'Ennoie. Autè e�nai axi¸ma-ta per� th sumperifor� genikìterwn megej¸n, kai ìqi mìno gewmetrik¸nantikeimènwn.4Ο διαχωρισμός των σχημάτων σε τρίπλευρα, τετράπλευρα κλπ. οφείλεται στον ίδιο τον
Ευκλείδη, αφού δεν απαντάται ούτε στον Πλάτωνα ούτε στον Αριστοτέλη.5Η λέξη σκαληνό προέρχεται είτε από το σκάζω (= κουτσαίνω) είτε από το σκολιός (=
επικλινής, λοξός).6Εδώ διάστημα = ακτίνα, αν και ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί τον όρο διάστημα και για τη
διάσταση.7Το αίτημα αυτό είναι ισοδύναμο με την ισχύ της ισοδυναμίας των σχημάτων, ή με άλλα
λόγια, της ομογένειας του χώρου.



18 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAKoinè ènnoie1. Ta pro to �dio pr�gma �sa pr�gmata, e�nai kai �sa metaxÔ tou.82. Kai e�n �sa pr�gmata prostejoÔn se �sa pr�gmata, ta sunolik� pr�g-mata e�nai �sa.3. Kai e�n apì �sa pr�gmata afairejoÔn �sa pr�gmata, ta upoleipìmenapr�gmata e�nai �sa.4. Kai ta efarmìzonta metaxÔ tou pr�gmata e�nai �sa metaxÔ tou.95. Kai to ìlon e�nai megalÔtero tou mèrou.Pollo� suggrafe� parat rhsan thn anep�rkeia twn axiwm�twn tou Eu-kle�dh se sÔgkrish me ta sÔgqrona jemèlia th gewmetr�a. To plèon profa-nè shme�o e�nai h apous�a opoiasd pote skèyh gia thn di�taxh twn shme�wnp�nw se m�a gramm ,   th ènnoia tou �metaxÔ�. O Eukle�dh qrhsimopoie�ìle ti upojèsei per� thn di�taxh twn shme�wn ep�nw se m�a diaisjhtik  b�-sh. Par' ìla aut�, kat� kanèna trìpo den mei¸netai to èrgo tou Eukle�dh kaito basikì tou katìrjwma: Sta majhmatik�, k�poio prèpei na xekin sei apìanalutik� tijèmene arqè kai na par�gei ìla ta epìmena sumper�smata apìti arqè autè.3.3 Bibl�o a', Mèro A: JemèliaTa ousiastik� perieqìmena tou Mèrou A tou Bibl�ou a' e�nai pr¸ta ta basik�jewr mata isìthta trig¸nwn kai stoiqei¸dei kataskeuè, ìpw h diqotìmh-sh gwni¸n kai eujugr�mmwn tmhm�twn, kai deutereuìntw k�poie prot�seiper� �megalÔterwn' sqèsewn twn gwni¸n kai twn pleur¸n enì trig¸nou, poubas�sontai sthn a' 16 kai koruf¸nontai me thn trigwnik  anisìthta a' 20.8Κατά τον Αριστοτέλη, κανείς προσπαθεί να αποδείξει αξιώματα μόνον από αδημοσύνη.
Σαν παράδειγμα, ο Πρόκλος παραθέτει την ακόλουθη ‘απόδειξη’ του Απολλωνίου, της κοινής
έννοιας 1: Ας είναι A = B και B = C. Λέγω ότι A = C. Διότι, εφ΄ όσον A = B, τα A, B

καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο, και εφ΄ όσον B = C τα B, C καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο.
΄Αρα A = C.
Η απόδειξη αυτή εμπεριέχει τις επιπλέον υπόθεσεις ότι α) A = B αν και μόνο εάν τα A, B

καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο και β) πράγματα που καταλαμβάνουν τον ίδιο χώρο με κάποιο
άλλο πράγμα καταλαμβάνουν και τον ίδιο χώρο μεταξύ τους. Με άλλα λόγια προσπαθείται
να εξηγηθεί το προφανές με κάτι περισσότερο ομιχλώδες, αφού ο χώρος είναι μία ποσότητα
πιο ‘δύσκολη’ από τα καθεαυτά πράγματα του ίδιου του χώρου.9Τούτη η κοινή έννοια νομιμοποιεί την χρησιμοποίηση της εναπόθεσης για την απόδειξη
της ισότητας δύο σχημάτων που έχουν τα αναγκαία μέρη αντίστοιχα ίσα.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 19Oi arqikè prot�sei de�qnoun pw kataskeu�zetai èna isìpleuro tr�gwnokai pw antigr�foume tm mata qwr� na ta metakinoÔme. Oi leptè kataskeuèsti a' 2,3 bas�zontai eujèw sta Axi¸mata 1,2 kai 3. H Prìtash a' 4 e�nai topr¸to shmantikì je¸rhma, to krit rio isìthta th perieqìmenh gwn�a.Prìtash a' 4E�n dÔo tr�gwna èqoun ti dÔo pleurè kai ti perieqìmene upì twn �swnpleur¸n gwn�e ant�stoiqa10 �se, tìte èqoun kai ti b�sei �se kai ta dÔo tr�-gwna e�nai �sa kai oi loipè gwn�e apì ti opo�e oi �se pleurè upote�nontaie�nai ant�stoiqa �se me ti loipè gwn�e .'Estw dÔo tr�gwna ta ABG, DEZ pou èqoun ti dÔo pleurè AB, AG �seant�stoiqa me ti DE, DZ, dhlad , thn AB me thn DE kai thn AG me thn DZ.Kai èstw ìti h gwn�a BAG e�nai �sh me thn EDZ. Lègw ìti kai h b�sh BG e�nai�sh me thn b�sh EZ, kai to tr�gwno ABG e�nai �so me to tr�gwno DEZ, kai oiloipè gwn�e apì ti opo�e upote�nontai oi �se pleurè e�nai ant�stoiqa �seme ti loipè gwn�e, dhlad  h ABG e�nai �sh me thn DEZ kai h AGB e�nai �shme thn DZE.
Sq ma 3.1: Prìtash a' 4.Prin p�me sthn apìdeixh a exet�soume orismène idiaiterìthte tou trìpougraf  tou Eukle�dh. P�nta ekjètei ta jewr mat� tou me dÔo trìpou: arqik�me genik� lìgia, kai me m�a deÔterh for� eidikeÔei katadeiknÔonta shme�a,grammè, gwn�e, k.o.k. me di�fora gr�mmata.11 PolÔ suqn� to je¸rhma10Αντί του ‘μία προς μία’ που αντιστοιχεί στο Ευκλείδειο ‘ εκατέρα εκατέρα’ προτιμούμε

στο εξής το αντίστοιχα.11Αυτό γίνεται και στις μέρες μας: Θεώρημα: Μία συνεχής πραγματική συνάρτηση απει-
κονίζει κλειστά διαστήματα σε κλειστά διαστήματα. ΄Εστω [a, b] ένα κλειστό διάστημα και
f : [a, b] → R μία συνεχής. . .



20 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAsunodeÔetai apì kat�llhlo sq ma. M�a sugkekrimènh fr�sh qr zei peraitèrwepex ghsh: to tr�gwno ABG e�nai �so me to tr�gwno DEZ. Apl¸ shma�neiìti ta tr�gwna èqoun to �dio embadìn. O Eukle�dh qrhsimopoie� thn lèxh �embadìn� mìno peristasiak�.12Apìdeixh th Prìtash a' 4.Diìti e�n to tr�gwno ABG efarmoste�13 ep� tou trig¸nou DEZ kai toshme�o A teje� sto shme�o D, kai h euje�a AB ep� thn DE, tìte to shme�o Befarmìzei ep� to shme�o E afoÔ h AB e�nai �sh me thn DE.'Etsi, epeid  h AB efarmìzei ep� thn DE, h euje�a AG efarmìzei ep�shep� thn DZ lìgw tou ìti h gwn�a BAG e�nai �sh me thn EDZ.'Wste kai to shme�o G efarmìzei ep� to Z ep�sh diìti h AG e�nai �sh me thnDZ.All� kai to shme�o B efarmìzei ep� to E, ¸ste h b�sh BG efarmìzei ep�th b�sh EZ. Diìti e�n to B efarmìsei ep� to E kai to G ep� to Z, kai h b�shBG den efarmìsei ep� thn EZ, tìte dÔo euje�e grammè ja perièqoun embadìn,to opo�o e�nai adÔnato.14'Ara, h b�sh BG ja efarmìsei ep� thn EZ, kai ja e�nai �sh me aut n. 'Wstekai ìlo to ABG tr�gwno ja efarmìsei ep� ìlo to DEZ tr�gwno kai ja e�nai�so me autì, kai oi loipè gwn�e ja efarmìsoun ep� ti loipè gwn�e kai jae�nai �se me autè, dhlad  h ABG ja e�nai �sh me thn me thn DEZ kai h AGBme thn DZE.E�n �ra dÔo tr�gwna èqoun ti dÔo pleurè kai ti perieqìmene upì twn�swn pleur¸n gwn�e ant�stoiqa �se, tìte èqoun kai ti b�sei �se kai ta dÔotr�gwna e�nai �sa kai oi loipè gwn�e apì ti opo�e oi �se pleurè upote�-nontai e�nai ant�stoiqa �se me ti loipè gwn�e; ìper èdei de�xai.15 212Οι ΄Ελληνες ήξεραν πολύ καλά να μετρούν τις γαίες τους, και ήξεραν επίσης ότι οι
φοροεισπράκτορες του Φαραώ μετρούσαν τα χωράφια των Αιγυπτίων αγροτών με τρόπο που
δεν ήταν καθόλου προς όφελος των τελευταίων. Στα μαθηματικά, αποφεύγουν την έννοια
του ‘ εμβαδού’ προτιμώντας φράσεις όπως την παραπάνω, δηλαδή, ‘το ορθογώνιο είναι ίσο με
το ορθογώνιο’ κ.ο.κ.13εναποτεθεί.14Λόγω του Αξιώματος 1.15= το οποίο έπρεπε να αποδειχθεί. Ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί την φράση αυτή στο τέλος
όλων των αποδείξεων. Ο όρος χρησιμοποιείται αυτούσιος ως τις μέρες μας και στο εξής θα
γράφουμε απλώς Ο.Ε.Δ.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 21Sqìlia p�nw sthn apìdeixh th Prìtash a' 4H mèjodo apìdeixh th Prìtash a' 4 e�nai se pl rh antidiastol  me tileptomere� apode�xei twn prot�sewn a' 1�3. Ap' ìti blèpoume o Eukle�dhapl¸ enapojètei to tr�gwno ABG ep� tou trig¸nou DEZ me trìpo ¸ste toA na teje� ep� tou D, to B ep� tou E kai to G ep� tou Z kai apì ke� prokÔpteito sumpèrasma.Apì th m�a pleur�, h mèjodo th enapìjesh den èqei kamm�a b�sh staEukle�deia axi¸mata, all� apì thn �llh, praktik� t�pote den g�netai qwr�ta krit ria isìthta trig¸nwn. (Sthn Prìtash a' 8 akolouje�tai h �dia mèjo-do). Ousiastik� autì pou blèpoume ed¸ e�nai �llo èna ax�wma. SÔgqroneaxiwmatikè melète apì ton Q�lmpert kai �llou, katèdeixan ìti den up�rqeitrìpo na xeperaste� autì to d�llhma: E�te h Protash a' 4 ja prèpei na g�neiax�wma16   ja prèpei na qrhsimopoioÔme thn enapìjesh se k�poia ekdoq  pouja bas�zetai se èna a�thma Ôparxh k�poiwn stere¸n kin sewn tou epipèdou.Sto epìmeno zeÔgo prot�sewn a' 5�6 o Eukle�dh apodeiknÔei èna jeme-li¸de l mma per� isoskel¸n trig¸nwn pou qrhsimopoe�tai suqn� sta Bibl�aa'�st'.Prìtash a' 517Oi prì thn b�sh gwn�e twn isoskel¸n trig¸nwn e�nai �se. . . 18'Estw isoskelè tr�gwno to ABG pou èqei �sh thn pleur� AB me thnpleur� AG. . . lègw, ìti h ABG gwn�a e�nai �sh me thn AGB. . .Prìtash a' 619E�n dÔo gwn�e trig¸nou e�nai �se, tìte kai oi pleurè pou upote�nontaiapì ti �se gwn�e e�nai �se.Gia thn apìdeixh, o Eukle�dh kataskeu�zei dÔo tr�gwna BGZ kai GHB:'Estw tuqa�o shme�o Z ep�nw sthn BD; kai èstw AH na èqei afaireje� apìthn AE kai na e�nai �sh me thn AZ. En¸noume ti euje�e ZG, HB.16 ΄Οπως προτείνει ο Ράσσελ στα Principia Mathematica.17Σύμφωνα με τον Πρόκλο, η απόδειξη αυτής της πρότασης οφείλεται στον Θαλή. Μία
προ–Ευκλείδεια απόδειξη που χρησιμοποιεί ‘μεικτέσ’ γωνίες και οφείλεται στον Αριστοτέλη
παρατίθεται στον Heath, vol. I–II, p.252.18Παραλείπουμε το επόμενο συμπέρασμα που λέει ότι και οι εξωτερικές γωνίες είναι ίσες.19Είναι η αντίστροφη της α΄ 5.



22 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IA

Sq ma 3.2: Prìtash a' 5.Sta epìmena dÔo b mata de�qnetai pr¸ta h isìthta twn trig¸nwn △AZGkai △AHB di� tou krithr�ou th perieqìmenh gwn�a, kai met�, p�li apì to�dio krit rio h isìthta △BZG=△GHB:1. 'Eqoume ∠ZAG=∠HAB kai AZ=AH apì kataskeu , kai AG=AB, �ra
△AZG=△AHB kai eidikìtera BH=GZ kai ∠BZG=∠GHB.2. Apì kataskeu  èqoume ìti BZ=GH; epiplèon, h BG e�nai koin  pleur� kaiapì to (1) èqoume ∠ZBG=∠GHB; �ra apì to krit rio th perieqomènhgwn�a prokÔptei △GHB=△BZG.Kai katal gei o Eukle�dh:E�n dÔo tr�gwna èqoun ti dÔo pleurè ant�stoiqa �se kai ti perieqìme-ne apì ti �se euje�e gwn�e ant�stoiqa �se, tìte èqoun kai ti ant�stoiqeb�sei �se, kai ta dÔo tr�gwna e�nai �sa, kai oi loipè gwn�e oi opoiè upote�-nontai apì ti �se pleurè e�nai �se me ti ant�stoiqe loipè gwn�e, O.E.D.

2. Ax�zoun na sqoliasjoÔn oi dÔo parak�tw trìpoi apìdeixh th Prìtasha' 5. H pr¸th ofe�letai ston Prìklo pou jewre� shme�a D kai E ep�nw stiAB, AG ant�stoiqa, ant� na proekte�nei ti AB, AG. Kat� ta �lla akolouje�thn apìdeixh tou Eukle�dh.O P�ppo d�dei thn parak�tw endiafèrousa apìdeixh:Apìdeixh th Prìtash a' 5.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 23'Estw ABG èna isoskelè tr�gwno, ìpou AB e�nai �sh me thn AG. Ajewr soume autì to tr�gwno w dÔo tr�gwna kai epiqeirhmatologoÔme w ex :AfoÔ AB=AG, kai AG=AB oi dÔo pleurè AB, AG e�nai ant�stoiqa �seme ti AG, AB. Ep�sh ∠BAG=∠GAB, diìti e�nai h �dia.'Ara ìla ta ant�stoiqa mèrh tou trig¸nou e�nai �sa, epakrib¸ BG=GB,
△ABG=△AGB, ∠ABG=∠AGB, ∠AGB=∠ABG, diìti oi �se pleurè AB, AGupote�nontai apì ti autè ti gwn�e. 'Ara oi par� thn b�sh gwn�e isoskeloÔtrig¸nou e�nai �se, O.E.D. 23.3.1 Prot�sei a' 7�15Sti Prot�sei 7 kai 8 o Eukle�dh apodeiknÔei to krit rio isìthta twntri¸n pleur¸n, qrhsimopoi¸nta thn mèjodo th enapìjesh gia deÔterh for�.Oi Prot�sei 9�15 e�nai afierwmène sti koinè kataskeuè kai prwtarqikèprot�sei th epipedometr�a: diqotìmhsh gwni¸n kai eujÔgrammwn tmhm�twn,kataskeu  mesokajètwn, paraplhrwmatik¸n kai orj¸n gwni¸n.Prìtash a' 16.E�n k�poia apì ti pleurè k�je trig¸nou proektaje�, h exwterik  gwn�ae�nai megalÔterh apì k�je m�a twn eswterik¸n kai apènanti gwni¸n.Isqurismì. α = ∠BAG< δ = ∠DGA.Kataskeu . DiqotomoÔme thn AG sto E, fèrnoume thn BE kai thnproekte�noume ètsi ¸ste BE=EZ, en¸noume to G me to Z, kai èstw α′ = ∠ZGE.Apìdeixh1. To tr�gwno ABE e�nai �so me to GZE apì to krit rio th perieqìmenhgwn�a. 'Ara α = α′2. All� h α′ e�nai mèro th δ. 'Ara α = α′ < δ apì thn koin  ènnoia 5,O.E.D. 2E�n o Eukle�dh e�qe sth di�jes  tou th jewr�a twn parall lwn se autìto shme�o, h Prìtash a' 16 ja proèkupte w tetrimmèno pìrisma th Prìtasha' 32 per� tou ajro�smato twn gwni¸n trig¸nou! Blèpoume ìmw pìso prose-ktik� proqwr�. A suzht soume se autì to shme�o th gènnesh th apìdeixhth Prìtash a' 16 me thn bo jeia twn parall lwn.
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Sq ma 3.3: Prìtash a' 16.
H apìdeixh e�nai pr�gmati eufu . K�poio mpore� na de� pw o suggrafèae�qe thn idèa: Apl� prosjèste thn AZ sto sq ma. A�fnh, blèpoume ènaparallhlìgrammo ABGZ p�sw apì thn apìdeixh th Prìtash a' 16. Se autìto st�dio ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume par�llhle kai na èqoume α =

α′; h AG tèmnei ti dÔo par�llhle AZ kai BG. Epiplèon to E ja e�nai to shme�otom  twn diagwn�wn. Par' ìla aut�, kai aut  e�nai h ousiastik  idèa, gia naapode�xoume thn Prìtash a' 16 e�nai dunatì na apofÔgoume ti par�llhle kaina qrhsimopoi soume to krit rio isìthta a' 4. 20Apì thn �llh, up�rqei èna q�sma sthn apìdeixh. O isqurismì ìti h α′e�nai mèro th δ den dikaiologe�tai apì ta axi¸mata. Epiplèon h prìtash denisqÔei se �lle gewmetr�e, ìpw l.q. h sfairik .2120Η επιδεξιότητα του Ευκλείδη φαίνεται από την ικανότητά του να συνδέσει την α΄ 16 με το
σημαντικό θεώρημα α΄ 20, την τριγωνική ανισότητα και την α΄ 27, την ύπαρξη των παραλλήλων21Ο Μενέλαος, που έγραψε περί σφαιρικής γεωμετρίας το 100 μ.Χ. σίγουρα ήξερε το
φαινόμενο.



3.3. BIBL�IO A�, M�EROS A: JEM�ELIA 253.3.2 Prot�sei a' 17�20H Prìtash a' 17 e�nai pìrisma th a' 16. P�li, e�nai m�a asjen  ekdoq  tha' 32 per� tou ajro�smato gwni¸n trig¸nou:Prìtash a' 17.To �jroisma twn dÔo gwni¸n k�je trig¸nou e�nai mikrìtero apì dÔo orjè,me ìpoio trìpo kai an autè lhfjoÔn.

Sq ma 3.4: Prìtash a' 17.H Prìtash a' 18 ma lèei ìti se k�je tr�gwno h megalÔterh pleur� u-pote�nei th megalÔterh gwn�a, kai h a' 19 e�nai h ant�strof  th. Autè oiprot�sei odhgoÔn sthn per�fhmh trigwnik  anisìthta:Prìtash a' 20.To �jroisma twn dÔo pleur¸n k�je trig¸nou e�nai p�nta megalÔtero apìthn �llh pleur�, me ìpoio trìpo kai an autè lhfjoÔn.Sqoli�zei o Prìklo:Oi EpikoÔreioi pou jèloun na geloiopoi soun autì to je¸rhma, lène ìtie�nai profanè akìma kai se èna g�̈idaro kai den qrei�zetai apìdeixh. . . kai tosumpera�noun autì apì thn parat rhsh ìti, e�n to staqu topojethje� sto èna�kro mia pleur�, èna peinasmèno g�̈idaro pou br�sketai sto �llo �kroth pleur� ja perpat sei p�nw sthn pleur� pou br�sketai kai den ja p�eisto st�qu mèsw twn dÔo �llwn! 2222Οι σημερινοί Επικούρειοι θα μπορούσαν ίσως να προσθέσουν κάτι για αυτούς που δια-
σχίζουν το γρασσίδι για συντομία, κατά τον τρόπο του γα̈ιδάρου. . .



26 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAO Prìklo apant� swst� ìti m�a apl  ant�lhyh th al jeia den apo-tele� episthmonik  apìdeixh. Sthn per�ptwsh th Eukle�deia Gewmetr�a, htrigwnik  anisìthta mpore� pr�gmati na paraqje� apì ta �lla ex�sou eÔlogaaxi¸mata. Apì thn �llh, oi EpikoÔreioi kerd�zoun sthn sÔgqronh jewr�a twnmetrik¸n q¸rwn ìpou h trigwnik  anisìthta e�nai to jemeli¸de ax�wma touìlou oikodom mato.3.3.3 Prot�sei a' 21�26.Trei apì ti enapome�nase prot�sei tou Mèrou A aforoÔn sti kajolikèsqèsei metaxÔ pleur¸n kai gwni¸n enì trig¸nou (21, 24, 25. H Prìtash a'22 d�dei thn kataskeu  enì trig¸nou apì ti pleurè tou, upì thn sunj kh ìtiisqÔei h trigwnik  anisìthta. O Eukle�dh to qrhsimopoie� autì sthn Prìtasha' 23 gia na de�xei pw antigr�foume m�a gwn�a. Ta upìloipa krit ria isìthtatrig¸nwn proskoll¸ntai sthn a' 26 w èna e�do qalaroÔ �krou.3.4 Bibl�o a', Mèro B: Jewr�a twn paral-l lwnLègei o Orismì a' 23 tou Eukle�dh gia ti par�llhle euje�e:23Par�llhle e�nai oi euje�e, oi opo�e e�nai sto �dio ep�pedo kai proekteinì-mene ape�rw24 kai apì ta dÔo mèrh 25 den sump�ptoun metaxÔ tou se kanènaapì aut� (ta mèrh).Sqetikì me ti par�llhle euje�e e�nai to per�fhmo 5o A�thma:26Ax�wma 5. Kai e�n m�a euje�a emp�ptei27 se dÔo �lle euje�e ètsi ¸steto �jroisma twn28 entì kai ep� ta aut� mèrh gwni¸n29 na e�nai mikrìtero twn23Κατά τον Αριστοτέλη, παράλληλες ευθείες είναι αυτές που δεν τέμνονται. Για διάφορους
άλλους ορισμούς, αρχαίους και σύγχρονους, παραπέμπουμε στον Heath, Vol I, σελ. 190.24Ο Ευκλείδης λέγει εκβαλλόμεναι εις άπειρον. Δεν μεταφράζουμε όμως προεκτεινόμενες
στο άπειρο διότι τότε θα πρέπει να ορίσουμε το ‘άπειρο’. Η μετάφρασή μας απλώς σημαίνει
‘απεριόριστα’.25Δηλαδή από κάθε μία κατεύθυνση.26Το Κεφάλαιο 4 που ακολουθεί είναι αφιερωμένο στην ιστορία του 5ου Αιτήματος.27=διασχίζει, τέμνει. Στα επόμενα διατηρούμε το Ευκλείδειο ‘εμπίπτει’ αντί του ‘τέμνει’.28Ο Ευκλείδης δεν γράφει την λέξη ‘άθροισμα’ αλλα την εννοεί σαφώς.29Αφήνουμε αμετάφραστο τπ ‘εντός και επί τα αυτά μέρη γωνιών’ αντί του ‘εσωτερικών



3.4. BIBL�IO A�, M�EROS B: PAR�ALLHLES 27dÔo orj¸n, tìte sthn �peirh proèktas  tou oi dÔo euje�e tèmnontai apì tomèro pou to �jroisma twn gwni¸n e�nai mikrìtero twn dÔo orj¸n.M�a isodÔnamh ekdoq  tou 5ou Ait mato pou qrhsimopoie�tai sthn sÔg-qronh gewmetr�a mpore� na diatupwje� w ex :'Estw euje�a e kai shme�o S ektì aut . Up�rqei monadik  euje�a e'pou dièrqetai apì to S kai e�nai par�llhlh me thn e.H an�gkh tou Eukle�dh na eis�gei to 5o A�thma,  tan gia na apode�xei thnPrìtash a' 29. Prin apì aut n apodeiknÔei thnPrìtash a' 27.30E�n m�a euje�a emp�ptei se dÔo �lle euje�e ètsi ¸ste oi enall�x31 gw-n�e32 e�nai �se metaxÔ tou, tìte oi dÔo euje�e ja e�nai par�llhle metaxÔtou. 33Diìti e�n AB kai GD e�nai oi euje�e kai EZ e�nai h emp�ptousa, tìteoi enall�x gwn�e AEZ, EZD e�nai �se metaxÔ tou. Lègw ìti h AB e�naipar�llhlh me thn GD.ApìdeixhDiìti an den  tan, proekteinìmene oi AB kai GD ja sumpèsoun e�te apìto mèro twn B kai D,   apì twn B kai G.34A proektajoÔn kai sumpèsoun sto H apì to mèro twn B kai D.
και από το ίδιο μέρος γωνιών’.30Η Πρόταση αυτή όπως και η ακόλουθη α΄ 28 ήταν γνωστές στον Αριστοτέλη.31Προφανώς εννοεί τις εντός εναλλάξ32Από την δεύτερη εκφώνηση που ακολουθεί, φαίνεται ότι εννοεί τις εντός εναλλάξ γωνίες.33Ο Ντε Μόργκαν παρατήρησε ότι η Πρόταση α΄ 27 είναι λογικά ισοδύναμη της Πρότασης
α΄ 16: ΄Εστω Α η πρόταση ευθείες σχηματίζουν τρίγωνο με μία εμπίπτουσα και Β η πρό-
ταση ευθείες σχηματίζουν γωνίες με μία εμπίπτουσα στο ίδιο μέρος που το άθροισμα των
εσωτερικών γωνιών είναι μικρότερο από δύο ορθές, έχουμε

A =⇒ B

του οποίου το λογικό ισοδύναμο είναι

όχι B =⇒ όχι A.34Λόγω του Ορισμού 23.
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Sq ma 3.5: Prìtash a' 27.Tìte sto tr�gwno HEZ h exwterik  gwn�a AEZ prèpei na e�nai �sh me thneswterik  kai apènanti gwn�a EZH; pr�gma adÔnato.35'Ara proekteinìmene oi AB kai GD den sump�ptoun apì to mèro twn B kaiD. 'Omoia mpore� na deiqje� ìti den sump�ptoun kai apì to mèro twn A kai G.All� euje�e pou den sump�ptoun apì kanèna mèro e�nai par�llhle; �rah AB e�nai par�llhlh me thn GD.'Ara e�n m�a euje�a tèmnei dÔo �lle euje�e ètsi ¸ste oi enall�x gwn�ee�nai �se metaxÔ tou, tìte oi dÔo euje�e ja e�nai par�llhle metaxÔ tou,O.E.D. 2H Prìtash a' 28 e�nai m�a qr simh parallag  th 27:Prìtash a' 28.E�n m�a euje�a emp�ptei se dÔo �lle euje�e ètsi ¸ste oi entì kai ep� taaut� mèrh gwn�e e�nai �se metaxÔ tou,   to �jroisma twn entì ektì kaiep� ta aut� mèrh gwni¸n e�nai �so me dÔo orjè, tìte oi dÔo euje�e ja e�naipar�llhle metaxÔ tou.To 5o Ax�wma qrhsimopoie�tai t¸ra gia thn apìdeixh th Prìtash a' 29.Prìtash a' 29.H euje�a pou emp�ptei se dÔo par�llhle euje�e k�nei ti enall�x gwn�e�se kai thn ektì me thn entì kai apènanti �se kai tì �jroisma twn entìkai ep� ta aut� mèrh gwni¸n �so me dÔo orjè.Diìti èstw ìti h euje�a EZ emp�ptei sti par�llhle euje�e AB, GD; lègwìti k�nei ti enall�x gwn�e AHJ, HJD �se kai thn ektì gwn�a EHB �sh35Από την Πρόταση α΄ 16.
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Sq ma 3.6: Prìtash a' 28.me thn entì kai apènanti gwn�a HJD kai tì �jroisma twn entì kai ep� taaut� mèrh gwni¸n BHJ, HJD �so me dÔo orjè.

Sq ma 3.7: Prìtash a' 29.Apìdeixh.Diìti èstw oti oi gwn�e AHJ, HJD e�nai �nise. Tìte m�a apì autè jae�nai megalÔterh.'Estw ìti h megalÔterh e�nai h AHJ. 'Estw ìti h BHJ prost�jetai kaisti dÔo; �ra to �jroisma twn AHJ, BHJ e�nai megalÔtero apì to �jroisma



30 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAtwn BHJ, HJD.All� to �jroisma twn AHJ, BHJ e�nai �so me dÔo orjè. 'Ara to �jroismatwn BHJ, HJD e�nai mikrìtero apì dÔo orjè.Oi euje�e pou proekte�nontai ape�rw apì eswterikè gwn�e twn opo�wnto �jroisma e�nai mikrìtero twn dÔo orj¸n sump�ptoun.36 'Ara oi �peireproekt�sei twn AB, GD ja sumpèsoun; all� den sump�ptoun, diìti upotèjhkeìti autè e�nai par�llhle.'Ara den e�nai �nise oi AHJ, HJD, �ra e�nai �se. All� h AHJ e�nai �shme thn EHB; kai h EHB e�nai �sh me thn HJD. Prost�jetai kai sti dÔo hBHJ; �ra (to �jroisma twn EHB, BHJ) isoÔtai me to �jroisma twn BHJ,JHD. All� to �jroisma twn EHB, BHJ isoÔtai me dÔo orjè, �ra kai to�jroisma twn BHJ, HJD isoÔtai me dÔo orjè.'Ara, h euje�a pou emp�ptei se dÔo par�llhle euje�e k�nei ti enall�xgwn�e �se kai thn ektì me thn entì kai apènanti �se kai tì �jroisma twnentì kai ep� ta aut� mèrh gwni¸n �so me dÔo orjè; O.E.D. 2H Prìtash a' 30 de�qnei thn metabatikìthta th parallhl�a kai h Prìtasha' 31 exereun� thn kataskeu  parall lwn apì enall�x gwn�e.Prìtash a' 32.Se k�je tr�gwno, e�n m�a pleur� tou proektaje�, tìte h exwterik  gwn�ae�nai �sh me to �jroisma twn dÔo apènanti eswterik¸n gwni¸n, kai to �jroismatwn tri¸n eswterik¸n gwni¸n tou trig¸nou e�nai �so me dÔo orjè.'Estw tr�gwno to ABG, kai èstw ìti h m�a pleur� tou BG proekte�netaiep� to D; lègw ìti h exwterik  gwn�a AGD e�nai �sh me to �jroisma twn dÔoeswterik¸n kai apènanti gwni¸n GAB kai ABG, kai to �jroisma twn tri¸neswterik¸n gwni¸n tou trig¸nou ABG, BGA kai GAB e�nai �so me dÔo orjè.Apìdeixh.A aqje� apì to shme�o G euje�a GE par�llhlh sthn AB.37Kai epeid  h AB e�nai par�llhlh sthn GE, kai emp�ptei se autè h AG, oienall�x gwn�e BAG, AGE e�nai �se metaxÔ tou.38P�li, epeid  h AB e�nai par�llhlh sthn GE, kai emp�ptei se autè h BD,h exwterik  gwn�a EGD e�nai �sh me thn eswterik  kai apènanti ABG.3936Λόγω του 5ου Αξιώματος.37Πρόταση α΄ 31.38Πρόταση α΄ 29.39ό.π.



3.4. BIBL�IO A�, M�EROS B: PAR�ALLHLES 31

Sq ma 3.8: Prìtash a' 32.All� de�qjhke ìti kai h AGE e�nai �sh me thn BAG; �ra ìlh h AGD gwn�ae�nai �sh me to �jroisma twn dÔo eswterik¸n kai apènanti gwni¸n BAG kaiABG.Prost�jetai se autè h AGB; �ra to �jroisma twn AGD kai AGB e�nai �some to �jroisma twn ABG, BGA kai GAB.All� to �jroisma twn AGD kai AGB e�nai �so me dÔo orjè.40 'Ara kai to�jroisma twn ABG, BGA kai GAB e�nai �so me dÔo orjè.'Ara, se k�je tr�gwno, e�n m�a pleur� tou proektaje�, tìte h exwterik gwn�a e�nai �sh me to �jroisma twn dÔo apènanti eswterik¸n gwni¸n, kai to�jroisma twn tri¸n eswterik¸n gwni¸n tou trig¸nou e�nai �so me dÔo orjè,O.E.D. 2To �jroisma twn gwni¸n enì trig¸nou e�nai h shmantikìterh kai jemeliw-dèsterh anallo�wth sth sÔgqronh gewmetr�a. Anex�rthta apì to sq ma toutrig¸nou, to �jroisma twn gwni¸n tou ja e�nai p�ntote �so me dÔo orjè ( 180 mo�re,   π.) ToÔto qrhsimopoie�tai tìso suqn� pou te�noume na lhsmo-noÔme th shmas�a tou. O Heath gr�fei ìti to apotèlesma autì anakalÔfjhkesta polÔ pr¸̈ima st�dia th Ellhnik  gewmetr�a. Gia thn istor�a tou èqoungr�yei o Eutìkio, o Prìklo kai o Diogènh Laèrtio.41M�a pr¸th �mesh ep�ptwsh e�nai o tÔpo gia to �jroisma twn eswterik¸ngwni¸n enì kurtoÔ polug¸nou. E�n autì èqei n korufè, mporei na tmhje� se40Πρόταση α΄ 1341Βλ. Heath, Vol. I, p.317–322.
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n− 2 tr�gwna kai èqei �jroisma gwni¸n �so me 2(n− 2) orjè (= (n− 2)π).42H Prìtash a' 32 èqei argìtera pa�xei rìlo kai sth filosof�a. Anafèrei oEmmanou l Kant sthn Kritik  tou KajaroÔ Lìgou ìti, h prìtash aut  e�naih pemptous�a autoÔ pou kale� �sunjetik  ek twn protèrwn kr�sh�, dhlad ,e�nai èna sumpèrasma apìluth bebaiìthta, anex�rthto th empeir�a, pouprosjètei sthn gn¸sh ma.O Gi�komp St�̈iner (1796�1863) br ke m�a polÔ shmantik  apìrroia thPrìtash a' 32. Qrhsimopo�hse ton tÔpo (n − 2)π gia na d¸sei m�a apl apìdeixh tou tÔpou tou 'Oüler gia ta kurt� polÔedra: E�n èna tètoio polÔedroèqei K korufè, A akmè kai E èdre, tìte

K + E − A = 2.Sunep¸, h apl  anallo�wto twn trig¸nwn proqwr� tìso makru� ìso mè-qri thn apìdeixh m�a ek twn plèon shmantik¸n analloi¸twn thn sÔgqronhalgebrik  topolog�a, th qarakthristik  'Oüler, sthn pr¸th endeiktik per�ptwsh twn kurt¸n poluèdrwn.3.5 Bibl�o a', Mèro G: Parallhlìgrammakai embad� touSto Mèro G tou Bibl�ou a' br�skoume m�a susthmatik  melèth twn susqet�se-wn twn ennoi¸n th �parallhl�a � kai tou ��sou perieqomènou�. O Eukle�dhor�zei diafìrwn eid¸n tetr�pleura sq mata ston Orismì 22, all� ìqi ta pa-rallhlìgramma pou despìzoun se autì to G Mèro. Ant� gi autì, ta eis�geimaz� me ti basikè tou idiìthte th summetr�a sti Prot�sei 33 kai 34.Prìtash a' 33.Oi euje�e pou sundèoun ep� ta aut� mèrh �se kai par�llhle euje�e, e�naikai metaxÔ tou �se kai par�llhle.4342Αυτό αποδεικνύεται από τον Πρόκλο στα σχόλιά του στην Πρόταση α΄ 32. Μάλιστα
προσθέτει: ..η ιδιότητα ότι το άθροισμα των εσωτερικών γωνιών ισούται με δύο ορθές είναι
μία ουσιαστική ιδιότητα για (χαρακτηρίζει) ένα τρίγωνο. Ο όρος ουσιαστική ιδιότητα είναι
αριστοτέλειος.43Σύμφωνα με τον Πρόκλο, η πρόταση αυτή είναι ο συνδετικός κρίκος της θεωρίας των
παραλλήλων και της διαπραγμάτευσης των παραλληλογράμμων. Διότι, ενώ μιλά μόνο για
παράλληλες και ίσες ευθείες που συνδέονται επί τα αυτά μέρη, δίδει, χωρίς να το εκφράζει



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 33'Estw ìti oi AB, GD e�nai �se kai par�llhle, kai èstw oi euje�e AG,BD pou ti sundèoun ep� ta aut� mèrh; lègw ìti kai oi AG, BD e�nai �se kaipar�llhle.

Sq ma 3.9: Prìtash a' 33.Apìdeixh.A sundeje� h BG. Kai epeid  h AB e�nai par�llhlh me thn GD, kai h BGèqei empèsei se autè, oi enall�x gwn�e ABG, BGD e�nai �se metaxÔ tou.Kai epeid  h AB e�nai �sh me thn GD kai h BG e�nai koin , oi AB, BG e�nai�se me ti DG, GB.Kai h ABG gwn�a e�nai �sh me th BGD. 'Ara h b�sh AG e�nai �sh me th b�shBD, kai to tr�gwno ABG e�nai �so me to tr�gwno BGD, kai oi loipè gwn�eapì ti opo�e upote�nontai oi �se pleurè e�nai ant�stoiqa �se me ti loipègwn�e.'Ara h gwn�a AGB e�nai �sh me th GBD. Kai epeid  h emp�ptousa BG stidÔo euje�e AG, BD k�nei ti enall�x gwn�e metaxÔ tou �se, h AG e�naipar�llhlh me thn BD. De�qjhke de ìti kai h AG e�nai �sh me thn BD.'Ara, oi euje�e pou sundèoun ti �se kai par�llhle ep� ta aut� mèrheuje�e, e�nai kai metaxÔ tou �se kai par�llhle, O.E.D. 2Prìtash a' 34.
ρητά, την κατασκευή του παραλληλογράμμου. ΄Ετσι, στην επόμενη ακριβώς πρόταση, αναφέρει
‘παραλληλόγραμμα χωρία’ χωρίς καμμία άλλη εξήγηση.



34 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAOi apènanti pleurè kai oi apènanti gwn�e twn parallhlogr�mmwn44 e�nai�se metaxÔ tou, kai h di�metro45 ta diqotome�.'Opw blèpoume sthn parap�nw prìtash, o Eukle�dh mil� saf¸ gia em-bad� qwr� na anafèrei thn lèxh aut  kajeaut  oÔte ed¸, all� oÔte kaisti epìmene prot�sei. Stn kajhmerin  tou zw  oi 'Ellhne metroÔsan tiperious�e tou ��llwste h lèxh gewmetr�a shma�nei akrib¸ autì� dhlad prosartoÔsan ènan arijmì se k�poio sugkekrimèno (polugwnikì) sq ma. Stamajhmatik� xèroume ìti autì den e�nai t�pote �llo apì m�a sun�rthsh; mola-taÔta h ènnoia th sun�rthsh e�nai xènh sta Stoiqe�a. O Eukle�dh den thqrhsimopoie� kai akìmh, den qrhsimopoiei kanenì e�dou tÔpou pou ja ìri-zan endeqomènw k�poie sunart sei. Lègei o Hartshorne sto Kef. I.3 toubibl�ou tou The Theory of Area:Apì ton trìpo pou qrhsimopoie� o Eukle�dh thn ènnoia tou embadoÔ,sun�getai ìti thn jewre� w m�a sqèsh isodunam�a pou ikanopoie� ti koinèènnoie. Eidikìtera:1. 'Isa qwr�a èqoun �so perieqìmeno.2. E�n dÔo qwr�a èqoun �so perieqìmeno me k�poio tr�to, tìte èqoun �soperieqìmeno.3. E�n zeÔgh qwr�wn �sou perieqomènou prostejoÔn kat� trìpon ¸stena mhn epikalÔptontai gia na sqhmat�soun megalÔtera qwr�a, tìte taprokÔptonta qwr�a e�nai �sou perieqomènou.4. To �dio kai gia thn afa�resh sqhm�twn. Shmeiwtèon ìti h isìthta perie-qomènou twn afairoumènwn qwr�wn den exart�tai apì to pou afairoÔntaita qwr�a aut�.44Ο Ευκλείδης λέγει ‘των παραλληλογράμμων χωρίων’ και με τον όρο αυτό εννοεί χωρία
φραγμένα από παράλληλες ευθείες με τον επιπλέον περιορισμό ότι κάτι τέτοιο μπορεί να ισχύει
μόνο για τετράπλευρα σχήματα. Ο όρος ‘παραλληλόγραμμο’ είναι Ευκλείδειος, σύμφωνα με
τον Πρόκλο.45=διαγώνιος του παραλληλογράμμου. Ο όρος ‘διάμετρος ’ χρησιμοπιήθηκε παντοιοτρόπως
από τους μαθηματικούς της αρχαιότητας. Λέγει λόγου χάρη ο Απολλώνιος στα ‘Κωνικά’:
Σε κάθε καμφθείσα καμπύλη του επιπέδου, ονομάζω διάμετρο κάθε ευθεία που φερόμενη από
την δοθείσα καμπύλη, διχοτομεί όλες τις ευθείες (χορδές) που φέρονται από την καμπύλη
προς δοθείσα ευθεία. Εδώ καμπύλη είναι, όπως λ.χ, στον Αρχιμήδη, κάθε σύνθετη γραμμή
που αποτελείται από ευθείες και καμπύλες που συνδέονται με οποιοδήποτε τρόπο μεταξύτους.



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 355. Hmiqwr�a qwr�wn �sou perieqomènou èqoun �so perieqìmeno.466. To ìlon e�nai megalÔtero tou mèrou, to opo�o sthn per�ptwsh aut shma�nei ìti e�n èna qwr�o perièqetai pl rw se èna �llo, tìte ta dÔoqwr�a den mpore� na e�nai �sou perieqomènou.47ProkÔptei ìti sto shme�o autì o Eukle�dh eis�gei m�a nèa mh orismènh ènnoia,aut  tou �sou perieqomènou,   th isìthta ìpw lègei o �dio, kai qrhsimopoie�ti parap�nw idiìthte w nèa axi¸mata pou qarakthr�zoun thn ènnoia aut .Prìtash a' 35.48Ta parallhlìgramma pou br�skontai sthn �dia b�sh kai metaxÔ twn �diwnparall lwn e�nai �sa metaxÔ tou.'Estw parallhlìgramma ta ABGD, EBGZ p�nw sthn �dia b�sh BG kaimetaxÔ twn �diwn parall lwn, twn AZ, BG; lègw ìti to ABGD e�nai �so me toparallhlìgrammo EBGZ.

Sq ma 3.10: Prìtash a' 35.Apìdeixh.46Αυτό χρησιμοποιείται στην απόδειξη της Πρότασης α΄ 37.47Τούτο χρησιμοποιείται στην απόδειξη της Πρότασης α΄ 39.48Ο Πρόκλος λέγει, ότι τούτη η πρόταση είανι το πρώτο τοπικόν θεώρημα του Ευκλείδη:
δηλαδή αναφέρεται σε γεωμετρικούς τόπους. Το σχόλιο του Πρόκλου είναι σημαντικό, διό-
τι, στον ίδιο, τον Ευτόκιο και τον Πάππο μπορούμε μόνο να βασιστούμε για το οτιδήποτε
είναι γνωστό από την αρχαιότητα περί γεωμετρικών τόπων. Αλλά ας δούμε τον ορισμό του
Πρόκλου: Καλώ τόπον γραμμής ή επιφανείας θέσιν ποιούσαν έν και το αυτόν σύμπτωμα.



36 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IADiìti epeid  to ABGD e�nai parallhlìgrammo, h AD e�nai �sh me thn BG.Gia ton �dio lìgo, h EZ e�nai �sh me thn BG. 'Wste kai h AD e�nai �sh me thnEZ, kai e�nai koin  h DE; �ra ìlh h AE e�nai �sh me ìlh thn DZ.E�nai ìmw kai h AB �sh me thn DG; �ra oi EA, AB e�nai ant�stoiqa �seme ti ZD, DG.Kai h entì gwn�a ZDG e�nai �sh me thn ektì gwn�a EAB. 'Ara h b�sh EBe�nai �sh me th b�sh ZG kai to tr�gwno EAB e�nai �so me to tr�gwno DZG.Afaire�tai to koinì DHE; to loipì trapèzio ABHD e�nai �so me to loipìtrapèzio EHGZ, kai e�nai koinì to HBG tr�gwno. 'Ara ìlo to parallhlìgrammoABGD e�nai �so me ìlo to parallhlìgrammo EBGZ.'Ara, ta parallhlìgramma pou br�skontai sthn �dia b�sh kai metaxÔ twn�diwn parall lwn e�nai �sa metaxÔ tou, O.E.D. 2Parallag  th parap�nw prìtash e�nai hPrìtash a' 36.Ta parallhlìgramma pou br�skontai se �se b�sei kai metaxÔ twn �diwnparall lwn e�nai �sa metaxÔ tou.49Oi Prìt�sei a' 37�40 lène parìmoia pr�gmata gia tr�gwna, kai h Prìtasha' 41 sundèei parallhlìgramma kai tr�gwna.Sto shme�o autì h jewr�a tou �sou perieqomènou diaklad¸netai se dÔokateujÔnsei. O pr¸to kl�do odhge� kateuje�an sto Pujagìreio Je¸rhma(Prot�sei a' 46�48) kai o deÔtero kl�do mèsw twn Prot�sewn a' 42�45sto shmantikì apotèlesma th Prìtash b' 14: E�nai dunatì na kataskeuaste�tetr�gwno �sou perieqomènou me opoiod pote tetr�pleuro qwr�o. 'H me �llalìgia: Oiod pote tetr�pleuro tetragwn�zetai.Sth gramm  tou Eukle�dh, suzhtoÔme parak�tw ti Prot�sei a' 42�45 twnopo�wn oi sunèqeie br�skontai sto Bibl�o b'.Prìtash a' 42.49Σύμφωνα με τον Πρόκλο, οι Προτάσεις α΄ 35 και 36 ανήκουν σε αυτό που οι Αρχαίοι
΄Ελληνες ονόμαζαν ο ‘παράδοξος τόπος ’· υπό την έννοια ότι φαίνεται παράδοξο στον αρχάριο
ότι το εμβαδόν του παραλληλογράμμου παραμένει αναλλοίωτο, ενώ κάποια μήκη πλευρών
μπορούν να αυξηθούν απεριόριστα! Ο ‘παράδοξος τόπος ’, ή ‘τόπος αναλυόμενος ’, ή ‘τόπος
αστρονομούμενος ’ ήταν η συλλογή τέτοιων προτάσεων, σε αντιστοιχία με τα δείγματα των
Στω̈ικών.



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 37Na kataskeuaste�, se doje�sa eujÔgrammh gwn�a, 50 parallhlìgrammo �some dojèn tr�gwno.H apìdeixh e�nai arket� eÔkolh. Dèste kai to parak�tw sq ma ìpou d�detaito △ABG, h ∠ZEG kai to E e�nai to mèson tou BG.

Sq ma 3.11: Prìtash a' 42.Prìtash a' 43.Se k�je parallhlìgrammo, ta paraplhr¸mata51 twn parallhlogr�mmwngÔrw apì th diag¸nio e�nai ísa metaxÔ tou.To parak�tw sq ma (sq ma 11)qrhsimopoie�tai xan� kai xan� sta Stoiqe�asthn �orjog¸ni�� tou èkdosh. M�lista, arketè forè o Eukle�dh to kale�50Η δοθείσα γωνία θα είναι ορθή στις επόμενες εφαρμογές του Ευκλείδη. Για αυτό το
λόγο, μπορούμε κάλλιστα να περιοριστούμε σ΄ αυτήν την περίπτωση στις επόμενες προτάσεις.
Δηλαδή στις Προτάσεις α΄ 43–45 μπορούμε να αντικαταστήσουμε τα ‘παραλληλόγραμμο’ και
‘δοθείσα γωνία’ με τα ‘ορθογώνιο’ και ‘ορθή γωνία’, αντίστοιχα. Το Βιβλίο β΄ ασχολείται
μόνο με ορθογώνια.51Ο όρος αυτός εξηγείται παρακάτω.



38 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAapl¸ �to sq ma�. To shme�o K th diagwn�ou tou ABGD kai oi euje�e EZ,HJ e�nai par�llhle me ti pleurè. O Eukle�dh dhl¸nei to BHKE apl¸me BK kai to KZDJ me KD. ToÔta ta parallhlìgramma e�nai ta �legìmenaparaplhr¸mata�.

Sq ma 3.12: Prìtash a' 43.Apìdeixh th Prìtash a' 43.Apì thn Prìtash a' 34, △ABG=△DAG. Parìmoia, △HKG=△ZKG kai
△AEG=△KHA. Afair¸nta ta dÔo mikrìtera tr�gwna apì to megalÔtero sek�je pleur� th diagwn�ou, prokÔptei to apotèlesma. 2Prìtash a' 44.Na efarmoste�52 parallhlìgrammo �so me dojèn tr�gwno ep�nw se doje�saeuje�a me dedomènh gwn�a.Kataskeu . 'Estw to △G kai h euje�a AB ìpw sto sq ma 3.12. Ka-taskeu�zoume parallhlìgrammo BEZH �sou perieqomènou me to △G mèsw thPrìtash a' 42. To topojetoÔme ètsi ¸ste h BE na e�nei proèktash th ABkai kataskeu�zoume to BHJA. Proekte�noume ti ZE kai JB mèqri na sunan-thjoÔn sto K.53 Sumplhr¸noume t¸ra to sq ma. To BMAL èqei pleur� thnAB kai lìgw th Prìtash a' 43 e�nai �sou perieqiomènou me to BEZH.Prìtash a' 45.52Λέγοντας ‘εφαρμοστεί’, ο Ευκλείδης εννοεί να κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο με πλευ-
ρά τη δοθείσα, γωνία τη δοθείσα, και εμβαδό ίσο με αυτό του δοθέντος τριγώνου.53Ο Ευκλείδης δείχνει ότι τούτο επιτυγχάνεψαι λόγω του 5ου αξιώματος.



3.5. BIBL�IO A�, M�EROS G: PARALLHL�OGRAMMA 39

Sq ma 3.13: Prìtash a' 44.Na kataskeuaste� parallhlìgrammo �so me dojèn eujÔgrammo qwr�o54 mededomènh gwn�a.O Eukle�dh qwr�zei to tetr�pleuro se dÔo tr�gwna, kai mèsw th Prì-tash a' 44 ta metasqhmat�zei se dÔo parallhlìgramma pou èqoun m�a koin pleur�. Sundèont� ta, pa�rnei to epijumhto parallhlìgrammo. H apìdeixhg�netai leptomer¸, dikaiolog¸nta k�je th b ma. (Sq ma 3.13).3.5.1 Merik� sqìlia ep�nw sti Prot�sei a' 44/45A qrhsimopoi soume pro stigm  sÔgqronh orolog�a kai a upojèsoume ìti oiProt�sei a' 44/45 anafèrontai se orjog¸nia. To embadìn A tou orjogwn�oume pleurè (m kou) a, b d�detai apì thn A = ab. Sthn a' 44 èstw R to dojènorjog¸nio kai a h doje�sa pleur�. Me aut  th fraseolog�a, to prìblhma tha' 45 den e�nai t�pote �llo apì to na breje� h lÔsh th grammik  ex�swsh
R = ax54Ο Ευκλείδης λέγει ευθυγράμμω, και εννοεί με σύγχρονους όρους ένα κυρτό πλύγωνο.

Είναι ενδιαφέρον το ότι ενώ η απόδειξη ασχολείται μόνο με την περίπτωση του τετραπλεύρου,
περνά εύκολα στην γενική, χρησιμοποιώντας επαγωγή. Εντψπωσιακός επίσης είναι και ο
τριγωνισμός του σχήματος.



40 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAìpou x e�nai h deÔterh pleur� tou epijumhtoÔ nèou trig¸nou. JewroÔmenhupì autì to pr�sma, h a' 45 e�nai �lgebra metamfiesmènh se gewmetr�a. Dene�nai skopì aut¸n twn shmei¸sewn na p�roun jèsh sthn palai� diam�qh twnistorik¸n pou pisteÔoun ìti aut  h ermhne�a den dikaiologe�tai kai e�nai ana-qronistik , kai (k�poiwn) majhmatik¸n pou pisteÔoun ìti oi algebriko� tÔpoiìpw o parap�nw e�nai h isomorfik  eikìna th gewmetrik  kat�stash kai�ra e�nai o swstì trìpo na ermhneÔoume ton Eukle�dh.55 To �dio prìblhmaanakÔptei kai sto Bibl�o st'.

Sq ma 3.14: Prìtash a' 45.
3.6 Bibl�o a', Mèro D: To PujagìreioJe¸rhmaSthn Prìtash a' 46 o Eukle�dh de�qnei pw kataskeu�zetai tetr�gwno ep�nwse doje�sa euje�a; h a' 47 e�nai to per�fhmo Pujagìreio je¸rhma kai h a' 48to ant�strofì tou.Prìtash a' 47.55Οι τελευταίοι είναι οι θιασώτες της λεγόμενης ‘Γεωμετρικής ΄Αλγεβρας ’.



3.6. BIBL�IO A�, M�EROS D: PUJAG�OREIO JE�WRHMA 41Sta orjog¸nia tr�gwna, to tetr�gwno th upote�nousa thn orj  gwn�apleur� e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n pou perièqounthn orj  gwn�a.'Estw orjog¸nio tr�gwno to ABG pou èqei orj  thn gwn�a BAG; lègw ìtito tetr�gwno th BG e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn BA kaiAG.

Sq ma 3.15: Prìtash a' 47. Pujagìreio Je¸rhma.Apìdeixh.Diìti èstw ìti èqei grafe� to tetr�gwno BDEG ep�nw sthn BG, kai taHB, JG ep�nw sti BA, AG.56 Kai apì to A, �getai h AL par�llhlh me k�jem�a apì ti BD, GE kai sundèontai oi AD, ZG.Kai epeid  k�je m�a apì ti gwn�e BAG, BAH e�nai orj , prèpei oi dÔoeuje�e AG, AB pou den br�skontai sto �dio mèro, na k�noun ti efex  gwn�e56 ΄Ολα τα τετράγωνα μπορούν να κατασκευαστούν λόγω της Πρότασης α΄ 46. Επίσης,
τα ΗΒ, ΘΓ είναι τα τετράγωνα ΗΖΒΑ και ΘΑΓΚ αντίστοιχα. Ο Ευκλείδης συνηθίζει να
συμβολίζει τα παραλληλόγραμμα με τα άκρα της μιας διαγωνίου τους.



42 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAme k�poia euje�a AB, sto shme�o A, �se me dÔo orjè. 'Ara h GA br�sketaisthn euje�a AH.57 Gia ton �dio lìgo, kai h BA br�sketai p�nw sthn euje�aAJ.Kai epeid  h gwn�a DBG e�nai �sh me thn ZBA; e�nai h k�je m�a orj ; èstwìti prost�jetai kai sti dÔo h ABG. 'Ara ìlh h DBA e�nai �sh me ìlh thn ZBG.Kai epeid  h men DB e�nai �sh me thn BG, h de ZB me thn BA, prèpei oiDB, BA na e�nai ant�stoiqa �se me ti BG, ZB58 kai h gwn�a DBA �sh me thgwn�a ZBG.'Ara h b�sh AD e�nai �sh me th b�sh ZG, kai to tr�gwno ABD e�nai �so meto tr�gwno ZBG.59Kai e�nai tou men ABD trig¸nou dipl�sio to parallhlìgrammo BL giat�èqoun thn �dia b�sh th BD kai br�skontai kai ta dÔo entì twn �diwn paral-l lwn BD, AL; tou de trig¸nou ZBG e�nai dipl�sio to tetr�gwno HB, diìtip�li èqoun thn �dia b�sh ZB kai br�skontai entì twn �diwn parall lwn ZB,HG.[Ta dipl�sia �swn pragm�twn e�nai �sa.℄60 'Ara to parallhlìgrammo BLe�nai �so me to tetr�gwno HB.61Omo�w, e�n sundejoÔn oi AE, BK, mpore� na deiqje� ìti kai to parallh-lìgrammo GL e�nai �so me to tetr�gwno JG. Àra ìlo to tetr�gwno BDEGe�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn HB, JG. Kai e�nai to men tetr�gwnoBDEG autì pou anagr�fetai apì thn BG, ta de HB, JG aut� pou anagr�-fontai apì ti BA, AG. �Ara to tetr�gwno th pleur� BG e�nai �so me to�jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n BA, AG.'Ara, sta orjog¸nia tr�gwna, to tetr�gwno th upote�nousa thn orj gwn�a pleur� e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n pouperièqoun thn orj  gwn�a, O.E.D. 2Up�rqoun dek�de apode�xei tou Pujagore�ou Jewr mato.62 O Prìklo57Από την Πρόταση α΄ 14. Αυτό είναι το πρώτο αποφασιστικό σημείο της απόδειξης.58ΖΒ, ΒΓ στο αρχαίο κείμενο, κάτι που είναι προφανής παράβλεψη του αντιγραφέα.59Πρόταση α΄ 4.60Εντός παρενθέσεως και στο αρχαίο κείμενο. Πρόκειται περί άλλης μίας κοινής έννοιας.61Εδώ βρίσκεται το δεύτερο αποφασιστικό σημείο της απόδειξης. Ο Ευκλείδης ουσιαστικά
δείχνει ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΖΒΓ είναι αντίστοιχα ίσου περιεχομένου με τα τρίγωνα ΒΖΑ
και ΒΔΛ που δεν φαίνονται στο σχήμα! ΄Ομως, από την Πρόταση α΄ 41, τούτα είναι ίσου
περιεχομένου με τα ΖΒΓ και ΒΑΔ αντίστοιχα.62Δείτε λ. χ. την ιστοσελίδα http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/ για γενικές πλη-
ροφορίες και πατήστε το σύνδεσμο του δεύτερου σχολίου για να δείτε 81(!) αποδείξεις του
Π.Θ.



3.6. BIBL�IO A�, M�EROS D: PUJAG�OREIO JE�WRHMA 43apod�dei thn parap�nw apìdeixh proswpik� ston Eukle�dh. Den up�rqei amfi-bol�a ìti prìkeitai per� enì jaum�siou de�gmato majhmatik  ergas�a; denup�rqoun oÔte eidik� �kìlpa� oÔte qrhsimopoie�tai k�poio tÔpo. Me aplìtrìpo to tetr�gwno HZBA metasqhmat�zetai sto orjog¸nio BL, all� parìlhthn aplìtht� tou, to epiqe�rhma pou upobìskei den e�nai kajìlou tetrimmèno.To Pujagìreio Je¸rhma e�nai tìso jemeli¸de gia ta majhmatik� tou s -mera ìso  tan kai sthn epoq  tou Eukle�dh. E�nai o prìgono ìlwn twndiaforetik¸n eid¸n twn metrik¸n kai twn tetragwnik¸n morf¸n, kai jewrh-m�twn ìpw to sin2 a + cos2 a = 1. Mèsw th gen�keus  tou, tou nìmou twnsunhmitìnwn, kai tou ant�stoiqou eswterikoÔ ginomènou se dianusmatikoÔq¸rou, to je¸rhma tou Pujagìra dieisdÔei sta majhmatik� tìso makru�ìso ft�nei to m�ti.Prìtash 48.E�n se tr�gwno to tetr�gwno th m�a pleur� e�nai �so me to �jroismatwn tetrag¸nwn twn loip¸n pleur¸n tou trig¸nou, h perieqìmenh apì tiloipè pleurè gwn�a e�nai orj .Giat� èstw to tr�gwno ABG kai ìti to tetr�gwno th mia pler� tou BGe�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸n BA, AG tou trig¸nou;lègw ìti h gwn�a BAG e�nai orj .

Sq ma 3.16: Prìtash a' 47. To ant�strofo tou Pujagìreiou Jewr mato.Apìdeixh.'Estw ìti apì to A �getai h AD se orj  jwn�a me thn AG sto shme�o A6363Πρόταση α΄ 11.



44 KEF�ALAIO 3. BIBL�IO A�: BASIK�H GEWMETR�IAkai èstw ìti h AD e�nai �sh me thn BA64 kai sundèetai h DG.Epeid  h DA e�nai �sh me thn AB, e�nai �so kai to tetr�gwno th DAme to tetr�gwno th AB. Prost�jetai kai sti dÔo to tetr�gwno th AG.'Ara to �jroisma twn tetrag¸nwn twn DA, AG e�nai �so me to �jroisma twntetrag¸nwn twn BA, AG.All� to tetr�gwno th men DG e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwntwn DA kai AG; diìti h gwn�a DAG e�nai orj .65 To tetr�gwno th de BGe�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn BA, AG, diìti upotèjhke.'Ara to tetr�gwno th DG e�nai �so me to tetr�gwno th BG, �ra h pleuraDG e�nai �sh me thn BG;66 kai epeid  h DA e�nai �sh me thn AB kai e�nai koin h AG, oi DA, AG e�nai ant�stoiqa �se me ti BA, AG. Kai h b�sh DG e�nai�sh me th b�sh BG, �ra h gwn�a DAG e�nai �sh me th gwn�a BAG. 'Omw e�naiorj  h DAG; �ra e�nai kai orj  h BAG.E�n �ra se tr�gwno to tetr�gwno th m�a pleur� e�nai �so me to �jroismatwn tetrag¸nwn twn loip¸n pleur¸n tou trig¸nou, h perieqìmenh apì tiloipè pleurè gwn�a e�nai orj , O.E.D. 2O sunduasmì twn Prot�sewn a' 47/48 apotele� to pl re PujagìreioJe¸rhma.Oloklhr¸nonta to kef�laio autì parajètoume se eleÔjerh met�frashèna sonnèto tou GermanoÔ poiht  Adelbert von Chamisso. SÔmfwna me tomÔjo, o Pujagìra jus�ase ekatì bìdia (m�a ekatìmbh) stou jeoÔ afoÔanak�luye to je¸rhma.67
Adelbert von Chamisso: H Al jeiaH ALHJEIA: qarakthristikì th h AIWNIOTHTAApì tìte pou ston anìhto kìsmo to fw ègine gnwstìto je¸rhma tou PUJAGORA s mera e�nai tìso swstììso  tan kai tìte pou prwtode�qjhke sthn ADELFOTHTA.64Πρόταση α΄ 3.65Πρόταση α΄ 47.66΄Αλλη μία επιπρόσθετη κοινή έννοια. Λίγο παρακάτω χρησιμοποιείται και η αντίστροφή

της.67Κατ άλλους, το θεώρημα ανκαλύφθηκε από τον μαθητή του ΄Ιππασο τον Μεταποντίνο
τον οποίον αμέσως μετά έπνιξαν οι συμμαθητές του για να μη γίνει γνωστό το θεώρημα στον
υπόλοιπο κόσμο, μιας και σήμαινε την κατάρρευση της Σχολής του Πυθαγόρα. Αλλά φαίνεται
ότι διαρροές υπήρχαν από τότε. . .Δείτε και το παρακάτω Κεφάλαιο 5.



3.6. BIBL�IO A�, M�EROS D: PUJAG�OREIO JE�WRHMA 45Oi JEOI pou tou èsteilan aut  thn aqt�da apì fwsumbolik� s' autoÔ o PUJAGORAS jus�ase:Ekatì bìdia, yhmèna, kommèna kai se fète tem�qiseEkfr�zont� tou to euqarist¸ tou, pro tèryh tou profan¸.Ta bìdia, apì eke�nh th mèra, ìtan akoÔn sta monop�tia touìti m�a kainoÔria al jeia mpore� na xeprob�llei ap' to kenìautostigme� trèqoun na xefÔgoun me daimoni¸dh rujmì.Apì ton PUJAGORA gia p�nta ja panikob�llontai-PolÔ adÔnama na apwj soun thn isqurìthta twn akt�nwn pou ekpèmpontaitou FWTOS, trèmoun kai sfal�zoun ta m�tia tou.
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