
Kef�laio 4Phgè twn majhmatik¸n II:To A�thma twn Parall lwnH suz thsh gia to ax�wma twn parall lwn up rxe h odhgì dÔnamh gia thnaxiwmatik  jemel�wsh twn majhmatik¸n. Sta parak�tw perigr�foume suno-ptik� thn exèlixh th suz thsh aut  sthn istor�a twn majhmatik¸n.Oi istoriko� genik� jewroÔn ìti h eisagwg  tou 5ou Ait mato kai thjewr�a twn parall lwn genikìtera,  tan sqetik� prìsfath stou Eukle�-deiou qrìnou. Pijanìn na e�qe prohghje� èna orismì twn parall lwn touid�ou tÔpou me ton Orismì a' 17 th diamètrou tou kÔklou. Ekei, h di�metroor�zetai ìqi apl¸ w h euje�a pou fèretai apì to kèntro tou kÔklou, allaepiprìsjeta, ton�zetai ìti h di�metro diqotome� ton kÔklo. Sunakìlouja, è-na orismì twn parall lwn pou ja mporoÔse na e�qe up�rxei, ja exasf�lizethn Ôparxh, thn monadikìthta, all� kai to ìti ja mporoÔsan na kataskeua-stoÔn me thn qr sh twn enall�x,   aploÔstera, twn orj¸n gwni¸n. Autèoi idiìthte twn parall lwn  tan kai eke�nh thn epoq  arket� fusiologikèse arqitèktone kai oikodìmou, oi opo�oi erg�zontan suneq¸ me par�llhlastr¸mata l�jwn kai e�qan sunhj�sei na k�noun polÔ akribe� metr sei.O Prìklo se èna sqìliì tou d�dei m�a aqn  upìdeixh gia thn arq  touait mato twn parall lwn (A�t. 5 sto ex ).To ìti up�rqoun euje�e pou plhsi�zoun aperiìrista h m�a thn �llh all�den sunant¸ntai potè de�qnei par�logo kai par�doxo, molataÔta e�nai alhjèkai èqei bebaiwje� gia �lla e�dh gramm¸n.Pijanìn to pio emfatikì par�deigma aut¸n twn gramm¸n e�nai th uperbo-l  kai twn asumpt¸twn th. (Bl. Sq ma 4.1).47
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Sq ma 4.1: Uperbol  kai asÔmptwt  th.Apodeqìmenoi ti �meiktè � gwn�e, toÔto e�nai èna �antipar�deigma� touAit. 5,   toul�qiston ja mporoÔse na trab xei thn prosoq  twn majhmatik¸nth epoq .O pr¸to pou ègraye per� kwnik¸n tom¸n  tan o Mènaiqmo (∼ 380−320p.Q.). 'An h parap�nw eikas�a e�nai swst , autì ja topojetoÔse thn eisagwg tou Ait. 5 gÔrw sto 340 p.Q. 'Alloi istoriko� apod�doun to A�t. 5 ston �dioton Eukle�dh. O Aristotèlh den anafèrei poujen� ta axi¸mata tou Bibl�oua'. Sugkrinìmeno me ta �lla ait mata, to A�t. 5 e�nai m�llon polÔploko kaiìqi tìso profanè ìso a poÔme h isìthta ìlwn twn orj¸n gwni¸n. Giaautì to lìgo, oi majhmatiko� th arqaiìthta prosp�jhsan na to exale�youn,prospaj¸nta e�te na to apode�xoun,   na to antikatast soun me k�poio �llo,pio eÔlogo ax�wma. Kane� ìmw den ta kat�fere.To prìblhma antimetwp�sthke xan� Ôstera apì per�pou 1500 qrìnia. O
John Wallis èdwse m�a anoikt  di�lexh sthn Oxfìrdh to 1663 per� tou jèmatokai apèdeixe to akìloujo:E�n up�rqoun ìmoia tr�gwna diaforetikoÔ embadoÔ, tìte to A�t. 5 alh-jeÔei. 1To apotèlesma toÔto antikajist� to A�t. 5 me k�poio plèon eulogofanè.An�mesa stou majhmatikoÔ pou akoloÔjhsan ton drìmo tou Wallis pou xe-1Ας παρατηρήσουμε ότι στην σφαιρική ή στην υπερβολική γεωμετρία όπου δεν αληθεύει
το Αίτ. 5, προκύπτει άμεσα από το αποτέλεσμα του Wallis ότι δεν υπάρχουν όμοια τρίγω-
να διαφορετικού εμβαδού! Αυτό ισχύει απολύτως, καθόσον εκεί, δύο όμοια τρίγωνα είναι
αναγκαστικά ίσα.



49kinoÔse apì thn �rnhsh tou Ait. 5 kai odhgoÔse se pijan� apotelèsmata pouantèkrouan katesthmèna jewr mata,  tan o ihsou'̈ith monaqì Girolamo Sa-

ccheri, o opo�o to 1793 dhmos�euse o bibl�o tou O Eukle�dh apallagmènoapì k�je el�ttwma. O Saccheri je¸rhse eke� èna tetr�pleuro pou kataskeu�-zetai me trei orjè gwn�e. Tìte, up�rqoun trei peript¸sei gia thn loip gwn�a: Mpore� na e�nai oxe�a, orj    amble�a. H per�ptwsh th orj  e�naiisodÔnamh me to A�t. 5. Kat�fere na brei m�a ant�jesh upojètonta ìti h gw-n�a e�nai amble�a. (H ant�jesh  tan to sumpèrasma ìti den up�rqoun euje�eape�rou m kou. Aut  e�nai h kat�stash sth sfa�ra).Apì thn upìjesh th oxe�a gwn�a, katèlhxe se poll� sumper�smata,all� kanèna apì aut� den erqìtan se ant�jesh me gnwstì apotèlesma. To1766 o Johann Heinrich Lambert sunègraye èna �rjro me t�tlo �H jewr�a twnparall lwn eujei¸n� pou dhmosieÔthke met� to j�natì tou to 1786. Fa�netaiìti skeptìtan ìti mpore� na kataskeuaste� m�a gewmetr�a apì thn upìjeshtou Saccheri th oxe�a gwn�a kai qrhsimopoie� ti Prot�sei a' 16/17 wstoiqe�a tou ìti o Eukle�dh prèpei na e�qe thn �dia gn¸mh.Telik�, gÔrw sta 1830 tre� majhmatiko�  tan pl rw pepeismènoi gia thnÔparxh �mh-Eukleide�wn gewmetri¸n�: o Carl Friedrich Gauss, o János Bolyaikai o Nikolay Ivanovich Lobachevsky. 'Omw o men Gauss den dhmos�eusepotè ta apotelèsmat� tou, en¸ oi ergas�e twn �llwn dÔo  tan polÔ dÔskolona diabastoÔn. 'Etsi, to antike�meno parèmene se n�rkh, èw ton j�nato tou
Gauss (1855) kai thn sqedìn tautìqronh dhmos�eush twn idiwtik¸n tou epi-stol¸n. Tìte h kat�stash �llaxe dramatik� me thn epiprìsjeth dhmos�eushtwn ergasi¸n tou Riemann per� afhrhmènwn gewmetri¸n kai thn exèlixh thdiaforik  gewmetr�a. H upìjesh th oxe�a gwn�a onom�sthke tìte �uper-bolik  gewmetr�a� kai h pijanìthta th pijan  ant�jesh me gnwstì ax�wmaepilÔjhke apì ton Beltrami to 1868, o opo�o thn parèsthse w th gewmetr�am�a epif�neia me stajer  arnhtik  kampulìthta. o Felix Klein br ke to 1871to legìmeno Beltrami–Klein montèlo th uperbolik  gewmetr�a kai to 1882o Poincaré èjese thn uperbolik  gewmetr�a entì tou plais�ou th migadik an�lush. To er¸thma gia to ax�wma twn parall lwn apant jhke oristik�gÔrw sto 1880: Up�rqoun trei kathgor�e ep�pedwn gewmetri¸n pou ikano-poioÔn ìla ta �lla Eukle�deia axi¸mata: h elleiptik  gewmetr�a (ep�nw sthsfa�ra, me tautismèna ta antipodik� shme�a, upìjesh th amble�a gwn�a) mekajìlou par�llhle; h Eukle�deia gewmetr�a me to A�t. 5 (upìjesh th or-j  gwn�a, monadik  par�llhlo) kai h uperbolik  gewmetr�a (upìjesh th



50 KEF�ALAIO 4. PHG�ES II: P�EMPTO A�ITHMAoxe�a gwn�a, �peire par�llhle).2Up�rqoun ìmw kai �lla sthn istor�a twn geometrik¸n axiwm�twn. To1882 o Moritz Pasch xekaj�rise to antike�meno th di�taxh twn shme�wn, toopo�o o Eukle�dh qeir�zetai diaisjhtik�. Kai to èkane autì, prosjètontaaxi¸mata per� di�taxh sta  dh up�rqonta tou Eukle�dh. All� gia ton Pa-

sch, h gewmetr�a exakoloujoÔse na e�nai epist mh tou fusikoÔ q¸rou. Autìto teleuta�o empìdio xeper�sthke apì ton David Hilbert (1889) sta Jemèliath gewmetr�a tou (Grundlagen der Geometrie.) O Hilbert ma lègei ìti taantike�mena th gewmetr�a kaloÔntai shme�a, euje�e, ep�peda klp. all� autìg�netai kat� sunj kh. Ja mporoÔsame na ta onomat�soume me opoioud potee�dou par�xena onìmata kai na èqoume to �dio apotèlesma. ToÔta ta antike�-mena or�zontai mìno �peplegmèna� apì to ti èqei eipwje� gia aut� sta axi¸mata.Lìgou q�rh, èna shme�o mpore� na e�nai èna diatetagmèno zeÔgo pragmatik¸narijm¸n,   èna migadikì arijmì, k.o.k. 'Etsi, h melèth th gewmetr�ametasqhmat�sthke apì thn melèth tou q¸rou sthn melèth th logik  allh-lex�rthsh sugkekrimènwn prot�sewn per� k�poiwn aor�stwn antikeimènwn.O Hilbert katètaxe ta axi¸mat� tou se pènte kathgor�e: axi¸mata èkta-sh ìpw �DÔo diaforetik� shme�a ke�ntai se m�a monadik  euje�a�, axi¸matadi�taxh, axi¸mata isìthta, to ax�wma twn parall lwn kai tèlo, ta axi¸matath sunèqeia.Ta axi¸mata th sunèqeia exasfal�zoun to ìti ta shme�a m�a euje�a mpo-roÔn na tautistoÔn me to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Me thn bo jeiaautoÔ apodeiknÔei to kÔrio je¸rhm� tou:Oi pènte om�de axiwm�twn kajor�zoun èw isomorfismoÔ to Eukle�deioep�pedo kat� monadikì trìpo. Mpore� na jewrhje� w to ep�pedo th analu-tik  gewmetr�a uper�nw tou s¸mato twn pragmatik¸n arijm¸n.Se èna par�rthma tou bibl�ou tou o Hilbert parousi�zei to pr¸to axiwma-tikì sÔsthma gia tou pragmatikoÔ arijmoÔ. Me autì san shme�o ekk�nhsh,h axiwmatik  mèjodo kuri�rqhse sta majhmatik� tou eikostoÔ ai¸na.32Στν ελλειπτική γεωμετρία το άθροισμα των γωνιών τριγώνου είναι > π στην Ευκλείδεια
είναι = π και στην υπερβολική είναι < π.3Ο Hilbert πίστευε ακράδαντα στη δύναμη της συνολοθεωρίας του Georg Cantor. Και
θεωρούσε ότι τούτη επιτρέπει την απαλλαγή των μαθηματικών από κάθε είδους παράδοξα (δη-
λαδή προτάσεις ταυτογχρόνως αληθείς και ψευδείς). Αλλά, το 1940 ο Kürt Gödel απέδειξε,
ότι οποαδήποτε αξιωματική θεμελίωση των μαθηματικών εμπεριέχει παράδοξα. Ευτυχώς για
τη γεωμετρία, το θεώρημα του Gödel δεν αποτέλεσε για αυτήν ότι το Πυθαγόρειο Θεώρημα
για τη σχολή του Πυθαγόρα. . .


