
Kef�laio 6Stoiqe�wn Bibl�o b': HGewmetr�a twn Orjogwn�wn
6.1 Orismo� tou bibl�ou b'To Bibl�o b' e�nai sÔntomo kai omogenè, me mìno 14 prot�sei kai dÔo ori-smoÔ sthn arq . Sto megalÔtero mèro tou prìkeitai gia apotelèsmata pouaforoÔn se di�forou sunduasmoÔ orjogwn�wn kai tetrag¸nwn �sou perie-qomènou. Sto tèlo tou, up�rqei h gen�keush tou Pujagore�ou Jewr mato,pou s mara kaloÔme Nìmo twn Sunhmitìnwn, ìpw kai to pw tetragwn�zou-me èna kurtì polÔgwno.1 SÔmfwna me k�poiou istorikoÔ, to Bibl�o b' èqeiPujagìreia proèleush.W sun jw, akoloujoÔme ton Eukle�dh ìtan mil� gia � �sa� orjog¸nia,en¸ katalaba�noume ìti prìkeitai per� isembadik¸n.Orismo�1. K�je orjog¸nio parallhlìgrammo lègetai ìti perièqetai se dÔo euje�-e pou perièqoun thn orj  gwn�a.2. Kai se k�je parallhlìgrammo qwr�o, opoiod pote apì ta parallhlì-gramma gÔrw apì thn di�metrì tou maz� me ta dÔo tou paraplhr¸mata, kale�taign¸mwn.21Τετραγωνίζω=κατασκευάζω κάτι ίσου εμβαδού με δοθέν τετράγωνο. Δείτε και την
υποσημείωση στην Πρόταση β΄ 14.2Γνώμων στην κυριολεξία σημαίνει ένα πράγμα που επιτρέπει σε κάτι να γίνει γνωστό, εξ΄
ου και τα σημερινά εμπειρογνώμονας, νηογνώμονας. Κατά τον Ηρόδοτο, οι ΄Ελληνες έμαθαν57
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Sq ma 6.1: Gn¸mone.'Ena gn¸mona  tan èna e�do prwtìgonou hliakoÔ rologioÔ, èna rabd�k�jeto ston or�zonta to opo�ou h ski� qrhsimopoie�to gia na metr�tai o qrì-no. Oi majhmatiko� profan¸ metèferan to ìnoma sto parìmoio gewmetrikìsq ma (Sq ma 6.1).6.2 Oi Prot�sei tou Bibl�ou b'Parale�poume thn Prìtash b' 1, pou e�nai m�a gen�keush twn Prot�sewn b'2/3 kai m�llon parembl jhke stou meta-eukle�deiou qrìnou. Shmei¸noumemìno ìti to apotèlesma mpore� na ekfraste� w autì pou s mera kaloÔmeepimeristik  idiìthta:

a(b + c) = ab + ac.Gia ti Prot�sei b' 2/3 to parak�tw Sq ma 6.2 kai h epex ghsh arke�:3 Ashmei¸soume mìno ìti h Prìtash b' 2 anafèretai se tetr�gwna, en¸ h b' 3 seorjog¸nia.b' 2. AE = DC + FB, algebrik�, a2 = ab + ac an a = b + c,b' 3. AE = AD + BD, algebrik�, (a + b)a = ab + a2.

τον πόλο, τον γνώμονα και τις δώδεκα ώρες τις μέρας από τους Βαβυλωνίους. Σύμφωνα δε
με το λεξικό του Σουίδα, ο Αναξίμανδρος (611-545 π.Χ.) ήταν αυτός πρωτοχρησιμοποίησε
τον γνώμονα.3Ακολουθούμε τον Ευκλείδη συμβολίζοντας τετράγωνα, ορθογώνια και παραλληλόγραμ-
μα, με τις διαγωνίους τους.
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Sq ma 6.2: Prot�sei b' 2/3.Prìtash b' 4.E�n m�a euje�a gramm  tmhje� tuqa�a, tìte to tetr�gwno ìlh th euje�ae�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn tmhm�twn th euje�a kai dÔoforè tou perieqomènou orjogwn�ou.
Sq ma 6.3: Prìtash b' 4.Prìkeitai beba�w gia ton gnwstì diwnumikì tÔpo
(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab.M�a hmi-algebrik  apìdeixh pou bas�zetai sti prohgoÔmene prot�sei touBibl�ou b' e�nai h ex :Apìdeixh th b' 4.Apì thn Prìtash b' 2,

(a + b)2 = (a + b)b + a(a + b).



60 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNAll� apì thn Prìtash b' 3 èqoume ep�sh
(a + b)a = a2 + ba, (a + b)b = ab + b2.'Ara prokÔptei to zhtoÔmeno. 2O Eukle�dh bèbaia to blèpei kajar� gewmetrik�.4 H apìdeixh den e�naidÔskolh, all� m�llon sqoinoten .5Perièrgw pw, h Prìtash b' 4 anapar�statai sthn Ellhnik  Nomismatik .Parathre�ste sto Sq ma 6.3 to nìmisma th A�gina tou 400 p.Q. per�pou.Prìtash b' 5.E�n euje�a gramm  tmhje� se �sa kai �nisa tm mata, tìte to �jroisma touperieqìmenou sta �nisa tm mata th ìlh euje�a orjog¸nio kai tou tetrag¸-nou th diafor� twn an�swn kai twn �swn tmhm�twn, e�nai �so me to tetr�gwnotou misoÔ th euje�a.Diìti an h euje�a AB tmhje� se �sa tm mata sto G kai se �nisa tm matasto D, lègw ìti to �jroisma tou orjogwn�ou pou perièqetai sti AD, DB kaitou tetrag¸nou th GD, e�nai �so me to tetr�gwno th GB.

Sq ma 6.4: Prìtash b' 5: ab + [(a + b)/2 − b]2 = [(a + b)/2]2.Gia thn �d�dumh� th b' 5 Prìtash b' 6, parajètoume mìno to sq ma (Sq ma6.5). H al jeia th Prìtash fa�netai xek�jara.4Αν και, εφαρμόζει την Πρόταση β΄ 6 στους αριθμούς στο Λήμμα της Πρότασης ι΄ 28.5Οι παλαιότερες εκδόσεις των Στοιχείων περιείχαν και μία άλλη απόδειξη της Πρότασης
β΄ 4 που αποδίδεται στον Θέωνα τον Αλεξανδρέα. Η απόδειξη αυτή διαφέρει ελάχιστα από
την υπάρχουσα.
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Sq ma 6.5: Prìtash b' 6: (2a + b)b + a2 = (a + b)2.Sqìlia sti Prot�sei b' 5/6.A parathr soume ta sq mata 6.4 kai 6.5 kai a jèsoume AB=b kai DB=x.'Opw mporoÔme eÔkola na doÔme, oi Prot�sei b' 5/6 mporoÔn na metafra-stoÔn eÔkola sti exis¸sei
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,ant�stoiqa.6 Dhlad , oi Prot�sei 5/6 ma de�qnoun sthn kuriolex�a pw sum-plhr¸netai to tetr�gwno. O Eukle�dh jewre� dÔo xeqwristè peript¸seiafoÔ den up�rqoun arnhtik� m kh   embad�. H sumpl rwsh tou tetrag¸-nou e�nai to pr¸to b ma gia th lÔsh th tetragwnik  ex�swsh, ìpw ìloi6Παρατηρείστε ότι οι όροι x(b−x) και (b+x)x δίδουν το αντίστοιχο εμβαδόν του γνώμονα.
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x2 + bx + c = 0,
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− c.Autì exart�tai apì to mègejo kai to prìshmo tou c kai �ra apaite� eidik je¸rhsh apì ton Eukle�dh, o opo�o, an kai èqei to Pujagìreio Je¸rhma staqèria tou, anab�llei autì to b ma mèqri thn Prìtash d' 25, ìpou kai p�li,to b ma autì e�nai k�pw krummèno. 'Ara loipìn, den mporoÔme na mil�me gialÔsei th tetragwnik  ex�swsh, ìson afor� sti Prot�sei b' 5/6, all�m�llon gia epibebai¸sei gnwst¸n  dh lÔsewn.H Prìtash b' 5 epidèqetai kai �llh ermhne�a. Jètoume AG=x kai GD=y.Tìte AD= x + y kai BD=x− y kai parathr�ste ìti h sqèsh th Prìtash b'5 e�nai h
(x + y)(x − y) = x2

− y2,Oi epìmene Prot�sei b' 7-10 e�nai parallagè sta jèmata twn b' 4�6. Ka-tìpin, o Eukle�dh strèfetai se tr�a diaforetik� zht mata; h Prìtash b' 11e�nai basik  gia thn kataskeu  tou kanonikoÔ pentag¸nou sto Bibl�o d', oiProt�sei b' 12,13 genikeÔoun to Pujagìreio Je¸rhma kai tèlo h Prìtashb' 14 e�nai h korwn�da th akolouj�a, kaj¸ asqole�tai me ton tetragwnismìpolug¸nwn.Prìtash b' 11.Na tmhje� doje�sa euje�a ¸ste to perieqìmeno apì ìlh thn euje�a kai ènaapì ta tm mata orjog¸nio na e�nai �so me to tetr�gwno tou loipoÔ tm mato.'Estw AB h doje�sa euje�a; prèpei na tmhje� h AB ¸ste to perieqìmenoapì ìlh thn euje�a kai èna apì ta tm mata orjog¸nio na e�nai �so me totetr�gwno tou loipoÔ tm mato.Apìdeixh.D�noume thn apìdeixh me sqìlia. ZhtoÔme shme�o J ep�nw sthn AB tètoio
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Sq ma 6.6: Prìtash b' 11.¸ste AB·JB=AJ·AJ.7 Sthn arq  o Eukle�dh perigr�fei thn kataskeu  tousq mato:[Diìti a grafe� to apì th AB tetr�gwno to ABGD,8kai a diqotomhje� h AG sto shme�o E,9 kai a sundeje� h BE;kai a di�getai h h GA apì Z to opo�o e�nai tètoio ¸ste h BE e�nai �sh methn EZ,10kai a grafe� apì thn AZ to tetr�gwno ZJ,11 kai a di�getai h HJ apìto K.Lègw ìti h AB tèmnetai sto J, ¸ste to orjog¸nio pou perièqoun oi AB,BJ g�netai �so me to tetr�gwno AJ.℄Me thn bo jeia th Prìtash b' 6 kai tou Pujagore�ou Jewr mato a' 47de�qnei ìti to shme�o J èqei ti epijumhtè idiìthte:7Το σημείο Θ χωρίζει το ΑΒ σε μέσο και άκρο λόγο, δηλαδή είναι η χρυσή τομή του ΑΒ.
Για την χρυσή τομή και τις τεράστιες επιπτώσεις της στα μαθηματικά, αλλά και σε άλλες
επιστήμες, δείτε λ.χ. την ιστοσελίδα http://el.wikipedia.org/wiki/Χρυσή

−
τομή.8Πρόταση α΄ 46.9Πρόταση α΄ 10.10Πρόταση α΄ 3.11Πάλι λόγω της Πρότασης α΄ 46.



64 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNSthn GZ èqoume thn kat�stash th b' 6:[Diìti epeid  h euje�a AG diqotome�tai sto E, kai prost�jetai se aut  hZA, �ra to perieqìmeno apì ti GZ, ZA orjog¸nio maz� me to tetr�gwno AEe�nai �so me to tetr�gwno EZ.12℄Katìpin, qrhsimopoie� thn upìjesh kai to P.J:[H EZ e�nai �sh me thn EB, �ra to orjog¸nio pou perièqoun oi GZ, ZAmazi me to tetr�gwno th AE, e�nai �so me to 'tetr�gwno th EB. All� to�jroisma twn tetrag¸nwn twn BA kai AE e�nai �so me to tetr�gwno th EB,giati e�nai orj  h gwn�a sto A.'Ara to �jroisma orjogwn�ou pou perièqoun oi GZ, ZA kai tou tetrag¸nouAE e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn AE kai AB.℄Autì t¸ra sunep�getai:['Ara to �jroisma tou perieqomènou apì ti GZ, ZA orjogwn�ou kai toutetrag¸nou AE e�nai �so me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn AB, AE.℄Apì dw kai pèra ta pr�gmata g�nontai eÔkola:[A afaireje� to koinì tetr�gwno th AE; �ra loipìn to perieqìmeno apìti GZ, ZA orjog¸nio e�nai �so me to tetr�gwno th AB.To ZK e�nai to orjog¸nio pou perièqetai apì ti GZ,ZA, epeid  h AZ e�nai�sh me th ZH.To tetr�gwno AD e�nai to tetr�gwno th AB. 'Ara to ZK e�nai �so me toAD kai a afaireje� to koinì AK.'Ara to tetr�gwno ZJ e�nai �so me to orjog¸nio JD. Kai to men JD e�naiauto pou perièqetai sti AB, BJ, afoÔ h AB e�nai �sh me thn BD; to de ZJe�nai to tetr�gwno th AJ.'Ara to perieqìmeno apì ti AB, BJ orjog¸nio e�nai �so me to tetr�gwnoth AJ.℄ 2SqìlioW sun jw, o Eukle�dh den ma lègei pw èftase sthn kataskeu  tou, all�mìno bebai¸nei thn lÔsh tou. (De�te kai ta sqìlia sti b' 5/6). ApokalÔpteito mustikì tou polÔ argìtera, sthn st' 30.12Πρόταση β΄ 6.



6.2. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU B� 65'Estw b to dojèn tm ma kai x to megalÔtero komm�ti tou. 'Eqoume thsunj kh
b(b − x) = x2,

b2 = x2 + bx.Me thn b' 6, toÔto metasqhmat�zetai sthn
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, ìpw kataskeu�sthke.Sthn st' 30 aut  h epagwg  e�nai enswmatwmènh sthn genik  diadikas�a thlÔsh tetragwnik¸n problhm�twn, st' 30. ToÔth h teleuta�a prìtash exhge�to pw br�skoume èna shme�o D (ed¸ Z) upì ti proüpojèsei th b' 6. Ousia-stik�, autì g�netai ìpw parap�nw me thn bo jeia th a' 47  , se genikìterekatast�sei, me thn gen�keus  th st' 25.Giat� ìmw h b' 11 e�nai endiafèrousa? H Prìtash ig' 8 e�nai per� toukanonikoÔ pentag¸nou me pleur� x kai diag¸nio b. ApodeiknÔetai eke� ìti

b : x = x : (b − x)dhlad  isodÔnama, sÔmfwna me thn Prìtash st' 16
b(b − x) = x2.Na loipìn to ousiastikì nìhma th b' 11: na prosdior�soume thn pleur� xenì kanonikoÔ pentag¸nou ìtan d�detai h diag¸nio b. O Eukle�dh to apo-siwp� autì kai sto Bibl�o b' all� kai sto Bibl�o d', ìpou kataskeu�zei topent�gwno.1313Η μαθηματική αλήθεια δεν εξαρτάται από τα κίνητρα. Ο Ευκλείδης το δίδαξε αυτό σε πολ-

λές γενεές μαθηματικών. Το να διδάσκεις σε μία τάξη είναι τελείως διαφορετικό, βέβαια. Οι
μαθητές έχουν κάθε δικαίωμα να καταλαβαίνουν το πως τα ειδικότερα βήματα κατευθύνονται
στο συγκεκριμένο στόχο.



66 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNOi Prot�sei b' 12/13 e�nai polÔ shmantikè kai s mera afoÔ den e�nait�pote �llo apì ton Nìmo twn Sunhmitìnwn. MolataÔta sta Stoiqe�a, para-t�jentai kai den anafèrontai oÔte efarmìzontai potè xan�.Prìtash b' 12.Sta amblug¸nia tr�gwna, to tetr�gwno th pleur� pou upote�nei thn am-ble�a gwn�a e�nai megalÔtero apì to �jroisma twn tetrag¸nwn twn pleur¸npou perièqoun thn amble�a gwn�a kat� dÔo forè to orjog¸nio pou perièqe-tai apì m�a twn pleur¸n gÔrw apì thn amble�a gwn�a, sthn opo�a fèretai hk�jeto, kai apì thn pleur� pou lamb�netai exwterik� tou trig¸nou apì thnk�jeto pro thn amble�a gwn�a.'Estw amblug¸nio tr�gwno to ABG me amble�a gwn�a thn BAG, kai aaqje� apì to shme�o B h k�jeto BD ep� thn GA.14 Lègw, ìti to tetr�gwnoth BG e�nai megalÔtero apì to �jroisma twn tetrag¸nwn twn BA, AG kat�dÔo forè to orjog¸nio pou perièqetai apì ti GA, AD.

Sq ma 6.7: Prìtash b' 12. Nìmo sunhmitìnwn gia amblug¸nia tr�gwna.Apìdeixh.Apì to Pujagìreio Je¸rhma a' 47 e�naiBG2=BD2+DG2,AB2=BD2+DA2.Apì to diwnumikì je¸rhma b' 4,DG2=DA2+AG2+2AD·AG,14Πρόταση α΄ 12.



6.2. PROT�ASEIS TOU BIBL�IOU B� 67ap' ìpou prokÔptei to zhtoÔmeno. 2Sth sÔgqronh gl¸ssa, an AB=g, BG=a, GA=b, kai ∠BAG=A, e�naiDA=cosA. Epeid  h A e�nai amble�a, to sunhm�tono e�nai arnhtikì kai pa�r-noume to apotèlesma. a2=b2+g2-2bgcosA.15Prìtash b' 14.Na kataskeuaste� tetr�gwno �so me dojèn eujÔgrammo sq ma.'Estw A to dojèn eujÔgrammo sq ma. Zhte�tai na kataskeuaste� tetr�-gwno �so me to A.16

Sq ma 6.8: Prìtash b' 14. Tetragwnismì tetrapleÔrou.Apìdeixh.Kataskeu�zetai orjog¸nio me pleurè ED kai BE, �sou perieqomènou meto A.17E�n e�nai tetr�gwno, èqoume telei¸sei. Eid�llw, èstw ìti h BE e�naimegalÔterh apì thn ED.15Ο Νόμος των Συνημιτόνων θα ανεπτύσσετο σε πλήρη δύναμη πολύ καιρό μετά τον Ευ-
κλείδη.16Κατά τον Αριστοτέλη στα μετά τα Φυσικά, ο τετραγωνισμός ορίζεται καλύτερα ως η
εύρεση του μέσου ανάλογου, παρά του τετραγώνου ίσου περιεχομένου. Και αυτό διότι, το
πρώτο αναφέρετσι στην αιτία ενώ το ύστερο στο συμπέρασμα και μόνο.17Πρόταση α΄ 45.



68 KEF�ALAIO 6. BIBL�IO B�: H GEWMETR�IA TWN ORJOGWN�IWNEpekte�noume thn BE sto Z ètsi ¸ste EZ=ED. DiqotomoÔme thn BZ stoH, gr�foume to hmikÔklio BJZ kèntrou H. Epekte�noume thn BE sto J.Isqurizìmaste ìti BE·ED=EJ2.Pr�gmati: BE·EZ+EH2=HZ2.18H HZ e�nai �sh me thn HJ apì kataskeu . 'Ara,BE·EZ+EH2=HJ2=EH2+EJ2.19Afair¸nta to EH2 kai apì ta dÔo skèlh, kai parathr¸nta ìti EZ=EHprokÔptei to zhtoÔmeno. 2To parap�nw je¸rhma èqei thn dik  tou ax�a. E�nai o skopì th jewr�apou anaptÔqjhke sti a' 35-45 mèsw th a' 47 kai b' 5 kai koruf¸jhke sthn b'14. Den exuphrete� kanèna �llo skopì apì to na metad¸sei m�a sugkekrimènhgn¸sh   alli¸, na apant sei se m�a shmantik  er¸thsh th jewr�a, all�kai th praktik  sun�ma.

18Πρόταση β΄ 5.19Πρόταση α΄ 47.


