
Kef�laio 8Stoiqe�wn Bibl�o g': Per�kÔklou
8.1 Perieqìmena tou Bibl�ou g'Orismo� 1�11Prìtash 1 Pw br�skoume to kèntro tou kÔklou.Prot�sei 2�15 A: Qordè, kÔkloi temnìmenoikai efaptìmenoi.Prot�sei 16�19 B: Efaptìmene.Prot�sei 20�22 G1: Gwn�e se tm mata kÔklou kaitetr�pleura se kÔklou.
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74 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUProt�sei 23�29 G2: Qordè, tìxa kai gwn�e.Prìtash 30 Pw diqotome�tai èna tìxo.Prot�sei 31�34 G3: Perissìtera per� gwni¸n se kÔklou.Prot�sei 35�37 D: Tomè qord¸n, temnous¸n kai efaptomènwn.
8.2 Orismo� tou Bibl�ou g'Orismo�1. 'Isoi kÔkloi e�nai auto�, twn opo�wn oi di�metroi e�nai �se,   oi apost�-sei tou apì ta kèntra e�nai �se.1A parathr soume ed¸ ìti h ènnoia th isìthta kÔklwn den e�nai isìthtaperieqomènou ìpw sta parallhlìgramma, all� m�llon isìthta diamètrwn ( akt�nwn). O Eukle�dh skopeÔei na apode�xei thn arq  tou Ippokr�th, apìthn opo�a prokÔptei h isodunam�a twn orism¸n.2. [Th efaptomènh tou kÔklou℄ M�a euje�a lègetai ìti ef�ptetai se ènakÔklo, an ìtan sunant�2 ton kÔklo kai proekte�netai, den tèmnei ton kÔklo.

. . .6. Tm ma kÔklou e�nai to perieqìmeno apì ton kÔklo kai m�a euje�asq ma.1Κατά πολλούς όπως λ.χ οι Tartaglia, Borelli, Playfair τούτος ο ορισμός έπρεπε να είναι
αξίωμα. Κατ΄ άλλους, όπως ο Simson, είναι δυνατόν να αποδειχθεί ως πρόταση χρησιμοποιών-
τας φερ΄ ειπείν την εναπόθεση, αλλά ο Ευκλείδης το αποφεύγει αυτό όπου μπορεί. Βλέπουμε
ότι δεν υπάρχει ορισμός της ακτίνας, οι Αρχαίοι δεν χρησιμοποιούσαν αυτόν τον όρο. ΄Ετσι
ακτίνα εδώ είναι η απόσταση από το κέντρο.2άπτεται στο αρχαίο κείμενο. Ας παρατηρήσουμε τη διαφορά του άπτεται=συναντά και
εφάπτεται.



8.3. BIBL�IO G�, M�EROS A: QORD�ES, SQETIK�H J�ESH K�UKLWN 757. Gwn�a tm mato3 e�nai h perieqìmenh apì k�poia euje�a kai peri-fèreia kÔklou.8. Gwn�a se tm ma4 e�nai h gwn�a pou perièqetai sta sundedemènatm mata, ìtan k�poio shme�o lhfje� ep� th perifèreia tou tm mato, kai oieuje�e sundejoÔn apì autì pro ta �kra th euje�a, h opo�a e�nai h b�shtou tm mato.5
Sq ma 8.1: Gwn�a tm mato (arister�) kai gwn�a se tm ma (dexi�).
. . .11. 'Omoia tm mata kÔklwn e�nai ta deqìmena �se gwn�e, h se aut� oigwn�e e�nai �se metaxÔ tou.8.3 Bibl�o g', Mèro A: Qordè kÔklwn,kÔkloi temnìmenoi kai efaptìmenoiPr�n xekin sei me to Mèro A, o Eukle�dh parajètei to prìblhma g' 1: pwbr�sketai to kèntro enì kÔklou. ToÔto fa�netai par�xeno, afoÔ h Ôparxhtou kèntrou exasfal�zetai stou OrismoÔ a' 15, 16 kai e�nai emfanè ìti hkataskeu  tou kÔklou me diab th exasfal�zei ton prosdiorismì tou kèntrou.M�llon h par�jesh aut  th prìtash aphqe� paliìtere teqnikè. A fan-tastoÔme ènan arqa�o gewmètrh (  teqn�th) na gr�fei èna kÔklo sto q¸maqrhsimopoi¸nta th b�sh enì agge�ou. Pou e�nai to kèntro? H ap�nthshe�nai eÔkolh. O Eukle�dh pa�rnei m�a tuqa�a qord  kai thn mesok�jetì th.6Katìpin apodeiknÔei ìti to mèson th mesokajètou e�nai to kèntro tou kÔklou,3Ο ορισμός της γωνίας σε τμήμα απηχεί την παράδοση της μεικτής γωνίας. Σήμερα είναι

παντελώς ξεπερασμένος.4Είναι η γνωστή σε όλους εγγεγραμμένη γωνία.5Δηλαδή, η χορδή.6Προτάσεις α΄ 9 και 11. Εδώ όμως υπάρχει ένα χάσμα: από πουθενά δεν δικαιολογείται
ότι η μεσοκάθετος θα τέμνει τον κύκλο σε ακριβώς δύο σημεία! Τούτο οδήγησε τον De



76 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUme thn apagwg  se �topo. An to kèntro  tan k�poio �llo shme�o entì toukÔklou, to en¸nei me ta �kra th qord  kai to mèson th kai apodeiknÔei ìti hexwterik  gwn�a tou enì sqhmatizìmenou trig¸nou e�nai �sh me thn eswterik tou �llou, to opo�o e�nai adÔnato.Sthn Prìtash g' 2 apodeiknÔetai ìti h qord  enì kÔklou an kei stoeswterikì tou kÔklou, en¸ sthn Prìtash g' 3 apodeiknÔetai ìti m�a di�metrodiqotome� m�a qord  an kai mìno an e�nai k�jeth se aut n.Prìtash g' 4.E�n se èna kÔklo dÔo euje�e pou den pernoÔn apì to kèntro tèmnontaimetaxÔ tou, tìte den diqotomoÔntai.'Estw o kÔklo ABGD, kai mèsa s' autìn dÔo euje�e oi AG, BD pouden pernoÔn apì to kèntro kai tèmnontai metaxÔ tou sto E; lègw, ìti dendiqotomoÔntai.

Sq ma 8.2: Prìtash g' 4.Apìdeixh.Diìti, èstw ìti e�nai dunatìn na diqotomhjoÔn ¸ste h AE na e�nai �sh methn EG, kai h BE me thn ED; a èqei lhfje� to kèntro tou kÔklou, èstw toZ,7 kai a sundeje� h ZE.
Morgan να δώσει μία εναλλακτική μέθοδο, αποδεικνύοντας πρώτα ότι η ευθεία που διχοτομεί
κάθετα μία χορδή περιέχει το κέντρο του κύκλου. Παρ΄ όλα αυτά, και αυτή η μέθοδος έχει
προβλήματα· για λεπτομέρειες, κοιτάξτε τον Heath, vol. II, σελ. 7–8.7Πρόταση γ΄ 1.



8.3. BIBL�IO G�, M�EROS A: QORD�ES, SQETIK�H J�ESH K�UKLWN 77Epeid  loipìn k�poia euje�a ZE pou pern� apì to kèntro diqotome� k�poiaAG, thn tèmnei kai kajètw,8 e�nai �ra orj  h ZEA.P�li, epeid  k�poia euje�a ZE diqotome� k�poia BD, thn tèmnei kai kajè-tw, �ra e�nai orj  h ZEB. De�qjhke ìti kai h ZEA e�nai orj , �ra h ZEAe�nai �sh me thn ZEB, h mikrìterh me thn megalÔterh; to opo�o e�nai adÔnato.'Ara, ean se èna kÔklo dÔo euje�e pou den pernoÔn apì to kèntro tèmnontaimetaxÔ tou, tìte den diqotomoÔntai, O.E.D. 2Oi Prot�sei g' 11/12 e�nai �d�dume �. Ja de�xoume mìno thn Prìtash g'11 pou mil� gia eswterik� efaptìmenou kÔklou; h apìdeixh th g' 12 poumil� gia exwterik� efaptìmenou kÔklou e�nai parapl sia.Prìtash g' 11.E�n dÔo kÔkloi ef�ptontai metaxÔ tou eswterik�, kai lhfjoÔn ta kèntratou, tìte h euje�a pou sundèei ta kèntra tou, proekteinìmenh ja per�seiapì to shme�o epaf  twn kÔklwn.Diìti a e�nai dÔo kÔkloi ABG, ADE pou ef�ptontai metaxÔ tou eswteri-k� sto shme�o A, kai a lhfje� to kèntro Z tou kÔklou ABG kai to kèntro Htou kÔklou ADE.9 Lègw ìti h euje�a pou sundèei ta H kai Z proekteinìmenhpern� apì to A.

Sq ma 8.3: Prìtash g' 11.Apìdeixh.8Πρόταση γ΄ 3.9Πρόταση γ΄ 1.



78 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUDiìti e�n den e�nai dunatìn, a empèsei ìpw h ZHJ, kai a sundejoÔn oiAZ, AH.Epeid  loipìn to �jroisma twn AH, HZ e�nai megalÔtero apì thn ZA,dhlad  kai apì thn ZJ,10 a afaireje� h koin  ZH. 'Ara h loip  AH e�naimegalÔterh th loip  HJ. H AH e�nai �sh me thn HD, �ra kai h HD e�naimegalÔterh apì thn HJ, dhlad  h mikrìterh e�nai megalÔterh apì thn mega-lÔterh, to opo�o e�nai adÔnato. 'Ara h apì ta Z kai H sundedemènh euje�a denja per�sei èxwterik� (apì ton èna kÔklo, all� eswterik� tou �llou); �ra japer�sei apì to koinì shme�o A.'Ara, e�n dÔo kÔkloi ef�ptontai metaxÔ tou eswterik�, kai lhfjoÔn takèntra tou, tìte h euje�a pou sundèei ta kèntra tou, proekteinìmenh japer�sei apì to shme�o epaf  twn kÔklwn, O.E.D. 2

Sq ma 8.4: Prìtash g' 12.
Oi Prot�sei g' 11/12 e�qan anar�jmhte efarmogè sthn arqitektonik  touMesa�wna, kai e�nai ousiastikì sustatikì tou legìmenou GotjikoÔ rujmoÔ.(Sq ma 8.5)10Πρόταση α΄ 20.



8.3. BIBL�IO G�, M�EROS A: QORD�ES, SQETIK�H J�ESH K�UKLWN 79
Sq ma 8.5: Efarmogè twn Prot�sewn g' 11/12 sthn mesaiwnik  arqitekto-nik : H ay�da th Ritterstiftskirche sto Wimpfen th German�a, 1280.Sqìlia sti Prot�sei g' 11/12: Sqetik  jèsh kÔ-klwnE�nai genik� paradektì apì tou melethtè twn Stoiqe�wn, ìti oi apode�xeitwn Prot�sewn g' 11/12 e�nai arket� problhmatikè.11 H shmerin  prakti-k , pou antikajist� autè ti Prot�sei, all� exakolouje� na bas�zetai staprohgoÔmena Eukle�deia jewr mata, sundèei ton arijmì, thn fÔsh kai thn jè-sh twn koin¸n shme�wn dÔo kÔklwn, me thn sqèsh pou èqei h apìstash twnkèntrwn tou me to m ko twn akt�nwn tou. 12Sunolik�, oi Prot�sei g' 11/12 antikaj�stantai apì ti epìmene:131. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo kÔklwn e�nai megalÔterh apì to �-jroisma twn akt�nwn tou, tìte oi kÔkloi den èqoun koin� shme�a kai e�naiexwteriko� o èna pro ton �llon.2. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo �niswn kÔklwn e�nai mikrìterh apì thnapìluth tim  th diafor� twn akt�nwn tou, tìte oi kÔkloi den èqoun koin�shme�a kai o mikrìtero kÔklo ke�tai olìklhro eswterik� tou megalÔterou.3. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo kÔklwn e�nai �sh me to �jroisma twnakt�nwn tou, tìte oi kÔkloi èqoun èna koinì shme�o kai mìno, to opo�o ke�taisthn di�kentro. Oi kÔkloi e�nai exwteriko� o èna pro ton �llon.4. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo �niswn kÔklwn e�nai �sh me th diafor�11Δείτε λ.χ. τον Heath, Vol. II, σελ. 24–32.12Οι ρίζες αυτής της μεθόδου βρίσκονται στους Veronese, Legendre και άλλους.13Για τις αποδείξεις, κοιτάξτε τον Heath, Vol. II, σελ. 30–32, ή τα βιβλία της Γεωμετρίας
του Λυκείου.



80 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUtwn akt�nwn tou, tìte oi kÔkloi èqoun èna koinì shme�o kai mìno, to opo�oke�tai sthn di�kentro. O mikrìtero kÔklo ke�tai eswterik� tou megalÔterou.5. E�n h apìstash twn kèntrwn dÔo kÔklwn e�nai mikrìterh apì to �jroi-sma kai megalÔterh apì th diafor� twn akt�nwn tou, tìte èqoun dÔo koin�shme�a pou br�skontai summetrik� w pro th di�kentro, all� den ke�ntai s'aut n.8.4 Bibl�o g', Mèro B: EfaptìmeneOi tèsseri prot�sei aut  th paragr�fou e�nai jemeli¸dei gia thn stoi-qei¸dh gewmetr�a, diìti metasqhmat�zoun thn diaisjhtik  ènnoia th efapto-mènh w �m�a gramm  pou akoump� ton kÔklo� se èna eÔqrhsto ergale�o,me to na d¸soun m�a apl  kataskeu  th efaptìmenh: H efaptìmenh e�naik�jeth sthn akt�na pou �getai apì to kèntro pro sto shme�o epaf .Prìtash g' 16H euje�a pou fèretai k�jeta apì to �kro th diamètrou enì kÔklou, japèsei ektì tou kÔklou. Kai ston tìpo metaxÔ th euje�a kai th perifèreiaden mpore� na paremblhje�14 �llh euje�a. Kai h men gwn�a tou hmikukl�ou e�naimegalÔterh apì k�je oxe�a eujÔgrammh gwn�a, h de loip  e�nai mikrìterh (apìk�je oxe�a eujÔgrammh gwn�a).15'Estw o kÔklo ABG gÔrw apì to kèntro D kai me di�metro AB; lègw ìtih agìmenh apì to A pro thn AB k�jeth ja pèsei ektì tou kÔklou.Apìdeixh.Diìti an ìqi, a èqei pèsei entì tou kÔklou ìpw h GA kai a èqei sundeje�h DG.Epeid  h DA e�nai �sh me thn DG, h gwn�a DAG e�nai �sh me th gwn�a ADG.16H DAG e�nai orj , �ra kai h AGD. 'Etsi sto tr�gwno AGD to �jroisma twn14ου παρεμπεσείται στο αρχαίο κείμενο=δεν μπορεί να πέσει μεταξύ.15Από την αρχαιότητα ήδη, αλλά και στο διάστημα από τον 13ο έως τον 17ο αιώνα, το
τελευταίο μέρος της πρότασης έγινε αντικείμενο διαμάχης. Ποιες γωνίες εννοεί ο Ευκλείδης;
Κατά τον Πρόκλο, και εδώ απηχείται η παράδοση των μεικτών γωνιών, τις οποίες κατά τ΄
άλλα ο Ευκλείδης χρησιμοπιεί από ελάχιστα έως καθόλου. Η γωνία που παρεμβάλλεται βέβεια
δεν είναι μεικτή. Στν προ-Ευκλείδεια εποχή, ο Δημόκριτος είχε γράψει περί της διαφορής
γνώμης ή περί ψαύσεως κύκλου και σφαίρης.16Πρόταση α΄ 5.



8.4. BIBL�IO G�, M�EROS B: EFAPT�OMENES 81

Sq ma 8.6: Prìtash g' 16. Orismì th efaptomènh.dÔo gwni¸n DAG, AGD e�nai �so me dÔo orjè, to opo�o e�nai adÔnato.17 'Arah agìmenh apì to A k�jeth sthn BA ja pèsei entì tou kÔklou. Omo�wmporoÔme na de�xoume ìti kamm�a tètoia k�jeth de ja pèsei ep� th perifèreia.'Ara ja pèsoun ìle ektì.A pèsei ìpw h AE. Lègw ìti ston tìpo metaxÔ th AE kai th perifèreiaGJA den paremb�lletai kamm�a �llh euje�a.Diìti an  tan dunatìn, a paremblhje� ìpw h ZA kai a aqje� apì toshme�o D h DH k�jeth sthn ZA.18 Kai epeid  h AHD e�nai orj  kai h DAHe�nai mikrìterh apì orj , e�nai �ra megalÔterh h AD apì th DH. 19 H DAe�nai �sh me th DJ, �ra h DJ e�nai megalÔterh apì th DH, h mikrìterh apìth megalÔterh; to opo�o e�nai adÔnato. 'Ara ston tìpo metaxÔ th euje�a AEkai th perifèreia den paremb�lletai kamm�a �llh euje�a.Lègw ìti kai h men gwn�a tou hmikukl�ou pou perièqetai apì thn euje�a BAkai thn perifèreia GJA e�nai megalÔterh apì kaje eujÔgrammh oxe�a gwn�a,h de loip  pou perièqetai apì thn perifèreia GJA kai thn euje�a AE e�naimikrìterh apì k�je eujÔgrammh oxe�a gwn�a.Diìti an up�rqei eujÔgrammh gwn�a megalÔterh apì th gwn�a pou periè-qetai apì thn euje�a BA kai thn perifèreia GJA   mikrìterh apì thn gwn�apou perièqetai apì thn perifèreia GJA kai thn euje�a AE, ston tìpo metaxÔth perifèreia GJA kai th euje�a AE ja paremb�lletai euje�a, h opo�a jak�nei thn gwn�a (pou perièqetai sti euje�e) megalÔterh men apì thn perieqì-menh apì thn euje�a BA kai thn perifèreia GJA, mikrìterh de apì thn gwn�a17Πρόταση α΄ 17.18Πρόταση α΄ 12.19Πρόταση α΄ 19.



82 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUpou perièqetai apì thn perifèreia GJA kai thn euje�a AE.All� den paremb�lletai. 'Ara den up�rqei eujÔgrammh oxe�a gwn�a pouna e�nai megalÔterh apì th gwn�a pou perièqetai apì thn euje�a BA kai thnperifèreia GJA   mikrìterh apì th gwn�a pou perièqetai apì thn perifèreiaGJA kai thn euje�a AE. 2

Sq ma 8.7: �Keratoeide� gwn�e �.Sqoli�zonta thn apìdeixh, a doÔme xan� thn �keratoeid  �20 gwn�a pousqhmat�zetai apì thn euje�a kai ton kÔklo sto shme�o epaf . E�dame ìti oEukle�dh apodeiknÔei ìti h gwn�a metaxÔ tou kÔklou kai th efaptomènhe�nai mikrìterh apì k�je eujÔgrammh gwn�a.ToÔto èqei sobarè sunèpeie sth di�taxh twn gwni¸n analìgw tou me-gèjou tou. H gwn�a α tou sq mato 8.7 mpore� na diqotomhje� (xan� kaixan�), all� potè h prokÔptousa gwn�a den ja g�nei mikrìterh apì thn ke-ratoeid . me sÔgqronou ìrou, h di�taxh aut  twn gwni¸n (twn meikt¸nsumperilambanomènwn) e�nai mh Arqim deia.21O Eukle�dh  tan en mero th kat�stash, diìti se �lle peript¸seiapokle�ei mh-Arqim deie diat�xei. Ston Orismì e' 4, mil� gia megèjh �ikan�ìtan pollaplasiastoÔn, na xeper�soun to èna to �llo�, kai sthn Prìtash i' 1èqei akrib¸ thn kat�stash th g' 16 kai de�qnei me th bo jeia tou orismoÔ e'4 ìti ta diadoqik� mis�, telik� ja g�noun mikrìtera apì to deÔtero mègejo.Oi Arqim deie kai oi mh-Arqim deie diat�xei  tan gnwstè ekatì per�pouqrìnia prin ton Arqim dh.Pìrisma.20Ο όρος οφείλεται στον Πρόκλο.21Ας είναι x η γωνία μεταξύ του κύκλου και της εφαπτομένης και y μία τυχαία ευθύγραμμη
γωνία. Ο Ευκλείδης απλά μας λέγει ότι για κάθε φυσικό αριθμό n, το nx < y δηλαδή το x

είναι απειροστό ως προς το y. ΄Ενα σύνολο που έχει μία αλγεβρική δομή και μία διάταξη κατά
την οποία υπάρχουν x, y με το x να είναι απειροστό ως προς το y καλείται μη-Αρχιμήδειο.



8.4. BIBL�IO G�, M�EROS B: EFAPT�OMENES 83Apì toÔto e�nai fanerì, ìti h euje�a pou �getai k�jeta apì ta �kra miadiamètrou kÔklou, ef�ptetai ston kÔklo [kai ìti h euje�a ef�ptetai se ènamìno shme�o, epeid  de�qjhke ìti h euje�a pou tèmnei ton kÔklo se dÔo shme�apèftei entì tou kÔklou.22℄. O.E.D.Oi Prot�sei g' 18/19 e�nai (merik�) ant�strofa tou Por�smato. H Prì-tash g' 17 e�nai eidikoÔ endiafèronto lìgw th tupik  th qr sh th sum-metr�a se èna majhmatikì epiqe�rhma.Prìtash g' 17.Na aqje� efaptomènh tou kÔklou apì dojèn shme�o tou.'Estw A to dojèn shme�o, kai BGD o doje� kÔklo. Prèpei na aqje� apìto A efaptomènh tou kÔklou BGD.

Sq ma 8.8: Prìtash g' 17.Apìdeixh.Diìti a èqei lhfje� to kèntro E tou kÔklou,23 kai a èqei sundeje� h AE.Kai a èqei grafe� o kÔklo AZH me kèntro E kai di�sthma24 EA. Kai a èqeiaqje� k�jeta sthn EA h DZ apì to D25 kai a èqoun sundeje� oi EZ, AB.Lègw ìti h efaptomènh apì to A ston kÔklo BGD èqei aqje� h AB.22Πρόταση γ΄ 2.23Πρόταση γ΄ 1.24διάστημα=ακτίνα.25Πρόταση α΄ 11.



84 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUDiìti epeid  to E e�nai kèntro twn kÔklwn BGD, AZH, �ra h EA e�nai �shme thn EZ kai h ED me thn EB. 'Etsi oi dÔo euje�e AE, EB e�nai �se meti dÔo euje�e ZE, ED kai perièqoun koin  gwn�a.26. 'Ara h b�sh DZ e�nai�sh me th b�sh AB, kai to tr�gwno DEZ e�nai �so me to tr�gwno EBA, kai oiloipè gwn�e e�nai �se me ti loipè gwn�e.27 'Ara h gwn�a EDZ e�nai �shme th gwn�a EBA. H EDZ e�nai orj , �ra orj  kai h EBA. Kai h EB e�naiapì to kèntro,28. Kai h euje�a pou �getai k�jeta apì to �kro th diamètrouef�ptetai ston kÔklo;29 �ra h AB ef�ptetai ston kÔklo BGD.'Ara apì to dojèn shme�o A tou kÔklou BGD �qjhke efaptomènh euje�a hAB, O.E.P. 2Fusik�, to �kìsmhma� th apìdeixh e�nai o aprosdìkhto trìpo me tonopo�o h efaptomènh DZ, pou sthn pr¸th mati� den de�qnei na èqei sqèsh meto prìblhma, qrhsimopoie�tai gia na paraqje� h zhtoÔmenh efaptomènh AB;toÔto k�nei thn kataskeu  komyotèqnhma.H kataskeu  de�qnei ep�sh ìti apì dojèn shme�o (ektì kÔklou) mporoÔnna aqjoÔn dÔo efaptìmene ston kÔklo. E�nai ep�sh fanerì ìti toÔte oiefaptìmene e�nai �se, kai ìti oi gwn�e me pleurè ti efaptìmene kai thneuje�a pou sundèei to dojen shme�o me to kèntro e�nai ep�sh �se.30 O Eu-kle�dh parale�pei thn per�ptwsh ìpou to dojèn shme�o br�sketai ep�nw sthnperifèreia, profan¸ lìgw th leptomeroÔ an�lush th Prìtash g' 16. Aparathr soume tèlo, ìti e�n xèrame ìti h eggegrammènh se hmikÔklio gwn�ae�nai orj  (Prìtash g' 31 parak�tw), apl¸ ja e�qame na gr�youme kÔklodiamètrou AE; toÔto tèmnei ton dojènta kÔklo sta dÔo shme�a epaf .8.5 Bibl�o g', Mèro G1: Gwn�e se tm -mata kÔklwn'Isw oi tèsseri pio shmantikè prot�sei twn Stoiqe�wn e�nai oi parak�tw:1. H Prìtash a' 32 per� tou ajro�smato gwni¸n trig¸nou;26Με κορυφή το Ε.27Πρόταση α΄ 4.28δηλαδή ακτίνα.29Πρόταση γ΄ 16.30Τα παραπάνω δείχθηκαν από τον ΄Ηρωνα τον Αλεξανδρέα.



8.5. BIBL�IO G�, M�EROS G1: GWN�IES SE TM�HMATA 852. h Prìtash a' 47 (to Pujagìreio Je¸rhma);3. h Prìtash f' 21 per� tou analloi¸tou twn gwni¸n se tm ma kai4. h Prìtash st' 2 per� twn analogi¸n twn pleur¸n omo�wn trig¸nwn.H Prìtash g' 20 shmatodote� m�a nèa arq  sto Bibl�o g'.Prìtash g' 20.Se èna kÔklo, h gwn�a sto kèntro 31 e�nai dipl�sia th gwn�a sthn peri-fèreia, ìtan oi gwn�e èqoun thn �dia perifèreia b�sh.32

Sq ma 8.9: Prìtash g' 20. Ep�kentrh kai eggegrammènh gwn�a.Apìdeixh.QrhsimopoioÔme sÔgqrono sumbolismì gia suntom�a, all� kat� t' �llaakoloujoÔme katalept¸ ton Eukle�dh. 'Estw α = ∠BAG me b�sh to tìxoBG. To E e�nai to kèntro tou kÔklou. Gia thn pr¸th per�ptwsh, a e�nai toE sto eswterikì th α. H AE proekte�netai sto Z. Tìte to △ABE e�naiisoskelè; �ra h exwterik  gwn�a ǫ = ∠BEZ= 2∠ABE=2β. 'Omoia, η =
∠GEZ= 2∠EAG=2γ. 'Ara µ = ∠BEG= ǫ+ η = 2(β + γ) = 2α. H per�ptwshtou shme�ou D antimetwp�zetai parìmoia, me th diafor� ìti afairoÔntai ant�na prost�jentai oi gwn�e. 2H Prìtash g' 21 e�nai �meso pìrisma th g' 20:31=η επίκεντρη γωνία.32Με άλλα λογια η επίκεντρη γωνία ενός τόξου είναι διπλάσια της εγγεγραμμένης στο ίδιο
τόξο.



86 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUPrìtash g' 21.Se èna kÔklo oi gwn�e sto �dio tm ma e�nai �se metaxÔ tou.

Sq ma 8.10: Prìtash g' 21. Oi eggegrammène sto �dio tìxo e�nai �se.H pr¸th ousiastik  efarmog  th Prìtash g' 21 e�nai h parak�tw.Prìtash g' 22.Sta tetr�pleura entì kÔklwn,33 to �jroisma twn apènanti gwni¸n e�nai�so me dÔo orjè.'Estw o kÔklo ABGD, kai mèsa s' autìn èstw tetr�pleuro to ABGD;lègw, ìti to �jroisma twn apènanti gwni¸n e�nai �so me dÔo orjè.Apìdeixh.A èqoun sundeje� oi AG, BD.Epeid  se k�je tr�gwno, to �jroisma twn tri¸n gwni¸n tou e�nai �so medÔo orjè,34 to �jroisma twn tri¸n gwni¸n GAB, ABG, BGA e�nai �so me dÔoorjè. H men GAB e�nai �sh me thn BDG; e�nai sto �dio tm ma BADG;35 h deAGB e�nai �sh me thn ADB; e�nai sto �dio tm ma ADGB.'Ara ìlh h ADG e�nai �sh me to �jroisma twn BAG kai AGB. Prost�jetaikai sti dÔo h AGB. 'Ara to �jroisma twn ABG, BAG kai AGB e�nai �so me to�jroisma twn ABG kai ADG. All� to �jroisma twn ABG, BAG kai AGB e�nai�so me dÔo orjè. 'Ara kai to �jroisma twn ABG kai ADG e�nai �so me dÔo33=εγγεγραμμένα τετράπλευρα.34Πρόταση α΄ 32.35Πρόταση γ΄ 21.



8.6. BIBL�IO G�, M�EROS G2: QORD�ES, T�OXA KAI GWN�IES 87

Sq ma 8.11: Prìtash g' 22. Eggegrammèno tetr�pleuro: Oi apènanti gwn�eèqoun �jroisma dÔo orjè.orjè. 'Omoia mporoÔme na de�xoume ìti kai to �jroisma twn gwni¸n BAD,DGB e�nai �so me dÔo orjè.'Ara, sta tetr�pleura entì kÔklwn, to �jroisma twn apènanti gwni¸ne�nai �so me dÔo orjè, O.E.D. 28.6 Bibl�o g', Mèro G2: Qordè, tìxa kaigwn�eSe toÔth th par�grafo tou Bibl�ou g', ta apotelèsmata th prohgoÔmenhepekte�nontai me èna teqnikì trìpo se genikìtere katast�sei, parìmoia meti prot�sei per� embad¸n parallhlogr�mmwn kai trig¸nwn sto Bibl�o a' 36-38. H isìthta twn gwni¸n metafèretai apì �to �dio tm ma� se ��sa tm mata�swn kÔklwn� kai ìmoia gia ti qordè kai ta tìxa: �sa tìxa kajor�zoun �seqordè kai antistrìfw; to �dio �sqÔei gia ti gwn�e kai ta tìxa. 'Ola aut�br�skoun efarmog  sto Bibl�o d'.8.7 Bibl�o g', Mèro G3: Perissìtera per�gwni¸n se kÔklouSto Mèro G1, dÔo akra�e peript¸sei den melet jhkan. H pr¸th e�nai aut th gwn�a se hmikÔklio. H di�metro enì kÔklou e�nai m�a euje�a gramm  kai



88 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUgia ton Eukle�dh autì den or�zei gwn�a (180 moir¸n   dÔo orj¸n) sto kèntro.Prìtash g' 31.36Se èna kÔklo h gwn�a se hmikÔklio e�nai orj . . . 37

Sq ma 8.12: Prìtash g' 31. H eggegrammènh se di�metro e�nai orj .H apìdeixh k�nei p�li qr sh isoskel¸n trig¸nwn kai perilhptik� èqei wex : H exwterik  gwn�a ∠ZAG e�nai �sh me to �jroisma ∠ABG+∠AGB; �raafoÔ ∠ABG+∠AGB= ∠BAE+∠EAG, prokÔptei ìti h ∠BAG e�nai orj .Prìtash g' 32.E�n k�poia euje�a ef�ptetai se kÔklo, kai apì to shme�o epaf  aqje�euje�a pou tèmnei ton kÔklo, oi gwn�e pou sqhmat�zei me thn efaptomènh jae�nai �se me ti gwn�e sta enall�x tm mata tou kÔklou.Diìti e�n h euje�a EF ef�ptetai ston kÔklo ABCD sto shme�o B, kaiapì to B aqje� euje�a BD pou tèmnei ton kÔklo; lègw ìti oi gwn�e pousqhmat�zei h BD me thn efaptomènh EF e�nai �se me ti gwn�e sta enall�xtm mata tou kÔklou, dhlad  h gwn�a FBD e�nai �sh me th gwn�a BAD kai hgwn�a EBD e�nai �sh me th gwn�a DCB.36Το θεώρημα αυτό αποδίδεται στον Θαλή. ΄Εχει ειπωθεί προηγουμένως ότι είναι άμε-
ση απόρροια της Πρότασης γ΄ 20, αν αυτή επεκταθεί ώστε να περιέχει την περίπτωση είναι
μικρότερο ή ίσο του ημικυκλίου, δηλαδή η γωνία στο κέντρο είναι ίση με δύο ορθές. Υπάρ-
χουν ενδείξεις στα Μετά τα Φυσικά του Αριστοτέλη, ότι υπήρχε διαφορετική απόδειξη του
αποτελέσματος αυτού γνωστής στους προ-Ευκλείδειους χρόνους.37Η πρόταση περιέχει και άλλα αποτελέσματα που αφορούν γωνίες τμημάτων και γωνίες
σε τμήμτα μεγαλύτερα ή μικρότερα ημικυκλίων.



8.7. BIBL�IO G�, M�EROS G3: GWN�IES SE K�UKLOUS XAN�A 89

Sq ma 8.13: Prìtash g' 32. Je¸rhma gwn�a qord  kai efaptomènh.Apìdeixh.Jèloume na de�xoume ìti φ = ∠FBD = ∠BAD = α kai ψ = ∠EBD =
∠DCB = γ. En gènei, to A e�nai tuqa�o shme�o ston kÔklo, all� lìgwtou analloi¸tou th gwn�a BAD mpioroÔme na upojèsoume ìti h BA e�naidi�metro. Jètoume ep�sh β = ∠ABC. H ∠ADB e�nai orj ;38 �ra to�jroisma α+β e�nai �so m�a orj .39 All� ep�sh β+φ e�nai m�a orj  kai ètsi
α = φ.Ep�sh, γ = π − α = π − φ = ψ.40 2Oi epìmene dÔo prot�sei e�nai parallagè th g' 32 pou e�nai qr simegiat� dhmiourgoÔn katast�sei kat�llhle gia thn efarmog  th g' 21.Prìtash g' 33.Na grafe� se doje�sa euje�a, tm ma kÔklou pou dèqetai gwn�a �sh me eu-jÔgrammh gwn�a.Prìtash g' 34.Apì dojènta kÔklo na afaireje� tm ma pou dèqetai gwn�a �sh me doje�saeujÔgrammh gwn�a.'Estw o doje� kÔklo ABG kai D h doje�sa eujÔgrammh gwn�a; zhte�taina afaireje� tm ma kÔklou pou dèqetai gwn�a �sh me thn eujÔgrammh gwn�aD.38Πρόταση γ΄ 3139Πρόταση α΄ 32.40Πρόταση γ΄ 22.



90 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOU
Sq ma 8.14: Prìtash g' 33.
Sq ma 8.15: Prìtash g' 34.Apìdeixh.A aqje� apì to B efaptomènh EZ. Kai a èqei kataskeuaste� p�nw stoZB gwn�a ZBG �sh me thn D. 41Epeid  loipìn h euje�a EZ ef�ptetai ston kÔklo ABG, kai apì to shme�oepaf  B dièrqetai h BG, h gwn�a ZBG e�nai �ra �sh me thn gwn�a pou kata-skeu�sthke sto enall�x tm ma BAG. All� h ZBG e�nai �sh me thn D; �ra kaih gwn�a sto tm ma BAG e�nai �sh me thn D.'Ara, apì ton dojènta kÔklo ABG afairèjhke to BAG pou dèqetai gwn�a�sh me th doje�sa eujÔgrammh gwn�a D. O.E.P.42 28.8 Bibl�o g' Mèro D: Tomè qord¸n te-mnous¸n kai efaptomènwnSth shmerin  gewmetr�a tou luke�ou, oi teleuta�e trei prot�sei tou Bibl�oug' t�jentai entì tou plais�ou th jewr�a th omoiìthta ìpou, oi apode�xei41Πρόταση α΄ 23.42Μία εναλλακτική κατασκευή εδώ θα ήταν να κατασκευάσουμε μία επίκεντρη γωνία δι-

πλάσια της δοθείσας· αν η δοθείσα είναι ορθή, χρειάζεται μόνο να φέρουμε την διάμετρο του
κύκλου.



8.8. BIBL�IOG�M�EROSD: QORD�ES,T�EMNOUSES,EFAPT�OMENES91tou e�nai eÔkole. Se autì to st�dio o Eukle�dh den mpore� na qrhsimo-poi sei analog�e kai gia autì to lìgo d�dei per�ploke kai makroskele�apode�xei.Peplegmènh sti Prot�sei g' 35/36 e�nai h kataskeu  th analloi¸toupou kale�tai s mera dÔnamh shme�ou w pro kÔklo h opo�a èqei pa�xei shman-tikì rìlo sthn istor�a th gewmetr�a.Prìtash g' 35.E�n dÔo euje�e tèmnontai se kÔklo, to perieqìmeno apì ta tm mata thmia orjog¸nio isoÔtai me to perieqìmeno orjog¸nio apì ta tm mata th �l-lh.
Sq ma 8.16: Prìtash g' 34: AE·EG=BE·ED.Prìtash g' 36.43E�n lhfje� k�poio shme�o ektì tou kÔklou, kai ston kÔklo pèftoun dÔoeuje�e, h m�a tèmnousa kai h �llh efaptomènh, tìte to orjog¸nio pou periè-qetai apì ìlh thn tèmnousa kai to tm ma th ektì tou kÔklou metaxÔ toushme�ou kai th kurt  perifèreia, e�nai �so me to tetr�gwno th efaptomè-nh.

Sq ma 8.17: Prìtash g' 36. Jèwrhma Tèmnousa kai Efaptomènh:DB2 =DG·DA.43Η Πρόταση αυτή είναι το γνωστό Θεώρημα Τέμνουσας και Εφαπτομένης.



92 KEF�ALAIO 8. BIBL�IO G�: PER�I K�UKLOUA xanaparajèsoume thn parap�nw Prìtash ¸ste na sumperilamb�nei kaithn ant�strof  th Prìtash g' 37, dèste kai to sq ma 8.17:DB efaptomènh an kai mìno an DB2 =DG·DA.Ja de�xoume mìno to eujÔ; to ant�strofo den èqei idia�tero endiafèron.Apìdeixh me thn qr sh omoiìthta.JewroÔme ta tr�gwna△DBG kai△DBA, ta opo�a èqoun koin  thn ∠ADB.E�n h DB e�nai efaptomènh, tìte apì thn g' 32 e�nai ∠DBG=∠BAG. Apì thna' 32 oi ant�stoiqe loipè gwn�e e�nai �se kai ta tr�gwna △DBG kai △DBAe�nai isog¸nia. 'Ara,44 DG:DB=DB:DA,kai 45 DB2 =DG·DA.
2H apìdeixh tou Eukle�dh.O Eukle�dh jewre� pr¸ta thn per�ptwsh ìpou h AD pern� apì to kèntro.Parale�poume aut  thn per�ptwsh diìti oi mèjodoi pou akoloujoÔntai e�naipanomoiìtupe me autè th genik  per�ptwsh.46'Estw EZ k�jeth sthn DA; sundèontai oi ED, EB. Sthn euje�a DA èqoumethn kat�stash th b' 6: AD·DG+GZ2=ZD2.T¸ra trei efarmogè tou P. J. bohjoÔn. Apì kataskeu EG2=GZ2+EZ2,ED2=DZ2+EZ2.'Ara, AD·DG+GE2=ED2,kai epeid  GE=EB,44Πρόταση στ΄ 4.45Πρόταση στ΄ 16.46Τούτη η περίπτωση είναι αυτό που στις μέρες μας ονομάζουμε οριακή. Ο Ευκλείδης,

όπως και όλοι οι ΄Ελληνες γεωμέτρες άλλωστε, δεν επιτρέπει στον εαυτό του να συνάγει
την αλήθεια της οριακής περίπτωσης κατευθείαν από την γενική περίπτωση που την περιέχει,
αλλά δίδει ξεχωριστή απόδειξη.



8.8. BIBL�IOG�M�EROSD: QORD�ES,T�EMNOUSES,EFAPT�OMENES93AD·DG+EB2=ED2.T¸ra, epeid  h DB e�nai efaptomènh,ED2=DB2+EB2.Antikajist¸nta kai afair¸nta to EB2 h parap�nw d�deiAG·DG=DB2.
2Ek pr¸th ìyew, h apìdeixh tou Eukle�dh de�qnei pio per�plokh apì thnapìdeixh me thn qr sh omoiìthta. Par� toÔto h teleuta�a qrhsimopoie� thnPrìtash st' 4 kai thn st' 16, oi opo�e qrei�zontai ta ennoiak� duskolìte-ra jemèlia tou Bibl�ou e'. Sunolik� loipìn h apìdeixh tou Eukle�dh e�naiaploÔsterh an kai teqnik� polÔplokh.
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