
Kef�laio 9Stoiqe�wn Bibl�o d': Kanonik�polÔgwnaJa qrhsimopoioÔme ton sun jh ìro �kanonikì polÔgwno� ant� tou eukle�deiou�isìpleurou kai isog¸niou polug¸nou�; h kurtìthta uponoe�tai p�ntote. ToBibl�o d' akolouje� èna sfiqtì pl�no kai den èqei ti upodiairèsei pou èqounta �lla bibl�a. Tèssera probl mata diapragmateÔontai susthmatik�:1. H eggraf  eujugr�mmou sq mato se dojènta kÔklo;2. h perigraf  eujugr�mmou sq mato se dojènta kÔklo;3. h eggraf  kÔklou se dojèn eujÔgrammo sq ma kai4. h perigraf  kÔklou se dojèn eujÔgrammo sq ma.Ta probl mata aut� lÔnontai gia
• tr�gwna sti Prot�sei d' 2-5;
• tetr�gwna (kanonik� tetr�pleura) sti Prot�sei d' 6-9;
• kanonik� pent�gwna sti Prot�sei d' 10-14;
• kanonik� ex�gwna sthn Prìtash d' 15 kai
• kanonik� dekapent�gwna sthn Prìtash d' 16.95



96 KEF�ALAIO 9. BIBL�IO D�: KANONIK�A POL�UGWNAO austhrì kai susthmatikì sqediasmì tou bibl�ou d' ma d�nei na ka-tal�boume ìti e�nai monograf�a enì mìno suggrafèa thn opo�a o Eukle�dhenswm�twse sta Stoiqe�a. H par�leiyh tou axi¸mato twn parall lwn, h k�-pw arqa ik  gl¸ssa, ìpw kai ta sqìlia pou prostèjhkan sto bibl�o autìsthn meta-Eukle�deia epoq , ma d�noun na katal�boume ìti m�llon toÔto e�naièrgo k�poiou Pujagore�ou. O Eukle�dh de�qnei ìti parexèkkline tou arqikoÔkeimènou me dÔo trìpou: pr¸ta, xanadoÔleye thn kataskeu  tou kanonikoÔpentag¸nou gia na exale�yei thn qr sh twn analogi¸n kai Ôstera, den qrhsi-mopo�hse kajìlou tou orismoÔ tou bibl�ou gia thn eggraf  polug¸nwn sepolÔgwna, thn opo�a profan¸ diat rhse apì thn arqik  monograf�a.Apì majhmatik  �poyh, to plèon ousiastikì ep�teugma tou Bibl�ou d' e�naih kataskeu  tou kanonikoÔ pentag¸nou. Ta upìloipa jewr mata e�nai sqetik�eÔkola, �ra k�poio mpore� na pe� ìti h kataskeu  tou pentag¸nou e�nai olìgo Ôparxh ìlou tou bibl�ou. H jewr�a sto Bibl�o d' e�nai endiafèrousamìno exait�a aut  th dÔskolh per�ptwsh, thn opo�a ja diapragmateutoÔmexeqwrist� sthn epìmenh par�grafo.Shme�o ekk�nhs  ma e�nai h Prìtash d' 2 me thn exairetik� ìmorfh apì-deixh.Prìtash d' 2.Na eggrafe� se dojènta kÔklo, tr�gwno isog¸nio me dojèn tr�gwno.'Estw o doje� kÔklo ABG kai to dojèn tr�gwno to DEZ; zhte�tai naeggrafe� ston kÔklo ABG tr�gwno isog¸nio me to DEZ.Apìdeixh.A èqei aqje� apì to A efaptomènh HJ ston kÔklo ABG, kai èstw ìtièqei kataskeuastei sthn euje�a AJ kai sto shme�o th A, gwn�a JAG �sh meth DEZ kai sthn euje�a AH kai sto shme�o th A gwn�a HAB �sh me th DZE;1a èqei sundeje� kai h BG.Epeid  loipìn k�poia euje�a AJ ef�ptetai ston kÔklo ABG kai apì toshme�o epaf  A dièrqetai h euje�a AG, �ra h gwn�a JAG e�nai �sh me thngwn�a ABG sto enall�x tm ma tou kÔklou. 2 All� h JAG e�nai �sh me thDEZ �ra kai h ABG e�nai �sh me th DEZ. Gia tou �diou lìgou kai h AGBe�nai �ra �sh me th DZE; kai �ra h loip  BAG e�nai �sh me th loip  EDZ [�ra1Πρόταση α΄ 23.2Πρόταση γ΄ 32.
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Sq ma 9.1: Prìtash d' 2: Eggraf  se kÔklo trig¸nou isogwn�ou me dojèntr�gwno.to ABG tr�gwno e�nai isog¸nio me to ABG tr�gwno kai eggr�fetai autì stonkÔklo ABG℄.'Ara ston dojènta kÔklo eggr�fetai tr�gwno isog¸nio me dojèn tr�gwno,3 O.E.P. 2.To epìmeno je¸rhma ma d�dei ep�sh th geÔsh tou Bibl�ou d':Prìtash d' 15.Ston dojènta kÔklo na eggrafe� isìpleuro kai isog¸nio ex�gwno.3Επειδή φυσικά κάθε σημείο του κύκλου μπορεί να ληφθεί ως γωνιακό σημείο, υπάρχουν
άπειρες λύσεις στο πρόβλημα. Ακόμη και αν σταθεροποιήσουμε ένα σημείο Α, υπάρχουν
έξι τρόποι με τους οποίους μπορούμε να τοποθετήσουμε τις γωνίες. επίσης το πρόβλημα
μπορεί να αναχθεί στην γ΄ 34, δηλαδή να αφαιρέσουμε από τον κύκλο τμήμα που περιέχει
γωνία ίση με δοθείσα γωνία. Μπορεί επίσης να επιλυθεί με την εναλλακτική μέθοδο που
εφαρμόζεται και στην γ΄ 34: γράφονται επίκεντρες γωνίες ίσες με το διπλάσιο των γωνιών
του δοθέντος τριγώνου. Ως ειδική περίπτωση, μπορούμε με την μέθοδο αυτής της Πρότασης
να εγγράψουμε ισόπλευρο τρίγωνο σε κάθε κύκλο· αφού πρώτα το κατασκευάσουμε με την
βοήθεια της Πρότασης α΄ 1. Ι σοδύναμα, μπορούμε να χωρίσουμε την περιφέρεια κύκλου σε
τρία ίσα τόξα.
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Sq ma 9.2: Prìtash d' 15: Eggraf  se kÔklo kanonikoÔ exag¸nou.Apìdeixh.Ja d¸soume thn apìdeixh suntomeÔonta k�pw ta epiqeir mata tou Eu-kle�dh. 'Estw K o kÔklo kèntrou H. Fèretai h di�metro AD kai o kÔklo
H kèntrou D kai akt�na DH, o opo�o tèmnei ton K sta shme�a G kai E.1. To ex�gwno ABGDEZ e�nai isìpleuro. Apì kataskeu , ta tr�gwna

△HGD kai △HDE e�nai isìpleura, oi ant�stoiqe gwn�e tou sto He�nai to èna tr�to twn dÔo orj¸n. Epeid  h BE e�nai euje�a, h loip gwn�a ∠BHG e�nai ep�sh �sh me to èna tr�to twn dÔo orj¸n. Oi tre�upìloipe gwn�e sto H e�nai k�jete sti prohgoÔmene; �ra e�nai ìle�se. All� �se gwn�e ba�noun se �sa tìxa4 kai upote�nontai apì �seqordè.5. 'Ara to ex�gwno e�nai isìpleuro.2. E�nai ep�sh isog¸nio. To tìxo BGDEZ e�nai �so me to tìxo GDEZA;4Πρόταση γ΄ 26.5Πρόταση γ΄ 29.



99�ra apì thn g' 27 h ∠BAZ e�nai �sh me thn ∠GBA k.o.k.
2H kataskeu  tou eggegrammènou kÔklouSe ant�jesh me to prìblhma th eggraf  kanonikoÔ n-g¸nou se dojèntakÔklo ìpou k�je n prèpei na antimetwpiste� xeqwrist�, h kataskeu  toueggegrammènou (ìpw kai tou perigegrammènou) kÔklou kanonikoÔ n-g¸nouepidèqetai genik  lÔsh. H diadikas�a th Prìtash d' 13, ìpou o Eukle�-dh eggr�fei kÔklo se kanonikì pent�gwno, mpore� na genikeute�, ef' ìson hapìdeixh sthn ous�a den qrhsimopoie� poujen� ìti to en lìgw polÔgwno e�naipent�gwno. O Eukle�dh to gnwr�zei autì, diìti sthn st' 15 gia to ex�gwnokai sthn d' 16 gia to dekapent�gwno, lègei ìti h kataskeu  g�netai ìpw kaisthn per�ptwsh tou pentag¸nou.

Sq ma 9.3: Kataskeu  eggegrammènou kÔklou.A doÔme l�go thn kataskeu  tou eggegrammènou kÔklou kanonikoÔ n-g¸nou ABGDE. . . (To sq ma anafèretai sto kanonikì pent�gwno, all� ap'



100 KEF�ALAIO 9. BIBL�IO D�: KANONIK�A POL�UGWNAìti e�pame den èqei shmas�a.) Fèrontai oi diqotìmoi GZ, DZ twn gwni¸n ∠BGDkai ∠GDE ant�stoiqa. Apì to Z fèrontai oi ZB, ZA, ZE.Ta tr�gwna △BGZ, △DGZ e�nai �sa: h BG e�nai �sh me th GD, h GZ e�naikoin  kai h ∠BGZ e�nai �sh me thn ∠DGZ apì kataskeu . 6 Àra kai ta Ôyh ZJ,ZK e�nai �sa7 kai m�lista isoÔntai me thn akt�na tou eggegrammènou kÔklou.Analìgw kataskeu�zontai oi ZL, ZM, ZH, klp.9.1 To kanonikì pent�gwnoSe toÔth th par�grafo ja melet soume thn Eukle�deia kataskeu  tou kano-nikoÔ pentag¸nou pou apì mình th e�nai èna panèmorfo komm�ti twn majh-matik¸n. W sun jw, o Eukle�dh den mil� per� kin trwn h skop¸n k�poiwnsugkekrimènwn endi�meswn jem�twn ìpw l.q. thn d' 10, all� apl� parajèteito ulikì tou. To apofasistikì b ma pro to pent�gwno e�nai to �l mma� d' 10.Prìtash d' 10.Na kataskeuaste� isoskelè tr�gwno pou èqei kaje m�a apì ti gwn�e toupro th b�sh dipl�sia th loip .Apìdeixh.A e�nai AB m�a opoiad pote euje�a kai a tmhje� sto g ¸steAB·BG=AG2.8'Estw K o kÔklo kèntrou A kai akt�na AB. Fèretai BD �sh me thn AGkai sundèontai oi AD, DG. To zhtoÔmeno tr�gwno e�nai to △ABD. Pr�gmati:An H e�nai to hmikÔklio gÔrw apì to △AGD, epeid  to B e�nai ektì tou
H, h BA to tèmnei sto A kai sto G kai �emp�ptei� se autì. Apì kataskeu AB·BG=AG2 =BD2.T¸ra to apofasistikì b ma e�nai h efarmog  th Prìtash g' 37:AB·BG=BD2 �ra h BD e�nai efaptìmenh sto H.'Ara, ∠BDG=∠BAD apì thn g' 32 epeid  h teleuta�a e�nai h gwn�a stoenall�x tm ma tou kÔklou H. Ta upìloipa e�nai èna kataigismì puroteqnh-m�twn isoskel¸n trig¸nwn! AfoÔ to △BAD e�nai isoskelè,6Πρόταση α΄ 4.7Ο Ευκλείδης το αποδεικνύει αυτό λεπτομερώς.8Πρόταση β΄ 11.
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Sq ma 9.4: Prìtash d' 10.
∠ABD=∠BDG+∠GDA=∠BAD+∠GDA.H ∠BGD e�nai exwterik  tou △DAG:

∠BGD=∠BAD+∠GDA=∠ABD.'Ara, to△DGB èqei dÔo gwn�e �se, e�nai isoskelè, kai lìgw kataskeu GD=BD=AG.T¸ra to △DGA e�nai isoskelè, �ra
∠BAD=∠GDA.'Ara oi gwn�e sth b�sh, ∠ABD=∠BAD+∠GDA=∠BAD+∠BAD, e�naidipl�sie th loip  ∠BAD, O.E.D. 2Prìtash d' 11.Sto dojènta kÔklo, na eggrafe� pent�gwno isìpleuro kai isog¸nio.Apìdeixh.
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Sq ma 9.5: Prìtash d' 11. Eggraf  kanonikoÔ pentag¸nou se kÔklo.Sto dojènta kÔklo, eggr�fetai me thn mèjodo th Prìtash d' 2 tr�gwno
△ADG isog¸nio me autì pou kataskeu�sthke sthn Prìtash d' 10. Diqoto-moÔntai oi gwn�e sta G kai D kai proekte�nontai oi diqotìmoi sta E kai B.Sundèontai oi AB, BG, DE, EA.1. To pent�gwno e�nai isìpleuro. Apì kataskeu , oi pènte gwn�e ∠DAG,

∠AGE, ∠EGD, ∠GDB,∠BDA e�nai �se metaxÔ tou, �ra apì thn Prì-tash g' 26 ba�noun se �sa tìxa kai apì thn g' 29 se �se qordè.2. me èna epiqe�rhma ìmoio me autì tou exag¸nou, prokÔptei ìti to pent�-gwno e�nai kai isog¸nio. 9
29Ο De Morgan σχολιάζει ότι η μέθοδος της απόδειξης της Πρότασης δ΄ 11 δεν είναι τόσο

φυσιολογική, αλλά, αν κοιτάξουμε το σχήμα θα καταλάβουμε ότι σχηματίζεται το πεντάγραμ-
μο εκτός από την ευθεία ΒΕ. Είναι γνωστή η ενασχόληση του ΄Ιππασου του Μεταποντίνου
με το πεντάγωνο-δωδεκάεδρο. ΄Αρα η μέθοδος δείχνει πυθαγόρεια και συνεπώς μεγάλου
ιστορικού ενδιαφέροντος.
Μία άλλη μέθοδος θα μπορούσε να είναι η εξής: Με την δ΄ 10, εγγράφεται ένα δεκάγωνο
στον κύκλο, και κατόπιν ενώνονται οι εναλλάξ κορυφές.



9.2. EIKAS�IES GIA TO PENT�AGWNO 1039.2 Eikas�e gia to pent�gwnoSe toÔth thn par�grafo ja parajèsoume orismène eikas�e gia thn kataskeu-  tou eggegrammènou kanonikoÔ pentag¸nou, th opo�a èqoume  dh eik�seithn Pujagìreia proèleush. Ja exet�soume tou epitreptoÔ (kai mh) trìpoukataskeu¸n, akolouj¸nta thn qr simh diadikas�a th �an�lush kai th sÔn-jesh � ìpw aut  perigr�fetai sthn sÔntomh prosj kh sti Prot�sei ig' 1�5twn Stoiqe�wn:10An�lush e�nai h paradoq  tou apotelèsmato kai h �fixh mèsw autoÔ sek�poia alhj  prìtash.SÔnjesh e�nai h paradoq  twn upojèsewn kai h �fixh mèsw aut¸n stozhtoÔmeno apotèlesma.Sth majhmatik  èreuna, toÔta qrhsimopoioÔntai suneq¸. An upojèsoumeìti apode�xame èna apotèlesma, exet�zoume e�n mporoÔme na antistrèyoumeti sunepagwgè gia na ft�soume sthn upìjesh. Me �lla lìgia h an�lushe�nai h prosp�jeia apìdeixh tou �antistrìfou� mia prìtash p =⇒ q. HsÔnjesh e�nai h kajeaut  prosp�jeia th apìdeixh th prìtash, kai mìnoaut  kajist� thn apìdeixh isqÔousa.

Sq ma 9.6: Pr¸th an�lush tou pentag¸nou.10Η προσθήκη αυτή παραλείφθηκε από την οριστική εκδοχή των Στοιχείων.



104 KEF�ALAIO 9. BIBL�IO D�: KANONIK�A POL�UGWNAPr¸th an�lush tou pentag¸nouUpojètoume ìti d�detai èna kanonikì eggegrammèno pent�gwno maz� me tidiagwn�ou tou (Sq ma 9.6).Oi gwn�e ∠BAC kai ∠ACE e�nai �se, ìpw eÔkola prokÔptei apì thnisìthta twn △DAC kai △ACE. 'Ara h diag¸nio AD e�nai par�llhlh sthnpleur� BC. Me ton �dio trìpo prokÔptei ìti ìle oi diag¸nioi e�nai par�l-lhle sti apènanti ant�stoiqe pleurè. 'Ara to tetr�pleuro BCDF e�naiparallhlìgrammo; �ra h BF e�nai �sh me thn pleur� tou pentag¸nou, kai tashme�a C, F kai A ja ke�ntai se kÔklo K kèntrou B kai akt�na BA. Apìsummetr�a, h koruf  D ja ke�tai sth mesok�jeto th AB. 'Opw parap�nw, h
DF e�nai �sh me thn AB.

Sq ma 9.7: Pr¸th sÔnjesh tou pentag¸nou: NeÔsh.
Pr¸th sÔnjesh tou pentag¸nou: NeÔshH mèjodo th neÔsh den e�nai t�pote �llo apì thn qrhsimopo�hsh diabajmi-smènou kanìna dhlad  tou q�raka. ToÔth h mèjodo profan¸ den up�rqeista Stoiqe�a ìpou ta mìna epitrept� gewmetrik� ergale�a e�nai o kanìna kaio diab th.11 E�nai ìmw gegonì, ìti arketo� 'Ellhne majhmatiko� ex�skh-11Τούτο μάλλον οφείλεται σε πλατωνικές παραδόσεις, αν και πουθενά στα πλατωνικά κεί-
μενα δεν καθορίζεται αυτός ο περιορισμός. Πάντως από ένα σημείο και ύστερα καθιερώθηκε·
έτσι η νεύση έπαψε να θεωρείται παραδεκτή μέθοδος απόδειξης.



9.2. EIKAS�IES GIA TO PENT�AGWNO 105san thn mèjodo th neÔsh, an�mes� tou kai o Ippokr�th o Q�o. O P�ppoep�sh anafèrei ìti o Apoll¸nio o Perga�o ègraye dÔo bibl�a Per� neÔsew.Ta bibl�a aut� q�jhkan, all� o P�ppo perigr�fei th mèjodo; a doÔmepw aut  efarmìzetai sto pent�gwno:Qar�ssoume ton kanìna me dÔo shme�a D, F ¸ste DF = AB. (Sq ma 9.7).Apì thn AB kataskeu�zoume thn m kai ton kÔklo K kai katìpin glistr�meton q�raka sth jèsh ìpou to D ∈ m, to F ∈ K kai h proektetamènh DFpern� apì to A. To na sumplhrwje� to pent�gwno e�nai t¸ra eÔkolo, an kaiprèpei na apodeiqje� ìti e�nai kanonikì.DeÔterh an�lush tou pentag¸nouOi duskol�e sthn kataskeu  tou pentag¸nou aux�nontai dramatik� an xeq�-soume th neÔsh. O Eukle�dh, qwr� na to lèei parajètei thn an�lush toupentag¸nou sta pla�sia th jewr�a th omoiìthta. Ekkin¸nta apì doje�sapleur� tou pentag¸nou pou prèpei na kataskeuaste�, prèpei k�pw na or�-soume th diag¸nio. Parajètoume pr¸ta ton parak�tw Orismì 3 tou Bibl�oust':M�a euje�a lègetai ìti èqei tmhje� se mèso kai �kro lìgo, e�n o lìgoìlh th euje�a prì to megalÔtero tm ma th e�nai �so me to lìgo toumegalÔterou tm matì th pro to mikrìtero.12Prìtash ig' 8.Se kanonikì pent�gwno oi diag¸nioi pou upote�nontai apì dÔo diadoqikègwn�e, tèmnoun h m�a thn �llh se mèso kai �kro lìgo kai ta megalÔteratm mat� tou e�nai �sa me thn pleur� tou pentag¸nou.Suntomeumènh apìdeixh.De�qnoume pr¸ta ìti to DCHE e�nai parallhlìgrammo; �ra EH = DC =
AB (Sq ma). Katìpin ta tr�gwna △ABE kai △HAB e�nai isog¸nia, �ra hst' 4 d�dei

EB : BA = AB : BH.All� AB = EH ; �ra
BE : EH = EH : HB.

212Και πάλι η χρυσή τομή. Συγκρίνετε με την Πρόταση β΄ 11.
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Sq ma 9.8: DeÔterh an�lush tou pentag¸nou.Apì thn st' 16, to parap�nw e�nai isodÔnamo me thn
BE · HB = EH2,dhlad  th sunj kh th b' 11. A jèsoume pro stigm  x = BE kai a gia m�aapì ti pleurè tou pentag¸nou. Tìte HB = x−a kai pa�rnoume thn ex�swsh

x(x − a) = a2,ìpou o a e�nai doje� kai o x �gnwsto. E�n a = 2b tìte
x2

− 2bx = 4b2,

x2
− 2bx + b2 = 5b2,

(x − b)2 = 5b2.Apì autì to x kataskeu�zetai eÔkola kai pa�rnoume to qarakthristikì tr�-gwno th d' 10 ìpw sto Sq ma 9.8 (b).DeÔterh sÔnjesh tou pentag¸nouEkkin¸nta apì thn a = 2b ìpw sto Sq ma 9,8 (a), pa�rnoume to x kai totr�gwno th d' 10 me thn qarakthristik  tou idiìthta kai mporoÔme katìpin naproqwr soume, all� qrhsimopoi¸nta suneq¸ jewr�a omoiìthta.



9.2. EIKAS�IES GIA TO PENT�AGWNO 107Tr�th sÔnjesh tou pentag¸nou'Oqi mìnon h neÔsh, all� kai ta epiqeir mata omoiìthta e�nai apagoreumèna.Aut  e�nai h sÔnjesh tou Eukle�dh.SumpèrasmaApì ìla ta parap�nw mporoÔme na fantastoÔme ta akìlouja st�dia pou pè-rase to bibl�o d':1. Kataskeu�zei k�poio (m�llon Pujagìreio) to pent�gwno me th mèjodoth neÔsh.2. To epiqe�rhma th neÔsh apale�fetai kai antikaj�statai apì k�poio ì-moio me autì tou sq mato3. K�poio (m�llon kai p�li Pujagìreio, all� me epirroè apì ton Pl�-twna) gr�fei m�a monograf�a qrhsimopoi¸nta k�poia jewr�a analogi¸n,all� ousiastik� d�donta to ke�meno pou br�skoume sta Stoiqe�a.
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